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Introdução

Este trabalho de conclusão de curso possui três caṕıtulos, nos quais são
apresentados conceitos e resultados, com a finalidade de demonstrar dois
teoremas em Álgebra, via Álgebra Linear.

No primeiro caṕıtulo, é demonstrado que o conjunto dos números algébricos
forma um subcorpo do corpo dos números complexos, aplicando duas técnicas
diferentes que envolvem Álgebra Linear. Para aplicar a primeira técnica,
apresentamos alguns resultados sobre a aritmética dos números algébricos,
essenciais para a demonstração. Para a segunda técnica, definimos o Pro-
duto de Kronecker, apresentamos alguns exemplos e algumas propriedades
desse produto que, aliadas ao conceito de autovalor associado a um autovetor,
permite que se conclua a demonstração.

No segundo caṕıtulo, são apresentados exemplos, conceitos e resultados
que demonstram que toda permutação pode ser escrita como produto de
ciclos disjuntos, levando o leitor ao importante resultado de que toda per-
mutação é um produto de transposições cuja paridade é invariante.

No terceiro caṕıtulo, é visto que a ação de uma transposição sobre o espaço
vetorial Rn é uma reflexão de Householder que é utilizada para demonstrar
o seguinte teorema: uma permutação em Sn não pode ser escrita como o
produto de menos que (n− r) transposições, em que r é o número de ciclos
disjuntos na permutação, incluindo os 1-ciclos.
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Caṕıtulo 1

O corpo dos números algébricos

Neste caṕıtulo, introduzimos alguns conceitos de Álgebra Linear para
provar de dois modos diferentes que o conjunto dos números algébricos forma
um subcorpo do corpo dos números complexos. Além disso, mostramos usan-
do as mesmas técnicas, que o conjunto dos números inteiros algébricos forma
um subanel do anel dos números complexos.

1.1 Os números algébricos

O objetivo desta seção é listar alguns conceitos e resultados da teoria
básica dos números algébricos que serão utilizados ao longo desse caṕıtulo.

Definição 1.1.1. Um número complexo que é raiz de um polinômio mônico
(isto é, cujo coeficiente ĺıder é igual a 1) com coeficientes racionais da forma

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (1.1.a)

é chamado um número algébrico.

Observação 1.1.1. Também podemos definir um número algébrico como
sendo uma raiz de um polinômio com coeficientes inteiros. Pois seja α raiz
de

bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0 = 0 (1.1.b) ,

uma equação com coeficientes inteiros. Ao dividirmos os dois lados dessa
equação pelo coeficiente ĺıder bn, temos

xn +
bn−1

bn
xn−1 + · · ·+ b1

bn
x+

b0
bn

= 0 (1.1.c)

e tomando an−1 = bn−1

bn
, · · · , a1 = b1

bn
, a0 = b0

bn
, podemos reescrever a

equação (1.1.c) da forma (1.1.a). A rećıproca é verdadeira, pois se α é
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raiz de (1.1.a), um polinômio mônico com coeficientes racionais, supondo
que an−1 = pn−1

qn−1
, · · · , a1 = p1

q1
, a0 = p0

q0
, multiplicando (1.1.a) por bn =

M.M.C.{qn−1, qn−2, · · · , q1, q0}, obtemos (1.1.b).

Observação 1.1.2. Um número complexo que não seja algébrico é chamado
transcendente.

Definição 1.1.2. Se um número complexo é raiz de um polinômio mônico

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

em que os coeficientes a0, · · · , an−1 são números inteiros, então ele é chamado
de inteiro algébrico.

Observação 1.1.3. Todo inteiro algébrico é um número algébrico, pois é
raiz do polinômio (1.1.b) com o coeficiente bn = 1.

Exemplo 1.1.1.
√

2 e −
√

2 são inteiros algébricos, pois são ráızes do
polinômio x2 − 2.

Exemplo 1.1.2.
√

2 +
√

3 é um inteiro algébrico, pois é raiz do polinômio
x4 − 4x2 + 1.

Exemplo 1.1.3. i =
√
−1 e −i são inteiros algébricos, pois são ráızes do

polinômio x2 + 1.

Exemplo 1.1.4. Todo número inteiro z é um inteiro algébrico, pois z é raiz
do polinômio x− z.

Exemplo 1.1.5. Todo número racional q é um número algébrico: se q = a
b
,

a, b ∈ Z, b 6= 0, então q é raiz do polinômio bx− a.

Exemplo 1.1.6. π é um número transcendente e a demonstração desse fato
pode ser encontrada na referência [4].

1.2 Aritmética dos números algébricos

Nesta seção veremos que as operações de adição e de multiplicação são
fechadas no conjunto dos números algébricos, utilizando alguns conceitos e
resultados de álgebra linear.

Lema 1.2.1. Sejam n um número inteiro positivo e δ um número com-
plexo. Suponha que os números complexos θ1, θ2, · · · , θn, todos não-nulos,
satisfaçam as equações da forma

δθj = aj,1θ1 + aj,2θ2 + · · ·+ aj,nθn (1.2.a) ,

com j = 1, 2, · · · , n, em que os n2 coeficientes aj,i, com i = 1, 2, · · · , n, são
racionais. Então δ é um número algébrico.
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Demonstração. As equações da forma (1.2.a) podem ser dispostas como um
sistema de equações lineares homogêneo em θ1, θ2, · · · , θn :

δ ·


θ1

θ2
...
θn

 =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
an,1 an,2 · · · an,n


︸ ︷︷ ︸

A

·


θ1

θ2
...
θn

 .

Como θ1, θ2, · · · , θn são todos não nulos,


θ1

θ2
...
θn

 é um autovetor associado

ao autovalor δ de A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
an,1 an,2 · · · an,n

 .

Logo, det(δIn − A) = 0, isto é,∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ − a1,1 −a1,2 · · · −a1,n

−a2,1 δ − a2,2 · · · −a2,n
...

...
. . .

...
−an,1 −an,2 · · · δ − an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Portanto, δ é raiz do polinômio caracteŕıstico de A:

PA(x) = xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn−1x+ bn.

Note que b1, b2, · · · , bn ∈ Q, pois cada bi, i = 1, · · · , n, é o resultado de
somas e multiplicações envolvendo os coeficientes racionais aj,i, originadas
pela operação de determinante. Assim, PA(x) é um polinômio mônico de
coeficientes racionais e, como δ é raiz de PA(x), δ é número algébrico.

Corolário 1.2.1. No Lema 1.2.1, se supusermos que os coeficientes aj,i são
inteiros para todo i, j ∈ {1, · · · , n}, obtemos que δ é um inteiro algébrico.

Demonstração. A demonstração é análoga à do Lema 1.2.1.

Teorema 1.2.1. Se α e β são números algébricos, então α + β e α · β são
números algébricos.
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Demonstração. Suponha que α e β satisfaçam

αm + a1α
m−1 + · · ·+ am = 0

e

βr + b1β
r−1 + · · ·+ br = 0 ,

com coeficientes racionais, ai e bj.
Sejam n = m · r e θ1, · · · , θn números complexos definidos como

θ1 = 1, θ2 = α, θ3 = α2, · · · , θm = αm−1,
θm+1 = β, θm+2 = αβ, θm+3 = α2β, · · · , θ2m = αm−1β,

...
...

...
...

...
θ(r−1)·m+1 = βr−1, θ(r−1)·m+2 = αβr−1, θ(r−1)·m+3 = α2βr−1, · · · , θrm = αm−1βr−1.

Então, θ1, θ2, · · · , θn são números da forma αsβt com s = 0, 1, · · · ,m − 1 e
t = 0, 1, · · · , r − 1. Logo,

αθj = ααsβt = αs+1βt =

{
θj+1, se s+ 1 ≤ m− 1
αmβt, se s+ 1 = m

.

No caso de s+ 1 = m, como αm = −a1α
m−1 − · · · − am , temos que

αmβt = (−a1α
m−1 − · · · − am)βt = −a1α

m−1βt − · · · − amβt =

= −a1θj − a2θj−1 − · · · − amθj−m+1.

Constatamos, então, que existem constantes racionais, digamos hj,1, · · · , hj,n
tal que

αθj = hj,1θ1 + · · ·+ hj,nθn.

E, similarmente, existem constantes racionais kj,1, · · · , kj,n tal que

βθj = kj,1θ1 + · · ·+ kj,nθn.

Então, temos

(α + β)θj = (hj,1 + kj,1)θ1 + · · ·+ (hj,n + kj,n)θn

que é uma equação do mesmo tipo da equação (1.2.a) do Lema 1.2.1. Por-
tanto, α + β é um número algébrico.

Agora, como βθj = kj,1θ1 + · · ·+ kj,nθn , temos que

αβθj = α(kj,1θ1 + · · ·+ kj,nθn) = kj,1αθ1 + · · ·+ kj,nαθn.
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Como (∀j) αθj = hj,1θ1 + · · ·+ hj,nθn ,

αβθj = kj,1

n∑
k=1

h1,kθk + · · ·+ kj,n

n∑
k=1

hn,kθk.

Logo, distribuindo as operações de soma e multiplicação, obtemos que

(∀j) αβθj =
n∑
k=1

rkθk, rk ∈ Q ,

que é uma equação com a mesma forma da equação (1.2.a) do Lema 1.2.1.
Portanto, α · β é um número algébrico.

Corolário 1.2.2. Se α e β são inteiros algébricos, então α + β e α · β são
inteiros algébricos.

Demonstração. A demonstração é análoga à do Teorema 1.2.1.

1.3 Corpos e subcorpos

O objetivo desta seção é listar alguns conceitos e resultados de Álgebra
que serão utilizados ao longo desse caṕıtulo.

Definição 1.3.1. Um corpo (K,+, ·) é um conjunto K, com pelo menos dois
elementos, munido de uma operação + (chamada adição) e de uma outra
operação · (chamada multiplicação) que satisfazem as condições seguintes:

1. A adição é associativa, isto é,

(∀x, y, z ∈ K) (x+ y) + z = x+ (y + z).

2. Existe um elemento neutro com respeito à adição, isto é,

(∀x ∈ K)(∃0 ∈ K) 0 + x = x e x+ 0 = x.

3. Todo elemento de K possui um inverso com respeito à adição, isto é,

(∀x ∈ K)(∃z ∈ K) x+ z = 0 e z + x = 0.

4. A adição é comutativa, isto é,

(∀x, y ∈ K) x+ y = y + x.
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5. A multiplicação é associativa, isto é,

(∀x, y, z ∈ K) (x · y) · z = x · (y · z).

6. Existe um elemento neutro com respeito à multiplicação, dito a unidade
do corpo, isto é,

(∀x ∈ K)(∃1 ∈ K) 1 · x = x e x · 1 = x.

7. 1 6= 0.

8. A multiplicação é comutativa, isto é,

(∀x, y ∈ K) x · y = y · x.

9. A adição é distributiva relativamente à multiplicação, isto é,

(∀x, y, z ∈ K) x · (y + z) = x · y + x · z.

10. Todo elemento diferente de zero de K possui um inverso com respeito
à multiplicação, isto é,

(∀x ∈ K\{0})(∃y ∈ K) x · y = 1.

Observação 1.3.1. Se todas as condições acima são satisfeitas com exceção
da 10a, então K é chamado de anel comutativo com unidade. A partir de
agora, quando nos referirmos a um anel, consideraremos que o anel é sempre
um anel comutativo com unidade.

Observação 1.3.2. Como todo corpo satisfaz as nove primeiras condições
acima, todo corpo é um anel.

Exemplo 1.3.1. (Z,+, ·) é um anel.

Exemplo 1.3.2. (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·) são corpos.

Definição 1.3.2. Seja (K,+, ·) um corpo. Um subconjunto não vazio H de
K é um subcorpo de K quando, com as operações de K, o conjunto H é um
corpo.

Exemplo 1.3.3. Com + e · denotando respectivamente a adição e a multi-
plicação em C, temos que (Q,+, ·) e (R,+, ·) são subcorpos de (C,+, ·).
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Observação 1.3.3. Seguindo o racioćınio da definição acima, se (A,+, ·) é
um anel, um subconjunto não vazio B de A é um subanel de A quando, com
as operações de A, o conjunto B é um subanel.

Observação 1.3.4. Para facilitar o enunciado da proposição a seguir, deno-
tamos −x como inverso com respeito à adição e denotamos x−1 como inverso
com respeito à multiplicação.

Proposição 1.3.1. Seja H um subconjunto não-vazio do corpo K. Então
H é um subcorpo de K se, e somente se, as quatro condições seguintes são
satisfeitas:

1. (∀x, y ∈ H) x+ y ∈ H. (a adição é uma operação fechada em H)

2. (∀x, y ∈ H) x · y ∈ H. (a multiplicação é uma operação fechada em H)

3. (∀x ∈ H) − x ∈ H.

4. (∀x ∈ K\{0}) x−1 ∈ H.

Demonstração. A demonstração dessa proposição é simples e pode ser en-
contrada na referência [2].

Observação 1.3.5. Note que se B for um subconjunto não-vazio de um
anel A, tal que B satisfaça apenas as três primeiras condições da proposição
acima, temos que B é um subanel de A.

1.4 Primeira demonstração

Para esta seção, já temos todas as ferramentas necessárias para provarmos
que o conjunto dos números algébricos forma um subcorpo do corpo dos
números complexos.

Teorema 1.4.1. O conjunto dos números algébricos forma um subcorpo do
corpo dos números complexos.

Demonstração. Seja X o conjunto dos números algébricos.

Para demonstrarmos este teorema, vamos provar que as quatro condições
seguinte são satisfeitas:

1. (∀α, β ∈ X) α + β ∈ X.
Já foi provado no Teorema 1.2.1.
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2. (∀α, β ∈ X) α · β ∈ X.
Já foi provado no Teorema 1.2.1.

3. (∀α ∈ X) − α ∈ X.
Prova: Seja α ∈ X. Então temos que α é raiz do polinômio com
coeficientes inteiros

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ,

ou seja,
anα

n + an−1α
n−1 + · · ·+ a1α + a0 = 0.

Então, temos que −α é raiz do polinômio com coeficientes inteiros

(−1)nanx
n + (−1)n−1an−1x

n−1 + · · ·+ (−1)a1x+ a0 ,

pois

(−1)nan(−α)n + (−1)n−1an−1(−α)n−1 + · · ·+ (−1)a1(−α) + a0 =

= anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a1α + a0 = 0.

4. (∀α ∈ X)(α 6= 0) α−1 ∈ X.
Prova: Seja α ∈ X. Então, α−1 é raiz do polinômio com coeficientes
inteiros

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an ,

pois,
αn[a0(α

−1)n + a1(α
−1)n−1 + · · ·+ an−1α

−1 + an] =

= a0(α
−1)nαn + a1(α

−1)n−1αn + · · ·+ an−1α
−1αn + anα

n =

= anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a1α + a0 = 0.

Proposição 1.4.1. Um inteiro algébrico real é inteiro ou irracional.
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Demonstração. Seja α um inteiro algébrico. Suponha, por contradição, que
α = p

q
, em que p ∈ Z, q ∈ N e q > 1, p e q primos entre si. Isto é, α é

um número racional que não é inteiro. Como α é uma raiz de um polinômio
mônico com coeficientes inteiros do tipo

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ,

substituindo x por p
q

temos:

pn = −an−1p
n−1q − · · · − a0q

n ,

ou ainda
pn = q(−an−1p

n−1 − · · · − a0q
n−1) .

Logo, q divide pn. Seja r um fator primo de q, r 6= 1 (r = q se q for primo).
Assim, r divide pn e logo, r divide p. Consequentemente r divide p e q, o que
é um absurdo, pois contradiz o fato deles serem primos entre si. Portanto,
um inteiro algébrico real é inteiro ou irracional.

Corolário 1.4.1. O conjunto dos inteiros algébricos forma um subanel do
anel dos números complexos.

Demonstração. Tomando α e β inteiros algébricos, já vimos no Corolário
1.2.2 que as duas primeiras condições do Proposição 1.3.1 são satisfeitas.
E tomando an = 1, fácilmente vemos que a terceira condição também é
satisfeita.

1.5 Segunda demonstração (via produto de

Kronecker)

Novamente, vamos demonstrar que as operações de adição e multiplicação
são fechadas no conjunto dos números algébricos e que o conjunto dos números
algébricos forma um subcorpo do corpo dos números complexos, fatos que
serão abordados nesta seção por meio de uma demonstração alternativa, via
Álgebra Linear. Primeiramente listamos alguns resultados essenciais.

Definição 1.5.1. Seja A ∈ Cn×n. Definimos λ(A) como o conjunto dos
autova-lores de A.

Exemplo 1.5.1. A = I2 ⇒ λ(A) = {1, 1}.
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Lema 1.5.1. Seja A =

(
B 0
0 C

)
n×n

, B ∈ Cr×r, C ∈ C(n−r)×(n−r). Então

λ(A) = λ(B) ∪ λ(C).

Demonstração. |A − λI| =

∣∣∣∣ B − λI 0
0 C − λI

∣∣∣∣ = |B − λI||C − λI|. Note

que λ ∈ λ(A) ⇔ |A − λI| = 0 ⇔ |B − λI| = 0 ou |C − λI| = 0 ⇔ λ ∈
λ(B) ou λ ∈ λ(C) .

Definição 1.5.2. Sejam c1, · · · , cn ∈ C. Então a matriz companheira C(c1, · · · , cn)
é a matriz 

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 · · · 0 1
−cn −cn−1 · · · −c2 −c1


n×n

.

Exemplo 1.5.2. C(1, 2, 3) =

 0 1 0
0 0 1
−3 −2 −1

 .

Lema 1.5.2. Seja A = C(c1, · · · , cn) uma matriz companheira. Então o
polinômio caracteŕıstico de A, PA(x), é igual a

xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn.

Demonstração. (por indução em n)
Para n=2, temos

det(xI2 − C(c1, c2)) =

∣∣∣∣ x −1
c2 x+ c1

∣∣∣∣ = x(x+ c1) + c2 = x2 + c1x+ c2.

Vamos supor que, para n ≥ 2,

det(xIn − C(c1, · · · , cn)) = xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn.

Sejam c1, · · · , cn+1 ∈ C. Usando a expansão do cofator com respeito à
primeira coluna, obtemos

det(xIn+1 − C(c1, · · · , cn+1)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 · · · 0
0 x −1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 · · · x −1

cn+1 cn · · · c2 x+ c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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= (−1)2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x −1 · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · x −1
cn · · · c2 x+ c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)1+n+1cn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 · · · 0
x −1 · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · x −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= x(xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn) + (−1)2+ncn+1(−1)n =

= xn+1 + c1x
n + · · ·+ cn−1x

2 + cnx+ (−1)2+2ncn+1 =

= xn+1 + c1x
n + · · ·+ cn−1x

2 + cnx+ cn+1.

Corolário 1.5.1. C(c1, · · · , cn) é inverśıvel se, e somente se, cn 6= 0.

Demonstração. (⇒)

Suponha, por contradição, que cn = 0. Usando a expansão do cofator com
respeito à primeira coluna, obtemos

det( C(c1, · · · , cn) ) = det( C(c1, · · · , cn−1, 0) ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 · · · 0 1
0 −cn−1 · · · −c2 −c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Logo, C(c1, · · · , cn) não é inverśıvel, o que contradiz a hipótese.

(⇐)

Pelo Lema 1.5.2, PC(c1,··· ,cn)(x) = xn+c1x
n−1 + · · ·+cn−1x+cn. Como cn 6= 0,

temos que PC(c1,··· ,cn)(0) = cn 6= 0. Então, 0 não é autovalor de C(c1, · · · , cn).
Portanto, C(c1, · · · , cn) é uma matriz inverśıvel (pois uma matriz n × n é
inverśıvel se, e somente se, 0 não é um autovalor dessa matriz).

Proposição 1.5.1. Seja λ um número complexo. Temos que λ é um número
algébrico se, e somente se, λ é um autovalor de uma matriz quadrada com
entradas racionais.

Demonstração. (⇒)
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Seja λ um número algébrico. Seja f(x) um polimônio mônico em Q[x],
digamos f(x) = xn + c1x

n−1 + · · · + cn−1x + cn , tal que f(λ) = 0. Seja
A ∈ Qn×n a matriz companheira C(c1, · · · , cn), isto é,

A =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 · · · 0 1
−cn −cn−1 · · · −c2 −c1

 .

Então, pelo Lema anterior, temos que PA(x) = f(x). Logo,

PA(λ) = f(λ) = 0.

Portanto, λ é raiz de PA(x), ou seja, é autovalor de uma matriz quadrada
com coeficientes racionais.

(⇐)

Seja λ um autovalor de A ∈ Qn×n. Então λ é raiz de PA(x) que é o polinômio
mônico det(xIn − A). Como os coeficientes de PA(x) são racionais (são o
resultado de somas e multiplicações originadas pela operação determinante),
λ é um número algébrico.

Corolário 1.5.2. Seja λ um número complexo. Temos que λ é um inteiro
algébrico se, e somente se, λ é um autovalor de uma matriz quadrada com
entradas inteiras.

Demonstração. A demonstração é análoga a demonstração da Proposição
1.5.1, trocando: Q[x] por Z[x] e Qn×n por Zn×n.

Definição 1.5.3. Sejam A ∈ Cm×n e B ∈ Cp×q. O produto de Kronecker
(ou produto tensorial) de A e B é definido como a matriz

A⊗B =

 a1,1B · · · a1,nB
...

. . .
...

am,1B · · · am,nB

 ∈ Cmp×nq.

Exemplo 1.5.3. Sejam A =

(
1 2 3
3 2 1

)
e B =

(
2 1
2 3

)
. Então,

A⊗B =

(
B 2B 3B
3B 2B B

)
=


2 1 4 2 6 3
2 3 4 6 6 9
6 3 4 2 2 1
6 9 4 6 2 3

 .
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B ⊗ A =

(
2A A
2A 3A

)
=


2 4 6 1 2 3
6 4 2 3 2 1
2 4 6 3 6 9
6 4 2 9 6 3

 .

Note que, em geral, A⊗B 6= B ⊗ A.

Exemplo 1.5.4. (∀B ∈ Cp×q) I2 ⊗B =

(
B 0
0 B

)
.

Note que, trocando I2 por In, teŕıamos B se repetindo na diagonal principal
da matriz resultante n vezes.

Exemplo 1.5.5. Seja B =

(
b1,1 b1,2
b2,1 b2,2

)
. Então,

B ⊗ I2 =


b1,1 0 b1,2 0
0 b1,1 0 b1,2
b2,1 0 b2,2 0
0 b2,1 0 b2,2

 .

Exemplo 1.5.6. Sejam x =

 x1
...
xm

 ∈ Cm e y =

 y1
...
yn

 ∈ Cn. Então,

x⊗y =
(
x1y

T , · · · , xmy
T
)T

=
(
x1y1, · · · , x1yn, x2y1, · · · , xmyn

)T ∈ Cmn.

Exemplo 1.5.7. Seja a ∈ C.

a(A⊗B) = a

 a1,1B · · · a1,nB
...

. . .
...

am,1B · · · am,nB

 =

=

 aa1,1B · · · aa1,nB
...

. . .
...

aam,1B · · · aam,nB

 =

 a1,1aB · · · a1,naB
...

. . .
...

am,1aB · · · am,naB

 .

Assim,
a(A⊗B) = (aA)⊗B = A⊗ (aB).

Proposição 1.5.2. Sejam A ∈ Cm×n, B ∈ Cr×s, C ∈ Cn×p e D ∈ Cs×t.
Então,

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD ∈ Cmr×pt.
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Demonstração. Simplesmente verificamos que

(A⊗B)(C ⊗D) =

 a1,1B · · · a1,nB
...

. . .
...

am,1B · · · am,nB


 c1,1D · · · c1,pD

...
. . .

...
cn,1D · · · cn,pD

 =

=


∑n

k=1 a1,kck,1BD · · ·
∑n

k=1 a1,kck,pBD
...

. . .
...∑n

k=1 am,kck,1BD · · ·
∑n

k=1 am,kck,pBD

 = AC ⊗BD.

Proposição 1.5.3. Considere A ∈ Cn×n, B ∈ Cm×m, λ um autovalor de A
e δ um autovalor de B. Então:

1. λ+ δ é um autovalor de (A⊗ Im) + (In ⊗B).

2. λδ é um autovalor de A⊗B.

Demonstração. Seja x um autovetor de A associado a λ e seja y um autovetor
de B associado a δ. Então, pela proposição anterior:

1. ((A⊗ Im) + (In ⊗B))(x⊗ y) = (A⊗ Im)(x⊗ y) + (In ⊗B)(x⊗ y) =

= Ax⊗ Imy + Inx⊗By = (λx)⊗ y + x⊗ (δy) =

= λ(x⊗ y) + δ(x⊗ y) = (λ+ δ)(x⊗ y).

2. (A⊗B)(x⊗ y) = Ax⊗By = λx⊗ δy = λδ(x⊗ y).

Teorema 1.5.1. O conjunto dos números algébricos forma um subcorpo do
corpo dos números complexos.

Demonstração. Seja X o conjunto dos números algébricos.

Para demonstrarmos este teorema, vamos provar que as quatro condições
seguintes são satisfeitas:

1. (∀λ, δ ∈ X) λ+ δ ∈ X.
Prova: Sejam λ e δ números algébricos.

Então, pela Proposição 1.5.1, λ é um autovalor de uma matriz quadrada
com entradas racionais, digamos A, e δ é um autovalor de uma matriz
quadrada com entradas racionais, digamos B.

Logo, pela Proposição 1.5.3, λ+δ é um autovalor de (A⊗Im)+(In⊗B).

Como (A⊗ Im) + (In ⊗B) é uma matriz com entradas racionais, pela
Proposição 1.5.1, temos que λ+ δ é um número algébrico.
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2. (∀λ, δ ∈ X) λ · δ ∈ X.
Prova: Sejam λ e δ números algébricos.

Então, pela Proposição 1.5.1, λ é um autovalor de uma matriz quadrada
com entradas racionais, digamos A e δ é um autovalor de uma matriz
quadrada com entradas racionais, digamos B.

Logo, pela Proposição 1.5.3, λδ é um autovalor de A ⊗ B, que é uma
matriz com entradas racionais.

Portanto, pela Proposição 1.5.1, temos que λ ·δ é um número algébrico.

3. (∀λ ∈ X) − λ ∈ X.
Prova: λ ∈ X ⇒ (∃A ∈ Qn×n) λ é autovalor de A (pela Proposição
1.5.1). Pela Proposição 1.5.3, (−λ) é autovalor de A⊗ (−I) que é uma
matriz com entradas racionais. Portanto, pela Proposição 1.5.1, temos
que −λ é um número algébrico.

4. (∀λ ∈ X) λ 6= 0, λ−1 ∈ X.
Prova: Seja λ 6= 0 um número algébrico. Então, existe uma matriz
companheira A = C(c1, · · · , cn) com entradas racionais, tal que λ é
autovalor de A (pela Proposição 1.5.1). Sem perda de generalidade,
podemos supor que cn 6= 0, pois se cn = 0,

C(c1, · · · , 0) =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 · · · 0 1
0 −cn−1 · · · −c2 −c1

 ,

λ(A) = {0}∪λ(C(c1, · · · , cn−1)) (pelo Lema 1.5.1) e, como λ 6= 0, existe
j ∈ {2, n − 1} tal que ck 6= 0 para k ≤ j. Assim, λ é um autovalor
de A = C(c1, · · · , cn), A inverśıvel (pelo Corolário 1.5.1). Logo, λ−1

é autovalor de A−1. Como A−1 = (cofatora de A)T

detA
, A−1 ∈ Qn×n, pois

suas entradas resultam de somas e multiplicações envolvendo racionais.
Portanto, λ−1 é um número algébrico.

Corolário 1.5.3. O conjunto dos inteiros algébricos forma um subanel do
anel dos números complexos.

Demonstração. Basta tomar λ e δ inteiros algébricos, para que as três primeiras
condições da demonstração do Teorema 1.5.1 sejam satisfeitas de forma
análoga.
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Caṕıtulo 2

Decomposição de permutações
em transposições

Neste caṕıtulo, demonstramos um teorema clássico de Álgebra: toda per-
mutação de Sn pode ser escrita como um produto de transposições.

2.1 Permutações

O objetivo desta seção é definir permutação e apresentar alguns conceitos
que serão necessários ao longo deste caṕıtulo.

Definição 2.1.1. Se X é um conjunto finito não-vazio, uma permutação
de X é uma bijeção α : X → X. Denotamos o conjunto de permutações de
X por SX .

Quando X = {1, · · · , n}, denotamos SX por Sn. Uma permutação de
X = {1, · · · , n} pode ser vista como um rearranjo de todos os termos de
X, formando uma lista i1, i2, · · · , in, sem repetições. Dado um rearranjo
i1, i2, · · · , in, definimos uma função α : X → X, com α(j) = ij, para todo
j ∈ X. Esta função é uma injeção, porque a lista não tem repetições, e ela
é uma sobrejeção, porque todos os elementos de X aparecem na lista. Então,
essa função é uma bijeção.

Consequentemente, qualquer bijeção α pode ser representada por duas
fileiras:

α =

(
1 2 · · · n

α(1) α(2) · · · α(n)

)
,

em que a fileira de baixo é um rearranjo de {1, · · · , n}.

Exemplo 2.1.1.

(
1 2 3
3 2 1

)
e

(
1 2 3
2 3 1

)
são permutações em S3.
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Exemplo 2.1.2.

(
1 2 3 4 5
3 2 1 5 4

)
e

(
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

)
são permutações

em S5.

Definição 2.1.2. Uma transposição é uma permutação que troca dois ele-
mentos, um pelo outro, e mantém os demais fixos.

Exemplo 2.1.3.

(
1 2 3 4 5 6
1 3 2 4 5 6

)
e

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
são transposições.

Definição 2.1.3. A identidade, denotada por id, é uma permutação tal
que id(i) = i, para todo i = 1, · · · , n.

Exemplo 2.1.4.

(
1 2 3
1 2 3

)
e

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

)
são identidades.

Definição 2.1.4. Definimos o produto entre permutações como a com-
posição das bijeções associadas às permutações (que resulta em outra bijeção):

α =

(
1 2 · · · n

α(1) α(2) · · · α(n)

)
e β =

(
1 2 · · · n

β(1) β(2) · · · β(n)

)

⇒ αβ =

(
1 2 · · · n

α(β(1)) α(β(2)) · · · α(β(n))

)
.

Exemplo 2.1.5. α =

(
1 2 3
3 2 1

)
e β =

(
1 2 3
2 3 1

)
. O produto αβ é(

1 2 3
2 1 3

)
; computamos este produto, primeiro aplicando β e depois apli-

cando α:
αβ(1) = α(β(1)) = α(2) = 2 ,

αβ(2) = α(β(2)) = α(3) = 1 ,

αβ(3) = α(β(3)) = α(1) = 3 .

Observação 2.1.1. Note que αβ 6= βα =

(
1 2 3
1 3 2

)
.

Exemplo 2.1.6.(
1 2 3 4 5 6 7
7 5 3 2 4 1 6

)(
1 2 3 4 5 6 7
2 4 6 1 3 5 7

)
=

(
1 2 3 4 5 6 7
5 2 1 7 3 4 6

)
.

Observação 2.1.2. Sn com a operação de produto, (Sn, ·), é um grupo não
abeliano (não-comutativo).
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Proposição 2.1.1. Se α é uma permutação de Sn, então α id = α = id α.

Demonstração. Seja α ∈ Sn. Então,

α id =

(
1 2 · · · n

α(1) α(2) · · · α(n)

)(
1 2 · · · n
1 2 · · · n

)
=

=

(
1 2 · · · n

α(1) α(2) · · · α(n)

)
︸ ︷︷ ︸

α

=

(
1 2 · · · n

id(α(1)) id(α(2)) · · · id(α(n))

)
=

=

(
1 2 · · · n
1 2 · · · n

)(
1 2 · · · n

α(1) α(2) · · · α(n)

)
= id α

Exemplo 2.1.7.(
1 2 3 4 5
3 1 4 5 2

)(
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5
3 1 4 5 2

)
.

(
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

)(
1 2 3 4 5
3 1 4 5 2

)
=

(
1 2 3 4 5
3 1 4 5 2

)
.

Definição 2.1.5. Se x ∈ X e α ∈ SX então α fixa x, se α(x) = x e α move
x, se α(x) 6= x.

Definição 2.1.6. Sejam i1, i2, · · · , ir números inteiros distintos entre 1 e n.
Se α ∈ Sn fixa os restantes n− r inteiros e se

α(i1) = i2 , α(i2) = i3 , · · · , α(ir−1) = ir , α(ir) = i1 ,

então α é um ciclo de comprimento r (ou, α é um r-ciclo). Denotamos α
como (i1 i2 · · · ir).

Exemplo 2.1.8. A identidade

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
= (1) = (2) = (3) = (4), é

um 1-ciclo.

Exemplo 2.1.9. As transposições

(
1 2 3 4 5 6
1 3 2 4 5 6

)
= (2 3) e

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
=

(3 4), são exemplos de 2-ciclo.

Exemplo 2.1.10. A permutação

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
= (1 2 3 4), é um um ciclo

de comprimento 4 (4-ciclo).
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Exemplo 2.1.11. (1 2 3 · · · n) é um n-ciclo.

Exemplo 2.1.12. A permutação

(
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

)
= (1 2 3)(4)(5) =

(1 2 3), é um 3-ciclo. Note que (1 2 3), (2 3 1) e (3 1 2) representam o
mesmo ciclo (um r-ciclo, com r > 1, pode ser representado por r modos
diferentes).

Exemplo 2.1.13. A permutação

(
1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
= (1 3 5)(2 4) não é

um ciclo.

Definição 2.1.7. Duas permutações α, β ∈ SX são disjuntas se todo ele-
mento movido por uma é fixo pela outra, ou seja, se α(x) 6= x, então β(x) = x
e se β(y) 6= y, então α(y) = y. Uma famı́lia de permutações α1, · · · , αm é
disjunta se cada par delas é disjunto.

Exemplo 2.1.14. Os ciclos (1 3 5) e (2 5) não são disjuntos, pois o elemento
5 é movido por ambos.

Exemplo 2.1.15. Os ciclos (1 3 4) e (2 5) são disjuntos.

2.2 Fatoração em ciclos disjuntos e transposi-

ções

Nesta seção vamos demonstrar que podemos escrever uma permutação,
com exceção da id, como um produto de ciclos disjuntos com comprimentos
≥ 2 e que essa fatoração é única a menos da ordem dos fatores. Também
vamos demonstrar que toda permutação de Sn pode ser expressa como um
produto de transposições.

Definição 2.2.1. O processo que transforma uma permutação em um pro-
duto de ciclos disjuntos é chamado de fatoração em ciclos disjuntos.

Exemplo 2.2.1.

(
1 2 3 4 5 6 7
3 5 4 1 2 6 7

)
= (1 3 4)(2 5)(6)(7) = (1 3 4)(2 5).

Exemplo 2.2.2.

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 4 1 2 5 3 8 9 7

)
= (1 6 3)(2 4)(7 8 9).

Proposição 2.2.1. Sejam α e β ciclos disjuntos. Então αβ = βα.
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Demonstração. Sejam α = (i1 · · · ir) e β = (j1 · · · jk) dois ciclos disjuntos.
Logo

αβ = (i1 · · · ir)(j1 · · · jk) =

=

(
i1 · · · ir j1 · · · jk
i2 · · · i1 j1 · · · jk

)(
i1 · · · ir j1 · · · jk
i1 · · · ir j2 · · · j1

)
=

=

(
i1 · · · ir j1 · · · jk
i2 · · · i1 j2 · · · j1

)
=

=

(
i1 · · · ir j1 · · · jk
i1 · · · ir j2 · · · j1

)(
i1 · · · ir j1 · · · jk
i2 · · · i1 j1 · · · jk

)
=

= (j1 · · · jk)(i1 · · · ir) = βα.

Observação 2.2.1. Consideramos nesse trabalho que αk (α ∈ Sn e k ∈ Z+)
corresponde ao produto ααα · · ·α︸ ︷︷ ︸

k vezes

. Notemos que as seguintes propriedades

são satisfeitas:

• (α ∈ Sn e j, k ∈ Z) αjαk = αj+k.

• (α, β, · · · , γ ciclos disjuntos de Sn) (αβ . . . γ)k = αkβk · · · γk.

Observação 2.2.2. Um corolário do Teorema de Lagrange (ver [6]) é o
seguinte: se G é um grupo finito com n elementos (∀a ∈ G) an é a identidade.
Assim, faz sentido a definição seguinte.

Definição 2.2.2. Seja α ∈ Sn. A ordem de α é o menor inteiro positivo k
que satisfaz αk = id.

Exemplo 2.2.3. A ordem de α =

(
1 2 3
3 1 2

)
é 3, pois α 6= id, α2 6= id e

α3 =

(
1 2 3
3 1 2

)(
1 2 3
3 1 2

)(
1 2 3
3 1 2

)
=

(
1 2 3
1 2 3

)
= id.

Exemplo 2.2.4. A ordem de α =

(
1 2 3 4
4 2 3 1

)
é 2, pois α 6= id e

α2 =

(
1 2 3 4
4 2 3 1

)(
1 2 3 4
4 2 3 1

)
=

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
= id.

Proposição 2.2.2. Seja α ∈ Sn um r-ciclo. Então a ordem de α é igual a
r.
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Demonstração. O r-ciclo α = (a1a2 · · · ar) move ai para ai+1. Então, α2 tem
o efeito dobrado de mover cada ai para ai+2. Generalizando, αk move ai
para ai+k, em que todos subscritos são reduzidos módulo r. Agora, αk é a
identidade id se, e somente se, (∀i) ai+k = ai. Isso ocorre se, e somente se,
k ≡ 0(mod r). O menor k positivo tal que αk = id é o próprio r. Então α
tem ordem r.

Corolário 2.2.1. Seja α ∈ Sn um r-ciclo. Então a ordem de α é menor ou
igual a n.

Lema 2.2.1. Sejam α1, α2, · · · , αk ciclos disjuntos de Sn. Se φ = α1α2 · · ·αk,
então

(∃m ∈ Z+)φm = id⇔ (∀i)αmi = id .

Demonstração. (⇒) Suponha, por contradição, que (∃i) αmi 6= id. Sem perda
de generalidade, vamos supor i = 1. Assim, existe j ∈ {1, · · · , n} tal que
αm1 (j) 6= j. Logo, α1(j) 6= j. Então, (∀i 6= 1) αi(j) = j, pois α1, α2, · · · , αk
são disjuntos. Assim, αmi (j) = j para todo i > 1. Agora, id = αm1 α

m
2 · · ·αmk ,

então

j = id(j) = αm1 (j)αm2 (j) · · ·αmk (j) = αm1 (j)id(j) = αm1 (j) ,

que é um absurdo, pois contradiz o fato de α1(j) 6= j.

(⇐)
φ = α1α2 · · ·αk ⇒ φm = (α1α2 · · ·αk)m ⇒

⇒ φm = αm1 α
m
2 · · ·αmk = id id · · · id = id.

Proposição 2.2.3. Sejam α1, · · · , αr ∈ Sn ciclos disjuntos de comprimentos
r1, · · · , rt, respectivamente. Então, o produto φ = α1 · · ·αr tem ordem igual
ao M.M.C. de {r1, · · · , rt}.

Demonstração. Para todo i 6= j, como αi e αj são ciclos disjuntos, αiαj =
αjαi. Assim, φm = αm1 · · ·αmr para todo m. Logo, φm = id se, e somente
se, αmi = id (pelo Lema 2.2.1). Pela Proposição 2.2.2, se αmi = id, então
m é múltiplo de ri. Logo, φm = id se, e somente se, m é um múltiplo
comum de {r1, · · · , rt}. Portanto, a ordem de φ = α1 · · ·αr é o M.M.C. de
{r1, · · · , rt}.

Teorema 2.2.1. Seja α ∈ Sn, α 6= id. Então a permutação α é igual a um
produto de ciclos disjuntos de comprimentos ≥ 2 e essa fatoração é única a
menos da ordem dos fatores.
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Demonstração. Como α é diferente de id, existe i1 tal que α(i1) 6= i1. Con-
sidere a sequência i1, α(i1), α

2(i1), · · · . Como α é uma bijeção em {1, · · · , n},
esta sequência começa a se repetir a partir de um expoente r1, 2 ≤ r1 ≤ n.
Logo, i1, α(i1), · · · , αr1−1(i1) são todos distintos e αr1(i1) = i1. Portanto, a
restrição de α ao conjunto {i1, α(i1), · · · , αr1−1(i1)} é tal que

α|{i1,α(i1),··· ,αr1−1(i1)} = (i1α(i1) · · · αr1−1(i1)).

Denotaremos este r1-ciclo (i1α(i1) · · · αr1−1(i1)) por σ1. Se a restrição de
α ao complementar de {i1, α(i1), · · · , αr1−1(i1)} é a id, então α = σ1. Se
não, tomamos um elemento i2 ∈ {1, 2, · · · , n}\{i1, α(i1), · · · , αr1−1(i1)} tal
que α(i2) 6= i2; de maneira similar à etapa anterior, vai existir um número
inteiro r2 ≥ 2 tal que

α|{i2,α(i2),··· ,αr2−1(i2)} = (i2α(i2) · · · αr2−1(i2)).

Denotaremos este r2-ciclo (i2α(i2) · · · αr2−1(i2)) por σ2. Observamos que
σ1 e σ2 são disjuntos. Se a restrição de α ao complementar do conjunto
{i1, α(i1), · · · , αr1−1(i1), i2, α(i2), · · · , αr2−1(i2)} é a identidade, então α =
σ1σ2 = σ2σ1. Se não, seja i3 ∈ {1, 2, · · · , n}\{i1, α(i1), · · · , αr1−1(i1), i2, α(i2),
· · · , αr2−1(i2)} tal que α(i3) 6= i3 e continuamos o processo. Claramente este
processo vai ter que parar depois de um número finito de etapas e vamos
obter que α = σ1σ2 · · ·σt, em que σ1, σ2, · · · , σt são ciclos disjuntos de com-
primentos ≥ 2.

Agora, para provar a unicidade, suponha que temos também α = τ1τ2 · · · τu,
com τ1, τ2, · · · , τu ciclos disjuntos, cada um deles de comprimento ≥ 2. Como
τ1τ2 · · · τu(i1) = α(i1) 6= i1 e como os τ́ s são ciclos disjuntos, existe um único
τj tal que τj(i1) = α(i1). Como os τ́ s comutam entre si, podemos supor que
j = 1 e então τ1(i1) = α(i1). Vamos mostrar que τ1 = σ1. O ciclo τ1 não
pode deixar α(i1) fixo, isto é, τ1 não pode mandar α(i1) sobre α(i1), pois τ1
já manda i1 sobre α(i1). Como os τ́ s são ciclos disjuntos, então, (∀j ≥ 2), τj
deixa α(i1) fixo e, portanto, α(α(i1)) = τ1(α(i1)); assim τ1(α(i1)) = α2(i1).
De maneira similar obtemos que τ1(α

k−1(i1)) = αk(i1), para todo k ≥ 0 e,
portanto, τ1 = σ1. Similarmente, trabalhando com i2 no lugar de i1, vamos
obter que τ2 = σ2; continuando assim, obteremos que u = t e que, a menos
de ordem, σj = τj, para cada j = 1, · · · , t.

Teorema 2.2.2. Toda permutação de Sn pode ser expressa como um produto
de transposições.

26



Demonstração. Seja α ∈ Sn (α 6= id). Pelo Teorema 2.2.1, podemos reescre-
ver α como um produto de ciclos disjuntos com comprimentos ≥ 2. Então,
basta provarmos que qualquer r-ciclo possa ser expresso como um produto
de transposições, para que α possa ser expressa como um produto de trans-
posições.
Seja β = (1 2 · · · r) um r-ciclo de Sn. Vamos demonstrar que

(1 2 · · · r) = (1 r)(1 r − 1) · · · (1 2) .

Para r = 2: (1 2) = (1 2).
Suponha, por indução, que para r = k ≥ 2

(1 2 · · · k) = (1 k)(1 k − 1) · · · (1 2) .

Tomando r = k + 1, temos

(1 2 · · · k k + 1) =

(
1 2 · · · k k + 1
2 3 · · · k + 1 1

)
=

=

(
1 2 · · · k k + 1

k + 1 2 · · · k 1

)(
1 2 · · · k k + 1
2 3 · · · 1 k + 1

)
=

= (1 k + 1)(1 2 3 · · · k) = (1 k + 1)(1 k)(1 k − 1) · · · (1 2) .

Corolário 2.2.2. Todo r-ciclo pode ser expresso como um produto de trans-
posições da forma

(1 2 · · · r) = (1 r)(1 r − 1) · · · (1 2) .

Exemplo 2.2.5. Vamos expressar a permutação α =

(
1 2 3
2 3 1

)
como um

produto de transposições.

α =

(
1 2 3
2 3 1

)
= (1 2 3) = (1 3)(1 2) =

=

(
1 2 3
3 2 1

)(
1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)
= α .

Observação 2.2.3. Note que (1 3)(1 2) = (1 2 3) 6= (1 3 2) = (1 2)(1 3).
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2.3 Paridade de uma permutação

Vamos demonstrar, que toda permutação fatorada como produto de trans-
posições possui a mesma paridade no número de fatores, para toda fatoração
posśıvel.

Lema 2.3.1. Se g, h ≥ 1, então

(a b)(a c1 · · · cg b d1 · · · dh) = (a c1 · · · cg)(b d1 · · · dh) (2.3.a)

e

(a b)(a c1 · · · cg)(b d1 · · · dh) = (a c1 · · · cg b d1 · · · dh) (2.3.b) .

Demonstração.
(a b)(a c1 · · · cg b d1 · · · dh) =

=

(
a c1 · · · cg b d1 · · · dh
b c1 · · · cg a d1 · · · dh

)(
a c1 · · · cg b d1 · · · dh
c1 c2 · · · b d1 d2 · · · a

)
=

=

(
a c1 · · · cg b d1 · · · dh
c1 c2 · · · a d1 d2 · · · b

)
=

=

(
a c1 · · · cg b d1 · · · dh
c1 c2 · · · a b d1 · · · dh

)(
a c1 · · · cg b d1 · · · dh
a c1 · · · cg d1 d2 · · · b

)
=

= (a c1 · · · cg)(b d1 · · · dh) .

(a b)(a c1 · · · cg)(b d1 · · · dh) =

=

(
a c1 · · · cg b d1 · · · dh
c1 c2 · · · b d1 d2 · · · a

)
=

= (a c1 · · · cg b d1 · · · dh) .

Definição 2.3.1. Se α ∈ Sn e α = σ1 · · ·σk é uma fatoração em ciclos
disjuntos (considerando os 1-ciclos), o sinal de α é definido por

sgn(α) = (−1)n−k .

Observação 2.3.1. A função sgn está bem definida, pois pelo Teorema 2.2.1
a fatoração em ciclos disjuntos é única a menos da ordem dos fatores.
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Observação 2.3.2. Se τ é uma transposição, então ela move dois números,
digamos, i e j, e fixa cada um dos outros n − 2 números. Logo, k = (n −
2) + 1 = n− 1, e então

sgn(τ) = (−1)n−(n−1) = −1 .

Exemplo 2.3.1. Seja α =

(
1 2
2 1

)
= (1 2). Então, k = 1. Logo, sgn(α) =

(−1)2−1 = −1.

Exemplo 2.3.2. Seja α =

(
1 2 3 4 5
3 1 2 4 5

)
= (1 3 2)(4)(5) = (1 2)(1 3).

Então, k = 3. Logo, sgn(α) = (−1)5−3 = 1.

Exemplo 2.3.3. Seja α =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 1 2 5 4 6 7

)
= (1 3 2)(4 5)(6)(7) =

(1 2)(1 3)(4 5).

Então, k = 4. Logo, sgn(α) = (−1)7−4 = −1.

Lema 2.3.2. Se α ∈ Sn e τ é uma transposição, então

sgn(τα) = −sgn(α) .

Demonstração. Seja τ = (a b) uma transposição. Seja α = σ1 · · · σk a fa-
toração completa de α em ciclos disjuntos (existe um 1-ciclo para cada i
fixo por α, e todo número entre 1 e n ocorre em um único ciclo). Se a e b
ocorrem no mesmo ciclo, digamos, sem perda de generalidade, em σ1, então
σ1 = (a c1 · · · cg b d1 · · · dh), em que g, h ≥ 0. Pelo Lema 2.3.1,

τσ1 = (a c1 · · · cg)(b d1 · · · dh) ,

e então τα = (τσ1)σ2 · · ·σk é uma fatoração completa com um ciclo extra (τσ1

separa-se em dois ciclos disjuntos). Logo, sgn(τα) = (−1)n−(k+1) = −sgn(α).
A outra possibilidade é que a e b ocorram em ciclos diferentes, digamos, sem
perda de generalidade, σ1 = (a c1 · · · cg) e σ2 = (b d1 · · · dh), em que
g, h ≥ 0. E, agora, τα = (τσ1σ2)σ3 · · ·σk, e pelo Lema 2.3.1,

τσ1σ2 = (a c1 · · · cg b d1 · · · dh) .

Logo, a fatoração completa de τα tem um ciclo a menos que α, e então
sgn(τα) = (−1)n−(k−1) = −sgn(α).

Teorema 2.3.1. Para todo α, β ∈ Sn, sgn(αβ) = sgn(α)sgn(β).
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Demonstração. Seja α ∈ Sn, tal que α = τ1 · · · τm, τ́ s são transposições e m
mı́nimo. Suponha, por indução em m, que sgn(αβ) = sgn(α)sgn(β), para
todo β ∈ Sn. O primeiro passo é garantido pelo Lema 2.3.2. Se m > 1, então
a fatoração τ2 · · · τm também é mı́nima, pois se τ2 · · · τm = σ1 · · ·σq, em que
cada σj é uma transposição e q < m − 1, temos a fatoração α = τ1σ1 · · ·σq
que contradiz o fato de m ser mı́nimo. Portanto,

sgn(αβ) = sgn(τ1 · · · τmβ) = −sgn(τ2 · · · β) (pelo Lema 2.3.2)

= −sgn(τ2 · · · τm)sgn(β) (pela indução)

= sgn(τ1 · · · τm)sgn(β) (pelo Lema 2.3.2)

= sgn(α)sgn(β) .

Teorema 2.3.2. (i) Se α ∈ Sn e sgn(α) = 1, então α é um produto de um
número par de transposições.
(ii) Se α ∈ Sn e sgn(α) = −1, então α é um produto de um número ı́mpar
de transposições.

Demonstração. (i) Pela Observação 2.3.2, temos que sgn(τ) = −1 para toda
transposição τ . Logo, se α = τ1 · · · τq é uma fatoração de α em transposições,
pelo Teorema 2.3.1, sgn(α) = sgn(τ1) · · · sgn(τq) = (−1)q. Então, sgn(α) =
1 se, e somente se, q é par.

(ii) Como sgn(τ) = −1 para toda transposição τ , se α = τ1 · · · τq é uma fa-
toração de α em transposições, pelo Teorema 2.3.1, sgn(α) = sgn(τ1) · · · sgn(τq)
= (−1)q. Então, sgn(α) = −1 se, e somente se, q é ı́mpar.

Exemplo 2.3.4. A permutação α =

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
, possui sgn(α) = 1,

note que ela pode ser escrita como o produto de um número par de trans-
posições:
α = (1 3)(1 2) = (2 3)(1 3) = (1 3)(4 2)(1 2)(1 4) =
= (1 3)(4 2)(1 2)(1 4)(2 3)(2 3).

Definição 2.3.2. Seja α ∈ Sn. Se sgn(α) = 1, ou seja, se α é o produto
de um número par de transposições, então α é par. E, se sgn(α) = −1,
ou seja, se α é o produto de um número ı́mpar de transposições, então α é
ı́mpar.

Exemplo 2.3.5. α =

(
1 2 3 4 5 6
6 3 2 5 1 4

)
= (1 5)(1 4)(1 6)(2 3) é um

produto de um número par de transposições, então α é par.
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Exemplo 2.3.6. α = (2 6), é uma transposição, então sgn(α) = −1, assim
α é ı́mpar.

Observação 2.3.3. Toda transposição é ı́mpar.
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Caṕıtulo 3

O mı́nimo comprimento de uma
permutação como produto de
transposições

Neste caṕıtulo, demonstramos via Álgebra Linear, que uma permutação
em Sn não pode ser escrita como um produto de menos que (n − r) trans-
posições, em que r é o número de ciclos disjuntos na permutação, incluindo
os 1-ciclos.

3.1 Permutações como transformações ortogo-

nais

Inicialmente, vamos apresentar alguns conceitos e resultados importantes.

Definição 3.1.1. Uma matriz de permutação é uma matriz obtida permu-
tando-se as colunas da matriz identidade. Logo, existem n! matrizes de per-
mutação de ordem n.

Exemplo 3.1.1.

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 é uma matriz de permutação de ordem 3.

Definição 3.1.2. Uma matriz ortogonal é uma matriz real quadrada cujas
colunas formam um conjunto ortonormal de vetores.

Observação 3.1.1. Note que a definição acima é equivalente à seguinte
afirmação: Q ∈ Rn×n é uma matriz ortogonal ⇔ QQT = QTQ = I.

Exemplo 3.1.2. A matriz de permutação é um exemplo simples de uma
matriz ortogonal, pois suas colunas formam a base canônica do Rn.
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3.2 Ação do grupo de permutação Sn sobre

Rn

Definição 3.2.1. Seja σ uma permutação de Sn. Seja {e1, e2, · · · , en} a base
canônica de Rn. Definimos a transformação linear fσ : Rn → Rn tal que
fσ(ei) = eσ(i). Essa transformação linear fσ é dita ser a ação de permutação
σ sobre Rn.

Exemplo 3.2.1. Seja σ =

(
1 2 3
2 3 1

)
= (1 2 3). Então, fσ : R3 → R3 é

definida por:  x1

x2

x3

 7→
 0 0 1

1 0 0
0 1 0

 x1

x2

x3

 ,

pois

fσ(e1) = eσ(1) = e2 =

 0
1
0

 ,

fσ(e2) = eσ(2) = e3 =

 0
0
1

 ,

fσ(e3) = eσ(3) = e1 =

 1
0
0

 .

Exemplo 3.2.2. Seja σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
6 5 2 4 3 1 7

)
= (2 5 3)(1 6)(4)(7) =

(2 5 3)(1 6). Então, fσ : R7 → R7 é definida por:

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7


7→



0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1





x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7


,
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pois

fσ(e1) = eσ(1) = e6 =



0
0
0
0
0
1
0


, fσ(e2) = eσ(2) = e5 =



0
0
0
0
1
0
0


,

fσ(e3) = eσ(3) = e2 =



0
1
0
0
0
0
0


, fσ(e4) = eσ(4) = e4 =



0
0
0
1
0
0
0


.

fσ(e5) = eσ(5) = e3 =



0
0
1
0
0
0
0


, fσ(e6) = eσ(6) = e1 =



1
0
0
0
0
0
0


,

fσ(e7) = eσ(7) = e7 =



0
0
0
0
0
0
1


.

Observação 3.2.1. Como podemos notar nos exemplos anteriores, a matriz
associada a fσ é uma matriz ortogonal, pois é uma matriz de permutação.

Definição 3.2.2. Seja fσ a ação da permutação σ ∈ Sn sobre Rn. O Espaço
de ponto fixo de fσ é o subespaço de Rn definido por

Vσ = {x ∈ Rn | fσ(x) = x}.

Proposição 3.2.1. Seja σ ∈ Sn. Então, Vσ 6= {0}.
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Demonstração. Se σ = id, então Vσ = Rn. Se σ 6= id, pelo Teorema 2.2.1,
σ = τ1 · · · τr, r ≥ 1, em que τ1, · · · , τr são ciclos disjuntos de ordem ≥ 2.
Suponha τ1 = (i1, · · · , ik). Logo, ei1 + · · ·+ eik ∈ Vσ.

Observação 3.2.2. Vσ é o autoespaço de fσ associado ao autovalor 1.

Exemplo 3.2.3. Seja σ = (1 2) em S3. Temos que

fσ(e1) = eσ(1) = e2 ,

fσ(e2) = eσ(2) = e1 ,

fσ(e3) = eσ(3) = e3 ,

fσ(e1 + e2) = fσ(e1) + fσ(e2) = e2 + e1 = e1 + e2 ,

fσ(e1 + e3) = fσ(e1) + fσ(e3) = e2 + e3 ,

fσ(e2 + e3) = fσ(e2) + fσ(e3) = e1 + e3 .

Então, e1 + e2 e e3 são fixos. Logo, Vσ = [e1 + e2 , e3].

Observação 3.2.3. De modo geral, se (i j) ∈ Sn então uma base para Vσ é

{ek | k 6= i, j} ∪ {ei + ej} .

Exemplo 3.2.4. Seja σ = (1 2 3) em S5. Temos que

fσ(e1) = eσ(1) = e2 ,

fσ(e2) = eσ(2) = e3 ,

fσ(e3) = eσ(3) = e1 ,

fσ(e4) = eσ(4) = e4 ,

fσ(e5) = eσ(5) = e5 .

Então, e1 + e2 + e3, e4 e e5 são fixos. Assim, Vσ = [e1 + e2 + e3 , e4 , e5].

Proposição 3.2.2. Se σ é um r-ciclo, σ = (i1 · · · ir), então uma base de
Vσ é {ek | k /∈ {i1, · · · , ir}} ∪ {ei1 + · · ·+ eir}.

Demonstração. Pela definição de fσ, fσ(ek) = ek, se k /∈ {i1, · · · , ir}. Então,
fσ(eik) = eik+1

, se k = 1, · · · , r − 1, e fσ(eir) = ei1 . Seja β a base ordenada
{ei1 , · · · , eir}∪{ek | k /∈ {i1, · · · , ir}}. Seja A a matriz de fσ em relação à base
β, isto é,
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[fσ]β = [ [fσ(ei1)]β · · · [fσ(eir)]β · · · ] =



0 · · · 0 1 0 · · · 0
1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
0 · · · 1 0 0 · · · 0
0 · · · 0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 · · · 0 0 0 · · · 1


.

Então, temos que

det[xI − A] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x · · · 0 −1 0 · · · 0

−1
. . . 0 0 0 · · · 0

...
. . . . . .

...
...

...
0 · · · −1 x 0 · · · 0
0 · · · 0 0 x− 1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 · · · 0 0 0 · · · x− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x · · · 0 −1

−1
. . . 0 0

...
. . . . . .

...
0 · · · −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
x− 1 · · · 0

...
. . .

...
0 · · · x− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

x
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x · · · 0 0

−1
. . . 0 0

...
. . . . . .

...
0 · · · −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)1+r(−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 x · · · 0

...
. . . . . .

...

0 0
. . . x

0 0 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·(x−1)n−r =

= (xr − (−1)1+r+r−1)(x− 1)n−r = (xr − 1)(x− 1)n−r

= (x− 1)n−r+1(xr−1 + xr−2 + · · ·+ x+ 1).

Logo, 1 tem multiplicidade algébrica n − r + 1. Mas, a multiplicidade
geométrica de 1 também é n−r+1, pois {ek | k /∈ {i1, · · · , ir}}∪{ei1+· · ·+eik}
é um conjunto linearmente independente de n − r + 1 autovetores de A as-
sociados a 1.

Observação 3.2.4. Como podemos notar, os vetores da base de Vσ podem ser
formados de acordo com os ciclos disjuntos na decomposição da permutação.
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Se uma permutação pode ser escrita como produto de r ciclos disjuntos, in-
cluindo os 1-ciclos, temos que dim Vσ = r, pois cada ciclo contribui com um
elemento na base que forma Vσ.

3.3 Transposições vistas como reflexões

Proposição 3.3.1. A ação de uma transposição sobre Rn é uma reflexão de
Householder (uma reflexão em relação a um subespaço de dimensão n− 1).

Demonstração. Seja σ = (i j), i < j. Seja V o hiperplano ortogonal ao vetor
ei − ej. Logo, V ⊥ = [ei − ej]. Notemos que ei + ej ∈ V e (∀k 6= i, j) ek é
ortogonal a ei − ej, ou seja, ek ∈ V . Logo, {ek | k 6= i, j} ∪ {ei + ej} é base
de V. Assim, V = Vσ.

Logo, como Rn = V ⊕ V ⊥, para todo x ∈ Rn, existe um único xV ∈ V
e existe um único xV ⊥ ∈ V ⊥ tais que x = xV + xV ⊥ . Como fσ é uma
transformação linear,

fσ(x) = fσ(xV ) + fσ(xV ⊥) =

= xV + (−xV ⊥) = xV + xV ⊥ − xV ⊥ − xV ⊥ = x− 2xV ⊥ .

A projeção de x sobre o hiperplano V ⊥ = [ei−ej] é xV ⊥ = (ei−ej)
(ei − ej)T

||ei − ej||2
x.

Então,

fσ(x) = x−
[

2(ei − ej)(ei − ej)T

2

]
x = [I − (ei − ej)(ei − ej)T ]x .
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Logo, a matriz de permutação associada a uma transposição (i j) é a matriz
da reflexão dada por I − (ei − ej)(ei − ej)T .

3.4 O número mı́nimo de transposições

A permutação σ ∈ S5 , σ =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

)
, pode ser escrita como

o produto de no mı́nimo duas transposições: (1 2 3)(4)(5) = (1 3)(1 2).
Note que quem fica fixo são os vetores e1 + e2 + e3, e4 e e5, contidos na
interseção dos hiperplanos cujos vetores normais são (e1 − e3) e (e1 − e2),
respectivamente. Como Vσ = [e1 + e2 + e3 , e4 , e5], temos que dim Vσ = 3.
Pela Observação 3.2.4, temos que dim Vσ = r, em que r denota o número de
ciclos disjuntos presentes em σ, incluindo os 1-ciclos. No caso, r = 3. Note
que dim Vσ = 3 ≥ n− k, em que n = 5 e k = 2, o número de transposições.

Será que esse fato se generaliza para todas as permutações em Sn? A
resposta é sim e a demonstração se encontra no teorema a seguir:

Teorema 3.4.1. Uma permutação em Sn não pode ser escrita como um
produto de menos que (n − r) transposições, em que r é o número de ciclos
disjuntos na permutação, incluindo os 1-ciclos.

Demonstração. Seja σ ∈ Sn tal que σ = τ1τ2 · · · τk, em que τ ′s são trans-
posições. Como demonstramos na Proposição 3.3.1, transposições podem
ser vistas como reflexões em relação a hiperplanos. Tomamos, então, vi,
i = 1, 2, · · · , k, vetores associados a essas transposições, vetores ortogonais
aos hiperplanos Vτi determinados por τi. Logo, Vτ1 ∩· · ·∩Vτk = [v1, · · · , vk]⊥.
Notemos que Vτ1 ∩ · · · ∩ Vτk ⊆ Vσ, pois os elementos de Vτ1 ∩ · · · ∩ Vτk ficam
fixos por cada reflexão τi, i = 1, · · · , k. Assim, V ⊥σ ⊆ [v1, · · · , vk] e, logo,
dim V ⊥σ ≤ k. Então, dim Vσ = n − dim V ⊥σ ≥ n − k. Portanto, como
dim Vσ = r, o número de ciclos disjuntos (incluindo os 1-ciclos) em σ, temos
que k ≥ n− r.
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Conclusão

As disciplinas de Álgebra e de Álgebra Linear, durante minha graduação,
foram apresentadas de maneira que ambas me pareciam ser isoladas. Ela-
borar este Trabalho de Conclusão de Curso, me deu a chance de aprender
que existem v́ınculos entre essas duas diferentes áreas da Matemática. Além
disso, pude aplicar alguns conceitos que aprendi durante o curso, aprender
outros que eu não conhecia, ter meu primeiro contato com um orientador e
com a confecção de uma monografia. Graças a essa experiência, sinto-me
mais seguro para iniciar um curso de pós-graduação.
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