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Introducao

Este trabalho de conclusao de curso possui trés capitulos, nos quais sao
apresentados conceitos e resultados, com a finalidade de demonstrar dois
teoremas em Algebra, via Algebra Linear.

No primeiro capitulo, ¢ demonstrado que o conjunto dos ntimeros algébricos
forma um subcorpo do corpo dos niimeros complexos, aplicando duas técnicas
diferentes que envolvem Algebra Linear. Para aplicar a primeira técnica,
apresentamos alguns resultados sobre a aritmética dos nimeros algébricos,
essenciais para a demonstracao. Para a segunda técnica, definimos o Pro-
duto de Kronecker, apresentamos alguns exemplos e algumas propriedades
desse produto que, aliadas ao conceito de autovalor associado a um autovetor,
permite que se conclua a demonstracao.

No segundo capitulo, sao apresentados exemplos, conceitos e resultados
que demonstram que toda permutacao pode ser escrita como produto de
ciclos disjuntos, levando o leitor ao importante resultado de que toda per-
mutacgao ¢ um produto de transposi¢oes cuja paridade é invariante.

No terceiro capitulo, é visto que a agao de uma transposicao sobre o espaco
vetorial R™ é uma reflexao de Householder que é utilizada para demonstrar
0 seguinte teorema: uma permutacao em S, nao pode ser escrita como o
produto de menos que (n — r) transposigoes, em que r é o nimero de ciclos
disjuntos na permutacao, incluindo os 1-ciclos.



Capitulo 1

O corpo dos numeros algébricos

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos de Algebra Linear para
provar de dois modos diferentes que o conjunto dos niimeros algébricos forma
um subcorpo do corpo dos nimeros complexos. Além disso, mostramos usan-
do as mesmas técnicas, que o conjunto dos niimeros inteiros algébricos forma
um subanel do anel dos ntimeros complexos.

1.1 Os nuimeros algébricos
O objetivo desta secao é listar alguns conceitos e resultados da teoria
basica dos nimeros algébricos que serao utilizados ao longo desse capitulo.

Definicao 1.1.1. Um numero complexo que € raiz de um polindémio monico
(isto €, cujo coeficiente lider € igual a 1) com coeficientes racionais da forma

"+ a2 4 Farr +ag (1.1.a)
€ chamado um numero algébrico.

Observacao 1.1.1. Também podemos definir um numero algébrico como
sendo uma raiz de um polinomio com coeficientes inteiros. Pois seja o raiz
de

bt 4 by " b+ b =0 (1.1.b),

uma equacao com coeficientes inteiros. Ao dividirmos os dois lados dessa
equacao pelo coeficiente lider b, temos

br—1 by bo
g =" —r 4+ — =0 (1.1.c)
bn by bn
e tomando ap—1 = b’;*, yar = ghiag = 2’—2, podemos reescrever a

equagio (1.1.c) da forn;a (1.1.a). A reciproca é verdadeira, pois se a €

b}



raiz de (1.1.a), um polinémio médnico com coeficientes racionais, supondo

que  Ap_i1 = %"" ca; = BLlagg = Z—g, multiplicando (1.1.a) por b, =
—

q1
M M.C{qy—1,qun—2,""" ,q1,q9}, obtemos (1.1.b).

Observacao 1.1.2. Um numero complexo que nao seja algébrico é chamado
transcendente.

Definicao 1.1.2. Se um numero complexo € raiz de um polinomio monico
"+ ap 12"+ ax + ag

em que os coeficientes ag,- -+ ,an_1 SA0 NUMeEros inteiros, entao ele é chamado
de inteiro algébrico.

Observacao 1.1.3. Todo inteiro algébrico é um numero algébrico, pois é
raiz do polinomio (1.1.b) com o coeficiente b, = 1.

Exemplo 1.1.1. V2 e —+/2 sdo inteiros algébricos, pois sio raizes do
polinémio x% — 2.

Exemplo 1.1.2. \/2+ /3 ¢ um inteiro algébrico, pois € raiz do polinémio
ot — 42 + 1.

Exemplo 1.1.3. i =+/—1 e —i sdo inteiros algébricos, pois sao raizes do
polinémio x? + 1.

Exemplo 1.1.4. Todo nimero inteiro z é um inteiro algébrico, pois z € raiz
do polinomio v — z.

Exemplo 1.1.5. Todo nimero racional q € um nimero algébrico: se q = ¢,
a,b e Z,b#0, entao q € raiz do polinomio bx — a.

Exemplo 1.1.6. 7 é um numero transcendente e a demonstracao desse fato
pode ser encontrada na referéncia [4].

1.2 Aritmética dos nimeros algébricos

Nesta secao veremos que as operagoes de adigao e de multiplicacao sao
fechadas no conjunto dos nimeros algébricos, utilizando alguns conceitos e
resultados de algebra linear.

Lema 1.2.1. Sejam n um nidmero inteiro positivo e 6 um numero com-
plexo. Suponha que os numeros complexos 01,04, -+ ,0,, todos nao-nulos,
satisfacam as equagoes da forma

00; = a; 161 + ajaba + - + a; .0, (12.0)

com j=1,2,---.n, em que 0s n® coeficientes aji, comi=12,---,n, sao
racionais. Entao 0 € um niumero algébrico.



Demonstragao. As equagoes da forma (1.2.a) podem ser dispostas como um

sistema de equacoes lineares homogéneo em 6y,60,,--- ,6,, :
th 1,1 air2 - Qip th
0 Q21 Q22 -+ Q2p 0
5 - _ :
en Qp1 Ap2 - Qpp en
N - 7
A
th
N N 0 |, .
Como 04,605, --- ,0, sao todos nao nulos, . é um autovetor associado
Oy,
@11 Air2 - Ain

Q21 Q22 -+ Q2p
ao autovalor § de A = i . .

Qp1 Ap2 - Qpnp

Logo, det(d1, — A) = 0, isto é,

0 — Q11 —Q12 —Q1n
—a21 0 — Qg9 - —Q2.n
=0.
—0Qn,1 —Qp2 e 0 — Qpon

Portanto, ¢ é raiz do polindmio caracteristico de A:
Pa(z) = 2" + bya™ ' 4 - + b2 + by,

Note que by,by,---,b, € Q, pois cada b;, i = 1,---,n, é o resultado de
somas e multiplicagoes envolvendo os coeficientes racionais a;;, originadas
pela operagao de determinante. Assim, P4(x) é um polindmio moénico de
coeficientes racionais e, como 0 é raiz de P4(x), § é numero algébrico. O

Corolario 1.2.1. No Lema 1.2.1, se supusermos que 0s coeficientes a;; sao
inteiros para todo i,j € {1,--- ,n}, obtemos que € um inteiro algébrico.

Demonstracao. A demonstracao é analoga a do Lema 1.2.1. O]

Teorema 1.2.1. Se a e 8 sao numeros algébricos, entio o+ 3 e o - 3 sao
numeros algébricos.



Demonstracao. Suponha que « e 3 satisfacam
O™+ a4 a, =0

e
B +bf i 4b. =0

com coeficientes racionais, a; e b;.

Sejamn=m-r e 0,---,0, nimeros complexos definidos como
91:17 82:a7 03:@2, ) em:am_lu
_ _ _ 2 _ o m—1
em—i—l_ﬁa 0m+2_aﬁ7 9m+3_aﬁa ) sz_am ﬁa
_ pr—t _ —1 _ o 2ar—1 _ om—1gr—1
e(rfl)-erl - ﬁr ) e(rfl)-erQ - aﬁr ) e(rfl)-m+3 =« 6r s T erm =a™ ﬁr
Entao, 01,60, - - ,0, sao nimeros da forma a*3* com s =0,1,--- ,m —1 e

t=0,1,--- ,r—1. Logo,

011, ses+1<m—1
am™Bt ses+1=m

069]' — OéCYSﬂt — CKS—HBt — {

No caso de s + 1 = m, como o™ = —a;a™ ! —--- — a,, , temos que
m Qt m—1 t m—1 ot t
Q"B = (—a ™~ =) = ™ = —ap S =
= —alﬁj - a29j_1 — = amQj_m+1.
Constatamos, entao, que existem constantes racionais, digamos hj 1, , hj,
tal que

049]‘ = hj7101 + s + hjﬂﬂn.

E, similarmente, existem constantes racionais kj1,--- ,k;, tal que
B0; = k;j101 + -+ kj 0,
Entao, temos
(a+3)0; = (hj1+Fkj1)b+ -+ (hjn+kjn)on

que é uma equacao do mesmo tipo da equacao (1.2.a) do Lema 1.2.1. Por-
tanto, o 4+ (8 € um numero algébrico.

Agora, como 30; = kj 61 +--- + k; .0, , temos que
aﬁGj = Oz(k'j7191 + -+ k‘j,nQn) = k‘j710491 + -4 kj,naé?n.
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Como (Vj) abj = hj101 + -+ + h;.b, ,
aB; = k;, Z higbi + -+ kjp, Z o, 1O
k=1 k=1

Logo, distribuindo as operacoes de soma e multiplicacao, obtemos que

n

(V) aBb; = ribh, ri €Q,

k=1

que é uma equagao com a mesma forma da equagao (1.2.a) do Lema 1.2.1.
Portanto, « - # é um ntmero algébrico.

]

Corolario 1.2.2. Se a e 3 sdo inteiros algébricos, entdo o+ 3 e a - 3 sao
inteiros algébricos.

Demonstracao. A demonstracao é analoga a do Teorema 1.2.1. O

1.3 Corpos e subcorpos

O objetivo desta secao é listar alguns conceitos e resultados de Algebra
que serao utilizados ao longo desse capitulo.

Definigao 1.3.1. Um corpo (K, +,-) € um conjunto K, com pelo menos dois
elementos, munido de uma opera¢ao + (chamada adi¢io) e de uma outra
operagao - (chamada multiplicagao) que satisfazem as condi¢oes sequintes:

1. A adicao € associativa, isto é€,
(Vz,y,2€ K) (x+y)+z=a+(y+2).
2. Exziste um elemento neutro com respeito a adi¢ao, isto €,
VeeK)(0eK) O0+zx=2 e z+0=u.
3. Todo elemento de K possui um inverso com respeito a adi¢ao, isto €,
VreK)(3zeK) 2+2=0 e z4+2=0.
4. A adicao € comutativa, isto €,

Ve,ye K) z+y=y+x.



v

. A multiplicacao € associativa, isto €,

Ve,y,z€ K) (z-y)-z=z-(y-2).

6. Existe um elemento neutro com respeito a multiplicacao, dito a unidade
do corpo, isto €,

Ve K)31€eK) l-z=x2 e x-1=ux.
7. 1#£0.
8. A multiplicacao € comutativa, isto €,

Vex,ye K) z-y=vy-x.

Ne)

. A adicao € distributiva relativamente a multiplicacao, isto €,

Vr,y,z€ K) z-(y+z2)=z-y+z-z
10. Todo elemento diferente de zero de K possui um inverso com respeito
a multiplicacao, isto €,
(Ve e K\{0})(Jye K) z-y=1
Observacao 1.3.1. Se todas as condi¢oes acima sao satisfeitas com exce¢ao
da 10%, entao K é chamado de anel comutativo com unidade. A partir de

agora, quando nos referirmos a um anel, consideraremos que o anel é sempre
um anel comutativo com unidade.

Observacao 1.3.2. Como todo corpo satisfaz as nove primeiras condi¢oes
acima, todo corpo € um anel.

Exemplo 1.3.1. (Z,+,-) é um anel.
Exemplo 1.3.2. (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-) sdo corpos.

Definicao 1.3.2. Seja (K, +,-) um corpo. Um subconjunto nao vazio H de
K é um subcorpo de K quando, com as operacies de K, o conjunto H € um
coTpo.

Exemplo 1.3.3. Com + e - denotando respectivamente a adi¢cao e a multi-
plicagao em C, temos que (Q,+,-) e (R, +,) sao subcorpos de (C,+,-).

10
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Observagao 1.3.3. Seguindo o raciocinio da definicio acima, se (A,+,-) €
um anel, um subconjunto nao vazio B de A é um subanel de A quando, com
as operacoes de A, o conjunto B € um subanel.

Observacao 1.3.4. Para facilitar o enunciado da proposi¢ao a sequir, deno-
tamos —x como inverso com respeito & adicdo e denotamos x~* como inverso
com respeito a multiplicacao.

Proposicao 1.3.1. Seja H um subconjunto ndao-vazio do corpo K. Entao
H é um subcorpo de K se, e somente se, as quatro condicoes sequintes sao
satisfeitas:

1. Vz,y € H) x+y € H. (a adi¢io é uma operagao fechada em H)
2. (Vx,y € H) x-y € H. (a multiplica¢ao é uma operagao fechada em H)
3. Vxe H) —z e H.

4. (Vz € K\{0}) 27! € H.

Demonstracao. A demonstracao dessa proposicao é simples e pode ser en-
contrada na referéncia [2]. O

Observacao 1.3.5. Note que se B for um subconjunto nao-vazio de um
anel A, tal que B satisfaca apenas as trés primeiras condi¢oes da proposi¢ao
acima, temos que B é um subanel de A.

1.4 Primeira demonstracao

Para esta se¢ao, ja temos todas as ferramentas necesséarias para provarmos
que o conjunto dos numeros algébricos forma um subcorpo do corpo dos
nimeros complexos.

Teorema 1.4.1. O conjunto dos nimeros algébricos forma um subcorpo do
corpo dos numeros complezxos.

Demonstracao. Seja X o conjunto dos ntimeros algébricos.

Para demonstrarmos este teorema, vamos provar que as quatro condigoes
seguinte sao satisfeitas:

1. Vo, €eX) a+peX

Ja foi provado no Teorema 1.2.1.

11



2. Vo, eX) a-peX

Ja foi provado no Teorema 1.2.1.

3. VaeX) —aeX

Prova: Seja a € X. Entao temos que « é raiz do polindomio com
coeficientes inteiros

~1
A" + ap_12" 4 -+ a1+ ag

ou seja,
an@” + ap 10"+ a4+ ap = 0.

Entao, temos que —a é raiz do polinomio com coeficientes inteiros
(=) "apz" + (=1)" ta, 12"+ + (=Dayr +ag
pois
(—D)"an(—a)" 4+ (=1)"tap_1(—a)" P+ -+ (—1)ay(—a) +ag =
= a,0" 4 ap_ 10" 4+ aa 4 ag = 0.

4. VaeX)(a#0) alteX

Prova: Seja a € X. Entao, a~
inteiros

1 ¢ raiz do polindmio com coeficientes

~1
apx" + a1+ -+ ap_1x + a,

pois,
alagla™ ) +ar (a4 b a0 Fay] =

=ag(a )" +a (D" o + - a, 0" + apa” =

= a,0" + ay 10" 4 - aja +ag = 0.

Proposicao 1.4.1. Um inteiro algébrico real é inteiro ou irracional.

12



Demonstracdo. Seja o um inteiro algébrico. Suponha, por contradi¢ao, que
azg, emque p € Z,q € Neqg> 1, peq primos entre si. Isto é, a é
um numero racional que nao é inteiro. Como « é uma raiz de um polinomio

monico com coeficientes inteiros do tipo
-1
"4 ap 2"+ ax +ag
substituindo x por § temos:

n 1

P = —app" g~ —aq"

ou ainda
pn — q(_an_lpn—l . aoqn—l) )

Logo, q divide p™. Seja r um fator primo de ¢, r # 1 (r = ¢ se q for primo).
Assim, r divide p™ e logo, r divide p. Consequentemente r divide p e q, o que
¢ um absurdo, pois contradiz o fato deles serem primos entre si. Portanto,
um inteiro algébrico real é inteiro ou irracional.

]

Corolario 1.4.1. O conjunto dos inteiros algébricos forma um subanel do
anel dos numeros complexos.

Demonstracao. Tomando « e [ inteiros algébricos, ja vimos no Corolario
1.2.2 que as duas primeiras condicoes do Proposicao 1.3.1 sao satisfeitas.
E tomando a, = 1, facilmente vemos que a terceira condi¢ao também é
satisfeita. O]

1.5 Segunda demonstragao (via produto de
Kronecker)

Novamente, vamos demonstrar que as operagoes de adi¢ao e multiplicacao
sao fechadas no conjunto dos niimeros algébricos e que o conjunto dos niimeros
algébricos forma um subcorpo do corpo dos niimeros complexos, fatos que
serao abordados nesta se¢ao por meio de uma demonstracao alternativa, via
Algebra Linear. Primeiramente listamos alguns resultados essenciais.

Definigao 1.5.1. Seja A € C" ™. Definimos A\(A) como o conjunto dos
autova-lores de A.

Exemplo 1.5.1. A= 1, = AA) = {1,1}.

13



B 0

Lema 1.5.1. Seja A = ( 0 C

AA) = A(B) UO).

) CBeCrr, O e Cmxe) | Batdo
nxn

B -\ 0
0 C =\ ‘ = |B — M||C — M|. Note

que AN € M(A) & [A=XN|=0<|B-X|=0 ou |[C—-X|=0& )€
AB) ou Ae AC) .

Demonstragao. |A — X| =

m
Definigao 1.5.2. Sejam ¢y, - -+ , ¢, € C. Entao a matriz companheira C(cq, -+ ,¢,)
€ a matriz
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
—Cp —Cp-1 —G —a ) .
0O 1 0
Exemplo 1.5.2. (C'(1,2,3) = 0 0 1
-3 -2 -1
Lema 1.5.2. Seja A = C(cy,--+ ,¢,) uma matriz companheira. Entao o
polinémio caracteristico de A, Pa(x), € igual a
RN L E Y T oo
Demonstragao. (por indugao em n)
Para n=2, temos
det(xly — C(er,02)) = v =z(r+c)te=r"+car+c
2 vel) =1 e | T 1 2 = 1 2.
Vamos supor que, para n > 2,
det(xl, — Clct, -+ ,¢p)) =" +c1a™ t + - 4 cu17 + Cp.
Sejam cq,---,c,y1 € C. Usando a expansao do cofator com respeito a

primeira coluna, obtemos

z —1 0 0

0 r -1 0
det(zlpyr — Cler, o sonp)) =1| & -0 -0 1 |=

0 0 T —1

Cnil  Cn C2 T+



Cp **+ C T+ o - =z -1

=x(@" + ez e o)+ (=D (1) =
=" p e+ et e+ (—1) e, =
=" a2+ O
Corolario 1.5.1. C(cy,- -+ ,¢,) € inversivel se, e somente se, ¢, # 0.

Demonstragao. (=)

Suponha, por contradicao, que ¢, = 0. Usando a expansao do cofator com
respeito a primeira coluna, obtemos

0 1 0 0
0 1 0
det(C(cr, -+ ,cn) ) =det(Cer, -+ ,00-1,0)) = : o :
0 0 e 0 1
0 =1 -0 —2 —aa
Logo, C(cy,- -+ ,¢,) ndo é inversivel, o que contradiz a hipétese.
(<)
Pelo Lema 1.5.2, Po(e, oo o) (@) = 2"+ 12" 1+ - -+ ¢p_12+¢,. Como ¢, # 0,
temos que Po(c, .. ¢,)(0) = ¢, # 0. Entao, 0 nao é autovalor de C(cy, -+, ¢p).
Portanto, C'(cy,- -+ ,¢,) é uma matriz inversivel (pois uma matriz n x n é
inversivel se, e somente se, 0 ndo é um autovalor dessa matriz). O

Proposicao 1.5.1. Seja A um nimero complexo. Temos que \ é um niumero
algébrico se, e somente se, X é um autovalor de uma matriz quadrada com
entradas racionais.

Demonstracao. (=)

15




Seja A um numero algébrico. Seja f(z) um poliménio moénico em Qlz],
digamos f(z) = 2™ + "' + -+ + ¢, + ¢, , tal que f(A) = 0. Seja

A € Q™™ a matriz companheira C'(cy, - - -, ¢,), isto é,
0 1 o --- 0
0 0 1 - 0
A= : : :
0 0 - 0 1
—Cp —Cp_1 cr —Cy —Cy

Entao, pelo Lema anterior, temos que Ps(x) = f(z). Logo,
Pa(A) = f(A) =0.

Portanto, A é raiz de P4(x), ou seja, é autovalor de uma matriz quadrada
com coeficientes racionais.

(<)

Seja A um autovalor de A € Q™*™. Entao A é raiz de P4(z) que é o polinémio
monico det(xl, — A). Como os coeficientes de P4(x) sdo racionais (sdo o
resultado de somas e multiplicagoes originadas pela operacao determinante),
A é um numero algébrico.

O

Corolario 1.5.2. Seja A um numero complexo. Temos que A € um inteiro
algébrico se, e somente se, X é um autovalor de uma matriz quadrada com
entradas inteiras.

Demonstracao. A demonstracao é analoga a demonstracao da Proposicao
1.5.1, trocando: Q[z] por Z[z] e Q"*™ por Z™*™.
O

Definigao 1.5.3. Sejam A € C™*" ¢ B € CP*9. O produto de Kronecker
(ou produto tensorial) de A e B é definido como a matriz
CLLlB cee CLLnB
AgB=| . . |ecmwm

ami B - amaB

3 21

A®B:(B 2B 33)2

Exemplo 1.5.3. Sejam A = ( Lz > e B = ( 21 ) Entao,
4
4
3B 2B B 4
4

S O NN
O W W =

16



2 461 2 3
2A A 6 4 2 3 2 1
B®A_(2A3A>_ 246369
6 4 2 9 6 3
Note que, em geral, AR B+ B® A.
B 0
Exemplo 1.5.4. (VB € CP*?) [, ® B = N

Note que, trocando Iy por I, teriamos B se repetindo na diagonal principal
da matriz resultante n vezes.

bii big

Exemplo 1.5.5. Seja B =
a1 bapo

) . Entao,

b171 0 b172 0
0 bix 0 by

Bol=1 4, 0 b, o
0 ba1 0 Dbao
I hn
Exemplo 1.5.6. Sejam x = : eCmey= : € C". Entao,
T Yn
T 7 \T T mn
e@y=(zy’, -, way" ) = (3w, . e, Tayn, v, Twyn ) € CM
Exemplo 1.5.7. Seja a € C.
CLLlB e CbljnB
a(A® B) =a T =
am1 B - amnB
aa; B -+ aa,B aqaB -+ ajnaB
atm 1B - aay, B amaaB - appaB

Assim,
a(A® B) = (aA) ® B=A® (aB).

Proposicao 1.5.2. Sejam A € C™*"*, B € C™*¢, C € C"P ¢ D € C%*¢,
Entao,
(A® B)(C® D)= AC ® BD € C™™,
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Demonstracao. Simplesmente verificamos que

ama B - a,B ciaD - D
(A®@B)(C® D)= oo oo =
am1B - amnB Cn1D - cppD
donei GigCe 1 BD - 30 ay ke BD
B : B : = AC ® BD.
Y oret mpChiBD oo 3TV pCrp BD

[]

Proposicao 1.5.3. Considere A € C"*", B € C™™ X\ um autovalor de A
e & um autovalor de B. Entao:

1. X+ 6 € um autovalor de (A® I,) + (I, ® B).
2. Ao € um autovalor de A® B.

Demonstracao. Seja x um autovetor de A associado a \ e seja y um autovetor
de B associado a §. Entao, pela proposicao anterior:

L. (A®Ly)+(I,@B)(z®y) = (A L,)(z2Qy)+ (I, B)(zQy) =
=ArIL,y+ [L,x®@By= (M) @y +2® (dy) =
=AMzRy)+irz@y)=A+0)(xrRy).
2. (A®B)(z®y)=Ar® By = Az ® 0y = M(z ®y).
]

Teorema 1.5.1. O conjunto dos nimeros algébricos forma um subcorpo do
corpo dos numeros complezxos.

Demonstracao. Seja X o conjunto dos nimeros algébricos.
Para demonstrarmos este teorema, vamos provar que as quatro condigcoes
seguintes sao satisfeitas:
1. (VA deX) A+deX
Prova: Sejam A\ e § nimeros algébricos.

Entao, pela Proposicao 1.5.1, A é um autovalor de uma matriz quadrada
com entradas racionais, digamos A, e 6 é um autovalor de uma matriz
quadrada com entradas racionais, digamos B.

Logo, pela Proposigao 1.5.3, A+§ é um autovalor de (A®I,,,)+ (1, ® B).

Como (A® I,,) + (I, ® B) é uma matriz com entradas racionais, pela
Proposigao 1.5.1, temos que A + ¢ ¢ um numero algébrico.
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2. (VNoeX) N-oeX
Prova: Sejam A e 6 nimeros algébricos.

Entao, pela Proposicao 1.5.1, A é um autovalor de uma matriz quadrada
com entradas racionais, digamos A e § é um autovalor de uma matriz
quadrada com entradas racionais, digamos B.

Logo, pela Proposicao 1.5.3, Ad é um autovalor de A ® B, que é uma
matriz com entradas racionais.

Portanto, pela Proposicao 1.5.1, temos que A-0 é um numero algébrico.

3. (MAeX) —xeX

Prova: A € X = (34 € Q") X é autovalor de A (pela Proposicao
1.5.1). Pela Proposigao 1.5.3, (—\) ¢é autovalor de A® (—I) que é uma
matriz com entradas racionais. Portanto, pela Proposicao 1.5.1, temos
que —\ é um numero algébrico.

4. (VAeX) N#£0, N leX

Prova: Seja A # 0 um numero algébrico. Entao, existe uma matriz
companheira A = C(cy, - ,¢,) com entradas racionais, tal que A é
autovalor de A (pela Proposicao 1.5.1). Sem perda de generalidade,
podemos supor que ¢, # 0, pois se ¢, = 0,

0 1 o --- 0

0 0 1 - 0
C(Clv'”v()): )

0 0 -0 1

0 —chp1 -+ —c2 —

AMA) = {0}UAN(C(cq, -+ ,cn-1)) (pelo Lema 1.5.1) e, como A # 0, existe
Jj € {2,n — 1} tal que ¢, # 0 para k < j. Assim, A é um autovalor
de A = C(cy, -+ ,¢n), A inversivel (pelo Coroldrio 1.5.1). Logo, A~!
¢ autovalor de A=!. Como A™! = W, A7t € Q™" pois
suas entradas resultam de somas e multiplicacoes envolvendo racionais.

Portanto, A™! é um ntimero algébrico.

]

Corolario 1.5.3. O conjunto dos inteiros algébricos forma um subanel do
anel dos numeros complexos.

Demonstracao. Basta tomar A e § inteiros algébricos, para que as trés primeiras
condi¢oes da demonstracao do Teorema 1.5.1 sejam satisfeitas de forma
analoga. O]
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Capitulo 2

Decomposicao de permutacoes
em transposicoes

Neste capitulo, demonstramos um teorema cldssico de /flgebm: toda per-
mutacdo de S, pode ser escrita como um produto de transposicoes.

2.1 Permutacoes

O objetivo desta secao € definir permutacdo e apresentar alguns conceitos
que serao necessdarios ao longo deste capitulo.

Definicao 2.1.1. Se X € um conjunto finito ndo-vazio, uma permutag¢ao
de X € uma bijecao o : X — X. Denotamos o conjunto de permutagoes de
X por Sx.

Quando X = {1,---,n}, denotamos Sx por S,. Uma permutacio de

X = {1,---,n} pode ser vista como um rearranjo de todos os termos de
X, formando uma lista iq1,19,--- ,i,, sem repeticoes. Dado um rearranjo
Q1,92+ ,in, definimos uma fungio o : X — X, com a(j) = i;, para todo

j € X. Esta funcao é uma injecao, porque a lista nao tem repeticoes, e ela
€ uma sobrejecao, porque todos os elementos de X aparecem na lista. Entdo,
essa funcgao € uma bijecao.

Consequentemente, qualquer bijecao o« pode ser representada por duas
fileiras:

= (o) o) - o)

em que a fileira de baizo é um rearranjo de {1,---  n}.

1 2 3 1 2 3 . .
Exemplo 2.1.1. ( 3 9 1 ) e ( 9 3 1 ) sao permutacoes em Ss.
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2 3
Exemplo 2.1.2. ( 9 1

4 5 1 23 45 . tace
54 )€\ 9 3 1 4 5 ) S0 permutagoes

Definicao 2.1.2. Uma transposicao ¢ uma permutacao que troca dois ele-
mentos, um pelo outro, e mantém os demais fixos.

123456)6(1234

1
3
em Ss.

Exemplo2.1.3.<1 39 4 5 6 1 2 4 3

) sao0 transposicoes.

Definicao 2.1.3. A identidade, denotada por id, € uma permutacdo tal
que id(i) =i, para todo i = 1,--+ ,n.

1 2 3 1 23 456 L .
Exemplo 2.1.4. (1 9 3> e(l 9 3 4 5 6) sao identidades.

Definicao 2.1.4. Definimos o produto entre permutagoes como a com-
posicao das bijecoes associadas as permutagoes (que resulta em outra bije¢ao):

= aty oy - atw ) ¢ 2= (ot s - s
:>aﬁ—<@(51(1)) a(ﬁQ(Q)) Oé(ﬂrzn))).

1 2 3 1 2 3 p
Exemplo2.1.5.0¢_(3 5 1)65—(2 3 1). O produto af €

1 o ‘ ‘ ‘
< 9 ? g ); computamos este produto, primeiro aplicando [ e depois apli-

cando «:

Exemplo 2.1.6.
1 6 7 1 2 3 4 6 7\ (1234567
7 16 2 4 6 1 5 7) \5 2173 46)

Observagao 2.1.2. S, com a operagio de produto, (S,,-), € um grupo ndo
abeliano (nao-comutativo).

4
2

= Ot
w ot

3
3

(G200 V]
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Proposicao 2.1.1. Se a é uma permutacdo de S,, entdo o id = o = id .

Demonstracao. Seja a € S,,. Entao,

a@'d:(a(ll) aé) N ognn))(i ;o Z):

Exemplo 2.1.7.

123 45 12345\ (12345
31 4 5 2 12345) (31452
1 23 45 12345\ (12345
123 45 3145 2) \\31452)

Definicao 2.1.5. Sex € X ea € Sx entao « fixa x, se a(r) = x e « move
T, se a(x) # x.

Definicao 2.1.6. Sejam 1,19, - - - , i, numeros inteiros distintos entre 1 e n.
Se a € S, fixa os restantes n — r inteiros e se

a(il) = iy ) Of(’ig) =13 y T a(ir—l) =i, ) a(ir) =1 )

entao o € um ciclo de comprimento r (ou, o é um r-ciclo). Denotamos «
como (iy iy -+ iy).

. . 1 2 3 4 ,
Exemplo 2.1.8. A identidade 12 34)7 (H)=(2)=3)=(4), ¢
um 1-ciclo.

- 1 23 456 1 2

Exemplo 2.1.9. As transposi¢oes ( 1392456 ) =(23)e ( 1 9
(3 4), sao exemplos de 2-ciclo.

3 4

Exemplo 2.1.10. A permutacao 41

) =(1234), éum um ciclo

de comprimento 4 (4-ciclo).
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Exemplo 2.1.11. (123 --- n) é um n-ciclo.

Exemplo 2.1.12. A permutacdo i1’>

1 2 4 5

)34 ) = 12306 -
(1 2 3), € um 3-ciclo. Note que (1 2 3), (23 1) e (31 2) representam o
mesmo ciclo (um r-ciclo, com r > 1, pode ser representado por r modos
diferentes).

Exemplo 2.1.13. A permutacao < !

2 345 L
34 5 9 1)—(135)(24)710,06

um ciclo.

Definicao 2.1.7. Duas permutacoes o, f € Sx sao disjuntas se todo ele-
mento movido por uma € fizo pela outra, ou seja, se a(x) # x, entdo ((r) = x
e se B(y) # y, entdo a(y) = y. Uma familia de permutacoes oy, -,y €
disjunta se cada par delas é disjunto.

Exemplo 2.1.14. Os ciclos (13 5) e (2 5) ndo sao disjuntos, pois o elemento
5 € mouvido por ambos.

Exemplo 2.1.15. Os ciclos (1 3 4) e (2 5) sdo disjuntos.

2.2 Fatoracao em ciclos disjuntos e transposi-
coes

Nesta se¢cao vamos demonstrar que podemos escrever uma permutacao,
com excecao da id, como um produto de ciclos disjuntos com comprimentos
> 2 e que essa fatoracao € unica a menos da ordem dos fatores. Também
vamos demonstrar que toda permutacao de S, pode ser expressa como um
produto de transposicoes.

Definicao 2.2.1. O processo que transforma uma permutagcao em um pro-
duto de ciclos disjuntos é chamado de fatoracao em ciclos disjuntos.

Exemplo 2.2.1. (:1)) g i ‘11 g g ;):(134)(25)(6)(7):(134)(25).

1

2 9
6 4

Exemplo 2.2.2. ( g ) ) — (16 3)(24)(789).

Proposicao 2.2.1. Sejam « e 3 ciclos disjuntos. Entao af3 = Ba.
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Demonstragao. Sejam o = (i1---1,) e § = (j1---Jx) dois ciclos disjuntos.
Logo

_ il “. ir jl c. jk il Ce ir jl c. jk _
i2 c. il jl .. jk il Ce ir j2 c. jl

TR A TR TR A T
o Uy J2 N T U N
]

Observagao 2.2.1. Consideramos nesse trabalho que o* (o € S, e k € ZT)
corresponde ao produto qaa---a. Notemos que as sequintes propriedades
—_—

k vezes
sao satisfeitas:

o (€S, ejkelZ)alar=alh,
o (a, 3, v ciclos disjuntos de Sy,) (af...y)k =akgk...~4F.

Observacao 2.2.2. Um coroldrio do Teorema de Lagrange (ver [6]) € o
sequinte: se G é um grupo finito com n elementos (Va € G) a™ € a identidade.
Assim, faz sentido a definicdo sequinte.

Definigao 2.2.2. Seja a € S,,. A ordem de o é o menor inteiro positivo k
que satisfaz of = id.

Exemplo 2.2.3. A ordem de o = ( ;’ i ;) ) € 8, pois a # id, o* #id e

., (123 12 3 123\ _(123)_,
*=\l3 12 31 2 312) \123)7"
123 4\ . . .

Exemplo 2.2.4.A0rdemdea:(4 5 3 1)62,pozsoz7ézde
. (1234 123 4)_(1234)_
“=\42 31 4231) 12347

Proposigao 2.2.2. Seja a € S,, um r-ciclo. Entao a ordem de « € igual a
T.
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Demonstragao. O r-ciclo o = (ajasy - - - a,) move a; para a;41. Entao, o? tem
o efeito dobrado de mover cada a; para a;;». Generalizando, o move q;
para a;,j, em que todos subscritos sao reduzidos médulo r. Agora, o é a
identidade id se, e somente se, (Vi) a;+r = a;. Isso ocorre se, e somente se,
k = 0(mod 7). O menor k positivo tal que o* = id é o préprio r. Entdo «
tem ordem r. O

Corolario 2.2.1. Seja o € S, um r-ciclo. Entao a ordem de o é menor ou
tgual a n.

Lema 2.2.1. Sejam aq, aa, - - -, a, ciclos disjuntos de S,,. Se ¢ = aian -+ - ay,
entao
(Am e Z7) ¢" =id & (Vi) a* =id .

Demonstragao. (=) Suponha, por contradigao, que (3i) af* # id. Sem perda
de generalidade, vamos supor ¢ = 1. Assim, existe j € {1,--- ,n} tal que
O/1n<]) ?é j LOgO, Oél(j) 7é .] Enté’o7 (VZ 7& 1) Oéz(j) - ja pOiS Qp, gy - -, O
sao disjuntos. Assim, o/"(j) = j para todo i > 1. Agora, id = a"af" - - - o,
entao

Jj=id(j) = o' (G)ey' (G) - - ' () = " (5)id(§) = " (j)

que é um absurdo, pois contradiz o fato de ay(j) # 7.

(<)
o=y o = 9" = (ag- - ap)" =
= ¢" =af'ay --ap =idid - id = id.
m
Proposicgao 2.2.3. Sejam oy, - -+ , o, € S, ciclos disjuntos de comprimentos
ry, -, 1y, respectivamente. Entao, o produto ¢ = ay - - -, tem ordem igual

ao M.M.C. de {ry,--- 1}

Demonstragao. Para todo i # j, como «; e «; sao ciclos disjuntos, o;a; =
a;oy. Assim, @™ = af"---a)" para todo m. Logo, ¢ = id se, e somente
se, a" = id (pelo Lema 2.2.1). Pela Proposigao 2.2.2; se af* = id, entao
m ¢ multiplo de r;. Logo, ¢ = 1ud se, e somente se, m ¢ um multiplo
comum de {ry,---,r;}. Portanto, a ordem de ¢ = a;---«a, é o M.M.C. de
{ry, -1t O

Teorema 2.2.1. Seja a € S, o # id. Entdo a permutacdo « € igual a um
produto de ciclos disjuntos de comprimentos > 2 e essa fatoragao € unica a
menos da ordem dos fatores.
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Demonstragao. Como « é diferente de id, existe i; tal que a(i1) # 4. Con-

sidere a sequéncia iy, a(i1), a?(i1), - - - . Como a é uma bijegao em {1,--- ,n},
esta sequéncia comeca a se repetir a partir de um expoente r, 2 < ry < n.
Logo, i1, a(iy), - ,a™ 1(i;) sao todos distintos e o’ (i;) = i;. Portanto, a
restricio de o ao conjunto {iy, (i), -+ ,a™"1(i;)} é tal que
i), an -1y = (falin) -+ a7 (i),
Denotaremos este ry-ciclo (ijaf(i;) --- o™ '(i1)) por o;. Se a restricao de
« ao complementar de {iy, (i), - ,a™ (1)} é a id, entdo a = 0. Se
niao, tomamos um elemento iy € {1,2,--- ,n}\{iy,a(iy), -+ ,a™1(i;)} tal

que «a(ig) # is; de maneira similar & etapa anterior, vai existir um nimero
inteiro r9 > 2 tal que

O figa(ia) a2ty = (izar(ia) - a7 (i2)).
Denotaremos este ro-ciclo (iz(iz) --- a™71(iy)) por g5. Observamos que
o1 e o9 sao disjuntos. Se a restricao de a ao complementar do conjunto
{iv,a(iy), -+, ™ (i), d9, afiz), -+ ,a™ 1(iy)} é a identidade, entdo a =
0109 =— 02071. Se 11210, seja 7;3 € {1, 27 s ,n}\{il, Oé(il), cee ,arl_l(h),ig, ()é(ig),

-, a7 1(4y)} tal que a(iz) # i3 e continuamos o processo. Claramente este
processo vai ter que parar depois de um numero finito de etapas e vamos
obter que @ = 0109 - - - 04, em que 01,09, -+ ,0; sao ciclos disjuntos de com-
primentos > 2.

Agora, para provar a unicidade, suponha que temos também o = 775 - - - 7,
com Ty, Ty, -+ - , T, ciclos disjuntos, cada um deles de comprimento > 2. Como
T1To -+ - Tu(11) = a(iy) # i1 e como os Ts sao ciclos disjuntos, existe um tnico
7; tal que 7;(i;) = a(i;). Como os 7's comutam entre si, podemos supor que
j =1 e entdo 71(i1) = a(i;). Vamos mostrar que 73 = o7. O ciclo 7 néo
pode deixar «(i1) fixo, isto é, 7 ndo pode mandar «(iy) sobre «(iy), pois 7
ja manda i, sobre a(i1). Como os 7’s sdo ciclos disjuntos, entao, (Vj > 2), 7;
deixa «(iy) fixo e, portanto, a(a(i1)) = m(a(iy)); assim 7y (a(iy)) = a?(i1).
De maneira similar obtemos que 71 (a*~1(i1)) = a*(iy), para todo k > 0 e,
portanto, 71 = o7. Similarmente, trabalhando com 75 no lugar de i;, vamos
obter que 75 = 03; continuando assim, obteremos que u = t e que, a menos
de ordem, o; = 7, para cada j = 1,--- , 1.

]

Teorema 2.2.2. Toda permutacao de S,, pode ser expressa como um produto
de transposicoes.
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Demonstragao. Seja a € S,, (av # id). Pelo Teorema 2.2.1, podemos reescre-
ver o como um produto de ciclos disjuntos com comprimentos > 2. Entao,
basta provarmos que qualquer r-ciclo possa ser expresso como um produto
de transposicoes, para que a possa ser expressa como um produto de trans-
posicoes.

Seja = (12 --- r) um r-ciclo de S,. Vamos demonstrar que

12 r) =01 r—1)---(12).

Parar =2: (12)=(12).
Suponha, por inducao, que para r =k > 2

12 - k)=1kK1 k-1)--(12).

Tomando r = k + 1, temos

(12 ek k41

(12 -k k“)_(z 3 - k+1 1 )_
(1 2 ek kLN 12 ek kL
C\kE+1 2 - B 23 -~ 1 k+1)

=1 k+1)(123 - k) =1 k+ DA K1 k—1)---(12).
O

Corolario 2.2.2. Todo r-ciclo pode ser expresso como um produto de trans-
posicoes da forma

12 r)=1r1 r—1)--(12).

. 1 2
Exemplo 2.2.5. Vamos expressar a permutacao o = ( 9 3 i) ) como um

produto de transposigoes.

a:@ : f):(123):(13)(12):
1 23\/123 12 3
:<3 2 1)(2 1 3>:<2 3 1)20“
Observacgao 2.2.3. Note que (1 3)(12)=(123)#(132)=(12)(13).
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2.3 Paridade de uma permutacao

Vamos demonstrar, que toda permutagao fatorada como produto de trans-
posicoes possui a mesma paridade no numero de fatores, para toda fatora¢ao
possivel.

Lema 2.3.1. Se g,h > 1, entao

(@b)(acy -+ cgbdy -+ dp)=(acy -+ ¢c)(bdy -+ dp) (2.3.a)

(@b)(acy -+ ¢cg)bdy ---dp)=(acy -+ ¢cgbdy -+ dp) (2.3.D) .

Demonstracao.
(@b)(acy -+ cgbdy -+ dp) =

(a o ey b ody - dy a ¢ ¢y b ody o--- dy
“\b o ey oa dy - dy ci ¢y - b dy dy -+ a

(a e g body - dy

“\Ne ey oo oa dy o dy - b )T
(a e g body oo dy a ¢ - ocg b ody oo dy
“\Ne o - oa body - dy a ¢ - cg dy dy -+ b

:(acl Cg)(bdl dh)-

(@b)(acy -+ ¢cg)(bdy -+ dy) =
:(a cp ocrocg body e dh>:
c, ¢4 - b d dy - a
—(ac - cgbdy - dy) .
O

Definicao 2.3.1. Se a € S,, e @ = 01---0; € uma fatoracio em ciclos
disjuntos (considerando os 1-ciclos), o sinal de o € definido por

sgn(a) = (=1)" "

Observagao 2.3.1. A funcao sgn estd bem definida, pois pelo Teorema 2.2.1
a fatoracao em ciclos disjuntos € unica a menos da ordem dos fatores.
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Observacao 2.3.2. Se 7 € uma transposicao, entao ela move dois nimeros,
digamos, i e j, e fixra cada um dos outros n — 2 nimeros. Logo, k = (n —
2)+1=n-—1, e entdo

sgn(r) = (=1)" " = —1 .

Exemplo 2.3.1. Seja a =

2-1 (
(1) = —1.
(

; ? > = (12). Entao, k =1. Logo, sgn(a) =

Exemplo 2.3.2. Seja o — ig)—O3M®@—O®G$

Exemplo 2.3.3. Seja o = (

(12)(13)(45).

Entdo, k = 4. Logo, sgn(a) = (—1)""* = —1.

Lema 2.3.2. Se a € S,, e 7 € uma transposicdao, entao
sgn(ta) = —sgn(a) .

Demonstragao. Seja 7 = (a b) uma transposicao. Seja a« = oy -0 a fa-
toragdo completa de « em ciclos disjuntos (existe um 1-ciclo para cada i
fixo por «, e todo nimero entre 1 e n ocorre em um tnico ciclo). Se a e b
ocorrem no mesmo ciclo, digamos, sem perda de generalidade, em oy, entao
op=(ac -+~ cgbdy -+ dp), em que g,h > 0. Pelo Lema 2.3.1,

To1=(ac - ¢cg)bdy -+ dp),

eentdo 7o = (101)0y - - - 0} ¢ uma fatoragao completa com um ciclo extra (7o,
separa-se em dois ciclos disjuntos). Logo, sgn(ra) = (=1)"~*+) = —sgn(a).
A outra possibilidade é que a e b ocorram em ciclos diferentes, digamos, sem
perda de generalidade, 0y = (@ ¢; -+ ¢;) e 02 = (b dy -+ dy), em que
g,h > 0. E, agora, Taw = (10109)03 - - - 0, e pelo Lema 2.3.1,

ro10y=(aci - cgbdy -+ dy) .

Logo, a fatoracao completa de Ta tem um ciclo a menos que «a, e entao
sgn(ta) = (=1)"* 1 = —sgn(a). O

Teorema 2.3.1. Para todo o, 3 € S, sgn(af) = sgn(a)sgn(B).
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Demonstracao. Seja o € S, tal que o = 11 - - - T, TS sa0 transposigoes e m
minimo. Suponha, por indu¢ao em m, que sgn(af) = sgn(a)sgn((), para
todo 8 € S,,. O primeiro passo é garantido pelo Lema 2.3.2. Se m > 1, entao
a fatoragao 7 - - - 7,,, também é minima, pois se 7o -7, = 01+ -0y, €m que
cada o; é uma transposicao e ¢ < m — 1, temos a fatoracao av = 101 -0y
que contradiz o fato de m ser minimo. Portanto,

sgn(af) = sgn(m - 1,03) = —sgn(ra - - - ) (pelo Lema 2.3.2)
= —sgn(ty -+ Tm)sgn(B) (pela indugao)
= sgn(Ty - Tm)sgn(f3) (pelo Lema 2.3.2)

= sgn(a)sgn(f) . O

Teorema 2.3.2. (i) Se a € S,, e sgn(a) =1, entdo a é um produto de um
numero par de transposicoes.

(ii) Se o € S, e sgn(a) = —1, entdo o € um produto de um nimero impar
de transposicoes.

Demonstragao. (i) Pela Observagao 2.3.2, temos que sgn(7) = —1 para toda
transposicao 7. Logo, se o« = 71 - - - 7, ¢ uma fatoracao de o em transposigoes,
pelo Teorema 2.3.1, sgn(a) = sgn(my) - - - sgn(7,) = (—1)%. Entao, sgn(a) =
1 se, e somente se, q é par.

(ii) Como sgn(7) = —1 para toda transposi¢ao 7, se & = 7y - - - 7, ¢ uma fa-
toragao de o em transposigoes, pelo Teorema 2.3.1, sgn(a) = sgn(m) - - - sgn(r,)
= (—1)%. Entao, sgn(a) = —1 se, e somente se, q é impar. O

1 2 3 4
2 31 4
note que ela pode ser escrita como o produto de um numero par de trans-
posicoes:

a=(13)(12)=(23)(13)=(13)(42)(12)(14) =
=(13)(42)(12)(14)(23)23).

Exemplo 2.3.4. A permuta¢io o = , possui sgn(a) = 1,

Definigao 2.3.2. Seja o € S,,. Se sgn(a) = 1, ou seja, se o € o produto
de um niumero par de transposi¢oes, entao « € par. E, se sgn(a) = —1,
ou seja, se a € o produto de um numero impar de transposi¢oes, entao o €
impar.

123 45 6 ;
Exemplo 2.3.5. a = (6 3 9 5 1 4) = (1 5)(1 4)(16)(2 3) é um

produto de um niumero par de transposicoes, entao « € par.
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Exemplo 2.3.6. o = (2 6), € uma transposi¢ao, entio sgn(a) = —1, assim
a € impar.

Observacao 2.3.3. Toda transposicao € impar.
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Capitulo 3

O minimo comprimento de uma
permutacao como produto de
transposicoes

Neste capitulo, demonstramos via Algebm Linear, que uma permutacao
em S, nao pode ser escrita como um produto de menos que (n — r) trans-
posicoes, em que r € o numero de ciclos disjuntos na permutacao, incluindo
os 1-ciclos.

3.1 Permutacoes como transformacoes ortogo-
nais

Inicialmente, vamos apresentar alguns conceitos e resultados importantes.

Definicao 3.1.1. Uma matriz de permutacao ¢ uma matriz obtida permu-
tando-se as colunas da matriz identidade. Logo, existem n! matrizes de per-
mutacao de ordem n.

010
100

0 01

Definicao 3.1.2. Uma matriz ortogonal é uma matriz real quadrada cujas
colunas formam um conjunto ortonormal de vetores.

Exemplo 3.1.1. ¢ uma matriz de permutacao de ordem 3.

Observacao 3.1.1. Note que a definicao acima € equivalente a sequinte
afirmacao: QQ € R™™ ¢ uma matriz ortogonal < QQT = QTQ = 1.

Exemplo 3.1.2. A matriz de permutacdo é um exemplo simples de uma
matriz ortogonal, pois suas colunas formam a base canonica do R™.
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3.2 Acao do grupo de permutacao S, sobre
]RTL

Definigao 3.2.1. Seja o uma permutagdao de S,,. Seja {e1,ea, - ,e,} a base
canonica de R™. Definimos a transformacao linear f, : R — R™ tal que
fo(e:) = eo). Essa transformagao linear f, € dita ser a a¢do de permutagdo
o sobre R™.

1 2 3

Exemplo 3.2.1. Seja 0 = ( 5 3 1

) = (12 3). Entdo, f, : R> - R3 ¢
definida por:

T 0 01 T
xo | — | 1 0 0 To ,
T3 010 T3
POILS
0
fa(el) = €5(1) — €2 = 1 )
0
0
fa(62) = €5(2) — €3 = 0 )
1
1
fg(eg):ea(g):elz O) .
0
Exemplo 8.2.2. Sejao = ( ¢ = o, o | ;) — (25 3)(1 6)(4)(7) =
(25 3)(1 6). Entdo, f, : R"” — R" € definida por:
T 000O0O0T1O0 1
To 0010O0O0O0 To
T3 00 0O0T1O0O0 T3
zgy |— |1 00 0 1 0 0 0 Ty ,
T5 01 00O0O0O T
T6 100 0 00O Tg
Ty 00 0O0O0TO01 T
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PoILS

fa(el) =€5(1) = €6 =

fo(es)

Co(3) = €2 =

f0(65) = €5(5) — €3 =

fo(er)

Observacao 3.2.1. Como podemos notar nos exemplos anteriores, a matriz
associada a f, € uma matriz ortogonal, pois € uma matriz de permutacao.

Definicao 3.2.2. Seja f, a acao da permutacdao o € S, sobre R™. O Espag¢o

0

0

0

0 ) fa(€2) = €5(2) = €5 =
0

1

0

0

1

0

0 ) fg(64) = €5(4) = €4 =
0

0

0

0

0

1

0 ) fa(eﬁ) = €5(6) — €1 =
0

0

0

€o(7) = €7 =

_ oo O O o oo

de ponto fixo de f, ¢ o subespaco de R™ definido por

Vo ={z e R" | fo(x) =z}.

Proposicao 3.2.1. Seja o € S,,. Entao, V, # {0}.
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Demonstracdo. Se o = id, entao V, = R". Se o # id, pelo Teorema 2.2.1,
c=T- T, r > 1 em que 7q,---,7. sao ciclos disjuntos de ordem > 2.
Suponha 7 = (i1, - ,i). Logo, e;; +---+¢€;, € V5. n

Observacgao 3.2.2. V, € o autoespaco de f, associado ao autovalor 1.

Exemplo 3.2.3. Seja o = (1 2) em S3. Temos que
fo’(el) = €s(1) = €2,

fo’(62) = €5(2) = €1,
foles) = €s(3) = €3,
foler +e2) = foter) + Jotes)y = €2+ €1 =¢€1 +ea,
foler+€3) = foter) + fores) = €2+ €3,
Jolea +e3) = fotes) + fotes) = €1+ €5 .

Entao, e; + ey e ez sao fizos. Logo, V, = |e; + €2, e3].

Observagao 3.2.3. De modo geral, se (i j) € S, entdo uma base para V, é

{ex | B #4, 5} U{ei+ e} .

Exemplo 3.2.4. Seja 0 = (1 2 3) em S5. Temos que

fa(€2) = €5(2) = €3,
foles) = eqx3y = €1,
fa(€4) = €5(4) = €4,

Entao, e1 + ex + e3, ey € e5 sao fivos. Assim, V, =[e1 +ex+es, eq, es).

Proposicao 3.2.2. Se o é um r-ciclo, o = (i; --- i), entao uma base de
V, é{ek | k §é {1, J,}}U{eil + "'+€ir}-

Demonstracao. Pela defini¢ao de f,, f,(ex) = e, se k & {i1,--- ,i,}. Entao,

folei) = ey nsek=1,--- . r—1, e f;(e;) = €;,. Seja 3 a base ordenada
{ei, - e, tU{er | k& {i1,--- ,i,}}. Seja A a matriz de f, em relagao a base
(3, isto é,
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Il
o
-
O e
o
o

[fo}ﬁ—[ [foleidls - [folei)]s - ]

0 001 0
L 0 0 00 1 ]
Entao, temos que
x 0 —1 0 0
-1 0 O 0 0
detlxl —Al=| o ... -1 2+ 0 -~ 0 |=
0 0 0 z—-1 0
0 0 O 0 x—1
T 0 1
r—1 0
-1 0 O . -
0 r—1
0 -1 =z
T 0 0 -1 =z 0
e e o 0 . =z
0O - -1 =z o o0 --- -1

= (&~ () @ 1) = (@ = 1) - 1)
— (l’ _ 1)n—r+l<xr—1 + 1.7*—2 +eed o+ 1)

Logo, 1 tem multiplicidade algébrica n — r + 1. Mas, a multiplicidade
geométrica de 1 também é n—r+1, pois {ey | k & {i1,-- i} }U{e; +- - -+ei }
¢ um conjunto linearmente independente de n — r + 1 autovetores de A as-

sociados a 1.
O]

Observacao 3.2.4. Como podemos notar, os vetores da base de V, podem ser
formados de acordo com os ciclos disjuntos na decomposicao da permutacao.
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Se uma permutacao pode ser escrita como produto de r ciclos disjuntos, in-
cluindo os 1-ciclos, temos que dim V, = r, pois cada ciclo contribui com um
elemento na base que forma V,.

3.3 Transposicoes vistas como reflexoes

Proposicao 3.3.1. A acao de uma transposi¢ao sobre R™ é uma reflexao de
Householder (uma reflexdo em relagdo a um subespaco de dimensdo n — 1).

Demonstracao. Seja o = (i j), 1 < j. Seja V o hiperplano ortogonal ao vetor
e; —e;. Logo, V1 = [e; — ¢;]. Notemos que e; +e; € Ve (Vk #14,5) ex é
ortogonal a e; — e;, ou seja, e € V. Logo, {ey, | k #i,j} U{e; +¢;} é base
de V. Assim, V =1V,.

c,

1

Logo, como R" = V @ V+, para todo x € R", existe um tnico zy € V
e existe um tnico zy1 € V7 tais que x = xy + zy.. Como f, é uma
transformacao linear,

folx) = [olav) + fo(rye) =

=zy+ (—zyL) =2y + 2y — Ty — Ty =2 — 2Ty .

e \T
A projecdo de z sobre o hiperplano V* = [e;—¢;] é zy1 = (ei—ej)%m.
€ — €
Entao,
2(e; —e;i)(e; —e;))T
folw) = o — | 2O NG GT (1o e)) (e e




Logo, a matriz de permutagao associada a uma transposigao (i j) é a matriz
da reflexdo dada por I — (e; —€;)(e; — e;)T. O

3.4 O numero minimo de transposicoes

1 2 3 45
23145
o produto de no minimo duas transposicoes: (1 2 3)(4)(5) = (1 3)(1 2).
Note que quem fica fixo sao os vetores e; + es + e3, e4 e es, contidos na
intersecao dos hiperplanos cujos vetores normais sao (e; — e3) e (e; — e3),
respectivamente. Como V, = [e; + e +e3 , €4 , es], temos que dim V, = 3.
Pela Observacgao 3.2.4, temos que dim V, = r, em que r denota o niumero de
ciclos disjuntos presentes em o, incluindo os 1-ciclos. No caso, r = 3. Note
que dim Vo, =3>n—Fk, em quen =5 e k=2, o numero de transposicoes.

Serd que esse fato se generaliza para todas as permutacoes em S, ? A
resposta € sim e a demonstragcao se encontra no teorema a Sequir:

A permutacao o € S5 , 0 = ( , pode ser escrita como

Teorema 3.4.1. Uma permutacdo em S, ndo pode ser escrita como um
produto de menos que (n — r) transposi¢oes, em que T € o numero de ciclos
disjuntos na permutacado, incluindo os 1-ciclos.

Demonstracao. Seja o € S, tal que 0 = 777, em que T's sdo trans-
Y

posigoes. Como demonstramos na Proposi¢ao 3.3.1, transposicoes podem

ser vistas como reflexoes em relacao a hiperplanos. Tomamos, entao, v;,

1 =1,2,--- , k, vetores associados a essas transposicoes, vetores ortogonais
aos hiperplanos V,, determinados por 7;. Logo, V;, N---NV,, = [vy,--- ,vk]L.
Notemos que V,, N--- NV, CV,, pois os elementos de V,, N--- NV, ficam
fixos por cada reflexdo 7;, i = 1,--- k. Assim, V.2 C [vg,---, v e, logo,

dim V& < k. Entao, dim V, = n — dim V:* > n — k. Portanto, como
dim V, = r, o nimero de ciclos disjuntos (incluindo os 1-ciclos) em o, temos
que k>n —r.

m
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Conclusao

As disciplinas de /flgebm e de Algebm Linear, durante minha graduacao,
foram apresentadas de maneira que ambas me pareciam ser isoladas. FEla-
borar este Trabalho de Conclusao de Curso, me deu a chance de aprender
que existem vinculos entre essas duas diferentes dreas da Matemdtica. Além
disso, pude aplicar alguns conceitos que aprendi durante o curso, aprender
outros que eu nao conhecia, ter meu primeiro contato com um orientador e
com a confec¢ao de uma monografia. Gracas a essa experiéncia, sinto-me
mais Sequro para iniciar um curso de pos-graduacao.
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