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Introducao

As civilizacdes da antiguidade, assim como os Babildnios, Egipcios
e Gregos, tinham o interesse de estudar a Mecanica Celeste tanto para a
curiosidade quanto para a necessidade de prever os movimentos dos astros,
visando entre outras, a organizacdo estatal e agricultura. Atualmente, a
Mecéanica Celeste € uma area de pesquisa muito ativa, com importantes
contribuicdes, sendo um dos assuntos com bastante relevancia o Problema
de N- Corpos. Este problema tem por objetivo descrever o movimento de
um ndmero de N corpos sob a influéncia unica da lei da gravitacdo de
Newton. O presente trabalho de conclusdo de curso é uma introducéo a este
problema.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: Expomos no
capitulo 1 algumas Definicdes e Leis basicas da fisica, com grande énfase
nas Leis de Isaac Newton (1642-1727) e a Lei universal da Gravitacdo. No
capitulo 2, formulamos o problema de N corpos como um problema de
valor inicial para um sistema de equacdes diferenciais de 22 ordem. O nosso
objetivo principal serd o de demonstrar a existéncia e unicidade de solugéo
local do problema utilizando o teorema de existéncia e unicidade devido
aos matematicos A. J. Picard (1620-1682) e A. L. Cauchy (1789-1857). No
capitulo 3 estudamos o problema para o caso de N=2 corpos, cuja solucdo
foi obtida por Isaac Newton em 1687. No capitulo 4 estudamos e
demonstramos as Leis de conservacdo, a identidade Lagrange — Jacobi
(J. L. Lagrange (1736-1813) e C. G. J. Jacobi (1804-1851)) e a
desigualdade de Jimmy Sundman. Para finalizar o nosso estudo, no
capitulo 5 estudamos as singularidades para o problema de N corpos.
Apresentaremos alguns resultados devidos aos matematicos Paul Painlevé
(1863-1933) e de K. T. W. Weierstrass (1815-1897). Além dos citados,
varios outros matematicos e fisicos contribuiram para o estudo do problema
de N corpos.

O nosso estudo baseia-se na monografia de Sérgio B. Volchan, “Uma
Introducao a Mecanica Celeste”, apresentado no 26° Coloquio Brasileiro de
Matematica, Impa, 2007.



Capitulo 1

DefinicOes e Leis basicas da fisica

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢cOes e leis basicas da
fisica, necessarias para o desenvolvimento deste trabalho.

Definicbes Béasicas

Definicdo 1.1. A posicdo de um corpo varia no tempo t<IR de acordo
com a funcéo vetorial,

r(t) = Xl(t)! X, (t)’ Xs(t) (11)

Sua velocidade é dada pelo vetor

Vzﬁz(d_xi,%,%j (1.2)
dt dt dt dt

Se v varia no tempo, o corpo tem uma aceleracéo a dada por

2 2 2 2
g v _d r_(dxldxzdxsj (13)

Cdt dt? | dt® | dt?  dt?

Definicdo 1.2. Para um corpo de massa m e velocidade v, 0 momento
linear p € definido por

p=mv (1.4)
Para um sistema de N corpos com massas m,,..., m, e velocidades v, ,...,v, ,

o momento linear total P do sistema é a soma dos momentos lineares
parciais, isto e,

P = ZN: my, (1.5)



Definicdo 1.3. A energia cinética de um corpo de massa m e velocidade
v(t) é a funcéo escalar

(0 =MV’ () (1.6)

onde v’ =]|v]|" e ||.]| denota a norma euclidiana no IR>.

Para um sistema de N corpos de massas m,.., m, com velocidades
v,,..,Vy , F€Spectivamente, a energia cinética total é

=13 my; (1.7)

Definicdo 1.4. Suponha que sobre um corpo de massa m atua uma forga
F(r), funcdo da posi¢do r, com a propriedade de que existe uma funcao
escalar v (r) tal que

-VV =F (1.8)
Nos livros textos de fisica, ref.[2] por exemplo, a funcdo v é chamada de
energia potencial e vv é o vetor gradiente de V. Neste trabalho, no

entanto, chamaremos de “energia potencial” a fungdo U =-V .

Definicdo 1.5. A energia mecanica de um corpo de massa m com energia
cinética E_ e energia potencial V é a funcéo escalar

E(t)=E.(t)+V r(t) (1.9)

Definicdo 1.6. Sejam N corpos com massas m,..., m, cujas posicoes (e
velocidades) no tempo t sdo r(t),..r,t) € (v,..v,), respectivamente.
Denotamos por R,, € L os vetores definidos por

2. M%)
Re, (=12, (1.10)
2m
e _
L® =Y mr,xv, (1.11)



e chamados, respectivamente, de vetor centro de massa e vetor momento
angular do sistema. Definimos, também, 0 momento de inércia I(t) do

sistema como

l(t)%im,-rf (1.12)

onde r’=||r||".

Na definicdo (1.11), r;xv; denota o produto vetorial dos vetores r,e v,. Nos
livros textos de fisica, 0 momento de inércia € definido como 2I.

Significado fisicode m, L e |

Massa. Podemos entender a massa m de um corpo como sendo uma
medida de sua resisténcia ao movimento, também chamada de inércia. Para
ilustrar esta idéia, suponha que o corpo se desloca sob a acdo de uma forca
F com aceleracéo a. Pela segunda lei de Newton,

F
a=— (1.13)

Mantendo F constante e variando a massa m, segue que quanto maior m,
a massa do corpo menor € sua aceleracdo. Diz-se, entdo, que maior € a
resistencia ou inercia a0 movimento.

Momento angular e 0 momento de inércia. O momento angular de um
corpo de massa m € o equivalente do momento linear p=mv quando o
corpo tem um movimento de rotacdo em relagdo a algum ponto. Seja Q
este ponto. O corpo tem uma velocidade angular vetorial

_do,

W =—2
dt

(1.14)

que € a taxa de variacdo do angulo de rotacdo ¢ com o tempo.
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Na equacdo (1.14) k é um vetor unitario ortogonal a r e a v. Existe uma
relacdo entre os vetores v e W

V=W xr (1.15)
onde “ x ” denota o produto vetorial de W por r. Os vetores v e rsao

ortogonais e coplanares. Portanto, o vetor w ¢ ortogonal a re v. O
momento angular do corpo €

L=rxp=mrxv
Usando a relacdo (1.15), obtemos
L=mrx(W xr) (1.16)
Pela formula do duplo produto vetorial dada pela ref.[3],
L=m (rer)W —(r eW)r (1.17)
=mriw
pois rer=r’? e reW =0. Defina
| =mr? (1.18)
Assim, 0 momento angular se expressa em termos da velocidade angular
como
L=Iw (1.19)
Portanto, um vetor angular ndo nulo € indicativo da existencia de

movimento de rotacdo. Compare esta Ultima relagdo com aquela para o
momento linear p=mv. Elas tem a mesma forma. No caso do momento

angular, o fator 1, chamado de momento de inércia do corpo, desempenha



0 papel da massa. Por esta razdo, podemos interpretar I como sendo uma
medida da resisténcia do corpo a fazer uma rotacédo. Defina o vetor u por

[=rxF (1.20)

onde F :?j—'f é uma forca atuando no corpo m. Segue que

M=%(rxp)—vxp

Como vxp=0 pois v e ptem a mesma direcdo, resulta que

_a
=

onde L=rxp é 0 momento angular do corpo. O vetor u é chamado de
forca de torque, associada ao momento angular da mesma forma que

F=i—f estd associada ao momento linear. Seguindo o0s principios da

mecanica de Newton, também chamada de mecénica classica, vamos
postular que o movimento de um corpo qualquer no espaco obedece as
seguintes leis de Newton:

Leis de Newton

Seguindo os principios da mecanica de Newton, também chamada de
Mecanica Classica, vamos postular que o0 movimento de um corpo qualquer
no espaco obedece as seguintes, leis conhecidas como leis de Newton.

12) Lei da inércia

Um corpo permanece em repouso ou em movimento retilineo uniforme a
menos que seja compelido a modificar este estado pela acdo de uma forca.

22 ) Lei fundamental da mecéanica
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Seja F a resultante de todas as forcas aplicadas sobre um corpo de massa
m. A acéo da forca F sobre o seu movimento e tal que

dp
F_FE 1.21
i (1.21)

O deslocamento ocorre ao longo da direcéo de F.

Se a massa m € uma constante, entdo podemos expressar (1.13) na forma

ma =F, (1.22)
ou ainda,
dv
mE_F, (1.23)
ou ainda,
d?r

Sera suposto daqui em diante que a massa é uma constante.
32) Lei da acdo e reacao

Se um corpo exerce uma forca sobre outro, este exerce uma forga sobre o
primeiro, da mesma magnitude, direcdo, mas de sentido oposto.

Newton tambem estabeleceu a seguinte lei fundamental:

Lei universal da gravitacao

Dois corpos quaisquer exercem entre si uma forca cuja direcéo ¢ a da reta
que passa por ambos e sentidos opostos; esta forca é diretamente
proporcional ao produto das massas e sua intensidade é inversamente
proporcional ao quadrado da distancia entre os corpos. Esta forca é
chamada de for¢a gravitacional.

Podemos expressar esta lei quantitativamente como segue.

11



Sejam
ry :(X11’X12’X13) (1-25)
r,= (le’ X5 Xzs) (126)

as posicOes dos corpos m, e m,, respectivamente, e a distancia entre eles
dada por

rlz:: 1 n—rL = \/(Xll - le)z + (X12 - X22)2 +()(13 - X23)2 (127)

Seja, também,

r=_f"h (1.28)
I, -1,

um vetor unitério. Este vetor tem a direcdo da reta que passa por m, e m, €
sentido de m, para m,. Denote por F, (F,) a forca gravitacional que o
corpo m, ( m,) exerce sobre o corpo m,(m,). Entdo,

F,=-G UL UL SO UL (r,-r) (1.29)
||r1-r2||2 “rl'rz”3

e, como pela 32 lei de Newton, F,, =-F,, obtemos

Fo e PLLUL SRS (r,-r) (1.30)
||r1-r2||2 ||r1'r2||3

N.m?
2

onde G € a constante universal da gravitacdo, cujo valor é 6,67.10™

As unidades sdo o0 newton N ( unidade de forca ), 0 metro m e a massa em
kg. Por definicdo, 1N é a forca que, quando aplicada a um corpo de massa

~ s m
1kg, faz com que este se desloque com aceleracdo igual a 1.
S

12



k J

Considere um sistema de N corpos de massas m,,..., m, que exercem entre

si a forca gravitacional. Serd suposto daqui por diante que esta € o Unico
tipo de forga que cada corpo exerce sobre os demais. Uma massa m_ do

sistema exerce sobre a j-ésima massa m; a forca

m;m,

Fy=6—5(-1) (1.31)

]
K

na qual

g =10 =1 1= (X = X0 + (X = X35)? + (% = X;3)? (1.32)

Portanto, a forca gravitacional resultante das N-1 massas sobre a massa m,,
é
m.m

e () (1.33)

N

F=Y6

ks

13



Capitulo 2

O problema de N corpos

Considere N>2 corpos com massas m,m,,...,.m, cujas posicdes em R*® sdo
dadas pelas fungbes do tempo r,: R — R®, j=1,2,...N:

rJ' (t): le(t),ij(t),Xj3(t) (21)

Uma hipoOtese matematica basica é a de que estas fungdes sdo de classe
Cc?(IR), pelo menos. Suponhamos que a Unica forca de interacdo entre o0s
corpos é a forca da gravitagdo.Vimos, no capitulo anterior, que, de acordo
com a Lei da Gravitacdo de Newton, a forca gravitacional resultante das N-
1 massas sobre a massa m; €

m

-m
J3k (rk_rj) (2'2)
rkj

ﬁ:iG

K=j

Aplicando a 22 Lei de Newton, obtemos a equagdo de movimento do j-
€simo corpo:

oo N m-m
m; rng rjgk(rk—f,-) = 1.2,N, (2.3)
k=] ki
onde
e dr,
rj = dtZJ (24)

A solugéo desta equagdo, se existir, fornece a trajetoria ou orbita r,(t) da
massa m,. Note, porém, que o membro direito da equagédo (2.3) depende
das demais fungdes r , k= j, que descrevem as Orbitas das demais massas.
Portanto, ndo € possivel resolver a equacdo (2.3) sem resolver as demais

14



equacOes associadas aos outros corpos. Como, para cada j, r, tem trés

componentes, o sistema de equacdes € formado por 3N equacOes
diferenciais ordinarias de 2* ordem néo lineares.

O problema de N corpos € um dos problemas mais importantes da
Mecanica Celeste e consiste em estabelecer a existéncia local e / ou global
e unicidade da solugéo do sistema formado pelas 3N equagdes impondo-se
condigdes iniciais r,(t) € v;(t,),
e

n®)=r@), vteR e k=j, v kj=12.,N, (2.5)

bem como a analise das Orbitas dos corpos, suas singularidades e seu
comportamento assintotico quando t—. A condicdo (2.5) é necessaria
para que o membro direito das equacdes do sistema esteja bem definido.
Nosso objetivo principal neste capitulo serd o de demonstrar a existéncia e
unicidade de solugédo do problema de N corpos.

Existencia e unicidade de solucéao local

Definicéo 2.1. Chama-se conjunto singular ao conjunto A= | J A;, sendo

I<i<j<N

ij

Ay ={x=(nhan ) eR™ [r=r} (2.6)

A imposicdo da condicdo (2.5) implica que, em cada instante t, as posi¢des
dos N corpos esta em [R3"-A.

Definicdo 2.2. Chama-se espaco de configuracdo do sistema de N corpos,
ao espaco
R3V-A. (2.7)

A solucdo do sistema de N- corpos serd procurada no espaco de
configuracdes (2.7).

15



Defini¢do 2.3. Seja U: R*-A — (0,+), a fungéo

)=y S (2.8)

1< j<k<N ” rk_ rJ ||

U(r,..

A somatdria é sobre os indices j e k com j, k =1,2, ..., N, tais que j < k. A
funcdo U é chamada de funcéo potencial gravitacional do sistema de N
COrpos.

Exemplo. Nos casos N=2, N=3 e N=4, temos

mm
U(ri,rz):G#
HQ_QH

mm m m,m
U(rr,,r,)=6—2 P CRLLUL IR
In=rll In=rl L=l

mm, mm,

+

P CRLLUL BNy
HE—EH ”H_G” ”E_Q”

U(rr.nn)=6

+ G m2m3 + G m2m4 + G m3m4

”E_@” ”B_Q” HG—QH

Lema 2.1. Afuncdo U e C* (IR3N-A).

Demonstracdo: Segue diretamente da definicao.

16



Lema 2.2. Defina

vu= ouU 1 OU’ ouU (2.9)
I OXjy  OXj, OXj,
Entéo,
v U :ZGmkmj(rk -;) (2.10)

i Ie=r|f
onde a somatoria é sobre todos 0s ke {1,2,...,N } distintos de j.

Demonstragdo: Pode ser observado nas expressdes para U nos casos
N=2,3 e 4, do exemplo anterior, que somente as parcelas onde consta o

x , oU
vetor r, sdo relevantes para o calculo de o de modo que podemos
ji

expressar esta derivada na forma

ouU 0 iGmkmj
OX.. OX

I Ji kkjj”rk_rj”
Como
1
°o 1 =29 (i(x _x)ZJZ:—(X“_X“
ki ji
X .. X .. i—
X Jlr—ryll - X \i= Ir=r; I
obtemos
X ., — X. X,, —X; X, , — X
VU =Zc;mkmj (X ‘13),( K2 ’z),( 2 ‘33)
J k] In—ni" lr—rl  lr—rll
r—1r.
=> Gmgm, ——
k= ||fk—f,-||3

17



Resulta do Lema 2.2 que podemos expressar a equacgéo (2.3) como

m, = V,U (2.11)

Em termos das velocidades v, (t) = Fj(t), temos que rJ = \;j
e

Vv -——vVu (2.12)

y(t) = 6(),... g (0, vy (1),.... vy (1) (213)
1 1
t(y)=(v... oV U e m—erNU) (2.14)

y(to) = rl(to) ----- 'n (to)vvl(to) ----- Vy (to) =Y € (IESN 'A)X R (215)

De forma mais compacta, o problema de N corpos pode, entdo, ser
expresso da seguinte forma:

y= (yj (2.16)
y(t) =Y,

onde f € a (2.14) funcdo continuamente diferenciavel dey.
No que segue estudamos a existéncia e unicidade de solugcdo do problema
(2.16). A ferramenta bésica neste estudo € o Teorema de Cauchy - Picard

enunciado a seguir. Antes, porém, definimos o que é uma funcdo de
Lipschitz.

18



Definicdo 2.4. Uma funcdo f: oc R">R", O aberto, é chamada funcéo
de Lipschitz em Q se existe uma constante K tal que, paratodo X,y eQ,

|f(x)- f(y)|<K|x-Y| (2.17)

A funcgéo e localmente de Lipschitz em Q se, para todo x, e, a restrigdo
de f a bola B, (x,)de centro em x, e raio b, satisfaz a condi¢éo de Lipschitz
(2.17).

Lema 2.3. Toda funcdo continuamente diferenciavel é localmente
Lipschitz.

Teorema 2.1. (Cauchy-Picard). Seja f: Qc R"->R", O aberto. Seja
y, €Q e suponha que f é uma funcédo continua e de Lipschitz na bola

B, (Y,)- Suponha, também, que a funcéo f é limitada em Q, ou seja, existe
M >0 tal que

[f(M|<M, vyeQ (2.18)
Entdo, a equacéo
dy
= fo) yeo (2.19)
com a condicédo
y(t)) = Yo (2.20)

tem uma unica solucéo no intervalo I, =(t,—5,t, +6)

0<5<min{£,i}, (2.21)
M K

onde K é uma constante dada por (2.17).

Observagdo: Como a solugdo existe numa vizinhanca 1,de t,, a solugéo é
dita ser uma “solu¢ao local” ou “localmente definida”.

Com base nesses resultados provaremos o seguinte:

19



Teorema 2.2. O problema (2.16) admite uma Unica solucéo local.

Demonstracéo : A afirmacédo segue da verificacdo de que as hipdteses do
teorema de Cauchy — Picard sdo satisfeitas pelo problema (2.16). Como f é
continuamente diferenciavel, pelo Lema 2.3, f é localmente Lipschitz.
Basta entdo provar que f é limitada.

Seja

Foin () = Min 1, (t,),k, j=1,.., N,k # j (2.22)

min

e D>0 uma constante tal que

D<2r. (t) (2.23)

mim

Considere a bola aberta B, (y,) de raio b:% e centro y,. Seja yeB,(y,)

tal que
ly@® -y, < D/8. (2.24)

Defina x(t) = r(t),....r,(t) e v({t)= v(t),..,v,(t) sendo x(t,)=x, € v(t,)=V,.
Como

Iy = Yol = yIx=%|F + v -V f
segue que

D
xl <ly-vol < 2 (2.25)

D
[v=voll<ly=voll <5 (2.26)

Temos, também, que

- MIJZW )l

e, portanto, paraj=1,2, .., N,

20



- )<l <5 (2.27)

Além do mais,

= = (6) <) = R o) =) (2.28)
e
rj (to) - (to) = rj (to) - rj (t) + rj (t) — I (t) + 1 (t) — I (to) (229)

Portanto, pela desigualdade triangular,
i (t2) =1 ()] < i (&) = 1 O+ 5 ©) = v O + 15 ©) = 1 ()]

implicando, no resultado

-, (t)Hz%—HrJ— (t) =1, )~ © - ()]

D DD D
> -
2 8 8 4
ou seja,
D
AR n (2.30)
Portanto,
D
Foin () = M T, (1) 2 " (2.31)
ou ainda,
1 4
rmin (t) = B (232)

Por outro lado, parak=1,2, ..\,

UZG ~fJ)

Hr d

de sorte que,

21



o
rnk

VrkUHSZGm—jz
=k T

jk

Usando (2.32), resulta

1 m; 16
—|V, U|<) G—L<G=— : 2.33
mk‘ i H sz r-min2 DZ j=r=kmJ ( )
A energia total do sistema no instante t, esta dada por
E=T, -U, (2.34)
onde
1 N 2 1 2
T, =§Zm,-llv,-(to)ll ZEmKIIVk(to) | (2.35)
=1

€ a energia cinética total do sistema no instante t, € U, € a energia
potencial neste instante. Esta satisfaz

m.m 1
ik <

u=> G > Gmm, (2.36)

1<j<k<N rjk (to) - Fonin (to)Kj<k§N

Usando (2.28) obtemos
U, S%ijmk = A (2.37)

onde A é uma constante que depende apenas de D, G e das massas.
Reunindo as estimativas (2.35) e (2.37) segue para as velocidades que

%mk||vk(t0)||2 <T, =E+U, <A+E

I @)l [ (A+E) (2.38)

ou ainda,

Por outro lado, como

temos, usando (2.38),

22



Ivto) 17 = 2 v ()] <2(A+ E)zmi

[v(t,)]|<CVA+E (2.39)

onde C é uma constante que depende das massas. Pela desigualdade
triangular, e (2.6) e (2.39), segue:

V@) =11V = v(to) +v(to) 1N v() —v(Eo) I+ V()]

U

§+C A+E =a (2.40)

Com base nos resultados anteriores, podemos estimar f(y) pois

IRXCONR levk(t)ll +Z—||VrkU I*

< ZZ

j=k

ou seja,

If (<M (2.41)

Portanto, f é uma funcdo limitada.

Podemos aplicar, agora, o teorema de Cauchy-Picard segundo o qual existe
uma Unica solucdo do problema de N corpos numa vizinhanga do instante
t, .

23



Capitulo 3

O Problema de 2 — Corpos

De acordo com o Teorema de existéncia e unicidade de solugéo
provado no capitulo anterior, o problema de N corpos tem uma Unica
solucéo definida numa vizinhancga do instante inicial t,. Solugdes explicitas

e valendo para todo t>t, podem ser obtidas, porém, apenas em casos muito

especiais. Em especial, no caso do problema de 2-corpos, esta solucdo pode
ser calculada explicitamente para todo t>t,. A solucédo foi obtida por Isaac

Newton em 1687. Neste capitulo, calculamos esta solucéo.
Consideremos dois corpos de massas m e M. Seja r= x(t), y(t),z(t) o0 vetor

posicdo de m e r,(t)=0,vtclR, 0 vetor posicdo do corpo M, suposto,
portanto, em repouso na origem do sistema de coordenadas.

Seja u, 0 vetor unitario radial com mesma diregdo e sentido do vetor r.
Suponha que a forga gravitacional de M € a unica atuando sobre m. Desse

modo, o0 vetor r(t ) satisfaz a equagéo

mr =g MU, (3.1)

el

Vamos impor as seguintes condicdes iniciais:

I'(to) =T

. (3.2)
V(to) = r(to) =V

onde r,=0e v,#0 e r,xv,=0.

A forca gravitacional,
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F-_G mMUr ’ (33)

Il

e 0 vetor r tem a mesma direcdo. Portanto,

rxF =0, (3-4)
e
m(rx.r.J:O
Como
d ( .j oo
—| rXr |=rxr
dt
resulta que
%zi(mrx;jzo, (3.5)
dt dt

ou seja, 0 momento angular L(t) € uma constante do movimento. Esta
constante e diferente de zero para todo t pois

L(t) = L(t,) =mr(t,) xv(t,) =mr, xv, # 0 (3.6)

Como L é ortogonal a r(t) e v(t), para todo t<Ii, isto significa que a
trajetoria, ou Orbita, do corpo m esta contida no plano que contém os
vetores r e v.Vamos, no que segue, estudar o movimento do corpo m
neste plano:

Considere os vetores
u, = (cos®,send), u,=(-send,cosd) , (3.7)

ambos unitarios e ortogonais. Temos que
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L=y
do "’
e
du, —y,
do
Além disso,
du, :durd_ezéug
dt do dt
e
dizdugd_ez_eur
dt do dt

Lembrando que r=Ru,,onde R=||r||, obtemos

du,

P=F.2ur+R " =|.?ur+ Réug

e, por conseguinte,

oo (1] o o e o (1] . 2
r=Ru+ROu,+ROuU,+ Reug—R(eJ u,

{'Fs_R(éﬂL.ﬁ[zéma}ug

Mas

m.r.:F,

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

e, portanto, a direcdo de r € a mesma de F que, por sua vez, € a mesma de

r. Logo, r tem componente nula na dire¢do de u,, ou seja,

2RO+RO=0

ou, equivalentemente,

26
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ii(de_@]ZO (3.16)

Portanto, como R =0,

0

=k (3.17)

onde k, é uma constante. Observe que sendo (;—f a velocidade angular do

corpo, a relagdo (3.17) implica que esta aumenta quando R diminui, ou
seja, quando o corpo m se aproxima da massa M.

A constante k, pode ser determinada como segue. Temos que:

L=mrxr= mRurx%(Rur)

:mRu,x(F.{ur+Rdur]
dt

= mRI.Rurxur+mR2éurxu9
= mRzéurxug (3.18)
pois u, xu_=0. Por outro lado,
IL]l=mR*&1u,xu, ||

° V4
=mR*0 | u 1111 u, llsen

—mR%0
Portanto,

kl=R2é=% =[x vy (3.19)

Da ref.[4], sabemos que a area A subentendida por uma curva c¢ plana e
angulo central p-« (ver figura) é tal que
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dA= ZR%d6 (3.20)
Mas,

—dt (3.21)

Portanto, a oOrbita de m é tal que a area varrida no intervalo de tempo
At=t, -t é

t

j 1 ||'—|| jdt
isto é,
L L
wa= A - A =1, -ty <[y (3.22)

Este altimo resultado expressa a Lei das Areas de Kepler segundo a qual
em intervalos de tempos iguais 0 corpo m varre areas iguais. De fato, se
At=At, entdo AA=AA.
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O 4

Pelas relagdes (3.13), (3.14) e (3.15) segue que
.r.=(.F\;—R(é) ]ur=—6%ur (3.23)
ou seja,

(1] [ 2
R R(@J _cM (3.24)
Pela relagéo (3.17), segue

=k’ M
—E=—G?, (325)
ou ainda,
R%e 1 M
R RiZ-cX 3.26
k12 R+ R G k12 ( )
Defina
1
= 3.27
U0 =5 (3.27)
de modo que
du dudfd du k (3.28)

dt dodt doR?

onde usamos (3.17). Também, pela relagdo (3.27),
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du dudR 1dR

@ Rd R (3.29)
De (3.28) e (3.29), obtemos
du__1dR (3.30)
do Kk dt
Ademais,
g(d_u)_i(d_ujd_e
dtldo) do\deo) dt
d’u dé
Usando (3.30), o lado esquerdo de (3.31) € igual a
2
i(_id_Rj:_id R (3.32)
dtl k, dt k, dt
de forma que
d’u d@ 1 d*R
W kv (3:33)
Usando, agora, que é:k—lz , Obtemos
R
d?u R* d°R
17 k7 v (3.34)

Substituindo este ultimo resultado em (3.26), deduz-se a equagéo seguinte
para u:

d?u GM
+U=
do? Kz

(3.35)

A solucdo geral desta equacdo é a soma da solucdo geral da equacdo
homogénea associada, que é da forma

u, O(t) =kcos O(t)-6, (3.36)
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onde k e ¢, sdo constantes arbitrarias, com uma solucéo particular u, da
equacdo ndo homogénea. Por exemplo,

_ GM

u
p 2
k1

(3.37)

A solucdo geral €, portanto,

GM
+
k,?

u o(t) =kcos (t)-6, (3.38)
onde as constantes k e ¢, devem ser fixadas mediante aplicacdo das
condigdes iniciais. Tome 6,=6(,)=0 e k=u(d,)=|r| . Usando (3.27),
resulta

(04
onde
) 2
g b : :||r0><vo|| (3.40)
GMm GM
e
5 [ x V0||2

(3.41)

E = =
[rleMm® i |GM

Da Geometria Analitica, sabemos que a equacdo (3.39) representa uma
conica em coordenadas polares sendo ¢ a sua excentricidade. Da
geometria analitica também sabemos que os valores de ¢ determinam o
tipo de conica. A conica é uma elipse se £<1; uma pardbola, se £=1; e
uma hipérbole, se £>1. O valor de ¢ e, portanto, a natureza da conica,
dependem das condig0es iniciais r, e v, e do valor de M e de G.
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Capitulo 4

Leis de conservacéo para o problema de N - corpos

Neste capitulo, obtemos varias propriedades da solucdo do problema de N
corpos. Em especial, sdo provadas as leis de conservacdo. Segundo estas
leis, a energia, 0 momento linear e angular totais do sistema sdo constantes
ao longo da solucdo. Tambeém derivamos a identidade de Lagrange —
Jacobi e a desigualdade de Sundman, importantes para o proximo capitulo.

Seja
y(t) =n (t) ----- Iy (t)’ Vi (t) ----- Vn (t)

a solucdo do problema de N corpos satisfazendo a condigdo inicial
Y(to):yO'

Definicéo 4.1. Seja F y(t) uma funcdo real diferenciavel satisfazendo

dF
T o 4.1
dt ’ (4.1)

ou seja,
F y(t) =C, (4.2)

onde C=F y(t,) . Portanto, Fé constante ao longo da solucdo do

problema de N corpos. Por esta razdo, a equacao (4.1) ou (4.2) é chamada
de “lei de conservagdo da fun¢do F .
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Teorema 4.1. (Lei de conservacdo da energia) Ao longo da solugdo y, a
funcéo energia mecanica total do sistema de N corpos E é constante:

dE
—=0 4.3
" (4.3)
Demonstracdo: Temos que E=T -U onde T € a energia cinética total e U
a energia potencial gravitacional do sistema.

Sendo,
N 1 N o o
T_—ZmlvJ v, :E_ZmJ r.,
j=1 j=1
segue que
dT 1 N o o 1 N . N o oo
—=— )M Ir-r+=) MTr-r=>mr.-r
dtzjz_l:lllzjz_l:llez_llJJJ
N o ' N o dU
=>r-(mr)= VU=
j=1 j=1
ou seja,
ar_du o
dt dt
ou ainda,
iE:O
dt
Portanto, E(y(t)) é constante ao longo da solucdo y(t) ]

Teorema 4.2. (Lei de conservacdo do momento linear) Ao longo da
solucdo y, o momento linear total é constante:

dP
—=0. 4.4
i (4.4)

Demonstracédo: Sabemos que a fungdo momento linear total do sistema se
escreve como sendo:

mas também,

29



ZN:mj r;iiG mrj3 (r-r,), (4.5)

onde r, =||r.—r, ||. Cada termo no segundo membro direito de (4.5) é
cancelado por um outro com sinal oposto. Resulta

N Ll
> mr, =0 (4.6)
j=1
Portanto,
N d N d
O=>mr=—>»»mv,=—P [ ]
JZ_]; ) dt j:l J J dt

Rew :_ij r 4.7)

R.C.M = O ] (4'8)
ou seja,

RCM (t):VCM t"'Ro 1 (49)

onde V,, =%, R, =R, (0), P 0 momento linear total do sistema.

Demonstracao: Derivando (4.7) com respeito a t, obtemos

. L4 P
RCM Zmzmj rj ZM

pelo Teorema 4.2. Logo,
Rov =& t+a,,
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€ VCM:R;M:a1:5e a,=R,,(0) =R,.

Portanto, o centro de massa tem movimento retilineo uniforme. m

Teorema 4.3. (lei de conservagcdo do momento angular) Ao longo da
solucéo y a fungdo momento angular do sistema e constante, ou seja,

d
—L=0. 4.10
" (4.10)
Demonstracao:
Sabemos que,
N .
L=>"mrxr,
j=1

Logo,

d N . . N o N oo
aL:ij rjxrj+zllmj rxr, :lerj x(m, ;)
J= 1=

=1

POiS rxrf =—rxr,.

Portanto L é constante ao longo da solucéo vy . u

Definicdo 4.2. Uma funcdo f:Q—>R", QclR", O conjunto aberto, é
homogénea de grau k se f(ix)=A“f(x), para todo 1<k e todo xeR",

com kxeQ.

Teorema 4.4. (Euler) Se f é uma funcdo homogénea de grau k em Q,
entdo:

-V (x) = kf (X). (4.11)

31



Lema 4.1. A funcdo potencial gravitacional é uma funcdo homogénea de
grau-le
2. nv.u=-u (4.12)

Demonstracéo: Pela definicdo 2.3 da energia potencial U, segue que U é
homogénea de grau k =-1. Aplicando o Teorema de Euler, o resultado
segue.

Lema 4.2. (Identidade de Lagrange - Jacobi)
Ao longo da solucéo do problema de N corpos, a fungdo momento de
inércia
1y,
I=§ijrj , (4.13)

satisfaz
1=2T-U=T+E=U+2E. (4.14)

Demonstracao: Temos que

Logo, ao longo da solucéo,
oo N , N .o
I=>my +> mrr,
j=1 j=1
N
=2T+>r, -V, U(X).
j=1

Mas como a funcdo potencial U é homogénea de grau -1 e usando o
Teorema 4.4 , obtemos que T=2T-U. u
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Lema 4.3. (Desigualdade de Sundman)

N
Seja L=) m,rxv, 0 momento angular do sistema, entdo ao longo da
j=1

solucéo do problema de N corpos temos que
ILf <41(1-E), (4.15)

Demonstracdo: Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz da algebra
linear, temos que:

N N N
I < Smpliescvi < omplin Mg 1= > Gmy 1T DG, v 1D
j=1 j=1 j=1
N N
< \/ijrjz\/ijrjz = 2121 = JaIT
=1 j=1

Logo, o resultado segue do Lema 4.1 naforma T = T-E. n
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Capitulo 5

Singularidades

Seja f: QcR" >IR", O aberto, nas condi¢des do Teorema de Cauchy —
Picard do capitulo 2. Segundo este teorema o problema de valor inicial

dy
a;—uw
y(t,) =y

tem solugdo uUnica no intervalo 1,=(,-5t,+5) para o suficiente

pequeno.Um problema basico consiste em saber se a solucdo pode ser
extendida para um intervalo de tempo maior ou se ha um intervalo maximo
de existéncia.

Defini¢do 5.1. Uma solucdo y definida num intervalo aberto J, é dita

maximal e J é chamado intervalo maximal se, havendo outra solucdo w
do mesmo problema de valor inicial, definida no intervalo 1, entdo 1 cJ,
e, paratodo tel, tem y(t) =w(t).

Um Teorema de existéncia afirma que se f: QclR" ->R", é localmente
Lipschitz no aberto @, entdo o PVI tem unica solu¢do maximal.

Quando o intervalo maximal ndo é toda a reta, por exemplo, J =(-o,t")

com t* <+, a solucdo ndo pode ser prolongada além deste intervalo e diz-
se gque a solucdo tem uma singularidade em t=t". Um exemplo simples € 0
seguinte: O problema de valor inicial

ﬂ:yz telR
dt

y(0) =1
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tem solucéo

1

y(t) = 1t

Né&o é possivel prolongar esta solucdo para toda a reta IE. Seu intervalo
maximal de existencia é o intervalo (-«,1). Em t=1 a solucdo tem uma

singularidade.

Um problema matematico importante consiste em saber se o problema de
N — corpos tem ou néo singularidades.

O problema de 2 corpos ndo tem singularidades. Sua solucdo, calculada
explicitamente, existe para todo t <IR. Em 1895, o matematico francés Paul
Painlevé (1863-1933) provou que no caso do problema de 3 corpos
existem singularidades e estas sdo do tipo colisdes (definidas adiante).
Painlevé também conjecturou que para N =>4, singularidades nao
colisionais também sd@o possiveis. Sua conjectura foi provada apenas em
1992 por Z. Xia. Neste capitulo trataremos apenas das singularidades do
tipo coliséo.

Colisoes

Definicdo 5.2. Dizemos que ocorre uma colisdo no instante t* se existem
0s seguintes limites

limr,(t), i=1,2,..N
t—>t"

limr, (t) =limr, (t)
tot” tot”

para pelo menos um par j, k com jz. Dito de outra forma, uma colisdo
ocorre no instante t* se

limx(t)=x" €A, (5.3)

t—t”

onde x(t) = r(t),...,r,(t) .
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Lema 5.1. Seja M a massa total do sistema de N corpos, isto €,
M=>m, (5.4)

com centro de massa em repouso na origem. Entdo, o0 momento de Inércia
| do sistema pode ser expresso em termos das distancias r, como:

1 N
I:mijmkrjkz, (5.5)

j<k
onde r, =||r,—r ||, € @a somatoria & sobre todo jk=1,2...n tal que j<k.

Demonstracao: Note que,

N N
> m = F =D m (=) (r,—1)
j=1 =1

N N N
=y mr+> mrl-2r-> ' mr,. (5.6)
=1 j=1 j=1

Por hipotese, o centro de massa do sistema esta em repouso na origem, dai

N
> mr, =0 (5.7)
j=1
Portanto,
N N
ij llr,—r ||2=ijrj2+Mrk2
j=1 j=1
=21 +Mr,° (5.8)
Logo,
N
memj |r=rx |7 =2m, 1 + Mm,r?
j=1
e
N N 2
D> mm; 1y =2MI +2MI = 4MI (5.9)
k=1 j=1
Mas,
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e 0 resultado segue .

Corolario 5.1. Sejam

r=r,, =minr,
j=k

R = =Maxr,
j=k

(5.10)

(5.11)

(5.12)

a separacdo minima e maxima entre 0s corpos num dado instante.
Existem constantes positivas A, B, C, D que dependem apenas das massas

m,m,,...,m, tais que
AJI <R<BI
CU'<r<DbU™,
onde U é a funcao potencial.
Demonstracao: Seja

m, = minm,
1<i<N

Temos que

2 2
My gz_Mo_ oy
2M 2M =k

2 mZ )
‘rj_rkH :ﬁr?g(x”rj_rk”

<m_°22r 22

oM g T

pois, pelo Lema5.1,

N

1 2 1 2 S 2
I Ve kmjmkrjk =M, dor
j<

j<k

Por outro lado,

37

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)



2M i<k j<k j<k
Mas,
N N 5
2> mm, <> m>m =M
j<k j=1 k=1
Portanto,
m’R® _ | < R’M
2M T 4]
ou ainda,
%I >rex 2
m, M
e que prova (5.13) tomando-se A-—2 ep¥M
N m,
De (5.19), obtemos que:
Gm.m Gm.m 2
u= > Ly —1 ":EijmksGM :
ijken T e T I« 2r

Além disso, para j k tais que r, =r, temos:

2 2
Us Gm;m, S Gm," _ Gm,
r

seguindo-se que

2 2
Gm, <U SGM ’
r 2r
ou ainda,
2
Gm/U™t<r< GI\2/I U,
2
que € (5.14), tomando C=Gm,> e D= G'\Z/I
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Coroléario 5.2. Suponha que ocorre colapso total em t =t* (t* finito ou néo).

Ent&o, ele ocorre na origem.

Demonstracdo: Como por hipotese, o sistema colapsa, entdo para todo

j=12, .., N, existem e coincidem os limites (5.1), ou seja,

rt’)=limr,(t), vj=1..,N
t—>t"
Assim, para #,

limr, () =tim |1, =5 O |=[Ir ) -r ) 1=0

Temos, ainda, que,

0<r, () <r(®), Vjzk.

— 'min

O<limr; (t) <limr, (t) =0
tot” totx

Entdo, pelo teorema do confronto, quando t —»t",
obtemos que

mr_. (t)=0

II « min
t—t

Pelo Lema 5.1:

1 N
l=—> mmr,’.
2M =

t—>t*

lim(1) =2iijmk lim r,’ =0,
j<k

Mas, por definigéo,
1,
I)=—— > m.r-(t
(t) oM ,21: i (©)
Portanto,
o 1y
0=lim1)=5 2. limr/ "0

se, e somente se,

!Lrp r(t)=0, Vi=1,2,.,N.

Ou seja, 0 colapso ocorre na origem.
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Teorema 5.1. Suponha que ocorre o colapso em t=t". Entéo, t" <.

Demonstracdo: Suponha que ocorre 0 colapso em t* =+». (A prova é
analoga parat =-w)
Pelo, Coroléario 5.2,

!Lrtn rjk (t) =0,
para todo ; # .
Como t* =+,
tl_l)To rjk (t) = tl_imouri (t) -k (t)H =0,
Temos que,
n®=r =0
onde

M = I’ELI{] Fix (t)

Pelo Coroléario 5.1, em cada t temos que:

onde C, D >0 e U é a funcéo potencial U (x(t)), donde

C uxm)<-2

() (D)

Segue, entdo, por esta desigualdade que no limite t — +o,

lim U (x(t)) = +e0. (5.25)
Pelo Lema 4.1, segundo o qual

T(t) =U (x(t)) + 2E ,

obtemos que

lim 1(t) = +e0
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Neste caso, dado ¢ >0qualquer, existes >0 tal que |t|> ¢ implica °|°(t)>g.

Como ¢ é qualquer, tome s=1 e seja y= | . Entdo, existe >0 tal que para
t|>o,

dy
i 1 (5.26)
Integrando resulta que
y(t) >t+a (5.27)

onde a é constante arbitraria, donde obtemos, apos integracao, que

2

I(t)>%+at+b, (5.28)

onde b € outra constante arbitraria. Logo,

lim 1(t) = +oo. (5.29)

t—>+0

Esse resultado contradiz o resultado segundo o qual:

lim 1(t) =0.

t—>+0

Portanto, devemos ter t* < +w. u
O seguinte Teorema fornece uma condicdo necessaria para haver colapso
total do sistema de N corpos. A condicdo também e suficiente para N=2,
mas ndo para N >3.

Lema 5.2. Seja f:[a,b]— IR, f duas vezes diferenciavel em (a,b) onde f >
Oe f >0.Sef(b) =0, entdo f'(x)<0 em (a,b).
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Teorema 5.2. (Sundman-Weierstrass) Se ocorre o colapso total no
problema de N corpos, entdo 0 momento angular total do sistema é nulo.

Demonstracao:
Seja t* <+ 0 instante do colapso total. Temos entéo, que

I”TJ rmin
t—t

(t)=0

limU (x(t)) = +0
Além disso, pelo Lema 4.1,

liml =+400.

t—>t"

Portanto, dado M > 0 qualquer, existe §>0tal que 0<‘t—t*‘<5 implica

T>M >0, 0U seja, .I.(t) >0 numa vizinhanca de t*. Ademais,
1 )
|(t)=§zmjrj(t) >0.
j=1

As condicdes do Lema 5.2 estdo assim satisfeitas no aberto (t"-s,t").
Logo,

[(t)<0 em (t' -5,t°).

Consideremos, agora, a desigualdade de Sundman:

C?<41(I-E) (5.30)
no intervalo [t,t,]c (t" - 5,t).
De (5.30),
() ZZ_;+ E (5.31)

Multiplicando (5.31) por - (—i >0), resulta
iTe-CEi
41

ou ainda,
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, d dl
_EE( )_—c I -E—

Integrando a equagdo (5.32) em [t,t,], segue

(l (t,) - l(u)j ["“’] E 1)~ 1)

41y
ou ainda,
TZI (:E&;JSE 1(t,)- 1) +%((i(t1)j2—(i(t2)j2].
Mas,
L) -1 <1() (i(tl)jz—(i(tz)jzs(i(tl)jz,
0 que implica

[SEREI)
. In( T )j<EI(t)+(I(t1))

Como I(t) é estritamente decrescente, 1(t,) <I(t), e assim,

ﬂ>1
I(t,)
Logo,
In( I(tl)j>0.
I(t,)
Dai,

Z_El(t>+( j
B (15)

- _ - 1 2 _
GICRTLENLIIRE

Como hé colapso total,

pois r,(t")=0. Portanto, para t, fixado, no limite t=t, »t", obtemos
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I(t,) >0 e —Inl(t,)—>+wo implicando

El(t»—(l(ti)j
Inlt)—Inl(,)

Definicdo 5.3. Uma solucéo do problema de N corpos é estavel se para
todo i#; e, todo t IR, e alguma constante k > 0, tem-se:

i) M =Ir®O-rml=0e
(i) () <k

Segundo esta defini¢cdo, uma solucdo é estavel na auséncia de colisdes,
pela condicdo (i), e 0 movimento se da numa regido limitada do espaco,
pela condicao (ii).

Uma condicao necessaria para uma solucéo ser estavel é a dada a seguir.

Definicdo 5.4. Uma funcdo f:QcR—>R chama-se convexa quando seu
gréfico se situa abaixo de qualquer de suas secantes.

Lema 5.3. Uma funcdo f:QcR-IR, duas vezes derivavel em Q é
convexa se, e somente se, f(x)>0, ¥xeQ.

Teorema 5.3. (Critério de estabilidade de Jacobi)

Se uma solucdo do problema de N corpos é estavel entdo a energia total
do sistema é negativa.

Demonstracgdo: Suponhamos que o sistema tem energia total

E>0 (5.33)

Pela identidade de Lagrange — Jacobi, 0 momento de inércia | do sistema
satisfaz

T=U+2E

onde U € a energia potencial. Por (5.33),
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T>U>0

para todo te IE. Dali, a funcdo I(t) € estritamente convexa em IR pelo

Lema 5.3. Segue que i(t) é estritamente crescente em K. Também temos,
pela definicdo do momento de inércia, que 1 >0.
Portanto, devemos ter

1im 1(t) = +o0
Como, pelo Lema 5.1,
N
I =ﬁ m,m,r;°
j<k

ndo pode existir k>0 tal que r,(t)<k, para todo i=j e todo te IR A
hipdtese inicial E >0 ndo pode ser mantida. Devemos ter E <0. u

Observacao:
A condicdo do Teorema é suficiente se N = 2, mas ndo para N > 3.

Definicdo 5.5. Seja f definida emQcR"e limitada numa vizinhanca do
ponto x, € Q. Defina:

XIirqupf(x):Iirrg sup  f(X) (5.34)

xeB(Xg,€)

liminf f(x)=lim inf f(x) (5.35)

X—>Xg £—0 xeB(xg,¢)

Teorema 5.4. Os limites (5.34) e (5.35) tem as seguintes propriedades:

1) limsup f(x) > liminf f(x)
2) lim f(x)=L se, e somente se, limsup f(x)=liminf f(x)
X=X X=Xy X=X

3) Se limsup f(x) =M, entdo existe(x,),.,, X, — X, tal que lim f(x,)=M.
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Teorema 5.5. (Painlevé, 1895)
Uma solucdo do problema de N corpos possui uma singularidade no
instante t* se, e somente se,

!irtr) r.(t)=0 (5.36)
onde
Fin () = ”,—Lik” i (1) (5.37)
Demonstracao:
(<) Suponha que
limr, (1)=0,

mas ndo ocorre singularidade no instante t=t". Isso significa que a solucao

e uma funcdo suave num intervalo [g,t"] e, portanto, neste intervalo existe
b, >0 tal que

| x| <b, (5.38)

para todo t e[e,t']. Segue, entdo, pelas equacgdes de movimento, que
vrju (x(t)j, i=1,2,.., N,

sdo limitadas, ou seja,

vrju‘ <b, (5.39)

para todo j=1,2,...N, e t e[e,t"]. Pelo teorema fundamental do calculo,

thZ(s)ds = X(t") = x(t)

Usando (5.38),
Ixt) -x® | = [x©)ds]| < [ [Ix()]lds
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<b(t"-t)
<b/(t"'-¢)
Portanto,

Ixt") - x® lI<b,, (5.40)

onde b,=h(t"—¢) € constante. Pelas desigualdades triangular, (5.38) e
(5.40), resulta que

Ix@ [l = [1x@ -x(t) +x@) || < [xQ-xE) [+ X)) <b,,  (5.41)
para todo te[e,t'], donde
IO lI<lxo1<b, (5.42)
Pela regra da cadeia, obtemos

Y_Svur.

t 4

Dai, pelas desigualdades de Schwartz, e as desigualdades (5.39) e (5.42),

1
2

= [VUllllr i <k,

<3 VU 151

onde b, € uma constante. Assim, U é limitado em [¢,t"]. Pelo corolario 5.1,
contudo, sabemos que existe C >0 tal que

C
<r,, (1),

U (x(1))

e, portanto,
<U(x(t

I’min (t) (X( ))

Como limr,, (t)=0, entdo devemos ter U x(t) — -+ parat—t".
t—>t

Logo, U néo pode ser limitada e, portanto, a solugdo tem que ser singular
emt".
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(=) Suponha que a solucdo é singular em t =t".Queremos provar que:

mr_. (t)=0.

!I—>t* min

Como r, >0, temos que

limsupr. (t)>lim inf r_(t)>0.
>0 p m() e->0teB(t",¢) m()

Suponha, por absurdo, que

limsupr, (t)=D>0.
t—t

Entdo, pela propriedade 3 do Teorema 5.4, existe a sequéncia (t,)
converge para t* quando r — +o tal que

que

rx1

limr (t)=D >%

para r suficientemente grande, e todo j=k.
Ademais,

D
Fi (t)=r,t)> E .

Fixando t, tome como condigdo inicial do problema de N corpos a
condicéo

y(t,) =X ). X(t,))-

O teorema de existéncia e unicidade garante a existéncia de solucdo suave
no intervalo (t -s,t +5) para algum §>0. Em seguida, provamos que

existe r, tal que t"e(t, -4t +5). De fato, como t —t" quando r — +wo,
entdo, dado ¢ >0, existe k>0 tal que r >k, implica <g,0U seja,

t"—t,

te(t, —&t +¢).

Tome s =¢ compativel com o Teorema de existéncia e unicidade. Assim, a
solucdo é suave em t* 0 que € uma contradi¢do. Entdo, s6 podemos ter

limsupr, (t) =0
t—t
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Como
liminfr (t)=0.
t—->t

Temos que
limr, (t)=0 |
t—>t

Para terminar , no que segue enunciamos alguns resultados classicos sobre
o0 problema de N — corpos, sem demonstra-los.

Teorema 5.6. (\Von Zeipel)

No problema de N — corpos, uma singularidade em t=t" é uma colisao se,
e somente se, lim1(t) <.
t—>t

Teorema 5.7. (Painleveé, 1985)
No problema de trés corpos, todas as singularidades séo colisoes.

A conjectura de Painlevé

Conjectura ( Conjectura de Painlevé, 1895)
O problema de N - corpos, para N >4 admite solu¢bes com singularidades
nao colisionais.

Teorema 5.8. (Xia, 1992, Gerver, 1991)
Existem solucBes com singularidades ndo colisionais no problema de N —
corpos, para N >5.

O caso N=4 permanece em aberto.
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