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Notacoes

dim(A) : Dimensao do conjunto A;
J(g(x)) : Jacobiano da funcao g(x);
My : Supremo do conjunto U;
my : Infimo do conjunto U;
graf(h) : Gréfico da fungao h;
int(S) : Interior do conjunto S;
viz(x) : Vizinhanga do ponto x;
p(B) : Volume do conjunto B, onde B pode ser um retangulo do R";
Q f : Integral inferior de f sobre A;
f_A f : Integral superior de f sobre A;
A¢ : Conjunto complementar de A;
Qpu : Racionais pertencentes ao intervalo [a,b];
] - Conjunto complementar de Q4 em [a,b];
14 : Funcao caracteristica de A;
medg(A) : Medida do conjunto A, em relagao ao conjunto B, para A C B;
med(A) : Medida do conjunto A;
o(h,z() : Oscilagao da func¢ao h no ponto x;

T(f) : Conjunto das descontinuidades de f.
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a Integral de Riemann, seus aspectos histéricos e sua cons-
trugao. Mostramos os teoremas de Darboux e Riemann que sao tteis na identificacao de
fungoes Riemann- integraveis. Propriedades elementares da integral de Riemann sao também
demonstradas, inclusive o teorema de Fubini. Apresentamos ainda um breve relato da teoria
formulada por Henry Lebesgue para conjuntos de medida nula e mostramos o teorema de
Lebesgue que caracteriza as funcoes Riemann-integraveis. Como consequéncia, é provada

uma caracterizacao de conjuntos com volume.



Introducao

Muitos livros de anélise tratam da integral de Riemann como requisito para a integral
de Lebesgue, a qual em muitas aplicacoes seria mais eficaz do que a integral de Riemann.
Segundo Burkill: “ H& muito tempo é evidente que todo usuério do calculo integral, seja da
matematica pura ou aplicada, deve interpretar integracao no sentido de Lebesgue. Alguns
principios simples entao dirigem a manipulacao de expressoes contendo integrais”.

Porém, se faz necessario um estudo aprofundado da teoria de integracao formulada por
Riemann (Século XIX), pois ela é o fundamento das teorias hoje vigentes de integragao.
Recentemente surgiu uma simples modificacao da integral de Riemann, chamada entao de
Integral Henstock - Kurzweil, ou de Riemann generalizada, que faz com que a integral resul-
tante seja mais geral que a integral de Lebesgue.

O objetivo deste trabalho é desenvolver propriedades da integral de Riemann, encontrar
principios simples que a dirijam, aplicar teoremas e teorias a modo de fundamentar seu
estudo.

No primeiro capitulo estudamos os aspectos historicos e fundamentais para construcao da
integral de Riemann, com defini¢oes e propriedades.

O segundo consta das condicoes de integrabilidade, que sao especificadas através de teo-
remas. No terceiro capitulo introduzimos o conceito de medida e volume zero de um conjunto
e no quarto e sexto capitulos estudamos os teoremas de Lebesgue e Fubini, respectivamente,
onde o ultimo trata da ordem de integracao.

No quinto capitulo introduzimos o conceito de integral improépria, onde se faz necessario o
estudo de teoria de convergéncia . Alguns exemplos elucidativos sao mostrados. Finalizamos,
no sétimo capitulo, este trabalho com um resultado sobre mudanca de varidavel na integral.

Tal assunto é de extrema utilidade para o célculo de integrais.
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Capitulo 1

Integral de Riemann no R"

Neste capitulo faremos uma abordagem a vida de Georg Friedrich Bernhard Riemann e alguns
de seus trabalhos, assim como um aspecto histérico do calculo integral até a formulacao feita
por Riemann. Abordaremos a construcao da integral na versao de Riemann, enunciaremos

as defini¢oes e em seguida algumas das principais propriedades da integral.

1.1 Biografia de Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann filho de um pastor luterano, foi educado em condicoes
modestas. Era uma pessoa timida e fisicamente fragil.

Riemann teve uma boa instrucao em Berlim e depois em Gottingen onde obteve seu
doutoramento com uma tese sobre teoria das fungoes de varidveis complexas, onde apare-
cem as equacoes denominadas de Cauchy-Riemann, embora ja fossem conhecidas por Euler
e D’Alembert. Neste trabalho ele estabelece o conceito de superficie de Riemann que desem-
penharia papel fundamental em Analise.

Nomeado professor na Universidade de Gottingen em 1854, apresentou um trabalho pe-
rante o corpo docente e que resultou em uma das mais célebres conferéncias da historia da
Matematica. Nele estava uma ampla e profunda visao da Geometria e seus fundamentos que
até entao permanecia marginalizada.

Ao contrario de Euclides e em sentido mais amplo do que Lobachevsky, observou que
seria necessario tratar-se de pontos, ou de retas, ou do espaco nao no sentido comum mas
como uma colecao de n-uplas que sao combinadas segundo certas regras, uma das quais a de
achar distancia entre dois pontos infinitamente préximos.

Para Riemann, o plano é uma superficie de uma esfera e reta é o circulo maximo sobre
a esfera. De sua sugestao de estudar espagos métricos em geral com curvatura, tornou-se

possivel a teoria da relatividade, contribuindo assim para o desenvolvimento da Fisica.
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Um de seus brilhantes resultados foi perceber que a integral exigia uma definicdo mais
cuidadosa do que a de Cauchy e, baseado em seus conceitos geométricos, concluiu que as
funcoes limitadas nem sempre sao integraveis.

Em 1859, Riemann foi nomeado sucessor de Dirichlet na cadeira de Gottingen ja ocupa-
da por Euler. Com seu estado de satude sempre precario, acabou por morrer em 1866 em

conseqiiéncia de uma tuberculose.

1.2 Aspectos Histéricos - O calculo de areas

O estudo do calculo integral comecou na antiguidade, ha mais de 3000 anos.O problema
central era calcular areas de regioes planas.

Os gregos antigos tiveram grande importancia nesse sentido. O poder criador da ma-
temética grega chegaria a seu ponto culminante com Arquimedes (287-212 AC), por muitos
considerado o maior génio matemaéatico do mundo antigo. Sua poderosa contribuicao a geo-
metria é rigorosa e cheia de imaginac¢ao. Arquimedes aperfeigoa o método de exaustao, usado
nas medidas de areas e volumes, com tal virtuosidade que se pode considera-lo como uma
verdadeira antecipacao do calculo integral.

O calculo de areas e volumes de figuras geométricas sempre foi um desafio para os ma-
tematicos gregos. Durante um longo periodo foram desenvolvidas técnicas para a abordagem
e solucao desses problemas. Podemos dizer que essas técnicas conduziram a idéia de integral,
a qual aparece de modo embriondria nas idéias de Arquimedes , ao utilizar o método de
exaustao concebido por Eudoxo (408-355 A.C.).

Muito tempo depois, ji no século XVII, Leibnitz (1646-1716) e Newton (1642-1727),
criadores do Célculo Diferencial, lancaram as bases do Célculo Integral. No entanto, somente
com Cauchy (1789-1857) e Riemann (1826-1866) é que o conceito de integral foi estabelecido
de maneira rigorosa. Nessa época o conceito de limite ja havia amadurecido, possibilitando
um tratamento mais rigoroso do Calculo. Durante um longo periodo foi desenvolvido um
conceito de integracao baseado na proposta original de Riemann. Todavia, essa teoria contém
algumas deficiéncias que a tornam inadequada ao estudo de varios problemas da Analise
Matemaética.

Apés detectadas algumas deficiéncias da integral de Riemann, uma reformulagao do con-
ceito de integral fazia-se necesséaria, de tal maneira que o novo conceito de integracao con-
tivesse o anterior devido a Riemann, mas que nao apresentasse as deficiéncias daquele. Em
outras palavras, dever-se-ia procurar uma teoria de integracao de maneira que a nova classe

de fungoes integraveis necessariamente contivesse a classe das fungoes integraveis a Riemann,
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mas que, por outro lado, nao contivesse as deficiéncias que a integral de Riemann apresenta.

Este era o cenario, no que se refere a integracao, no final do século XIX. Em 1902, Henri
Lebesgue (1875-1941) publicou sua tese de doutoramento que tratava da apresentagao de uma
nova noc¢ao de integral. Sua nocao de integral, num certo sentido, se colocava na contra-mao
do pensamento matematico existente naquela época, tanto que em principio elas foram muito
criticadas.

Com o aparecimento e desenvolvimento de novas idéias na Matematica, a integral proposta
por Lebesgue passou a ser melhor compreendida e mais tarde passou a ser indispensavel o
seu conhecimento. Todavia, trataremos neste trabalho da teoria de integracao no sentido
desenvolvido por Riemann a qual, ainda hoje é de grande interesse, 1til e fundamental na

formagao de qualquer matematico.

1.3 Construcao da Integral de Riemann

Na tentativa de resolver o problema de determinar areas, se chega na definicao de integral.
Vamos daqui por diante aplicar procedimento semelhante para calcular o volume de um sélido
e por fim generalizar e chegar a definicao de integral de Riemann no R".

Lembremos os fatos béasicos relativos a fungdes de uma variavel real. Se f(x) é definida

para a < x < b, subdividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos [z; 1, z;] de comprimento
(b—a)

n
seguida formamos a soma de Riemann

igual Az = e escolhemos pontos arbitrarios §; em cada um desses subintervalos. Em

Zf(fz‘)Aw

e tomamos o limite dessa soma quando n tende a infinito para obter a integral definida de a

até b da funcao f.
b n
/ fla)de = lim Y f(&)Ax.
a T

De modo semelhante, vamos considerar uma funcgao f de n varaveis definida num “retangulo”

A fechado do R™. Estudaremos a integral de Riemann de f: A C R” — R, com A limitado
e f limitada.
Seja B um “retangulo” (finito), ndo degenerado, do R™, fixado, que contém A. Em tudo

que segue, consideremos f definida em B, por zero fora de A, isto é,

f(z), se xe A

fle)= 0, se v € B\A

Observagao 1.1 Se n=2, B € um retangulo. Se n=3, B ¢ um paralelepipedo.
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Isto é, B = [ay,b1] X ... X [a,, b,] com [a;, b;] intervalos de R, ndo degenerados.
Vamos dividir cada intervalo [a;, b;] em m; subintervalos, formando assim uma partigao P

de B:

i i i i
a;=1xy <] <...%, <X, =Db
Assim, a particao P é formada por: my.ms. - --.m, subretangulos R da forma:
_ 1 1 2 2 L n n
R = [, @) ] X [, 05, 0] X s,

R =[x}, +i, @) + (i + 1] x [oF, + ka2 + (k+ 1),

Onde 0 <7< n, 0 <k < m, para n e m naturais.

1.3.1 Definicoes e Propriedades

Definicao 1.1 Seja B um retangulo do R™, entdo o volume de B € definido por

n

w(B) =[] (b: - a);

i=1
Defini¢ao 1.2 Seja P uma parti¢ao de B. Entao denotamos a soma superior de f em [a,b],

relativa a particio P por:

S(f, P) =Y _lsup f(2)]-u(R).

ReP TER

E a soma inferior de f em [a,b], relativa a particio P por:

s(f,P) =) _[inf f(a)].u(R).

ReP

Propriedade 1.1 s(f,P) < S(f,P)
Justificativa: Segue do fato que

inf f(x) < sup f().

O

Definicao 1.3 Um refinamento P’ de P é uma particao de B tal que se R' C P', entao existe

R € P de modo que R' C R.
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Propriedade 1.2 Se P’ e P sao particoes de B, e P’ € refinamento de P, entdo

S(f,P') < 5(f,P) e s(f, P) <s(f,P).

Justificativa: Segue dos fatos que supp f < supy f e infp > infp

Propriedade 1.3 Sejam P’ e P” partigoes de B, entao: s(f, P’) < S(f, P”).

Justificativa: Seja P refinamento comum de de P’ e P” ( Pode ser obtido unindo- se

as subdivisoes de cada uma das particoes P’ e P”). Entao pelas propriedades anteriores:

s(f,P?) < s(f, P) < S(f, P) < 5(f,P”).
O

Observacgao 1.2 P C P’ significa que P € refinamento de P’, isto €, cada retangulo de P

esta contido num retangulo de P’.

Propriedade 1.4 Seja f: A — R limitada por M, isto €, |f(z)| < M, para todo
x € A, M > 0. Suponhamos A limitado. Entao

—Mu(B) < s(f, P) < S(f,P) < Mu(B)
com B retangulo contendo A e P particao qualquer de B.

Justificativa:
Essa propriedade diz-nos que conjunto dos ntimeros S(f, P) para todo P particao de B, é
limitado. O mesmo se aplica para s(f, P).

De fato, temos pela limitacao de f uqe
—M < f(x) < M, paratodo z € A.
Isso implica que:

s(f,P) =) luf f(x > > —Mu(R) = —M > u(R) = —Mu(B).

ReP ReP ReP
Analogamente,
S(f,P) =" [sup f(x <Y Mu(R) =M u(R) = Mu(B)
Rep R ReP ReP

Agora usando s(f, P) < S(f, P), temos

—Mu(B) < s(f, P) < S(f, P) < Mu(B).

Isso conclui a justificativa.
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Como consequéncia da ultima propriedade, temos:

Propriedade 1.5 Eriste S = inf{S(f, P)/P particio de B} e existe s = sup{s(f, P)/P

particao de B}, e sempre teremos s < S.

Justificativa: Esta propriedade ¢é imediata porque esses conjuntos sao limitados em R,

conforme a propriedade anterior.
O

Definicao 1.4 Seja f : A C R" — R limitada, com A limitado. A integral superior de f

sobre A, € definida e denotada por:

7f =S =inf{S(f, P)/P ¢ parti¢io de B}.
A

A integral inferior de f sobre A, € definida e denotada por:

/Af = s =sup{s(f, P)/P ¢ parti¢cio de B}.
Onde B € um retcing;) finito que contém A.
Consequéncia das propriedades e defini¢oes:

AfSZf-

Definigao 1.5 Se s= S, dizemos que f € integrdvel em A no sentido de Riemann, e que S é
a integral de f sobre A.

Denotamos a integral de f sobre A da sequinte forma:

/Afzs:S.
/Af:/Af(x)dx:/Af(xl,...,xn)dxl...dxn.

Casos mais comuns:

b
Se n=1, entao / f= / f(z) dz, onde A = [a, b];
A a

Se n=2, entao /Af = //A f(z,y) dx dy;
Se n=3, entao /Af = ///A f(z,y, 2) do dy dz;

16
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Capitulo 2
Condicoes para integrabilidade

Neste capitulo estudaremos a condigao de Riemann para que uma funcao f, limitada com
dominio em algum conjunto limitado do R" e imagem na reta real. Essa condicao, necessaria
e suficiente, esta relatada no teorema 2.1 .

Em seguida o teorema 2.2, relaciona a diferenca entre as somas de Riemann da fungao f e
de sua integral I, sob as mesmas condi¢oes de dominio e imagem do teorema 2.1 estabelecendo

relacoes com uma particao P do retangulo finito B que cobre seu dominio.

2.1 Teorema de Riemann

Teorema 2.1 (Condigao de Riemann para integrabilidade) Seja f : A C R* — R
limitada, A limitado, e A C B, B retangulo (finito) do R™. Consideremos f definida em B,
por zero fora de A. Entao f € integrdvel (a Riemann) em A se, e somente se, para todo € > 0,

existe P. particio de B tal que S(f, P.) — s(f, P:) < e.

Demonstragao: Suponhamos que vale a condicao de Riemann. Assim, dado ¢ >

0, existe P. particao de B tal que

0<S(f,P.)—s(f,P-) <e. (2.1)

Entao, do teorema anterior, temos
0<S—s<S(f,P.)—s(f, P.) <e.

Como € > 0 é arbitrario, temos que se S —s = 0, entao S = s, e assim f é Riemann
integravel. Isso diz que a condi¢ao de Riemann é suficiente para a integrabilidade de f.
Reciprocamente, suponhamos que f é Riemann integravel. Assim, sup{s(f, P)/ P partigao} =

s =S = inf{S(f, P)/ P particio}. Seja ¢ > 0. Pela defini¢do de infimo, existe partigdo P,
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tal que S < S(f, P) < S+ 5.
Também pela definicao de supremo , existe particao P tal que s — 5 < s(f, P2) < s.
Seja P. = P U P, onde P. é refinamento comum de P; e P,. Entao usando as propriedades

de somas superiores e inferiores:

s—g<s(f,P2) < s(f,P.) < S(f,P.) < S(f, P,) < S+§.

Tomemos s = S = I. Assim,

OSS(f,Pg)—s(f,PE)<]+g—(]—g):s.

Entao, existe particao P: tal que, S(f, P:) — s(f, P-) < €. Assim, a necessidade da condigao

de Riemann esta provada.

2.2 Teorema de Darboux

Teorema 2.2 (Darboux) Seja f : A C R" — R limitada, A limitado e A C B, B
retangulo. Definir f sobre B, por zero fora de A. Entao f € Riemann integrdvel , com integral
I se, e somente se, para todo € > 0, existe d > 0 tal que se P € particio de B, em retangulos

Ry, Ry, -+, Ry todos com lados de comprimento menores ou iguais a §, temos que

N

> f@u(R) 1

i=1

<e (2.2)

para qualquer escolha de x; € R;, comi=1,2,...N .

Demonstragao: Suponhamos que vale a condicao de Darboux. Queremos provar que
S =1=s5,ondel é o nimero real que aparece na condi¢ao de Darboux.

Seja € > 0, entao por hipotese, existe 6 > 0 tal que se P é particao de B em retangulos
de lados menores ou iguais a d temos que é valida a desigualdade 2.2, para qualquer escolha
de z; € R;, i=1,2,...N.

Vamos escolher x; € R;(R; € P) tal que

|f(xi) —sup f] <

£
R; QNN(RZ')' (23)

Dai, obtemos que

IS(f,P) =11 = | >_(sup Pu(Re) 1

ReP

18



< Z(Sup Fu(R;) — Z [ p(R;)| + Z flzp(R) =1
<¢/2
Notemos que
S up () = 3 fleur)| = |3 [sup s~ fla)| n(R)

pela escolha de z; em 2.3
Logo,
|IS(f,P)—1I| <e, (2.4)

onde P é uma partigao tal que os retangulos de P tém lados menores ou iguais a § = d(¢).

Uma tal P depende de €. Analogamente, fazendo uma escolha de z; € R; tal que

£
N —inf -
mostramos que
|s(f,P)—1| <e. (2.5)

De 2.4 e 2.5 segue que:
0<S(f,P)—s(f,P) < 2e.

Como ¢ é arbitrario e P uma particao que depende de €, pelo teorema de Riemann, segue
que f ¢ integravel.
Sendo assim, 2.4 e 2.5 nos dizem que s =S =1 = [, f.

Reciprocamente, vamos supor que f é integravel com integral I. Faremos a prova de que
a condicao de Darboux ¢ vélida em duas etapas.

1* Etapa: Seja P particao de B, retangulo fixo contendo A e seja € > 0. Mostraremos
que existe 0 > 0 tal que se P’ é partigao de B, com || P’|| < ¢ ( isto é, os lados dos retangulos
de P’ tem comprimentos menores ou iguais a ¢§), entdao o volume total dos retangulos de P’

que nao estao inteiramente contidos em um retangulo de P, é menor que ¢, isto é,

> wR)<e

R'ep!
R'¢ReP

Caso n=1:
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Neste caso, B=[a,b] e a parti¢do inicial P é contituida de N pontos. E entdo suficiente
€

t )
omar 0 < <N

. Dal, se P’ é partigao com ||P'|| < 9§ :

Y uR)<Ni<e

Ry Hep
Caso n > 2:
Sejam Vi, Vs, ..., V,, retangulos de P. Seja T a area total das faces adjacentes dos retangulos
acima relacionados. Seja ¢ > 0, tomemos 0 < 0 < %. Sejam também P’ particao com

|P'|| <0 e R e P’ retangulo nao inteiramente contido em algum retangulo V; de P.

Neste caso, existem pelo menos dois retangulos V; e V; de P, adjacentes, tais que R
intercepta seus lados.

Seja A a area “adjacente” que intercepta R, de V; e V;.

Logo, p(R) < 0A.

Se forem mais de dois retangulos que tém &areas adjacentes que interceptam R, incluir
estas areas em A.

Dai, podemos ver que

Y RS D) A=5 Y A<T<e

RepP! ep’ RepP!
RgV;eP RZV;€P RZV;€P

Portanto a 1¢ etapa esta concluida.

Se necesséario podemos diminuir o tamanho de 6, tal que se || P'|| < 4, entéo cada retangulo
R da particao original P contém pelo menos um retangulo R’ de P’. Isto é atendido se tomar
0 > 0 como na 1% etapa e ainda 0 < § < %min{comprimentos dos lados dos retangulos de
P}.

2¢ Etapa:

Conclusao da prova do teorema:
Por hipdtese, temos f limitada, isto é, existe M > 0 tal que |f(x)| < M, para todo x € B.
Também por hipétese, f é integravel com integral I. Entao, por definicao, dado £ > 0, existe
particao P, tal que

S(f,P)—1<

D[ ™

Também existe particao P, tal que:

I_S<f>P2)§

DO ™

Seja P = P; U Py(isto é, P é o menor refinamento comum a P; e P,).

Entao,
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S(f,P)—1< e I—s(f,P)<-. (2.6)

DO ™
| ™

Pois P é refinamento de P, e P, e pelas propriedades de somas superiores e inferiores.
Entao para esta particao P, dado € > 0, pela 1 etapa, existe 0 > 0 tal que se P’ é uma

partigdo qualquer com ||P’|| < 4, entao:

9
/
E < —
b ILL(R) —_ 2M7
R'epP!
R'ZREP

e Cada retangulo R € P contém pelo menos um retangulo R’ € P’.

Sejam Ry, Rs, ..., Ry os retangulos de P’, sendo P’ uma particao com as propriedades
acima. Sejam R, Rs, ..., Rx os retangulos de P’ que estao contidos em retangulos de P. Claro
que K é maior que o nimero de retangulos de P. Sejam Ry, Rx.o,..., Ry os retangulos
de P’ que nao estao inteiramente contidos em retangulos de P.

Sejam x1 € Ry,x9 € Ry, ..., xny € Ry escolhas quaisquer, entao:

= faduR) + Y )R
i=1 i=K+1
<D flanR) + D Mu(Ry)
i=1 i=K+1
= " fladuR) + M Y p(R)
<e/2M
< ngp fu(R;) + % < (sup f)u(R) + B
= Ri rep BEP

por causa de 2.6.
Analogamente, podemos ver que Z f(z)p(R;) > I—¢,. Combinando as duas estimativas

i=1
anteriores temos que

N
I—¢e< Zf(xl)u(Rz) <I+e.
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Isso diz que

N
> flau(R) — 1| <,
i=1

onde Ry, Ry, ..., Ry s@o os retangulos de uma particao P’ tal que ||P’|| < . E isto prova a

necessidade da condi¢ao de Darboux

Relacao entre: s(f,P), S(f,p) e a soma de Riemann.
Seja f: A C R® — R limitada, A limitado e P particao de B, B retangulo contendo A.

s(EP)= > [inf f(2)]u(R);

ReP

S(£P)="Y _[sup f(2)u(R);

rep B

Uma soma de Riemann de f é dada por:

S f@u(R),x e R

ReP

Portanto,

s(f,P) <> fle)u(R) < S(f, P).

ReP

Para qualquer escolha de x € R, com R € P.

2.3 Exemplos

Exemplo 2.1 Mostraremos por definicao que:

! 1
xdxr = f==
/o [0,1] 2

Justificativa:

1
Tomemos P, partigao de B=A=[0,1] em n “retangulos” de comprimento d, = — com n > 1.
n

E f4cil ver que :

n—|—1_1 1
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n—1 1 1
P, = = — —.
VB =5 =3" %
Aqui n é o numero de retangulos da particao.
Notemos que S(f, P,) — s(f, P,) =

Ou seja, dado £ > 0, existe n > 0 tal que

S(f,Pn)—S(f7Pn)§€

Logo, pelo teorema de Riemann, f é integravel.

1 1
Como S < inf(f, P,) = 5es > sup(f, P,) = 3 resulta que

1
f=S=s=3

[0,1]

Exemplo 2.2 Seja f a fungdo de Dirichlet f:[0,1] — R:

0, se € Q1
f(z) = o

1, se x€ @[071} = Ijo 1
Entao f nao € Riemann integravel. Aqui Qo1 = QN [0,1] e I = Q°N[0,1], sendo Q° o

complementar de Q em R.

Justificativa:

Seja P particao de B=A=[0,1], notamos que:

S(f.P)=> (supfHlu(R) = > 1uR) =

rep T ReP
—_———’

volume dejo,1]

entao
SzérelfS(fP)—l
Mas,
s(f,P)=)_(inf Hu(R) =) 0.u(R)
ReP ReP
entao,

s=sups(f,P)=0.
ReP

E portanto, s < S e f nao é Riemann integravel.
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Capitulo 3
Conjuntos de volume e medida zero

Abordaremos aqui a definicdo de volume e medida de valor zero. Os conceitos apresentados
sao generalizacoes do conceitos de conjunto de contetido nulo para R? quando a soma das
3 d tangul bré t junto é 1 R3 d

areas dos retangulos que cobrém este conjunto é menor que um ¢ qualquer, e para R®> quando
a soma dos volumes dos paralelepipedos que cobrém o conjunto é também menor que .
Estabeleceremos o conceito de medida nula, e exploraremos sua vantagem sobre os conjuntos
de volume nulo, além de apresentarmos exemplos onde encontramos conjuntos de medida

nula ou volume nulo.
Definigao 3.1 Seja A C R". A funcdo caracteritica de A é definida por:

1, se z€ A

la(z) =
(@) 0, se & A

Definigao 3.2 Seja A C R™, A limitado. Diz-se que A tem volume se 14 € Riemann inte-
grdavel. Se este for o caso, define- se volume de A por p(A) = [, 14.

Se A for um intervalo, triangulo, retangulo ou um paralelepipedo, entao essa definicao de

volume coincide com a definicao usual de volume destes objetos.

3.1 Conjuntos de volume nulo

Definicao 3.3 Seja A C R™ dizemos que A tem volume zero, ou nulo, se A tem volume e

pu(A) =0.

Lema 3.1 Seja A C R" limitado com volume. Entao u(A) =0 se, e somente se, para todo € >

0, existem retangulos Ry, Ro, ..., R,, tais que

AC ORi e zm:u(Ri) < e.
=1 =1
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Prova:

Suponhamos que A tem volume nulo, isto é, u(A) = 0. Assim, 14 é integravele [, 14 = 0.
Seja S retangulo contendo A. Seja £ > 0 e pela definigdo de [ 4 1a = 0, temos que existe
particao P tal que S(14, P) < e.

m
Sejam Ry, R, ..., R,, os retangulos desta particao que interceptam A; assim, A C U R;.
i=1

Dai,
N
S u(R) = S sup Lu(R) = 5(1a, P) < =
i—1 rep T
Reciprocamente suponhamos que dado € > 0, existam retangulos Ry, Rs,..., R,,, cuja
uniao contenha A e > 7" u(R;) < e.
Seja S o retangulo contendo A . Seja P particao de S em retangulos Vi, Vs, ..., Vi de modo

que, cada V; esteja contido em algum dos retangulos R; ou no maximo intercepte algum dos
R; na fronteira, parai=1,2,... Nej=1,2,... m.

Entao,

S(1a, P) = ngp Lap(Vy) = Z sgp Lap(V) = Zp(RZ-) <e.

ViCRj 4

Dai, obtemos para todo € > 0 que
0<s(14,P)<S(1a,P)<cs

Isso nos diz que S = infp S(14, P) = 0. Logo, 0 < s < S =0 e portanto S= s= 0.

/1A:O.
A

Assim, 14 é integravel e

3.2 Conjuntos de medida nula

Definicao 3.4 Seja A C R", nao necessariamente limitado. Diz- se que A tem medida nula,

se dado € > 0, existem retangulos Ry, Ry, ..., R, (podendo serem infinitos), tais que:

AC U R, e Z,u(Rm) < e.
m=1 m=1
Observagao 3.1 Os retangulos R, na definicio de medida nula podem se sobrepor.
Seja A C R™ com volume nulo, entao do lema 3.1, concluimos que A tem medida nula.

Observacgao 3.2 O conceito de medida nula depende do espago onde se estd trabalhando.
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3.3 Medida nula Vs Volume nulo

Que vantagem tem a medida nula sobre o volume nulo?
Note que se A = {zo} C R, zy € R fixo, entdo A tem volume e pu(A) = 0.
De fato, seja B retangulo contendo A e seja P particao de B. note que :

s(1a, P) = Z(i%f(lA))M(R) =0 e S(14,P) =) (sup(la)) =) Lu(R

ReP rep B ReP

com n € N, se o retangulo inicial B foi tomado com p(B) < +.

Portanto,
1
0 S S(lA,P) S lI[})fS(lA,P) S -
n
e entao s= S= 0.
Logo, 14 é integravel e [,14 = 0.
Andlogamente, se A = {xg,21,...,zx} C R", entdo A tem volume e é zero.

Agora, se A tem infinitos pontos, ndao necessariamente tera volume nulo pois veremos no
exemplo 3.3 que A = QN B nao tem volume, ou seja, 14 nao é integravel.

A vantagem de medida nula segue do seguinte teorema:

Teorema 3.1 Sejam Ay, As, ..., A, subconjuntos do R™ de medida nula. Entao, U A; tem
i=1
medida nula.

Demonstracao:
Sejam Aq, As, ..., A, subconjuntos do R™ de medida nula. Assim, como A; tem medida
nula, dado € > 0, existem retangulos R:, RS, ..., R;, ... tais que

ACLJRZ com ZpRZ g

Isto vale para cada ¢ € N, sabemos também que
U A C U U R
i=1j=1

Notar que o volume total dos retangulos Rj- é dado por:

o0

ZZ,LLR’ < < =g,

=1 j=1

oo o0
U U R} ¢ enumeravel,

i=1j=1

e dai,

de modo que U A; tem medida nula.
i=1
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Na definicao de conjuntos de medida nula, podemos trabalhar com retangulos abertos ou
fechados. Como consequéncia , também podem ser mistos, ou seja, a definicao para abertos
ou fechados é equivalente.

Prova:

Sejam A C R™ e ¢ > 0. Suponhamos que existam retangulos abertos Vi, Vs, ..., Vy,...

que cobrem A e Z w(V;) < e. Sejam Ry = Vi,Ry =Vs,...,Ry = Vy, ... retangulos fechados
i=1

do R™.
Note que

Assim,

AC [OJV; C DRi e i,u(Ri) :iu(%) <e.
i=1 i=1 i=1 i=1

Portanto, existem retangulos fechados que cobrem A, com volume total menor que €.
Reciprocamente suponhamos que A C R™ é tal que dado £ > 0, existam retangulos

fechados Ri, Ro, ..., R,,... tais que:
ACURZ- e Zu(Ri) <e.
i=1 i=1

Queremos provar que isso também ocorre para retangulos abertos.

Entao, seja € > 0, e pela hipdtese, para ' = onde N = dim R", existem retangulos

2_N’
fechados Ri, Rs, ..., R,,... tais que

AC URZ e ZM(RZ) < 2%
=1 =1

Para cada um destes retangulos R;, escolhemos um retangulo V; aberto que o contenha, e
com lados de comprimento dobrado em relagao aos lados do mesmo. Assim, R; C V; implica

que
Aclr c v
=1 =1

Por exemplo,

b— b— d— d—
Ri:[a,b]x[c,d]evi:{a— 2a,b+ Qa}x{c— C,d+ ‘

Mas,
_ N ‘ N E _
;—1 w(Vy) = ;1 2V u(Ry) < 2 oN =€
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Donde para todo € > 0, existem retangulos abertos V; tais que

AC D%e iu(%) <e.
=1 =1

Observacgao 3.3 Seja A = {xo},z9 € R", entdo A tem medida nula.

Prova: Seja ¢ > 0. Seja R um retangulo centrado em zq, com lado e comprimento iguais

n/&
a {/E.

Portanto A = {xo} C R e
Isto nos diz que A tem medida nula.

Aplicagao do Teorema 3.1 e da Observagao 3.3:

Todo conjunto enumerdvel, tem medida nula.

Justificativa:

De fato, se A é enumeravel podemos escrevé-lo como uniao de conjuntos unitarios de

elementos de A, ou seja, A = U {z;}.
T, €A
Exemplos: N, Z, Q sao enumeraveis e portanto tem medida nula.

Observacoes:

1) Seja A C B, com med(B) = 0 entao med(A) = 0.

Justificativa:

Pois os retangulos que cobrem B também cobrem A (A C B).

2) Seja A C B e B com volume, entao isso nao implica que A tem volume.
Justificativa:

Basta tomar B=[0,1] e A = Q[ 1, como no exemplo 3.4.

3.4 Exemplos

Exemplo 3.1 Mostraremos que A = {x € R?/||z|| = 1} tem medida nula.
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Justificativa:
De fato, note que A pode ser escrito como: A = A;|J Ay, onde A; é o gréfico da fungao
fi(z) = V1—22 e Ay é o grafico de fo(x) = —v/1—22. Note também que f; e fo séo
uniformemente continuas (continuas num compacto). Seja € > 0, entao existe 6 > 0 tal que
<

— 2| < 6.
1 se |l — 2|

1f () = f@)]l <

Seja também P particao regular de [-1,1] com || P|| < §. Considere

R:URZ- e Ax=|r;—x;4|, para i=1,2 ... k.
i=1

Dai A C R.
Mas,
- e € €
i=1 R; \T’
Logo,

AcA|JAcR e iu(m):a,
i=1

e portanto A tem medida nula.

Exemplo 3.2 Seja A um conjunto limitado de R, sem volume, com A =11 e

1, se €A

la(x) =
(o) 0, se =& A.

Entdo 14 nao € Riemann integravel.

Justificativa:

De fato, seja P particao de B = A C [0, 1], entao

S(14, P) =

1, paratodo P particao
S(lA, P) = 0

Logo, s < S, e portanto 14 nao é Riemann integravel.

Exemplo 3.3 Seja A=Q N B, B intervalo limitado de R, entdo A nao tem volume.
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Justificativa:
1, se z€ A

0, se x € B\A,
e seja P particao de B=R, entao

Seja 1a(x) =

S(1a,P) = w(B), paratodo P partigao
S(lA,P) = 0
Assim, s = sup s(f, P) # inf S(f, P) = S.

Logo, 14 nao é Riemann integréavel.

Exemplo 3.4 Sejam A = Qoq1y, B=/0,1] e A C B. Entao A ndo tem volume.

Justificativa:

Seja P particao de B, entao

1, se z€ A
1A([L') =
0, se x € A-
Portanto
S(14,P)= 1, paratodo P particao

s(1y,P)= 0

Logo, 14 nao é Riemann integravel e consequentemente nao tem volume.

Exemplo 3.5 N C R tem medida nula.

Justificativa:

De fato, dado € > 0, tomando para m € N

Rm = |:m — W,m—l— 2m+2] .
Entao
2¢e €
MU R o Tuha =Y 2= 5<e
¢

Exemplo 3.6 Seja A = R considerado como um subconjunto do R?, entdo A tem medida
nula, isto é, A =R =R x {0}.
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Justificativa:

De fato, para € > 0, tomando

—€ €
R'l = .7 —1 Y bl [ 9 ] E N,
i1 % | gy s |
obtemos
2e €

p(R;) = 25 = o

e consequentemente
o0

ZI,LL<Ri) = Z 2Z.8+1 = g <e.

=1

Notamos que

R=Rx {0} c | JR.
=1

Logo, medgz(R) = medg:2(R x {0}) = 0.

Dai, medg(R) # 0, pois se R C U[ai, b;] entdo ZM([%‘, bi]) = +oo.
i=1

=1

Exemplo 3.7 A fronteira de um conjunto deve ter medida nula?

Resposta:

Nao, vejamos alguns exemplos:

0Qo1; = [0, 1] que nao tem medida nula;

L1 = [0,1] que também nao tem medida nula;

07 = 7 que tem medida nula;
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Capitulo 4
Caracterizacao de funcoes integraveis

Este capitulo se refere a um dos mais importantes resultados na teoria de integragao ele usa
o conceito de medida nula e de oscilacao de uma func¢ao. Em suma teorema de Lebesgue nos
diz que se a medida do conjunto formado pelas descontinuidades da extensao por zero ao R”
da funcgao f tiver medida nula, entao a funcao f é Riemann integravel.

Apresentamos também as propriedades da integral, bem como o teorema do valor médio

para integrais.

4.1 Teorema de Lebesgue

Quao regular deve ser uma funcao para ser Riemann- Integravel?

A resposta estd no seguinte teorema:
Teorema 4.1 (Lebesgue) Seja f : A C R* — R limitada com A limitado. Seja f a

extensdo por zero de f ao R™. FEntdo f é Riemann- integrdvel se, e somente se, Y(f) tem

medida nula.

Sera tutil na prova deste teorema saber quao “ruim”é uma descontinuidade de f. Para

isso, vamos precisar do conceito de oscilagao de uma funcao.

Definicao 4.1 Seja h : R® — R. Seja xy € R", a oscilagao de h em xy, denotada por

o(h,xq) € definida da sequinte forma:

o(h,0) = inf{_sup (1)~ f(w)]},

r1,22€U

onde o infimo € sobre todas as vizinhancas U de xq.
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Observacao:

i) o(h, o) > 0;

ii) o(h,xg) = 0 se, e somente se, h é continua em x;

Justificativa:

De fato, h continua em x, se,e somente se, para todo e > 0, existe U. = Viz(xy) tal que

sup{|f(z) — f(2')|/2’ € U.} < ¢, e isto ¢é equivalente a o(h, z() = 0.

Demonstracao do Teorema:

Seja B o retangulo que contém A. Temos

]7_ f, sobre A;
0, sobre A°.

Observagao: Fora de B, ]?néo tem descontinuidades.

1* Etapa:

Vamos agora provar a suficiéncia. Suponha que med(Y(f)) = 0. Provaremos que f &
Riemann integrével. Seja e >0, e D, = {z € B/o(fv, x) > e}. Claro que D, C T(f) Logo,
med (D, )=0, pois med(Y(f)) = 0. Afirmacio: D, é fechado.

De fato, Seja y ponto de acumulagao de D.. Entao toda vizinhanca U de y contém algum
ponto xq distinto de y, mas pertencente a D.. E claro entdo que essa vizinhanca é também
vizinhanca de xg € D,. Pela definicao de D,

sup |f(z1) — flz2)| > o(f, o) > &, pois zo € D.. (4.1)

z1,22€U

Segue que 4.1 vale para toda vizinhanca U de y. Logo,

inf{ sup \f(ﬂh) - ]?(3?2)’ > e},

z1,02€U

e portanto

olf.y)>¢c e yeD..

Isso implica que D, é fechado. Entao, D. C Y(f) C B que é limitado, implica que D, é
limitado. Logo, D. é compacto. Como med(D.)=0, entao existem retangulos Ry, Ry, ... de
R™ tais que . .

D, C UR%' e Z,u(RZ-) <e.
i=1 i=1

Como D, é conlbpacto, existem finitos retangulos que cobrem D., digamos Ry, Rs, ..., Ry.
Mas, certamente Z u(R;) < e. Seja P particao de B. Se necessério refinamos P de modo que

i=1
cada retangulo esteja contido em alguns dos retangulos R; (i=1,2, ..., N), ou nao intercepte
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D.. Entao os retangulos de P se dividem em grupos:
G ={SeP/SCR;,i=1,2,....,.N} e Gy ={S € P/SN D, = 0}.
Notar que, para cada S € G, a oscilagao de fem S é menor que €, isto é,

inf sup |f(z1) — flan)] <e.
z1,22€U

Logo, para cada x € S, existe U, = viz(z) aberta, tal que
sup f— inff< £,
Us Us

Claro que S C U U, e como S (retangulos fechados) é compacto, existem xy, zo, ..., TN
zeS
pertencentes a S, tais que S C N, U,..

Agora refinamos a particao P em S, de modo que cada novo retangulo de P esteja contido
em alguma das vizinhangas U,,(i = 1,2,..., M), e fazemos isso para cada S € G, obtendo

assim um nova particao P (P = P.) tal que

S(f,P)=s(f,P) =) (Msf—msﬂ 1(.S)

Sep

Z <Msf msﬂ Z <Msf— msaﬂ(s)

SEGl N SEGQ\ N
<oM <e
< D 2Mp(S)+ Y eu(S) <2M Y ul(S) +ep(B)
SeGy SeG2a SeGy

< QMZM )+ eu(B) < e(2M + u(B)).

Onde Msf: sup,cg f(x) e msf = inf,cs f(z).
Isto é, dado € > 0, usando o fato de que med(T(f)):O, vimos que existe P = P, particao
de B retangulo contendo A, tal que

S(f, P) = s(f, P) < (2M + u(B)),

onde M é a constante que limita f. Do teorema de Riemann temos que fé integravel, isto é,

f integravel.

2¢ Etapa:
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Vamos provar a necessidade. Suponhamos agora que f é Riemann integravel, queremos

provar que med(Y(f))=0. Notar que , sendo B retangulo contendo A, tem- se T(f) = {z €
B/o(f,z) > 0}. Notar também que Y(f) = U D,,, onde D, = {z € B/o(f,z) > 11,

n=1
Idéia: Tomando n € N, fixo mas arbitrario e provaremos que med(D,,) = 0. Para isto,

tomaremos € > 0 arbitrario. Como f é integravel, pelo teorema de Riemann, existe P = P.
partigao de B tal que: S(f, P)— s(f, P) <e.
Note que:

D, ={z € D,/x € 95, algum S € P}| J{z € D,/x € int(S), algum S € P} =D} | | D;.

Donde med(D})=0, pois med(9S)=0, se S é retangulo do R"; mostremos agora que D?

tem medida nula. Seja

G ={S € P/3x € D, com z € int(S)}.

Note que para cada S € G, existe x € D, tal que = € int(S) e o(f,z) > %, tal que pela

definicao de oscilagao Msf— mgfz %

Logo,
LS (8) = 32 2u(8) < S 06T — msou(s)
" Sec sec ! SeG
<> (Msf—msf)u(S) = S(f,P) = s(f,P) <e.
Sep
Entdo,Y g 1(S) < ne e, é claro que D2 C U S implica med(D?2) = 0,

SeG
e consequentemente, Y(f) = D} J D? tem medida nula, para todo n.

Logo, T(f) = U D,, tem medida nula.

neN

4.2 Conjuntos com volume

Dizemos que um conjunto limitado A C R™ tem volume (ou é Jordan mensuravel) quando,
tomando-se um bloco B C R"™ que contenha A, a funcao caracteristica 14 : B — R ¢é

integravel. Para A com volume, definimos seu volume como a integral da funcao caracteristica

u(A) = / La(x) dx.
A
Como consequéncia do teorema de Lebesgue provaremos a seguir importantes resultados

sobre conjuntos com volume.
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Proposicao 4.1 A C R" limitado, A tem volume se, e somente se, med(0A) = 0.

Demonstracao:
Por definicao, A te volume se, e somente se, 14 é integravel. Pelo teorema de Lebesgue
14 ¢é integravel se,e somente se, med(Y(1,4))=0. Entao, basta provar que: Y(14) = 0A.

De fato,

1. x € 0A e se, para todo U = viz(z) tem- se U N A # () entdo, para todo x; € ANU
e para todo my € A°NU temos: 14(x1) — La(x2) = 1 e entdo 14 nao é continua em
x € 0A que implica x € Y(14). Portanto, 0A C Y(14).

2. 2) Seja x € T(14) e suponha que x nao pertenga a 0A.

Logo, por defini¢ao de 0A, existe U=viz(x) tal que U C A ou U C A°. Dali,

1, se UCA

L(z) =
0, se U C A°

de z € U que 14 é constante em U ou seja, 14 é continua em x, isto diz que x nao

pertence a Y(14). CONTRADICAO!

Logo, T(14) C 0A; por (1) e (2) T(14) = 0A.
U

Proposicao 4.2 Seja f: A CR" — R limitada, A limitado e com volume. Suponha que o

conjunto das descontinuidades de f € finito ou enumerdvel. Entdo f é integrdvel.

Demonstragao:

Note que: Y(f) C T(f)JOA.
Como A tem volume entdao med(90A)=0. Assim Y(f) é finito ou enumeravel e portanto

med(Y(f)) = 0 e consequentemente med(Y(f)) = 0 do teorema de Lebesgue f é integravel.
U

Note que nesta proposi¢ao nao precisamos estender f para se ter a integrabilidade, pois a

mesma depende das descontinuidades da extensao f, nao de f.

Teorema 4.2 Seja A C R" limitado com medida nula, e seja f : A — R, limitada e

integravel. Entao fA f=0.
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Demonstracao:

Observe primeiro que um conjunto de medida nula nao pode conter um retangulo do tipo:
R = (ay,b1) X (ag,b2) X ... X (an,by), a; <b;, i =1,2,... n.

De fato, sabemos que R C B e med(B)=0 implica que med(R)=0, mas retangulos do tipo
R nao podem ter medida nula. Seja B retangulo contendo A, e seja ]? a extensao de f por

zero ao retangulo B . Seja P particao de B em retangulos Ry, Rs, ..., Ry. Temos que:

|f(z)| < M, paratodo x€ A, ealgum M > 0.

Notemos que :

7 |f(x)|, se z€A - M, se z€ A

f ()] = <
0, se c,c. 0, se c,c.
1, se z€ A
<M < M. 1y.
0, se c,c.

Dai,
N N N
s(F.P) =Y mr(Nu(R) <Y Mmg,(1a)u(R) = MY mg,(1La)u(B). (4.2)
i=1 i=1 i=1
Suponhamos, por um momento, que mg,(14) # 0 para algum i. Entao, para esse i deve-
mos ter:R; C A. Mas, como A tem medida nula, isso nao pode ocorrer conforme observamos
no inicio.
Logo, mg,(14) = 0, paratodo ¢ = 1,2,...,N. Portanto, de 4.2, concluimos que

s(f, P) <0, paratodo P particao de B. Agora, note que:

sup(f) = —inf(f).

Dai
S(F.P) = 3 Mu(Pu(R) = 3 = (=Pl R)
= - ZmRi(_f)“(Ri) = _3(—}va P). (4.3)

Como s(f, P) <0, paratodo P Particao de B (Pelo fato que med(A)=0), temos,
s(—f, P) <0, para todo P partigao;
deste fato e de 4.3, segue que
S(f, P) >0, paratodo P particao.
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Assim,
s(f, P)<0< S(f, P), paratodo P partigdo de B .

Logo,

Afzszsgps@mgosszirlng@P):/f.

Afzzjfz/Af.
IXELEYR
fio

Mas, sendo f integravel, temos

Dali,

resultando

O

Teorema 4.3 Seja f : A — R integrdvel, f limitada e A limitado, suponha que f > 0 e que
[, f =0. Entio: med{x € A/f(x) > 0})= med({z € A/f(x) # 0})=0.

Demosntracao:
A limitado, f limitada

As hipéteses sao: f >0, f integravel

[, f=0.

Devemos provar que :
med{x € A/f(z) >0} = med{x € A/f(z) # 0} =0.

De fato, Seja D= { x € A/f(x) #0 }.
Notar que
D= U D,,, onde D,,={z € A/f(z) >

m=1

Para provar que med(D)=0, basta provar que med(D,,)=0, para todo m. Para isto, seja

1
m
e > 0, como f é integrdvel com [ 4 J = 0, entao pela definicao de integral, existe particao
P=P. tal que

0< S(f, P) < % (4.4)
com m > 1 fixado arbitrariamente. Sejam Ry, Rs, ..., Ry, os retangulos da particao P que

interceptam D,,. Claro que

k
D,cl|JRrc|JR=B.
=1

ReP
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B retangulo onde A C B. Mas, para o m fixado:

1
ZM(Rz‘) = maM(Rz‘)-
i=1 i=1
1
Lembremos que f(z) > i € D,,.
Dali,
1
sup(f) > —, onde 1 <i<k
R; m
Assim,
k k 1 k
ST u(R) =" m—p(R;) <Y msup(f) <m Y sup(f)u(R),
i—1 i=1 i=1 Ri ReP
e portanto,
k
> (Ri) <mS(f,P) <m— =¢
=1
Donde

k k
D, C URZ € ZM(RZ) < g,
=1 =1

isto nos diz que D,, tem volume nulo e entado D,, tem medida nula, ou seja, med(D)=0.

4.3 Propriedades da integral

Teorema 4.4 Sejam A e B subconjuntos de R™ limitados, seja o € R, e f : A — R e

g: A — R funcgoes integraveis limitadas. Entao:

/A(f+g)=/Af+/Ag;
/A(Otf)=04/Af;

(i) Se f < g, entao [, f < [,9;

(i) f+g € integrdvel e

(i1) aof € integrdvel e

(iv) |f| € integrdvel e

/Af‘ < [}
ao

(v) Se A tem volume e |f| < M, ent

/Af s/Am < Mpu(A);
39




(vi) Se A compacto e conexo com volume e f continua, entdo existe xo € A tal que

Af:ﬂmmm»

Este é chamado Teorema do valor médio para integrais.
Jut
) _ f(A)
(vii) Suponha que f : AU B — R € integrdvel. Supor também que med(A N B) = 0.

E se u(A) for diferente de zero, temos a média de f: f =

Suponha além disso que fla , flg e flans sao integraveis. Entao
o =L L1
AUB A B

. . ) €
(i) Usa-se o teorema de Darboux para provar este item com f, g como no enunciado e 3

Demonstracgoes:

ao invés de £ em seguida usa-se a desigualdade triangular.
(ii) A demonstragao segue usando-se o teorema de Darboux com ﬁ, o difrente de 0.
(iii) f < g implica em [, f < [, g com f e g integréveis.

De fato! Seja B retangulo com A C B. Como f e g sao integraveis

AfsgﬂU£wggaﬁm=/g

A

(iv)Como por hipédtese f é integravel. Mostrar |f| integravel e UA f| < [, 11

Para isso, note que se f é continua em = € A, entao |f| também é continua nesse x. Logo,
Y(If]) € Y(f). Assim, Y(|f]) € Y(f). Mas f é integravel, e pelo teorema de Lebesgue a
medida de T(f) = 0 e T(|f]) tem medida nula. Portanto |f| ¢ integravel, usando entdo (ii)
e (iii) segue que |f| é integravel.

Agora vejamos que

—fl < f<Ifi

ALY RNl
1= [

(v) Seja A com volume, limitado e |f| < M.

J

Claro que | f| ¢ integravel e | [, f| < [, |f], por (iv) temos que:

implica

e consequentemente

Mostraremos que

SAWSMWM
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|ﬂ< M, se z€ A I 1, se z€ A M1
~ pu— p— A'
0, se x € A°. 0, se x € A°.

Como A tem volume, 14 é integréavel e de (ii) segue que M1, é integrével, portanto

1f] < M1, de (iii) segue que/mé/AMlA @M/AlA:MM(A)-
A

(vi)Teorema do valor médio para integrais [TVMI]
Seja f: A — R, A compacto e conexo, e f continua.

Pelas hipdteses sobre f e A, sabemos que:

existe 1 € A, tal que f(x1) =infa f(z)
existe w9 € A, tal que f(x9) =sup, f(z).

Seja A = Jat , se u(A) é diferente de 0. Se p(A) =0, o TVMI vale trivialmente:

1(A)
/Af‘ < [ 11 < ut) =0

fla) =m < A<M = f(z).

0<

Entao temos por (v)

Como f é continua e A é conexo, pelo teorema do valor intermediario (Espa¢o métrico):
existe zg € A tal que A = f(zy), isto é, f(xo)u(A) = fA f

(vii) Temos por hipdtese f : AU B — R, A e B limitados, med(A N B)=0 e f|a, f|y e
flanp integréaveis.

Segue da definicao que: /f = /f|A. Sejam: f1 = fla, fo = flg e f3 = f.lang;
A A

assim, fi1, fo e f3 sao integraveis e

= Juat 0= [ 0= [
AUBf2 N AUBf‘lB N /Bf|B B /Bf

fS:/ Flow— [ f
AUB AUB ANB

Note que: f = fi1 + fo — f3, e como s@o integraveis segue de (i) que f é integravel e

/AUsz [ L

AUB AUB AUB
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~ [+ 1]+
A B ANB
E do fato que med(a N B) = 0, temos

Juu = L7515

O
4.4 Exemplos
Exemplo 4.1 Seja f :[a,b] CR — R, se med(Y(f)) =0, entao f é integrdvel.
Justificativa:
Segue diretamente das proposicoes anteriores.
¢

Exemplo 4.2 Seja A C R" limitado com volume. Seja f : A — R continua e limitada.

Entao f é Riemann integrdvel.

Justificativa:

Segue da proposicao 4.2.

¢

Exemplo 4.3 Seja f : ACR — R, A=Qq, f(z) =1, para todox € A eY(f) =0, mas
0A =10, 1] entao OA ndo tem medida nula.

Justificativa:
Logo, a proposicao 4.2 nao garante a integrabilidade de f. De fato, para integrar devemos

trabalhar com

~ 1, se z€Qp;
flz) = o

0, se c,c.

E a funcao de Dirichlet nao é integravel.

42



‘ 1, se z€]0,1] o .
Exemplo 4.4 Seja f(x) = , entao f € integravel.
3—x, se x€(1,2].

Justificativa: Note que T(f) = {0, 1,2} tem volume nulo. Mas, A=[0,2] é limitado e f

é limitada, segue entao, pelo teorema de Lebesgue que f é integravel.

Exemplo 4.5 Seja f: A — R, onde A= {(x,y) e R?/2> + > <1} e
%+ 86n<l>, se y#0

flz) = Y ) . Entao f é integrdvel.
T2, cc

Justificativa:

Seja f a extensao por zero.

Note que T(f) C {(z,0)/—1 < # < 1}UA = G. Dai, se med(G)=0, entdo med(Y(f)) =

0, e pelo teorema de Lebesgue, f é integravel.

¢

Exemplo 4.6 Mostraremos que a funcao caracteristica do conjunto de Cantor é Riemann

integrdvel.

Justificativa:
De fato, seja Ef o complementar de F; no intervalo [0, 1], parai € N. Seja F; = [O7 %} U [%, 1] ,
entao med(EY) = 3 © seja
. . 1
B~ 04U B U G5 U L5, entio mea(p) =2 5)

Assim, podemos escrever

- X om 1T /2\" 1/ 01 11
> meten =35 =5 3 (5) =3 () =37

Seja E'= (2, E; o conjunto de Cantor e E° = [0, 1]\ E.

Seja 1o a fungao caracteristica do conjunto de Cantor. Note que o conjunto das descon-
tinuidades da funcao caracteristica no conjunto de Cantor é o proprio conjunto de Cantor, e
como med(E°)=1, entdo como consequéncia do teorema de Lebesgue, med(E)=0, e portanto

a fungao caracteristica é Riemann integravel.
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Capitulo 5
Integrais Improprias

Nos capitulos precedentes estudamos a integracao de uma funcao limitada com dominio
limitada. A integracao de fungoes nao limitadas ou com dominios nao limitados é chamado
integracao imprépria e ela é feita como limite de integrais ordinarias, isto é, integrais de
funcoes limitadas sobre dominios limitados.

A integracao imprépria tem muita utilidade no estudo de convergéncia de séries infinitas

e por isso desenvolvemos neste capitulo um breve estudo a este respeito.

5.1 Integrais improéprias

e Para uma funcao f: A = [a,00) — R em geral definimos:
) b
/ f= / f = lim / f
A a b—oo /g

e Para [ :[a,b] — R tal que lim f(z) = 400 se define:

a:—>a

L= r=tm [ s

se esse limite existir.

se esse limite existir.

e Para f: (—00,+00) — R definimos:

/sz/i:f—hm fo i | '
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Definicao 5.1 Seja f : A C R* — R limitada, e f > 0 sobre A e A nao limitado.
Suponhamos que f seja integrdvel sobre cada cubo [—a,a]” C R™ a > 0.

Entao, definimos:

/Af = lim f (5.1)

a—+00 [—a,a}"

se esse limite existir.
Se o limite em 5.1 existir e for finito diz-se que f é integrdvel sobre A.

Observagao 5.1 Observamos que f estd definida apenas sobre [—a, a|"NA. Para a integra¢ao

de f sobre B = [—a,a]™, naturalmente, consideramos a extensao por zero de f a [—a,a]™\ A.

Teorema 5.1 (Teste da Comparacgao) Sejam f e g limitadas com dominio em A C R™ e
imagem em R, com 0 < g < f. Supor que f € integravel sobre A e que g € integrdvel sobre
cada cubo [—a,a)™.

Entao g é integrdavel e [, g9 < [, .

Demonstragao:

Notemos que como g < f temos

o< [ g<f s<[rvaso
[—a,a]™ [—a,a]™ A

Assim, a sequéncia / g é crescente em R e limitada superiormente por [ A ERT.
[—a,a]"
Logo, lim g existe.
=t JI—aalr

Isso diz que g ¢ integravel e

Ja< [

O

Exemplo 5.1 FEuxistem funcgoes limitadas f e g com dominio em A C R"™ e imagem em R tais

que 0 < g < f. com f integrdvel e g nao integrdvel. Como por exemplo

e * se xelr
g(x) = e f(xr)=e", se x>0.
0, se xeQt
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Definicao 5.2 Seja f : A C R* — R, f > 0, f nao limitada e A posssivelmente nao
limitado.

Para cada M > 0 definir a funcao:

Suponhamos que para cada M, fy; integravel.

[ 1= Jm_ [ fu

se esse limite existir. Se for finito, dizemos que f € integrdvel.

Entao definimos

Teorema 5.2 (Teorema da Comparagao) Sejam g e f fungoes com dominio em A C R™
e imagem em R. Suponhamos que 0 < g < f com f integrdvel. Suponhamos que para cada
M >0, gy € integravel.
Entao g € integravel e / g < / f-
A A

Demonstracgao:

Anéloga ao caso de A nao limitado, f e g limitadas.
O

Definicao 5.3 Seja f : R" — R ndo necessariamente positiva, A nao necessariamente

limitado.

Seja fu(a) = T TD 20y gy I T <0

e
0, f(x)<O. 0, f(x)>0.
A funcao fi € a parte positiva de f e a funcdo f_ € a parte negativa de f.

Notamos que f= f. — f_.
Dizemos que [ € integravel (no sentido impréprio) se f e f_ forem integrdveis.

Nesse caso, definimos entdo/f:/f+—/f_.
A A A

Teorema 5.3 Seja [ : [a,+00) — R, f > 0 continua e F primitiva de f. Entao fintegrdvel

se, e somente se, lim, .., F'(x) ezistir e for finito.
A prova deste teorema 4 feita usando-se o teorema fundamental do calculo.

Teorema 5.4 Seja f : (a,b] — R continua, f > 0, e lim, .+ f(z) = +oo0. Entdo f

, . : b . .
integrdvel se, e somente se, lim,_ o+ fa L. [ existir e for finito.

A prova deste teorema segue usando-se a defini¢ao de integral imprépria para uma fungao

nao limitada, dada acima.
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5.2 Convergéncia condicional

00 b
Seja f : [a,+00) — R. Se / fz)dz = blim f(z)dz existir dizemos que a integral

o0
/ f € condicionalmente convergente.
a

Observagao 5.2 A defini¢cdo para integral impropria de uma funcdo f: A — R € a con-

vergéncia absoluta, que trata com f, e f_.

+oo
Exemplo 5.2 Seja f: (1,4+00) — R, entdo f pode ser tratada nos dois sentidos.
1
Por exemplo, seja
sen(x)
—=, se #0
flz) =
1, se x =0.

Note que seu dominio € R, nao limitado.

b b b
lim/ Mdm: lim [<_1 cos(x)) —/ cosgx)dw]
b—oo 1 x b—o0 x 1 1 xT

— lim (—Cosb(b) +cos(1)) ~ lim /1bicos(x)dx

Calculamos:

E esse limite existe, pois para b > 1:

b b
/ cosgx) dx‘ < /
1 T 1

b

b1 1 1
§/—2d$:{——] =1——-<1, paratodob> 1.
Lz x|, b

cos(x)

dx

T

< sen(zx) , . 504
Logo, dx é condicionalmente convergente, mas nao ¢ absolutamente convergente,
1 x

pois:

/ dez/ lsen(@)l 1>
1 s

i T

LS [ by § [ e,
o Jk-)r T S k=) km

n n

ST pentolae =32 =25 L oo men
= - sen(x)|dx = — = —, para todo n )
—~ km (k—1)r —~ kr o« 2k:

k=
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Portanto,

/OO —|Sen($)|da: = 00.
1

T

oo sen(z)

oo
Do mesmo modo vé-se que / f+ = +oo. Assim, |~ = =dz nao ¢ (absolutamente)
1

convergente.

5.3 Teorema da convergéncia mondétona de Lebesgue

Teorema 5.5 Sejam g, : [0,1] — R fungdes integrdveis, para n natural, nao necessaria-
mente limitadas. Suponhamos que g, > 0 € gni1 < gn, para todo n.

Suponhamos também que lim g,(z) = 0, para todo x € [0,1] (pontualmente).
1
Entdo lim [ g,(z)dx =0.

n—oo 0

Observagao: Vale também para [a,b] em intervalo qualquer de R.
Para demonstrar este teorema precisamos do seguinte lema:

1
Lema 5.1 Seja f : [0,1] — R integrdvel com |f(z)] < M, z € [0,1], e/ f>a>0.

0
Entao para o fizo, E = {z € [0,1]/f(x) > §} contém uma unido finita de intervalos de

imento total | > ——
comprimento tota —_—.
p = UM

Demonstragao:
Como f ¢ integravel entdo para € = § existe particao P de [0, 1] tal que

Seja P aprticao de [0,1] tal que

/Olf—s(f,P)s

=~ 0

Dai, )
a=s(t.P)< [ f-stP)< ],

implica que

a—s(f,P)<

=~ e

Consequentemente

w

«
T
Sejam D = {R € P/R € E} el o comprimento total dos retangulos em D.

s(f,P) >
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Entao,

3a

— <s(f.P) = %igf(f)u(f?) + ; inf(f)(R)

< Y Mu(R)+ Y- Su(R)

ReD ReP
REZD

Logo,
3a
— < Ml+ —
4 + 2
implica em
2
a_sa_ 20 _,.
4 4 2
e portanto,
«
[>—.
—AM

E assim provamos o Lema.

Prova do teorema:
Temos g,11 < g, < g1, para todo n.

Como g, integravel, temos:

1 1 1
Oé/gn+1§/gn§/g1
0 0 0

Assim, x,, = / gn € uma sequéncia em R, mondétona decrescente e limitada por 0 inferi-
0
1
ormente e por g1 superiormente. Assim, x, é convergente.

pois g, > 0, para todo n.
1

0
Logo, existe A € RT, pois a sequéncia nao negativa, tal que
1
/ Jn = T, — A\
0

Suponhamos por contradicao que A > 0. Queremos usar o lema, mas nao podemos usar

Objetivo: Mostrar que A = 0.

0 mesmo para ¢,, pois ela pode nao ser limitada.

Para M > 0, seja
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gn(x),  gn(z) <M
M, g.(z)> M.

1 1
/(gn_gm\/f)g/ (gl_glM)'
0 0
1
A
_ < Z
/0 (gl glM) = 57

1 1
/ g1,, converge para / g1-
0 0

Dai, para esse M tem- se que

Inn (z) =

Notemos que
2\
Seja M > = tal que

e tal M pode ser tomado pois

1 1 A
O S / (gn - gn]ﬂ) S / (gl - .gl]u S g
0 0

1 1
)\ - / gn]y[ S / (g?’l - gnjw) S
0 0

Isso implica que

o] >

1
Pois Jn = T, — A\

0
Consequentemente

IA

A 4\ !
A— == s
== /OgM

para cada n € N e para M > %

Isto é,

2\
e isso vale para qualquer M > = e para todo n € N.
Entao, pelo lema, para cada n:

E, ={z €10,1]/gn,, = 2} contém uma uniao finita de intervalos de comprimento total
> 57 = ﬁ, pois 0 < g¢,,,, < M, paratodo n, com M > % Notemos que E, 1 C E,,
pois

0gnt1ar < Gy JA& qUE < Gyt < Gn, V10
definimos D = U;2 {x € [0,1]/gn,, é descontinua em x }.
Entao med(D)=0 e portanto existe uma unido U de retangulos abertos, que contém D,

' _
com comprimento total menor que € = £5;.
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E claro entdo que E, ¢ U, paratodo n. Seja o um ponto de acumulacao de E,, com
xo € B,. Entao g,,, é descontinua em z,. De fato, zy é um ponto de acumulacao de E,,

entao existe sequéncia () em E, tal que (zy) converge para xy. Mas,

2\
Gnpy () > 5 para todo k.

Dai, se g,,, fosse continua em xz(, terfamos que ter

2\
gnM (*/EO) Z E?

e isto diria que xg esta em FE,,, o que nos contradiz.

Logo, 1o € D C U. Assim, E,, C E, | JU. Para cada n € N, definimos F,, = E,\U. Assim
F, é fechado, e também é limitado, pois F,, C [0,1]. Donde F, é compacto, e F,, ;1 C F,
pois E,.1 C E,, paratodo n. Com isso obtemos uma sequéncia de conjuntos compactos
e encaixados, donde N, F,, # 0. Logo, existe x € N2, FE,, com =z € [0,1], e portanto

x € E,, paratodo n, e pela definicao de FE, resulta que ,

2
Gy () > F,V n € N.

Dai,
2\
para todo n, e consequentemente
2\
gn(z) > 5 para todo n.

Isto nos diz que g, (x) ndo converge para 0, o que contradiz a hipdtese. Esta contradi¢ao veio
da suposicao que A > 0. Portanto, A = 0,isto é,
1

0= lim Gn-

n—oo 0

O

Corolario 5.1 Sejam f, : [0,1] — R e f : [0,1] — R fungoes integrdveis. Suponhamos
que (f,) converge pontualmente para f em [0,1]. Suponhamos também que 0 < f, < fni1 <
f. Entao

1 1
lim fn = / f.

Demonstragao:

Tomemos g, = f — fn, entao g, > 0 e g,4+1 < g,. Da hipétese que f,, converge pontual-

mente para f temos que g, converge pontualmente para 0 em [0,1]. Notemos que se f e f,

sao integraveis, g, também sera integravel para todo n.
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Entao, podemos aplicar o teorema da convergéncia mondétona de Lebesgue para a sequéncia
(gn). Assim,
1

1
0= lim gn = lim

1 1 1 1
= lim (/ f—/ fn) e portanto lim fn :/ f

(f - fn)

1
Corolario 5.2 Seja f:[0,1] — R, f > 0. Suponhamos que / f? emiste. Entdo
0

1
/ (f = fu)® converge para 0.
0

Demonstragao:
oo lf@l<n

n, |f(z)| =n.
Dai, é claro que g, — 0 pontualmente em [0,1], g,+1 < gn € g,’s s@o integraveis, o que

Definimos g, = (f — fn)?, com n natural e f, =

resulta, pelo teorema da convergéncia mondtona em
1
lim gn =0,

n—oo 0
isto é,

(f - fn>2 =0.

1
lim
n—oo 0

O

Teorema 5.6 Sejam f, : R C R?> — R funcoes limitadas e integrdveis para todo k. Supo-
nhamos que f; converge uniformemente para f em R. Sendo R = [a,b] x [c,d]. Entao [ é

integrdvel e

Demonstragao:
(i) f é limitada.

De fato, Dado € = 1, existe N tal que

|fi(z,y) — flz,y)| <1

se k > N, para todo (x,y) € R pois fj converge uniformemente para f.
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Em particular para k=N, temos

|f(z,y)| <14 M = M, para todo (z,y) € R

onde M ¢ a constante que limita fy.

Isso implica que f é limitada.

(ii) Vamos provar que [ fx(z,y) dx dy é uma sequéncia de Cauchy em R.

R
Como f; converge uniformemente para f, dado € > 0, existe N tal que

| fe(z,y) — filz,y)] < ﬁ, se k,l> N, paratodo (x,y)€ R,

(fx converge uniformemente para f, implica que fj é de Cauchy) . Portanto,

Anmw—éﬁww}3ém—m

€

sém@w—MLMMWSmeM@

€
——— [ dxdy =¢, sek,l > N.
,U(R)/R

Assim, ( / fk) é sequéncia de Cauchy em R.
R keN

Entao existe I em R tal que lim [ f=1.
k—o0 R

Seja € > 0, entao existe N tal que:

/Rfk—l‘<§,sek2N. (5.2)

Também existe N tal que:

€
frlz,y) — f(x,y)] < ==, se k > N, paratodo (z,y) € R, (5.3)
| f( <3 D)
pois f, — f uniformemente. Seja Ny = max{N, Ni}.
Como fy, € integravel, pelo teorema de Darboux, existe J > 0 de modo que se P é

partigdo com || P|| < ¢, Entao

n,m o e
Z ng(xiyxj)ExiJrl - xiz<yj+1 - yj)l_/ fne| < 3

b ~~ R
iy=1 Ax; Ay;
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para qualquer escolha de Z; € [z, xi41] € U € [y, Yjsa]-

Agora, pela desigualdade triangular, para P particao e || P|| < 0:

n,m

Z (T, 75) Ari Ay — 1

1,j=1

<> F@E)AnAY = > f, (T, T5) Az Ay;
1,j=1 i,5=1

- -

Z fNQ(x_i’x_j)Axiij - / fN2

R

i

n,m L L c R
< Z ‘f(xuxj) - fN2($i,$j)|A$iij +t51t35

ij=1

i.j=1 33
£ & 2e 15 2e
() 2 S T gt T

Isto é, dado € > 0, existe § > 0 tal que se P é partigdo qualquer com ||P| < §, de R,

entao,

n,m

> f@m)AriAy; 1

1,j=1

<€

para qualquer escolha de (77,7;) € [xi, Tiy1] X [yj,Y;+1] e pelo teorema de Darboux, f é

Riemann- integravel, com [ f=1= lim [ f.
R n—oo R

5.4 Aplicacoes

Aplicagao 5.1 Calcular I = lim e P d.

n—oo 0

Resposta: 1=0.

De fato, isso pode ser justificado com o teorema da convergéncia monétona. Seja g, (z) =
e’ 2P 0 < x < 1. Claro que g, é continua e integravel em (0,1] se p > —1.

Notemos que



e que gp(x) > 0, paratodo x. Logo, 0 < g,i1 < g, e assim g, é sequéncia mondtona
decrescente. Para cada x € (0,1] : g,(x) converge para 0 quando n tende para oo, isto
é, g, — 0 pontualmente em (0,1]. Isso também vale para x=0, ja que g,(0) = 0, V n.
Portanto, (g,) atende as hipéteses do teorema da convergéncia mondtona e

1
. _ 2
lim e " xPdr = 0.

n—oo 0

¢

Aplicagao 5.2 Sejam g, : [0,1] — RT, n € N fungoes integrdveis. Suponhamos que

g(x) = Zgn(m) é também integravel. Entao
n=1

1 00 41
[o=>] o
0 = Jo
Seja f, = ng. Claro que f, é integravel para todo n, e

k=1
1 n 1
fn: /gka

como gy > 0, paratodo k, temos f, < f,.1 resultando que f, é sequéncia mondtona

J ustiﬁcativa%:

crescente, com f, convergindo para g¢g. Como g é integravel por hipétese, entao f, e g

atendem as hipoteses do corolario 5.1 do teorema da convergéncia mondtona.

Logo,
1 1
isto é,
S| 1
lim / g = / g
o [ o=
existe.
Portanto,
00 o1 1
S [a=[o
1 J0 0
¢
Aplicagao 5.3 Seja (a;) uma sequéncia estritamente decrescente, parai=1,2,..., a; >0,

com a; convergindo para 0, e ay = 1. Seja f; sequéncia de numeros reais nao negativos, e
seja f(x) = fi, para x € (a;j41,a;]. Entdo f € “funcao escada”, com possivelmente infinitos

degraus.
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Suponhamos que f € integrdvel. E claro que isso ocorre se a sequéncia de nimeros reais ( f;)

for limitada, nesse caso f serd limitada. Por exemplo, se f; = \iﬁ,, também f serd integrdvel.

Afirmacao:
/0 f= Zfi(ai — Qit1).
i=1

Justificativa da afirmacao :

definimos
f, sex € (ay,1]
gn(z) =
0, sex € [0,a,].
Notar que g, ¢é sequéncia monoétona crescente, g, > 0, para todo n. Claro que g, é

integravel, para todo n e

1 n—1
/ gn :Zfi(ai_ai+1)'
0 i=1

Também é certo que g, converge para f e assim valem as hipéteses do corolario 5.1 para

gn e f.
Logo,
1 1
lim / 9n = / f7
n—oo 0 0
isto é,
n—1 1
lim (Z fila; _ai+1>> :/ g
Consequentemente

iﬁ(ai — Qi) = /01 I
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Capitulo 6

Teorema de Fubini

Este teorema refere-se a mudanga na ordem de integracao, que dependendo da funcao e da
regiao de integracao, pode facilitar o calculo da integral. Por exemplo, como calcular:
[ Haw) do dyse A= 10,1 % 0.1] € flay) = o+ y)a?

A
Usualmente fazemos da seguinte maneira:

1 1

/f(a:,y)dxdy:/ /(x+y)$d:vdy

A o Jo

1 1 1 :1331 2
//(x2+yx)dxdy:/ —

o Jo 0 3 1o

1oy y 1T
[ (5+8)a=[3+5], - =

Mas, se por exemplo, A for o seguinte triangulo:

se calcula /Af(x, y) dv dy = /01 (/0 f(x,y)dy) do = /01 /y1 f(z,y) dr dy.

Isso ¢ justificado pelo teorema de Fubini.

6.1 Teorema de Fubini

Teorema 6.1 (Teorema de Fubini) Sejam A C R", B C R™ retangulos.

Seja f: A x B — R limitada e integrdavel. Para cada x € A, definimos a func¢ao

fo: B— R por fo(y) = f(z,y).

Suponhamos que f, € integrdvel para cada x em A.
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Entdo AXBf_A(/]Bfm(y) dy) dz.

Do mesmo modo, se a fungao f,: A — R for integrdvel para cada y em B, entdao

/AXsz/B(/Afy(m)dm) ay.

Demonstracao:
Hipoteses: A C R", B C R™ retangulos, f : A x B — R limitada e integravel. Para
cadax € A, f, : B— R, que leva y em f(x,y), é integravel.

- ()

Para simplificar a notagdo na prova, vamos supor que A,B C R (n = m = 1), isto é,
A= o). B=le.d) a<b e < doscja g(a) = [ £.0) dy
B

Sejam P4 particao de [a,b], na forma a = xy < 7 < ... < x, = b e Pp partigdo de

Provaremos que

[c,d] na forma ¢ =yg < y1 < ... < Ym = d, isto é, Py = {[z;_1, 2,1 = 1,2,...,n} e Pg =
{lyi—1,v:],1 =1,2,...,m}. Chamaremos R = A x B o dominio de f. Claro que R é retangulo
de R?. Seja Pg a partigao de R, cujos retangulos sa6 dados por R;; = [z-1, %] X [yi—1,Yi].
Chamamos V; os retangulos de P4 e de W; os retangulos de Pg.

Calculemos agora

i,j=1 =1 \j=1

Notar que mg,;(f) < mw,(f.) para cada x em V;.

Dai,

n

U P Y (Z mRij<f>u<Wi>> PV = 37 (5o o) (1)),

i=1

Mas f,, por hipdtese é integravel para todo x € A. Entao

d
s(fz, P) < / fo(y)dy = g(z), para todo x € A.
Donde,

3(f> PR) < Z (S(fxa PB))eri :U(V;) < Zg (95)16\4 H(‘/i)v

i=1 =1
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de modo que

s(f, Pp) < me (9)u(Vi) = s(g, Pa)

resultando assim,

s(f, Pr) < s(g, Pa).

Analogamente, mostramos que

S(fva) ZS(Q,PA),

Isto é,

s(f; Pr) < s(g, Pa) < 5(g, Pa) < 5(f, Pr)-

Como f é integravel sobre R, entao devemos ter g integravel e:

/ / 9= jinf {S(f.P)}= sup {s(f,P)}.

Jout == L= L) = L (2)

Portanto,

O

Se f: QQ C R" — R e A nao for um retangulo, mas apenas um conjunto limitado, também
podemos usar Fubini. Para isso tomamos um retangulo R que contenha (2. Podemos entao
escrever R=AXx B, ACR"™, B CR™ m <n, com A e B retangulos. Dali, definimos f
sobre R, por zero fora de 2. Devemos tomar cuidado, que nesse caso podem ser desenvolvidas
descontinuidades para f sobre 9€2. Se 9f) for, por exemplo, delimitada por um nimero finito

de graficos de fungoes continuas, nao havera esse problema.
Corolario 6.1 O teorema de Fubini € valido se f : A x B — R € continua e limitada.

Demonstracao:
Segue do teorema de Lebesgue, que funcao continua e limitada é integravel, sobre retangulos

finitos.
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Corolario 6.2 Sejam ¢ e 1) fung¢oes com dominio em [a,b] e imagem em R, continuas com

p <.
seja A = {(z,y) € R?/a <z < b, () <y < Y(x)}. Suponhamos que f é integrdvel
sobre A, f : A — R limitada. Suponhamos também que para cada x € [a,b] a fungao

fo  [e(x),¥(x)] — R, que leva y de seu dominio em f(x,y) nos reais, € integrdvel. Entao

/Af=/ab (/O?:j)f(m,y) dy) dr.

Notemos que se f é integrével, entdo T(f) tem medida nula. Mas 0A tem medida nula de

Demonstragao:
modo que graf(yp) e graf(y) tém medida nula, pois sdo fungoes uniformemente continuas.
Portanto med(T(f)) = 0 e [ integravel sobre R retangulo contendo A. Como f, é inte-

gravel sobre [p(z),1(z)] implica que f, é integravel sobre [c, d] contendo [p(z), ¥ (x)] e assim

podemos usar o teorema de Fubini.

[o=f7=[([%)
-/ b ( / f()) fx(y)dy) ia= [ b < / f()) f(x,wdy) .

O
Exemplo 6.1 Calcular o volume do tetraedro de vértices: (a,0,0),(0,b,0),(0,0,c).
Resolugao:
x Yy oz . L
Temos o plano — + 7 + — = 1 como limitante para o tetraedro, e que sua projecao no
a c
, - 0<z<a
plano XY ¢ dada pela regiao R =
0<y<b(1—-2).
Para z = f(z,y) = ¢ (1 _r_ %), teremos que o volume do tetraedro é dado por:
a
a b(1-2) oy
V:/f(;v,y)da:dy:/ / c(l————)dy dzx.
R 0 0 a b
Calculando essa integral iterada se obtém que
abc
V=—.
6
¢
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Capitulo 7
Mudanca de variavel em integrais

Uma mudanca de variaveis adequada, as vezes, ajuda a simplificar o calculo de uma integral
no R". Mas para isso é necessario transformar a regiao de integracao em uma regiao mais
simples geometricamente.

Alguns exemplos de mudancas de varidveis como: coordenadas polares, cilindricas e
esféricas serao apresentados neste capitulo. Aqui Jg indica o determinante jacobiano da

funcao g.

7.1 Mudancga de variaveis

Teorema 7.1 (Mudanga de variavel) Seja A C R™ conjunto limitado com volume, seja
g:ACR" — R" injetiva de classe C*. Suponhamos que (Jg)(x) # 0, para todo x € A.
Supor que J(g(z)) e J(g(x))™" fungoes limitadas para x € A.

Suponhamos também que g(A) tem volume. Seja f : B = g(A) — R limitada e inte-

gravel.
Entao (f o g)|J(g)| € integravel sobre A e /(f 0g)J(g) = / f, isto €,
A 9(4)
flzr,xe,. .., x)dxy ... dzy

sendo g; as componentes da funcgao g.
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Usaremos o seguinte lema para provarmos este teorema:

Lema 7.1 Seja L : R®* — R"™ transformacdo linear e A C R™ conjunto limitado com

volume.

Entao L(A) tem volume e p(L(A)) = |det(L)|u(A).

Demonstracao: Etapa 1:
Caso especial onde A é um retangulo e L é a transformacao linear dada por uma matriz

fundamental: L;, (i =1,2) onde

10 .- 0 (10 0

o 1 0 --- 0 010 0

01 O 0

Ly = c ,cE€ERe Ly = 1 1 0 0
0

0o --- 0 10 0 e 01000

Para analisar a atuacio de uma matriz do tipo Lo sobre um retangulo R, basta ver atuacio
de Ly sobre a face do retangulo que esta no plano X;Xj, onde (i,j), ¢ > j é a unica entrada
da matriz Lo que é 1 fora da diagonal.

Entao um retangulo R = [a1,b1] X [ay X bs] é transformado por Ly no paralelogramo de
vértices: (aj + ag, as), (ag + by, az), (a1 + ba, by) e (by + ba, bs), se by — a; < by — as.

Se by — a; > by — ay, entdo R é transformado num paralelogramo de vértices: (a; +
as,as), (ay + ba, ba), (by + ag, az) e (by + by, by).

Em ambos os casos vé-se que u(La(R)) = pu(R).

Portanto, como det(Ly) = 1, temos

#(La(R)) = |det(Ly)|u(R),
para qualquer retangulo R de R™.
Notemos que se S = [ay, b1] X [ag, ba] X ... X [a,, b,], entao
Li(S) = [a1,b1] X ... X [ca;, cby] X [ai1,bi41] - . X [an, by], sendo que ¢ é o elemento a; da
matriz L.

Dal, L;(S) tem volume e

p(Li(S)) = (by —a1) -+ |e](bi — @) (big1 — @iz1) - -+ (b — an)

= |elp(S) = [det(Ly)[u(S).
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A seguir apresentaremos um exemplo da atuac¢ao de Ly sobre um retangulo S = [ay, b;] X
[ag,bgy

Supor que

Entao,

Etapa 2:
Seja A um conjunto qualquer de R™ limitado, e que tenha volume.

Afirmagao: L;(A) tem volume e p(L;(A)) = |det(L;)|(A), sendo L; matriz fundamental
do tipo L; ou Ls.

Prova da afirmagao: Suponhamos que det(L;) # 0. Seja B retangulo contendo A.

Como 14 é integravel (A tem volume), existe para € > 0 dado, particao P = P. de B tal que

S(1a, P) = p(A) < m
u(A) = s(1a, P) < m

Sejam V. = U ReW,. = U R, consequentemente V. C W..

ReP ReP
RCA RNA#Q

Calculamos assim

p(Li(V2)) = prer (Li(R))

RCA

—Z|det = | det(L \Z,u

ReP ReP
RCA RCA
= | det(Li)| > ( (inf 14)(R) = | det(Ly)|s(1a, P)
ReP
RCA

u(Li(We)) = o ner (Li(R))

RNA#D
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= ) |det(L = [det(Ly)| > u

ReP ReP
RNA#D RNA#Q
= |det(L;)| > SuplA — | det(L;)|S(14, P)
ReP
RNA#Q

Dai,

p(Li(We)) = u(Li(Ve)) =

= | det(L;)|S(1a, P) — | det(L;)|s(1a, P)

= |det(L;)[(S(14, P) — s(1a4, P))

= | det(L)[ [(S(1a, P) = u(A)) + (u(A) — s(14, P))]

< |det(L:)] {2|det(L7;)| + 2\det(Li>|] =e

Seja F ={L;(R)/Re P, RNA#0eR¢ A}, isto é, F = {L;(W.) — L;(V-)}. Notemos

que

Li(0A) C U Li(R),

Li(R)eF
o que implica que F é finito.

No entanto,

de modo que:

e [;(0A) estd contida em uma uniao de retangulos com volume total menor que €, para todo

e > 0;
L;(0A) tem medida zero;

L;(0A) = 0(L;(A)) tem medida nula;

Portanto, pelas proposi¢oes do teorema de Lebesgue segue que L;(A) tem volume.
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Também temos que u(L;(W.)) = |det(L;)|(S(14,P), paratodo P particio de B

retangulo que contenha A, dai pelo fato que 14 é integravel
p(Li(A)) = [ det(L;)|p(A).
Etapa 3: Caso geral
e A limitado do R™ com volume
e L transformagao linear

Usamos o fato que existem L1, Lo, ..., Ly matrizes fundamentais tais que
L=1I11Ly...LyA
Onde cada L;, (i =1,2,...,N) é do tipo Ly ou Ly. Dai por inducao, L(A) tem volume e

p(L(A)) = | det(Ly)[| det(Ly)| ... | det(Ly)|pu(A).

Portanto,

p(L(A)) = | det(L)[u(A).

Logo, o lema esta demonstrado.

Demonstracgao intuitiva do Teorema 7.1:
Se L for aplicacao linear afim, isto é, Lx = Lx + b, b € R”, L linear, entao também
u(L(A)) = [ det(L)

mos || P|| < § para algum ¢ pequeno. Entao a funcio g : A — R", injetiva de classe C' ¢

w1(A). Seja P particao de R retangulo contendo A. Seja S € P, suponha-

tal que g|g é uma aproximacao linear afim g, para SN A # 0.

De fato, Se o € SN A, podemos tomar g = g(zo) + Dg(xg), isto é, g(h) = g(xo) +
Dg(zo)h, h € R™, entao g(S) = g(S), Se P, SNA#.

Dai,

1(g(S)) = u(g(S)) = | det(g)[u(S)

= J(g(x0))p(S), o € SN A,

pois S é um retangulo e g é linear.

Portanto,
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> fuow(e(9) = D o)l (glwo))|u(S)

SepP SepP
SNA#D SNA#D
yo€9(S) zo=9"1(yo)

= 3" Flolao))J(g(x0))|(S)

SeP
SNA#D
zn€S

Isto é,
S FwouS) = > flglae)) T (g(x0))lulg(S)).
sPA%0 sPA%0
Yo €9(S) zg=9"1(yg)€S

A aproximacao acima melhora se 0 diminuir. Mas se ||P|| converge para 0, ocorre que

> Hlg(S) converge para. [ N

Sep
Yo €9(S)

e também

S Flg(w0) | (9(20)) 1(S) converge para / (fo9)7(9)

sep A
zn€ES

se || P|| converge para 0.

Portanto,

/9<A>f - [ronlil

O

Exemplo 7.1 Seja R a regidgo do plano R? que estd no 1° quadrante e € limitada pelas
zy=1 xzy=3
cuTvas: . Calcular I = xy dx dy.
ry? =4, 1yt =1 R
Resolugao:
Para calcular I, usaremos o teorema 7.1, onde faremos a seguinte mudanca de variaveis
(z,9) — (u,v), onde escolhemos u = xy e v = xYy>.

Pelo teorema 7.1: /R_ (A)f(x,y) = /A(fog)|J(g)|.

Precisamos inverter a mudanca



U,2

obtendo assim, y = > e x = —.

v
Calculemos agora J(g):
oxr Oz 2u u?
9y Oy _v 1 voov v
ou  Ov u? u

Claro que g ¢ injetiva e C'!' em uma regido limitada no interior do 1° quadrante do plano
UV. Também ai J(g) # 0, J(g) e J(g)~' sdo limitados em qualquer conjunto limitado do
interior desse quadrante.

Assim podemos aplicar o teorema 7.1 para ¢7' : R — R’ = [1, 3], x [1,4],.

Dai,

/R:g(R/) vy dr dy = /,(f °9)J(g)

3[4y,
/ U du dv = / / — dv du
[1,3]x[1,4] 1 1 U

3 3
= / ulogv|] du = / u(log4 —log 1) du
1 1

213

U 9 1
= — logd=(=-—=]1logd =4log4.
(21) 0g (2 2) 0g 0g

Vejamos a seguir algumas classicas mudancas de variaveis:

1
v

7.1.1 Coordenadas Polares

Nesta secao descreveremos o sistema de coordenadas introduzido por Newton, chamado sis-
tema de coordenadas polares, que é conveniente para muitos propoésitos.
A funcao que faz a transformacao de coordenadas polares para coordenadas retangulares
¢ dada por:
g(r,0) = (rcosf, rsend).

O Jacobiano é dado da seguinte forma
cosf —rsenf

Jg(r,0) = = rcos® 0 + rsen’f = r.
senf rcosft

Se g ¢ definida no conjunto {(r,8)/r >0, 0 < § < 27}, entdo Jg(r,#) nunca é zero e g é

injetiva neste conjunto.
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Exemplo 7.2 Calcule [ [, sen(z® + y?) dx dy, onde B € o semicirculo 2> +y* < 1, y > 0.

Resolugao:

Facamos a mudanca de variavel

x = pcosb
; dx dy = p dp df.
y = psenf
Para que um ponto S permaneca no semicirculo B é suficiente que 0 pertenca ao intervalo
[0, 7] e p ao intervalo [0, 1]. Quando o ponto (p,d) descrever o retangulo R={(p,0) € R?/0 <

p <1, 0<6<m}, oponto S descrevera o semicirculo B.

Temos entao:

// sen(z? + y*) dx dy :// senp®.p dp d@z// psenp® dp db.
B R R

Como

™ 1 1
// psenp?® dp df = / {/ psenp’ dp} dd =m {—— cOS ,02]
R o LJo 2 0

resulta

// sen(z? 4+ y*) do dy = g(l —cos1).
B

7.1.2 Coordenadas Cilindricas

No sistema de coordenadas cilindricas, um ponto P no espaco tridimensional é representado
pela tripla ordenada (r,0,z) , onde r e # sao coordenadas polares da projegdo de P sobre o
plano XY e z é a distancia direta do plano XY ao ponto P.

A funcao que faz a transformacao de coordenadas cilindricas para coordenadas retangu-
lares é dada por:

h(r,0,z) = (rcosf,rsenf, z).

O Jacobiano é dado da seguinte forma

cos) —rsenf 0
Jh(r,0,z) = | senf rcosf 0 |=r.
0 0 1
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Se h ¢ definida no conjunto {(r,0,z)/r >0, 0 < 8 < 2w, z € R}, entao Jh(r,0, z) nunca

é zero e h ¢ injetiva neste conjunto.
Exemplo 7.3 Calcule fR ze‘x2_y2, onde R € o cilindro 2> +y> <1,0< 2 < 1.

Resolugao:

Neste caso temos que

0<2<1
0<0<2r ; dr dy dz = r dr df dz.
0<r<i1i

1 p2r gl -
/ / / ze "rdr df dz = 5(1 —e™h).
o Jo Jo

E portanto

7.1.3 Coordenadas Esféricas

No sistema de coordenadas esféricas, um ponto Q no espaco tridimensional é representado
pela tripla ordenada (r, ¢, 0) , a funcao que faz a transformagao de coordenadas esféricas para

coordenadas retangulares é dada por:
o(r, @, 0) = (rseny cos 0, rsenpsend, r cos ¢).

O Jacobiano é dado da seguinte forma

senpcosf rcospcosf —rsenpsend
Jo(r,0,2) = | senpsend rcospsend rsenpcosf | = r’sene.
coS —rseny 0
Se ¢ é definida no conjunto {(r,,0)/r >0, 0 <0 < 27, 0 < ¢ < 7}, entao Jo(r, 0, z)

nunca ¢ zero e ¢ é injetiva neste conjunto.

Exemplo 7.4 Integrar a fungdio f(x,y,z) = x*> + y* + 2 sobre o conjunto B = {(x,y,z) €
R?/2? 4+ y* 4+ 22 < 1}.

Resolucgao:
O conjunto B é a imagem de A = {(r,¢,0)/0 <r <1, 0 <6 < 2m,
0 < ¢ <}, sob g (exeto para os pontos de B sobre o plano XZ onde = > 0).
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Portanto,

/ (2* + oy + 2N dr dy dz = / r?.r? sen ¢ dr dy db),
B A

Desde que sen ¢ > 0 na regiao relevante, Nossa integral sera

2m ™ 1 2w ™ 1 2 4
/ //r4sen<pdrdg0d6:/ / Sen%pdgpd@z—/ 2d0 = .
o Jo Jo o Jo 5] 5 Jo 5]
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