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Introducao

Calcular fungoes de matrizes é um dos problemas centrais de Algebra Linear Numérica.
Por exemplo, a solugao, em um tempo ¢, de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias

de primeira ordem, com coeficientes constantes,

dz
— = Az, z(o)=v
dt
é dada por
z(t) = e,
¢ ial d iz tA. E io & iri
em que e ¢ a exponencial da matriz tA. E claro que, nesse caso, nao é necessario o

calculo explicito da exponencial da matriz, do mesmo modo que quando resolvemos o
sistema Ax = b nao precisamos calcular explicitamente a inversa de A.

A fim de definir exponencial de matriz, introduzimos a Forma Canonica de Jordan
no primeiro capitulo. O segundo capitulo tem como objetivo definir fungoes de matrizes
de forma consistente. Sao apresentadas a maioria das definicoes que foram usadas e
sugeridas, nos ultimos cento e vinte anos, por matematicos como Sylvester, Weyr, Cartan
e outros.

A exponencial de matrizes é explorada no capitulo 3. Mostramos entao algumas
técnicas usadas para o calculo aproximado da exponencial: funcoes racionais de Padé,
polimomios de Taylor, métodos baseados em espagos de Krylov (como o método de Ar-
noldi). Fazemos ainda nesse capitulo uma anélise da sensibilidade do problema de calcular
a exponencial de uma matriz.

Finalmente, no tultimo capitulo é feito uma simples aplicagao do uso da exponencial
de uma matriz no campo da Fisica Classica, a saber o problema do oscilador harmonico

amortecido forcado.



Capitulo 1

Decomposicao de Matrizes

1.1 Conceitos e resultados de Algebra Linear

E conveniente revermos algumas convencoes e definicoes de Algebra Linear. A nao ser que
esteja declarado, toda matriz tem dimensao n xn. Se A = (a;;) entdo a matriz transposta

AT ¢ definida por AT = (a;;) e a matriz transposta conjugada A* por A* = (aj;).
Definicao 1.1.1 Dadas as matrizes A, Q, T e D, temos o sequinte:
(i) A € simétrica se, e somente se, AT = A;
(ii)) A é Hermitiana se, e somente se, A* = A;
(i1i) A é normal se, e somente se, A*A = AA*;
(iv) Q € ortogonal se, e somente se, QTQ = 1I;
(v) Q € unitdria se, e somente se, Q*Q = I;
(vi) T € triangular superior se, e somente se, t;; =0, i > j;
(vii) T' € triangular inferior se, e somente se, t;; =0, i < j;
(viii) D € diagonal se, e somente se, d;; =0, i # j.

Para ver propriedades dessas matrizes, consulte [15] e [18].



Definicao 1.1.2 A norma de um vetor em R"™ € uma funcao f : R" — R que possue as

sequintes propriedades:
(i) f(x)>0, V2 €R" ¢ f(z)=0 & 2 =0
(i) flx+y) < fle)+ fly) Va,y e R"

(iii) flaz) = |a|f(z) Va €R, Vo € R”

Uma classe de normas muito utilizada é a norma-p, definida por

1
n P
Jell, = (z rmp) e

i=1

Na maior parte do trabalho usaremos a norma-2 ou norma euclidiana:

n 2
1
]l = [lll2 = (Z \Ii|2> = (a"2)z.
i=1
Quando for conveniente, podera ser utilizada a norma-oco, definida por:
|0 = max fa].
Um vetor unitdrio com respeito a norma || - || é um vetor x que satisfaz ||z|| = 1.

Definicao 1.1.3 A defini¢ao de norma de uma matriz € equivalente a defini¢dao da norma
de um vetor. Em particular, a funcao f : R™™ — R € uma norma se goza das sequintes

propriedades:
(i) f(A)>0, VAER™™ ¢ f(A)=0 < A=0
(i) f(A+ B) < f(A) + f(B) YA, B e R™"
(iii) f(aA)=la|f(A) VaeR, YAeR™"
As normas utilizadas com mais freqiiéncia sao as normas-p,

A
41, = sup 122
w0 |zl
e a norma de Frobenius

4l = (sz|)

i=1 j=1
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Essas normas gozam da seguinte propriedade:
IAB| < [|A[l - [|B]-

Além disso, elas sdo compativeis com as normas de vetor || - ||, e || - ||2, definidas
anteriormente.

Para conhecer outras propriedades sobre normas de vetores ou matrizes, ver [5].

Definicao 1.1.4 Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V. Diz-se que um
escalar X é um autovalor ou um valor caracteristico de T' se existe um vetor nao-nulo x
em V tal que Tx = \x. FEste vetor x € denominado um autovetor ou vetor caracteristico

de T associado ao autovalor ).

Definicao 1.1.5 Se A € uma matriz n X n, um autovalor de A € um escalar X tal que a
matriz A — X seja singular, ou seja, det(A — XI) = 0. Nesse caso, A € raiz do polinémio

f(A) =det(A—XI). Tal f é denominado polinémio caracteristico de A.

Definicao 1.1.6 Seja T' um operador linear sobre um espacgo vetorial de dimensdo finita
V e seja o = {oq, -+ ,a,} uma base ordenada de V. Cada vetor Tay pode se expresso

como uma combinacao linear
n
T(l/j: E Aijaj, j:]_,n
i=1

de forma unica. Assim, a matriz de T em relacdo a base o € a matriz quadrada A, de

ordem n, cujos elementos sao definidos pela equagao acima.

Definicao 1.1.7 Dizemos que duas matrizes, A e B, sao semelhantes se existe uma ma-

triz P, nao singular, tal que B = PAP™!.
Lema 1.1.1 Matrizes semelhantes tém o mesmo polinomio caracteristico.

Demonstragao:
det(AM] — B) = det(\[ — PAP™') = det(APP~! — PAP™') = det(P(A\[ — A)P7!) =
= det(P).det(A] — A).det(P~1) = det(A\ — A).
|

Teorema 1.1.1 (Cayley-Hamilton) Seja T um operador linear sobre um espago veto-

rial de dimensdo finita V' e seja f o polinémio caracteristico de T'. Entao f(T) = 0.



Demonstragao:

Seja o = {ay, g, ..., a, } uma base de V. Mostrar que f(7') = 0 é o mesmo que mostrar
que f(T)a; =0,i=1,...,n

Seja A =Ta. Seja, Vj, Ta; = Zn: Ajja;.

Considere agora os operadores (SUT — Al i,5=1,...,n.

Entao,
n

Z(dl]T — AZ]I)OQ = TO{j - i AijOéZ‘ =0
=1

i=1
Seja B = 21 — A. Consideremos (Vi, j) os polinoémios p;; = d;j2 — A;; = B;;.
Seja B = adjB. Entdo, BB = BB = (detB)I = f(z)I.

Observe que (Vi,j) Bj; é um polindmio py;(x).

Como ipz‘j(T)ai = 0, temos

ijk pzy = p]k me

Logo,
i(ZPﬂv )pi;(T ) Z(pr ) )
Mas, Z
pr )P ZBW k= O f (2)
Portanto,

(szg )Djn( ) QG = Z i f(T)) o = f(T)ay

=1

Definicao 1.1.8 Seja T' um operador linear sobre um espaco vetorial de dimensao finita

V. Dizemos que T € diagonalizdvel se existe uma base de V' formada por autovetores de

T.

Na forma matricial temos o seguinte resultado:



Teorema 1.1.2 Se R™ possui uma base formada por autovetores de A entao, se esses
vetores sdo as colunas da matriz S, seque que S™'AS € uma matriz diagonal A, com os

autovalores de A sobre sua diagonal:

At

A
S1AS = A = 2

Demonstragao:

Seja x; os autovetores de A sobre as colunas de S. Vamos calcular o produto AS:

. | | | | | | |
AS=A| 2y 29 - x, | = | Ay Azy -+ Az, | = | Mx1 Aaza - Az

Agora, fagamos o produto SA:

A1

. | N | | |

SA = T1 o -+ Tp ) = )\1.T1 /\QZL’Q s /\nxn

o | X, | | |

Ou seja, AS = SA. Como x1, w9, -+ , T, sdo vetores linearmente independentes, temos

que S é nao singular, isto é, existe S~1.

Portanto,
STTAS=A ou A=SAS.
|
Observacgoes:
1. Se a matriz A nao tem autovalores repetidos (os nimeros A1, Ag, - -+ , A, sdo distintos)

entao os n autovetores sao automaticamente independentes. Assim, qualquer matriz

com autovalores distintos pode ser diagonalizada.

2. A matriz S nao é inica. Em primeiro lugar, um autovetor x pode ser multiplicado por



uma constante e serd um novo autovetor. Assim, podemos multiplicar cada coluna de

S por uma constante nao nula e produziremos uma nova S.

A equacao AS = SA sé tem sentido se as colunas de S sao os autovetores de A e nao
de outro modo. Outras matrizes S nao produzirao uma matriz diagonal A. A razao
disso estd na regra de multiplicacdo de matrizes. Assim, a posicao dos autovetores em
S deve obedecer a posicao dos autovalores em A, isto é, se \; ocupa a i-ésima coluna

de A entao o seu autovetor correspondente v; também ocupara a i-ésima coluna de S.

Nem toda matriz possui n autovetores linearmente independentes, e conseqiientemente,
nem toda matriz é diagonalizavel. FEssas matrizes sao ditas defectivas. O exemplo

classico de uma matriz defectiva é
A=
Seus autovalores sao Ay = Ay = 0, pois é triangular com zeros na diagonal:
Al )
det(A — AI) = det =\

Se x é um autovetor, entao satisfaz

Dessa forma, A = 0 é um autovalor duplo (sua multiplicidade algébrica é 2) e o auto-
espago associado tem dimensdo 1, (a multiplicidade geométrica é 1) e nao podemos

construir S.

Podemos nos perguntar o que acontece se a matriz nao possui um ntimero completo de

autovetores, ou seja, se uma matriz de dimensao n nao possui n autovetores linearmente

independentes. Veremos que esse problema pode ser resolvido usando uma decomposicao

semelhante, em que a matriz A é quase diagonal. Tal matriz recebe o nome de matriz

de Jordan. Para a construcao da matriz de Jordan, precisamos de alguns resultados

importantes, como o Teorema da Decomposicao Priméria e o Teorema da Decomposicao

Racional.



Definicao 1.1.9 Seja V' um espago vetorial. Sejam Wy e Wy subespagos de V. Podemos
definir W = Wi + Ws, em que W € o subespaco de todos o = a1 + an com a7 € Wi e
ag € Wy, Quando Wiy N Wy = {0}, a soma a = ag + ay € tnica e, nesse caso, diz-se que

W € a soma direta de Wy e Wy e denota-se W = Wi @ Ws.

Definigao 1.1.10 Seja F' um corpo. Um ideal de F[x]' é um subespaco M de F|x] tal

que fg esta em M sempre que f estiver em Flx] e g em M.

Definigao 1.1.11 O polinémio minimal de uma matriz € o unico gerador do ideal de
todos os polindmios g sobre o corpo F tais que g(A) = 0. Quando estivermos tratando
de um operador T sobre um espaco vetorial V', entao o polindmio manimal de T ¢ o

inico gerador do ideal de todos os polindmios g sobre o corpo F tais que g(T') = 0.

Definicao 1.1.12 Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensao
finita. O nicleo e a imagem de T, denotados por N(T) e R(T), respectivamente, sao

subespacos de V' definidos por

N(T)={veV;Tv=0}

R(T) =4{w € V;Tv =w para algum v € V'}.

Definicao 1.1.13 Seja T' um operador linear sobre um espaco vetorial V. Se W € um
subespaco de V', dizemos que W € invariante sob T se para cada vetor a« em W o vetor

To esta em W.

Teorema 1.1.3 (Teorema da Decomposicao Primaria) Seja T um operador linear

sobre um espaco vetorial de dimensao finita V. Seja p o polinomio minimal de T,
p=p Py

em que os p; sao polinémios distintos, irredutiveis e unitdrios® e os r; sao inteiros positi-

vos. Se W; € o nicleo de p;(T)", i =1,2,...,k, entao

L F[z] denota o anel de polinémios sobre o corpo F.
2Diz-se que um polindémio p(z) = apx™ +an_12" 1 +---+ayx+ag é um polindémio unitario se a,, = 1.



(a) V=WiaW, @& - &W
(b) Cada W; € invariante sob T';

(¢) Se T; é o operador induzido sobre W; por T, entdo o polinémio minimal de T; € p;'.

Para ter uma idéia da demonstracao deste Teorema ver [10]. Este Teorema também é
tratado em [16], onde a decomposigao ¢ feita em somas diretas dos auto-espagos genera-

lizados de T'. Na mesma referéncia também pode ser encontrada sua demonstracgao.

Exercicio

Seja T um operador linear sobre R3 que é representado em relacao & base ordenada

canonica pela matriz

6 —3 -2
=] 4 -1 -2
10 -5 -3

Escreva o polinomio minimal p de T sob a forma p = pips, sendo p; e py unitarios e
irredutiveis sobre o corpo dos ntimeros reais. Seja W; o ntcleo de p;(T"). Determine as
bases (31 e (35 dos espacos Wi e Ws, respectivamente. Se T; é o operador induzido sobre

W; por T', determine a matriz de T; em relagao a base [;.

Solucao:

O polindmio caracteristico de T' é dado por p(x) = (z — 2)(z* + 1), que é também po-

linémio minimal.

61 - {(17072)} € ﬂQ - {(17 170>; (0707 1)}

Note que [, nao é formada por autovetores de T'. Assim temos

Ti]=10 e portanto [T]s, = [ 2 }



3 -2
Th)=13 —2 e portanto [Iy]g, =
5 —3
Teorema 1.1.4 Seja T um operador linear sobre um espago vetorial de dimensao finita
V' e suponhamos que o polinémio minimal de T, p = pi* ---p,* em que i, p; é da forma
(x — ¢;). Entao existe um operador diagonalizdvel D sobre V' e um operador nilpotente®

N sobre V' tais que:
(i) T=D + N;
(ii) DN = ND.
Os operadores D e N sdo determinados de forma unica por (i) e (ii) e cada um deles €
um polinémio em T .*
Demonstragao:

Sejam Fy, Fs, -+, E) as projecoes associadas a decomposicao primaria de T'. Seja D =
MEL + -+ M\Eg. D é um operador diagonalizavel (ver teoria em [10]). Consideremos

agora N =T — D. Como

T'=Tk+TEy+---+TE},

k
NZT)\T

1=

—

Assim,

E em geral,

N"=> (T -\T)E
=1

Se tivermos r > r;, Vi, entdao N" = 0, pois o operador (T"— \;I)" serd 0 sobre a imagem

de FE; como nos diz o Teorema da Decomposi¢ao Primaria. Ou seja, N é nilpotente.

3Um operador linear N é nilpotente se existe um inteiro positivo r tal que N” = 0.
4Este Teorema também estd enunciado e demonstrado em [16].
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Portanto, podemos escrever T'= D + N, em que D é diagonalizavel e N é nilpotente.
Note que D e N comutam com 7', logo comutam entre si, isto ¢, DN = ND. Além disso,
é facil notar que D e N sao polinomios em 7.

Entao precisamos provar a unicidade de D e N.

Suponhamos que T'= D’ + N’ sendo D’ diagonalizavel, N’ nilpotente e D'N’ = N'D’.
Como D' e N’ comutam entre si entdao comutam com 7. Logo, comutam com qualquer
polinomio em 7T, ou seja, comutam com D e N. E todos esses quatro operadores comutam

entre si. Agora note que
D+N=D'+N ouD-D =N —-N

Como D e D’ sao diagonalizaveis e comutam, entao eles sdo simultaneamente diagona-
lizaveis, isto é, existe uma base de V' na qual cada vetor é um autovetor de D e também
de D' (esta afirmacao pode ser facilmente verificada) e portanto D — D’ é diagonalizavel.

Por outro lado, como N e N’ sdo nilpotentes e comutam temos:

(N/ . N)r _ Z 7" (N/)rfi(_Ny'

i=1 1

e entao quando r for suficientemente grande todos os termos dessa expressao serao nulos
e, portanto, N’ — N é nilpotente.

Assim, D— D’ é um operador diagonalizdvel e nilpotente. Por ser nilpotente seu polinémio
minimal é da forma z". Mas, como o operador é diagonalizavel, seu polinomio minimal
nao pode ter raizes multiplas Logo, » = 1 e, assim, o polindbmio minimal é simplesmente

x. Isso nos diz que D — D" = 0. Portanto, D = D’ e, conseqiientemente, N = N'. |

Exercicio:

Seja T o operador linear sobre R? que é representado pela matriz

3 1 -1
A=12 2 -1
2 2 0

11



em relagao a base ordenada candnica. Mostre que existe um operador diagonalizavel D
sobre R3 e um operador nilpotente N sobre R? tais que 7' = D + N e DN = ND.

Determine as matrizes de D e N em relagao a base ordenada canonica.

Solucao:

Note que o polinémio minimal de 7" ¢ dado por p(z) = (z — 1)(z — 2)?.
Assim, pelo Teorema anterior podemos escrever T' como a soma de dois operadores que
comutam entre si, em que um deles é diagonalizavel e o outro é nilpotente. Temos entao
que:

D=FE +2E, ¢ N=(A-1)E,+(A—-2])E;

Para encontrarmos as projegoes E; e FEy devemos proceder como o seguinte:
p

Ti "
%

Sejam py(z) =x — 1, po(x) =2 — 2, r; = 1 e 7y = 2 e definimos f; =
Logo, fi(z) = (v — 2)2 e fo(x) =2 —1.

Sabemos ainda que existem polinomios g; e go tais que

fi(x)gi(x) + fa(z)ge(r) = 1

Logo, gi(z) =z e go(x) = —2® + 32 — 1.

Assim temos:

Ei = fi(A)g1(A) = A3 —4A2 +4A e Ey= foy(A)ge(A) = —A3 +4A% —4A + I.
Portanto,

D= FE)+2Ey = —A344A?—4A+2] ¢ N = (A-I)E\+(A-21)Ey = A3—4A>+5A-2].

Ou seja,
1 10 2 0 —1
D = 0 20 e N=12 0 -1
-2 2 2 4 0 -2

Definicao 1.1.14 Se a é um vetor qualquer de V', o subespago T-ciclico gerado por o é
o subespaco Z(a; T') dos vetores da forma g(T)a, g polinomio. Se Z(a, T) =V, entdo «

é denominado um wvetor ciclico de T.

12



Defini¢ao 1.1.15 Se a é um vetor arbitrdrio em V', o T-anulador de o é o ideal M (o, T)
formado pelos polinomios g tais que g(T)a = 0. O dnico polinémio unitdrio p, que gera

este ideal também serd denominado o polinomio T-anulador de .

Definicao 1.1.16 Seja T um operador linear sobre um espago vetorial de dimensao finita

V e seja W uma subespaco de V. Nesse caso, W € um subespago T-admissivel se
(i) W € invariante sob T';

(i1) se f(T)B esta em W com B € V, existe um vetor « (diferente de 3) em W tal que
f(T)a = f(T)P.

Lema 1.1.2 Seja W um subespaco T-admissivel de V' e seja v um vetor de V' tal que
(1) Z(v,T) e W sao disjuntos;

(ii) entre todos os subespacos T-ciclicos disjuntos de V', Z(7v,T) € o que possui dimensao

mazrima.
Entao o subespaco W & Z(v,T) € T-admissivel.

Lema 1.1.3 Seja W um subespaco T-admissivel e proprio de V. Entao, existe v # 0 em
V tal que Z(vy,T) e W sao disjuntos. Se além disso, escolhermos v de modo que satisfaca

o item (ii) do Lema 1.1.2, podemos afirmar que:
(a) o subespaco W @& Z(v,T) € T-admissivel;

(b) se B é um vetor arbitrario tal que W & Z(v,T) e Z(3,T) sao disjuntos, entio o
T-anulador de 8 divide o T-anulador de 7.

As demonstragoes dos Lemas 1.1.2 e 1.1.3 podem ser encontradas em [10].

Teorema 1.1.5 (Teorema da Decomposicao Racional) Seja T um operador linear
sobre o espago vetorial V' de dimensao finita (dimV > 1). Entdo existem r vetores nao

nulos aq, s, ..., em V tais que

(a) V = Z(a;T) ® Z(ag; T) & - @ Z(ay; T), em que Z(ay;T) representa o subespago

T-ciclico gerado por «;;

13



(b) se p1,--+ ,pr sGo 0s polinomios T-anuladores de ay,--- , ., respectivamente, entdo

para 1 < k <r—1, ppr1 divide py.

Além disso, o inteiro v e 0s anuladores py,pa, ..., p, Sao determinados de maneira unica,

pelas condigdes (a) e (b), mais o fato de que nenhum «ay é nulo.

Demonstracgao:

Tomemos o subespago T-admissivel W = {0}. Seja a; um vetor nao nulo arbitrario de
V' que gere um subespago T-ciclico de dimensao maxima. Como W = {0} é T-admissivel
entdo Z(ay;T) é admissivel (como mostra o Lema 1.1.2). Assim, se V = Z(ay;T), a
demonstragao estd completa. Mas, se V # Z(«q;T), tomemos um s nao nulo de V' tal
que Z(ag; T') tenha dimensao méxima entre os subespagos T-ciclicos disjuntos de Z(ay; T)).
Logo, pelo lema 1.1.3; temos que py divide p;. Se V = Z(a1;T) & Z(az;T), a prova do
Teorema acaba aqui. Caso contrario, usamos o mesmo argumento para escolher as e
assim sucessivamente.

Falta-nos demonstrar apenas a unicidade de r e dos anuladores py, pa, ..., Py
Suponhamos que ag, s, ..., @, sejam vetores nao nulos que satisfazem as condigoes (a) e

(b). Suponhamos também que existem vetores nao nulos (3, s, . . ., s com T-anuladores

g1, 92, - - -, gs tais que
(2) V=2Z(B,T)® Z(fyT) - @ Z(B,;T);
(b) gg+1 divide gp se k=1,...,s — 1.

Queremos provar que r =sep; =g, i = 1,...,7.

Seja f um polinomio sobre F' e W um subespaco de V. Denotemos frWW o subespaco
dos vetores f(T)a com a € W. Assim, frV é a imagem de f(7). Além disso, frV =
2(f(T)on: T) & Z(f(T)an: T) & - & Z(f(T)a: ).

Note ainda que, se a e 3 pertencem a V' e tém o mesmo T-anulador, f(T)a e f(T)5
tém o mesmo polindémio anulador e, particularmente, Z(fa;T) e Z(f3;T) tém mesma
dimensao.

Provaremos primeiro que p; = g;.
n(V)=pm(Z(a;T)) @ pi(Z(ayT)) @ --- & pi(Z(ar; T))
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n(V) =p(Z(65T) @ p1(Z(52T)) & - -~ & pr(Z(6::T))

Bem, p;(o;) = 0 para j = 1,...,r pois p; divide p;. Assim, p;(V) = {0}. Portanto,
p1(B;) = 0 para j = 1,...,s. Em particular, p;5; = 0, logo ¢ divide p;. Invertendo o
raciocinio, vemos que p; divide g;. Portanto p; = ¢;.

Provaremos agora que ps = go.

Suponhamos que r > 2 entao devemos, obrigatoriamente ter s > 2, pois
dimV = dimZ(aq;T) + dimZ(ag; T) + - - - + dimZ (o, T)
dimV = dimZ(y; T) + dimZ(Ba; T) + - - - + dimZ(Bs; T')

> dimZ(B;T) =Y dimZ(ay; T) > 0.

j=2 Jj=22

Consideremos agora o subespaco poV .
p2(V) = Z(p2(ar); T) ® - -+ ® Z(p2(ev); T)

p2(V) = Z(p2(61);T) ® - -+ & Z(p2(5s); T)

Como pa(c;) = 0se j > 2 entao po(V) = Z(pa(an); T). Como os vetores aq e [ possuem

o mesmo T-anulador, pa(cvy) e pa(f1) possuem o mesmo T-anulador. Portanto,
dim(p2(V)) = dimZ(p2(a1); T) = dimZ(p2(51); T)

Dai segue que dimZ(po(51);T) = 0 para j > 2. Em particular, ps(f2) = 0 e assim, go
divide p,. Invertendo o argumento, provamos que po divide go e portanto ps = gs.

Usando inducao sobre j provamos que p; = g; e que r = s.

Corolario 1.1.1 Seja T um operador linear sobre um espago vetorial de dimensao finita
V. Entao T possui um vetor ciclico se, e somente se, o polinomio caracteristico de T €

idéntico ao seu polinomio minimal.
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Demonstragao

Seja a € V. Logo, conforme a demonstragao do Teorema da Decomposicao Racional
temos que a méxima dimensao que Z(«,T) poderd ter é o grau do polinémio minimal
de T. Mas, existe um vetor « tal que Z(«,T) possui essa dimensdo. Assim, 7' possui
um vetor ciclico se, e somente se, o polindmio caracteristico e minimal de 7" possuem o

mesmo gratu, ou seja, sao idénticos. [ |

O anélogo deste Teorema para matrizes é o seguinte. Se 7' é um operador linear sobre
um espaco vetorial de dimensao finita V', considere a decomposicao como no teorema
anterior. Seja 3 a “base ordenada ciclica”, f; = {a;, Ty, ..., TF ta;}, de Z(ay; T),
em que k; indica o grau do anulador p;. Se § é a base ordenada de V' obtida pela reuniao
dos (3; entao a matriz de T' em relagao a base ordenada 3 serd uma matriz bloco diagonal,
com matrizes companheiras na diagonal.

Assim, podemos afirmar que qualquer matriz A de ordem n sobre qualquer corpo K

¢é semelhante a uma tnica matriz bloco diagonal

C 0 0
‘ 0 Cp - 0

F =diag(Cy,,--- ,Cy,) = . o ' e KM
0 0 o

em que cada Cf, é a matriz companheira de algum polindmio monico f; € Klx] para
1 <i<mn,e filfis1 para 1 <i <n. A matriz companheira (também chamada de bloco

ciclico ou bloco de Frobenius °) C,; de um polindémio monico g = Z bir' € K[z] tem
0<i<r
a forma

SFerdinand Georg Frobenius nasceu em 26 de outubro de 1849 em Carlottenburg, um distrito de Ber-
lim. Iniciou seus estudos universitarios na Universidade de Berlim. Frobenius recebeu o titulo de Doutor
em 1870, orientado por Weierstrass. Trabalhou inicialmente como professor de uma escola secundaria e
foi considerado pela Universidade de Berlim um excelente professor de matemética. Entre 1875 e 1892,
trabalhou em Ziirich, onde casou e constituiu familia. Apds a morte de Kronecker, em dezembro de 1891,
Frobenius foi trabalhar na Universidade de Berlim, quando foi eleito & Academia Prussiana de Ciéncias.
Weirstrass e Fuchs listaram varios tépicos nos quais Frobenius teve sua maior contribui¢ao: no desenvol-
vimento das fungoes analiticas em séries; na solucao de equacoes algébricas, cujos coeficientes sao fungoes

de uma variavel; na teoria de equagoes diferenciais lineares; no problema de Pfaff; em formas lineares
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| 0 O 0 —ag ]
1 0 0 -
Co=10 1 . : : e K™
0 —a,_»
I O -~ 0 1 —a,_ |

Se g tem grau nulo (neste caso g = 1) entdo C, é a matriz nula com linhas e colunas
nulas. Uma matriz F' com a propriedade acima, chamada forma de Frobenius ou
racional de A, sempre existe e é unica. Os polinoémios fi, fo, -+, f, € K[z] s@o os
fatores primos invariantes de A, e o produto fi.fs.--- .f, é o polindomio caracteristico de
A, onde f, é o polinomio minimal de A. Duas matrizes sao semelhantes se, e somente se,

tém a mesma forma de Frobenius.

1.2 A Forma de Jordan

Seja® N um operador nilpotente sobre o espaco V' de dimensao finita. Consideremos a
decomposicao racional de N. Assim, podemos tomar vetores ag, ..., a, nao nulos em V

com N-anuladores pq, ..., p,, tais que
V=2Za;N)& & Z(a,; N)

e pir1 divide p;, parai=1,...,7 — 1. O polinémio caracteristico de N é z™. Assim, cada

T
pi é da forma p; = 2% em que ky > ky > --- > k,. Vamos tomar § = Uﬁi, em que 3; é
=1

base ciclica de Z(ay, N), 3; = {T%'a,--- ,Ta,a}. A matriz associada a x*

i & a matriz

com coeficientes constantes; nas formas bilineares; em operadores diferenciais lineares adjuntos; na teoria
das fungoes elipticas; na teoria das formas biquadradas; no Teorema de Sylow; e outros. No final de sua
carreira, Frobenius estudou matrizes positivas e nao-negativas e introduziu o conceito de irredutibilidade

de matrizes. Ele morreu em Berlim, no dia 3 de agosto de 1917, aos 67 anos.
6Na referéncia [16], a Forma Canonica de Jordan é construida de uma forma um pouco mais “limpa”,

isto é, nao tao algébrico quanto serd mostrado nesta secao.
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Assim, o Teorema da Decomposicao Racional nos da uma base ordenada de V' em relacao

a qual a matriz de IV é soma direta das matrizes A;.

Observacgao
Em alguns livros, como [10], por exemplo, a matriz associada a x* é
0 0 O 0
1 0 0
0 1 0 0
0
0 0 1 0

A representacao da matriz depende estritamente da ordem a qual tomamos a base

ciclica, nesse caso,

B ={a,Ta,--- T o, TF2a}.

Suponha agora que T seja um operador linear sobre V' e que o polinémio caracteristico
de T é dado por f(z) = (z — A\)¥ ... (x — \)%*, em que Ay, ..., )\, sdo distintos em F
e d; > 1. Entéo o polinémio minimo de T serd p(x) = (x — A)™ ... (x — A\g)", em que
1 <r <d;. Se W; éontcleo de (T'— \;I)", entao pelo Teorema da Decomposi¢ao
Priméaria temos que V.= Wy @& --- & Wy. Seja N; = T; — \;I. Entao N; é nilpotente
e seu polinomio minimal é z™. Tomemos uma base do subespaco W, correspondente a
decomposicao ciclica do operador N;. Entao a matriz de T; em relacao a esta base sera a

soma direta das matrizes
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o O X

0

o > =

0

0 A

cada uma com A = )\;. Uma matriz dessa forma é dita uma matriz elementar de

Jordan” com autovalor ). Reunindo todas as bases dos W; obtemos uma base de V.

A matriz J de T em relagao a essa base é dada por

em que cada J; é da forma

Ji
0

g
0

0

J

0
)

0

g

70O matematico francés Marie Ennemond Camille Jordan, natural de Lyon, nasceu em 5 de janeiro

de 1838. Estudou matemaética na Ecole Polytechnique e, em seu doutorado, fez a tese em duas partes:

a primeira Sur le nombre des valeurs des fonctions na area de dlgebra e a segunda, intitulada Sur des

périodes des fonctions inverses des intégrales des différentielles algebriques sobre integrais da forma [udz

em que u é uma funcdo satisfazendo uma equagdo algébrica f(u,z) = 0. Jordan trabalhou em vérias

areas como grupos finitos, dlgebra linear e multilinear, teoria de nimeros, topologia de poliedros, equagoes

diferenciais e mecanica. Afim de esclarecer uma pequena confusao, a forma normal de Jordan recebe esse

nome devido ao seu trabalho, porém a eliminagao de Gauss-Jordan para resolver a equacao matricial

Ax = b, ndo. Esta refere-se a Wilhelm Jordan. Camille Jordan faleceu em Paris no dia 22 de janeiro de

1922.
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e cada Jj@ ¢ uma matriz elementar de Jordan com autovalor )\;. Dizemos que uma matriz
n X n que satisfaz essas condigoes estd sob a forma de Jordan.

Acabamos de ver que se T' é um operador linear para o qual o polindomio caracteristico
se decompoe completamente sobre o corpo de escalares, entao existe uma base ordenada
de V em relacao a qual T é representado por uma matriz que esta sob a forma de Jor-
dan. Queremos agora mostrar que tal matriz associa-se a T' de forma tnica, a menos da
ordem dos autovalores. Ou seja, se duas matrizes estao sob a forma de Jordan e elas sao
semelhantes, entao elas podem diferir apenas quanto a ordem dos autovalores \;.

Suponha que exista alguma base ordenada de V' em relacao a qual T seja representado
pela matriz de Jordan J descrita anteriormente. Se J; é uma matriz d; x d;, entao d; é
evidentemente a multiplicidade de \; como uma raiz do polinomio caracteristico de J, ou

de T'. Em outras palavras, o polinomio caracteristico de T" é
f=@—=2)"(x—\)%.

Isto mostra que Ai, -+, A\x e dy,--- ,dg sao unicos. O fato de que J é soma direta
das matrizes J; fornece uma decomposicao direta V = W; @ --- & Wy, invariante sob T
Observe agora que W; deve ser o ntcleo de (T'— \;I)", sendo n = dim(V); de fato, J; — ;1
¢ obviamente nilpotente e J; — A\;I é nao singular para j # i. Portanto, os subespacos W;
sao unicos. Se T; é o operador induzido sobre W; por T', entao a matriz J; é determinada
de forma tnica como a forma de Frobenius de T; — \;1.

Na forma matricial temos que se A é uma matriz n X n sobre o corpo F' e se o polinémio
caracteristico de A se decompée completamente sobre F, entao A é semelhante sobre F
a uma matriz J de ordem n sob a forma de Jordan. J é tnica a menos da ordem dos
autovetores. Assim, existe uma matriz P, nao singular, tal que A = PJP~!. Se F é um
corpo algebricamente fechado, por exemplo C, entao toda matriz quadrada de ordem n

sobre I’ é semelhante a uma matriz, essencialmente tinica, sob a forma de Jordan.

Nota:

E conveniente usar a forma de Jordan quando queremos uma poténcia de alguma matriz.

De fato, se A = PJP~! entao A" = PJ"P~!. Para encontrar a poténcia de um bloco de
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Jordan J, = Al + N podemos usar a férmula binomial de Newton

n n
M +N)" =) AN
k=0 k

Os elementos nao-nulos de N™ sao 1’s nas posicoes (1,m+1), (2,m+2), ---, (r —m,r),

em que r é a ordem de N. Se m > r, entao N = 0.

Exemplo 1

Dada a matriz

o o o
o O =N
S = W

NN OO O

encontre matrizes P e J tais que AP = PJ, ou seja, a decomposicao de Jordan de A.
E f4cil verificar que 1 é um autovalor de multiplicidade 3 e 2 um autovalor de multi-
plicidade 1. Além disso, A possui apenas dois autovetores linearmente independentes, a

saber vy = (14,6,2,1) e vo = (—14,0,0,0). Assim, temos:

1 100 —-14 14 —14 14

0110 0 -7 -35/6 6
J = P =

0010 0 0 -7/3 2

00 0 2 0 0 0 1

Note que a matriz J nao é unica. Poderiamos permutar seus blocos e teriamos:

14 —-14 —-14 —14

2000

01 10 6 0 -7 —-35/6
J - P =

0011 2 0 0 -=7/3

00 01 1 0 0 0

Ou seja, quando permutamos os blocos da matriz de Jordan, basta permutar as colunas

da matriz P.
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Exemplo 2

Dada a matriz

1 -1 0 -1
0o 2 0 1
A=
-2 1 -1 1
2 -1 2 0

decomponha-a na forma de Jordan.
E facil ver que A possui dois autovalores distintos, -1 e 1, com multiplicidade 1 e 3,
respectivamente. Além disso, A possui 3 autovetores linearmente independentes, a saber,

v =(=1/2,1/2,3/2,-3/2), v = (=1,1,1,—1) ev3 = (—1,0,—1,0). Dessa forma, temos:

-1 0 0 0 -1/2 -1 1/2 -1
0110 /2 1 —=1/2 0
S p_ / /
0010 3/2 1 —=1/2 1
0001 -3/2 -1 3/2 0
Exemplo 3

Dada a matriz _ _
1 0 1 -1
0 i1 0 0
A=10 0 11 1
o o0 0 1 2
o 0 0 0 1

decomponha-a na forma de Jordan.
Como A é uma matriz triangular, seus autovalores estao sobre a diagonal principal,
isto é, 7 e 1 sao autovalores de multiplicidade 3 e 2, respectivamente. Calculando P e J,

temos:
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(1100 0] '§+gz -3 2+i 1+43i —g+3z"
01000 i 21 0 2+4i¢ 1+3i
J=1004i10 P=1 1+4i 2-%i 0 0 241
000 41 2 2% 0 0 0
(0000 4| I 0 10 0 0 |

No exemplo 3, a matriz possui entradas complexas e, conseqlientemente, as matrizes
P e J também. Seria interessante, se tivéssemos uma decomposicao semelhante em que
essas matrizes fossem sempre reais. Veremos a seguir que isso acontece sempre que a
matriz A for real.

Suponha que A seja uma matriz real que possui algum autovalor complexo. Da mesma
forma que fizemos anteriormente, temos que A pode ser decomposta na sua forma de
Jordan como A = PJP™!, em que P e J tém entradas complexas. Veremos agora, que
nesse caso (quando A possui entradas reais) podemos encontrar uma decomposigdo em
que P e J sao matrizes reais, partindo da decomposicao acima.

Notemos primeiro que se A = a + ib é um autovalor de A entdo A = a — ib também é.
Além disso, se x = v+iw é um autovetor associado a A entao o vetor complexo conjugado
T = v — fw é um autovetor associado a .

Vamos analisar o bloco J; associado a A (suponha que A tenha multiplicidade n)

— 4 nXxXn

Dessa forma temos o seguinte:

A(’Ul + Z’LUl) = AUl + zAw1
A(vy 4 1wy) = Moy + dwy) = (a +ib)(vy +iwy) = (avy — bwy) + i(bvy + awy)

A(’UQ + Z’wz) = AUQ + ZA'U)Q

23



A(vy +iwg) = (v1 + twy) + A(va + dwy) = (v1 + twy) + (a + ib)(vy + iwe) =
= (v1 + avy — bwy) + i(wy + bvg + aws)

A(vy, + iwy,) = Av, + iAw,
A(vy, +iwy) = (V-1 + iwn_1) + Mo, + 1wy,) = (U1 + iwy_1) + (a + ib) (v, + tw,) =
= (Vp_1 + av, — bwy,) + i(w,—1 + bv, + aw,,)

Note que se separarmos o vetor vy + tw; em dois vetores vy e wy, podemos escrever as

equagoes acima na forma matricial da seguinte maneira:

. . . . o
H
A V1 Wy Un Wy V1 wWp Un Wy 7
. . . .
2nx2n
em que
a b 10
H — & _[ =
—b a 0 1

Agora, vamos analisar o bloco J; associado a A (da mesma forma que A, A tem multi-

plicidade n)

>|
> =

J =

>

L 4 nXn

Dessa forma temos o que segue:

A(U1 — zwl) = AUl — 1Aw1

A(vy —dwy) = Moy — iwy) = (a — ib)(vy — iwy) = (av; — bwy) — i(bvy + aw,)

A(Ug — ZU)Q) = A’Ug — ZA?UQ

A(vg — dwy) = (v1 — iwy) + Mg — dws) = (v — iwy) + (a — ib)(vy — fwy) =
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= (v1 + ave — bwy) — i(wy + bvy + aws)

A(v, —iwy,) = Av, —iAw,

A(v, —iwy) = (Vp_1 — iwWn_1) + Mvp — iw,) = (Vy_1 — iwp_1) + (a — ib) (v, — fw,) =

= (Vp_1 + av, — bwy,) — i(w,_1 + bv, + aw,)

e separarmos o vetor vy — iwy em dois vetores v e wy, teremos exatamente a mesma
S tor v , em d t k€ Wy, b t t
expressao que encontramos quando fizemos isso para vy + iw. Assim, podemos concluir

que a matriz

H I
H
I
H
substitui os dois blocos associados a A e X\. E na matriz P, os vetores vy +iwy, - - -, Up iy,
v, — 1wy, - -, Uy — Wy, Sa0 substituidos, respectivamente, por vy, wy, Vg, W, -+, Uy, Wy.
Exemplo
A matriz _ _
2 0 0 1
3 -1 -4 3
A —
-1 1 3 0
1 -2 =2 4
tera a seguinte matriz de Jordan associada:
2447 1 0 0 1 1+4 1 1—14
0 24 O 0 i 1 = 1
J = P =
0 0 2—17 1 1 1 i
0 0 0 2—q 1 T =1 —1

Usando o método descrito anteriormente, podemos encontrar P e J reais tais que
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A = PJP~!. Nesse caso, temos

2 1 1 0 1 0 1 1
—1 2 0 1 0 1 1 0
J = e P=
0O 0 2 1 1 0o 0 1
0 0 -1 2 0 1 0 1

1.3 Decomposicao de Schur

Teorema 1.3.1 (Teorema de Schur®) Qualquer matriz A sobre C pode ser represen-
tada na forma A = UTU*, onde U € uma matriz unitdria e T € triangular. Além disso,

A é normal se, e somente se, T' ¢ uma matriz diagonal.

Demonstragao:

Provaremos por indugao sobre a ordem de A. Seja x um autovetor de A, isto é, Az = \x.
Podemos assumir que |z| = 1. Seja W uma matriz unitdria onde a primeira coluna é dada
pelas coordenadas de z (para construir tal matriz basta complementar x com uma base

ortonormal). Entao

W*AW =
Ay
0
Pela hipétese de inducgao existe uma matriz unitaria V' tal que V*A;V é uma matriz
1
triangular. Entao, se U; = , U =WU, é amatriz desejada.
0V

8Issai Schur nasceu em 10 de janeiro de 1875 em Mogilyov na atual Bielo Rissia. Estudou matematica
e fisica na Universidade de Berlim e foi influenciado sobretudo por Frobenius. Schur é conhecido prin-
cipalmente por seu trabalho na teoria de representagao de grupos, mas também trabalhou em teoria de
numeros, analise, teoria de grupos soliveis, combinatéria e teoria de matrizes. Um de seus resultados
mais fundamentais é o que chamamos hoje de Lema de Schur. Em 1922, foi eleito & Academia Prussiana
de Ciéncias. Em 1933, ficou nas maos dos nazistas passando por muita humilhacao. Faleceu na Palestina

no dia em que completava 66 anos.
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E facil verificar que as equagoes T*T = TT* e A*A = AA* sdo equivalentes. Basta

provar que uma matriz normal triangular é uma matriz diagonal.

Seja
ti1 tig -0 g
T 0 tog -+ oy
0 0 - t,,

Entao (TT*)1; = [t1un]* + [t + - + [tin]? € (T*T)11 = [t11]*. Assim, a identidade
TT* =T*T implica que t1o = --- =t1, = 0.

Agora, elimine a primeira linha e a primeira coluna e repita o procedimento.

A= tem autovalor duplo A = 1. O autovetor correspondente é (1,1). Assim,
1 0

dividindo-o pela sua norma, v/2, temos a primeira coluna da matriz U, e a outra coluna

é ortogonal a ela:

Ul — 1/vV2  1/V2 2 —1 1/vV2  1/V2 R .

1/vV2 —1/V/2 1 0 1/vV2 —1/V/2 01

1.4 Decomposicao de Gram (QR)

Teorema 1.4.1 Seja A uma matriz m X n cujas colunas sao vetores linearmente inde-
pendentes. Entao A pode ser fatorada como A = QR, sendo Q) uma matriz m X n cujas
colunas formam um conjunto ortonormal, e R € uma matriz triangular superior inversivel

n xXn.
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Demonstragao:

Seja
@11 Aiz -t Qip
A— Q21 Q22 - Q2n c R
Am1 Am2 *°  Qmp

Denotaremos por aq, as, ..., a, as colunas de A. Como elas sao linearmente indepen-
dentes, elas formam uma base para o espago coluna de A. Para obtermos um conjunto
qi,...,qn, de vetores ortonormais a partir das colunas de A, utilizaremos o processo de
Gram®-Schmidt ou o processo de Gram-Schmidt modificado (ver [18]). Seja @ a matriz
cujas colunas sdo qi,qa, ..., ¢n, isto é, Q = [q1,...,qn]. As colunas qi, ¢, ...,q, de Q for-
mam uma base ortonormal para o espaco coluna de A. Temos ainda que toda coluna a;,

1t =1,...,n é combinacao linear dos vetores da base q, ..., ¢y:

ar = (a1, q1)q1 + (a1, q2)q2 + - - + (a1, ¢n) G

az = (a2, q1)q1 + (a2, q2)q2 + - - - + (a2, ¢n) G

an = <6Ln, q1>Q1 + <an7 Q2>Q2 + -+ <an7 Qn>Qn

9Jordan Pedersen Gram nasceu em 27 de junho de 1850 em Nustrup, Dinamarca. Em 1873, graduou-se
Mestre e sua primeira publicacao foi Tidsskrift for Methematik na area de algebra moderna. A carreira
matematica de Gram foi sempre uma balanga entre matematica pura e muitas aplicagoes praticas. Tra-
balhou com probabilidade e analise numérica, envolvendo ambas e suas aplicacoes em muitas situacoes
préticas. Sobre esses tépicos publicou o artigo On series expansions determined by the methods of least
squares. Por causa desse trabalho, recebeu o titulo de Doutor em Ciéncias, em 1879. Gram publicou um
trabalho posterior no Journal fiir Mathematik e provou ser de fundamental importancia no desenvolvi-
mento da teoria de equagoes integrais. Em 1884, publicou Investigations of the number of primes less
than a given numbers mostrando seu interesse em teoria de niimeros. Gram também trabalhou na funcao
zeta de Riemann. Gram costuma ser lembrado pelo processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt que
constréi um conjunto de vetores ortogonais. Contudo, ele nao foi o primeiro a usar esse método. Esse
processo parece ser um resultado de Laplace e foi usado, principalmente, por Cauchy, em 1836. Gram

morreu aos 65 anos num acidente tragico, em 19 de abril de 1916, em Copenhagen.
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Agora precisamos conectar as matrizes A e ). Sendo assim terd que existir uma

terceira matriz R € R™*". Tomemos entao

(ar,q1) (a2, q1) -+ (an, @)
R— (a1,q2) (a2, q2) -+ (Gn, @)
<CL1, QTL> <CL2, Qn> T <ana Qn>

Multiplicando as matrizes @ e R teremos QR = [Qr1,Qrs, ..., Qry,] sendo rq, ..., 1, as
colunas da matriz R.

Portanto:

Qn = <ai7 Q1>Q1 + <ai7 QZq2> + ot <ai7 Qn>qn7 L= 17 27 ey M

Assim @), = a;. Logo QR = A.
Notemos agora que, R ¢ uma matriz triangular superior, pois do processo de ortogo-

nalizacao de Gram-Schmidt temos que g, ¢ ortogonal aos vetores ay, as, ..., a,_1, se n > 2.

Logo,
<a1, Q1> <a27 CI1> T <@m Q1>
R— 0 <a2, Q2> T <an7 Q2>
0 O e <@n7 Qn>

Portanto temos A = R, sendo () uma matriz m X n com colunas ortogonais e R uma
matriz n X n trangular superior. Falta agora mostra que R é uma matriz invertivel. Seja
r = (x1,29,...,,) uma solucao do sistema Rz = 0. Segue-se que QRx = (0, ou seja,
Ax = 0.

Mas, Ax = x1a1 + x2a9 + ... + Tpa,, entao ria; + roas + ... + xpa, = 0. Como as
colunas a;, i = 1, ...,n sao linearmente independentes, entao r; = x5 = ... = x,, = 0. Logo
x = 0. Como z ¢ a unica solugao do sistema homogéneo Rz = 0, entao R é invertivel.
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Exemplo

Decompondo a matriz

11 2
A=10 01
1 00
na sua forma QR obtemos:
1/vV2  1/V2 0 V2 1/V2 V2
Q= 0 0 1 R=1 0 1/v2 V2
1/vV2 —1/v2 0 0 0 1
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Capitulo 2

Funcoes de matrizes

Dada uma fungao escalar
f: € —- C
2 = f(z)
queremos definir f(A), A € C™*".

(1P

Uma definigdo muito informal para f(A) seria, simplesmente, substituir “z” por “A”

na férmula de f(z). Por exemplo, se f(z) = =

f(A) por f(A) = (I + A)(I — A" em que 1 ¢ X\(A) (aqui A\(A) denota o espectro da

z < . :
com z # 1 entao é razodavel definir
z

matriz A). Ou, se

z - Zk
f(Z) =€ = ZH)
k=0
entao
A — Ak
f(A)=e :;ﬁ'
=0

Note que aqui nao é tao simples, ja que a definicao envolve convergéncia de séries.

Um questionamento interessante é saber se sao mantidas as propriedades da funcao
escalar, quando estendermos a definicao de fungoes a matrizes. Por isso, L. Fantappie
estabeleceu algumas exigéncias que devem ser cumpridas para essa extensao de funcao a

matrizes:
(i) se f(z) =k, entado f(A) = kI;

(ii) se f(z) = z, entao f(A) = A;
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(iii) se f(z) = g(z) + h(z), entao f(A) = g(A) + h(A);

(iv) se f(z) = g(2) - h(2), entao f(A) = g(A) - h(A);

em que A é uma matriz admissivel para cada funcao, isto é, na qual f(A) faz sentido,
e f(A) denota a funcao de matriz que provém da funcdo escalar f(z). Essas exigéncias
implicarao que qualquer identidade algébrica sobre funcoes escalares valerd para a fungao
da matriz correspondente. Por exemplo, se definirmos sen(A) e cos(A) como dito anteri-

ormente, temos que

(sen(A))? + (cos(A))? = I.

Uma tltima exigéncia mais sutil, porém nao menos desejavel, seria: se f(z) = g(h(z)),
entdao f(A) = g(h(A)), para todo A admissivel.

Muitas defini¢oes para fungao de matriz foram propostas por varios matematicos desde
1883. Entre eles, Sylvester e Buccheim, Weyr, Cartan, Fantappie, Giorgi, Schwerdtfeger,
Cipolla, Richter.

2.1 Definicao de Sylvester

Em 1883, Sylvester! definiu uma funcao de matriz correspondente a uma funcao escalar
f(2) pela extensao direta para matrizes da férmula do polinomio interpolador de Lagrange

para um polindémio p(z) de grau n— 1 passando por n pontos distintos, ou seja, da seguinte

forma:
A - NI
f(A) = Z H ﬁf@‘j);
PRV 7
J=1i#j
em que A é uma matriz como autovalores distintos Ay, Ag, - -+, A,.
Exemplo
-1 4 =2
A= -3 4 0 e f(z)=¢*
-3 1 3

1O matemético britancio James Joseph Sylvester (1814-1897) foi o primeiro matemdtico a usar o
termo matriz para uma tabela de dados. Apds De Morgan, que foi o primeiro presidente da Sociedade

de Matematica de Londres, Sylvester se tornou o segundo presidente dessa Sociedade.
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A possui trés autovalores distintos \; = 1, Ay =2 e A3 = 3. Assim:

(A MDA D) (A= MDA 0) (A= MDA~ Aa])
A4 (A2 = AD)(As — A1) fo)+ (A1 = A2)(As — A2) f2o) + (A1 = A3)(A2 — A3)
(A—2D)(A -3 (A—I)(A—3D) (A—I)(A—-2I)
TN="5"0e=n /W aoe=y /P aoyemy /¢
6 —10 6 2 64| [0 22
FA) =516 10 6|-¢|3 -0 6|[+5|0 66
6 —10 6 3 -9 6 0 -8 8

3e —2e?> —be+6e2—¢e2 3e—4e*+e3
f(A) =] 3¢ —3e? —b5e+9e? —3e® 3e — 6% + 3¢
3e —3e2 —be+9¢? —4e3 3e — 6e? + 4¢e?

2.2 Definicao de Buchheim

Como podemos notar, a definicao de Sylvester nao vale para matrizes com autovalores
repetidos. Para resolver o problema, em 1886, Buchheim generalizou essa definicao para
0 caso em que os autovalores nao sao necessariamente distintos.

Seja p(z) um polinomio qualquer. Assim, podemos definir de forma tnica um po-
linémio g,(z), de grau menor ou igual a n — 1 que passa pelos pontos (a;, p(a;)) com

derivadas p'(a;), - ,p®(a;) e

t
n=>y s (2.2.1)
=1

por:
go(2) = <H<z —a) Y 5o )z - W) (22.2)
k=1 \i#k j=0 J:
em que )
G
gx(2) H(Z )
itk

f(Xs)



Se o grau de p(z) é menor ou igual e n —1 temos p(z) = g,(2). portanto p(A) = g,(A),
se A é uma matriz quadrada de ordem n.

Se o grau de p(z) é menor que n e A uma matriz quadrada de ordem n em que
a; é autovalor de A com multiplicidade s;, para todo ¢, também temos p(A) = g¢,(A).
De fato, se h(z) = det(A — zI) é o polindmio minimal de A (h(z) tem grau n) entao
p(z) = h(z) - q(2) + g,(2), em que o grau de g,(z) é menor que n. Assim, o polindmio
p(z) — gp(2) = h(z) - q(2) e suas primeiras s; — 1 derivadas sdo nulas para z = X,

k=1,2,---,t, o que torna valida a igualdade p(A) = g,(A). Isto ¢,

t s;j—1
~ 1 & 9p(2) k
S[A-AD*> = — | — (A= NIF =
=1 i#£j k=0 kldt H(Z —A)*
LI#] - z=)
t Sj—l k
- (A — NI % : % _pe) (A= NI (2.2.3)
j=1 i#j —o % H(Z - A)*
'l7£'7 = Z=)\j

Assim, se substituirmos p(z) por uma fungao definida para os autovalores nao repetidas
de A entao o termo do lado direito da equagao acima tera sentido. No caso dos autovalores
repetidos é necessario que p(z) seja substituido por uma funcdo analitica nesses pontos.

Desse modo, Buchheim define funcao de matriz da seguinte forma:

RSy ) (FEPYIED PE P H(L (A-ADE (224

S
=1 itj z=N)

em que s; ¢ a multipicidade de )\;, que é um autovalor de A.

Exemplo 1
2 2 -1
A= 1 3 -1 e f(z)=¢€"
-1 -2 2

Os autovalores de A s@ao A\; = 1 e Ay = 5, com multiplicidade 2 e 1, respectivamente.

Dessa forma, temos:
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2 S N ) ‘
F(A) = A-NDeS " = (A= NI
Y ;g< ) e I (CERY ( )
1#7 z=)\;j
a1 dv | fe) ‘
FA) =TTA- D=3 = L (A=
(4) 1;[ Zk. 7T ( )
1£1 o
1 £(2)
+ A= D) — . — (A= M)
g ; k! dzF H(Z — )
1£2 i
(A [ fw) L d ([ f(2) oa e fQ)
J(A) = (A= %0) AL — Ao * dz (z—)\2>22)\1 (A=Xd)) + (A= M) (Ao — A\p)?
(A ) ) =) = (M) B ()
f(A) = (A=A} | 5=+ TRESWE (A )\1])] +(A )\1[)27()\2_)\1)2
A) = (A —5] e e(—4)—eA ]_ A ]265
=505+ CR= -] s -l
Je+6e° —2e+2e° 6—65_
f(A):i —e+4e® 2e+2° e—é€°
e—e’ 2e — 2¢€° 3€+e5_
Exemplo 2
[ 2 1 0 0 ]
0 2 0 0
A= ¢ fG)=e
0 0 1 1
I 0 0 —2 4 |

Os autovalores de A s@ao A\ = 3 e Ay = 2, com multiplicidade 1 e 3, respectivamente.

Dessa forma, temos:

f(2)

[]z= )"

I#j

2 1
A) = A=NDFY = —
fa)y =3 JTea=xn) >4

=1 i
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i#2 k=0 Kt dzf H(z — )%
1#2 z=X2
5 f(\) f(A2) d f(2)
f(A) = (A=) ()\1_)\2)3+(A—/\ I) [AZ_M d_<z—/\1) (A= )]
+(A = M) E : j—; (Zf_(z))\l) R (A — 1) ]
s f(M) fo) | A2)(Aa = A1) = f(M)
f(A) = (A= X) S +(A=X\1) [AQ_AI TEnE .(A_M)}
e T N

f(A) = —e*(A—21)° + (A -3I) {—62 —2e*(A—2I) — 5e 2(A —2I) ]

e? e? 0 0

0
0 0 22—e3 e2—¢?
0 0 2e%2—2e3 23 —¢?

2.3 Definicao de Weyr

Em 1887, o matemético E. Weyr? publicou o primeiro artigo que definia funcoes matriciais
através de séries de poténcias.

Seja f(z) uma fungao analitica para z = 2 e,

f(’“)(zo)
k!

2Emil Weyr nasceu em 21 de julho de 1848 na Austria e morreu em 25 de janeiro de 1894. Estudou

f(2) = f(z0) + f'(20)(z = 20) + -+ + (z—20)f 4 (2.3.1)

em Viena e na Italia. Juntamente com seu irmao, Eduard Weyr, foram os membros mais importantes da

escola austriaca de geometria. Se interessaram por geometria descretiva, projetiva e geometria algébrica.
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entao, por simples substituicao, podemos definir

f(k)(zo)

o (A—zD)" 4 - (2.3.2)

F(A) = f(z)] + f'(20)(A = z0]) + - +
desde que a série convirja. O que acontece de acordo com o Teorema de Hensel.

Teorema 2.3.1 Hensel® A série de poténcias
|
F(A) =7 Y () (A = zoD)"
k=0

converge se, e somente se, todo autovalor \; de A estd no interior ou na fronteira do
circulo de convergéncia de f(z), e para todo autovalor \; de multiplicidade s;, a s;-ésima

derivada da série acima converge em N; para f&=1(\;).

As condigoes do Teorema de Hensel sao bem mais fortes que as condigoes exigidas na
definicao de Buchheim. Para podermos observar essa dificuldade tomemos uma matriz
A de forma que algum autovalor \; — 2z esteja fora do circulo de convergéncia de f(z)
(lembrando que f é analitica em zy). Seja t € C tal que os autovalores t\; — tzo de
tA — tzol sdo menores em valor absoluto que o raio de convergéncia de f(z), para todo
i=1,2,--,n.

Seja A = PJP~! a decomposicao de Jordan de A, assim temos:

F(EA) = Fe)T + f ()t (PTP~ = P2ogP1) 4 oo (k;(fo)tk(mpl — PxPY)r 4

-1 / -1 f(k)<20) k 17k
= Pf(z0)P™" + f'(20)tP(J — 20[)P™" + -+ + t°[P(J — 2ol )P~ " + - -

k!
_ -1 / -1 f(k)(zo) k kp—1
(k)
= P[f(z0) + ['(20)t(J = 200) + - + / k},ZO)tk(J —zl)* +---]P7
Mas J = diag(Jy, Jo, - -+, J,), entdo basta calcularmos para cada J;, tomando z, = \;,

/ SN o si—1
f&) = fO)+ ffO)t(Js = NI) + -+ mt T = NI (2.3.3)

3A demonstragao do Teorema de Hensel pode ser encontrada em [17]
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em que s; ¢ a multiplicidade de \;.
Dessa forma, temos que f(tA) = P(tA) em que P é um polinomio. Como qualquer
polinoémio estd definido para toda matriz, em particular, P(tA) estd definido para t = 1.

Portanto, por continuidade analitica? f(A) = P(A).

Exemplo
111
A=101 2 e flz)=1+ + +--
00 2

Note que f(x) é uma série geométrica. Logo, f(z) converge para x < 2 ou z > 4. Ou
seja, f(2) nao converge.

Porém, de acordo com Weyr podemos simplesmente calcular f(A) da seguinte forma:

> 1 r—3
f(z)zz(a:—S)k:x—él

k=0
Entao
12 16 —5
1
f(A)I(A—3I)(A—4I)*1=1—8 0 12 —6
0 0 9

“Continuidade analitica: Sejam duas funcdes f e g analiticas tais que f(z) = g(z) para z € B, em

que B C C é um conjunto denso. Entao, f = g.
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2.4 Definicao de Cartan

Uma definicao elegante foi proposta por E. Cartan®, em 1928, e que envolve uma integral
de linha. Suponha f(z) analitica no interior de uma curva fechada I' que contém A(A).

Assim, definimos f(A) pela matriz

£(4) = QLM ]g F) (T — A)d, (2.4.1)

~1 em torno de

em que a integral é tomada para cada elemento da matriz f(z)(zI — A)
um caminho fechado contendo no seu interior cada uma das raizes caracteristicas de A.
Note que as entradas de (2] — A)~! sdo analiticas sobre T' e que f(A) estd definida

sempre que f(z) for analitica numa vizinhanca de A(A).

Exemplo
—1 4 -2
A= -3 4 0 e f(z)=¢*
-3 1 3
Iniciemos calculando a matriz (21 — A)~%:
i z—4 4z — 14 —2(z —4) ]

(2 — A7 =

G-D(-2)

-3

(z—=1)(z—2)(z —3)

(24 1)(2—3)—6

(z—1)(z—2)(z—3)

6

(z—1)(2—-2)

-3

(z =1)(z = 2)(z = 3)

z—11

(z—=1)(z—2)(z—3)

(z41)(z — 4) + 12

(z—1)(2—-2)

(z—=1)(z—2)(z —3)

(z=1)(z=2)(=3) |

SElie Joseph Cartan nasceu em Dolomieu, Savoie, Franca, em 9 de abril de 1869 e morreu em Paris
em 6 de maio de 1951. Sem duvida, Cartan foi um dos maiores matemédticos da primeira metade do
século XX. Fez contribuicoes fundamentais na teoria dos grupos de Lie, equacgoes diferenciais e geometria
diferencial. Cartan aproveitou-se em seus trabalhos do grande conhecimento que tinha acerca dos traba-
lhos de Grassman e de Clifford, do primeiro na teoria das formas diferenciais e dos segundo na teoria dos
“spinors”. Cartan teve um filho, Henri, que foi também um grande matematico; outros dois, entretanto,
tiveram finais tragicos: Louis foi um fisico engajado na resisténcia e executado pelos nazistas e Jean um

compositor talentoso que morreu aos 25 anos.
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Agora, basta calcularmos a integral de linha de cada entrada da matriz acima. Sejam
bi; as entradas da matriz f(A). Assim:

1 e*(z—4) 3 e* 2 e* 9
" 27?@’?{(2—1)(2—2) Tomif a1 T omf 2T

1 e*(4z — 14) i
b= o0 ]{ (z—1)(z —2)(z — 3)d

:—% Ze_zlz % Ze_z2z—% Ze_zgdz:—Se—l—Gez—eg
=5 T

:% Ze_zldz—% Ze_z2dz—% Ze_zgdZ:36—462+63
bglzbglz—% #;—2)@:% Ze_zldz—% Ze_z2dz:3e—3e2
o= 5§ e ae

:2% Ze_zldz—% Ze_zde% Ze_zgdz:Se—Gez—?)e?’
b= 5m T m b e e

:_% Ze_zldz—i—% Ze_Zde—(Be—4e2—63)

= —2e + 3e? — (3e — 6 — 3¢*) = —5e + 9¢* + 3¢®

1 e*(z — 11) s
b2 =55 f (z—1)(z—2)(z — 3)d

5 e? 9 e? 4 e?
=—— dz + — - = dz = 3e — 6e? — 3¢*
Sl e L e S G L
1 e(z+1)(z—4) 12 e*
baz = — S d
B ool -3 Tmf -2 -3"
3 e? 6 e? 2 e*
=—— — — = dz + 2(3e — 6e* + 3¢*
T Al e Lt wrl d Lt L

= —3e + 6e* — 2 + 2(3e — 6e* — 3€”) = 3e — 6e* + 4¢?
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Portanto f(A) serd da forma

3e —2e? —be+6e2 —e® 3e—4e? +¢?
f(A) =] 3¢ — 3¢ —bHe+9e? — 3¢ 3e — 6e2 + 3e3
3e —3e?2 —be+9¢? —4e3 3e — 6e? + 4¢3

que confere com o resultado encontrado no exemplo dado na secao 2.1.

2.5 Qutras definicoes

Em 1928, o matemadtico italiano Luigi Fantappie impos as condi¢oes I-IV (inicio deste
capitulo) e mais uma sobre a dependéncia analitica de f(At) em relagao a t. Sua defini¢ao
é equivalente a de Cartan, informalmente falando, apenas uma maneira diferente de fazer
o calculo.

No mesmo ano, G. Giorgi definiu funcao de matriz baseado em uma propriedade
das fungoes polinomiais p(z), a saber, se P ¢ uma matriz nao singular entao p(PAP™!) =
Pp(A)P~. Assim, usando a forma canonica de Jordan (segao 2.1), definiu f(.J) de modo
que f(z) deve ser analitica para os zeros repetidos do polinémio minimal e apenas definida
para os nao repetidos (caracterizando a equivaléncia com a definicao de Buchheim).

M. Cipolla, em 1932, reescreveu a definicao de Giorgi utilizando uma funcao multiva-
lente ao invés de uma univalente®, que se utiliza da decomposicao de Jordan de A para
calcular f(A).

Em 1935, H. Scwerdtfeger definiu fun¢des matriciais levando em consideracao a se-
paracao do polinomio minimal M (z) em fragoes parciais da seguinte forma:

1 N ()
M(z) Z (2= M)
em que Ay, - -+, A\ s80 as rafzes distintas de M (z).

Assim a funcao fica definida por

6Uma funcao é univalente num conjunto S se ela tem um tnico valor correspondente a cada valor de

z em S. Quando isso ndo acontece, a funcao é dita ser multivalente. De um modo geral, o estudo sobre

fungbes multivalentes pode ser feito lidando com fungoes univalentes.
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em que
(Z — )\k)sk '

A definicao mais recente, datada de 1951, feita pelo matematico Richter, é baseada

Gr=g(A) e gr(z)=

em aproximacoes por séries de poténcia para um bloco de Jordan.

Todas as definicoes feitas até o momento estao relacionadas. Por exemplo, as de-
finigoes de Buchheim, Giorgi, Schwerdtfeger e Richter, sao essencialmente equivalentes.
Assim como as definigbes de Cartan e Fantappie. Algumas s@o mais restritas, como as
de Sylvester e Weyr. E, finalmente, a mais completa, a definicao de Cipolla. E possivel
mostrar as equivaléncias citadas e “hierarquizar” tais defini¢coes de acordo com o conjunto
de matrizes em que podem ser aplicadas. Isso pode ser encontrado em [17].

Como nosso interesse ¢é trabalhar, em particular, com a funcao exponencial, nao ha
porque nos preocuparmos com a definicao que iremos utilizar, ja que esta funcao é analitica
em todo o plano complexo. De qualquer modo, adotaremos daqui em diante, a definicao

de Cartan, por sua elegancia.

2.6 Caracterizacao de Jordan

Embora um pouco intutil do ponto de vista computacional, a definicao de Cartan pode
ser usada para derivar caracterizagbes mais praticas de f(A). por exemplo, se f(A) estd
definida e

A= XBX ' = Xdiag(By,--- ,Bp) X', B; € C"*™

entao é facil verificar que
f(A) = Xf(B)X ™ = X diag(f(B1),--- , f(B,)X .
No caso em que B; sao blocos de Jordan, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.6.1 Seja XAX ' = J = diag(Jy,--- ,J,) a Forma Canédnica de Jordan de
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A e CY™™ (se¢do 2.1) com

(N 10 0

0 A 1
J=10 0 A\ 0
1
0 0 0 A

sendo um bloco de Jordan r; X r;. Se f(z) é analitica sobre um conjunto aberto contendo
A(A), entdo

f(A) = Xdlag(f(Jl)v e 7f(‘]p))X_1

em que
i )\, Ce(n) T
s s T T
0 fv) ()
J) = P N)
F=1"0 0o s .
J' ()
0 00 |
Demonstragao:

Como ja foi comentado na secao 2.1, um bloco de Jordan pode ser decomposto numa
soma de uma matriz diagonal A/ e uma matriz nilpotente N = (§;;_1). Assim, vamos
analisar f(G) em que G = A\ + N é um bolco de Jordan de ordem gq.

Suponha que (z/ — G) é nao singular. Como

q—1

1 Nk
segue da equagao (2.4.1) que
1 ) 1 q .
16) = gy ST =0 = 5 f 1O Y (e
q—1 q—1
f(2) ] _ f
k=0 [27” 7{ A - k=0

Além disso, do fato que N = (0;,_1) entdo N*¥ = (4, ;). Assim, o teorema fica

demonstrado. [}



Capitulo 3

A Matriz Exponencial

Uma das func¢oes de matrizes mais computadas é a exponencial
00 k
i (A
€ = Z Ll
k=0

Vérios algoritmos para computar e* foram propostos, mas muitos deles sdo de qualidade

duvidosa, como mostram Moler and Van Loan em [14]. Mostraremos aqui alguns desses
métodos, as dificuldades apresentadas e sua eficiencia. Comegaremos com uma andlise de

sensibilidade da exponencial de uma matriz.

3.1 A sensibilidade do problema

Estamos interessados na perturbagao relativa

B ||et(A+E) _ etAH

Pl = e

Nos trés teoremas seguintes que sao provados em [14], resumimos alguns limitantes supe-

riores para p(t).

Teorema 3.1.1 Se a(A) = max{Re(\); X € autovalor de A} e u(A) = maz{p; p € au-
tovalor de (A* + A)/2}, entdo

o(t) < t||E||6[u(A)—a(A)+IIEIHt (t>0).
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Teorema 3.1.2 Se A= PJP~! é a decomposicao de Jordan de A e m é a dimensdo do

mazor bloco de Jordan em J, entao
(1) <t BII(M;(1)2M O (1 > 0),

em que

0ot s (1),

0<j<m—1 \ j!

cond(P) = ||P|[||[P~].

Teorema 3.1.3 Se A = Q(D+ N)Q* € a decomposi¢ao de Schur de A, em que D é uma

matriz diagonal e N estritamente triangular superior (n;; =0, 1 > j), entao
p(t) <t B(I(M(1))?M O (¢ > 0),

em que

Corolario 3.1.1 Se A é uma matriz normal, entao

p(t) < t] Bl

Demonstragao:

Usando a decomposicao de Schur da matriz A, temos A = Q(D + N)Q* e A* = Q(D +

N)*@*, como no teorema anterior. Mas A é normal, ou seja, AA* = A*A. Logo,

QD+ N)Q'QD+ N)'Q"=Q(D+ N)'QQ(D + N)Q".
Conseqiientemente,
(D+N)(D+N)" = (D+ N)(D+N).

Portanto, D + N é uma matriz normal e triangular superior. Logo, D + N é uma matriz
diagonal e assim, N é identicamente nula. Entao, no Teorema anterior temos M(t) = 1

e finalmente

plt) < t|Elel .
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Este corolario prova que a perturbacao ¢(t) para matrizes normais é tao pequena
quanto se pode esperar. O que mostra que o problema e? é bem condicionado quando A
é normal. Esta observacgao é confirmada pelo comportamento do nimero de condicao da

matriz exponencial v(A,t), definido por

1Al

v(A,t) = max -
el

El<1

t
/ eA(t—s)EeAstH i

A partir dai podemos mostrar que existe uma matriz F tal que

t(A+E) _ etAH B HAH

~ (A t)r—r.
le4] 1]

e

Entao, se v(A,t) é grande, pequenas mudangas em A podem causar grandes mudangas

em et Além disso, é facil verificar que
v(A,t) =t Al

com igualdade apenas quando A é normal.

3.2 Meétodos de aproximacoes racionais

3.2.1 Aproximantes de Taylor

Inicialmente, podemos criar um algoritmo para aproximar e”* baseado apenas na definicio
2 43

A
A I
et =T Ak et

através do truncamento dessa série.

Dessa forma, seja

E facil verificar que, para k suficientemente grande, temos

ay < MAIF! 1
175 (A) — e[| < G (1_ ||A||/(k:+2)) (3.2.1)

e portanto dado um erro J tolerado, podemos encontrar k tal que
IT5.(A) — e <6
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e a partir dai calcular Tj.

Da equagdo (3.2.1) podemos ver que, se a matriz A tiver norma menor que 1 entao,
k sera pequeno e, conseqiientemente, o resultado sera satisfatério. Caso contrario, k serd
grande e o calculo das poténcias de A resultara em muito erro de arredondamento, devido
a memoria de armazenamento da maquina. Ou seja, na maioria dos casos, esse algoritmo
é ineficiente.

Em MATLAB, o algoritmo da aproximacao de Taylor! se utiliza do Algoritmo 11.2.2

de [5] no céalculo das poténcias de A, a fim de reduzir o custo computacional:

Algoritmo 3.2.1 Dado um inteiro positivo s e A € R™"™ o sequinte algoritmo computa

F = A

t
Seja s = Zﬁ;ﬂk a expansdo bindria de s com [ # 0.
k=0
Z=Aq=0
enquanto [, =0

Z=7%q=q+1

fim
F=7
para k=q+1:t
Z = 7>
se [r #0
F=FZ
fim

fim

Esse algoritmo requer em torno de 2floor[logs(s)] multiplicagdes matriciais. Se s é

uma poténcia de 2, entdo somente logs(s) multiplicagbes matriciais sdo necessérias.

1O matemaético inglés Brook Taylor nasceu em 18 de agosto de 1685 na cidade de Middlesex, Inglaterra
e faleceu em 29 de dezembro de 1731, em Londres. Como membro da Royal Society, esteve no meio do

grande conflito em atribuir a invencao do calculo a Newton ou a Leibniz.
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Exemplo:

Seja A a matriz de Hilbert? de ordem 5. Logo, o menor k que satisfaz a equagao (3.2.1),

considerando 6 = 1079, serd k = 11 e portanto temos a seguinte aproximacao para e

3.3206 1.2579 0.8769 0.6768 0.5525
1.2579 1,7774 0.5718 0.4543 0.3776
e ~Ti(A) =] 08769 0.5718 1.4344 0.3524 0.2973
0.6768 0.4543 0.3524 1.2904 0.2478
0.5525 0.3776 0.2973 0.2478 1.2134

Veremos mais adiante que esta é uma boa aproximacao para a matriz exponencial.

3.2.2 Aproximantes de Padé

A (p, q)-aproximacao de Padé® para e é definida por

)= 52
em que
= (pta=P
Noal) = = b+ — )
~ (ptg-de
Dol ) = —~ (p+q)!j!(q—j)!(

J

Pode-se garantir a nao singularidade de D,,(A), se p e ¢ forem suficientemente grandes

ou, entao, se os autovalores da matriz A forem negativos.

2A matriz de Hilbert H,, € R"*" ¢ definida por h;; = 1/(i +j — 1), [7]
3Henri Eugene Padé nasceu em Abbeville na regido de Picardy na Franca em 17 de dezembro de 1863.

Estudou no Lyceé St Louis e freqiientou a Ecole Normale Supérieure em Paris. Em 1892, apresentou
sua tese de doutorado Sur la représentation approchee d’une fonction par des fractions rationelles em
Paris, orientado por Hermite, grande matematico da época. Em sua tese, Padé fez o primeiro estudo
sistematico do que chamamos hoje de aproximantes de Padé. Apds completar seu doutorado, Padé
continuou estudando aproximantes, principalmente para a fungao exponencial. Em 1906, recebeu o
Grand Prix da Academia de Ciéncias da franga. Padé faleceu em 8 de julho de 1953 em Aix-en-Provence,

Franca.
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Infelizmente, os aproximantes de Padé sao bons somente préximos da origem, como
mostra a seguinte identidade [5]:
q 1
e = Ryy(A) + ﬂAHQHqu(A)_I/ uP(1 — u)?eA = du. (3.2.2)
(p+4q)! 0
O erro de arredondamento e o custo computacional das aproximagoes de Taylor e Padé
crescem muito quando t||Al| cresce ou quando a expansao dos autovalores da matriz A
aumenta. Ambas as dificuldades podem ser controladas fazendo uso de uma propriedade
da fungao exponencial:
e = (eA/ .

A/m

A idéia é escolher m sendo uma poténcia de 2 para que e possa ser calculada confidvel

e eficientemente, e entdo formar a matriz e4 = (e4/™)™ elevando-se ao quadrado repeti-
damente. Um critério geralmente utilizado para escolher m é tomar a menor poténcia de

A/m pode ser calculada satisfatoriamente

2 de forma que ”T‘%” < 1. Com esta restrigao, e
por aproximagoes de Taylor ou Padé. Quando bem implementado, o algoritmo resultante,
conhecido como “scaling and squaring” é um dos mais efetivos que conhecemos. Dessa
forma, temos:

A — (6A/2j)2j.

Lema 3.2.1 * Se || A]| < =, entdo Ry,(A) = e em que

N —

plq!

F <8 A p+q+1 )
[F] < 8l All TEICEESL

Um resultado essencial na construcao desse algoritmo é dado pelo Teorema 3.2.1.

A 1 o
Teorema 3.2.1 Se H2—j” <3 entio eriste E € R™™ tal que (Ry,(A/29))% = eME em

que

plq!
| Al

||E|| < 93=(p+q)
P+ (p+q+1)

Demonstragao:

Do Lema 3.2.1, Ryy(A/27) = e?+F em que

TUETY L —
- 2 (p+alp+qg+ 1)

4A prova do Lema pode ser encontrada em [14]
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Note que se E = 2/ F, entao

(qu(A/2j>>2f _ (eA/2j+F)2f — ATE. .

Os parametros p e g podem ser determinados de acordo com algum erro relativo

tolerado. Assim, se
plq!
P+l p+g+1)1

temos que €(p, ¢) é minimizado quando p = g.

A 1 o
Corolario 3.2.1 Se HQ—jH < 3 entio existe E € R™™ tal que (Ry,(A/27))? = eATE em

e(p,q) = 2°" ¥+

que

|E] < e(q,q)||All.

1Al

1 o
Coroldrio 3.2.2 Se = <3 entio (Ti(A/29))% = eA*E em que

IEI _ g (AN 1 (1
|Al — 27 E+1 = \2 kE+1

Notemos que nas condigoes dos corolarios acima, a aproximacao de Taylor T} ¢é sa-

tisfatéria. Além disso, esses corolarios podem ser usados para determinar ¢ e j. Por
exemplo, se € é um erro toleravel, podemos escolher entre os muitos pares (g, j) de forma

que as desigualdades dos corolarios impliquem

1Bl _

T €

1A=

3
ragoes no seu célculo, é interessante escolhermos o par (g, j) de forma que g+ j seja minimo

i 1)\ .
Como para se calcular (R,,(A/27))% exigem-se aproximadamente (q +5+ —) n> ope-

e assim minizarmos o custo computacional. A Tabela 1 mostra esse pares “6timos”
para varios valores de € e ||Al|. Com efeito de comparagao, também incluimos o par
correspondente (k, j) associado com a aproximacio (Tj,(A/27))¥ . Para esse célculo, sao
necessarias aproximadamente | k + j + % n® operacoes.

Para enterdermos a Tabela 1, dados € e ||A||, o par ordenado de cima é o (g, ) 6timo
associado com (R, (A/27 ))2‘1, enquanto o par ordenado de baixo especifica a escolha mais

eficiente de (k, j) associada com (T,(A/27))? .
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Tabela 3.1: Parametros 6timos para as aproximacoes de Padé e Taylor

e=103]e=10%]e=10"" | e=10"2 | e=10"P
A =102 | (1,0) (1,0) (2,0) (3,0) (3,0)
(1,0) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1)
[Al=10"" | (1,0) (2,0) (3,0) (4,0) (4,0)
(3,0) (4,0) (4,2) (4,4) (5,4)
Al =10° | (21) (3.1) (4.1) (5.1) (6,1)
(5,1) (7,1) (6,3) (8,3) (7,5)
||AH =10 (275) (375) (4’5> (575) (675)
(4,5) (6,5) (8,5) (7,7) (9,7)
Al =10 || (2.8) (3.8) (4,8) (5.8) (6,8)
(4,8) (5,9) (7,9) (9,9) (10,10)
HAH =103 (2,11) (3,11) (4,11) (5,11) (6,11)
(5,11) (7,11) (6,13) (8,13) (8,14)

Com base na tabela, verificamos que aproximacoes de Padé sao geralmente mais efi-

cientes que aproximagoes de Taylor. Quando a norma de A é pequena, a aproximacgao

de Padé requer cerca de metade do trabalho para alguma precisao dada. Quando ||A||

aumenta, essa vantagem decresce devida a grande quantidade de “scaling” exigida.

O erro relativo limite pode ser derivado dos resultados anteriores. E, admitindo que

E e A sao matrizes comutativas, temos

I(Ry(A/2))” —e|| _ |le*(e” — D]

le4]

lel

< HEH e Il < EHAH e cllAll

Um erro semelhante pode ser derivado para a aproximacao de Taylor.

Essa analise e a tabela nao levam em consideracao o erro de arredondamento, embora

esse seja o ponto fraco do método.

Numericamente, o algoritmo da aproximacgao de Padé por “scaling and squaring” ¢é o

seguinte

Algoritmo 3.2.2 Dado 6 > 0 e A € R™™", o sequinte algoritmo computa F = e+

que |[E] < o] Al
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j=max (0, 1+floor (logs|A|D)
A= AJY
Seja ¢ o menor inteiro n&o negativo tal que €(q,q) <6
D=1 N=1I,X=1I;c=1
para k=1:q
c=clg—k+1)/[(2¢ — k + 1)k]
X=AX; N=N+cX; D=D+ (-1)kcX
fim
Resolva o sistema usando eliminagdo Gaussiana
para k=1:j
F = F?
fim
O Algoritmo acima é usado na funcao expmI do MATLAB, fazendo ¢ = % e ¢ =06, ou
seja, é utilizada a (6,6)-aproximacao de Padé (aproximagao racional em que numerador e

denominador sao polinomios de grau 6).

Exemplos:

Sejam as matrizes A e B de Hilbert e de Vandermonde, respectivamente, de ordem 5.

Elas possuem os seguintes espectros:
Aa = {0,0.0003,0.0114, 0.2085, 1.5671}

Ap = {0.0375, —0.8496, 6.7954, —28.9437, 45.9604 }

Usando a fungao expm! do MATLAB encontramos os seguinte resultados:

3.3201 1.2579 0.8769 0.6768 0.5525
1.2579 1,7774 0.5718 0.4543 0.3776
e =1 0.8769 0.5718 1.4344 0.3524 0.2973
0.6768 0.4543 0.3524 1.2904 0.2478
0.5525 0.3776 0.2973 0.2478 1.2134
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0.2537 0.0721 0.0254 0.0123 0.0081
0.5857 0.1664 0.0587 0.0283 0.0187
e” =1.0e + 020+ | 1.4078 0.4000 0.1412 0.0681 0.0449
3.1277 0.8886 0.3137 0.1512 0.0997
6.2857 1.7858 0.6304 0.3039 0.2003

A matriz A, embora seja mal condicionada, possui seu espectro bem proximo da origem o
que aproxima sua norma de zero. Dessa forma o algoritmo funciona perfeitamente bem,
como mostra a equagao (3.2.2). Ja a matriz B é mais bem condicionada que a matriz
A, porém seu espectro estd muito espalhado, e bem distante da origem, o que torna o

resultado um tanto quanto ruim.

3.3 Meétodo dos autovetores

Os métodos que se utilizam de decomposicao de matrizes sao provavelmente os mais
eficientes para problemas que envolvem matrizes grandes. Se A for simétrica (hermitiana),
entao esses métodos se reduzem a um algoritmo bem simples.

As decomposigoes de matrizes sao baseadas em transformagoes de semelhanca da forma

A = SBS™!. Dessa forma, é facil verificar que
et = Se!P g1,

A idéia é encontrar S tal que e'? seja facil de computar. A dificuldade é que S pode ser
quase singular, o que torna a matriz de autovetores extremamente mal condicionada.

Quando a matriz é simétrica (hermitiana), podemos usar o Teorema Espectral, que
afirma que toda matriz simétrica (hermitiana) pode ser diagonalizada por uma matriz
ortogonal (unitdria), ou seja, existe uma matriz ortogonal (unitaria) @ tal que, A =
QDQ™!, em que D é uma matriz diagonal. Nesse caso, ndo hé problema algum, pois o
célculo de e ¢ bem facil.

O problema surge quando a matriz, nao simétrica, nao possui um conjunto completo de

autovetores. Nesse caso podemos recorrer a uma decomposicao de Jordan A = X JX 1,
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em que J é a matriz de Jordan [3] e teremos uma forma fechada para a exponencial de cada
bloco de Jordan. A dificuldade do método se concentra no fato que a decomposicao de
Jordan nao pode ser computada usando aritmética do ponto flutuante. Um simples erro
de arredondamento pode tornar autovalores a principio distintos em autovalores multiplos
ou vice-versa, alterando toda a estrutura de J e X.

Em MATLAB, a funcao ezpm8 computa a matriz exponencial usando a decomposicao
espectral e por isso falha quando a matriz é defectiva. Além disso, a precisao é determinada
pelo nimero de condi¢ao da matriz de autovetores, e conseqiientemente, se ela for quase

singular, a precisao nao sera boa.

3.4 Meétodo dos subespacos de Krylov

Até agora nos preocupamos com o calculo explicito da matriz exponencial, porém, em
it licagoes i a0 € AT t duto et4 do Probl
muitas aplicacoes isso nao é necessario, somente o produto e*“v, como no caso do Problema
de Valor Inicial @(t) = Az(t), ©(0) = v. Freqiientemente, A é grande e esparsa, em

4 serd densa

particular se a EDO surgir da discretizacao espacial de uma EDP. Como e
mesmo com A esparsa, gostariamos de evitar o calculo dessa matriz.
Com esse objetivo sao propostos dois métodos baseados nos subespacos de Krylov®: o

método de Arnoldi e o método de Lanczps.

3.4.1 Método de Arnoldi

Seja A uma matriz quadrada complexa de dimensao (grande) N, e v € CV, um vetor
unitario dado. O processo de Arnoldi gera uma base ortonormal V;,, = [vq,...,v,] do
espago de Krylov K,, = span{v, Av, A%v,..., A" v} e uma matriz Hessemberg® supe-

rior H,, de dimensao m tal que

AV = Vin Hy + By U162, (3.4.1)

50 matemdtico russo Nikolai Mitrofanovich Krylov, nascido em 29 de novembro de 1879 na cidade
de St Petersburg, publicou mais de 200 artigos nas areas de andlise e fisico-matematica. Trabalhou,
principalmente, em interpolacao e solugoes numéricas para equagoes diferenciais, onde obteve muitos

resultados efetivos para os erros. Morreu em Moscou em 11 de maio de 1955.
6H ¢ dita Hessemberg superior se hij =0, quando 7 > j + 2.
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em que e; ¢ o i-ésimo vetor unitario de R™ e V,,,+1 é ortogonal a Vi, - - - , V,,,. Por indugao,
isso implica que

Qm—l(A>U = Vm Qm—l(Hm) €1 (342)

para todos os polinémios ¢, 1 de grau menor ou igual a m — 1.

Um uso classico do processo de Arnoldi esta na solucao de sistemas de equagoes line-

ares, quando é usada a aproximacao
(M — A) o=V, (M — Hy,) tey, (3.4.3)

em que A nao é um autovalor de A nem de H,,. A tltima condicao é sempre satisfeita

quando A nao esta no campo de valores de A
F(A) ={2*Ax; 2 € CV, ||z|| = 1}. (3.4.4)
Como (3.4.1) implica H,,, = V! AV,,,
F(H,) C F(A). (3.4.5)
Agora, seja f analitica numa vizinhanga de F(A). Entao, por (2.4.1), temos

f(Ap =5 }’{ FOVAT — A)wd), (3.4.6)

em que I' é uma curva que circunda F(A). De (3.4.3), podemos reescrever (3.4.6) da

seguinte forma:

27?sz m (M = Hyp) ™" exd) = Vi f(Hp) €1, (3.4.7)

Assim temos a seguinte aproximacao

f(A) o = Vi f(Hp) e (3.4.8)

Na pratica, temos que o célculo da expressao f(H,,) e, quando m < N, é geralmente
muito mais facil que computar f(A) v, por exemplo, pela diagonalizagao de H,,. Essa ¢é a

vantagem do método, ele faz uma reducao muito grande na ordem do problema.
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E claro que, como estamos interessados na funcao exponencial, teremos a seguinte
aproximacao

eto =V, efm ey (3.4.9)

Em [9], sdo deduzidos alguns resultados sobre limitacdes para o erro ¢, = |ev —
Vetimey ||, supondo-se que A seja hermitiana semidefinida negativa ou, entao, que A seja

anti-hermitiana.

Arnoldi Basico

Seja A € R™™. Seja Q = (q1---q,) uma matriz ortogonal tal que QTAQ = H, H
Hessemberg superior. Logo, AQ = QQH e, comparando colunas, temos que:

k+1

Aq}czzhik%’ 1<k<n-1

=1

Assim,

k
hk+1,ka+1 = Aq, — Z hikq; = T4
i=1
e hg, = qr Aqy, i =1,--- , k. Logo, se r # 0,

qk+1 = T‘k/hk+1,k7 hk+1,k = ||7”k||

Dado entao um vetor ¢ unitario, o procedimento de Arnoldi é o seguinte:

Algoritmo 3.4.1

To = q1
hl?gzl
k=0

enquanto fyiqy # 0
Qk+1 = Tk/hk-ﬂ,k
kE=k+1
T = Agk
para 1t =1,--- k

hiy, = (L-Tw
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ry = 1 — hikg;
fim
e = |7l

fim

Se w = Agqg, o loop externo realiza o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt;
se w = 1, o loop realiza o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt modificado.
Podemos observar que os vetores qi,--- ,qr formam uma base para o espaco de Krylov
Ky = span{q, Aqi, A%qi,..., A*'q;}. O método gera, a cada k passos, uma matriz
Qr com k colunas ortonormais tal que AQy = QyHy + rrel, em que Hy é uma matriz
Hessemberg superior. Observemos que o método depende crucialmente da escolha do

vetor inicial ¢;.

3.4.2 Meétodo de Lanczos

Infelizmente, o método de Arnoldi exige longas repeticoes para a construcao da base de
Krylov. O método de Lanczos supera essa dificuldade computando uma base auxiliar
W = [wi,...,wy,] que gera o subespaco de Krylov relativo a matriz A* e o vetor wy.
Os vetores de Lanczos v; e w; sao construidos de forma que satisfacam uma condicao de
biortogonalidade. Isso resultard em (3.4.1), mas agora com uma matriz tridiagonal em
blocos H,, = D, ;' W* AV,,. Contudo, diferente do caso de Arnoldi, nem V,,, nem W,, sao

matrizes ortogonais.
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Capitulo 4

Uma aplicacao da matriz exponencial

4.1 O problema do oscilador harmonico amortecido
forcado

Vamos tratar aqui de um exemplo simples e conhecido da Mecanica Classica. Trata-se
do problema do oscilador harménico amortecido forcado!. Esse sistema é descrito pela

equagao diferencial linear de segunda ordem

mi(t) = —kx(t) — yz(t) + f(t) (4.1.1)

que nada mais é que a segunda lei de Newton para uma particula de massa m ligada a
uma mola com constante de elasticidade k e se movendo em um meio (viscoso) que exerce
sobre a particula uma for¢a do tipo —yv(t) (v(t) é a velocidade da particula no tempo t).
Além disso, age sobre a particula uma forga externa f(t) que depende apenas do tempo.
Nos dados acima temos que m > 0, k> 0e v > 0.

Dividindo a equacgao (4.1.1) por m, podemos escrevé-la como

B(t) = —wiz(t) — pi(t) + g(t) (4.1.2)
em que
w=y\E p=L glt)= ()

INao é pretensdo deduzirmos a equacdes desse sistema.
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A equagao (4.1.2) pode ser transformada em um sistema de duas equagdes de primeira

ordem. Fazendo v(t) = (), temos:

(4.1.3)
0(t) = —wia(t) — pu(t) + g(t)
Na forma matricial temos o seguinte:
Y(t) = AY (t) + F(t) (4.1.4)
em que
x(t) 0 1 0
Y(t) = , A= , F(t)=
u(t) S g(t)

Note que a matriz A tem coeficientes constantes. Sabemos que a solu¢ao dessa equacao,

com uma condi¢ao inicial que fixa a posicao e a velocidade da particula em ¢ = 0

vor- [ ") =™,
v(0) Vo
¢ dada por t
Y (t) = eV (0) + / A9 F(s)ds. (4.1.5)

Como podemos ver, precisamos calcular e para a matriz A da equacio (4.1.4).
E facil verificar que os autovalores de A sao

—p +/P* — 4w A ]
)\1 = B € )\2 =

2

e os autovetores associados sao

—p — /p? — 4w —p +/p? — 4}

v = 2(,()(2) e Vg = 2&)3
1 1

Se \/p? — 4w # 0, ou seja, p # 2wy, a matriz A tem autovalores distintos e é, portanto,
diagonalizavel. Porém, se p = 2wy, tem-se v; = vy e a matriz A nao é diagonalizavel.

Vamos tratar os dois casos separadamente.
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Caso p # 2wq:

Nesse caso A é diagonalizavel, ou seja,

—p+ /P — 4wg 0
2

. MO
PlAP=D = - —— |
0 X 0 —p — Vp? — dwp
2
em que
| —p— /P2 — 4w —p+/p?— dwd
P=| v v |= 2w 2w

1 1

Calculando-se a inversa, tem-se

4+ JFIR
pl_ RV VP — Awg
wy p+ /P — 4wg

Dali, segue que

m D . e)\lt 0 1 _)\26)\1t _I_ )\16)\2t 6)\1t _ 6/\2t
A — p.ePlpt — p -
0 e VT —Awp Wi (—eMt ettty et — Mpetet

2
Suponha que p < 2wy e defina w; = {/w3 — 'OZ Assim, a solugao do problema é dada

pela equacdo (4.1.5), substituindo e4! pela matriz encontrada acima. Dessa forma, z(t)

sera

pTo + 209
2(4}1

/ 1= 2senwy (t — 5)]f(s)ds.

t) = e P2 t
z(t)=e zocos(wit) + s ),

senfent)) +

2
Agora, suponha que p > 2wy e defina wy = 4/ pz — wg. Assim, a solugao do problema ¢é
dada pela equacao (4.1.5), substituindo e como fizemos anteriormente. Dessa maneira,

obtém-se

pxo + 209
w2

z(t) = e P2 (xocosh(wgt) + senh(th)) + /t =9/ 2enh s (t—s)] f(s)ds.
0

mwao

De maneira andloga, podemos encontrar uma expressao para v(t) = &(t).
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Caso p = 2wy > 0:

Nesse caso a matriz A fica

0 1

A= Pz

e como dissemos anteriormente, A possui apenas um autovalor de multiplicidade algébrica

2, a saber A = —g.

Decompondo A na sua forma de Jordan, J = P71 AP, temos

—p/2 1 2 1 0 —4/p?
S | Pl /p

0 —p/2 —p*/4 0 L 2/p
Note que J = D + N, em que

—p/2 0 0 1
p— | " e N=

0 —p/2 0 0
E f4cil ver que D e N comutam e que N? = 0. Assim,

eAt _ Pe(D+N)t Pfl _ PeDt €Nt P*l’

sendo que
e~Pt2
oDt —
0 e P2
e
1t
eNt =T+ Nt =
0 1
Portanto,
<1 + p_t e Pt/2 to—Pt/2
At _ 2
© = 2 t
_p_e—ﬂt/2 1— pr o Pt/2
4 2

Substituindo 4 da equacdo (4.1.5) pela matriz acima, obtém-se

z(t) = e 7?2 ((1 + %) xo + tvo) + 1 /t(t — 5)e P92 £(5)ds.
0

m

Da mesma forma, pode-se obter v(t).
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Caso p = 0:

Vamos analisar agora o caso em que nao hé o termo de amortecimento —yv(t) na equagao

de movimento da particula, ou seja, p = 0. Nesse caso,

0 1
A —
—wi 0
E facil verificar que os autovalores de A sao A\; = wpi e Ay = —wqi. Logo, A é diagonalizavel
e
wol 0
D=pPlap=| " ,
0 —(.Uoi
em que
P 1 woi
-1 —woi
Calculando P~!, temos
p-1_ 1 wot 1
2&)0i —woi 1
Assim,
cos(wyt) wiosen(wot)

6At

—wpsen(wopt)  cos(wot)

Agora, como nos outros casos, usando a equagao (4.1.5), obtém-se

x(t) = (xocos(wot) + Esen(wot)> + L /Ot sen(wo(t — s))f(s)ds

wWo m

v(t) = —zgsen(wot) + vocos(wot) + %/0 cos(wo(t — s)) f(s)ds.

Caso k=0ey=0:

Finalmente, vamos analisar o caso em que a particula é submetida apenas a forca externa
dependente do tempo.

Usando a notagao anterior,
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ou seja,

com

1 ¢
e =1+ At =
01
Portanto,
1 ¢ 20 L1 t—s 0
Y(t) = +/ ds
0 1 Vo 0 O 1 g(s)

Assim, obtém-se

z(t) = zo + vot + % /Ot(t —s)f(s)ds

v(t) = vy + % /Ot f(s)ds.
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Consideracoes Finais

A principal motivacao do trabalho foi o fato de que este topico nao faz parte da ementa de
nenhuma disciplina do curriculo de licenciatura, apenas do bacharelado. Tive o primeiro
contato com a Forma Canoénica de Jordan no curso de Algebra Linear II (disciplina do
bacharelado) e juntamente com o Licio desenvolvi um projeto de iniciagao cientifica cujo
objetivo foi estudar formas candnicas de matrizes. Nesse trabalho entrei em contato
com muita algebra linear e fiquei muito excitado com o resultado de Jordan. No ano
seguinte, o Licio propos que eu trabalhasse com func¢oes matriciais, especialmente o caso
da exponencial de uma matriz. Achei a idéia interessante e como ninguém da graduacgao
havia feito qualquer trabalho sobre isso, resolvi adoté-la. Como podemos ver, surtiu efeito
e resultados.

Espero que este trabalho sirva de exemplo para futuros graduandos que se interessem
por ele e queiram se aprofundar mais nesse assunto. Fica aberto para trabalhos futuros
a possibilidade de tratar de outras fungoes de matrizes além da exponencial. Além disso,
fazer um estudo numérico mais detalhado dos métodos. Principalmente o método que se
utiliza dos subespacos de Krylov e o método de Lanczos que estao sendo muito utilizados

atualmente e que nao foram muito explorados neste trabalho.
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