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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar a teoria local das curvas, ou seja, estudar
o comportamento de uma curva restrita a uma vizinhanca de um ponto. Para isso
dividimos o trabalho em quatro capitulos.

No primeiro capitulo estudamos os conceitos fundamentais das curvas dando
énfase para as curvas regulares e ilustramos com varios exemplos. Definimos o compri-
mento de arco e mostramos que o mesmo € invariante por uma mudanca de parametro
e assim o introduzimos como um parametro ao longo de uma curva.

No segundo capitulo, associamos a cada curva duas quantidades escalares
chamadas curvatura e tor¢ao. Para isso definimos em cada ponto da curva um conjunto
vetores que formam uma base ortonormal de R? e sao denominados de referéncial mével.
A variacao deste referéncial nos informa o comportamento da curva numa vizinhanca
do ponto.

No terceiro capitulo, mostramos que o referéncial mével satisfaz um sistema
de equagoes chamadas de equagoes de Frenet. Como aplicagao das equacoes de Frenet,
caracterizamos certas classes de curvas. Demonstramos o Teorema Fundamental de
Existéncia e Unicidade das Curvas, que é o objetivo principal desta monografia.

No quarto capitulo restringimo-nos ao estudo de uma classe especifica de

curvas, as curvas de Bézier.






Capitulo 1

Conceitos sobre as Curvas

1.1 Curvas em R"

Por R™ entendemos o conjunto das n-uplas (z1, xs, . . ., z,,) de nlimeros reais.
Nosso objetivo é caracterizar certos subconjuntos de R", as curvas. Uma maneira de
definir tais subconjuntos é por meio de funcoes diferenciaveis. Lembramos que uma
fungdo x(t) é diferencidvel de classe C*, se todas as suas derivadas /(™ (t) existirem e

forem continuas, para todo n < k.

Definicao 1.1 Uma curva parametrizada diferencidvel é uma aplicagao v : I — R,

em que o intervalo I C R.

Denominaremos simplesmente de curva ao subconjunto (1) C R™.

Existem varias maneiras de se obter curvas:

e considerando f : R? — R uma funcao de classe O e k € R uma constante

Cy = {(ZL’,y) S R,f(x,y) = k}

Se k nao for um valor critico de f (7 f(x,y) # 0 para todo (z,y) € Cy), entao Cj

¢ uma curva denominada curva de nivel.

e tomando a interseccao de duas superficies.



e em termos geométricos, uma curva pode ser interpretada como a trajetéria de
um objeto deslocando-se de um ponto a outro. As coordenadas do objeto sao
dadas em funcdo do tempo ¢, onde = = () e y = 12(t), e t é o parametro da
representagao. Quando ¢ varia, as quantias x = y1(t) e y = ¥2(t) também variam e
descrevem uma curva, denominada curva paramétrica. E usual representarmos
uma curva por meio de sua equagao vetorial, assim y(t) = v1(t)e; + - - - + Yo (t)en,
representa uma curva no espago n-dimensional.

Por exemplo, y(t) = (t? — 2t)e; + (¢ + 1)eq, representa uma pardbola.

e existem curvas que podem ser definidas por algoritmos; no capitulo I'V estudare-

mos uma classe especifica destas curvas, as curvas de Bézier.
Vejamos alguns exemplos de curvas.

Exemplo 1.1 A figura 1.1 mostra o grdfico das curvas de nivel da fung¢ao

g(x,y) = /9 — a2 —y?% para k =0,1,2,3. As curvas de nivel sio
VI—22—y2=k ou 2°+y°=9-—k*

que correspondem a uma famdlia de circulos concéntricos em (0,0) e raio /9 — k2.

e
N

Figura 1.1: Curvas de nivel da fungao g(x,y) = /9 — 22 — y%, para k =0,1,2,3



Exemplo 1.2 Determine a equacao da curva obtida na interseccao do cilindro
2> +y* =1, com o plano y+ z = 2. Veja figura 1.2.

Chamando de v a curva obtida na intersec¢ao, a projecao dey sobre o plano
xy € a circunferéncia v + y*> = 1. Substituindo x = cosfl, y = send, 0 < § < 27, na
equacao da circunferéncia, encontramos na equagao do plano z = 2 —y = 2 — senf.

Escrevendo as equagoes paramétricas para vy temos:

xr=cosf, y=send, z=2—senf 0 <0 < 2.

(0,-1,3)¢

(1,0,2)

(1,0,2)

Figura 1.2: Curva v obtida na interceccao

Exemplo 1.3 A epicicloide é uma curva plana gerada por um ponto P da circun-
feréncia de um circulo C' que rola sem deslizar sobre o exterior de um circulo Cy fizo
(veja a figura 1.8). Vamos encontrar uma representacao paramétrica para a epicicldide
quando C tem raio r, Cy estd centrado na origem com raio rq e P estd inicialmente
localizado em (1, 0).

Seja A denotado como o centro de C' e 0 o angulo que OA faz com ey. Entao
OA = |OA|(cosh)e; + |OA|(send)es
= (ro+r)(cosh)ey + (ro + r)(send)eq

Se 3 € o angulo que AP faz com ey, entdo

B=ALOAP+0—7 ou B=024+0—r=""""p_ 1
T

r




Seque que,

AP = |AP|(cosP)e; + |AP|(sens)ey

= r {COS (T0+r€—7r)} e1+r [Sen (ro—{—rﬁ—w)} €9
r r
= —r |:COS (ro +T9>] e —r [sen (TO —Hn@)] s
r r

v(#) = OP=0A+ AP
= {(ro + 7)cost — rcos (TO i T@)] el

r

+ {(7‘0 + r)senfl — rsen (TO i r@)} e

Assim,

r

€ a representacao requerida.

Figura 1.3: Epicicldide

Exemplo 1.4 Ezemplos importantes de curvas no espaco sao as hélices. A figura 1.4

mostra o traco da Hélice Circular parametrizada por

v(t) = acos(t)e; + asen(t)es + bteg, a,b#0, t€R.



A figura 1.5 mostra o trago da Hélice Logaritmica parametrizada por

5(t) = e'cos(t)ey + e'sen(t)ey + ees, t € [0, 00).

Figura 1.4: Hélice Circular Figura 1.5: Hélice Logaritmica

A hélice circular faz uma espiral ao redor de um cilindro de raio |a|. A
equagao y3(t) = bt move os pontos da curva uniformemente da dire¢ao 3. Quanto t
aumenta 2w, v, e Yo retornam ao seu valor inicial. A hélice logaritmica se desenvolve

num cone e sua projecao sobre o plano xy € uma curva chamada espiral logaritmica.

Exemplo 1.5 A figura 1.6 mostra o grdfico gerado por computador da curva parametrizada
por

v(t) = [(4 + sen20t)cost]e; + [(4 + sen20t)sent|es + [cos20t]es.

Essa curva é chamada de tordéide espiral, porque estd contida no toro. Outra curva

interessante € o no trevo, que também estd contida no toro e € parametrizada por
A(t) = [(2 + cos(1, 5t))costle; + [(2 + cos(1, 5t))sent]eq + [sen(1, 5t)]es

mostrada na figura 1.7.



Figura 1.6: Toréide Espiral Figura 1.7: N6 Trevo

1.2 Curvas Regulares

Nesta secao, vamos nos restringir a uma certa classe de curvas. Para efeitos
tedricos vamos evitar curvas que em algum ponto nao tenham vetor tangente. Essa

classe de curvas é denominada de curvas regulares.

Defini¢ao 1.2 Uma curva parametrizada v(t) : I — R™ € dita reqular se

(i) v(t) € da classe C!
(i)Y (t)| # 0, para todo t € I.

No que se segue, dada uma curva parametrizada, salvo mencao contraria,
serd considerada uma curva regular.

Uma parametrizacao v(t) : I — R"™ de uma curva pode nao ser bijetora, ou
seja, pode conter pontos t; # to, para os quais y(t;) = y(t2). No entanto, é possivel
verificar que ao restringirmos a parametrizacao a uma vizinhanca de um ponto ¢t € I,
v é bijetora. Essa é uma propriedade local pois depende apenas do comportamento da

curva proximo ao ponto.

Exemplo 1.6 A curva mostrada na figura 1.8 é parametrizada por
y(t) = (12 — 4t)e; + (2 — 4)eq, t € R. Observe que v(2) = v(—2) = (0,0) isto é, a
aplicagao ~y(t) nao € bijetora, no entanto, perceba que v'(t) # 0 para todo t. Portanto

v € reqular.
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Figura 1.8: v(t) = (3 — 4t)e; + (t* —4)ey, t € R

Exemplo 1.7 A curva mostrada na figura 1.9 é parametrizada por v(t) = (t+1)e; +
(t*+3)eq, t € R, € regular, pois ' (t) = e + 2t ey € continua e |y (t)| # 0 para todo t.

Figura 1.9: v(t) = (t + 1)e; + (£* + 3)eq

Exemplo 1.8 A curva mostrada na figura 1.10, estd definida em coordenadas polares

por, r(0) = 2cos® — 1. Para parametrizd-la, consideramos
11(0) = 1(0) cost , y2(0) = r(0) send
e portanto sua parametrizacao serd,
71(0) = (cosh)(2cosf — 1) , y2(0) = (send)(2cosd — 1) , 6 € [0, 27]

ou ~(0) = (cosf)(2cosf — 1)e; + (senf)(2cosd — 1)es.

11



Exemplo 1.9 A parametrizacio de Cissoid de Diocles dada por r(0) = 2senftgf,

0 € (—m/2,7/2) , nao € regular. Considerando
7 (0) =r(f)cosd e 2(0) = r(0)send
temos que
71(0) = 2sen?d,  75(0) = 2sen®dtg, 0 e (—n/2,7/2).

Observe que em 0 =0, |/ (0)| = 0, pois

% = 4senflcosfd e % = 2sen’fsec?d + 4senfcosttgl

Pelo trago na figura 1.11 podemos ver que v nao é reqular, pois existe um bico agudo

neste ponto caracterizando a inexisténcia de vetor tangente.

0=m2

~1,37/2)

0 2 X
(=3.,m)
Py (1.0) 0

]
o

0=3m/2

Figura 1.10: r(0) = 2cosf — 1 Figura 1.11: Cissoid de Diocles

Curvas parametrizadas diferenciaveis podem ter o mesmo traco.
Exemplo 1.10 As curvas

At = (,20), teR

t) = (2r+1,4r+2), reR

tém o mesmo trago mostrado na figura 1.12. A mudanca de parametrot = 2r + 1, faz

com que y e d tenham a mesma parametrizacao.

12



Figura 1.12: Traco de 7 coincide com o traco de 0.

Definicao 1.3 Uma mudanca de parametro é uma bijecao f : I — J, entre intervalos

de R, que € suave, bem como sua inversa.

Lembrando que uma funcao é suave se é de classe C*°. Na figura 1.13,
representamos o esquema da mudanca de parametro entre os intervalos I e J, onde f
é dita ser a mudanca de parametro. Assim, dada uma curva regular v, podemos obter

varias parametrizagoes para 7.

¥ / B=vof
Figura 1.13: A bijecao f é a mudanca de parametro entre os intervalos I e J.

Exemplo 1.11 A fun¢ao t = (b —a)f +a, 0 € [0,1], a < b é uma mudanca de

parametro do intervalo 6 € [0,1] sobre t € [a,b]. A inversa 0 = (t —a)/(b—a) € a

mudang¢a de parametro do intervalo t € [a,b] sobre 6 € [0, 1].

13



Exemplo 1.12 A funcio t = 02/(6? + 1) € uma mudanga de pardmetro do intervalo

0 € (0,00) sobre t € [0,1].

dt 20 dt
i m, ¢ continua e 20 #0, 0 € (0,00). Assim
92
v -0
(02 + 1) |5
2
e elingo s 1, que toma o intervalo 6 € (0,00) sobre t € [0, 1].

Exemplo 1.13 Introduzir a mudan¢a de parametro § = t+1, t € [—1,27r — 1] na

curva

7(0) = [cos(#)2cos(f)]er + [sen(6)2cos(8)]es, 0 € 10, 27] (1.1)
representada na figura 1.14. Pela mudanc¢a de parametro, 1.1 € equivalente a
Y(t) = [cos(t + 1)2cos(t + 1)]er + [(2cos(t+1)]es, ¢t € [—1,2m —1]

pois, ¥(0) = v(0(t)). Quando t aumenta em t € [-1,2mr — 1], § = t + 1 também
aumenta em 0 € [0,27]. Introduzindo esta mudan¢a a equagdo traga o mesmo sentido

e mesma dire¢ao da equacao 1.1, mostrada na figura 1.15. Se introduzimos a mudanga

de parametro 6 = —t, t € [—2x,0], obteremos uma representacdo equivalente
~(t) = [cos(t)2cos(t)]er + [sen(t)2cos(t)]ea, t € [—2m,0].
Agora quando t aumenta em t € [—2m,0], 8 = —t decresce em 0 € [0,27], com esta

mudanca de parametro a equacao traca direcao e sentido oposto, mostrada na figura

1.16.

Assim a direcao e sentido em que a curva € tracada € uma propriedade da parametrizacao

e nao da curva.

14
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Figura 1.14: Figura 1.15: Figura 1.16:

Uma curva y(t) : I — R", com saltos de continuidade é chamada de regular
por partes se existir um numero finito de intervalos abertos I;, i = 1,2,...,n, nos

quais a restricao de v é regular.

Exemplo 1.14 A cicldide parametrizada por v(0) = [r(6 — senf)|e; + [r(1 — cosf)]es,
0 € R, € reqular por partes (veja Figura 1.17). Perceba que v'(0) =0 quando 6 = 2n,
n € N, ou seja ela nao é continua nestes pontos. No entanto a cicldide é reqular nos
intervalos 6 € (2nm, (2n + 2)m), para todo n € N. Assim dizemos que a cicldide é
reqular por partes ou seja, para cada n € N, a cicloide é um arco regular no intervalo

2nm < 0 < (2n + 2)7.

2nr ‘ X,

Figura 1.17: Cicloide
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1.3 Projecoes Ortogonais

Sejay(t) : I — R3 a parametrizacao de uma curva. Fixado um ty, a equagao
C’y(k> = ’}/1(1}(])61 + ’)/2<t0)€2 + ]{763, keR

representa a reta ortogonal ao plano xy, que passa pelo ponto 7(ty). Segue que a

familia de retas do tipo
CA/U{Z) = 'yl(to)el + ’72@0)62 + k@g, t, k ~ R (12)
geram uma superficie cilindrica ortogonal ao plano xy, que contém ~(I).

Definigao 1.4 Seja () : I — R3 a parametrizacio de uma curva. A projecdo

ortogonal de v sobre o plano xy € dada pela funcao
Py : R — R?
Pry(71,72,73) = (715 72) ou
G(t) =n(t)er +a(t) e

As projecoes ortogonais da curva - sobre os planos yz e xz sao respectiva-

mente

Py.(v1,72:73) = (72,73)

Gy(t) = 72(t)es + y3(t)es

Pr(v1,72:73) = (71,73)

G(t) = n(t)er +9s(t)es

A interseccao de duas superficies cilindricas geradas pelas familias de retas

mencionadas na Equagao 1.2 determinam uma curva. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.15 A projecao ortogonal da cibica retorcida parametrizada por

Y(t) = tey + tPex + tes, t € R, sobre o plano xy € a pardbola (,(t) = tey + t*ey. A
projecao sobre o plano xz € a cibica (,(t) = ter + tPe3. A curva € representada pela
interseccao das duas superficies, uma parabolica cilindrica ortogonal ao plano xy e a

outra cubica cilindrica ortogonal ao plano xz. Veja figura 1.18.

16



Figura 1.18: Cubica retocida

Exemplo 1.16 A parametrizacio y(t) = tey + (> + 1)eq + (t — 1)%e3 € regular, pois
dy/dt = ey + 2tey + 3(t — 1)%e3 € continua e |dy/dt| = [1+4t> 4+ 9(t — 1)4]Y/2 £ 0, para
todo t € R. Sua projegao sobre o plano xy €é a pardbola (,(t) = tey + (1 + 1)es, € a
projegao sobre o plano xz € a cibica (,(t) = te; + (t — 1)%e3. A curva € representada
na interseccao das duas superficies cilindricas ortogonais aos planos xy e xz, no caso

uma parabdlica e outra cibica.

1.4 Comprimento de Arco

A toda curva y(t) : [a,b] — R", podemos associar um numero real que é o
comprimento do arco de ~y entre os pontos y(a) e v(b). Ao considerarmos uma partigao

arbitraria do intervalo [a, b]
a=ty<ti<ty<---<t,=0b,
estamos definindo uma seqiiéncia de pontos
Yo(to), 11(t1), - -+ Yn(tn)

17



sobre a curva . O seguinte somatdério

szz ] (1.3)

¢ o comprimento da linha poligonal obtida substituindo, para cada 1 <17 < n, o tracgo
da curva no intervalo [t;,¢;—1] pelo segmento de reta que une y(t;,—1) a y(t;). Veja a

figura 1.19.

Y(to)

- (t2)

Figura 1.19: Linha poligonal
Retificaremos o arco, tomando o limite em 1.3
gggoz [a(ts) = vima(tia)l. (1.4)
Definicao 1.5 Um arco € retificdvel, se o limite 1.4 existir.

Teorema 1.1 Seja y(t) : I — R"™ uma curva reqular. Entdo o arco ~(t) : [a,b] — R™

¢ retificdvel e seu comprimento € dado por

bd’y b
—|dt = "(t)|dt
o= [ e

Demonstracao 1.1 Considere € > 0, devemos mostrar que |s — s(P)| < €. De acordo

com o teorema do valor médio e o fato de y(t) : [a,b] — R"™ ser C', existe t; € [t;_1, 1]

tal que

() =yt < V(DI — tiea) = [V ()| At

18



assim
b n b n

[ ol im 3" bt —ies(eol| <] [0l lm Y e 1se =0 <o
¢ =1 @ i=1

Portanto o comprimento de arco é dado por fab |7/ (t)|dt.

Proposicao 1.1 O comprimento de arco da curva y(t) : [a,b] — R™, € invariante por

uma mudanca de parametro.

Demonstracao 1.2 Seja f : J — [ uma bijecao entre intervalos de R, ou seja,
f € uma mudanga de parametro satisfazendo f'(s) > 0, e f(s) = v o f(s) outra

parametrizacao da curva vy, entao teremos

sﬂ—/ 15/(s |ds—/ Y E)F (5)lds

pela regra da substituicao, fazendo t = f(s) teremos

[ s = [ =s,

assim, Sg = S, COMO qUETIAMOS.

Exemplo 1.17 O comprimento do segmento de arco da hélice circular parametrizada

por y(t) = a(cost)e; + a(sent)ey + bteg, t € [0,2n], é

27
s = / Va2sen?t + a2cos?t + b2dt
0

27

s = / va? + bidt
0

s = 2wva?+ b?

Exemplo 1.18 O comprimento s, da curva (t) = (2sent)e; + (5t)ea + (2cost)es,

€ [-10,10], ¢
V(1) = V4cos?t + 25 + 4sen?t
V()] = \/4(C082t +sen?t) + 25 = V29

10

= v/29(10 + 10) = 20v/29

—10

10
) :/ V294t — /29
—10

19



Exemplo 1.19 Calcular o comprimento da cicloide, parametrizada por
7(0) =10 —send), 2(0) = r(1 — cosh).
Um arco da cicldide é descrito pelo intervalo paramétrico 6 € [0, 2n]. Como

d d
% =r(1 —cosh) e 2 _ gend

db
o d% d%
s = / \/ d@) do

s = / V/72(1 — cosf)? + r2sen26df

temos

s = / V/72(1 — 2cosf) + cos? + sen6)df
0

2m
s = r/ vV 2(1 — cosf)db
0

Para avaliar esta integral usamos a identidade sen’z = 3(1 — cos(2x)) com § = 2,

que fornece 1 — cosf) = 2sen?(0/2). Como 0 < 6 < 27, temos 0 < 0/2 < 7, e assim

sen(0/2) > 0. Portanto

V/2(1 — cosf) = \/4sen2(6/2) = 2|sen(A/2)| = 2sen(h/2)

2m

s = 2r/ sen(6/2)do
0

2m

s = 2r[—2cos(0/2)]

0

s = 2r[242]=28r
Exemplo 1.20 Calcular o comprimento de arco, a partir do pontot = 0 até um ponto
t qualquer da espiral logaritmica, parametrizada por (t) = (e'cost)e; + (e'sent)es,

t €0, 00).

t
s = / /€2 (cost — sent)? + 2 (sent 4 cost)2dt
0

s - /t\/@dt
s = \/§(et—1)

20



Exemplo 1.21 Encontre o comprimento do arco, em fun¢ao de 6, ao longo da epi-
cicloide parametrizada por

To+ 1T
T

~v(0) = ((ro + 7)cost — rcos(r0 il T@)) er + ((ro + r)senf — rsen( 9))62.

1/2
“|(dn ’ dys ?
o= [(%) (@)|
0 9 9 1/2
s = /(7’0+T) (—Sen@—i—sen (TO+T9)) —i—(cos@—cos (TOJFTQ))] do
0 T r

o
s = (rg —1—7")/0 [(2 + 2)cos(rof /7)) /2db

= 2(ro+r) /09 sen(rof/2r)do

0

s = 4Mcos(r09/2r)
To 0

s = 4M[COS(T09/2T>—1}
To

1.5 Comprimento de Arco como um Parametro

Definimos a fungao comprimento de arco de uma curva 7 : [a,b] — R™ como

s : Ja,t] =R

s(t) = /at

Se t > a, entdao s > 0. O comprimento de arco no intervalo [a,t] depende

t d a
s(t) = / d—’ty’dt:—/
a t

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, a derivada da equacao 1.5 é dada

dy
“Llat 1.
dt ‘ (1.5)

da orientacao, pois

dy
—Lldt.
i

por
ds d [*

@ "),

Se v é de classe C*, s também é de classe C* no intervalo [a,t]. O fato de

dry dry
_l d = ‘ _l ‘ ) Y Y °
7 ‘ t ; > 0, para todo, t € |a,b]

~ ser regular implica que o comprimento de arco (s), pode ser introduzido como um

parametro ao longo de uma curva regular.
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Vejamos alguns exemplos onde reparametrizaremos em func¢ao do compri-

mento de arco curvas parametrizadas em funcao de um parametro qualquer.

Exemplo 1.22 Para obter a reparametrizacao por comprimento de arco para a hélice

circular parametrizada por

consideramos

v(t) = (acost)e; + (asent)ey + btes, (1.6)
&y

t t
= dt = 2407 Pt
$ /0 7 /0 (a” +0%)

s — (a2+b2)1/2t

e substituimos, t = (a® + b*)~"Y/2s encontrado acima em 1.6, assim
v(s) = acos[(a® + b?)"2s]e; + asen[(a® + b?)"/2s]ey + bl(a® + b?) /2 s]es
€ a reparametrizacao por comprimento de arco para a hélice circular.

Exemplo 1.23 A reparametrizacao por comprimento de arco da espiral logaritmica

parametrizada por
y(t) = (e’cost)e; + (e'sent)ey, t €[0,00) (1.7)

pode ser calculada, considerando

t
s = / /€2 (cost — sent)? + e2(sent + cost)2dt

0
27
s = vV 2e2tdt

0

s = V2(el—1)

entao,

s+\/§>
\/Q
432

com isso, substituindo t = ln( 7 ) encontrado acima em 1.7, encontramos

1= [ (22)). (i)

que € a reparametrizacao por comprimento de arco da espiral logaritmica.

s=v20e—1) <— t:ln<
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Capitulo 2

Elementos Geométricos das Curvas

Uma questao fundamental em geometria é determinar as quantidades geomé-
tricas que caracterizam as curvas. Neste capitulo associamos a cada curva duas quan-
tidades escalares chamadas Curvatura e Torcao, que definem uma curva no espaco.
A curvatura mede o quanto uma curva deixa de estar contida numa reta e a torcao
mede o quanto uma curva deixa de estar contida num plano.

No que se segue, entendemos s como sendo o comprimento de arco,

v(s) : I — R™ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e, mais, v é uma

curva regular de classe C'*°.

2.1 Vetor Tangente

Dada uma curva (t) : I — R3, sabemos que 7/(t) é um vetor tangente a

curva 7y no ponto t € [.

Definigao 2.1 O vetor tangente unitdrio a curva y(t) : I — R? é dado por

Proposicao 2.1 Se~(I) € uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, entdo

Y (s) = 1.
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Demonstracgao 2.1

\@3

1= F]- W!
lds| dtdsl

=5

o

onde usamos o fato que —

_‘dt’

A proposicao acima nos leva a definir o vetor tangente unitario a curva

v(s) : I — R? como,

2.2 Vetor Normal

Sabemos que existem vetores ortogonais ao vetor tangente unitario T(s),
como (T(s), T'(s)) = 0, temos que T'(s) é ortogonal a T(s), no entanto T’(s) pode

nao ser unitdrio. Denominamos de vetor normal ao vetor na dire¢ao de T'(s).

Definigao 2.2 O vetor normal unitdrio a curva y(s) : I — R3 é dado por

T(s) _ +'(s)
IO

Proposicao 2.2 Ao longo de uma reta o vetor normal N € indeterminado.

N(s) =

Demonstracao 2.2 Se v é uma reta, entdo sua parametrizacio € y(t) = at + b, com

a # 0. Assim,

7'(1)
Tt) = =-—=1 T(t)=0
KNO] © T
portanto,
N(t) = %, fica indeterminado.

Exemplo 2.1 Encontrar os vetores tangente unitario e normal unitdrio a hélice cir-
cular parametrizada por v(t) = a(cost)e; + a(sent)es + btes, a,b # 0.

Temos que

d
7 —a(sent)e; + a(cost)ey + bes

1/2 1/2
‘ o ‘ = (aQSGHQt + a’cos’t + b2> = (a2 + b2)
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entao, o vetor tangente €
~1/2
/‘ dt ‘ <a2 + b2> ( — a(sent)e; + a(cost)es + b63>

Para encontrar o vetor normal, precisamos calcular a derivada do vetor tangente e sua

norma

T(t) = <a2 + b2) _1/2( — a(cost)e; — a(sent)eg)

a

|T(t)] = \/<a2 + bz> B (azcoszt + azsen2t> = N

portanto o vetor normal €
N(t) = —[(cost)e; + (sent)es).

Exemplo 2.2 Encontrar o vetor tangente unitario da cubica retorcida, parametrizada
por y(t) = tey + t2eq + t3e3, no ponto t = 2.
Temos que

d 1/2
&Y _ e + 2tes + 3t3es e

— (12 4 422 9t4>
dt ‘dt‘ <+ +

quando t=2,
Y(2)=ei+4e;+12e5 e |Y(2)] = (14 16 + 144)Y/% = (161)/2
portanto, o vetor tangente unitdrio no pontot =2 é

T(2) = (161)"1/? (61 +des + 1263>.

2.3 Curvatura

A curvatura é um invariante geométrico de uma curva, cuja interpretacao
geométrica é o quanto uma curva deixa de estar contida numa reta. O vetor tangente

unitario T(s) mede a variagao e indica a orientacao da curva no ponto s.
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Definigao 2.3 Seja v(s) : I — R® uma curva. O nimero

K(s) =" (s)| = [T'(s)l
¢ chamado de curvatura da curva v no ponto s € I.

Intuitivamente, o nimero |y”(s)| (curvatura), é a medida de quao rapida-
mente a curva v muda de dire¢ao no ponto 7(s).

Pela definicao do vetor normal unitario, podemos escrever
T'(s)

N =19

ou

T'(s) = r(s)N(s). (2.1)

Definimos a curvatura em termos do comprimento de arco, mas na pratica,
as curvas sao dadas em funcao de um parametro qualquer ¢ e nao de s. Podemos

expressar a curvatura em termos de um parametro qualquer, observando que

dT dT ds . dT dT B /‘
dt  ds dt ds  dt dt
assim
ou
T (t)]
K(t) = :
17 (1)]

O reciproco da curvatura, chamado de raio de curvatura é calculado por

p=—.
K

O circulo que melhor descreve o comportamento de v proxima do ponto
v(s) é chamado de circulo de curvatura ou circulo osculador, pois estd sobre o
plano osculador de . O circulo de curvatura tem em comum com ~ os vetores tangente
e normal e curvatura, seu raio é p.

Em um ponto de inflec¢ao da curva v, onde T'(s) = 0, a curvatura é nula e

o raio de curvatura é infinito.
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Exemplo 2.3 Encontre a curvatura e o raio de curvatura do circulo de raio a,
v(t) = a(cost)e; + a(sent)es, a > 0.

Temos que
dy

i —a(sent)e; + a(cost)es,

|=a

F

/‘ —(sent)eq + (cost)es

T (s) = ds /‘ ( cost)ey + (sent)eg>

observe que T(s) aponta para a origem. A curvatura € constante e igual a

k(s) = | T(s)| = 1/a

e o raio da curvatura é p=1/k = a. Como esperdvamos o raio da curvatura coincide

com o raio do circulo.

Exemplo 2.4 Para a hélice circular, ¥(t) = a(cost)e; + a(sent)es + btes, temos

dl = —a(sent)e; + a(cost)es + btes, ‘d_’y = (a* + b2)1/2
dt dt
/‘ - ’ = (a® +b%) 1/2< — a(sent)e; + a(cost)es + beg)
AT dT |dv
Te) = =@l
T (s) = [(a2 + b2)*1/2( — a(cost)e; — a(sent)eg)] /(a® + b2)1/2
a
T (s) = EENE ((cost)el + (sent)62>.

Observe que T'(s) € paralelo ao plano xy e dirigido para a origem, veja a figura 2.1.

A curvatura € constante e igual a

e o rato da curvatura €
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Figura 2.1: Vetor tangente da hélice circular

Exemplo 2.5 Encontrar a curvatura da curva parametrizada por,
1 1
v(t) = teg + Qtzeg + §t363
no pontot = 1.
v (t) = eq + tes + tes, V()] = (1412 +t1)1/2
T(t) =~'(1)/ 17 ()] = (1 + 2 + 1) (e1 + tes + tPe)
T(t) = (1+t2+t)7Y2(ey + 2tes) — (e + teg + t2es) (1 + 2 4+ tH)732(t + 2t%)
T(t) = —(1+> 432 [(2#“’ +t)ey 4+ (t* — 1)ey — (£ + 2t)e3]

T'(s) = T/ 17/ (O] = —(1+ 22+ 1472268 + ey + (1 = Vez — (£ + 2)es]

Portanto quando t =1 temos,

k(1) = |T(1)] = %ﬁ

Definimos a curvatura em funcao do comprimento de arco, mas podemos
obter a curvatura em funcao de uma parametrizacao arbitraria da curva -, ou seja,
podemos expressar a curvatura em termos das derivadas de uma parametrizacao qual-

quer da curva 7.
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Teorema 2.1 Dada uma curvay(t) : I — R3, a curvatura em fungdo de um pardametro

qualquer t € dada por

~'(t) x " (t
) = 100"
[y (2)]
Demonstracao 2.3 Sabemos que
7'(t) : ds
Tt) = ) =—
0= ¢ MOI=g
portanto,
ds ds’ ds
V(O =W OIT) = 2T e A1) =2 T+ 2T
assim,

V() x y'(t) = (%)2 (Tx T).

Como | T(t)] = 1 para todo t, (T(t), T'(£)) = 0 e |T(t) x T'(t)| = | T®)|| T ()], entio
) x 70 = (d—) () x T(0)
() <20 = (—)2|T<t>||T<t>|
) x (0] = (—) (1)

portanto,

Logo

Vejamos que a curvatura é um invariante geométrico das curvas, isto é,

independe da parametrizacao.

Proposicao 2.3 A curvatura de uma curva y(t) : I — R"™ ¢ invariante por uma

mudanca de parametro.
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Demonstracao 2.4 Seja f : J — I uma bijecao entre intervalos de R, ou seja, f
¢ uma mudanga de parametro, e y(s) = [ o f(s) outra parametriza¢ao da curva 7,

sabemos que
['(£) x (1)
()1

Kq(t) =

7'(s) = B'(f(5) - f'(s), V"(s) = B"(f(s) - (f'())* + B'(f(5)) - ["(s)

V() x ()] = {IB'(f(s) - F($)] < [B"(f()) - (£'(5))* + B'(f () - £ (s)]]
[V(s) x ()] = [1B'(f(s) - /()] < [B"(f(s)) - (F(5))°]]
V() x ()] = [F ()P - 18'(f()) x B"(f(s))]

WP = 18(f(s) - f(s)f
WGP = If P18 ()

Portanto

_ @) x"(@)]

o0 = T pp

et = WP BUE) x8(()
' FOLRECR
co) PTG

' FEEP

I{W(t) = I{'y<8)

Logo, a curvatura é um invariante geométrico das curvas.

Exemplo 2.6 Calcular a curvatura da cubica retorcida, parametrizada por
y(t) = (¢,t2,3), em t = 0.
Temos que

7' (t) = (1,3t,3t%) e 7"(t) = (0,2, 6t)

[Y'(t)] = V1 + 42 4+ 9t

30



i j k
V() xy'(t) =11 2t 32 | = 6t7i— 6tj+ 2k
0 2 6t
1Y/ (1) x 4" (t)] = 2V/9t4 + 912 + 1.

A curvatura serd dada por

t) v/ (t) x v"(t)] 2Vt + 92+ 1
K — =
Iy ()] (1 + 412 4 9t4)3/2

quando t = 0, temos que £(0) = 2.

Exemplo 2.7 Determine a curvatura e o circulo osculador da pardbola v(t) = t* na

origem. Teremos
Vity=2t e A()=2
/ t 7 t 2
= 0]

FOF 0+ Ae)e
Portanto, na origem temos k(0) = 2. Assim o raio do circulo osculador é
p=1/k=1/2 e seu centro € (0,1/2), veja a figura 2.2. Sua equagdo é portanto

2+( 1)2 1
x —=) =-.
y73 A

Figura 2.2: Circulo osculador da parabola
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Exemplo 2.8 Calcular a curvatura da espiral logaritmica, parametrizada por
v(t) = (e'cost, e’sent), t € [0,00).
Temos que

7 (t) = (e'(cost — sent), e’ (sent + cost))
7'(t) = (—2e'sent,2e'cost)
VO = Ve
e'(cost — sent) e'(sent + cost)

Y (t) x 7"(t) = — 2¢%
—2¢tsent 2elcost

k() = V(&) x "B 2e* V2
[y () (V2et)?  4ef

Quando maior o valor de t, menor é a curvatura. Veja a figura 2.3

Ry

\\
N

Figura 2.3: Espiral Logaritmica
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2.4 Referéncial Mével em R2

Definigao 2.4 Dada uma curva ¥(s) : [ — R?, para cada s € I, o conjunto de vetores

{T(s), N(s)} é denominado de referéncial mével ou Diedro de Frenet em s.
Sabemos que T(s) é perpendicular a N(s), assim
(T(s),N(s)) =0

derivando em relagao a s obtemos

B
—~
V)
~—
I
|
—~
H
—~
V2)
~
—~
Va)
~—
~

uma vez que (N'(s),N(s)) =0 e (T'(s), N(s)) = k(s).

As equagoes de Frenet para curvas planas sao definidas por

T'(s) = &N(s)
N'(s) = —rT(s)

Proposicao 2.4 Uma curva v(s) : I — R™ € uma reta se, e somente se, k = 0.
Demonstracao 2.5 Se a curvatura € nula ao longo da curva v,ou seja,
K(s)=|T(s)| =0
entio T'(s) = 0. Integrando temos,
T(s) = a, a = constante # 0

d
—7, integrando outra vez, obtemos

mas, T(s) = s

v(s) = as + b, b = constante
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isto €, a curva vy € uma reta que passa pelo ponto b e € paralela ao vetor a.

Inversamente, se v é uma reta, entao sua parametrizacao é

V&) =at+b, a0,
Assim,
() = |18| 91 ¢ TW)=0
portanto,
0= i) =°

Logo, v € uma reta se, e somente se, k = 0.

2.5 Vetor Binormal

Definicao 2.5 O wvetor resultante do produto vetorial entre os vetores T(s) e N(s),
dado por
B(s) = T(s) x N(s)
¢ chamado de vetor Binormal.
Como os vetores T(s) e N(s) sdo unitarios temos que |B(s)| = 1.

Proposicao 2.5 Vejamos que B x T = N.

Demonstracao 2.6

BxT=(TxN)xT (2.2)
usando a identidade do cdlculo vetorial
(a x b) x ¢ =bla,c) — a(b,c) (2.3)
e aplicando a identidade 2.3 na equagao 2.2 temos
Bx T=N(T,T)— T(N, T)

Mas N e T sao perpendiculares entre si, portanto (N, T) = 0, e T' € um vetor unitdrio,

assim (T, T) = | T|> = 1, portanto
BxT=N

qUue Prova G Proposicao.
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Proposicao 2.6 Vejamos que N x B = T.

Demonstragao 2.7

NxB=(BxT)xB (2.4)

aplicando a identidade 2.3 em 2.4
N x B= T(B,B) — B(T, B).
Mas (T,B) =0 ¢ (B,B) = |B]* =1, assim
NxB=T

qUE Prova G Proposicao.

2.6 Torcao

A torcao é outro invariante geométrico das curvas, cuja interpretacao geomé-
trica é o quanto uma curva deixa de estar contida num plano, mais precisamente do
plano osculador ou ainda, o médulo da tor¢cao mede a velocidade com que varia o
plano osculador. Considere uma curva y(s) : I — R3 cuja curvatura nunca se anule e

a variacao do vetor binormal, B(s) = T(s) x N(s),

B'(s) = T'(s) x N(s) 4+ T(s) x N'(s)
B'(s) = k(s)|N(s) x N(s)| +T(s) x N'(s)
B'(s) = T(s) x N'(s) (2.5)

onde usamos o fato que N(s) x N(s) = 0 e T'(s) = x(s)N(s). Como [N(s)]* =1e
(N'(s),N(s)) = 0, consequentemente N'(s) é paralelo ao plano retificante, portanto

pode ser escrito como combinacgao linear de T(s) e B(s) da seguinte forma
N'(s) = u(s)T(s) + 7(s)B(s)
substituindo a equacao acima na equagao 2.5 temos

B'(s) = T(s) x |u(s)T(s) +7(s)B(s)
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B'(s) = uls) [T(s) x T(s)] +7(s) [T(s) X B(s)}

B'(s) = 7(s) [T(s) X B(s)]

B'(s) = —7(s)N(s) (2.6)
Definicio 2.6 Seja v(s) : I — R® uma curva tal que 7"(s) # 0, s € I. O nimero
7(s) definido por B'(s) = —7(s)N(s) ¢ chamado de seqgunda curvatura ou torcdo

de v mo ponto s.

Se tomarmos o produto interno na equagao 2.6 com N(s), obtemos a férmula

da torcao
7(s) = —<B’(s),N(s)> (2.7)
Proposigao 2.7 Seja v(s) : [ — R? uma curva regular, entdo
T = —rx*T+ K N+ 7kB.
Demonstracao 2.8 Derivando a expressio T = kN, temos
T = kN ++'N
T" = k(Bx T)+x'N
T' = k(BxT +B xT)++N
T' = k*(Bx N)—s7(Nx T)++xN
T = —k*T++rN+715B
usamos o fato que { T, N, B} é uma base ortonormal, N= B x T, T' = kN,
B = —7N.
Proposigao 2.8 Seja y(s) : I — R? uma curva, entdio, ao longo de y temos
(TxT),T) = k.
Demonstracao 2.9 Usando o resultado da proposi¢cao 2.7 temos,
TxT = TxrN=kx(Tx N)
Y = (k(Tx N),—xT+ x'N+ 7xB)
) = —kN(Tx T),N) +x*{(Tx N), B) + #'{(T x N),N)
TxT)T) = k(B B)
)

= KT
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Assim como fizemos para a curvatura, podemos obter a tor¢ao em funcao

das derivadas de uma parametrizacao arbitraria da curva ~.

Teorema 2.2 Dada a curva y(t) : [ — R3, tal que k # 0. A tor¢ao em fungdio de um
parametro qualquer t € dada por

(') x7"(1), 7" ()
() x " (1)

7(t) =

Demonstracao 2.10 Sabemos que

Seja,
% =t assim, T(s)=+(t)t
portanto,
T(5) = S/ () =+ (0)E+ 4" (0)F
e
T'(s) = L (0 0F) =7 (OF + 37 (1) + (1)

ds

Calculamos o sequinte produto interno

2

T(s) x T'(s) = (')} x (¥ ()i+~"(0)E)
T(s) x T'(s) = (Y () x 7 (1) + (7' (t) x ¥ (1))
T(s) x T'(s) = (7 (t) x7"(t))

portanto,

(T(t) x T®), T'(1) = (/1) x7"(6) x (V(OF + 37" O +7"(1)F))
(T(t) x T(1), T'(#) = FE((V () x"(1), 7/ (1) +3E £ (/1) x 7/ (£),7"(£)))

HE(( () x A" (1)), 4" (8))

como, (Y (t) x 7"(t)), v (t)) = ((v'(t) x ¥'(t),7"(t))) = 0, a expressio acima se torna

((T(s) x T'(s), T'(s)) = (' (t) x 7" (1)), 7" (1))
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mas, temos que

assim

ds — ds/dt — ()]

((Y(#) x 2"(), 7" ()

((T(s) x T'(s)), T"(s)) =

Usando o resulatado da proposi¢cao 2.8 e o fato que

K(t) =

temos finalmente,

[/ (t) x 7"(t)]

que prova o teorema.

Assim como fizemos para a curvatura, vamos mostrar que a torcao também

¢ um invariante geométrico de uma curva.

Proposigao 2.9 A tor¢ao de uma curva y(t) : I — R3, é invariante por uma mudanca

de parametro.

Demonstracao 2.11 Seja f : J — I uma bijecao entre intervalos de R, ou seja, f

¢ uma mudanga de parametro, e y(s) = [ o f(s) outra parametriza¢ao da curva 7,

sabemos que

(' (t) xv"(t)),7" (1))

7(t) =

[/ (£) X 7" (2)]

V'(s) = B'(f(s)) - f'(s), 7'(5) = B"(f(s) - (f'())* + B'(f(5)) - f"(s)

7"(s) = B"(F(5))-(F ()*+8"(F(5))-2f () +B"(f(5))-(f () (f" () +5'(f () f"(5)-

Sabemos também, da proposicao 2.3 que,

Y (s) x7"(s) = (f'(s))* - (B (f(s)) x B"(£(5)))



e que
[V (s) x A" () = [ ()] [(8'((5)) x B"(f(s))]?

((7'(s) x 7"(9)), 7" (9)) = (f'()) - ((B'(£(s)) x B"(£(5))), 8" (f(5)))-

Portanto

)
V(0 x O
) = U U)X B (). 6" (S 6)
’ 7P [(F(FG)) x 7(F(s))P
iy = U)X B, 4 )
' (GG < 7P

() = ()
Logo, a torcao € invariante por uma mudanca de parametro.
Exemplo 2.9 Considere o exemplo da hélice circular parametrizada por
~(t) = a(cost)e; + a(sent)ey + btes, a>0,b#0.
Temos que

N(t) = (—cost)e; — (sent)eq
B(t) = (a* 4 b*)"*(b(sent)e; — b(cost)ey + aes)
B(t) = (a®+b*) 7 (b(cost)e; + b(sent)ey)

Temos que a tor¢ao é constante e igual a

T(t) = —(B(t),N({))
(t) = {((a®+ b*) 7' (b(cost)e; + b(sent)ey), ((—cost)e; — (sent)es))
(t) = b/(a®+V?)
Note que se b > 0, temos 7(t) > 0, a hélice cresce a direita, como mostra a

figura 2.4. Se b < 0, temos 7(t) < 0, a hélice cresce a esquerda, como mostra a figura

2.5.
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Figura 2.4: Hélice circular a direita Figura 2.5: Hélice circular a esquerda

Exemplo 2.10 Calcular a curvatura e a tor¢ao da hélice logaritmica, parametrizada

por (t) = (e'cost, e'sent, '), t € [0,00). Veja a figura 2.6.

Figura 2.6: Hélice Logaritmica
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Para a curvatura, calculamos

7' (t) = (e'(cost — sent), e(sent + cost), e')
7'(t) = (—2e'sent,2e'cost, e')
V) = V3
i j k
V() x7"(t) = | e(cost — sent) el(sent + cost) ¢! | = (e*(sent—cost), e*(cost+sent), 2¢*)

—2elsent 2elcost et

() x 7" ()] = V6e™,

a curvatura € dada por

V() xy"(1)] Ve V2

"= TR T 3vEer 3

Para a torcao, calculamos

7" (t) = (—2€'(sent + cost), 2e'(cost — sent), e")

(/' (1) x " ()" (1)) = ((e*(sent — cost), e*(cost + sent), 2¢*),

(—2¢’(sent + cost), 2¢’(cost — sent), e'))

(&) x " (1) " (1)) = 2¢™,

a torcao ¢ dada por

((y'(£) x ")), 7" (1))
[ (8) > 7" (8)]*

263t

T(t) = Gt
1

t) = —.
7(t) o

Exemplo 2.11 Usando as formulas dos Teoremas 2.1 e 2.2, encontrar a curvatura

e a tor¢ao da curva
Y(t) = (3t — t*)ey + 3t%ey + (3t + t%)es.
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Pelo teorema 2.1 a curvatura é dada por

() x 7" ()]
()
[[(3 — 3t*)ey + Gteg + (3 + 3t?)ez] X [—6te; + bey + 6tes|
(3 — 3t2)e; — 2tey + (1 + t2)es)?
18](t2 — 1)ey — 2tes + (1 + t%)es]
27’(1 — t2)€1 + 2tes + (1 + t2)€3|3
2
3(1 + t2)?

k(t) =

K(t) =
e, pelo teorema 2.2 temos que a tor¢ao € dada por

(Y1) x"(1), 7" (#))
() x 7" (t)]?
<18[(t2 — 1)61 — 2t62 + (1 + t2)€3], 6[—61 + 63])
182[(£2 — 1)e; — 2tes + (1 + £2)es2
2
30+ 77

(1) =

Observe que para esta curva, kK = T.

2.7 Referéncial Mével em R3

Definigao 2.7 Dada uma curva v(s) : [ — R®, para cada s € I, o conjunto de vetores

{T(s), N(s),B(s)} ¢ denominado de referéncial mével ou Triedro de Frenet em

S.
A variagao dos vetores T(s) e N(s) deste referéncial, respectivamente
T'(s) = kN(s) e B'(s)=—7N(s)

nos fornece os elementos geométricos (x e 7) das curvas em R?, que informam sobre o
comportamento da curva numa vizinhanca do ponto s.
Se a curva y(s) : I — R? é de classe C™ e a curvatura e a torgao nao se

anularem, teremos o referéncial mével bem definido e o calculamos da seguinte forma,



T'(s)
T'(s)|
B(s) = T(s)x N(s).

Cada par de vetores do referéncial mével determinam um plano. O plano

de R? gerado pelos vetores N e B é o plano normal da curva ~, dado por

(7(s) —v(s0), T) = 0.

O plano de R3 gerado pelos vetores N e T ¢é o plano osculador de v, dado por

(v(s) —(s0),B) = 0.

O plano de R3 gerado pelos vetores T e B é o plano retificante de ~, dado por

(v(s) = v(s0),N) = 0.

Veja a representacao na figura 2.7.

e o

Plano Normal

Plano Retificante
YSo) —

<
//

Figura 2.7: Planos definidos pelo referéncial mével
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Proposicao 2.10 Vajamos que B’ € perpendicular a T.

Demonstracao 2.12 Temos que

B=(TxN) = TTxN+TxN
B = kNxN+TxN
B = TxN

logo, B' ¢ perpendicular a T.

Exemplo 2.12 Calcular o referéncial movel para a hélice circular parametrizada por,
v(t) = (acost, asent, bt), com a >0 e b # 0.

Sabemos que,

T(t) = (a*+ b*)"Y?(—asent, acost,b)

N(t) = —(cost,sent)
€ assim,
i j k
B(t) = T(t) x N(t) = | —a(a®+b*)"?(sent) a(a® +b*)~1/?(cost) b(a® + b*)~'/?
—cost —sent 0

B(t) = (b(a®+b*)"Y2%sent)i+ (b(a® + b*)"Y2cost)j+ (a(a® 4+ b*) "V k

B(t) = (a4 b*)~Y?(bsent, beost, a).
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Capitulo 3

Teoria Local

3.1 Equacoes de Frenet

Teorema 3.1 Dada uma curva y(s) : I — R3, tal que k > 0, Vs € I, o referéncial

mowvel satisfaz as sequintes equagoes

T(s) = rkN(s) (3.1)
N(s) = —rT(s)+ 7B(s) (3.2)
B'(s) = —71N(s) (3.3)

chamadas de Equacoes de Frenet.

Demonstracao 3.1 As equacgoes 3.1 e 3.3 foram obtidas respectivamente nas equagoes
2.1¢e2.6.

Como

derivando temos

N'(s) = B'(s) x T(s) + B(s) x T'(s)

substituindo T'(s) e B'(s) pelas equagdes 3.1 e 3.3 obtemos
N(s) = =k T(s) + 7B(s).
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Observe que se escrevermos as equacgoes de Frenet como

T(s)) = 0T(s) + xN(s) + 0B(s)
N(s)) = —rT(s)+ O0N(s)+ 7B(s) (3.4)

B(s)' = 0T(s) —7N(s)+ 0B(s)

os coeficientes do referéncial {T(s), N(s), B(s)}, formam a matriz antissimétrica

0 k 0
-« 0 7
0O —7 0

e assim, podemos escrever o sistema 3.4 como

T(s) 0 x 0 T(s)
N@Gs) | = -« 0 71 N(s)
B(s) 0 —7 0 B(s)

Como aplicacao das equacgoes de Frenet, veremos que as curvas planas sao

caracterizadas por terem torgao nula.

Proposigao 3.1 Dada a curva v(s) : [ — R3, tal que k > 0, s € I. Se v € plana,

entdao (1) estd contida no plano osculador de .

Demonstragao 3.2 Se v ¢ plana, existe um plano de R3 que contém v(I). Seja w
um vetor nao nulo ortogonal a esse plano, veremos que w € paralelo a B(s), Vs € I.

Assim
{(v(s) —(s0), w) =0

€ o plano com normal w. Derivando duas vezes obtemos

(7' (s),w) =0
(v"(s),w) =0
portanto
(T(s),w) = 0

(T'(s),w) = K(N(s),w) =
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Como k > 0, concluimos que w € ortogonal a T(s) e a N(s).

Logo w é paralelo a B(s), Vs € I, isto €, o plano osculador da curva ~y contém ~y(I).
Como consequéncia desta proposicao temos:
Proposigao 3.2 Uma curva v(s) : I — R? € plana se, e somente se, 7 = 0.

Demonstracao 3.3 Se v ¢ plana, entao pela proposicio anterior B(s) € constante,
portanto B'(s) =0, Vs € I. Logo, concluimos que T = —(B'(s), N(s)) =0, Vs € I.

Inversamante, se T =0, Vs € I, entao
B =-1TN=0
portanto B = by = constante. Consideramos a funcao

f(s) = {v(s) —(s0), bo)

e mostraremos que f(s) = 0. Derivando obtemos

f(s) = (7(s), bo) = (T(s), bo) = 0

portanto, f(s) € constante. Como f(sg) =0, concluimos que f(s) = 0 para todo s, isto
¢, v(I) estd contida no plano que contém ~(sg) e € ortogonal ao vetor B(s).

Logo, v € plana se, e somente se, T = 0.

Vamos caracterizar uma curva regular com curvatura constante e torgao

nula.

Proposigao 3.3 O traco de y(s) : [ — R?® é um arco circular de raio 7 se, e somente

1
se, T=0 ¢ |k = —.
r

Demonstracao 3.4 Suponha que y(I) é um arco circular de raio v centrado em Py,

entao

Y (s) = Rl = 1. (3.5)

Pela proposicao anterior, para todo s € I, onde 7 =0 temos
(7(s) = Po, bo) = 0

47



onde B(s) = by = constante. Derivando a equagao 3.5, obtemos

(Y'(s),7v(s) = Po) = (T(s),7(s) — Py) =0

18s0 implica que

v(s) — Py = *N(s).

Derivando obtemos

V() = TN(s)

T(s) = rN(s)
T(s) = —reT(s)
1
kK = ——
r
K| = =
1 . . :
Inversamente, suponha |k| = —. Como 7 estd parametrizada pelo compri-
r

mento de arco e pelas equacoes de Frenet, temos

que 1mplica em

v(s) + erN(s) = Py
v(s) — Py = erN(s).

Como e = +1 e |eN(s)| =1, temos
()~ Rl =1

Portanto, v(I) € um arco circular de raio 7.
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Vamos caracterizar hélices.

Definigao 3.1 Dada uma curva y(t) : I — R3, tal que k,7 # 0. Entao y(I) é uma

hélice, se existe um vetor unitdrio w que forma um dangulo constante com ~'(t), Vt € I,
(y'(t), w)
' (8)]

Proposigao 3.4 O traco dey(s) : [ — R3, tal que k, 7 # 0, é uma hélice se, e somente

ou seja, ¢ constante.

li 7/
se, — € constante.
T

Demonstracao 3.5 Se y(I) € uma hélice, por definicdo existe um vetor unitdrio w,
tal que

<7,(8), w> = ¢y = constante.
Portanto

(+'(s),w) =0 = Kk(N(s),w)=0.

Como K # 0, temos que w pertence ao plano gerado por T(s) e N(s), Vs € I.
Considere o vetor

w = cos(6(s)) T(s) + sen(f(s))B(s)

derivando e usando as equacoes de Frenet, obtemos

0 = —sen(f

S

$))0'(s) T(s) + cos(6(s)) T'(s)
+cos(60(5))0' (s)B(s) + sen(6(s))B'(s)
)0 (s) T(s)

s)) — 1sen(#(s)))N(s)

)
+(Kcos(6(

(
(
0 = —sen(f(s
(
(

+cos(f

$))0'(s)B(s).
Portanto, Vs € I teremos

sen(A(s))0'(s) =0
cos(6(s))0'(s) =0
reos(0(s)) — msen(f(s)) =0

As duas primeiras equagoes determinam 6'(s) =0, Vs € I. Portanto 0(s) é constante.

Além disso, a constante cos(0(s)) € nao nula, caso contrdrio teriamos T = 0, o que
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contradiz a hipotese. Da terceira equacao temos

reos(0(s)) — msen(f(s)) =0

como 0(s) € constante, entao tg(0(s)) é constante.
K

Logo — € constante, como queriamos.
T

K,
Inversamente, se — € constante, fitemos 6 tal que
T

entao

w = cos(0) T(s) + sen(#)B(s)

¢ um vetor unitdrio constante e Vs € I, teremos (T(s), w) = cos(0) € constante.

F‘; 7z ~ ’ 7
Logo se — ¢ constante, entao, v € uma hélice.
T

Exemplo 3.1 Para a hélice circular temos

a
K_ @ _a
=42 =
T o b
Para a hélice logaritmica temos
V2
k' 3et 2
L V=
3et

A curva parametrizada por y(t) = (3t — t3)e; + 3t?eq + (3t + t3)es, vista no exemplo

2.11, é uma hélice, pois encontramos

3(1 1 £2)2

e asstm — = 1.

50



3.2 Teorema Fundamental das Curvas

Dadas fungoes suaves k = k(s) e 7 = 7(s), podemos determinar uma curva
tal que k é a curvatura e 7 é a torcao desta curva e as equacoes de Frenet sao satisfeitas,

e mais, a curva ¢ unica. O teorema abaixo nos fornece este resultado.

Teorema 3.2 (Teorema Fundamental da Existéncia e Unicidade das Curvas)
Sejam k(s) = k e 7(s) = 7 fungdes diferencidveis continuas. Entao existe uma curva
parametrizada pelo comprimento de arco y(s) : I — R3 cuja curvatura € k e a torgdao é
7. Se existir outra curva parametrizada pelo comprimento de arco ¥(s) : [ — R? com
a mesma curvatura e mesma torcdo, entdo existe um movimento rigido M : R? — R?

tal que 7(s) = M o~.

Um movimento rigido de R? é uma funcao M : R? — R3 da forma
M =T oR, onde R é uma rotacdo em torno da origem e 7 é uma translagdao, no

sentido do teorema, nao importa a ordem.

Demonstracao 3.6 Dividiremos a demonstracao deste teorema em duas etapas:
existéncia e unicidade.

1) Ezxisténcia:

Para provar a existéncia basta mostrar que existe um triedro ortonormal
{T, N, B} que satisfaz as equagies de Frenet, em sequida definir v(s) = f;) T(s)ds e
ver que Kk € a curvatura e T € a tor¢ao de .

Considere as equacgoes de Frenet

Bi(s) = —7(s)Ni(s)

como um sistema de equacoes diferenciais em R? x I.

Seque-se do teorema de existéncia e unicidade de solugoes de sistemas de
equagoes diferenciais lineares que firado em R® um triedro ortonormal { Ty, Ny, By}
com orienta¢do positiva e um valor sg € I, existe uma familia de triedros

{T(s),N(s),B(s)}, s €I, com T(sy) = To, N(so) = Ny, B(so) = By.
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Mostraremos que esta familia mantém-se ortonormal para todo s € I. Ob-

serve que as equagoes 3.6 sao essencialmente as equacoes de Frenet, decorre que

d

25 ((T(s), N(s))) =0

e portanto

(T(s), N(s)) = constante = (T(so), N(so)) = 0.

Andlogamente, verificamos que

| T(s)| = [N(s)| = [B(s)| = 1
isto €, o triedro {T, N, B} € de fato ortonormal para todo s € I.
Definimos a curva y(s) = fsso T(s)ds. Como T(s) é unitdrio, teremos que
~ estd parametrizada pelo comprimento de arco s. E claro que v(s) = T(s) e
v"(s) = kKN(s) e portanto k € a curvatura de v em s. Além disso das proposi¢oes 2.7
e 2.8
V"= —k*T+ K N+7KkB

portanto a tor¢ao de vy serd dada por

(" x A" A" (T x kN, (—k*T + k' N+ 76B))
= — =T
K2 K?

Logo ~v € a curva procurada.

2) Unicidade:

Resta mostrar que v € unica a menos de translagoes e rotagoes do R3.

Seja 7 : I — R? outra curva com k(s) = k(s) e 7(s) = 7(s), s € I, e
seja {TO,ND,BO} o triedro de Frenet de 7 em sq. E claro que por uma translacdo
T e uma rotagao R € possivel levar o triedro {TO, No. Bo} a coincidir com o triedro
{Ty, Ny, By} (ambos com orientagio positiva). Aplicando o teorema de existéncia e
unicidade de solucoes de sistemas de equacgoes diferenciais lineares, obtida a solucdao
{T, N, B}, prova-se com um raciocinio andlogo ao da parte (1), que trata-se de um
triedro ortonormal de R3. Como v deve satisfazer v'(s) = T(s), seque-se que

v(s) = fsso T(s)ds + Py, donde 7y estd parametrizada pelo comprimento de arco s.
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Capitulo 4

Curvas de Bézier

4.1 Historia das Curvas de Bézier

As Curvas de Bézier surgiram por volta de 1960. Foram desenvolvi-
das independentemente por dois matematicos franceses que trabalhavam na industria
automobilistica francesa. Piere Bézier (1910 — 1999), trabalhava para a Renault e
Paul de Faget de Casteljau trabalhava para a Citroém. Embora Casteljau tenha
concluido o trabalho sobre as curvas antes que Bézier, devido as companhias Renault e
Citroém serem muito secretas quanto a seus trabalhos, Casteljau nao o publicou. Bézier
conseguiu uma autorizacao da Renault e publicou seu trabalho, por isso o campo retém
o nome de Curvas de Bézier. Entretanto o algoritmo fundamental que da a base

para as construgoes e o célculo das Curvas de Bézier é creditado a Casteljau.

Bézier e Casteljau desenvolveram as curvas com o intuito de modelar as
formas aerodinamicas dos automéveis modernos. Entretanto, hoje, elas tem intimeras
aplicagoes, principalmente em CAD (Computer-Aided Design). A maioria dos Soft-
wares de computacao grafica usam o conceito de Curvas de Bézier.

Essas curvas sao extremamente uteis para modelar projetos e se adaptam
facilmente a sistemas computadorizados. Podem ser definidas como um conjunto de
pontos encontrados através do Algoritmo de Casteljau ou explicitamente em funcao
dos polinémios de Bernstein. Trata-se de curvas paramétricas geralmente definidas no

intervalo paramétrico [0, 1]. Além disso, essa classe de curvas possui outros parametros
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controladores que sao pontos no espaco. Cada um desses pontos tem uma influéncia
sobre a curva, sendo que uma curva de Bézier de grau "n” emprega "n + 1”7 pontos
de controle. Uma curva de Bézier emprega no minimo 3 pontos para sua defini¢ao,
podendo chegar a ”n” pontos de controle. Entretanto, sua forma mais utilizada é a
de terceiro grau, ou seja, a Cubica de Bézier, que é definida por quatro pontos de
controle, tais pontos sdo: 2 ”endpoints” (pontos iniciais) e 2 ”control points” (pontos de
controle), sendo que a curva necessariamente passa pelos pontos iniciais e nao passa
pelos pontos de controle, mas estes definem sua forma.

Se todos os pontos estao no plano, teremos uma curva de Bézier plana, ou

seja k > 0 e 7 = 0; se pelo menos um ponto estiver fora do subespacgo vetorial gerado

pelos outros ”"n — 17 pontos, entao a curva é espacial, ou seja, K # 0 e 7 # 0.

4.2 O Algoritmo de Casteljau

O algoritmo de Casteljau nos permite calcular pontos de uma curva de
Bézier. Trata-se de um algoritmo recursivo e extremamente simples, mas fundamental

para descrever curvas para design de superficies.

Definicao 4.1 O Algoritmo de Casteljau
Sejam Py, Py, ...,P, € R3 et € R, temos que
Pi(t) = (1 = t)P;"'(t) + tP (1),

onde P?(t) = P;. Entdo Py(t) é um ponto para um determinado valor do pardmetro

t, sobre a curva de Bézier B"(t).

M 00

Definicao 4.2 Denominamos de curva de Bézier de grau "n” ao conjunto de
pontos P (t), t € [0,1], obtidos através do algoritmo de Casteljau, ou seja
B'(t) = {Py(1);t [0, 1]}.

O poligono formado pelos pontos Pg, Py, ... P, é chamado de poligono de

Bézier ou poligono de controle da curva B"(t). Similarmente os P; sdo chamados
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de pontos de Bézier ou pontos de controle. A figura 4.1 mostra uma ctbica de
Bézier, cason =3 et = 1/4. A curva foi obtida pelo processo de interpolagao entre os

pontos Pj(t).

Figura 4.1: O ponto P2(¢) sobre a curva foi obtido pelo Algoritmo de Casteljau.

Podemos encontrar a representacao de uma curva de Bézier de grau 2 através

do algoritmo de Casteljau, observando que

P2(t) = (1 — t)P(t) + tP1(1) (4.1)

onde
Py(t) = (1 — )Py + tP, (4.2)
Pi(t) = (1 —t)P, + 1Py (4.3)

substituindo as equagoes 4.2 e 4.3 em 4.1, temos
P(t) =B*(t) = (1-1)Pg(t) +tPy(t)
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B*(t) = (1-1)[(1 —t)Py+tPy] +t[(1 —1t)Py +tPy)]
B*(t) = (1—1)2Py+t(l - )P, +t(1 — )P, +t*Py

BX(t) = (1—1)2Py+2t(1 —t)P; + t*Ps.

Veja a curva obtida na figura 4.2.

Figura 4.2: Quadratica de Bézier, caso n = 2.

Para a curva de grau 3 ou cubida de Bézier temos,

Pi(t) = (1 —t)P3(t) + tPi(t)
onde
Pi(t) = (1 —1)°Py +2t(1 — t)P; + £°P;
(&
P2(t) = (1 — t)P} 4+ tP}
(&

Py(t) = (1 — )Py + tP3

substituindo as equacoes 4.3, 4.5, 4.6 e 4.7 em 4.4, temos

Pi(t) =B°(t) = (1-1)Pg(t) +1Pi(t)

B(t) = (1-1)[(1—1)>2Po+2t(1 —t)Py +t*Py] +t[(1 — t)P] + tPy]
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B(t) = (1—1)%Py+2t(1 —)°Py + (1 — )Py + t(1 — t)P} + £*P,
B(t) = (1—1)"Py+2t(1 —t)’°Py +t*(1 — )Py + (1 — t)[(1 — t)Py + tPy)]
+2[(1 — t)Py + tP3]

B(t) = (1—1)°Py+3t(1—1)°Py +3t3(1 — t)Py + t*Ps.

A figura 4.1 mostra uma cubica de Bézier.

Para os demais casos o procedimento é o mesmo.

4.3 A Forma dos polinomios Bernstein para uma

Curva de Bézier
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Definimos as curvas de Bézier de grau "n”, como um conjunto de pontos da
forma P{ (t) encontrados atravéz do algoritmo de Casteljau. Nesta se¢@o descreveremos
as curvas de Bézier por meio de uma representacao explicita, utilizando os polinomios
de Bernstein.

Uma curva de Bézier de grau "n” é dada por
B"(t) = ) B (t)P;
i=0

onde os B'(t) representam os polinomios de Bernstein [6].

4.3.1 Os Polinéomios de Bernstein
Vejamos a definigao dos polinémios de Bernstein.

RS

Definicao 4.3 Os polinomios de Bernstein de grau "n” sao dados por
n . :
B! (t) = (1 —t)" .

Os coeficientes binomiais sao

n e 0<i<n

1 0 se 0>1>n
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Pela defini¢ao dos polinomios de Bernstein, podemos representar uma cubica

de Bézier, como

3
BYt) = ) BiP;
i=0
B(t) = (1—1)°Po+3t(1—1)°Py +3t*(1 — t)Py + t*Py
Vista a a forma dos polinomios de Bernstein para uma curva de Bézier,
percebemos que para um valor de "n” muito grande, implica em calcular polinémios

de grau mais elevado o que requer um custo computacional mais alto, por isso, entre

as curvas de Bézier, as cubicas sao as mais utilizadas.

4.3.2 Propriedades dos Polindmios de Bernstein

1. Os polinomios de Bernstein satisfazem a seguinte recursao
Bi(t) = (1 —t)B (1) + tB5 (1)

onde

Bit)=1 e B}(t)=0, para j¢&{0,1,...,n}.

Prova: Da relacao de Stiffel, temos
n : .
Bi(t) = (1 —e)""
1
n—1 . A n—1 . ,
B?(t) = t'(1 — t)n_Z + t'(1—t)""
1 1—1

Bi(t) = (1-t)B7'(t) + B (t).
2. Os polinémios de Bernstein formam uma particao unitaria, ou seja

ZH:BJ”(t) ~ 1

Prova: Para fazer esta prova usamos o teorema binomial

n n

I=[t+(1-t)"=>_ n -t => Bb).

j=0 J j=0
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3. Os polinoémios de Bernstein sao todos positivos no o intervalo [0,1].

Prova: Da definicao,

n n J n—j
BI(t) = j #(1—1)

como, 0 <t <1len,jeN, temos que t/(1 — )" > 0.

Graficamante, temos
e 0s polinomios de grau 1 sao,
By(t) =1~t, Bi(t) =t

para t € [0, 1], sdo tracados como mostra a figura 4.3

Figura 4.3: Polinomios de Bernstein de grau 1.

e 0s polinomios de grau 2 sao,
By(t) = (1 - 1), Bi(t) = 2t(1 — ), B3(t) = t*

para t € [0, 1], sao tracados como mostra a figura 4.4
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B

Figura 4.4: Polinomios de Bernstein de grau 2.

e 0s polinomios de grau 3 sao,
B(?))(t) = (1_t)37 B?(t) = 3t(1_t)2’ Bg(t) = 3t2(1_t)7 B??(t) = t3

para t € [0, 1], sdo tracados como mostra a figura 4.5

B B
B B
t
— 0 1

Figura 4.5: Polindmios de Bernstein de grau 3.

e assim sucessivamente. Percebemos claramente que para t € [0, 1], os polinémios

de Bernstein sao todos positivos.

3. Os polinémios de Bernstein sao simétricos em relacao a (t) e (1 — t), isso pode ser

visto graficamente na propriedade acima.
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Segue que

Bty = [ " e —o

J

B (t) = " (1 —t)" 7
n—j

BMt) = Br(1-1).

4. Os polindomios de Bernstein sao de classe C'*°; ou seja, suas derivadas sao continuas

de todas a ordens. Isso é automatico para polinomios.

d n _ d n ) n—1i

a0 = gl Jra-n

d ., B mn! i1 s (m—1)In! i1
G0 = gt = = et

d _ nn—1" n—i n(n—1!" n—i—1
al' = (i—l)!(n—i)!t (1-1) _i!(n—i—l)!t<1_t)
S = n[Brn) - B,

4.4 A Forma Matricial para uma Curva de Bézier

A representacao matricial para uma curva de Bézier é ttil para encontrar
pontos sobre a curva. Visto que a cubica de Bézier é a mais utilizada, desenvolveremos
sua forma matricial, que é idéntica para outros casos.

Uma curva cibica de Bézier pode ser escrita em um formulario matricial,
expandindo a definicao analitica da curva em seus coeficientes, os polinomios de Berns-
tein, e entao escrevendo estes coeficientes em uma matriz, usando a base canonica dos

polinoémios.

BY(t) = S P.BIY)

B(t) = (1—1)°Po+3t(1—1)°Py +3t3(1 —t)Py + t°P3
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Py
3 3 2 2 3 P,
B(t) = |[(1-1)° 3t(1—#)? 32(1—1) t]
P,
P;
1 0 0 0]]P,
3 3 0 0||P
B¥t) = |1 ¢t £ ¢ !
3 -6 3 O P,
-1 3 -3 1]||P

E assim uma curva ctbica de Bézier pode ser escrita de forma matricial como

Py
P
B¥t)=1[1 ¢t £ | M '
P,
P
onde,
1 0 0 0
3 3 0 0
M —
3 —6 3 0
-1 3 -3 1

A Matriz M é chamada de Matriz de Bézier, e define os polinémios ctibicos de Bernstein.
Esta é uma representacao extremamente valiosa se pudermos multiplicar matrizes rapi-
damente, para encontrar pontos na curva.

Dado o poligono de controle formado pelos pontos, Po(zo,v0), P1(z1, 1),

Py(za,y2) e P3(x3,ys3), sabemos que a curva é a cubica de Bézier, que é dada por

B3(t) = (1—1)°Py+3t(1 —1)?Py +3t3(1 — )Py + *Py
B3(t) = (1—1)*(zo,y0) +3t(1 —t)* (21, y1) + 3t2(1 — t)(za, y2) + t3(w3, y3) (4.8)

)]

Sabemos também, que uma curva de Bézier de grau "n” é representada por um
” ”

polinémio de grau "n”. Assim, uma ctbica de Bézier em R? pode ser representada

da seguinte forma

B’(t) = (1(t),12(t))
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onde

Y1 (t) = Cp + Clt —|— Cgt2 —I— Cgt3

Y2 (t) = do + dlt + d2t2 + d3t3

Expandindo a equacgao 4.8, obtemos

7 (t)

Y1(t)

Ya(t)

Ya(t)

portanto,

2o+ (=3x0+3x1)t+ (329 — 621 +322)t* + (—10 + 331 — 3wy +23)t> = o+t +cot® +cst?

Yo+ (—3yo +3y1)t + (3yo — 6y1 + 3y2)t> + (—yo + 3y1 — 3ya +y3)t° = do + dit + dot® + dst?

= .'L'3t3 + 3[E2t2 — 3[E2t3 + 35(]1t - 6I1t2 + 3[L‘1t3 — 3$0t + 35(7()t2 - ZL'()tg

= 2+ (=320 + 3z1)t + (320 — 621 + 322)t* + (—10 + 371 — 339 + T3)1°

= y3t3 + 3y2t2 — 3y2t3 + Sylt — 6y1t2 + 3y1t3 — 3y0t + 3y0t2 — yotg

= yo+ (=3yo + 3y1)t + (3yo — 6y1 + 3y2)t> + (—yo + 3y1 — 3y2 + y3)t°

pela igualdade de polinomios, temos

([E(), yO)
(=30 + 3z1, —3yo + 3y1)
(3o — 621 + 322, 3y0 — 6y1 + 3y2)

c3,ds

(o, do)
(c1,dn)
(c2, d2)

i ( ) | (—x0 + 321 — 322 + 3, —Yo + 3y1 — 3y2 + Y3)

Pela representacao matricial, obteriamos

(Co, do) Py 1 0 0 0 (1’07 yo)
(01, dl) M P, _ -3 3 0 0 (xhyl)
(02,d2) P, 3 -6 3 0 ($2»y2)

i (c3,ds) | | P3| -1 3 =3 1] (w3,93) |
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Exemplo 4.1 Dado o poligono de Bézier formado pelos pontos Py(0,1), Pi(1,3),
Py(2,4) e P5(4,2) representado na figura 4.6, encontramos a parametriza¢do da curva

de Bézier através da representacdo matricial, observando que

)
4
3
2
1
- 0 1 2 3 4 'M(t)
Figura 4.6: Cubica de Bézier.
(co,do) 1 0 0 0 (0, 1)
(cl,dl) B -3 3 0 O (1,3)
(CQ,dQ) 3 —6 3 O (2,4)
(Cs,dg) -1 3 -3 1 (4,2)
temos _ _ _ _
(co, do) (0,1)
(codi) || (3.6)
(027 d2> (Oa _3)
(cs,d3) (1,-2)

do resultado acima, encontramos a sequinte parametrizacao

B(t) = (3t + %1 + 6t — 3t> — 2t3).
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Exemplo 4.2 Dado o poligono de Bézier formado pelos pontos Py(0,1), Pi(4,2),
Py(2,4) e P5(1,0) representado na figura 4.11, encontramos a parametriza¢ao da curva

de Bézier através da representacdo matricial, observando que

[ (cod) ] 1 0 o0 o] o]
(cd) | | -3 3 0 0] (42
(end) | | 3 =6 3 0] (24
[ (esnds) | | -1 3 =3 1| (10|
temos _ _ _ _
(007d0> (071)
(crnd) || (12:3)
() || (~18,3)
| (esnds) | | (-7

do resultado acima, encontramos a sequinte parametrizacao

B(t) = (12t — 18> + 7%, 1 + 3t + 3t* — 7t%).

4.5 Subdivisao

Uma curva de Bézier é usualmente definida no intervalo [0,1], mas ela
também pode ser definida em um intervalo qualquer [0,c], 0 < ¢ < 1. A parte da
curva correspondente a [0,c] também define um poligono de Bézier, veja a figura 4.7.

Cada ¢; = P{(t) subdivide a curva em duas novas curvas, ¢; é o ponto final
da curva de Bézier B’ no intervalo [0,c] e é ponto inicial no intervalo [c,1].

O processo da subdivisao é baseado na aplicacao de algoritmo de Casteljau
para sucessivos valores do parametro ¢, obtendo assim quantos pontos quisermos sobre
a curva de Bézier. Por este processo graficamos a curva geometricamente.

Apresentamos aqui o procedimento basico da subdivisao para o caso n = 2,
para os demais o processo ¢ o mesmo.

Para uma curva quadratica de Bézier, teremos 3 pontos de controle, Py, P
e P5. Neste procedimento utilizamos o valor do parametro ¢ como sendo ¢t = 1/2, isso

facilita a descricao do processo pois basta localizar o ponto médio do segmento P;P;..
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Figura 4.7: Subdivisao: Poligono formado pelos P; é associado ao parametro ¢ € [0, 1]

e o poligono formado pelos c; é associado com ¢ € [0, ].

Para Py, P, e P, 3 pontos quaisquer, tome P(l) como sendo o ponto médio

do segmento PoP; e Pi como sendo o ponto médio do segmento P, Ps.
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Seja finalmente P§ o ponto médio do segmento PyPy.

P,

Definimos através do Algoritmo de Casteljau que P2 = ¢, é um ponto na
curva de Bézier B*(t). Com isso subdividimos a curva em duas novas curvas, com
dois novos jogos de pontos de controle, {Pg, Py, P2} e {P:, P}, Py}. Executamos o
processo outra vez para ambas as curvas, primeiro para a curva definida pelos pon-
tos {Pg, Py, Pg}, para facilitar o entendimento, os renomeamos como {Pg, Py, Py},

respectivamente.
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Seja P(l) o ponto médio do segmento PyP; e P} o ponto médio do segmento

»
Seja finalmente Pj o ponto médio do segmento PyP7.
"y
PI '/" P1 "‘
! P,
v /S e - s
2
P.
~b
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Agora aplicamos o mesmo processo para a curva definida pelos pontos
{P2,P;,P,}. Para facilitar o entendimento, os renomeamos como {Pg, P, Py}, res-

pectivamente.
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Seja finalmente P§ o ponto médio do segmento PyPy.

Ap6s este procedimento, encontramos mais dois pontos na curva, agora esta

estd subdividida em quatro novas curvas, veja

Assim, podemos encontrar quantos pontos quisermos sobre a curva de Bézier
e pelo processo de interpolagao encontramos a curva que melhor se adapta a esses

pontos. Veja a curva obtida na figura 4.8.
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Figura 4.8: Quadrética de Bézier, obtida pelo processo de subdivisao.

4.6 Propriedades das Curvas de Bézier

Vejamos algumas propriedades das curvas de Bézier, as quais podem ser

facilmente verificadas.

1. Endpoint interpolation: A curva passa pelos pontos de controle Py e P,,, pois

temos que B"(0) = Py e B"(1) = P,,.

2. Hull Convex: A curva de Bézier esta contida dentro do maior poligono convexo

formado pelos seus pontos de controle.

3. Derivadas: Uma curva de Bézier é de classe C'*°, ou seja, possui derivadas
continuas de todas as ordens, isso é imediato, vista como propriedade dos polinomios

de Bernstein.
d n - n—1 n—1
7B =nY B - B (1) Py
sabemos que BY(t) =0 para j ¢ {0,1,...,n}, entao
d n _ n—1 o n—1
ZB'(t) = n ; B '(tH)P; —n ; B ()P,
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d . n—1 - n -
oB(1) = n;Bi ()P —n;Bi (t)P;

n—1
%B"(t) = n; (Pz’+1 - P,-) Bi~(t)

Percebemos que as tangentes a curva de Bézier nos pontos iniciais, sao determi-

nadas pelos vetores PPy e P,P,,_1, pois

%B”(O) - n<P1 - P0>

%B”(l) - n(Pn . Pn,1>

Assim, a inclinagao da curva em ¢t = 0 é igual ao vetor n(P; — Py) e a inclinagao

em t = 1 é igual ao vetor n(P, — P,_1).

4. O Grau: O grau da curva esta relacionado com o niimero de pontos de controle.
Por isso, usar muitos pontos de controle para controlar a forma de uma curva,

significa que teremos polinomios de grau elevado para avaliacao.

5. Se os pontos de controle sao todos colineares, entao, a curva é uma reta. Isso
decorre da primeira propriedade, Endpoint Interpolation, a curva passa pelos

pontos iniciais.

6. Versatilidade: Para mudar o formato de uma curva de Bézier basta apenas
mudar a posicao de seus pontos de controle. Isso faz com que a curva seja

amplamente utilizada em softwares de computacao grafica.

4.7 Aplicacoes das Curvas de Bézier

Existem intimeras aplicagoes para as curvas de Bézier, a maioria delas em
CAD(Computer-Aided Design). A grande maioria dos softwares gréficos disponiveis
no mercado utilizam o conceito de curva de Bézier, em funcao da grande versatilidade
desse tipo de representacao para curvas. Entre eles destacamos o Adobe Illustrator, o

CorelDRAW, o AutoCAD e o Paint Shop Pro, todos mundialmente conhecidos. Elas

72



também podem ser utilizadas para realizar animacoes. Uma animacao com curvas de
Bézier pode ser encontrada como protecao de tela do sistema operacional Windowns
XP.

As curvas de Bézier sao utilizadas em algumas impressoras a laser para

modelar o formato das letras.

4.8 Exemplos
Vejamos alguns exemplos de curvas de Bézier.

Exemplo 4.3 Dado (4,2) € B*(1/2), encontre Py, sabendo que Py(1,4) e P;(4,0).
Do algoritmo de Casteljau, sabemos que se (4,2) € B*(1/2), entdo P(1/2) = (4,2) e

Pi(t) = (1 —t)Py(t) + tPi(t) (4.9)

também,
Pi(t) = (1 —t)Py +tP, (4.10)
Pi(t)=(1—t)P, +tP, (4.11)

substituindo as equacoes 4.10 e 4.11 em 4.9, temos

PAt) = (1-1) [(1 —H)P, +tP1} + t[(1 —#)P1+ tPQ}

1 111 1 111 1
2_ — i - ~ | = -
PO(Q) 2[2P°+2P1}+2[2P1+2P2}
1 1 1 1
1 1 1
192) = (1.4 4 —(
(4,2) 4(,)+2( ,0) + 4:v,y)

12 = ()4 (0)+ (G

G
wn = ((5.040)

Resolvendo para x ey, obtemos Po(7,4).
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Exemplo 4.4 Dado o poligono de Bézier formado pelos pontos Py(0,4), P1(3,1) e
P,(6,6), encontre o ponto Pa(1/4).

Do exemplo acima sabemos que

PXt) = (1—1) [(1 — )Py + tPl] + t[(1 1P, + tPQ]
B(y) = 1lim+im] 1[5

Pﬁ(i) = %P +1—66P1+%P2

P%G) - 196(0 4) + 166(3 1)+1—16 6,6)

By = (05)+ (12 166) (56:1)

B3 = (5 +16) (% * 16 * 16))

() = (59)

que € o ponto procurado, e estd sobre a curva de Bézier.

Exemplo 4.5 Dado o poligono de Bézier formado pelos pontos Py(0,1), Pi(1,2),
Py(2,2) e P3(3,1), encontrar o vetor tangente da curva de Bézier. Veja a figura 4.9.

— 'Yz(t) —
3
2
1
0 1 2 3 4 ’Y1(t) -

Figura 4.9: Cubica de Bézier.

Sua parametrizacdo serd

B(t) = (1—1t)3Py+3t(1—t)2P; + 3t(1 — )Py + t* Py
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Bt) = (1—1)30,1) +3t(1 —1)%(1,2) + 3t3(1 — 1)(2,2) + 3(3,1)

B(t) = (3t,-3t>+3t+1)

O vetor tangente € dado por

d
—B*(t) = (3, —6t + 3).
B ()= (3,6t +3)

Exemplo 4.6 Dado o poligono de Bézier formado pelos pontos Py(0,1), Pi(3,1),
Py(2,4) e P3(4,2), encontrar o vetor tangente da curva de Bézier. Veja a figura 4.10.

Sua parametrizacdo serd

RAC

3

0 1 2 3 4 y1(t) -

Figura 4.10: Cubica de Bézier.

B(t) = (1—1)3Py+3t(1 —1)>P; +3t*(1 —t)Py + t° Py
Bt) = (1—1)30,1) +3t(1 —1)*(3,1) + 3t3(1 — 1)(2,4) + t3(4,2)

B}(t) = (7t — 126> +9t, —8t> + 9t* + 1)

portanto, o vetor tangente é dado por

d
%B?’(t) = (21#% — 24t + 9, —24¢* + 18t).
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Exemplo 4.7 Dado o poligono de Bézier formado pelos pontos Py(0,1), Pi(4,2),
Py(2,4) e P3(1,0), encontrar o vetor tangente da curva de Bézier. Veja a figura 4.11.

R AC,

L

Figura 4.11: Cubica de Bézier.

Sua parametrizacao serd

B(t) = (1—1t)Py+3t(1 —1t)>P; +3t*(1 —t)Py + t* Py
Bt) = (1—1)30,1) +3t(1 —1)%(4,2) + 3t3(1 — 1)(2,4) + t3(1,0)

B(t) = (76— 182 +12t, —7t* + 3t + 3t + 1)

portanto, o vetor tangente é dado por

d
EBi“(t) = (21t — 36t + 12, —21¢* + 6t + 3).
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Vejamos alguns exemplos de curvas de Bézier em R3.

Exemplo 4.8 Dado o poligono de Bézier formado pelos pontos Py(1,0,1), Py(5,2,2),

Py(4,4,0) e P5(2,4,4), encontrar a parametrizacdo para a curva de Bézier. Veja a

figura 4.12.

Figura 4.12: Cubica de Bézier em 3D.

Sua parametrizacao serd
B(t) = (1—-1)3Py+3t(1—1)?Py +3t*(1 — t) Py + t* Py
B(t) = (1—-1)3(1,0,1) +3t(1 —)%(5,2,2) + 3t*(1 — t)(4,4,0) + t3(2,4,4)
B (t) = (4° — 151 + 12t + 1, =263 + 61, 9> + 9t* 4+ 3t + 1).

Exemplo 4.9 Dado o poligono de Bézier formado pelos pontos Py(0,0,0), Py(5,2,4),

Py(4,4,1) e P5(0,2,0), encontrar a parametrizacdo para a curva de Bézier. Veja a

figura 4.13.

Sua parametrizacao serd
B(t) = (1—-t)Py+3t(1—1)°P,+3t*(1 — )Py + t* Ps
B¥t) = (1—-1)%0,0,0) +3t(1 —)%(5,2,4) + 3t*(1 — t)(4,4,1) +3(0,2,0)

B¥(t) = (3t3 — 18t 4+ 15t, —41® + 6t,9t> — 21* + 121).
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Figura 4.13: Cubica de Bézier em 3D.

Exemplo 4.10 A figura 4.1 mostra uma sequéncia de cubicas de Bézier modelando

uma letra.

Figura 4.14: Font Design
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Conclusao

Este trabalho foi rico em novos conhecimentos: o assunto que nao é abor-
dado no curso, o inglés, o KTEX, e o maior desafio que foi escrever matematica.

O estudo da Teoria Local introduziu técnicas de Geometria Diferencial e
aprimorou o conhecimento de Calculo. Possibilitou entender o comportamento das
curvas que sao os elementos mais simples em Geometria.

O contato da teoria local com curvas de Bézier deu maturidade para enten-

der as curvas de Bézier que por sua vez possuem uma definicao simples.
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