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INTRODUCAO

No ano 2003 iniciou o projeto de extensdo “Explorando a
Interdisciplinaridade dos Contetidos de Algebra Linear e
Geometria Analitica’ (E.I.C.A.L.G.A.)'", que teve como principal objetivo
promover a interdisciplinaridade de contetudos abordados no Ensino Médio e no
curso de Graduacao de Matematica.

A proposta original desse projeto foi a de desenvolver situagées
didaticas relativas a utilizacdo de diferentes materiais didaticos e
computacionais com demonstracbées aos alunos de colégios publicos e/ou
particulares e alunos do curso de Licenciatura em Matematica. Realizar secoes
organizadas para demonstrar a interdisciplinaridade existente nos conteudos
da Geometria Analitica e Algebra Linear, assim como, apoiar 0 ensino e o
aprendizado de conteudos tais como retas, planos, cénicas, determinantes e
sistemas de equacdes, estabelecendo conexao entre esses conteudos. Mostrar
aplicacbes praticas do uso de matrizes em sistemas de seguranca
(Criptografia), introduzir os conceitos de Geometria Fractal e mostrar exemplos
dessas interessantes figuras que podem ser vistos na natureza (PALOMINO,
2004).

Para a realizacdo desse projeto foram necessarias varias pesquisas
tanto no campo tecnoldgico — através da verificacdo dos tipos de softwares
existentes, as linguagens de programacao que poderiam fornecer um ambiente
dindmico para a aprendizagem - quanto na area da Educacao, onde buscou-se
conhecer a importancia e a validade de se utilizar a tecnologia no processo
ensino/aprendizagem.

A partir das pesquisa feitas no campo tecnolégico, foram escolhidos os
softwares Matlab, Derive, Oficina de Fungbes e Cabri Géometre Il para o
desenvolvimento das atividades que envolviam os conteudos retas, planos,
matrizes, conicas, determinantes e sistemas de equacgoes.

Para o desenvolvimento da parte de aplicagdo de matrizes em sistemas
de seguranca, foram utilizados o software Matlab, o qual foi desconsiderado

por ndo estar de acordo com o que foi idealizado para essa atividade, € o

! Assim designado pois sera mencionado varias vezes nesse trabalho.



ambiente de programacao Delphi, que possibilitou a criacdo de programas
interativos e amigaveis, adequados aos propdsitos do projeto.

O envolvimento com a criacdo desses programas e com as atividades
realizadas com o Projeto E.I.C.A.L.G.A. fez surgir a idéia de criar um outro
aplicativo que pudesse fornecer ao usuario, além da parte de aplicacdo, a parte
tedrica, incluindo exemplos e exercicios, com uma abordagem diferente e
agradavel, que contribuisse no processo de ensino/aprendizagem. Para por em
pratica essa idéia, desenvolveu-se, também em ambiente Delphi, o programa
Matrizes: teoria e aplicacdo, o qual foi escolhido como tema central desse
trabalho.

Baseado, entdo, no Projeto E.I.C.A.L.G.A., nas pesquisas e atividades
realizadas originou-se este Trabalho de Conclusdo de Curso, no qual serao
abordados os seguintes conteudos:

- O uso das tecnologias no processo de ensino/aprendizagem: onde é
mostrado de maneira geral o que é tecnologia, tipos de recursos
computacionais, o papel do professor com a introducao das tecnologias
nesse processo e como fica o aprendizado dos alunos.

- Linguagens de programacgo:. onde sao apresentados os tipos de
linguagem, como sé&o gerados 0s programas, tipos de programacao, etc.

- Conhecendo o Delphi: onde é apresentado o ambiente em que foram
gerados os programas para o Projeto E.I.C.A.L.G.A.

- Matrizes: referencial te6rico do conteldo escolhido para a
desenvolvimento do programa Matrizes: teoria e aplicacao.

- Criptografia: onde sao apresentados alguns conceitos basicos da teoria,
uma descricao de um método simples para codificar e decodificar
mensagens. Apresenta também os programas criados com o software
Matlab e no ambiente Delphi.

- O programa Matrizes: teoria e aplicacdo: onde sao apresentadas as
partes essenciais do programa, dicas, exemplos, mensagens de erro,
entre outras. Apresenta também o resultado obtido na avaliagéo feita por

alunos e usudrios desse programa.
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CAPITULO 1 - O USO DAS TECNOLOGIAS NO PROCESSO DE
ENSINO/APRENDIZAGEM

Em primeiro lugar, é importante ressaltar que a utilizacao de tecnologias
na area de educacao nao € mais um assunto desconhecido. Varios trabalhos
foram e estao sendo realizados no sentido de divulgar esse meio importante
para se ensinar e aprender. Tao importante que conseguiu espaco nos
Parametros Curriculares Nacionais (P.C.N.). Segundo eles, “a formacdo do
aluno deve ter como alvo principal a aquisicdo de conhecimentos basicos, a
preparacdo cientifica e a capacidade de utilizar diferentes tecnologias (...)"
(P.C.N., 1999).

Entende-se por tecnologia, todos os recursos que auxiliam nos meios de
comunicacao. Entre eles estda o computador, que se diferencia dos demais
tipos de tecnologia por sua capacidade de programacao, isto é, pode-se criar
programas, jogos, entre outros, através de codigos especificos que podem ser
lidos e interpretados pelo computador. Esses codigos sdo as chamadas
Linguagens de Programacao. A programacgao tornou possivel a realizacao de
muitas atividades ou tarefas essenciais como o controle de contas bancarias,
arquivamento de dados, realizagdo de calculos matematicos complexos, entre
outras. Também através da programacao, as atividades de entretenimento, em
especial, os jogos, tiveram um grande desenvolvimento. Para programar é
necessario conhecer e entender pelo menos uma linguagem de programacao.
No capitulo 3 serd feita uma abordagem mais detalhada sobre essas
linguagens.

Existem muitos outros recursos computacionais como os Softwares, a
Multimidia e a Internet, que estdo cada vez mais presentes no cotidiano. Esses
recursos podem ser vistos como mediadores culturais, instrumentos criados
pela espécie humana e que permeiam significantemente nossa relagdo com as
coisas (VYGOTSKY apud VIERA, 2004). Todos esses recursos podem ser, e
ja estdo sendo, utilizados na educacgéo.

A utilizacdo da tecnologia na educagao vai de encontro aos objetivos
propostos para a formacdo do aluno que sao: “o desenvolvimento de
capacidades de pesquisar, buscar informacées, analisa-las e seleciona-las; a

capacidade de aprender, criar, formular, ao invés do simples exercicio de
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memorizagdo.” (P.C.N, 1999). E ainda : “Privilegiar a aplicacdo da teoria na
pratica e enriquecer a vivéncia da ciéncia na tecnologia e destas no social (...).”
(P.C.N., 1999). Além disso, a utilizagdo de recursos computacionais em sala de
aula, serve como um grande apoio pedagdgico, tanto para o professor como
para o aluno. O papel do professor passa a ser o de “coordenador das
informacées, relacionando e contextualizando para auxiliar o aluno no processo
de aprendizagem.” (LACERDA, 2001). O aluno tem a oportunidade de
aprender de uma forma diferente e dinamica, passa a ter acesso a varias
informacdes, imagens, que a forma tradicional de ensinar ndo conseguiria
fornecer. Mas deve ficar claro que o uso desses recursos ndao deve substituir o
professor. Como ja foi mencionado, deve servir apenas como um apoio no
processo de ensino/aprendizagem. Esse apoio pode vir com utilizagdo da
Internet, onde o professor e 0 aluno podem pesquisar mais sobre 0s conteludos
que estdo sendo vistos em sala de aula, informacdes que estejam relacionadas
com esses conteudos como, por exemplo, onde sao aplicados, etc. O professor
pode buscar esse apoio também na utilizacdo de softwares educacionais. O
contato do professor com esse material pode ser feito através da prépria
Internet, onde ja se tornou f&cil encontrar materiais diversificados e

interessantes sobre isso.

1.1. Softwares no ensino de Matematica

“A aprendizagem matematica atraves de softwares deve ser baseada em
situagbes-problema que considerem: os processos cognitivos, o raciocinio, as
estratégias adotadas durante o processo de resolucdo, os estagios de
desenvolvimento relativos as habilidades envolvidas e caracterizacdo dos
diversos problemas e seu nivel de complexidade. “ (GOMES et al., 2002)

Ao utilizar softwares no ensino de Matematica deve-se ter em mente:

- qual é o publico alvo que se deseja atingir, ou seja, com que séries
podem ser trabalhados;

- qual o nivel de conhecimento necessario para que possa haver uma
interagdo maior com o software escolhido;

- quanto o professor deve saber para que possa auxiliar os alunos;
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- quais os objetivos que se espera alcancar, por exemplo, ensinar aos
alunos a arte de programar, ou simplesmente como utilizar o ambiente
para resolver exercicios;

- como esse recurso pode auxiliar no processo de ensino/aprendizagem
de forma positiva e produtiva.

Outro fator muito importante que se deve levar em conta é a escolha do
software. Existem alguns critérios de avaliacdo (GOMES et al, 2002) que
podem auxiliar no processo de escolha dos softwares como, por exemplo:

- grau de compreensao sem a presenc¢a de um instrutor;

- clareza das alternativas possiveis de comando;

- coesao de linguagem e gramatica;

- clareza na exposi¢cao das informacoes;

- clareza da transicao entre partes dos programas e/ou li¢cdes;

- quanto a indicacao de pré-requisitos, tais como: faixa etaria ou nivel de
instrucao, exercicios que devem anteceder ao programa.

De acordo com esses critérios, o professor tem garantia de que esta
utilizando com seus alunos um software adequado para auxiliar no processo de
ensino/aprendizagem dos conteudos matematicos.

Atualmente € possivel encontrar varios tipos de softwares voltados ao
ensino de Matematica. Muitos deles abordando conteddos como Geometria
(Cabri-Géométre Il), Algebra Linear e Geometria Analitica (Matlab, Derive,
Maple), entre outros.

Para verificar a validade do uso de softwares como auxiliadores no
processo de ensino/aprendizagem o Projeto E.I.C.A.L.G.A. selecionou alguns
desses softwares, o Cabri-Géometre Il, o Matlab e o Derive, para serem
utilizados nas atividades que envolviam os conteudos cénicas, matrizes e
sistemas lineares. Foram obtidos resultados interessantes que forneceram
conteddo suficiente para ser desenvolvido em um trabalho de conclusdo de
curso (ALVES, 2004). Mas o projeto ndo se ateve apenas a esses softwares.

Como um dos objetivos do projeto era mostrar aplicacbes de alguns
conteudos no cotidiano, como por exemplo, onde a teoria de matrizes pode ser
aplicada e, com isso também introduzir conceitos novos como a criptografia,
foram desenvolvidos programas utilizando-se o ambiente de programacgao
Delphi. Para utilizar e entender um pouco sobre esse ambiente é necessario
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conhecer alguns conceitos de programacao, entre eles, as linguagens, como

sao gerados os programas e os tipos de programacao.
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CAPITULO 2 - LINGUAGENS DE PROGRAMACAO’

Inicialmente, € necessario entender o que é um programa de
computador. Um programa € um conjunto de instrugcdes, ou codigos, que
informa ao computador quais tarefas deverdao ser executadas e de que forma
serdo realizadas. Ele pode ser escrito utilizando-se varios tipos de linguagens.

Os comandos e instrugées sdo traduzidos para uma linguagem prépria
(linguagem de maquina), ou seja uma sequéncia de cddigos que pode ser
executada pelo microprocessador. Esses cddigos sdo numeros em formato
binario (digitos 0 e 1), cuja combinagdo determina uma acao ou conjunto de
acoes a serem executadas pelo processador.

Os primeiros computadores exigiam a programacao diretamente em
cbdigo de maquina, o que tornava dificil o trabalho dos programadores. Com o
objetivo de facilitar, de certa forma, o trabalho deles, foram criadas, entao,
outros tipos de linguagens de programacao. Elas podem ser classificadas como
linguagens de baixo nivel e linguagens de alto nivel.

As linguagens de baixo nivel aproximam—se mais do cddigo de maquina,
como, por exemplo, a linguagem Assembly, que permite o controle total da
maquina. Uma das dificuldades em se trabalhar com esse tipo de linguagem é
que ela nao € estruturada e modular. Os programas que sdo escrito com esse
tipo de linguagem nédo sdo portaveis, ou seja, podem ndo funcionar em outro
computador.

As linguagens de alto nivel sdo mais produtivas, pois possuem
comandos prontos e de facil assimilacdo. A vantagem em se utilizar esse tipo
de linguagem € que elas ndo dependem da maquina, ou seja, os comandos e
instruc6es sao os mesmos para diversos tipos de computadores.

Alguns exemplos de linguagem de alto nivel sao:

- COBOL, voltada para sistemas comerciais de grande porte;

- LOGO, dirigida a microcomputadores com apelo educacional;

- BASIC, PASCAL, C/C++, FORTRAN, utilizadas em programagao de
sistemas operacionais, compiladores, editores de texto, planilhas
eletrénicas, bancos de dados e jogos.

" Grande parte dessas informagdes foram retiradas do livro de William Pereira Alves, 1997, com
sua autorizacéo.
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Existem ainda as linguagens direcionadas a um uso especifico, que nao
permitem acesso a caracteristicas internas da maquina, mas fornecem os
recursos necessarios a sua utilizacao. Entre elas estdo o dBASE, o CLIPPER e
o ACCESS, dirigidos a manipulacio de banco de dados em

microcomputadores.

2.1. Gerando programas’

Existem duas maneiras para se gerar programas em computadores: a
interpretacado e a compilacdo. Na interpretagcao, os programas sao traduzidos a
medida que vao sendo executados na memoria, através de um programa
chamado interpretador.

O interpretador trabalha diretamente com o cédigo-fonte do programa,
convertendo cada instrucao, feita em liguagem de alto nivel, para a linguagem
de maquina, antes da execucdo. A vantagem de se utilizar esse tipo de
programa € a facilidade de uso, pois pode-se testar o programa durante a fase
de desenvolvimento.

As desvantagens séo:

- a necessidade de se ter o interpretador na memoria, 0 que reduz a
quantidade de espaco livre;

- 0 codigo-fonte deve ser fornecido para execucado, o que implica que o
programa pode ser alterado, pois nao esta protegido;

- aexecucao pode ser muito lenta;

- pode gerar vicios de programacdo, como desenvolver programa sem
planejamento prévio (tentativa e erro).

Um exemplo de linguagem que utiliza o interpretador € o BASIC.

Na compilacdo, utiliza-se um programa chamado compilador, que
converte a linguagem de alto nivel em cddigo de maquina. Ele se diferencia do
interpretador por traduzir o programa inteiro de uma unica vez.

As vantagens em utilizar linguagens compiladas sao:

- execucao mais rapida;

" Grande parte dessas informagdes foram retiradas do livro de William Pereira Alves, 1997, com
sua autorizacao.
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- cbdigo-fonte protegido, o arquivo executavel ndo pode ser lido
facilmente;

- programa executavel de menor tamanho;

- exige menos memodria.
Os compiladores podem ser separados em duas categorias:

- compiladores de pseudocddigo, que traduzem todo cédigo-fonte e
geram um arquivo intermediario, executado por um interpretador;

- compiladores de codigo nativo, que geram um arquivo-objeto em
linguagem de maquina. Apos serem ligados as bibliotecas de fungdes,

nao necessitam de um interpretador para serem executados.

2.2. Tipos de programacio’

Existem trés categorias de programacao: programacao procedimental,
programacao orientada a eventos e programacéao orientada a objetos.

Na programacdo procedimental, baseada em chamadas de
procedimentos, a execugdo do aplicativo? inicia na primeira linha do cédigo e
segue o fluxo determinado pelo programa. Ou seja, o usuario fica preso a
aplicacéo.

Na programagdo orientada a eventos, as agbes do usuario,
denominadas eventos®, determinam o fluxo de execucdo do programa. Nesse
caso, a aplicacdo depende do usuario. O Windows é um exemplo de sistema
operacional orientado a eventos. Cada acdo executada gera um evento
diferente, como por exemplo, pressionar um botdo com o mouse.

Na programacéo orientada a objetos®, os aplicativos criados utilizam os
objetos® como unidade béasica de dados e procedimentos. Existem trés
elementos-chave na programacéao orientada a objetos, sao eles:

- classe: tipo de dado definido pelo usuario;

" Grande parte dessas informagdes foram retiradas do livro de William Pereira Alves, 1997, com
sua autorizacao.

2 “Qualquer software que use 0s recursos basicos da maquina para realizar uma tarefa
especifica como por exemplo editar textos montar graficos’. (dicionario Michaelis)

% Acdes reconhecidas por um objeto presente em um formulario ou em um relatério.

4 Surgiu no final dos anos 70 e inicio dos anos 80, quando pesquisadores do Centro de
Pesquisas da Xerox, em Palo Alto, Califérnia, desenvolveram a linguagem de programacao
SmalTalk, que utilizava pela primeira vez o conceito de classes e objetos e possuia uma
interface gréafica baseada em janelas e icones.
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- heranca: os métodos empregados em um classe podem ser herdados

em outra classe, evitando a repeticdo de cédigo de programa;

- polimorfismo: uma mesma variavel pode fazer referéncia a varios

objetos de classes diferentes.

Dentre os ambientes, ou linguagens de programacgdo, baseados em
programacao orientada a objetos encontra-se o Delphi, ambiente escolhido
para criagao dos programas apresentados no Projeto E..C.A.L.G.A. , os quais
serao abordados mais adiante.

2.3. Conhecendo o Delphi

O Delphi foi lancado em 1995 pela Borland (empresa de ferramentas de
desenvolvimento). E uma ferramenta de desenvolvimento visual que utiliza uma
linguagem de programacao totalmente orientada a objeto, o Object Pascal, que
possibilita a criacdo de novos componentes a partir dos existentes na biblioteca
do Delphi, criacao de novas classes e objetos, a transmissdo das propriedades
e métodos de uma classe existente, etc.

Por ser uma ferramenta de desenvolvimento visual, o Delphi automatiza
o trabalho de criacdo de aplicativos, pois auxilia a construcdo manual de todas
as partes do aplicativo, ou seja, através de um clique do mouse sobre os
componentes que serdo adicionados aos formularios. Isso gera uma redugéo
do tempo de desenvolvimento e manutengcao dos programas e, além disso, um
aumento na sua eficiéncia.

O Delphi compila os programas em codigo nativo, gerando um arquivo
executavel (.EXE) independente de outros arquivos e de bibliotecas de vinculo
dindmico (arquivos .DLL). Em outras palavras, o programador, ou projetista,
pode fornecer aos usuarios um unico arquivo .EXE, e escrever programas de
instalagédo simples. (MANZANO et al., 1998).

O Delphi permite, ainda, a criacdo de arquivos .DLL, possibilitando,
assim, a criacao de rotinas que podem ser utilizadas em projetos de aplicacbes
desenvolvidas em C++, Visual Basic, etc.

f Tudo que pode ser manipulado ou visualizado de alguma forma.
Grande parte dessas informagées foram retiradas do livro de William Pereira Alves, 1997, com
sua autorizacao.
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Recursos como os chamados Templates e Experts®, que auxiliam na
criacdo de formularios ou aplicagdes inteiras, incluindo aplicacées de banco de
dados, sao oferecidos pelo Delphi. Ele oferece também um conjunto completo
de componentes direcionados para criagdo de aplicacbes que acessam
servidores Web (Internet ou Intranet) nos padrdes Microsoft e Netscape.

O Delphi possui vérias versbes’, mas mantém uma caracteristica
importante que € a total compatibilidade em nivel de cédigo-fonte da versao

mais atual com as versoes anteriores.

2.3.1. O ambiente de programacao Delphi

fisi Delphi 2 - Projectl

File Edit Seach Wiew Pmoject Hun Component Database Tool: Workgoups Help

o Standard IAdditionaIl W’in32| Sl,lsternl Internetl Data Accessl Data Eontrolsl Drecision Eubel GHeDortl Dialoﬂ_’|
S B b

3] m | (N (R AR Em R e B e T E [ |

— E Unitl.pas =10 x|
e el ]
Propeltieleventsl ; unit Unitl: -
EEEon T i e
Butsel | Tre RSN R R R interface
b oaena e B | S s e e e
Bene B R i S uses
Caption Foml R S S e Windows, Messages, SysUtrils,
ClientHeight | 345 SRR R e e e
Cliertwidth | 234 e e type
Color SEtrF ace R S o e e R, S NS TR
D e SRR R R e Geaiile
Cere Sl S e { Private declarations }
B e R e public
Shong (1Ean] S e { Public declarations )
fioimahlc S el S end;
Height S e K e e A e e
HelpContest |0 R S S e
HelpFie SRR R e e e ey _ -
Hint e e Eorml: JEOLml: _>|—|
esniE s oo, | A e e
ian el e S e 1P =~

fig. 1 — o ambiente Delphi

O ambiente de programacao Delphi (fig.1) integra todos os recursos de
um compilador, um editor de cédigos e um editor de componentes (MANZANO
et al, 1998). Nesse ambiente sdo apresentadas quatro janelas: Project1, Object
Inspector, Form1 e Unit1.pas.

Form1 (fig.2) € um formulario onde adicionamos 0s componentes que

fardo parte da interface da aplicacdo como, por exemplo, os botbes de

® Esses recursos diferenciam o Delphi de outras ferramentas de programagao
” A versdo atual é 7.0. Mas a versao utilizada para esse trabalho é 3.0.
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comando (Button, Bitmapbutton), as imagens (/mage), caixas de entrada de
texto (Edit, Label), entre outras.

E Form1 | [O] x|

fig. 2 — o formulario com um componente adicionado

Para adicionar um componente no formulario (form) basta clicar em uma
das opcoes da paleta de componentes (fig. 3) e em seguida clicar no
formulario. Uma outra maneira de se adicionar componentes &€ dar um “clique
duplo” no componente escolhido, ele sera adicionado diretamente ao

formulario.

Standard |.-'lu:|ditiu:una|| 'W'in32| Suateml Intemetl D ata .-’-'-.u:u:essl [ata EDHtrDlSI Decizion I:ul:uel DHel:u:urtI Dialo 4 I ’l

fig. 3 — a paleta de componentes

z

Unit1.pas € a janela de edi¢cdo onde se faz a programacao em geral. E
interessante mencionar que o Delphi gera automaticamente parte dos codigos
que séo utilizados durante a programacao (fig. 4), como por exemplo, a variavel
Form1: Tform1, que sera utilizada em toda a aplicacdo, a procedure® do
componente que foi adicionado no formulario, onde se estabele os comandos e

parémetros para esse componente, etc.

. A procedure é um “pequeno trecho de programa de computador que é usado frequentemente
e pode ser chamado por um programa principal’ (dicionario Michaelis).
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Uriel |

unit Unitl;

interface
uses
Windows, Messages, SysUtils, Classes, Graphics, Controls, Forms, Dialogs:
ftxwe
TForml = class (TForm)
BitEtnl: TEBEitEtn:
procedure EBEitBtnlClick(S3ender: Tobhject):
prirvate
{ Private declarations }
public
{ Public declarations }
end;

rar

- Forml: TForml:

implementation

{$R #.DFM]

-procedure TForml.BitBtnlClick (3ender: TOhject):
hegin

: end;
6 3 |Modified [Ingert
I
fig. 4 — a janela de edicao (unit1.pas) — cédigos gerados
pelo Delphi

Object Inspector (fig. 5) é a janela na qual pode-se fazer os ajustes nas
propriedades de um objeto (Properties) como, por exemplo, alterar o nome
(Name) e a fonte (+Font) e nos eventos relacionados a esse objeto (Events)

como, acionar através de um “clique” (OnClick).

I Obiject Inspectar Object Inzpectar

| BitBiri1: TBitBtn =l | BitBir1: TBtBtn =l
Properties | Events | Properties Events |

|| Cancel Falze - mmm) | OnClick
Caption BitBtn1 OnCragDrop
Cursor crlefault OnDrag0wer
Diefault Falze OrEndDrag

| DragCursor crlirag OnEnter
Dragtdode drmb anual OnE xit
Enabled True OnkeyD own

) | +Font [TFant] OnkeyPress
Glvph [Mone] Onkeyllp
Height 25 Ontouzel own
HelpContext |0 Ll OnMouzetove
Hint OnMouzelp
Kind bk Cuistam OnStartDirag
Layaut bIGIyphLeft
Left 359
b argin -1
ModalResult | miMone
) | Mame BitBtn1
| MumGlyphs 1 ;I

fig. 5 — a janela das propriedades e eventos

A figura 6 mostra o formulario da figura 2 modificado através do Object

Inspector.
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E Apresentando o Delphi

Ll Frse & o formaldio LIl

.......... ffgm}jnggyg/ygcé

L poderd offdr o cendrfa
L finferface/ do seu SRR

.......... DrOGama

fig. 6 — o formulario modificado com o Object Inspector

Foram feitas as seguintes modificagdes no formulario:

- 0 componente Memo foi adicionado;

- utilizou-se a propriedade Lines para criar o texto “Esse € ....", e logo em
seguida a propriedade +Font para mudar o tipo, o estilo e a cor da
fonte;

- 0 componente BitmapButton também foi adicionado;

- utilizou-se a propriedade Glyph para inserir a imagem bitmap (lampada)
e a propriedade +Font para aumentar o tamanho a fonte;

- utilizou-se a propriedade Color para mudar a cor do formulario;

- utilizou-se a propriedade Caption para mudar o nome usual do
formulario de Form1 para Apresentando o Delphi.

Varias outras modificacbes poderiam ser feitas no formulario sem a
necessidade de se estar programando. Isso porque a parte de programacao
inicia no momento em que o0 programador comeca a estabeler comandos e
parametros para os componentes que foram adicionados ao formulario. Para
isso, € necessario que o programador conhega alguns conceitos basicos desse

ambiente.
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2.3.2. Trabalhando com o Delphi

Como qualquer outra linguagem de programacdo, o Delphi também
utiliza conceitos basicos como constantes e variaveis. As constantes, como o
préprio nome sugere, ndo podem ser alteradas. Sao utilizadas para especificar
um valor que podera ser usado varias vezes durante a execucdo de um
programa.

Por exemplo, se em um programa fosse necessario utilizar o valor do
namero irracional Pi (1) com apenas duas casas decimais, bastaria fazer a
seguinte especificacao:

Const
Pi =3.14;

Sempre que o valor de Pi for solicitado, o programa ira utilizar 3.14.

As variaveis diferem das constantes, pois sao utilizadas para especificar
valores que poderdo ser alterados durante a execucdo de um programa. Elas
sao declaradas da seguinte forma:

var

X: string;

y: integer;

z: real;
onde string (sequéncia de caracteres alfanuméricos ou palavras consecutivas
gue sdo manipuladas e tratadas como uma unidade), integer (inteiro) e real sao
alguns dos tipos de variaveis que se pode utilizar em uma programacao.

“O Delphi, por ser um ambiente de programacao orientado a objeto,
exige que 0s programas nele escritos sigam o conceito de programacao
estruturada. Assim sendo, o ambiente é baseado em sub-rotinas do tipo
procedures e functions.”(MANZANO et al., 1998)

Procedure € um “pequeno trecho de programa de computador que é
usado frequentemente e pode ser chamado por um programa principal’
(dicionario Michaelis). Em outras palavras, € um agrupamento légico de
instrugcdes de programa em um unico bloco. Esse bloco pode ser ativado pela
execucao de uma chamada de procedure. Por exemplo, a figura 7 mostra um

programa simples de adicdo de dois numeros inteiros:
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A Adigao M= B3 S Adigao M[=] E3
X = X =
Somar
Y = 1 Y =
X+Y = X+Y= 17 ¢

fig. 7 — programa Adicao

Apbs escolher dois valores (x e y — inteiros) o usudrio aciona o botao
Somar, o programa chama a procedure Tform1.Button1Click (fig. 8), e faz o

calculo solicitado, ou seja, calcula o valor de x +y.

Unitl |

procedure ButtonlClick(Sender: TCbhject):
private

{ Private declarations }
public

{ Puklic declarations }
end;

rar
Forml: TForml;
®:!integer;
¥iinteger;

implementation
{ ¥R *.DFM}

procedure TForml.ButtonlClick(Sender: TChject):
+ hegin

¥i=strtoint (editl.text);

yi=strtoint (editzZ.text);

W) | cheld.caption:=inttostr (x+y) :

end;

end.

4| I
fig. 8 — a janela de edicao do programa Adicdo

As fungoes (functions) sao procedures que retornam um valor Unico. Seu
cédigo deve ser inserido antes da procedure usual. As funcdes, sdo usadas
geralmente, quando se trabalha com expressoes.

Considere, como exemplo, o programa para calcular fatoriais (fig. 9):
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/' Fatorial =]
Digite um valor: |51

Fatorial 40320

fig. 9 — programa Fatorial

Nesse exemplo, a fungéo € chamada na linha (fig. 10):
Label1.caption:= inttostr(fatorial (N));

Uritt |

Forml: TForml:
implementation
{$R *.DFM}

—fu.nct.ion Fatorial (X: integer): Integer:
var
F, I:integer:;
begin

F:=1;

for I:=1 to X do

F:=F * I

Fatorial := F;

end;

procedure TForml.ButtonlClick(Sender: TObject):
-var
M: integer:
bhegin
N:= strtoint (Editl.text);
ﬂLabell .caption:=inttostr (fatorial (N)):
- editl.setfocus;
end;

end.
|
| 22 2 |Modified [Insert

fig. 10 — janela de edicao do programa
Fatorial, utilizando funcao (function)

As unidades (units) sdo os médulos onde sao agrupadas as fungdes e
procedures relacionadas (fig. 10). Sempre que é criado um novo projeto, o
Delphi gera um mddulo de programa e uma unidade que define o formulario
principal. Sempre que um novo formulario € adicionado a um programa, o
Delphi adiciona uma nova unidade. As unidades sao compiladas
separadamente e ligadas ao programa principal. Sao criados entdo os arquivos
de unidade com extensédo .PAS, e os arquivos de programas com extensao
.DPR (CANTU, 1997).

E necessario mencionar que o objetivo desse trabalho ndo é ensinar

como programar no ambiente Delphi. Foi feito, até o momento, apenas uma
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abordagem geral sobre 0 ambiente, para que se possa fazer uma apresentagao
dos programas que foram desenvolvidos através dele.

Mas, antes de fazer essa apresentagcdo € necessario falar um pouco
sobre os conteludos que impulsionaram o desenvolvimento dos mesmos:

Matrizes e a Criptografia, os quais serao apresentados no préximos capitulos.
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CAPITULO 3 - MATRIZES

Na tabela abaixo estdao relacionadas as médias dos alunos nas

disciplinas Quimica, Inglés e Matemética:

Quimica | Inglés | Matematica
Ana 7 10 9
Alex 6 8 10
Sonia 8 9 9

Os valores dessa tabela podem ser dispostos da seguinte forma:

7 10 9
6 8 10
8 9 9

Essa maneira de dispor os elementos é conhecida como matriz.

Os primeiros registros que se tem sobre matrizes datam de 250 A.C. na
antiga China, exatamente sob a forma de tabelas. Elas apareceram na obra
Chui-Chang Suan-Shu (Nove capitulos sobre a arte Matemética)®, onde sao
apresentados problemas sobre a mensuracédo de terras, impostos, equacoes,
entre outros. O Capitulo VIII - Tabelas rectangulares (Fang cheng) contém 18
problemas que conduzem a sistemas de equacodes lineares. O processo de
resolucao destes sistemas é semelhante a resolugédo de sistemas por matrizes.

O termo matriz foi criado por Joseph Sylvester'® (1814-1897), em 1850.
O significado coloquial desse termo é: local onde algo é gerado ou criado.
Sylvester as considerava como “...um bloco retangular de termos... 0 que nao

representa um determinante’’, mas é como se fosse uma MATRIZ a partir da

° “Os Nove Capitulos influenciaram toda a matemética chinesa, tendo sido utilizado como
manual de ensino, ndo apenas na China, mas também nos paises e regides circundantes, até
a ciéncia Ocidental ter se introduzido no Oriente, por volta de 1600. O livro é de autor
desconhecido, como era comum na antiga China. Contém 246 problemas e esta dividido em 9
capitulos. Para cada problema é dada uma resposta sem que seja fornecido o método utilizado
para o resolver. A maior parte deles sdo problemas praticos do dia-a-dia.
Alguns destes problemas datam da Dinastia Qin (221 - 201 a.C.), mas foram, ao que tudo
indica, recompilados por Zhang Cang (2567 - 152 a.C)”. (LAGARTO, 2004)

1% James Joseph Sylvester (1814 - 1897): matematico inglés, um dos descobridores da teoria
dos invariantes algébricos.

' Surgiu pela primeira vez em 1683, num trabalho do japonés Seki Kowa. O uso de
determinantes no Ocidente comecou dez anos depois num trabalho de Leibniz. O termo
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qual podemos formar varios sistemas de determinantes, ao fixar um numero p
e escolher a vontade p linhas e p colunas..." (SYLVESTER, 1850 apud
WEISSTEIN, 2003). Até entdo, as matrizes estavam sempre relacionadas aos
determinantes. Somente com Arthur Cayley'? (1821-1895) é que elas passam a
ter seu espaco, e chegam a tornar-se, até mesmo, mais importantes que os
determinantes.

Em 1857, Cayley introduziu as matrizes na Mateméatica. Ele propds a

definicho da adicdo de matrizes, da multiplicagdo de matrizes e da
multiplicacdo de matrizes por um numero. Além disso apresentou a matriz
identidade como elemento neutro do produto matricial e a matriz nula como
elemento neutro da adicdo de matrizes. A partir dessas definicbes, as
operacdes com matrizes passaram a ser pensadas como formacdo de uma
Algebra Matricial, acarretando um enorme desenvolvimento da teoria das
matrizes.

Atualmente, as matrizes sdo utilizadas em vérias é&reas de
conhecimento. Suas aplicacbes se dao na Matematica, na Fisica, na Biologia,
na Economia, na Engenharia, na Computacéao, entre outras. Por exemplo, sé
na area de Matematica varios conteldos como algebra, equacoes diferenciais,
probabilidade, estatistica, teoria de grafos, utilizam as matrizes no seu
desenvolvimento.

Mas afinal, para que servem as matrizes?

Desde sua primeira aparicdo na antiga China, as matrizes tem se
mantido como uma importante ferramenta matematica. Elas sao utilizadas néao
somente para resolver sistemas de equacdes lineares (SMOLLER, 2004), mas
também para:

o desenvolvimento de programas 3D, em computacdo grafica
(FELDMAN, 1997);

- analisar relacionamentos (McCWORTER, 2004);

- para esbocar complicados passos de danca (PETERSON, 1997);

- analisar as informagdes obtidas com o medidor de vibragcbes, em

eletrbnica;

determinante, com o sentido atual, surgiu em 1812 num trabalho de Cauchy sobre o assunto
gDOMINGUES, 2004). )
2 Arthur Cayley (1821-1895): matematico inglés, um dos primeiros a trabalhar com Algebra.
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- codificar e/ou decodificar mensagens, em sistemas de seguranga.

A aplicagédo de matrizes em sistemas de seguranca foi um dos assuntos
abordados no Projeto E.I.C.A.L.G.A. através de programas desenvolvidos com
o software Matlab e, em especial, no ambiente Delphi. Ainda, antes de fazer a
apresentacao desses programas, € necessario fazer uma contextualizacao

geral da teoria envolvida nessa aplicagéo, a Criptografia.
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CAPITULO 4 - CRIPTOGRAFIA

A Criptografia foi criada pela necessidade de se ter ferramentas capazes
de proteger a informacdo e de prover seguranca aos dados que Sao
armazenados e transmitidos por alguém, ou por um grupo.

Criptografia - do grego Kryptos (escondido, oculto) + grapho (grafia,
escrita) - € o processo de conversao, também conhecido como ciframento ou
codificacao, de uma mensagem (texto comum) em codigo secreto (texto
cifrado), o qual pode ser feito através de uma série de procedimentos.

O processo de recuperacao da mensagem, novamente em forma de
texto comum, é conhecido como decriptografia'®, podendo ser denominado
também como deciframento ou decodificacao.

A evolucéo da Criptografia aconteceu em trés fases distintas:

- a criptografia manual, como exemplo pode-se citar o cifrario de César'*;

- a criptografia por maquinas, cujo exemplo mais conhecido € o Cddigo
Morse '°;

- a criptografia em rede, responsavel pelo comércio eletrénico, como
exemplo tem-se o DES (Data Encryption Standard) da IBM e o RSA
(Rivest, Shamir, Adleman) '°.

A criptografia pode ser classificada quanto ao numero de chaves que
sdo utilizadas:

- Criptografia simétrica: utiliza mesma chave para criptografar e
decriptografar;

- Criptografia assimétrica: utiliza chaves diferentes.

'3 Em alguns trabalhos esse termo aparece como descriptografia.

' No Império Romano, o imperador Julio César utilizava textos cifrados para enviar mensagens
secretas a generais que estavam no front de batalha, impedindo que o inimigo quando
interceptasse suas mensagens, descobrisse o que estava sendo mandado.

> O Cddigo Morse representa os caracteres através de "pontos" e "tracos" correspondendo
estes a impulsos elétricos e resultando dai sinais acusticos ou luminosos de uma certa
duracgao.

'® O DES utiliza uma chave de 56 bits e opera em blocos de 64 bits. Foi projetado inicialmente
para ser utilizado em componentes de hardware. Nos dias atuais, ele é usado na Internet em
conexdes Web segura. O RSA ¢ o mais conhecido dos métodos de criptografia de chave
publica. Este codigo foi inventado em 1978 por Ronal Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman.
E, atualmente, o mais usado em aplica¢gdes comerciais [Coutinho (1997), p.3]. Ele possui um
algoritmo que usa grandes numeros primos para gerar um texto cifrado seguro.
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A criptografia simétrica conhecida como “criptografia convencional”,
utiliza uma Unica chave secreta. E necessario que ambas as partes
interessadas (emissor e receptor) compartilhem suas chaves.'’

A criptografia assimétrica utiliza uma chave publica e uma chave
privada. A idéia é fazer a criptografia de uma mensagem com a chave publica e
a decriptografia com a chave privada, ou vice-versa.

A forma pela qual as chaves sao utilizadas para criptografar ou
decriptografar uma mensagem, é que garante a autenticacédo, a confiabilidade
e a integridade dessa mensagem.

A Criptografia, em geral, é muito utilizada em transa¢des bancérias, ou
em quaisquer outras operacdes que envolvam senhas e documentacdes
importantes, principalmente aquelas realizadas através da Internet.

Por sua enorme importancia ela é muito estudada por matematicos,
cientistas e engenheiros. Muitos livros e artigos sdo publicados sobre esse
tema. Até mesmo em obras literarias como no conto “A aventura dos
Dancarinos” de Arthur Conan Doyle, onde o autor “envolve seu famoso
personagem Sherlock Holmes numa trama criptografica’ (PEIXOTO, 2000).

Na Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) também é possivel
encontrar varias dissertacbes de mestrado que abordam, de maneira
diversificada, o tema, como por exemplo em “Um estudo sobre a aplicabilidade
de redes neurais em criptografia’, onde “inspirado no perfeito processo da
comunicagdo entre as células do sistema nervoso, implementam-se trés
propostas de cifradores, utilizando redes neurais artificias” (CARNEIRO, 2001).
Além disso, muitos encontros e congressos sao organizados dedicando-se
também a Criptografia.

Mas, qual é a relacdo existente entre a Criptografia e a Matematica?

As técnicas utilizadas para criptografar sdo, em sua grande parte,
desenvolvidas por matematicos, e envolvem conteddos relacionados a
Matematica. Quanto mais dificeis e trabalhosas forem essas técnicas mais
dificil e trabalhoso se tornard o processo de deciframento.

"7 O emissor possui uma chave e o receptor possui outra. Para haver comunicagdo é
necessario que ambos troquem suas chaves e armazenem de maneira segura. Um dos
problemas encontrados é que essa seguranga ndo pode ser garantida.
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Como o objetivo desse capitulo é fazer apenas uma aborgem geral e
voltada principalmente para o Ensino Médio, o modelo utilizado para
exemplificar essas técnicas sera a Cifra de Hill'®. A Cifra de Hill ¢ uma classe
de sistema poligrafico' baseada em transformagdes matriciais e arimética
modular (anexo 2).

Para criptografar uma mensagem utilizando Cifra de Hill, segue-se o0s
seguintes passos:

1) Constréi-se uma tabela de conversao de letras em nimeros:

A BCDETFGHTIJ KU LMNUOUZP QRS TUV WX
1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

2) Escolhe-se uma matriz de ordem n. Essa matriz serd a chave do ciframento
e pode ser denominada matriz codificadora. E necessario, no entanto, que ela
possua inversa (o porqué sera verificado mais adiante).

Como exemplo, sera utilizada a seguinte matriz de ordem 2:

I 2
0 3

3) Escolhe-se uma mensagem, por exemplo: AS MATRIZES. Em seguida,
agrupa-se o texto em pares de letras®, e faz-se a conversdo de acordo com a
tabela:

A S M A T R 1 Z E S

1 19 13 1 20 18 9 0 5 19
4) Cada par de nimeros deve ser convertido em um vetor coluna?'. Cada vetor

coluna criado sera multiplicado pela matriz codificadora, da seguinte forma:
1 2][1] [39
0 3] [19] |57
1 2] [13] [15
0 3/[1] [3

'® O nome é referéncia a Lester S. Hill que introduziu esse sistema em dois artigos.

'9 Sistema de criptografia no qual o texto comum ¢ dividido em conjuntos de n letras, cada um
dos quais é substituido por um conjunto de n letras cifradas.

20 Se o0 numero de letras for impar, adiciona-se uma letra ficticia ou um simbolo ao final do
texto.

2" O vetor coluna é uma matriz de ordem n x 1.

Y Z
25 0
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5) Faz-se a conversao dos valores encontrados de acordo com a tabela. Como
pode se observar no exemplo acima, existem alguns valores que ndo possuem
correspondente na tabela.

Nesse caso, e sempre que isso ocorrer, € necessario aplicar a aritmética
modular (anexo 2). Quando o resultado obtido for maior que 25, ele sera

substituido pelo resto da divisdo desse nlimero por 26. E por esse motivo que
a letra Z assume valor 0 na tabela. Assim:

1 2117 [39] [13
. = = (mod 26)
0 3| [19] |57 5

0 311 |3

1 2] [13] ‘15}

Fazendo a conversao:

13 5 15 3 4 2 9 0 17 5
M E 0O C D B I Z Q E

obtém-se a seguinte mensagem: MEOCDBIZQE

Para decifrar a mensagem obtida (texto cifrado, ou codificado), segue-se
0S seguintes passos:
1) Obtem-se a inversa (anexo 1) da matriz codificadora, que sera a chave para
decifrar o texto cifrado, também denominada matriz decoficadora.

Utilizando-se o metddo da matriz adjunta (anexo 2):
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Al =31 3 -2 (mod 26)
0 1

i 3 -2
Al=9.
0 1
A1_[27 18
1o 9

a2 |18
A = 0 9 (mod 26)

Portanto a matriz decodificadora é:

1 8
D=
0 9
2) Em seqguida, agrupa-se o texto cifrado em pares de letras, e faz-se a

conversao de acordo com a tabela:

M E O C D B 1 Z Q E

13 5 15 3 4 2 9 0 17 5
3) Cada par de numeros deve ser convertido em um vetor coluna. Cada vetor
coluna criado sera multiplicado pela matriz decodificadora, e quando valor

obtido for maior do que 25, aplica-se a aritmética médulo 26:

1 8] [13] [53] [1
171= 70 =] [mod 26)

I 8| |15 39 13

= = (mod 26)
0 9| 3] [27] | 1]
1 8] '4'_'20
0 9] |2] |18
1 8] ‘9‘_‘9
0 9]]0] |0

1 8] [17] [57] [5
: = = (mod 26)
0 9]1]5 45 19
5) Faz-se a conversao dos valores encontrados de acordo com a tabela:

1 19 13 1 20 18 9 0 5 19
A S M A T R I Z E S

Retornou-se, entdo, a mensagem original: AS MATRIZES.
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Foi baseado nesse tipo de ciframento que desenvolveu-se com o
software Matlab dois programas para o Projeto E.l.C.A.L.G.A.: o Criptografia e
o Decriptografia, cujo objetivo era mostrar aos alunos do Ensino Médio e de
Graduacao em Matematica uma aplicacdo de matrizes em sistemas de

seguranga.

4.1. Programas desenvolvidos com o software Matlab e no ambiente
Delphi

No Matlab para se ter acesso a um programa®? é necessario chamé-lo
no diretério em que esta gravado. Por exemplo, se o programa estiver no
disquete, dentro da pasta matlab e ainda dentro da pasta prog, deve-se usar o
seguinte comando: cd a:/matlab/prog. Em seguida chama-se o programa (fig.

11):

+) MATLAB Command Window [_ =]
File Edit wWindow Help

0@ 4 R | @E| 2

To get started, type one of these: helpwin, helpdesk, or demo.
For product information, type tour or visit www.mathworks.com.

» cd a:fmatlab/prog

» criptografia =
matriz codificadora:
K =

-1 -1 2

-1 2 1

1 -1 -1

entre com a matriz do texto comum: 2:

fig. 11 — o programa Criptografia (MATLAB)

2 Esse programa é editado em um arquivo com extensao .m.
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O programa Criptografia inicia mostrando a matriz codificadora e
solicitando a matriz do texto comum, escolhida pelo usuério. Essa matriz deve
ser de ordem 3. O usuario deve utilizar uma tabela de conversdo, como a
utilizada na cifra de Hill, para formar essa matriz.

Considere como exemplo a palavra MATRIZES. Como essa palavra s6
possui 8 letras, acrescenta-se no final mais uma letra®, por exemplo, o S.
Fazendo a conversao, obtem-se:

M AT RIZE S S
13 1 20 18 9 0 5 19 19

Apés a conversao, deve-se seguir 0s seguintes passos:

- separa-se as letras em grupos, nesse caso, em trés grupos de trés letras
consecutivas;

- escreve-se a matriz onde o primeiro grupo de letras sera a primeira

coluna, o segundo serd a segunda coluna e o terceiro a terceira coluna:

13 18 5
1 9 19
20 0 19

- escreve-se essa matriz no programa da seguinte forma:
13 18 5 ;1.9 19 ; 20 0 19]

Em seguida, pressiona-se a tecla enter e o0 programa executa o
processo de ciframento, como pode ser visto nas figuras 12, 13 e 14:

2 Nesse caso, nao pode ser usado um outro simbolo, & necessario que seja uma letra.
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<) MATLAB Command Window [_ 2]
File Edit ‘window Help

D@ | b B < aEwle

To get started, type one of these: helpwin, helpdesk, or demo.
For product information, type tour or visit www.mathworks.com.

» cd a:fmatlab/prog
» criptografia
matriz codificadora:

K =
-1 - 2 =
-1 2 1
1 -1 -1

entre com a matriz do texto comum: 2:[13 18 5; 1 9 19; 20 o 9] ==

Z =
13 18 5
1 9 19
28 a 19

produto da matriz codificadora pela matriz do texto comum:

X =
26 -27 14

9 a 52

-8 9 -33

matriz da mensagem cifrada:
L
i _>l_I

fig. 12 — o processo de ciframento

<) MATLAB Command Window [_ 2]
File Edit ‘window Help

D@ | b B < aEwle

matriz da mensagem cifrada: ]
¥ =

26 25 14

9 a a

18 o 19

mensagem cifrada:

5 =

fig. 13 — o processo de ciframento (cont.)
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<) MATLAB Command Window [_ 2]
File Edit ‘window Help

D@ | b B < aEwle

bl RV = I

Pl o=t P =S 30 e

(2 R e Y B i = ]

2

B¢

fig. 14 — finalizacao do processo de ciframento

A mensagem codificada é: IRYZINZS.
Para decifrar essa mensagem utiliza-se o programa Decriptografia (fig.
15).
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<) MATLAB Command Window [_ 2]
File Edit ‘window Help

Db 2 o BB Rl 2

E =
I
R
Y
2
I
]
2
5 =
I
R
¥
2
I
]
F4
S
» decriptografia 4
matriz decodificadora:
D =
1 3 5
a 1 1
1 2 3
entre com a matriz da mensagem cifrada: ¥:| =l
| |

fig. 15 — o programa Decriptografia (Matlab)

Assim como o Criptografia, esse programa inicia mostrando a matriz
decodificadora e solicitando a matriz da mensagem cifrada (codificada). Nao é
necessario, nesse caso fazer a conversdo, pois o programa Criptografia
fornece a matriz dessa mensagem (fig. 16).
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<) MATLAB Command Window [_ 2]
File Edit ‘window Help
De|sE=R- @B Rle

matriz da mensagem cifrada: ]

¥ =

26 25 14

mensagem cifrada:

5 =

fig. 16 — a matriz da mensagem cifrada

Basta, entao, escrever a matriz como mostra abaixo:
26 25 14 ; 9 0 0 ; 18 9 19]

Pressionando a tecla enter, obtem-se o processo de deciframento
(decodificacao) como mostram as figuras 17 e 18:
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<) MATLAB Command Window ME E
File Edit ‘window Help

= O N  NEs R -

entre com a matriz da mensagem cifrada: Y:[26 25 14; 9 0 @; 18 9 19] ]
E =

26 25 14

9 ] a

18 9 19

produto da matriz decodificadora pela matriz da mensagem cifrada:
F =

143 70 189

27 9 19

98 52 71

matriz da mensagem decifrada:

B =
13 18 5
1 9 19
20 a 19

mensagen decifrada:

e of

fig. 17 — o processo de deciframento

<) MATLAB Command Window ME E
File Edit ‘window Help

= O N  NEs R -

w UMA-D—D = n MA =3 —
] n

MM MN-D—-DZ

fig. 18 — finalizacao do processo de deciframento
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Retorna—se entdo a mensagem inicial: MATRIZES.

Os cédigos dos programas podem ser visualizados no anexo 5. Para os
dois programas, assim como no exemplo feito para Cifra de Hill, foi utilizado
uma tabela de conversao com 26 caracteres, sendo Z = 0. As matrizes
codificadora e decodificadora sdo de ordem 3, sendo as duas pré-
estabelecidas no coédigo interno dos programas, ficando omitido entdo o
processo de inversdao da matriz codificadora.

Esses dois programas foram testados no Projeto apenas pelos alunos da
Graduacao de Matematica. Alguns fatores os tornaram nao aplicaveis as
demais apresentagdes do Projeto E.I.C.A.L.G.A.:

- O Matlab nao é um software gratuito, o que restringe o acesso a ele;

- A interface nao é muito interativa para o tipo de programa que se estava
trabalhando. Para se visualizar o processo todo de ciframento e
deciframento é necessario utilizar “a barra de rolagem” (no canto direito
da tela);

- A disposicao das mensagens nao ficaram claras;

- A maneira de escrever as matrizes poderia confundir o usuario,
especialmente se esse fosse um aluno de Ensino Médio;

Como o objetivo principal do Projeto E.LA.L.G.A. era trabalhar, em
especial, com alunos do Ensino Médio, fez-se necessario buscar um outro
ambiente para desenvolver essa atividade. Optou-se, entdo, pela utilizacao do
ambiente Delphi. Com ele desenvolveu-se um novo programa, também

denominado Criptografia®® (fig. 19):

2 0O fato de se ter colocado o mesmo nome em dois programas, nesse caso, hdo causou
transtorno, pois o programa feito em Matlab, pelos motivos citados no texto, ndo foi mais
utilizado na pratica. Para evitar confusdo durante a leitura desse trabalho, o Criptografia e
Decriptografia serdo mencionados, no decorrer desse trabalho, como “os programas feitos em
Matlab’.
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J CRIPTOGRAFIA [_ =] =]
Matrizez  Programas  |nformagdes  Sair

Diigite a matriz: Clique noz botdes para wer az mensagens:
. % Codificar |
Matriz do Texto Cornurm
I-I 3 I-I 8 I5 Menzagem Codificada;  ZISTZICFM
|1 E 19

kenzagem Decodficada MATRIZES

é’?l:impar | [| Sair
fig. 19 — o programa Criptografia (Delphi)

O programa Criptografia difere do exemplo trabalhado para Cifra de Hill
e dos programas feitos em Matlab nos seguintes pontos:
- A mensagem nao precisa ser separada em vetores colunas, basta fazer a
conversao das letras em numeros e inserir na Matriz do Texto Comum (fig. 19);
- O programa trabalha com 27 caracteres, ou seja, aritmética de modulo 27,

pois foi incluido o espago em branco, representado na tabela pelo simbolo “_”:

A BCDETFGHTIJKILMNUOZP QR STUV WX Y Z _
1 23 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 0

- A mensagem pode conter espaco entre as palavras, como por exemplo, a
mensagem BOA_TARDE (fig. 20):
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 CRIPTOGRAFIA P S |
Matrizez  Programas  |nformacdes  Sair
Diigite a matriz: Clique noz botdes para ver as mensagens:
: % Codifizar |
tatriz do Texto Cornurnm
I2 ID I-I 5 Menzagem Codificada:  LBMINFOWVI
[15 o |4

Menzagem Decodficada BOA TARDE (s

E"?Limpar | [| Sair

fig. 20 — mensagem contendo espaco

- A decodificagao é feita sem que o usuario precise realizar o processo de
conversao de letras em numero e a transposicdo da mensagem em matriz;

- O processo de codificacdo e decodificacdo € feito internamente pelo
programa. O usuario, caso tenha interesse, pode visualizar o processo
acessando o menu Matrizes (fig. 21), onde pode optar por conhecer as
matrizes Codificadora e Decodificadora, as matrizes Produto e as matrizes
Mensagem (fig. 22a, 22b, 22c, 22d, 22¢, 22f):

/' CRIPTOGRAFIA I
— |Matrizes Programaz  Informagies: Sair

b4 atriz Codificadora
M atriz Produto Cligue noz boldes para wer as menzagens:

t atriz Menzagem " |
b atriz Decodificadora L % Codificar
b4 atriz Produto 1

b atriz Menzagem 1
|'I |E| |'I 9

Menzagem Codificada: ZISVZICFM

Menzagem Decodificada MATRIZES

E"?Limpar | [| Sair

fig. 21 — o menu Matrizes




Codificadora

M atriz Codificadora

T E
1z
I

& matriz codificadora & a matriz ezcolhida para

o procezsa de conversda de um terto camun,
ou z&ja, uma fraze ou palavra qualguer em uma
menzagem cifrada. Serve como uma chave para
proteger a menzagen.

fig. 22a — matriz codificadora
Menszagem

k atriz Menzagen

ER ERE
ENR ETN G
13 1o |13

A matniz mensagemn & a matrnz resultante do processao

no gual cada elementa menor que O [2ero] ou maiar

que 27 da matnz produto & dividido por 27 [poiz eztao
gendo utilizados oz 26 caracteres do alfabeto maiz o
espaco). E a matriz gue fomece a menzagem codificada,

Produto
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Matriz Praduta

ER
ENR EER EE
e |17 |4

A matniz produto & o rezultado da
multiplicacdo da matriz codificadora
pela matriz do texto comn,

fig. 22b — matriz produto

Decodificadora

b atriz Decodificadora

N N €

A matnz decodificadara & a matnz inverza da matnz
codificadora, E wtlizada para decifrar a mensagem.

fig. 22c — matriz mensagem

Produto 1
Matriz Produto 1
145 [153 | |=6
28 |3® |19
101|107 | |54

A matriz produta 1 & o rezultado da multiphcagio
da matriz decodifizadora pela matriz menzagen.

fig. 22e — matriz produto 1

Mezagem 1

fig. 22d — matriz decodificadora

k atriz Menzagem 1

13 |18 |5
I EBRIE
ER ESN

& matriz menzagem 1 & a matnz rezultante do proceszo
no gual cada elementa menaor que O [2ero] ou maiar
que 27 da matriz produto 1 & dividido por 27 [pois estio
zendo utilizadoz oz 26 caracteres do alfabeto e o
espaco). E a matiz que fomece a menzagem
decodificada [a menzagem inicial].

fig. 22f — matriz mensagem 1
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Assim como nos programas feitos no Matlab, as matrizes codificadora
(fig. 22a) e decodificadora (fig. 22d) sdao de ordem 3, e também foram pré-
estabelecidas. A mensagem de texto pode conter apenas 9 caracteres, pois a
matriz de texto comum também € de ordem 3.

Para alertar o usuario quanto ao uso indevido de valores maiores que 27
ou menores que 0 (zero), pois a aritmética utilizada é mddulo 27, o programa
emite a mensagem abaixo (fig. 23) assim que o usuario escreve o valor:

,* CRIPTOGRAFIA o i 3

Matrizes  Programaz  |nformagdes  Sair

Cigite a matniz: Cligue noz boldes para wer as menzagens:

B s [

Matriz do Testo Comun (ML 0TEE] Ed

|1 3 |1 f I Digite nimern entre 0 e 27 ficada:

s n

[0 fes .
FMenzagem Decodifizada

I |

aél:impar | [| Sair

fig. 23 — numero maior que 27

O programa emite também uma mensagem quando € deixado um

espago em branco na matriz (fig. 24) ou um espaco apos o digito (fig. 24a) :

_~ CRIPTOGRAFIA o A

Matnzez Programaz  |nformacdes  Sair

Digite a matnz: Cligue noz botdes para wer as menzagens:

P |

Mtz d Teto o
|1 K] I :
I_ Yoo hao pode deixar em branco da:

|2_ I_ I_ Menzagem Uecodiicada

af’ Limpar | [l Sair

fig. 24 — espaco em branco na matriz
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/' CRIPTOGRAFIA 2=l

Matrizez  Programaz  |nformacdes  Sair

Diigite a matriz: ‘ Clique noz botdes para ver as mensagens:

A e

[13 i
s,

IEEI I-
I_ L Menzagem Lecodiicada

"Yooé ndo pode colocar espago apos o digito

aé’l__impar | [| Sair
fig. 24a — espaco apos o digito

Um fator muito importante a se mencionar ainda é que o programa
Criptografia, bem como qualquer outro programa desenvolvido no ambiente
Delphi, pode ser instalado em qualquer computador, ndo sendo necessario ter
instalado o ambiente e os arquivos de edicdo. Garante-se, com isso,
seguranca, pois 0 programa nao pode ser alterado por qualquer usuario sem
autorizacao e reducao no espaco necessario para armazenar o programa. lsso
por que o ambiente Delphi possibilita a criagdo de programas executaveis?®,
com uma interface que dinamiza a interacdo usuario/computador, isto é,
fornece um ambiente amigavel, muito Gtil na elaboragao de jogos e atividades.

Ainda com o objetivo de criar uma atividade mais interessante para ser
apresentada aos alunos do Ensino Médio, fez-se necessaria a ampliacao da
quantidade de caracteres para compor uma mensagem e a integracdo da
matriz do texto codificado, para fixar a importancia dessa parte do processo.

Foram desenvolvidos, entdo, os programas Codificacao (fig. 25) e
Decodificacao (fig. 26), os quais possibilitam a criacdo de mensagens de até

36 caracteres, incluindo espacos em branco.

#® Que nao necessitam ter os arquivos de edigao instalados no computador.



.. Codificago
Matrizes  Sair
Matriz do texto comum:
|15 |1a |4 |n |2n |25 |n |n |9 |15 |1 |1
|n |15 |1 |13 |1a |5 |5 |3 |1E |? |E |n
|21 |n |1a |1 |E| |1a |13 |1a |2n |1a |E| |n
_FUTKDFAKFR_MGYTGCEUWIF<FOP_MOGKTMZZA
ff’l:impar | [l Sair

Decodificac3o

fig. 25 — o programa Codificacao

Matrizes  Sair
Matriz da mensagem codificada:
|n |2n |E |1E |? |? |21 |E |15 |14 |11 |25
|E |11 |1? |n |25 |3 |23 |24 |1E |1? |2n |25
|21 |4 |11 |13 |2n |2 |E| |E |n |1? |13 |1
0O USO DAS MATRIZES EM CRIPTOGRAFLA
ff’l:impar | [l Sair

fig. 26 - o programa Decodificacdao

Eles possuem os mesmos principios do programa Criptografia, ou seja,

a mesma matriz codificadora, a mesma matriz decodificadora, as mensagens

de aviso quanto espaco em branco, espago apds um digito, uso de numeros

maiores que 27 e menores que 0 (zero). O menu Matrizes, também mostra o

processo interno dos programas, sendo a Unica diferenca em relacdo ao

programa anterior o tamanho da matriz mensagem (fig. 27) e da matriz produto,

que é equivalente ao tamanho da matriz do texto comum e da matriz da

mensagem codificada.
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Mensagen |

Matriz Mensagem

|15 |1a |4 |n |2n |25 |n |u |:a |15 |1 |1
|n |15 |1 |13 |1a |5 |5 |3 |1E |? |E |n
|21 |n |19 |1 |9 |19 |13 |1s |2n |1s |9 |n

& matriz mensagem & a matriz resultante do processo no qual cada elemento
menar que O {zeral ou maior gque 27 da matriz produto & dividido por 27 (pois
estdo sendo utilizados os 26 caracteres do alfabeto e 0 espacao). E a matriz
que fornece a mensagem decodificada (a mensagem inicial}.

fig. 27 — o tamanho da matriz

Eles podem ser executados a partir do item Programas (fig. 28) desse

programa®®:
/' CRIPTOGRAFIA [ [E] %]
Matiizes | Programas  Informacdes  Sair
—— Codificacio
Digle & Decodificacio Cligue noz botBes para ver as menzagens:

: % Codificar |
—Matriz do Testo Comunm |

Il I I tMenzagem Codificada:;

I I I @; esaditizar |

I I I Menzagem Decodificada

aé’l__impar | [| Sair

fig. 28 — acessando os programas Codificacao e Decodificacao

E importante mencionar que todos os programas foram feitos durante
um tempo determinado para que pudessem ser apresentados junto com as
atividades do Projeto E.l.C.A.L.G.A. Portanto, foram encontradas, algumas
dificuldades durante a utilizacdo desses programas. Entre elas, o fato de a
tabela de conversdo, essencial para execucdo dos mesmos, ser fornecida
apenas na folha de atividade do projeto. Ou seja, o usuario nao teria acesso a
ela caso nao tivesse participado da atividade. Outra dificuldade foi em trabalhar

% Como os trés programas seriam apresentados no projeto E.I.C.A.L.G.A., para facilitar o
acesso a eles foi criado esse menu.
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com duas janelas (fig. 25 e 26) para realizar o processo de codificacdo e
decodificagdo. O momento de transpor a mensagem codificada para que
pudesse ser decodificada tornou-se um pouco confuso.

Com o intuito de melhorar o ambiente e proporcionar, assim uma melhor
interacdo usuario/programa, fez-se uma versao, também em Delphi, que une
os programas Codificacao e Decodificacao e fornece a tabela de conversao,
o programa Criptografando (fig. 29). Apesar das modificacoes feitas, nao

houve alteracao nos cédigos dos programas.

i Criptografando

Matizes  |nformagties  Como Uszar a Tabela  Sair
Tabela de conversdo:

AB|CIDIEIF|G|H
112(314 617 (8

Matriz do texto comum:

s

% Codificar FUTKDFQKP_MGYTGCBUWIFXFOP HOQQKTMZZA
Matriz da mensagem codificada:

0 USD DAS MATRIZES EM CRIPTOGRAFIA

fig. 29 — o programa Criptografando

O menu Matrizes, assim como nos programas anteriores, traz todas as
informacdes sobre o0 processo realizado internamente.

Adicionou-se também a essa versao o menu Como usar a tabela (fig.
30), que ainda tras um exemplo de como escrever os elementos na matriz do

texto comum, sendo que o mesmo vale para a matriz da mensagem codificada.
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}i' Como usar a tabela de conversao I

Tabela de converséo:

AlB|C|D
112(2 14

E|F|&|H
5161718

Exem plo:

0 U s o D A 8 M AT RTIZEZES E M CREIPTOGEREATFTIA

15 02112150 4 1 190 131 20138 9 26 5 19 0 5 13 0 F 18 & 16 20 15 7 18 1 & 9 1

15 19 4 0 20 28 0 0 9 15

Matriz do texto comum: a 1 13 18 5 5 3 16 7
9 19 13 18 20 18

fig. 30 — como usar a tabela de conversao

E necessario mencionar que, embora seja possivel, em nenhum dos

programas desenvolvidos pbéde ser utilizado acento, “¢” ou qualquer outro
caractere que nao conste nas tabelas de conversao apresentadas, porque isso
tornaria um pouco mais trabalhosa a programacao dos mesmos.

As atividades propostas aos alunos do Ensino Médio e de Graduacéao
para utilizacdo desses programas estdo anexadas ao final do trabalho (anexo
3). O objetivo principal dessas atividades foi, através de um jogo interativo,
mostrar uma aplicacao do conteudo matrizes, no caso, a aplicacdo de matrizes
no sistema de seguranca e com isso a importancia da aprendizagem desse

conteudo.
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CAPITULO 5 - O PROGRAMA MATRIZES: TEORIA E APLICACAO

O envolvimento com os programas vistos no capitulo 5 e com as
atividades feitas com o Projeto E.I.C.A.L.G.A. fez surgir a idéia de criar um
outro aplicativo que pudesse fornecer ao usuario, além da parte de aplicacao, a
parte tedrica, incluindo exemplos e exercicios, com uma abordagem diferente e
agradavel, que contribuisse no processo de ensino/aprendizagem.

Pondo em pratica essa idéia, desenvolveu-se o programa Matrizes:

teoria e aplicacao (fig. 31).

" . " —
/¥ Matrizes - teoria e aplicagdo

Irpara... Referéncias  Sobre o Programa

liletrizes: teoria @ aplicagde

Esse programa foi criade com o objetivo de estimular os alunes do Ensino
Médio no processo de aprendizagem do contelddo Matrizes. Nele, os alunos
pedem optar em aprender sobre odigdo e subtragio de matrizes,
multiplicaglio de matrizes, matriz inversa e ainda conhecer uma aplicagéo
de matrizes no sistema de sequranga. Clique em um dos botdes abaixo e bom
estudolll

AdicdoiSubtracao Multiplicagao m Aplicacao

fig. 31 — o programa Matrizes: teoria e aplicacao

A interface, como pode ser vista na figura 31, ¢é simples, facilitando,
assim, a interacdo do usuario com o programa. O conteudo foi disposto de
forma que qualquer usudrio pudesse aprender com ele, independente de ter
conhecimento ou n&o desse contéudo.

O programa estéa subdivido em:

- Matrizes — teoria: essa parte inicia com uma introducdo onde é mencionada a
importancia das matrizes e suas aplicacbes em diversas areas. Sao abordados
todos os conceitos béasicos da teoria de matrizes, como a notacdo dos
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elementos, representacdo algébrica da matriz, ordem das matrizes, lei de
formagdo dos elementos, tipos de matrizes, diagonal principal e diagonal
secundaria, distribuidos pelas 16 paginas que compdem essa parte do
programa. A figura 32 mostra como modelo a pagina 4, a qual apresenta dois

exemplos que envolvem ordem da matriz e lei de formacéo:

' Pagina 4 M= EA

Waltar  Lirpar

Podemos também expressar a matriz através de uma lei de formagéo:
A = (0)mm | lei de formagdio, onde ie{1,2,3, ,m} e jeil,2,3. ,u}

Exemplos:

1) Obter os elementos damatriz A = (a)ae | oy = i +§

Primeiro responda: Qual a ordem da matriz A? B I veiae |

Agora veja se consegue acertar quais sdio os elementos da matriz:

= |2_ |3_ Werifique
4

2) Escreveramatriz B=(bg).com 1 <i <3 e 1 <j <3, tal que
A ordem damatriz B é: [3x3
biiz bz = bss = I
biz = bis = bzt = bes = bat = bz [0

hij=1,parai=j
hij=I],parai:ej

fig. 32 — exemplicando a parte Matrizes — teoria

- Adicdo/Subtracéo (fig. 33): nessa parte é feita a definicdo usual de cada uma
dessas operagoes.
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M Adigao/Sublragao M= E

Adigho e Mabizas

Dadas as matrizes A e B de mesma ordem chamamos de soma dessas matrizes a
matriz C cujos elementos sdo iguais a soma dos elementos correspondentes de Ae B.

C:=-A+8B 7 Em outras palavrasl

Exem plo:

e :Il_l_g =|_|_ _entde €= gf’l__imparl
seAs_—ens_ e KB

Smlvragde de Matrzes

Dadas as matrizes D ¢ E de mesma ordem chamamos de diferenga dessas
matrizes a matriz F cujos elementos sdo iguais a soma dos elementos correspondentes de
D com os elementos da matriz oposta de E.

F:=D - E
Exem plo: -9

oy I I R O 2 IR 46 Lo |
Se b= l_l_ I_I_ . entdo LI i L

fig. 33 — a parte Adicao/Subtracao

- Multiplicag&o (fig. 34): nessa parte € feita a definigdo da multiplicagdo de um
namero real por uma matriz, e, logo em seguida, a definicdo da multiplicacdo

de matrizes.
}i' Multiplicacdo M= E3

Woltar  Limpar
iintipleacde de um nimere real por wina imaz
Para multiplicar um nimero real s por uma matriz A basta multiplicar o nimero por

todos os elementos da matriz, obtendo como resultado uma matriz B da mesma ordem de A
B=sx A

- -
"R _ifhien |

I 1]
limkiplicacde e MairEes

Dada uma matriz D = (dj)mn ¢ umamatriz E = (ej) g . denomina -se produto de b
por Eamatriz F = (fi)ump tal que o elemento fj ¢ a soma dos produtes da i-ésima linha
de D pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna de E.

F=DxE-= di:l. -¢;|k+di2-¢gk+ +din-¢rk

Exem plo:

2+ 1" 31 +1*3 6

0%2 + 4%1  0*1 + 4*3 - 4 12
5

5%2 + 0™1 51 + "3

fig. 34 — a parte Multiplicacao
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- Matriz Inversa (fig. 35): nessa parte é feita a definicdo de matriz inversa.

A Matriz Inversa M= E3

Woltar Programa  Limpar
Wiz liwrarsa Ll -

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, se X é uma matriz tal que AX =1, e

XA=z I, entdo X ¢ denominada matriz inversa de A e ¢ denotada por Al
3

3

Exemplo: Determinar a matriz inversa de 4=

b
Seja X a matriz quadrada de ordem 2 procurada, isto é, X = {a dj
Pela definigio devemos ter: ‘

A o Y e e 0 e
ot I ¥ ]

Pela igualdade de matrizes, teremos os sistemas:
D1 -L1-L] je:[] D[] [ pvaias]
O-0O0-0 T O <[] -

f\-"erifiquel
—
—

A seguir, verificamos:

Logox=l—l— " Veifique 5 z:>|_|_*|_|_=|_
e e e

Portanto, X é a inversade A, ouseja, X = A v—

% Ir para Aplicacao E Sair do programa

fig. 35 — a parte Matriz Inversa

- Aplicacao: O programa Criptografando, mencionado no capitulo anterior, foi
incluido nessa parte como um 6timo exemplo de como a teoria de matrizes
pode ser utilizada.

Os exemplos que aparecem no decorrer do programa sao em sua
maioria feitos pelo usuario.

Na figura 36, os exemplos de matriz diagonal e matriz identidade,
inclusive a lei de formacdo dos elementos dessa Ultima, foram deixados a

cargo do usuario.
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M Pagina 7 M=

Woltar  Limpar

Matriz diagonal: matriz quadrada em que os elementos ndo pertencentes a diagonal séo

nules. Exemplo:
P 1] |
B= +f Verifique
1]

Matriz identidade: matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal principal séo
iguais a 1 ¢ os demais sfio nulos: representada por I, sendo n a ordem da matriz.

1]
I, - I_ I_ I— «f Werifique |

I

Exemplo:

| sei=j
Assim parauma matriz identidade I, = (aij), a,= { T J_ " Werifique |
I— ,sei= ]

fig. 36 — exemplos

Boa parte dos exercicios foram retirados de livros didaticos. O usuario
tem acesso a essas referéncias (fig. 37) no préprio programa, através do menu
Referéncias da pagina principal (fig. 31).
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/ Referéncias [ _ =]

GENTIL, MNelson; SANTOS, Carlos Alberto Marcondes dos; GRECO, Anténio
Carlos; FILHO, Anténio Bellotto: GRECO, Sérgio Emilic. Matemdtica para o
2%grau. Vol. 2, B® edigdo. Editora ﬁifica, 580 Paulo, 1996.

GIOVANNI, José Ruy: BONTORNQO, José¢ Roberto. Matemdtica 2° grav.
Yol. 2. Editora FTD 5.A., 580 Paulo.

FERNANDEZ, Vicente Paz: YOUSSEF, Antonio Nicolau. Matemdtica para 2°
grau. 2% edigdo, Editora Scipione, Sdo Paulo, 1991

SANTOS5, Carlos Alberto Marcondes dos; GENTIL, Nelson; GRECO, Sérgio
Emilio. Matemdtica. Volume Unico, Editora Atica, S&o Paulo, 2003.

ANTON, H: RORRES, I. digebra Linear com Aplicagées. 8 Edlguo Artmed
Editora, Porto Alegre, 2001. : =

fig. 37 — referéncias utilizadas no programa

Os exercicios sao diversificados, e o grau de dificuldade é variado.
Na figura 38, tem-se trés exercicios de nivel facil, considerados assim
por se estar assumindo que o usuario compreenda bem como se da a lei de

formacao de elementos das matrizes e a ordem de uma matriz.
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# Pégina 10 M= B

BXENCIEI0S

1) Determinar a matriz A = [agle tal que g = 2i + §

+f Verifique |

. . 1, sei=]
2) Determinar a matriz B = [b'u]:xs- tal que bij = {iz

B= [ ][] |
= « Verifique
I 1]

.
-, mei=]

3) Determine a ordem e as matrizes associadas aos coeficientes das incégnitas dos seguintes
sistemas:

Xx+2y=5 x-2y+z=4 S
a)<{2x+3y=8 byq3x+2y=-1 c){x+4z—y=3
yo3mos ordem: I_
ordem : ||_ ordem: |_ P

" \u"erifiquel v Verifiquel —l

3x-y=1

fig. 38 — exercicios faceis

No exercicio 3 (fig. 38) o usuario s6 consegue ter acesso a matriz das
incégnitas se souber de que ordem ela é, e, entdo, pode escrever os elementos
dessa matriz, como mostram as figuras 39 e 40:

3) Determine a ordem e as matrizes associadas aos coeficientes das incégnitas dos seguintes
sistemas:

Xx+2y=5 I_I_ x-2y+z=4 2y -3x=9
a)<2x+3y=8 |_|_ b){3x+2y=-1 ){x+4z—y=3
x-y=1 [ [ y-3z=3 ordem: I_

dem : I
ordem: |3)(2  Veilique | ordem + Werifique |
{\-"erifiquel

~f Werifigue |

fig. 39 — acertando a ordem

x+2y=5 |1_ IZ_
a) 42x+ 3y=8§ Iz_ |3_
x-y=1 |3_ |1_
ordem: Iﬁ " Yerfigue

" Yerfigue |

fig. 40 — a matriz das incégnitas
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Antes de mostrar exemplos de exercicios de nivel médio, é interessante
fazer mengao de como é feita a verificacdo de erros e acertos e além disso,

falar um pouco das dicas que aparecem durante o programa.

Em todos os exemplos e exercicios o botdo quando

acionado, emite uma mensagem. Essa mensagem pode ser indicativa de erro,
ou indicativa de acerto. Em geral, no programa, quando o usuario comete

algum erro aparece a seguinte mensagem:

Matnzesz1

Tente Mavamentell

fig. 41 - erro

Em alguns casos, as mensagens especificam qual o erro que esta sendo
cometido, como por exemplo nos casos de erro na ordem da matriz, uso de

nimeros decimais®’ e espago em branco deixado pelo usuério:

M atrizez1 |
Matrizes1

i . '8.5' iz not & walid integer walue.
Yerfigue se a Ordem esté conretal Q :

fig. 41a — erro na ordem fig. 41b — namero decimal

Matnzes1 |

Q " iz not a valid integer walue.

fig. 41c — espaco em branco

Para indicar que o usuario acertou, em geral aparece a seguinte

mensagem:

"0 programa s6 trabalha com ntimeros inteiros, esse fato deu-se devido a alguns problemas
ocorridos durante a programacao.
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Matrizez]

b vita Bemll

fig. 42 — acerto

Alguns exemplos e exercicios exigem que o usuario acerte a ordem da
matriz para poder continuar avangando, nesse caso, ao acertar aparece a
seguinte mensagem:

M atrizes1

Yocé acertou, pode continuar

fig. 43 — avancando

Para que o usuario possa entender melhor como determinar a ordem de
uma matriz e assim, poder avangar mais tranquilamente nos exemplos e

.................................

exercicios, na pagina 3 do programa o botao rdem 53] 44 acesso a seguinte

janela (fig. 44):

ardem w3

wolkar

A matriz A é de ordem 3x3, pois possui 3 linhas e 3
colunas, como vemos abaixo:

3
2| |bB

53 4
A= =2 ||4— 3 linhas A=
1 0 16| &

2
&

fig. 44 — ordem 3x3

Na pagina 4 do programa (fig. 32), o exemplo 2 requer que o0 usuario
tenha compreendido ndo sé como determinar a ordem da matriz, mas, também,

a lei de formagédo de seus elementos. No caso em que o usuario tenha errado
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a ordem ou qualquer um dos elementos, ao acionar o botdo
aparece a seguinte mensagem (fig. 45):

b

2) Escrever amatriz B=(bj).com 1 <i <3¢ 1 <j <3 tal que {bii;LI],pmi;ej

=1,parai=]

A ordem damatriz B é: IB -

bii= bez = b3z = 1 B :
biz = bis= ber = bes = ba1 = bz =0 I /

Matrizes1

Yerfique 22 a Ordem & oz elementos estdo cometos

fig. 45 — erro no exemplo 2

Como existe um erro a matriz B nao é identificada. Ap6s identificar e

corrigir o erro, acionando 0 botdo aparecem os elementos da matriz B (fig. 46).

he
2) EscreveramatrizB=(bglcom1l =i <3¢ 1 <j <3 tal que { 3

hij=I],paIai=ej
A ordem da matriz B é: |333

=l,parai=j

1 1] 1]
bii = bz = bis = |1 0 1 0
0 0 1

biz = biz = bz

] ]
g
] ]
o
o
] ]
o
()
(KL
n
=|

fig. 46 — elementos da matriz B

Na pagina 6 do programa, para fixar bem quais sdo os elementos que

fazem parte da diagonal principal, o usuario tem a opcao de acionar o botao

que da acesso a janela abaixo (fig. 47):



Diagonal Principal
Waltar

Seja A uma matriz de ordem 3:
oy ¢ elemento da diagonal principal, poisi = j = 1

Agora responda: quais dos elementos abaixo também pertencem
a diagonal principal? (Marque com um *)

[ a2 [ & [ & [ an +f Verifique |
o = a LTI

fig. 47 — diagonal principal

O usuario precisa apenas indicar com um asterisco (*) quais sao 0s
outros dois elementos que pertencem a diagonal principal. Para a diagonal
secundaria também foi feita essa opgéo.

Na pagina 7 do programa (fig. 36), se o usuario cometer algum erro
aparecem as seguintes mensagens:

- quando erro cometido for na matriz diagonal:

Matrizes1

Lembre que o elementos que MAD pertencem a diagonal principal =80 nulas!!

fig. 48 — erro na matriz diagonal

- quando erro cometido for na matriz identidade:

Matnzes1 E

Lembre que os elemerntos que MAD pertencem a diagonal principal =30 nulos e oz
elementos da diagonal principal $30 iquais a 111

fig. 49 — erro na matriz identidade

Apés ler essas mensagens o usuario consegue identificar onde errou.
Na pagina 8 do programa estdo definidas as matrizes oposta e

transposta. Para cada uma delas, o usuario escolhe elementos para a matriz e
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em seguida escreve a matriz oposta (ou a transposta) correspondente. Caso
algum elemento nao esteja correto, ao fazer a verificacdo aparece a seguinte
mensagem:

- para a matriz oposta:

Matrizes1 Ed

Werfigue a matnz opoztall

fig. 50 — erro na matriz
oposta

- para a matriz transposta:

Matrizes1

Yerfique a matnz tranzpostall

fig. 51 — erro na matriz
transposta

As duas mensagens pedem apenas para verificar as matrizes oposta e
transposta, pois o erro ndo pode estar na matriz escolhida pelo usuario.

O exercicio 4, letra a) da paginal1 do programa, explora um conceito
que nao foi abordado nas paginas anteriores do mesmo. Achou-se
interessante, entdo, fornecer essa informacdo aos usuarios que tiverem
interesse em aprender um pouco mais.

Acionando o botso _<ZImfermagse | . \\o\,4ri0 encontra a definico de

matriz anti-simétrica (fig. 52).

4) Determine as seguintes matrizes:

a) Bz (bij)s:.tal que b; =G - ) R

o Ve |

77
717
5
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 Informagao M= E

Wetirlz Anibsimatnies

Uma matriz quadrada A=(ay) ¢ anti-simétrica se, e somente se, aj= - ay,

Wolkar

isto &, se os elementos dispostos simetricamente em relagdo a diagonal
principal sdo opostos e os elementos da diagonal principal sdo nulos.

Exem plo:
amatriz B desse exercicio

fig. 52 — matriz anti-simétrica

Na pagina 13 do programa, o exercicio 9 deve ser resolvido de acordo
com o modelo (fig. 53). Isso significa que, para responder as questdes, o
usuario deve utilizar apenas letras minusculas. Por se tratar de programacao,
tornou-se inviavel possibilitar o uso de letras mailsculas, ou qualquer outra
forma de escrever a frase. Caso o usuario responda de uma forma diferente da
que foi estabelecida no programa, na verificacdo € mostrada a maneira que
deve ser escrita, nao significando, necessariamente, que o usuario tenha
errado. Por exemplo, na figura 54, o erro cometido foi apenas na introdugéo da

letra m mailscula:

o on
G=[D . D} matriz nula de ordem 2x3

fig. 53 — siga o modelo

E= M atnz coluna de ardem 31 o Verfiqus

|

Mazest |

— a0

Sua rezposta deveria ser: matnz coluna de ardem 3x1

fig. 54 — como escrever a frase

Na pagina 14 do programa (fig. 55) encontram-se o0s exercicios
considerados de nivel médio, um deles envolvendo o conceito de logaritmo e

alguns deles sistemas lineares.
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/' Pagina 14 M= EA

Waltar  Programas

11) Determinar x e y na igualdade:

log, x 4 x:l ] x
3

al| » =9

5 5 Y:I_

2 « Werfique
Y

) JVerifiquel
12) Determine a, b, x ¢ y, tais que: 13) Calcule x, y e z, tais que:

a+d x+y | |3 2 x+y 3 5 3
a—h Z2x-y - 1 wf\-"erifiquel 2y ox Tz r+1

=]
=[] e Verifiquel
=[]

14) betermine x e y, para que a matriz A seja diagonal: =) < Logaiitmo?

-2 x+l il x = I
A=| 0 2 J; -f f\ierifiquel —) 7 Resolver Sislemas?l

0 0 1

fig. 55 — exercicios de nivel médio

Considerando o fato de que alguns usuéarios ndao tém conhecimento e

outros possam ter esquecido da definicdo de logaritmo, nessa mesma péagina

(fig.55) 0 botéo <« Legaritmo? | da acesso a essa informacao (fig. 56):

 Logaritmo =

Walkar
Logariine - Deiinizde

log.b=x=a"=b,comb>0,a>0ca=1

Exemplo:

logs25 = 2, pois 5° = 25

fig. 56 — definicao de logaritmo

7 Resolver Siztemas?

Ainda na pagina 14 do programa (fig. 55), o botao .=

fornece ao usuario duas opgoes (fig. 57):
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fig. 57 — ajuda

- Sistema 2x2: o usuario deve escolher essa opcao, no caso em que 0 sistema
obtido no exercicio seja de ordem 2. Ao fazer essa opg¢ao, o programa Solucao
de Sistemas Lineares® (fig. 58) é executado, e entdo, o usuario pode utiliza-lo

para resolver o sistema.

ﬁi' Solugdo de Sistemas Lineares |_ O] x|
Sobre o programa Ajuda  Informacdes

Digite o5 valores nos espacos em branco.

[ x+[ y=[
T L —

Rezolwer | Limpar |

Solugdo do Sistema Linear

DetiMd — x=[ y=[

fig. 58 — Sistema 2x2

- Sistema 3x3: 0 usuario deve escolher essa opcao, no caso em que 0 sistema
obtido no exercicio seja de ordem 3. Ao fazer essa opg¢éo, o programa Solugcao
de Sistemas Lineares 3x3 (fig. 59) é executado, e entdo, o usuario pode

utiliza-lo para resolver o sistema.
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ﬁ' Solugdo de Sistemas Linearesz 3x3 Mi=] E
Sobre o programa Ajuda  Informagtes

Digite os valores nos espacos em branco

I X +| Y +| z =|

| X +| Y +| z =|

| X +| Y +| z =|
Rezalver Limpar

Solugao do Sisterna Linear

Det(M) X =] | z

fig. 59 — Sistema 3x3

Observando os exercicios 15 e 17 da pagina 15 do programa (fig. 60),
sobre matrizes transpostas, o usuario pode chegar a conclusdao de que a
transposta da transposta de uma matriz é a prépria matriz ((A")' = A).

8 Os programas de resolucéo de Sistemas Lineares (fig. 58 e 59) foram desenvolvidos por Alex
Deni Alves, integrante do Projeto E.I.C.A.L.G.A. e também foram apresentados nas atividades.
A parte Det(M) nao é utilizada no programa Matrizes: teoria e aplicagdo.
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% Pagina 15 HiE E
Woltar  Limpar

3 4
15) bada a matriz A:[z 5} ehcontre

t_ l_ l_ Verificar ht = I_ l_ Verifique
W) 4 — — ¥ | by ) B |

i-j, sei=j
16) bDetermine a transposta damatriz A = (a;)sxz em que a; = {‘ . .

= l_ l_ At
[
l_  ‘erificar |

j—1, sei# j

17) Escreva a matriz (A'), quadrada de ordem 3, tal que a; = 3j -4
A=

F Al- (AN =
I—
« Werificar |

fig. 60 — pagina 15 do programa

Para ndo deixar que esse fato ndo fosse observado, nessa mesma
pagina, o botao M ajuda o usuario a chegar a essa conclusao (fig. 61):
A 1déia M= E3
Walkar

be acordo com os exercicios 15 ¢ 17,
podemos concluir que:

(Ai)i = Al " Werifigue |

fig. 61 - conclusao

Em grande parte dos exemplos e exercicios, como pode se observar no
programa, as matrizes utilizadas sdo de ordem inferior a 4. Para diversificar um

pouco, na pagina 16, o exercicio 18 utiliza uma matriz de ordem 4 (fig. 62):
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' Paginal6 M= E
Woltar  Limpar

18) Determine a soma dos elementos da diagonal principal com os elementos da diagonal
secunddria damatriz A = (a;) de ordem 4 em que ey = i - j

N E

_—) A - |1 |“ |'1 |-2 5= | {Verificarl
F O R E
(TN~ (N

— [Paire) Guen Guer sabepr inals

Matriz triangular superior e inferior: A matriz quadrada A = (a;) que tem os elementos

a;j =0 para i>j é uma matriz triangular superior ¢ a matriz B = (by) que tem os elementos

by =0 para i < j é umamatriz triangular inferior.

Exem plo:
I“_

+f Werifique | |1_
ETH

fig. 62 — matriz de ordem 4

Ainda nessa pagina (fig. 62), “Para quem quer saber mais’ apresenta o
conceito de matriz triangular superior e matriz triangular inferior, que nao é
abordado, em geral, no Ensino Médio. O objetivo de se adicionar esse conceito
€ ampliar o conhecimento do usuario, ndo sendo indispensavel a sua leitura e
resolugéo.

Em Adicdo/Subtracao (fig. 33), o conceito de adicdo de matrizes pode
ser visto, além da forma que se encontra na prépria pagina, de uma maneira
um pouco mais formal. Para visualizar essa outra maneira, basta acionar o

i Em outras palawasl

botédo que abre a seguinte janela (fig. 63):

,ﬁ' Em outras palavras M= B
"oltar

S¢ A= (a)ye B = (b)) sdomatrizes do tipo mom, a soma A+B ¢ amatriz

€ = (¢;) do tipomm talque ¢ = aj+ bjcoml=izmels j<n

fig. 63 — o conceito formal de adicao de matrizes
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A idéia é fazer com que o usuario tenha acesso também a linguagem
utilizada por grande parte dos livros.

Na pagina Exercicios (cont.), o exercicio 2 explora o conceito de
determinantes. Apds resolver a questdo, o usuario pode acionar o botao

Para saber mai . .
& Para saber mais | e verificar que o que acabou de fazer foi exatamente calcular

o determinante da matriz (fig. 64).

2) Dada a matriz quadrada b = [i :f]

Seja x o produte dos elementos da diagonal principal ¢ seja y o produto dos elementos da
diagonal secunddria da matriz b, caleule x - y.

X-y: |1E ) ‘7 Para saber maisl

 Determinantes [ [T]
Woltar

O determinante de uma matriz quadrada de ordem 2 é a diferenga
entre o produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos
elementos da diagonal secundaria.

Em outras palavras, dada uma matriz quadrada A de ordem 2, 4= {a” au}.
@1

seu determinante é:
det(A) = a4, - A - Ay, Ay

fig. 64 — determinante

Em Exercicios (continuacdo*) (fig. 65), o usuario precisa acertar a ordem
da matriz produto e responder corretamente a pergunta para poder avancar no

exercicio 4.
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/-#:' Exercicios [continuagdo™) M= E3
“olar  Limpar

10
4) Dodas as matrizes A = |3 2] e B= [2 o D} . o produto AB existe, pois a matriz A

1 3 4
5 4
tem o nimero de | igual ao ndmero de | da matriz B. (Verifiquel

A ordem da matriz produto AB é: | o Verfique | -

. . © 5im, pois as matrizes sde de mesma ordem
E possivel caleular X = 2- A - 3-BY? - P . . - . G
© Néo, pois as matrizes sfo de ordem diferente

fig. 65 — restringindo os passos do usuario

Se o usuario escolher a opcao “Nao, pois as matrizes sdo de ordem
diferente”, o programa emite a seguinte mensagem (fig. 66):

M atrizes1

Werfique novamente az ordens daz matnzes!

fig. 66 — mensagem para opcao “Nao”

A mensagem solicita que o usuario verifigue as ordens das matrizes, nao
informando quais séo elas. O usuario deve identificar na questdo quais sao
essas matrizes e a ordem delas.

Escolhendo a opcao “Sim, pois as matrizes sdo de mesma ordem” o

usuario pode continuar resolvendo a questao (fig. 67).
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/-#:' Exercicios [continuagdo™) M= E3
“olar  Limpar

10
4) Dodas as matrizes A = |3 2] e B = [12 _31 ﬂ . o produto AB existe, pois a matriz A
5 4

tem o ndmero de ||inhas igual a0 ndmero de |colunas da matriz B. (Ve”ﬁquel

A ordem da matriz produto AB é: l? ‘(\fennquel
l_ [ [ ]

« Werfique <=

E possivel calcular X = 2- A - 3-B?
po s Nao_ pois as matrizes sfo de ordem dl'Fer'cnfe

Agora, calcule X = 2-A - 3-Bh: =

1] LI

1]
2-A: I— \fVerlflquel B! F F \fVerifiquel 5-B': F F \fVerlflquel

« Werfique |

fig. 67 — habilitando a questao

E importante mencionar que varias paginas do programa foram omitidas
durante essa apresentacdo. O motivo para fazer essa omicdo é que o
programa € auto-explicativo, ou seja, as informacdes necessarias para utiliza-lo
estdo presentes em sua propria estrutura.

Apbs o desenvolvimento de um programa como esse, fez-se necessaria
uma avaliacdo, por parte dos usuarios, principalmente aqueles aos quais o
programa foi direcionado, nesse caso, alunos do Ensino Médio, para saber o
resultado que esse trabalho pode proporcionar ao processo de

ensino/aprendizagem. Como foi feita essa avaliagdo sera comentado a seguir.

5.1. Testando o Programa

Para verificar a validade do programa e a existéncia de detalhes que
precisassem ser modificados, foi feito um teste do programa Matrizes: teoria e
aplicacao. Esse teste foi realizado por alunos do Colégio Autonomia e por

outros dois usuarios®®. Apés a execugdo do programa, os alunos faziam a sua

2 sendo um deles estudante da UFSC, cujo curso ndao tem relagdo imediata com a

Matematica, e o outro que néo esté estudando no momento.
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avaliacao através de criticas ou opindes deixadas numa folha de comentarios.
As opinides (criticas) feitas pelos usuarios estdo anexadas ao final do trabalho.
Além desse teste, foi feita uma apresentacao rapida do programa para alunos

da Graduacao e alguns professores da UFSC.

5.1.1. Analise das opinioes dos usuarios

Quanto a validade, em geral, o programa foi considerado util,
interessante e criativo. De acordo com as opinides, poderia ser utilizado nas
escolas, tanto como um reforgo escolar como até mesmo para avaliagdes. O
fato do programa fazer a verificagdo de imediato dos erros e/ou acertos passou
confianga aos usudrios. Um outro ponto mencionado, considerado importante,
foi o estimulo ao célculo mental. Para eles, o programa apresenta uma
abordagem diferente, mais dindmica do conteldo de Matematica.

Os usuarios identificaram alguns detalhes que poderiam ser modificados
para melhorar o programa, entre elas estao:

e quanto a ordem dos elementos da diagonal secundaria: o programa sé
aceitava uma ordem pré-determinada, diferente da que é utilizada nas

escolas;
L
Exemplo: 4 =6 -2 8
1 0 16

Elementos da diagenal secundéria: [+ =z | (veriﬁquel

fig. 68 - ordem pré-determinada pelo programa

Elementos da diagonal secundéria:|1 -2 |4 v "-.-"E:rifiquel
fig. 69 — ordem utilizada nas escolas

e quanto ao simbolo de multiplicacao: preferéncia por “x” no lugar de “”;
e especificacdo da ordem das incoégnitas nos sistemas para saber como

escrever a matriz: o0 que vem primeiro x, y ou z?
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x-ly+z=4 I I
by 3x+2y=-1 I I I
Al |

ordem: |3_
" Yerfigue | wl

fig. 70 — ordem da incognitas

e especificacdo da matriz que seria utilizada em Matriz Inversa (fig. 71) (a
seta vermelha indica onde foi feita a altera¢ao):

/i' Matiiz Inversa HE E3

Yoltar  Programa  Limpar

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, se X & uma matriz tal que AX = I, e

XA-= I, entdo X & denominada matriz inversa de A e é denotada por Al
5 8

2 3

Exemplo: Determinar a matriz inversa de A=

b
5eja X a matriz quadrada de ordem 2 procurada, isto é, X = (a dJ
Pela de finiglo devemos ter: ‘

2 o .00, T
i vl o B el e

Pela igualdade de matrizes, teremos os sistemas:

I) l_ " I— I_ =3 ez l_ II) I— " Yerifique
M= Desr 0 o]
f\ferifiquel
A seguir, verificamos:
Logo X = I': I': (v.arifiquel XA:1IL :;.F F

Portanto, X é ainversade A, ouseja. X = A™ « veifique

N
—

% Ir para Aplicagao H Sair do programa

fig. 71 — especificando as matrizes

e representacdo da ordem da matriz quadrada: por exemplo “2” e “2x2”, o

programa estava aceitando apenas uma delas;

1 3
A= [2 4i| matriz quadrada de ardem 2  Verfique |

A= B j:| matriz quadrada de ordem 2=3 o e

fig. 72 — ordem da matriz quadrada
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Algumas alteracdes foram feitas de acordo com o que foi indicado pelos

usudrios. No caso do simbolo e da ordem das incognitas. O simbolo
impede que em alguns casos haja confusao, por exemplo, se na figura 61 fosse

utilizado o simbolo “x” a notacao ficaria um pouco confusa.

E possivel calcular X = 2- A - 3- Bt ?
fig. 73 — o simbolo “ - ”

Quanto a ordem das incégnitas, um dos propédsitos do programa é
estimular o raciocinio 16gico-dedutivo. Fornecer a ordem em que aparecem as
incégnitas ndo serviria para esse proposito.

Ainda com relacdo ao programa, foi feito um comentario sobre o fato de
nao haver limitagdo para passar de uma pagina para a proxima, ou seja, O
programa nao impede que o usuario passe para outra parte sem ter respondido
a anterior. Esse comentario foi feito em carater de admiracdo, ou seja, o
usuario ficou surpreso por nao haver esse tipo de limitagdo, mas nao foi
considerado como um fator ruim na apresentagéo do programa.

Respondendo a esse comentario, o motivo de ndo haver limitacdo no
programa, exceto em algumas partes que ja foram mencionadas, onde a ordem
da matriz influéncia nos exercicios, € deixar o usuario livre na decisdo do que
quer ou nao quer fazer. Livre para escolher o que acha necessario aprender ou
nao. O usuario que nao tiver conhecimento, saberd da necessidade de resolver
e entender a teoria anterior ao sentir dificuldade em algum momento. O usuério
que possui um bom conhecimento do contetdo, pode optar por fazer somente
os exemplos e exercicios que julgar mais interessante, aqueles que

acrescentarao algo ao seu aprendizado.
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CONSIDERACOES FINAIS

A tecnologia tem uma enorme importancia para educacgdo. Ultilizar
recursos  computacionais como  auxiliadores no  processo de
ensino/aprendizagem, como 0s programas apresentados nesse trabalho,
facilitam e tornam muitas vezes mais agradaveis o aprendizado de alguns
conteddos como matrizes, por exemplo.

Saber onde pode ser aplicado o contéudo que se esta aprendendo é
fundamental para despertar o interesse dos alunos.

Tentou-se reunir tudo isso em um Unico programa: Matrizes: teoria e
aplicacao, desenvolvido para auxiliar no processo de ensino/aprendizagem do
conteudo matrizes e mostrar uma de suas aplicagdes através da Criptografia,
uma forma interessante e ao mesmo tempo divertida de se trabalhar com
matrizes.

Isso € um exemplo de como a tecnologia estd proporcionando a
sociedade educacional uma grande oportunidade de expandir todo 0 seu
conhecimento. Oportunidade de criar novas maneiras de ensinar e com isso
novas manerias de aprender. Por que nao aproveita-las?

Talvez o receio de enfrentar coisas novas, de mudar comportamentos
tradicionais, faz com que muitos ainda deixem-na escapar. No entanto, muitos
outros ja aproveitaram e continuam utilizando os recursos que as tecnologias
estdo oferecendo para a Educacéo.

Participar de um grupo que quis avancar nessa “viagem” e conhecer
pessoas que apoiam esse desenvolvimento foi muito importante.

Além disso, o contato com maneiras novas de ensinar e aprender e
conseguir enxergar nos alunos a felicidade de estar aprendendo de uma
maneira diferente 0 que costuma ser passado a eles de forma tradicional,
estimulam ainda mais a vontade de estar crecendo em atitude e conhecimento.

O Projeto Explorando a Interdisciplinaridade dos Contetidos de Algebra
Linear e Geometria Analitica funcionou assim, e abriu caminhos para que se

possa dar continuidade a esse trabalho.
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Anexo 1
Matriz Inversa

Definicao: Dizemos que uma matriz quadrada A é inversivel se existe uma
matriz B tal que AB=BA =1, onde | é a matriz identidade. Essa matriz B ¢é

Unica e é chamada de matriz inversa de A e denotamos por A™.

Existéncia: Existe a inversa de A se, e somente se, det A # 0. Neste caso diz-
se que A é inversivel ou A € ngo singular.

Se det A =0, entdo A é ndo inversivel ou A é singular.

Propriedades da Matriz Inversa:
a) (A=A
b)l=1"

c) (AA)! = ;A'1 ,onde A € R.

Se A e B sdo matrizes quadradas, de mesma ordem, tem-se que:
d(A+B)'=A"+B"
e) (AB)' =B A"

A matriz inversa pode ser determinada através da definicdo, ou ainda

pelo método da matriz adjunta. Como sera visto no anexo 2.

Definicdo: A matriz adjunta de A, representada por Adj(A) ou K, € obtida

determinando-se a matriz transposta da matriz de cofatores.

A =[Aj]!

Propriedade: A - Adj(A) = Adj(A) - A = det(A) - |

AdIA) _ AdIA) y _1. Portanto: At = AU

Se det(A) # 0 entéo A-
det(A)  det(A) det(A)

Definicao: O cofator do elemento aj;; da matriz A € o niumero dado por
cof(Ay) = (1) - det(Ay)



Determinante da Inversa: Pela definicido A- A7 =1
det (A- A™") =det (I)
det A - det A" = det (I) = Lei de Binet
det A.det A’ =1

det A’ =

= detA,comdetA;tO
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Anexo 2

Aritmética Modular

Definicao: Dados um numero inteiro positivo m e dois inteiros a e b quaisquer,
dizemos que a € equivalente a b médulo m, se a — b € um multiplo inteiro de m,
e denotamos: a = b (mod m).
Exemplos: 7 =2 (mod 5)

-1 = 25 (mod 26)

Observacdo: a = a (mod m),
a=b(mod m) < b=a(mod m),
a=b(mod m), b=c(mod m) = a=c(mod m)
Proposicao:
Sea=b(modmec=d(mod m)entdoa+c=b+d(modmyea-c
= b - d(mod m).

Demonstragcéo:
m|(b-a), m|(d-c)=>m| (b+d)—(a+c)=(a+c)=(b+d) (mod m), e
b-d-a-c=b-(d-c) +(b—a):>m|(b-d—a-c):>b-d=a-c(mod m) .

Definicao: Dado um nimero a em Z,,*°, dizemos que um nimero a " em Z, é

1=a-1

um reciproco de amoédulo mse a-a’ -a =1(mod m).

Se a e m nao tém fatores primos comuns, entdo a tem um Unico
reciproco modulo m. Mas, se a e m tém fatores primos comuns, entdo a nao
tem reciproco médulo m.

Por exemplo, o numero 3 tem reciproco médulo 26, pois 3 e 26, nao tem
fatores primos comuns. Para obter esse reciproco, basta encontrar o nimero x
em Zs que satisfaca a equacao modular:

3.x=1(mod 26)

Como se esta trabalhando com médulo 26, é possivel chegar a uma

solucdo para essa equacao utilizando o método de tentativa e erro. O valor

encontrado para x é 9.

s Z., € o conjunto dos numeros inteiros {0, 1, 2, ..., m - 1} equivalentes a a médulo m.



82

Verificando: 3 -9 = 27 = 1 (mod 26). Portanto o reciproco de 3 é 9.

Calculo da matriz inversa pelo método da adjunta, usando aritmética
modular®’

Para calcular a matriz inversa pelo método da adjunta, usando aritmética
modular, deve-se proceder da seguinte forma:
Verificar se a matriz A possui inversa, ou seja, calcular o determinante

da matriz. Se det A = 0, entdo pela definicdo de matriz inversa, existe A™'. Pelo
. : 4 1 [d -b )
método da adjunta A " =——- (mod26). O modulo 26 refere-se
detA |—c a

apenas a restricao feita pela quantidade de caracteres da tabela de conversao
utilizada na Cifra de hill e nos programas feitos no Matlab.

1 2
Seja A{O 3},en’[élo det(A)=1-3-2:-0=3. Tem — se:

Al =31 3 -2 (mod 26)
0 1

Como o reciproco de 3 é 9 (anexo 2), tem — se:

i 3 -2
Al=9.
0 1
A1_[27 18
1o 9

4 [18
ATl=| | (mod26)

%" Para obter mais informagdes ver ANTON, 2001.
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Anexo 3

Sequéncia didatica

Objetivo: mostrar uma aplicacao da teoria de matrizes através da Criptografia.

Atividade proposta aos alunos, utilizando o programa Criptografia:
Nessa atividade foi fornecida uma folha contendo as seguintes

informacdes:

Tabela

A BCDEFGHTIJ KU LMNUOZP QR STUVWX'Y Z
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 0

Exemplo:
B OA _ T AR
2151 0 20 1 18 4 5
2 0 18
Matriz texto comum: |15 20 4
1 1 5

No programa digite a matriz, codifique e decofique a mensagem.

Agora, usando a tabela, fagca 0 mesmo com:
a) GEOMETRIA

b) LOGARITMO
c) O_GRAFICO
d) CODIFICAR
e) BOLA

Crie mensagens, codifique e envie para 0s seus colegas.

O exemplo da folha foi desenvolvido com os alunos para ao mesmo

tempo ser explicado como funcionava o programa. Em seguida, eles
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codificaram e decodificaram as cinco mensagens (itens a até e). Para finalizar
a apresentacao foi deixado um tempo para se divertirem criando mensagens e

enviando para os colegas.

Atividade proposta aos alunos, utilizando os programas Codificacdo e
Decodificacao:

Essa atividade foi apresentada utilizando-se o PowerPoint. A medida
que as mensagens codificadas apareciam na tela, os alunos utilizavam o

programa Decodificacao, para descobrir 0 que estava escrito.

A primeira mensagem codificada dava boas vindas ao alunos, de acordo
com o colégio que estava participando da apresentacao:

WADMYOSUKWZWLIVJIRVQDTWWHZPBPZDOLTHT
SEJAM BEM VINDOS ALUNOS DO RODA PIAO

WADMYOSUKWZWLIVJIRVQDTWWHZPOKCKRRPGM
SEJAM BEM VINDOS ALUNOS DO INSTITUTO

A mensagem codificada a seguir, foi dividida em grupos de alunos. Cada
grupo tinha que decifrar a parte que recebeu e tentar adivinhar o restante da

mensagem. Por exemplo, um dos grupos ficou com a mensagem:

QHS_WEFTUZNNVJVKKJSJEDYCZQJAGIRWXCDP

E decifrou, obtendo:
A IMAGINACAO E MUITO MAIS IMPORTANTE

O outro ficou com:
ZCRLCLJNATE_OVRWNF__ RYNQXUMSMGQBN |

E decifrou, obtendo:
QUE O CONHECIMENTO ALBERT EINSTEIN
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Em seguida, bastava os dois grupos juntarem as mensagens, ou cada

um deles adivinhar o restante da sua e encontravam a famosa frase:

“A IMAGINAGAO E MUITO MAIS IMPORTANTE QUE O CONHECIMENTO.”
(ALBERT EINSTEIN)

As mensagens codificadas seguintes, também foram divididas em grupo.
Mas, além de decifrar a sua parte e adivinhar o restante, era necessario

responder a questao que aparecia:

QAZQQSHZPXRNWFHSJEWIREWXFMRXDIKVEQQS
RZVV_TMXCNYUVFVFBCIXDWXHNTVD_IGJI_ _ _

O PAI DE MEU NETOE O NETO DE MEU PALI.
QUANTAS PESSOAS ESTAO ENVOLVIDAS?

OKUGFIFISGQJRA_ULC

RESPOSTA: QUATRO

SBYAPPBLOAPPDE_HZPTIGWGURPCPKPQGNYVI
DYCMXCMGEKWDVJJTWWHZPZCRNTWZDWSWG_ _ _

O QUE E QUE SENDO APENAS SEU E USADO
MAIS PELOS OUTROS DO QUE POR VOCE?

OKUGFIFISKSHAJKXBMVVE

RESPOSTA: SEU NOME

A resposta era fornecida, em forma cifrada, apenas quando todos tinham
chegado a uma conclusdo, ou no caso em que nao conseguiam responder de
maneira alguma. Decifrando a resposta verificavam se haviam acertado ou

nao.
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De acordo como o tempo disponivel, era deixado um espaco para que
os alunos criassem suas mensagens, utilizando para isso, 0 programa
Codificacao, e mandassem para seus colegas tentarem decifrar.

Para concluir a apresentacédo, os alunos decifravam uma mensagem de
agradecimento, como a seguinte:

ADCELSRTLTWWPXXTWTMKHLTJWNNVVSPLOLLO
FLCFRPUCXJUJBNBKBMHVXFEMJIFYAPE_ _RTZ
CESVMENZOQTHCDARUGGCFBGTEEGVYCGRDYSM

AGRADECEMOS SUA PRESENCA, ALUNOS DO COLEGIO RODA PIAO.
ESPERAMOS QUE ESSA EXPERIENCIA TENHA SIDO VALIDA. VALEU!!!!
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Anexo 4

Comentarios dos alunos do Colégio Autonomia:

“Achei muito interessante o programa criado, pois facilita a resolucdo de
exercicios e ajuda no estudo de matrizes. O legal é que podemos estudar este

assunto saindo da monotonia das aulas.”

“Gostei muito do programa desenvolvido para aprender matrizes. Se todo aluno
tivesse oportunidade de usar o programa com certeza iria ter muito mais
facilidade de aprender e exercitar a matéria. Seria otimo como um reforgo

escolar, pois é facil de usar o programa.”

“Na minha opinido foi por enquanto a melhor aula de matematica que ja
tivemos. Com a ajuda dos softwares, pudemos entender melhor o contetdo de
matrizes e aprender um pouco de matriz inversa (...). O programa também

poderia ser aplicado nos computadores dos colégios.”

“(...) A maneira de resolver matrizes através de um software € muito boa, torna
o conteudo mais pratico e tendo a correcao dos exercicios o torna mais seguro.

Gostei bastante do exemplo dado mostrando onde as matrizes sdo aplicadas.

(..)

“O programa desenvolvido (...) apresenta uma abordagem diferente, mais
dindmica e divertida do contetdo de Matemadtica (...)”

“O programa todo esta bem desenvolvido, ensinando o conteudo de forma bem
didatica. (...)

“(...) A parte de matrizes funciona bem como exercicio e revisdo do conteudo,

ainda estimula o calculo mental. Pode até ser usado para avaliagées. (...)"
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“Eu achei interessante e uma criativa forma de aprender o conteudo de
matrizes (...). Como me interesso muito por informatica, pra mim é uma forma
mais pratica, divertida e facil de aprender (...)’

“(...) trabalhar os contetdos vistos em sala de aula de outra forma é sempre
bom. Gostei de conhecer aplicagbes (...) como na cifragem, cédigos. (...)”



Anexo 5

Cddigo dos programas Criptografia e Decriptografia desenvolvidos em

Matlab

Criptografia

disp 'matriz codificadora:'

=[-1-12; -1 2 1; 1 -1 -1]

Z=input ('entre com a matriz do

texto comum: Z:')

disp 'produto da matriz

codificadora pela matriz do

texto comum:'

X=K*Z

1if 0<X(1,1)<26;
Y(1,1)=X(1,1);

end

if X(1,1)<0
q0=x(1,1)/26;
wO0=floor (g0) ;
r0=X(1,1)-(w0*26);
Y(1,1)=r0;
end

if X(1,1)>26;
g=Xx(1,1)/26;
w=floor (q);

=X(1,1)-(w*26);
Y(1,1)=r;
end
1if 0<X(1,2)<26;
Y(1,2)=X(1,2);

end
if X(1,2)<0
q9=x(1,2)/26;
w9=floor (g9) ;
r9=X(1,2)-(w9*26);
Y(1,2)=r9;
end

if X(1,2)>26;
ql=x(1,2)/26;

wl=floor (ql);
r1=X(1,2)-(wl*26);
Y(1,2)=rl

end

if 0<X(1,3)<26;
Y(1,3)=X(1,3);

end

if X(1,3)<0
gql0=X(1,3)/26;
wlO=floor (gl0);
r10=X(1,3)-(wl0*26);
Y(1,3)=rl0;
end

if X(1,3)>26;
q2=Xx(1,3)/26;
w2=floor (g2) ;
r2=X(1,3)—-(w2*26);
Y (1l,3)=r2

end

if 0<X(2,1)<26;
Y(2,1)=X(2,1);

end

if X(2,1)<0
gll=Xx(2,1)/26;
wll=floor (gll);
r1l1=x(2,1)-(wll*26);
Y(2,1)=rll;
end

if X(2,1)>26;
a3=Xx(2,1)/26;
w3=floor (g3) ;
r3=X(2,1)-(w3*26);
Y(2,1)=r3;

end



1f 0<X(2,2)<26;
Y(2,2)=X(2,2);

end

if X(2,2)<0
ql2=X(2,2)/26;
wl2=floor (ql2);

rl2=X(2,2)-(wl2*26);

Y(2,2)=rl2;
end

if X(2,2)>26;
qd=x(2,2)/26;
wid=floor (g4) ;
r4=X(2,2)-(wd*26);
Y(2,2)=r4;

end

if 0<X(2,3)<26;
Y(2,3)=X(2,3);

end

if X(2,3)<0
ql3=X(2,3)/26;
wl3=floor (ql3);

rl13=X(2,3)-(wl3*26);

Y(2,3)=rl3;
end

if X(2,3)>26;
gq5=X(2,3)/26;
wb=floor (gb);
r5=X(2,3)-(w5*26);
Y(2,3)=r5;

end

if 0<X(3,1)<26;
Y(3,1)=X(3,1);

end

if X(3,1)<0
ql4=X(3,1)/26;
wld4=floor (ql4);

r14=X(3,1)-(wld*26);

Y(3,1)=rl4;
end

if X(3,1)>26;
g6=X(3,1)/26;

wo=floor (g6) ;
r6=X(3,1)-(w6*26);
Y(3,1)=r6;

end

if 0<X(3,2)<26;
Y(3,2)=X(3,2);

end

if X(3,2)<0
ql5=X(3,2)/26;
wlb=floor (glb);

r15=X(3,2)-(wl5*26);

Y(3,2)=rl5;
end

if X(3,2)>26;
q7=X(3,2)/26;
w7=floor (q7);
r7=X(3,2)-(w7*%26);
Y (3,2)=r7

end

if 0<X(3,3)<26;
Y (3,3)=X(3,3);

end

if X(3,3)<0
ql6=X(3,3)/26;
wlé=floor (gle6);

rl6=X(3,3)-(wl6*26);

Y(3,3)=rl6;
end

if X(3,3)>26;
a8=X(3,3)/26;
w8=floor (g8);
r8=X(3,3)-(w8*26);
Y (3,3)=r8;

end

disp 'matriz da mensagem

cifrada:'

eval Y;

s=str2mat ('"'")

disp 'mensagem cifrada:'
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for j=1:3
for i=1:3
if Y(i,3) == 1
s=str2mat (s, 'A")
end
if Y(i,3) == 2
s=str2mat (s, 'B'")
end
if Y(i,3) == 3
s=str2mat (s, 'C")
end
if Y(i,3) == 4
s=str2mat (s, 'D")
end
if ¥Y(i,3j) == 5
s=str2mat (s, 'E")
end
if Y(i,3) == 6
s=str2mat (s, 'F'")
end
if Y(i,3) == 7
s=str2mat (s, 'G")
end
if Y(i,3J) == 8
s=str2mat (s, 'H")
end
if Y(i,3) == 9
s=str2mat (s, 'I")
end
if Y(i,3) == 10
s=str2mat (s, 'J")
end
if Y(i,3) == 11
s=str2mat (s, 'K'")
end
if Y(i,3) == 12
s=str2mat (s, 'L")
end
if Y(i,3) == 13
s=str2mat (s, 'M")

end
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if Y(i,3) == 14
s=str2mat (s, 'N")
end
if Y(i,3J) == 15
s=strZ2mat (s, '0O")
end
if Y(i,3J) == 16
s=str2mat (s, 'P")
end
if Y(i,3) == 17
s=strZ2mat (s, 'Q")
end
if Y(i,3) == 18
s=str2mat (s, 'R")
end
if Y(i,3) == 19
s=str2mat (s, 'S")
end
if Y(i,3) == 20
s=str2mat (s, 'T")
end
if Y(i,3) == 21
s=str2mat (s, 'U")
end
if Y(i,3) == 22
s=str2mat (s, 'V")
end
if Y(i,3) == 23
s=str2mat (s, 'W")
end
if Y(i,3) == 24
s=str2mat (s, 'X")
end
if Y(i,3J) == 25
s=str2mat (s, 'Y")
end
if Y(i,3) == 0
s=str2mat (s, '2")
end
end

end



Decriptografia
disp 'matriz decodificadora:'
=[1 3 5;011; 1 2 3]

E=input ('entre com a matriz da

mensagem cifrada: Y:'")

disp 'produto da matriz

decodificadora pela matriz da

mensagem cifrada:'

F=D*E

if O<F(1,1)<26;
G(L,1)=F(1,1);

end

if F(1,1)<0;
q0=F (1,1)/26;
wO0=floor (g0) ;
r0=F(1,1)-(w0*26);
G(1,1)=r0;
end

if F(1,1)>26;
q=F(1,1)/26;
w=floor (q);
=F(1,1)-(w*26);
G(1l,1)=r;
end

if O0<F (1,2)<26;
G(1,2)=F(1,2);

end

if F(1,2)<0;
q9=F (1,2)/26;
w9=floor (g9) ;
r9=F (1,2)-(w9%26);
G(1,2)=r9;
end

if F(1,2)>26;
ql=F(1,2)/26;
wl=floor(qgl);
rl1=F(1,2)-(wl*26);
G(1,2)=r1;

end

if O<F (1, 3)<26;
G(1,3)=F(1,3);

end

if F(1,3)<0;
qlO=F(1,3)/26;
wlO=floor (glO0);

rl10=F(1,3)-(wl0*26);

G(1,3)=rl0;
end

if F(1,3)>26;
g2=F(1,3)/26;
w2=floor (g2);
r2=F(1,3)-(w2*26);
G(1,3)=r2;
end

if O0<F (2,1)<26;
G(2,1)=F(2,1);

end

if F(2,1)<0;
qll=F(2,1)/26;
wll=floor (gll);

rll=F(2,1)-(wll*26);

G(2,1)=rll;
end

if F(2,1)>26;
g3=F(2,1)/26;
w3=floor (g3);
r3=F(2,1)-(w3*26);
G(2,1)=r3;

end

if O0<F (2,2)<26;
G(2,2)=F(2,2);

end

if F(2,2)<0;
ql2=F(2,2)/26;
wl2=floor (gl2);

rl2=F(2,2)-(wl2*26);

G(2,2)=rl2;
end

if F(2,2)>26;
q4=F(2,2)/26;
wi4=floor (g4);
r4=F (2,2)—-(wd*26);
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if

end

if

if

end

if

end

if

if

end

if

end

if

G(2,2)=r4;

end

0<F (2, 3)<26;
G(2,3)=F(2,3);

F(2,3)<0;
ql3=F(2,3)/26;
wl3=floor (ql3);
r13=F(2,3)-(wl3*26);
G(2,3)=rl3;

end

F(2,3)>26;

gb5=F (2,3)/26;
wb=floor (gb);
r5=F(2,3)-(w5*26);
G(2,3)=r5;

0<F (3,1)<26;
G(3,1)=F(3,1);

F(3,1)<0;
qld=F(3,1)/26;
wld=floor (qld);
rl4=F(3,1)-(wld*26);
G(3,1)=rl4;

end

F(3,1)>26;

g6=F (3,1)/26;
wo=floor (g6) ;
ro=F(3,1)—-(w6*26);
G(3,1)=xr6;

0<F (3,2)<26;
G(3,2)=F(3,2);

F(3,2)<0;
ql5=F(3,2)/26;
wlb5=floor (ql5);
r15=F(3,2)-(wl5*26);
G(3,2)=rl5;

end

if F(3,2)>26;
q7=F(3,2)/26;
w7=floor (q7);
r7=F(3,2)-(w7*%26);
G(3,2)=r7;

end

if O<F (3,3)<26;
G(3,3)=F(3,3);

end

if F(3,3)<0;
qle6=F(3,3)/26;
wl6=floor (gl6);

rl6=F(3,3)-(wl6*26);

G(3,3)=rl6;
end

if F(3,3)>26;
q8=F (3,3)/26;
w8=floor (g8);
r8=F (3,3) - (w8*26) ;
G(3,3)=r8;

end

disp 'matriz da mensagem

decifrada:'

eval G;

s=str2mat ('")

disp 'mensagem decifrada:'

for j=1:3
for i=1:3
if G(i,3) == 1
s=str2mat (s, 'A")
end
if G(i,3) ==
s=str2mat (s, 'B")
end
if G(i,3) ==
s=str2mat (s, 'C")
end
if G(i,3) ==
s=str2mat (s, 'D")

end
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s=str2mat (s, 'E")
end
if G(i,3) == 6
s=str2mat (s, 'F'")
end
if G(i,3) == 7
s=str2mat (s, 'G")
end
if G(i,3J) == 8
s=str2mat (s, 'H")
end
if G(i,3) == 9
s=str2mat (s, 'I")
end
if G(i,3) == 10
s=str2mat (s, 'J")
end
if G(i,3) == 11
s=str2mat (s, 'K'")
end
if G(i,3) == 12
s=str2mat (s, 'L")
end
if G(i,3) == 13
s=str2mat (s, 'M")
end
if G(i,3) == 14
s=str2mat (s, 'N'")
end
if G(i,3) == 15
s=str2mat (s, '0")
end
if G(i,3) == 16

s=str2mat (s, 'P")

end
if G(i,3) == 17
s=str2mat (s, 'Q")

end

if G(i,3) == 18
s=str2mat (s, 'R")
end

if G(i,3) == 19
s=str2mat (s, 'S")
end

if G(i,3) == 20
s=str2mat (s, 'T")
end

if G(i,3) == 21
s=strZ2mat (s, 'U")
end

if G(i,3) == 22
s=str2mat (s, 'V")
end

if G(i,3) == 23
s=str2mat (s, 'W")
end

if G(i,]J) == 24
s=str2mat (s, 'X")
end

if G(i,3) == 25
s=str2mat (s, 'Y")
end

if G(i,3) == 0

s=str2mat (s, 'Z2")

end
end

end
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