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Introducao

Durante o curso de Licenciatura é grande a preocupacao em se estudar Calculo, ja que
esse desempenha um papel muito importante nos mais diversos ramos da Matematica,
além de ser aplicado em outras areas.

Como o Caélculo é uma &area muito ampla, foi preciso escolher um contetdo desse,
mesmo sabendo que todos os outros estao interligados.

o
O presente Trabalho de Conclusao de Curso tem por objetivo estudar a / e dz.
0

Sabe-se que, através do Teorema Fundamental do Célculo, a funcio f = e

possui
primitiva. Mas durante as aulas de Calculo 2, quando aprende-se a calcular integral,
nem as técnicas mais elaboradas facilitam o cdlculo para encontrar a primitiva de certas
fungoes. Entao, usando o teorema de Liouville, serd mostrado que a [ e~ dx nao possui
primitiva em termos de fungoes elementares.

Mesmo nao tendo primitiva, usando quatro métodos, sera possivel encontrar um valor
exato para a integral. No primeiro método estudar-se-a o calculo do volume e da &rea

2
" a0 redor

do sélido de revolugao criado a partir da rotagao do grafico da funcao f = e~
do eixo y. O segundo método consiste em associar a integral em estudo a uma integral
dupla impropria. Essa integral serd calculada separadamente em trés regioes do primeiro
quadrante. No terceiro método, através de uma abordagem histérica, demonstrar-se-a a
formula do produto infinito de Wallis. Por fim, o quarto método mostrara, utilizando o
Geogebra e o Matlab, o valor da integral graficamente.

A integral em estudo pode ser aplicada em muitos resultados tanto mateméaticos quanto
fisicos. O interessante é que o uso da / b e~ dx nesses resultados facilita seus célculos

0

ja que esses, muitas vezes, sao resolvidos por maneiras diferentes, sendo essas mais com-

plicadas e/ou demoradas. A primeira aplica¢ao é no célculo de n!, quando n for grande.



Estudar-se-a a férmula de Stirling juntamente com alguns aperfeicoamentos através do
Matlab. A segunda aplicacao é no estudo da funcao Gama, sendo usado um resultado
num problema fisico. E a ultima aplicacao é na probabilidade, no estudo da distribuicao
normal.

O motivo pelo qual este tema foi escolhido é o fato de muitas vezes nos depararmos com
problemas sem solucao, nesse caso, uma integral sem primitiva elementar. A principio o
interesse era estudar alguns métodos e aplicagoes que acabaram fugindo do tema. Logo,

serao abordados somente aqueles cujo contetido ja foi visto durante a graduacao.



Capitulo 1

Inexisténcia de primitiva elementar

y
para [e ¥ dx

“Sempre me pareceu estranho que todos aqueles que estudam seriamente esta ciéncia
acabam tomados de uma espécie de paixao pela mesma. Em verdade, o que proporciona
0 mdzximo prazer nao € o conhecimento e sim a aprendizagem, nao € a posse mas a

aquisicao, nao € a presenca mas o ato de atingir a meta.”
Carl Friedrich Gauss

Para mostrar que a fun¢ao f dada por f(z) = e nao possui primitiva elementar,
estudou-se o artigo “Professor, qual a primitiva de Z—x?! (O problema de integragao em
termos finitos)”, de Daniel Cordeiro De Morais Filho, encontrado na Revista Matematica
Universitaria n° 31, dezembro de 2001, SBM.

Antes de trabalhar com a integral em estudo, é preciso definir uma classe de fungoes

elementares que exprimem as primitivas de certas funcgoes.

1.1 Funcoes elementares

No inicio do curso de Calculo os alunos deparam-se com expressoes que sao complicadas

de serem aceitas como as primitivas de certas funcoes. Para uma melhor representacao



dessas expressoes, sera definida uma classe de funcgoes I que constitui o universo das

funcoes elementares. Entao essa classe é formada por:
i) fungoes racionais;

ii) fungoes algébricas, isto é, fungoes y que sao solugoes de equagdes algébricas da forma

Py(x)y™ + Pi(z)y" ' + ... P,(z) =0, onde P;(z), para 0 < i < n, sdo polindmios;
iii) fungao exponencial e”;
iv) fungao logaritmica In z;
v) fungoes trigonométricas;
vi) fungoes trigonométricas inversas;

vii) fungbes que possam ser construidas através das fungoes anteriores, usando-se as

operacoes de soma, produto e composicao de fungoes.

1.2 Introducao ao calculo

O Teorema Fundamental do Calculo, que sera enunciado abaixo, estabelece uma
ligacao entre os dois ramos do célculo: o célculo diferencial e o célculo integral. Isaac
Barrow (1630 - 1677) foi quem percebeu, através do teorema, que esses dois ramos sao pro-
cessos inversos, mas foram Newton (1643 - 1727) e Leibniz (1646 - 1716) que exploraram

esse fato.

Teorema 1.2.1 (Fundamental do Caélculo) Se f é uma funcao continua no intervalo

la,b], entdo a fun¢ao
F(x) = /xf(t) dt , x € (a,b)

¢ uma primitiva de f, isto €, F'(x) = f(z) para todo x € (a,b).



Se G é outra primitiva de f entdo, como consequéncia do Teorema do Valor Médio?,
tem-se que G e F diferem por uma constante. Denota-se por [ f(z) dz o processo de se
calcular as primitivas de f (também chamado de antidiferenciacao ou integral indefinida)
e escreve-se [ f(x) dx = F(x) +c.

Dependendo da funcao f, sua primitiva pode ser facilmente encontrada. Por exemplo:

3
2 x
dr = — +
/x T=5te,

7
/(m6+4x)d$:%+2x2+c,

/ezdx:ez—l—c,

sendo ¢ uma constante.
As primitivas dessas funcoes sao expressas em termos de funcoes elementares. S6 que
existem casos em que o uso de técnicas mais elaboradas é inevitavel para expressar a

primitiva de uma funcao em termos de fungoes conhecidas. Por exemplo:

= -arctan h

p-sin(ar) +q-cos(ax)  q \/p? + ¢ /p? ¥ @2

+c,

ax
/ dx 2 g - tan (7—19)
/lnxdx:xln:c—x—i—c.

No primeiro exemplo é preciso fazer mudanca de variavel e no segundo utilizar integral
por partes? para encontrar sua primitiva.
A partir dos exemplos dados, pergunta-se: quais sao os tipos de fungoes cujas primi-

tivas podem ser expressas em termos de fungoes elementares?

1O Teorema do Valor Médio diz que se f é continua em [a, b], entdo existe um ntimero ¢ em [a, b] tal
b

ave [ fa) dz = F(0)0~ o).

a
20 célculo de uma integral pelo método de integracdo por partes é encontrado em [6], pagina 469.
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1.3 Estudo da integral [ e~ da

Dada uma funcao f qualquer (que possui primitiva), deseja-se saber quando [ f(z) dz €

€ L. Para o estudo da primitiva da fun¢do dada por f(z) = e‘rg, tem-se o seguinte

teorema °:

Teorema 1.3.1 (Liouville) Se S e T sdo fungoes racionais, T' # constante, tais que
[S(x) '™ dz € £, entio [S(z) '@ dx = R(z) '™, onde R(x) é uma fungio

racitonal.

Segue-se entao a seguinte proposigao e o seguinte lema que serd usado na demonstracao

da mesma:

Lema 1.3.1 Seja y um polinomio com uma raiz x = « de multiplicidade s > 1, isto €,
y(z) = (x — ) - h(z), com h um polinomio tal que h(c) # 0. Entao x = a é uma raiz
de multiplicidade (s — 1) de sua derivada y', ou seja, y'(x) = (x — a)* ' - q(z), com q um

polinémio tal que q(a) # 0.
Proposigao 1.3.1 Seja p um polinomio com grau gr(p) > 1. Entio [eP™ dx ¢ L.

Demonstracao 1.3.1 Suponha, por absurdo, que fep(m) dx € L. Entao, pelo teorema de
Liouwville tem-se fep(“") dr = R(z) e, para alguma funcdo racional R. Derivando essa

eTpressao:

o P dy = %(R(:c) P9 = R'(z) "+ R(z) p/(z) /@ = e?@ [R'(2)+R(z) p'(z)] .

d . d S . z
Como e (f er(®) dx) = (pmmztwa de e? )) = eP®) | tem-se:

1=R'(x)+ R(z) p'(x) . (1.1)

3Considerar o teorema como provado.

11



P
Tomando R = —,
Q

substituindo em (1.1), obtem-se:

- (5)’+5 ,_QP'—PQ P _ QP - PQ+PQY
Q) Q" Q Q Q
Q*=QP —PQ' +PQp = Q@Q~ P ~p'P)=-PQ".

onde P e () sao polinomios que nao possuem fatores em comum, e

(1.2)

Suponha que gr(Q) > 0. Seja x = « raiz de Q@ com multiplicidade s > 1. Entao,

P(a) # 0, pois P e Q sdo primos entre si.

Observando os dois lados da equagao (1.2), de acordo com o lema:

i. no lado direito da igualdade tem-se (—PQ'), ou seja, x = « € raiz de multiplicidade

(S - 1);

3. no lado esquerdo da igualdade tem-se [Q(Q — P’ — p'P)], ou seja, x = o € raiz de

multiplicidade (s), no minimo.

Portanto hd uma contradi¢cdo. Logo, @ sé pode ser uma constante, ou seja, Q' = 0.

Entao a equagao (1.2) fica da forma: p'P = @Q — P'.

Como por hipdtese gr(p) > 1, a igualdade acima ndo € satisfeita, pois sabe-se que

gr('P) = gr(P) > gr(P') = gr(Q — P'). Portanto, [e"® dx ¢ L, com gr(p) > 1.

Em particular fe_””2 dx ¢ L, ou seja, existe a primitiva de e’

expressa em termos de funcoes elementares.

12
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Capitulo 2

o
0
Métodos para se calcular e " dr

“O que sabemos € insignificante, o que nao sabemos € imenso.”

Pierre-Simon Laplace

“Lord Kelvin, fisico escocés do século XIX, em certa ocasiao perguntou a seus alunos:

o
2

“Vocés sabem o que é um matematico?” Ele foi ao quadro negro e escreveu: / e Vdr =
—00

= /. “Um matemdtico”, continuou, “é uma pessoa para quem isto é tao ébvio quanto

oSN

o fato de 2 + 2 ser 4 é ébvio para voce”.
o0
. . , . — 2 ~ , L~ , . e
A integral imprépria / e " dx nao é tao 6bvia para qualquer mateméatico. Mesmo
0
que a primitiva nao possa ser expressa em termos de funcoes elementares, essa integral

pode ser calculada por alguns métodos que serao apresentados neste capitulo.

o0
2

2.1 Convergéncia da integral e " dx
0

Antes de trabalhar com os métodos para encontrar o valor exato da integral em estudo,
o

, . . 2 ;. , .

¢ preciso mostrar que a mesma converge. Sabendo que a integral / e " dx é imprépria,
0

pois seu intervalo é infinito, pela defini¢ao:

& 2 t 2
/ e " dr = lim e " dux,
0

t—o0 0

desde que o limite exista como um nimero.

13



Para mostrar que essa integral converge, tem-se o seguinte:

Teorema 2.1.1 (Comparagao) Suponha que f e g sejam fungées continuas com f(x) >

> g(x) >0 para x > a.
i) Se/ f(x) dz é convergente, entdo / g(x) dx é convergente.
i) Se/ g(x) dx € divergente, entdo / f(z) dzx € divergente.

Primeiramente separa-se os intervalos de integragao da integral:

00 1 0
/ e dg = / e do +/ e de.
0 0 1

o0
Analisando a integral / e~ dx, toma-se f(z) = e e g(z) = e . Sabe-se que,
1
para x > 1, 22 > z, ou seja, —22 < —z e portanto e * < e¢~*. Integrando os dois

lados da desigualdade:

00 ) 00 t t
/ e " dx < / e "dr=1lim [ e"dr=lim(—e®)| =lim(—e'+e!)=¢"
1 1 t—o0 1 t—o0 1 t—o0
(o]

Logo, como f(z) > g(z) e / f(z) dz é convergente, de acordo com o teorema de

o0 ) ! 1 )
comparacao, / e ¥ dx é convergente. Como a integral / e dx é definida, pode-se

1 0

o0
. 2 ,
concluir que / e dx é convergente.
0

2.2 Método 1 - uso de sdélido de revolucao

Este método foi retirado do artigo “A Calculation of / h e’ dz”, de Alberto L.
Delgado, encontrado no The College Mathematics Journal, OVol. 34, n° 4, setembro de
2003.

Como a integral em estudo é a /OO e dz, toma-se f(z)=e*, com z € [0,00),

0

como mostra a figura (2.1).

14



2

Figura 2.1: Gréfico de f(x) =e™*".

Seja V o volume do sélido de revolugao criado a partir da rotacao do grafico da f(z)

ao redor do eixo y, tendo z € [0,00] , de acordo a figura(2.2).

Figura 2.2: Rotagao do grafico da f(z) = e~ ao redor do eixo Y.

Calculando o volume do sélido obtido pelo método das cascas' e tomando a = 0,

b— o0, f(x) = e, g(z) = 0 obtem-se:

1O célculo da integral pelo método das cascas é encontrado em Spivak [5], pagina 398.
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[

b 00
V:27r/ x (f(z) —g(x)) da::27r/ ze ™ dr=2rlim [ ze ™ do,
a 0

CcC— 00 0
V=2 li O T (2.1)
= im | —— e = im — | =7. .
7Tcaoo 2 0 7Tcaoo 2 2 m

Agora traga-se segoes transversais paralelas ao eixo x, como mostra a figura (2.3). Seja

Ay a area da secao transversal que dista t do eixo x. Logo, pela definicao de integral e da

[ee]
simetria da figura, V = 2/ Ay dt.
0

Figura 2.3: Segoes transversais paralelas ao eixo z.

Para calcular A; é preciso encontrar uma funcao definida pelo grafico da secao trans-
versal. Entao, seja P um ponto pertencente a secao e d a hipotenusa formada pelos
catetos t e u, de acordo com a figura (2.3), que vai desde a origem até a se¢ao transversal.
Portanto, para encontrar a altura de P basta rotacionar d = vu2 + 2 até o eixo x. Como
P pertence ao grafico da funcao, sua altura é e~ (VuP+i3)?

A distancia t ¢ fixa, pois foi denotada como sendo a distancia entre a secao transversal

e o eixo x. Logo, quem varia é u, dependendo de onde estiver o ponto P pertencente ao

grafico. Entao, a area da secao sera:

Ay = 2/ e () dy = 2/ e e du =2 et2/ e du=2e"T, (22
0 0 0

16



onde [ = / e " dx. Logo, aplicando no volume:
0

o0

V= 2/ Ay dt = 2/ 2e T dt =41 | ¥ dt =412 (2.3)
0 0 0

ol

[gualando (2.1) e (2.3), obtem-se: 4[> =7 = [ = , OU seja:

/000 e dr = g : (2.4)

2.3 Meétodo 2 - uso de coordenadas polares

0
. . 4. —x2 . . .
Um dos primeiros matematicos a mostrar que / e dr = /7 foi Pierre-Simon

—00

Laplace (1749 - 1827). Seu método é parecido com o que serd estudado nesta secao.

e . , . 1
Para trabalhar com a e” " dx, primeiramente é preciso considera-la como uma
0

integral dupla imprépria. Entao, tomando L = / eV’ dy,
0

L2:(/ e_wzdx></ e_dey>:/ (/ e~ (@ +y?) dx) dy ,
0 0 0 0
= T T dy . 2.5
e @) dy d
o Jo

A 1ltima igualdade é devida ao seguinte:

Teorema 2.3.1 (Fubml) Se f for continua em R = a<x
[T [ ey o (]

A integral em (2.5) representa o volume do sélido abaixo do gréfico da funcao e~ (@*+y?)

<b,c<y<d}, entao

e acima do I Quadrante. Portanto,

L* = / /6_(I2+y2) dx dy . (2.6)
I Quad

17



2.3.1 Regioes do I Quadrante

Toma-se tres regioes do I Quadrante: um quarto de circulo de raio a, que esta no
interior de um quadrado de lado a que, por sua vez, estd dentro de um quarto de circulo
de raio v/2 a, como mostra a figura (2.4). Denota-se essas regides por Ry, Ry ¢ Rs,

respectivamente.

Figura 2.4: Regioes no I Quadrante.

Analisando a figura (2.4), se a — 00, as regides irao abranger todo I Quadrante.
Portanto, para encontrar L? em (2.6), calcula-se, separadamente, o valor da [ e dA
em cada regiao, sendo r? = 22 + 2. Em R; e Rj3 serao utilizadas coordenadas polares?:

0<r<oo e Ogegg.

i) Célculo da integral em Rj:

/ /e‘TQdA:/Q (/ e_r27’dr> d9:/2 —c
Ry 0 0 0 2

/ /e‘Tsz:/2 (—_6 H) 6 — (Le ) 6
. ; 5 5

20 célculo da integral por coordenadas polares é encontrado em [7], pagina 660.

18



ii) Calculo da integral em Rj:

2 3 V2a 2 3 [ —e V2a
//erA:/ / e r dr d9:/ ‘ o
Rs 0 0 0 2 0
jus 1 . —2(12
/ /e’"Q dA = / ) de=" e, (2.8)
R3 0 2 4

iii) Célculo da integral em Rj :

a a a a a 2
/ /e‘ﬁdA :/ (/ e~ (@ +y?) d:r;> dy :/ €_m2d1’/ eV dy = (/ 6_’”2) :
R 0 0 0 0 0

Observando os resultados em (2.7), (2.8) e (2.9) e sabendo que Ry C Ry e Ry C Rs,

pois as trés regioes sao positivas:

™

7= ) < (/Oa e das)2 < % (1— e, (2.10)

De acordo com a figura (2.5), se a — o0, e — 0 e e20® (. Portanto, para
T 2 ™ ™ 2 s
a—00,—(l—e )= e = (1—e2) = _,
y
1
9(a) = exp(-a?)
0 p(a) = exp(-2a ) @

Figura 2.5: Grafico das funces g(a) = e e pla) =e

19



Teorema 2.3.2 (Confronto ou Sanduiche) Se f(z) < g(z) < h(z) quando x estd
prozima de a (exceto possivelmente em a) e lim f(x) = lim h(x) = L entdo lim g(x) =

=1L.

Logo, usando o teorema 2.3.2 em (2.10):

a 2 0
T < (lim/ e~ d:c) <l / A L (2.11)
4: a—0o0 0 4: 0 2

2.4 Meétodo 3 - uso da formula de Wallis

John Wallis (1613 - 1703) foi o principal matemético inglés antes de Newton. Escritor
produtivo em muitos campos, publicou em 1655 dois livros, um sobre geometria analitica
e o outro sobre analise infinita. Wallis introduziu o simbolo de infinito, empenhou-se em
determinar 7 através de uma expressao para a area de um quadrante do circulo 22 4y% = 1

e foi um dos primeiros a trabalhar com somas e produtos infinitos.

2 2 4 46 6 2 2
A férmula de Wallis = = lim [=.2.2.2.2. 2. v | ¢ demons-
2 n-oo|l1 3 3 5 5 7 2n—1 2n+1
trada a partir das integrais definidas:
2 — 1N
I, = / sen"z dr = (m = DI (2.12)
0 m!!
3para m inteiro impar e
3 — 1
I, = / sen"x dv = (m= D = (2.13)
0 mll 2

para m par.

30 sfmbolo m!! representa o produto m(m — 2)(m — 4)... . Esse terminara em 1 ou 2 conforme m for

impar ou par.

20



2.4.1 Demonstracao das féormulas para [,

Usando-se integral por partes para [ sen”z dx, com m > 0 e tomando u = sen™ 'z e

v’ = senx obtem-se:
™

2 ? anm—2 2
+ (m—1) sen”"*(1 — sen“x) dx ,
0 0

3 3 3
/ sen™zx dr = (m — 1) (/ sen™ %z dx — / sen™x dx)
0 0 0

us

2
/ sen™x dr = (—sen™ 'z cos x)
0

s T
B £
Logo, m/ sen"x dr = (m — 1)/ sen™ 2z dx , ou seja,
0 0

/2 m=1) /2 sen™ %z dx . (2.14)
0 0

sen"x dx =
m

Encontrado esse resultado, é possivel utiliza-lo no calculo das férmulas de Wallis.

Primeiramente serd trabalhado com expoente impar (m = 2n + 1).

WP

2 n—2 [2
r n / sen” 3y dr . (2.15)
0

sen" g dr = .
2n+1 2n-—1

2 2
/ sen?ly dp = — 2 /
0 2n+1 J,

Calculando sucessivas vezes as integrais geradas através da igualdade (2.14), o expo-

ente de senx nunca sera zero, pois o mesmo ¢é impar e diminui de dois em dois.

jus 2 . . . %
n 2n —2 . 2n — (2n — 2)] / senl2n=@n=l-1y g,
2n+1—(2n-2)] J,

T 246 2
’ r (2.16)

b

2 o 2n—2 2

o 35 7 7 oam+1

que é a férmula de I, para m impar. Ainda utilizando a igualdade (2.14), serd estudada

a formula de I, com expoente par (m = 2n).

3 om—1 [z
/ sen?z dy = — / sen”" 2y dx . (2.17)
0 2n Jo
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Calculando sucessivas vezes a integral, o iltimo expoente de senx serd zero, pois é par
e diminui de dois em dois. Entao:

3 n—1 2n—3
/ sen®"x dx = " 2n
0

on—1)— — 3
[(n D—(@n 2)]/ sen’r dz |
2n  2n—2 (2n) — (2n — 2) 0
/3 o on—1 2n—3 17 7 1365 on — 1
sen“"z dr = . ... = .22 2.
0 2n 2n — 2 2 2 2 2 4 6

que é a férmula de I, para m par.

2.4.2 Demonstragao da formula do produto infinito de Wallis

Isolando g em (2.18) obtem-se:

™ 2 4 6 2n 2 9
— = "rd 2.19
27135 2n—1/osenxx (2.19)
2 4 6 2n
Usando (2.16) e multiplicando por — = 3 5£ 7 2nt1 4omse
2
sen® g do
0
% 2n d
T 22 4 46 6 2 2 /Osenxx (220
2 133557 7 20—1 2n+1 (3 '
/ sen”" M xdx
0
Sabe-se que [senz| < 1. De acordo com as integrais calculadas, 0 < x < —. Entao,
como x pertence ao I Quadrante, 0 < senx < 1. Logo:
2n
sen”'z < T sen? ; (2.21)
senx
2n+1
sen®" g < ST ens (2.22)
senx

De (2.21) e (2.22) conclui-se que, para n > 0:
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0 < sen® g < sen?x < sen® 'z.

(2.23)

Propriedade 2.4.1 (Comparativa da integral) Se g(z) < f(z) para a < x

< b,
b b o
entdo/ g(x)dwg/ f(z)dz .

Tomando f(z) = sen®z dz e g(x) = sen?"*!

x dz, de acordo com a propriedade:

z 2
x x sen“"x dx
2 m 2 241 0
sen“"x dx > sen T dr =
0 0

sen®" g dx

>1.

INIE]

(2.24)

Desta maneira, o quociente das integrais em (2.24) é limitado inferiormente por 1. Em

seguida sera encontrado um limite superior para o quociente das integrais.

Afirmagao 2.4.1 O quociente das integrais em (2.24) é limitado superiormente por (
ou seja,

1
14+ —
+2n)’

s

2 2
sen“"zdx
0 1

/5 2n+1 2n ( )
sen xdx
0

Demonstracao 2.4.1 Vale a desigualdade (2.25) se e somente se:

1 2 _ 2
/ sen”"zdr < [14 — / sen? g dx (2(:1)4) / sen?" dx <
0 2n 0 0

1 on (% 2 :
<14+ —)- / sen” 'y dr < / sen”"z dr < / sen”" "'z dr |
2n) 2n+1 J, 0 0

WP

o que € verdade por (2.23). Portanto, o quociente das integrais em (2.24) € limitado
1
superiormente por (1 + 2—) , 0U seja,
n
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(VB

/ senz dx 1
1< L <14+ —. (2.26)

2n
/ sen®" g dx
0

wl3

1
Como lim <1 + 2—) = 1, pode-se concluir que:
n

n—oo
us
2 2
sen“"x dx
0
T
3

sen®" g dx
0

lim

n—oo

=1. (2.27)

Fazendo n — oo em (2.20),

, 2 2 4 4 2n
= lim — e — = -1-1
Logo,
2 2 4 4 2
T fim (2.2.2.2. L (2.28)
2 n—oo \1 3 3 5 2n — 1

que ¢é a férmula do produto infinito de Wallis.
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2.4.3 Uma férmula para /7

Usando (2.20) e (2.27):

S5

. 2:2-4-4.-...-2n-2n I 1
= lim = 1mm |
n—oo \[1-3-3:5-5-..-2n—1)-2n—1)-2n+1) n-c |2n+1

Como tomou-se n — oo, lim = T

1 2.4.-...2n
— lim — - . 2.2
VT e 13- (20— 1) (2.29)

1 0
1
2.4.4 As integrais / (1—a®)"dr e / v dx
0 o (I+a2)"

1
Trabalhando primeiramente com a / (1 — 2)™ dz, através de mudanca de varidveis,
0

seja x = cos z,dr = —sen z dz. Usando (2.16) tem-se:

! 0 2 4 2
/ (1—2*)" dr = / (1 — cos? 2)"(—senz) dz = /2 senlydy=2. 2.
0 g 0 3 5 2n —I— 1

A segunda igualdade vem da definicao de integral definida como o limite de somas de

b a
Riemann?, / f(x) dr = —/ f(x) dr. Assim,
a b

1 2 4 6 n
1—a2)de==-=.=. o . 2.30
A( v A= s o (2.:30)

n b
b—a
1A soma de Riemann é da forma Z flzi) Ax = / f(x) dz, onde Az = ( ) sendo n o ntimero
n

i=1 a

de subintervalos de [a,b] e z ponto que estd no i-ésimo subintervalo [z;_1, x;].
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* 1
Estudando a / W dx e utilizando mudanca de variaveis x = cotgu, dx =
0 x

= —cosec?u du, de acordo com (2.18):

* 1 0 1 ) L
———dr = ——————— (—cosec”u) du = sen“"u du =
o (1+a2)n _= (1 + cotg®u)" 0 sen’u

2 1 o —
:/ Sen%’zuduzz'—-%u..- " 3.
0 2

wl3

Entao:
o0 1 ™ 1 3 2n — 3
——dr=—-=-—- . . 2.31
/0 Q+rar) 22740 " 2 (2:31)
: 2 —z? —z? 1
2.4.5 As desigualdades 1 — 2" <e e e v < 152 sex >0
x

Proposicao 2.4.1 (Consequéncia do Teorema do Valor Médio) Sejam f e g fun-
¢oes que satisfagam as hipdteses do teorema do Valor Médio® tal que f(0) = g¢(0) e
f'(x) < d(x), para x > 0. Entao f(z) < g(x), para z > 0.

Demonstragao 2.4.1 Aplicando o Teorema do Valor Médio a fungao (f—g) no intervalo

[0, 2], obtem-se:

G gre ~ =0 = = a)O) _ f() =~ o(a) ~ (F0) = (0) _ f(x) —gla)

x—0 T T

onde ¢ € (0,z). Comoz >0 e M =(f—9)(c) = f'(c)—4g(c) <0 por

hipdtese, tem-se que f(x)— g(x) <0, ou seja, f(z)<g(x).

Aplicando a proposigao 2.4.1 nas fungdes f(t) = 1—1¢ e g(t) = e, é preciso verificar

que as hipdteses sao satisfeitas.

®As hipéteses do teorema do Valor Médio sdo: f e g sdo continuas em [a,b] e f e g sdo diferencidveis

em (a,b).
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f'(t)=—-1<—e! poise? <1 parat>0. Entao f'(t) < ¢'(t), parat>0.

t

Logo, pela proposicao, 1 —t < e~!, parat > 0. Como 22 > 0 para todo x, tomando

2

t = x*, em particular,

l—2?<e™ ,2>0. (2.32)
Usando a consequéncia do teorema do Valor Médio novamente e tomando as fungoes
s(t)y=14+1t e g(t) = €', tem-se:

(1) 5(0) = g(0)

(2) s'(t) < g'(t)

§'(t) =1<e', poise’ >1 parat > 0. Entao s'(t) < ¢'(t), parat > 0.

Portanto, pela consequéncia, 1+t < ef, parat > 0. Tomando t = 22, 1+ 22 < 69”2,

para todo z. Em particular,

>e ", x>0. (2.33)

De (2.32) e (2.33):

a2
1—22<e <1 r20. (2.34)
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2.4.6 Valor da integral/ eV dy
0

Elevando as desigualdades de (2.34) na n-ézima poténcia e integrando em seguida:

1 1 o0 00
n —na? —na? 1

Usando (2.30) e (2.31),

2 4 6 2n . > T 1 3 2n — 3
—_—. — o+ — . ~ enx dxé enr da’:g— -----
357 7 on+1 ), ) 221 7 2p—2
Tomando y = \/n x, dy = \/n dz :
2 4 2n </\/ﬁe—y2d _ °0e—fd _m 13 23
35 1)y, e, RS e
2 on v s > T 2n—3
R < gy < Ay <O
Vi3 2n+1_/0 ‘ y—/o N A e &
n 1 2-..:2n v, e T 3 2n—3
L. < v dy < gy <o 2. .
om+1 n [3-..-(27@—1)]—/0 ‘ y—/o N R R e
(2.36)
Como 711520 - 1—7L1LOO 5 %—5, tem-se, usando (2.29),
1 2-4-...:2n 1 i
1 . — . Jr=Y"
s [\/ﬁ 3.5 (2n—1)] 3 VTS
T 3 9 2n —3 ™ 1 0
im |Z.m-2.2. T _¥T 2.37
ninf}o{z\/ﬁzzl 2n—2} 2 Jr 2 (2:37)
Aplicando o Teorema do Confronto® em (2.36),
ﬁg/ e’y2dy§ﬁ = / e’dey:ﬁ. (2.38)
2 =/ 2 ; 2

50 Teorema do Confronto estd enunciado na pagina 20.
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2.5 Meétodo 4 - uso do Geogebra e Matlab

Nos trés métodos anteriormente trabalhados, usou-se calculo para obter o valor exato
da / h e~ dz. Nesta secao o valor da mesma sera calculado através do Matlab e de um
softvgare de geometria dindmica chamado Geogebra ”.

Para trabalhar com a integral no Geogebra, primeiramente é preciso definir duas
funcdes e dois pontos situados nas mesmas: f(z) = e, t(z) =0, A=0e B~ 2,34.
Logo, a érea da regiao abaixo da funcdo f(z) e acima de t(z) que vai do ponto A até

o ponto B é a propria integral em estudo.

T

A figura (2.6) mostra o grafico da funcio f(z) = e *", sendo e = 2,72, o valor da sua

integral desde o ponto A = 0 até B = 2,34 e os objetos livres e dependentes. Nesse
caso, como definiu-se e = 2,72, a fungao f depende desse valor, variando de acordo com

0 mesmo, assim como o valor da integral.

_ N Ohjetos livres
4 A={0,0)
JB={231,
e=272
St =0
4 DOhjetos dependentes
4 a=088
2 Ty = 2.72M-%7)
| Objetos auxiliares

05+
A B
[i]
T g T T T g T T T g » g T g T g T g T el
2.5 -2 -1.8 -1 -0.5 u] Ba 1 1.5 2 25
—x2

[e.e]
Figura 2.6: Grafico da funcao f(x) =-¢ juntamente com o valor da / e dx e os
0

objetos livres e dependentes.

70O Geogebra é um software que abrange tanto geometria quanto algebra.
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B
T
= %, serd que é possivel concluir que / (2,72)" dx =
0

2,34 o
De acordo com a figura (2.6), / (2, 72)’3”2 dr = 0,89. Sabendo que a / e dy =
0 0
VT,
2
VT
5

A figura (2.7) abaixo mostra, através do programa Matlab, quanto vale

>> (sgrtipi))s2
ans =

0.886226925452758

Figura 2.7: Valor de g no Matlab.

Logo, analisando os resultados obtidos no programa do Geogebra e do Matlab, conclui-

. , . ™ .
se que o valor da integral naquele é aproximadamente o valor exato de BN ou seja,

B
/ (2,72)_‘””’2 dr ~ g Trabalhando ainda com o Geogebra e tomando B suficiente-
0

mente grande, o valor da integral continua sendo 0,89. Portanto, ¢ possivel concluir que

B
lim [ (2,72) do ~ g

B—oo 0
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Capitulo 3

o0 2
Aplicacoes da e ' dx
0

“Na maior parte das ciéncias uma geracao poe abaixo o que outra construiu, e o que
uma estabeleceu a outra desfaz. Somente na matemdtica é que cada gera¢ao constroi um

novo andar sobre a antiga estrutura.”

Hermann Hankel

3.1 Valor de n!

Um baralho contém 52 cartas. Deseja-se saber de quantas maneiras diferentes é
possivel embaralhd-lo. A solucao do problema é 52! = 1-2-3-...-52. No Matlab,
52! é calculado pelo comando >> prod(1 : 52), que d4 o valor 8,065817517094388 - 1057.
Se nao é possivel ter uma maquina que calcula n!, existe uma féormula pratica de calcular

52! que sera desenvolvida. Seja:

o “ —1 a —1 1
A= / e *"ds = lim e ds=lim — e = lim — (e —1)=-.
0

a—oo Jq a—00 0 a—oco T

Derivando A em relacao a t obtem-se:

d ([ _, \ d[1\ -1
all o) =a (D)=
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Utilizando a férmula de Leibniz ! no lado esquerdo da igualdade:

/ie_“ds:—/ se *tds.
o dt 0

o

1

Logo, para t > 0, / seds = R Derivando novamente em relacao a ¢ :
0

d [ [ . d (1 —2
— Sstds ) =— (2 ) = =
dt (/0 o e S> dt (tQ) 3’

/o %(s e ") ds = —/0 s et ds . (3.1)

> 1-2
Por (3.1), / s et ds = - Derivando mais uma vez em relacao a t:
0

> d (2 -6t —-3-2-1
2 —s _ — —
() =5 (5) -5 - =
< d 2 —st = 3 —st
— (s e ) ds=— s” e *ds . (3.2)
o dt 0

3-2-1
t4
uma relacao entre eles. Entao, derivando n vezes em relagao a t,

Sl

(o)
Portanto, / s3 et ds = . Observando os resultados, é perceptivel que existe
0

/0 et = (3.3)

o
para t > 0. Tomando ¢t = 1, obtem-se / s" e ¥ ds = n! . Entao, define-se uma funcao
0

g(x), onde

g(x) = /000 se*ds=ual. (3.4)

1 . R d b b o
A férmula de Leibniz diz que p F(t) dt = B (t) dt.

a
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(o]
Voltando ao jogo das cartas, ¢g(52) = 52! = / s9% ¢7% ds. D4 para perceber que esse
0
calculo sera muito demorado, pois precisar-se-ao muitas integrais por parte. Mas existe

um procedimento que simplifica tudo.

3.1.1 Formula de Stirling

o o
Sabe-se que n! = / e dx = / e™n*=% dx . Calculando a integral por substi-
0 0
tuicao, toma-se x = n + y. O novo intervalo de integracao sera: se t =0, y = —n e se

x — 00, y — 00. Substituindo:

o /oo envin(nty)—(n+y) dy=e™ /Oo envin(nty)—y dy .

n 2

Multiplicando e dividindo por n" = ™" .

oo _n-n(nt+y)—y n [0 n [
n! = nne—n/ € l dy _ <ﬁ) / en.ln(n—i-y)—y—nlnn dy _ <ﬁ> / enln(l-‘r%)—y dy )
_ eninn e . e .

n

(3.5)
y r? 28 _ :
Fazendo x = = em In(l +z) = = — 5 + 5 e considerando apenas os dois
n
1 2
primeiros termos da série, tem-se [n <1 + g) ~ 7 3 (E) . Substituindo em (3.5):
n n n

Fazendo a mudanca de variavel y = /n v , dy = /n dv e y*> = nv?. O intervalo de

integragao é: sey — 00, v — 00 ese y=-—n, v=—y/n.

n! ~ (E>n/oo e Vvn dv . (3.7)

¢/ Jovm
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Substituindo v por V2 w, dv = v/2 dw. Entdo, se v — 00, w — 00 ese v =

n
= — =—,/=.L
n, w \/g 0go,

nl ~ (ﬁ)n/o}e‘?ﬁ“Q Vi V2 dw =2 (%)n/w e dw . (3.8)

(& n n
2 2

[e.e]

o] o
Como / e dy = V7 entao /\/76_1”2 ~ /7 , para n — co. Portanto,

2

‘ n! ~2nn <E>n, (3.9)

que é chamada férmula de Stirling. Embora Abraham De Moivre (1667-1754) a co-
nhecesse antes, essa férmula é encontrada no livro Methodus differentialles, de James
Stirling (1692-1770).

A figura (3.1) mostra o programa no Matlab para se calcular n!, de acordo com alguns
valores de n, tanto no modo usual quanto na férmula de Stirling, assim como o erro
cometido ao calcular o valor de n pela férmula de Stirling. Para encontrar o erro, basta
calcular o valor absoluto da diferenga entre o resultado de n pela formula de Stirling e

pelo modo usual, dividindo-o por esse, como mostra a linha 5 da figura.

¥ £=[1 5 9 13 17]:

Fr 2=[1 120 prodi{l:9) prodfl:1l3) prod(l:17)]:
= o¥=(l:4:17);

e oy=sgrti2¥pitx) L F (klexp (L)) . tu:

*¥ s=abs(y-z). =z}

Fr H=fE! Ftogpto gty

Figura 3.1: Programa no Matlab para calcular os valores de n por n! e pela férmula de

Stirling e o erro cometido.

A figura (3.2) a seguir apresenta os resultados obtidos da figura (3.1), ou seja, nl,

formula de Stirling e o erro cometido, para alguns valores de n.
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1 1

5 120

) 362880

13 6227020800

17 355687428096000
0.2221370053825789 0.0778629911042111
118.01916795759 0.0165069336867498
359536.8725841948 0.00921276223008172
B187239475,19271 0.0063835850038967187
353948328666099 0.00455394037082221

Figura 3.2: As colunas representam os valores de n, valores exatos de n!, aqueles obtidos

através da formula de Stirling e o erro cometido, respectivamente.

Observa-se que a diferenca entre n! e a férmula de Stirling aumenta quando n cresce.
“Nao se preocupe, porém”, diz Djairo em [21], “o que interessa é que o erro relativo

n

n
cometido ao substituir n! por v2mwn (—> diminui quando n — o0”.
e

3.1.2 Férmula de Weissman

De acordo com a figura (3.2), os resultados obtidos pela férmula de Stirling nao sao
bons para pequenos valores de n. Pelo fato de (3.9) falhar para os primeiros inteiros, em

1982 surgiu um aperfeicoamento da mesma, proposto por Weissman:

(0 +3)]"

e

n! ~ V2w (3.10)

A figura (3.3) abaixo apresenta os resultados da igualdade (3.10). Relacionando-a com

a igualdade (3.9), a férmula de Weissman ¢é melhor para valores menores de n.
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PP
]
2P
Fr
FF

e=[l S°%.13 IV):

g=[1 1zZ0 prod(l:9) prod(l:13) prod(l:17)]:
YF=Sqrt(2¥%pl). [ (X+1l/2) fexpil) ). (x+1l/2)

s=abz(¥-2)./E;
d=[rl zl YI SI]

Columns 1 through 3

13
17

Column 4

0.0275077350271942
0.00758995653270868
0. 00439275980267543
0. 00309019842989969
0.00238333497164758

1

120

362880
pz22T020800
35568742809a000

1.02750773502719
120.9107947833925
364474, 0447095854
b2d6E203529. 869911
356535150382357

Figura 3.3: As colunas representam os valores de n, valores exatos de n!, aqueles obtidos

através da férmula de Weissman e o erro cometido, respectivamente.

3.1.3 Outra féormula para n!

Além da férmula de Stirling (3.9) e da férmula de Weissman (3.10), como calculado

nas figuras (3.2) e (3.3), n! pode ser escrito como n!=1-2-3-4-...-n, que é o método

usual. Multiplicando e dividindo cada fator n por ele mesmo (n — 1) vezes, tem-se ainda

o préprio fatorial:

(n—1)vezes

A\

Ve

(n=1)-(n-1)-..-(n—-1)

~

n

.n’

—_——

(n—1)vezes

e

)r_l 0" (3.11)



Afirmacao 3.1.1 n! pode ser escrito como produto de fatores do tipo

(3.12)

com J variando de 1 a (n —1).

Demonstracao 3.1.1 Relacionando com a igualdade (3.11), € perceptivel que o fator n™

nao pode ser escrito na forma (8.12). Ja os outros fatores € facil verificar.

1 1
i) J=1= - =

2 1\'
1 —
(1)

2\ ? 1 1

3
1 1
i) J=3 = (5) = =

—1\"! 1 1
iv)J:n—1:>(n ) = =

n—1 n—1 °
n 14 1
(n—l) ( n—l)

Portanto, todos os fatores de (3.11) podem ser escritos da forma (3.12), exceto (n™).

Logo, relacionando (3.11) e (3.12), tem-se:

n—1

n 1 n

S TG
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Observando (3.13), essa ja possui o termo (n") encontrado na férmula de Stirling.

Para analisar o comportamento dos fatores restantes, a figura (3.4) abaixo mostra alguns
1

1\’
1 _
== J=input| L s Ea I3

numero de fatores »>2
e oy={1+1/30%0(3)

resultados de y para y =

"EEI':
Z.2500

=» outra for
numero de fatores >=>10

Y:
Z.5937

®» outra for
mimero de fatores >=>=100

Y:
Z.7045

»» outra for
numero de fatores >>10000

Y:

Z.7181

1\
Figura 3.4: Programa no Matlab para calcular (1 + j> :

N\
De acordo com a figura (3.4), Jlim (1 + j) = e (numero de Euler). Portanto,

1\’
(1 + j) ~ e, quando J — oo . Como tem-se (n — 1) fatores que podem ser escritos na

1\
forma (1 + —) , ¢ possivel aproximar o produtério em (3.13) por (e !). Entao:

J
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n n
Agora, comparando novamente com a férmula de Stirling, (3.14) possui o termo (—)

nl~ 22 :e(ﬁ)n. (3.14)

e

encontrado naquela. Analisando a figura (3.5) abaixo, os valores da igualdade (3.14) nao

estao préoximos de n! e o erro cometido aumenta quando n cresce.

=
>
FF
>
Fr

¥=[1 5.9.13 17]:

z=[1 120 prodi(l:?) prod{l:13) prod{l:17)]:
w={l:d:17):

Felx. A=) ). S lexpin-1)];

g=abs(y-2)./2;

»rod=let 'yt 8]
d:
i i
5 120
3 362580
13 6227020500
17 3556587428096000
1 0
57.2363715272945 0. 523030237272547
129965, 0953453216 0.641851037965123
15860925971.43972 0.701152600704352
930936274061584. 6 0.738271245895543

Figura 3.5: As colunas representam os valores de n, n!, aqueles obtidos pela igualdade

(3.14) e o erro cometido, respectivamente.

3.1.4 Aperfeicoando ainda mais n!

Como o erro cometido, de acordo com a figura (3.5), cresce quando n aumenta, é

preciso aperfeigoar mais a férmula (3.13). Entao, trabalhando novamente com o método

usual para calcular

n!, multiplica-se e divide-se cada fator n por (n”_%)
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!

1 2.22=3)  3.36-3)
T T3e-n | gaeh Y
1\2 /2\® (3 (n—1)]""?
2 2 2 n — 2 1
== (=) -[- -n/te 3.15
=) GG ] e e
Afirmacao 3.1.2 n! pode ser escrito como produto de fatores do tipo
1
T (3.16)
1 J+§
14+ =
(1+3)

com J variando de 1 a (n —1).

Demonstracao 3.1.2 Verificando por indugao:
3

. 1 1 1?2
i) Para J =1, X 1+§:2_§:<§) _
1 -
()
1 1 N
1) Suponha vdlido para J = k. Entdo T = T :(k——i—l)
1 -
6 )
111) Quer-se provar para J =k + 1. Entdo:
1 _ 1 I NS AN I NS DS N A\
1 C /kao\ k3 (k+2)_ k+2 k+2)  \k+2
k+1> k1

Logo, (3.15) pode ser escrita como:
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Calculando o produtério da igualdade (3.17) no Matlab:

< 3
L L
| — |
—_
+
VR
<=
~~_
| I
<
B

»» J=inpuci

mmero de fatores »>=:2
o= (141/300(3+172)
Y =

Z.7557

> Puler
mmero de fatores »>=10

Y:

2.7203

*» euler
tamero de fatores >=>100

Y:

P

»x euler
mmero de fatores >>10000

Y:

2.7183

Figura 3.6: Programa no Matlab para calcular (1 + —

J

1)(”%).

(3.17)

Relacionando as figuras (3.5) e (3.6), essa se aproxima mais rapidamente do nimero

de Euler.
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J+3
(1 + j) , ¢ possivel escrever o produtério em (3.17) como (e"1):
ni+s

n! ~ =e+/n <g>n : (3.18)

en—l o

Observando a figura (3.7) abaixo, os valores da igualdade (3.18) estdo um pouco mais
préoximos de n! mas o erro cometido ainda aumenta quando n cresce. Portanto, serao

preciso mais algumas modificagoes.

opell. 580 L3 TE]:

> Z=[1 120 prod(l:9) prod(l:13) prod(l:17)]:
P> X={1:4:17);

B o F T ok o g I I T T 4 I e et O I

»> s=abs|y-z)./2;

Feod=frt Y gl g

d =

1 1

4 1z0

2 Ie2880

13 BZ27020800

17 355087428096000
1 ]
127.984417520464 0.0665368126705297
359595, 280029649 0.0744408561040312
6709674526, 52237 0.0775096216994119
38358353455858a07594 0.07913529584339865

Figura 3.7: As colunas representam os valores de n, n!, a igualdade (3.17) e o erro

cometido, respectivamente.

3.1.5 Foérmula de Stirling modificada

Os resultados obtidos a partir da férmula de Stirling (3.9) s@o encontrados no artigo
“Formula de Stirling em tempos de Maple”, de J.R. Drugowich de Felicio, Matematica

Universitaria, n°17, dezembro de 1994, SBM.
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Para chegar ao ultimo resultado, fica a cargo do leitor observar no artigo o método

utilizado. Portanto, apds o aperfeicoamento, a férmula de Stirling pode ser escrita como:

‘ n! ~ v/2mn (E)n et (3.19)

®» gtirling mod

d:

Columns 1 through 2

1 1
L 120
a 362580
13 6227020800
17 355GET4250%96000
Columnis 3 through 4
1.002274449]1 5223 0.00227444918222641

120, 002637086137
362881, 377885753
6227028659, 35917

355087622001077

1975718307457 6e-005
7970837544731 1e~-006
LZ6222304805235e-006
. 6483603546363 1 e-007

L0 R B T R

Figura 3.8: As colunas representam os valores de n, n!, férmula de Stirling modificada e

o erro cometido, respectivamente.

Analisando os resultados obtidos pela férmula de Stirling modificada, para alguns
valores de n, conclui-se que esses estao mais proximos de n!. Essa conclusao pode ser

facilmente verificada na quarta coluna, onde o erro cometido é muito pequeno.

43



3.1.6 Relagao entre a féormula de Stirling, de Weissmann e de

Stirling modificada

Para mostrar que os valores de um certo n ficam proximos de n! usando as féormulas
de Stirling, de Weissman e de Stirling modificada, através de um programa no Matlab,

relacionou-se os valores dos mesmos.

»» Eormat long g

2 E=[l 83 B 13 131

> z=[1 120 prod(l:9) prod(l:13) prod{l:17)]:

e o ¥=la A1V

> ywEsgrol2¥piFx) . ¥ (xdexp (1) ).t ®e

r o S=SgruiZ2%pl) ¥ (X+ls2) fexpi(l) ).t (H+li2)

P L=3gro(Z2%pi*=). ¥ (X expil) ). ~(x).%expil. /(12%x));
¥ d@={g' Ztgt gt g"]

d =
1 1 0.9221370058895789
5 120 118, 015918795759
9 362880 359536, 872541948
13 B22T020800 Bl87239475.19271
17 355657 428096000 353048 528666099

1.02750773502719
120.910724783925
Jo4474, 044709354
0240263529.89911
3565351503824357

1.00227444918223
120.002637086197
J62881.377EE5753
0Z27028659.83917

355087T0220010%7

Figura 3.9: As colunas representam os valores de n, n!, formula de Stirling, férmula de

Weissman e férmula de Stirling modificada.

Observando os resultados obtidos nas trés ultimas colunas da figura (3.9), vé-se que
a formula de Stirling modificada é a mais apropriada, pois seus resultados, independente
do valor n, estdao muito préximos de n!.

Portanto, de acordo com a figura (3.10) a seguir, o erro obtido entre as férmulas
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e o proprio n! diminui em relagdo a férmula de Stirling, de Weissmann e de Stirling

modificada, nessa ordem.

soEsll-5 B OES AT

= E2=[1 120 prod(l:%) prod(l:13) prod{l:17)]:

e S

Froyssgrol2Fpitx)  FixSexpil) ) otH;

Fr S=sgro(2¥pl) F{ix+ls2) fexpil)) M {H4+LAE)

> L=sgrtl2fpi®™>x] . ®(x/expil] ) A(x). . Fexpll. Al12%x)):
»> m=absly-z)./z;

*»> n=abs(s-z)./z;

*> g=abs|t-z)./=z;

> b=[r' m' n' gq']

E =
i 0.0778629911042111 0.0275077350271942
3 0.0165069336867495 0.007589956532708648
9 0.00921=2Y6e=223008172 0.00439275989267 543
£ 0.006383500359671587 0.0030901%5429589969
17 0. 0043894037 082221 0.00238333497164753

0.002274449158222641
2.197571583074876e-005
3.79708375447311e~006
1.26222304805235e-006
5.64536035463631e-007

Figura 3.10: As colunas representam os valores de n e os erros cometidos usando a férmula

de Stirling, Weissman e Stirling modificada, respectivamente.

59\ 52
Voltando ao jogo das cartas, 52! =2 /104 - (—) et = 8,06581767642158 - 1097,

e
pela férmula de Stirling modificada. Retomando o valor de n! através do Matlab calculado
no inicio desta secao, n! = 8,065817517094388 - 1057. Portanto, os valores de n! pelo modo

usual e pela formula de Stirling modificada sao praticamente iguais.
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3.1.7 Foérmula de Stirling e Probabilidade

Exemplo 3.1.1 Qual € a probabilidade de que 20 pessoas em uma reuniao facam ani-

versario no mesmo dia?

No artigo “Coincidéncia de Aniversarios”, da Revista do Professor de Matemaética

n° 11, vé-se que a probabilidade para que x pessoas fagam aniversario no mesmo dia é:

365!
=1- . 3.20
P 3657 - (365 — 2)! (3:20)
Resolucao 3.1.1 Tomando x =20 e substituindo em (3.20):
365!
=1— . 3.21
P 36520 - 345! (3.21)

Observando (3.21), como a igualdade trabalha com fatorial, basta usar a férmula de

Stirling modificada. Entdo:

3650 /T30 (365)°% . e _[T3 (3650 csswowmr
36520345 36520 V6907 - (@)345 cemm V69 \345 o—344,9997585

285.553.390, 9
— 1,02857718 - 277.619.799, 9 - ¢~20:0000182 _ 29999997 7 _ ) regr61637.
’ e 485.171.599,6

Portanto, a probabilidade que 20 pessoas em uma reuniao fagam aniversdrio no mesmo

dia é p=1—S=0,411438363 ~ 41,1% .

Esse resultado é surpreendente. Imagine entao a probabilidade de que alunos em sala
de aula; profissionais no local de trabalho; um nimero y de pessoas se esbarrando na rua,

facam aniversario no mesmo dia.
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3.1.8 Foérmula de Stirling e Sistemas Lineares

Seja dado um sistema de n equacoes lineares. O método mais tradicional para resolver
esse sistema é pela Regra de Cramer. Serd que esse método é o melhor e/ou o mais rapido?

“Em geral, calcular um determinante por expansao de co-fatores nao é eficiente. Por
exemplo, o determinante de uma matriz 3x3 tem 6 = 3! parcelas, cada uma envol-
vendo duas multiplicagoes, necessitando ainda cinco adi¢oes e subtragoes para terminar
os calculos. Para uma matriz nxn, havera n! parcelas, cada uma com (n — 1) fatores,
com ainda (n! — 1) adi¢bes e subtragoes. A quantidade total de operagoes é, assim,
Tn)=mn—-1nl+nl—1>nl”

Essa igualdade resulta na juncao das quatro operagoes basicas. Agora, assumindo que
as unicas operacoes validas na resolucao de um sistema sao a multiplicagao e a divisao,
tem-se que T'(n) = n!-n- (e — 1), de acordo com a Revista do Professor de Matemadtica

n° 23. Logo, tomando n = 100,

100\ ' 172 - /200
1,72 - 100 - 100! ~ 172 - V271 - 100 - (—) Cemn — —12 L VIR (200 _

e 699,99916667

= 4310, 307645 - 3,723177319 - 10~* - 102 = 16.048, 03966 - 10'°¢ =~ 1,6 - 101%.

Portanto, é preciso 1,6 - 1050 operacoes para calcular um sistema de 100 equacoes.
“Mesmo o mais rapido dos supercomputadores nao pode calcular o determinante de uma
matriz de ordem moderadamente alta usando expansao de co-fatores.” Para saber quanto
tempo o computador leva para resolver um sistema de 100 equagoes, suponha que em um
segundo ele realiza um trilhao (10'?) de operacoes. Entao, 1,610 operagoes levard

1,6-10*® segundos. Como um ano equivale a 60-60-24-365 = 31.536.000-10% ~ 3,2-10'°
1,6-10%8 _ 5

3,2-1010
10139 anos. “Colocando isso em perspectiva, considere que os astrénomos estimam que

segundos, o tempo necessario para o computador resolver o sistema é
a idade do universo seja de pelo menos dez bilhdes (10'°) de anos. Assim, mesmo para

um computador muito rapido, o calculo por expansao de co-fatores de um determinante

100x100 levaria quase 14 vezes a idade do universo.”
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3.2 Funcao Gama

«

Numa carta enviada para Goldbach, Euler dizia: . encontrei duas integrais interes-

santes que persistem em aparecer em meus estudos. E impressionante, Goldbach, a beleza
e simplicidade destes objetos ...”.
As funcées I' e § foram encontradas por Euler em 1729 quando pesquisava os movi-

mentos harmonicos. Somente em 1811 os simbolos I' e 3 foram usados, por Legendre.

3.2.1 Dominio da Funcao Gama

A funcao Gama ¢é definida pela integral:

[(x) = / ettt tdt, x> 0. (3.22)
0

Separando o intervalo de integracao em duas partes, obtem-se:
1 00
[(z) = / et dt +/ et dt , x> 0.
0 1

Para mostrar que a fungao gama esta bem definida, toma-se primeiro a / 1 et t* dt.
Observe que, quando 0 < x < 1, f = e~ t*~! nao estd definida para ¢ i 0 pois =71
nao existe. Entao essa integral é imprépria quando 0 < x < 1 pois seu integrando é
descontinuo. Logo, f é uma fungao positiva continua definida no intervalo (0,1] e com

1 1
assintota vertical em zero. Portanto, / et t" L dt = lim et t*71 dt, se esse limite
0

a—0*t
existir como numero.
Como ¢é impossivel encontrar o valor exato dessa integral, é preciso saber, pelo menos,
se ela é convergente ou divergente. Para isso, tem-se o seguinte teorema, que ¢ similar ao

teorema de comparacao para integrais impréprias com intervalos infinitos 2:

Teorema 3.2.1 Suponha que f e g sejam fungoes continuas com f(t) > g(t) > 0 para

t > a. Entao:

2Em [6], pagina 529, vé-se que o teorema 3.2.1 é verdadeiro.
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i)

b b b b
se / g(t) dt = lim+ / g(t) dt € divergente, entdo / f(t) dt = lim f@t)dt é
a y—a y a

+
n—a n

divergente;

b

b b b
1) se / f(t) dt = lim+ / f(t) dt é convergente, entdo / g(t) dt = lim g(t) dt
a Yy—a y a

+
n—a n

¢ convergente.

Seja f(t) =ttt e gt) =e ' t*!, comxz >0 e 0 <t <1 Tem-seos seguintes

Cas0os:

(1)

(ii)

O<a<xl1

Como 0 <t<1 0<etl<1le t*1>1 Logo, t* ! > et 1 Aplicando

integral:

1 1 1 1
/ =l dt > / etV dt = lim t*~ 1 dt > lim et dt =
0 0

a—0t+ J, a—0t+ [,
= —| > lim et dt == =~ — — > lim et dt =
T la a—at Jo x X a—at Jo

1

1
= Z> lim ettt dt.

x a—0t+ [,

1 1
Logo, pelo teorema 3.2.1, como f(t) > g(t) e / f(t) dt éconvergente, / g(t) dt =
0 0

1
:/ e 't dt é convergente.
0

rz>1

1
Como 0 <t<1 O<etf<le t*!<1 Mas / et "1 dt é imprépria
0
somente para 0 < x < 1. Logo, para x > 1, a integral nao ¢ imprépria, mesmo

sendo convergente.

1
Portanto, a integral / et t*71 dt converge quando 0 < z < 1. Para a integral
0

00
| e
1

~t 771 dt serd usado o seguinte:
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Critério 3.2.1 (Convergéncia) Dada / f(t)dt, ela ird convergir se existir v > 1 tal

que para todo valor de t suficientemente grande a relagao |f(t)| < m ¢ verdadeira, onde
M € um numero fizo independente de t .

M
Tomando v = 2, a relagao serd f(t) < ol f(Ht? < M . Como tlim et =0,

o0
pelo critério, / et t*71 dt ird convergir. A partir desses resultados, a integral que
1

define a fun¢ao Gama converge para x > 0. Portanto seu dominio é (0, 400).

3.2.2 Resultados importantes
s 1
Proposigao 3.2.1 T (5) = /7.

1 [e.e]
Demonstracao 3.2.1 Da definicao de funcao gama, I’ (5) = / et t72 dt. Usando
0

mudanga de varidveis: t = r? = dt = 2rdr. Logo:

/ et dt :/ 2 e (r?)”
0 0

N[=
QU
=
Il
[\
c\
8
9]
ﬁ‘m
QL
=
Il
(\V]
VR
S
N———
Il
N

2

[

Proposigao 3.2.2 I'(z + 1) = z['(x) .

Demonstracao 3.2.2 Resolvendo o lado esquerdo da igualdade:

[z+1)= / ettt D=l g — / e " t* dt = lim et dt.
0 0 a7 Jo
Utilizando integracao por partes, toma-se u =1 e v' = e~ '. Entao: T'(x +1) =
= lim {—tw e’ +/ xt et dt} = lim [—az e“—i—x/ trt et dt} = z['(z).
a—00 0 0 a—00 0

[
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3.2.3 Extensao do dominio

Até agora a funcao gama estd definida somente para x > 0. Serd que é possivel
extender seu dominio para x <0 7
A proposicao I'(z + 1) = x I'(z) permite definir I'(x) para = € (—o0,0). De fato,

sejan €N, 2 <0 e z ¢ Z. Sabe-se que, para algum n, 0 < z+n. Toma-se os intervalos:

(i) -1<z<0

Entao 0 <x+1 <1 eportanto I'(xz+1) estd bem definida. Segue da proposigao

r 1
3.22 que I'(z) = M, logo, I'(z) também estd bem deifinida.

(ii) 2<zx< -1

Tem-se que —1 < x4+ 1 < 0. Conforme item (i), I'(z +1) e I'(z) estdo bem

definidas.

(iii) -3 <z < -2

Entdao —2< x4+ 1< —1. De (ii), I'(x+1) e I'(x) estao definidas.

r 1
Aplicando I'(x) = L—” para valores negativos de x 3, tem-se:
1, T(-3+1) T3
Exemplo 3.2.1 F<_§) = ( = ) = (21> = —2/7.
T2 T2
3. I'(=2+1) T(-3 L(—1+1 re)y 4
Exemplo 3.2.2 T'(—=) = ( i ) = ( 32) = (3 2 1) = (32) = VT )
2 —3 -3 (=3) (=3) 1 3
5. D(=2+1) T(=3) 2F 3
Exemplo 3.2.3 T'(—=) = ( i ) = ( 52) =3 = VT ‘
2 —3 —2 5l 15

Continuando o processo acima dos exemplos e observando o gréafico da funcao gama na

figura (3.11) a seguir, conclui-se que o dominio da mesma passa a ser R — {0, —1, =2, ...}.

3Para trabalhar com a integral em estudo precisa-se usar a proposicao 3.2.1. Logo, deve-se tomar

somente numeros racionais cujo denominador seja dois.
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y=T(z+1)

-1

Figura 3.11: Grafico de y = I'(z + 1).

3.2.4 Funcao Gama e Transformada de Laplace
A teoria da transformada de Laplace tornou-se, em anos recentes, parte essencial de

estudo de muitos matematicos, fisicos e engenheiros. Através da transformada de Laplace

é possivel resolver equacgoes diferenciais e equagoes integrais.
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Seja f :[0,00) — R continua. A transformada de Laplace de f é a fungao F' definida

por L{f(t)} = F(s) = / f(t) e=® dt, sendo que o dominio de F' é o conjunto de
0

todos os nimeros s para os quais a integral converge. Como exemplo, tem-se o seguinte

resultado:

1
Proposicao 3.2.3 F(s) = ﬁ, para f(t) =

5 7

Demonstracao 3.2.3

dt = [ e=t¢(z7Y) gt | (3.23)

Uma aplicagao da transformada de Laplace é encontrada nas equacoes integrais. Essas

equacoes sao da forma:

onde f(t) e k(u,t) sdo conhecidas, a e b sdo constantes ou fungoes de ¢ e y(t) é a fungao
que deve ser determinada.
Existem algumas equagoes integrais importantes. Uma delas é a equacao integral de

Abel, definida por:

o(t) = /ﬂﬂ du,

t—u)®

onde ¢g(t) é dada e o é uma constante tal que 0 < o < 1.
Esse tipo de equacao integral é encontrada num problema envolvendo um péndulo

simples. Observando uma cicléide 4, provou-se que a mesma é tautécrona, isto é, sobre

4A cicléide é uma curva tracada por um ponto situado na borda da circunferéncia rolando em linha

reta sobre uma superficie plana.
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um arco de cicléide invertido, um corpo sem velocidade inicial desliza até o ponto mais
baixo da curva no mesmo periodo de tempo, independente do seu ponto de partida.

Portanto:

Problema 3.2.1 (Tautécrona) Determinar a curvay = f(x) que passa por O = (0,0)
e P = (x1,y1) de modo que o tempo necessdario para uma particula deslizar de P a O,
€ 0 mesmo que o tempo necessdario para uma particula, partindo do repouso, deslizar de

qualquer ponto intermedidrio da curva y = f(x) até O.

A figura (3.12) mostra o problema da Taut6crona com duas particulas, sendo que uma

parte de P e a outra de Q.

Figura 3.12: Grafico da cicléide invertida juntamente com duas particulas que partem de

P e Q cada uma.

Na referéncia [22] é calculado o tempo T que uma particula leva para deslizar de

qualquer ponto da curva até O. Apds todos os calculos, conclui-se que:

1 M fy)dy
T_@/O N (3.24)

Logo, para determinar a curva, basta encontrar f(y) °.

®Todo célculo para determinar a curva estd em [22]. Nesta secdo serd mostrado somente os passos

para encontrar a mesma.
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A equagdo integral (3.24) é de Abel e pode ser escrita como /29 T = f(y) - y%l.
Sabe-se que £{f(y)} = F(s) e, de acordo com a proposi¢ao 3.2.3,
I'(3)

£Ly7 )= Al

N[ =

™
S

(3.25)

N

Através da transformada inversa de Laplace %, obtem-se as equacoes paramétricas
2

r=a(¢+senp) e y=a (l—cosp), sendo b =

b
e a = —. Logo, a curva tem a
2 2 ’

forma de uma cicléide (como desejado).

3.3 Aplicacao na Fisica

Exemplo 3.3.1 Uma particula é atraida para um ponto fito O com uma for¢a inver-
samente proporcional a sua distancia ao ponto O. Se a particula é largada do repouso,

encontre o tempo para chegar até o ponto O.

Resolucao 3.3.1 Toma-se o ponto O na origem da reta numérica Ox, onde o eixo x

representa o deslocamento da particula.

Figura 3.13: Particula se deslocando do ponto x = a até x = 0.

Como a particula saiu do repouso, no tempo t = 0 a particula estd localizada no eixo

x, a uma distancia x = a > 0 da origem. Pela 2% Lei de Newton 7,

d*x k
m:-—s = —— 3.26
6A transformada inversa de Laplace é dada por f(y) = £ {F(s)}.
TA 2° Lei de Newton diz que a resultante das forcas que agem num corpo é igual ao produto de sua

massa pela aceleragao adquirida.
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dx

onde m € a massa da particula e k > 0 € a constante de proporcionalidade. Seja I v
a velocidade da particula. Entao, % = % = j—z : Z—f =0 Z—Z . Substituindo em (3.26),
muv Z—Z = %k : (3.27)

Integrando os dois lados da (3.27),
/mvdv:/%kdxé%#:—kln(x)—i—c, (3.28)

sendo ¢ constante. Tomandot =0, v =a e v =0, obtem-se ¢ =k In(a). Substituindo

em (3.28),

2

% =k in(a) — k In(z) =k In (2)

T

ou

d 2k In(2 2k
v:—x:\/ﬁ:\/—ﬂ/ln@). (3.29)
dt m m x
Logo, integrando a igualdade (3.29):
0 T
g T
2k a a 0
In <—)
\ x
sendo T" o tempo para a particula ir de x = a até x = 0. Portanto,

., a _
Fazendo mudanca de varidvel, toma-se u = In <—) S —=c"Sr=aetedr=
x x

= —a e " . Os limites de integragao serao: quando x — 0y = — — 00 = u — 00 €
x

(3.30)

a
quando x* — a_ = — — 1= u — 0. Logo,
x
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) 9] b
T = %/o u_%ae_“du:aﬂ%/o wt e du=a %bli_)rgo/ou_%e_“du.

oo a
Sabe-se que a fung¢ao gama € definida como T'(x) = / et 1 dt = lim e u” du.
0

a—0o0 0

Iqualando os expoentes da varidvel (u) em (3.31) e na fungao gama, 5= r—1=2= 3

T:a\/%r(%>:a\/%ﬁ:a\/g. (3.32)

mm
Portanto, o tempo que a particula levard para chegar até o ponto O é T =a 4| —

2k’

Entao,

sendo a a distancia percorrida.

3.4 Distribuicao Normal

Na teoria de probabilidades existe uma distribuicao muito importante chamada dis-
tribuicdo normal ou curva normal ou de Gauss. Abraham De Moivre (1667 - 1754)
foi quem trabalhou com a férmula de probabilidades / e dy = g cujo integrando

0

determina a curva normal.

3.4.1 Variaveis aleatorias

Definicao 3.4.1 Uma varidvel aleatoria X € uma funcao definida num espag¢o amostral

Q) e com wvalores reais.

Exemplo 3.4.1 Uma moeda € langada duas vezes. Seja Q2 = {(c,c), (k, k), (¢, k), (k,c)}
0s possiveis resultados no lancamento da moeda. Toma-se X o numero de caras obtido

nos dois langamentos tal que X(cc) =2, X(ck)=X(kc)=1 e X(kk)=0. Entao,
1

a probabilidade de aparecer cara nos dois langamentos é P(X = 2) = 1

o7



Exemplo 3.4.2 Um dado € lang¢ado uma vez. Toma-se 2 = {1,2,3,4,5,6}, sendo que

cada numero representa uma face do dado com a quantidade respectiva. Seja X a face do

dado que aparece com a quantidade seis tal que X (1) =1, X(2) =2,... X(6) = 6. Entao
1

P(X =6)= .

Exemplo 3.4.3 Seja Y o peso de um individuo escolhido ao acaso. Entao Y assume

valores no intervalo [1,110] aprozimadamente, sendo quilo escolhido como unidade.

Exemplo 3.4.4 A altura de um individuo pode-se associar uma varidvel aleatoria X, que

assume valores, por exemplo, no intervalo [0,3], sendo o metro escolhido como unidade.

Uma varidvel aleatéria X é discreta quando seu conjunto de valores X (2) é finito,
ou seja, quando é possivel enumerar seus resultados, como mostrado nos exemplos 3.4.1
e 3.4.2. Quando o conjunto de valores de uma variavel aleatéria nao é discreto, como

mostra os exemplos 3.4.3 e 3.4.4, a varidvel aleatodria é continua (v.a.c.).

3.4.2 Distribuicoes de probabilidade de uma variavel aleatoéria

continua (v.a.c.)

Definicao 3.4.2 A funcao de distribuicio F associada a uma varidvel aleatoria X € a
aplicacao F' : R — [0,1] tal que F(z) = P(X < x), ¥V o € R. Essa funcao possui as

sequintes propriedades:
i) F(z) < F(y), sex<y;
1) F(x+0) = F(z), Vo € R;

49t) lim F(z) =1 e lim F(z)=0.
Tomando X uma v.a.c., sua func¢ao distribuigao é da forma F'(z) = / f(t) dt. Logo,

a distribuicao de probabilidade de X sera a distribuicao normal, cuja funcao densidade

normal (f.d.) é dada por:

f(z) = e 2 (3.33)




onde 0 >0 e —oo < < oo esatisfaz f > 0 e a drea sob o grafico de f ser igual a um.
Portanto, a probabilidade que X tome um valor entre a e b é igual a drea da f.d. entre

r=a e x =0, ou seja,

(z—p)?

b b
P(agxgb):/ (@) dx:/ ﬁe (3.34)

As figuras abaixo mostram o programa no Matlab para plotar a f.d. e as curvas obtidas

através da funcao densidade, dependendo dos valores assumidos para y e 0.

n=input i
m=input | | L i
ploti[-l:0.01:6],0):

hold on

w=[-1:0.01:1]:

ploti0,¥):

hold on

w=[-10:0.01l:6];
w=l/sqeti2¥pi)*m) Fexp (- (X-n). *(2) A (2%n*2) ) ;
plotix,¥, -

hold on

axisi[-1 § -0.5 D.8])

axis on

Figura 3.14: Programa no Matlab para plotar a f.d., de acordo com os valores de i1 e o.
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0.6F L N G e :

0f

0.2F R :

sigma'= 1

Figura 3.15: Gréfico da f.d. parau=2, o =1 e o =0.6.

3.4.3 Propriedade da Curva Normal

Como visto, sendo X uma v.a.c., sua distribuicao de probabilidade serd normal se

satisfazer a seguinte:
Propriedade 3.4.1 A drea total sob a curva normal € 1.

Demonstracao 3.4.1 A drea sob a curva normal é dada por

& 1 & (z—p)?
f(z) de = e 202 dz. (3.35)
— 0o \/ﬁ 0 J—
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Toma-se z = P s =20 + pu = dx = odz. Entao:

o

o 1 o2 1 o2
f(z) dx = e odr =—— e 2 dz. (3.36)
oo V2r -0 ) o V21 J o

o0
2 ., z
Sabe-se que / e dx = \/m. Fazendo a mudanca de varidvel x = —— nessa

x V3

integral:

o) 1 © ©
/ e_”zda::%/ erz:\/?Tﬁ/ e2 dz=+V2r. (3.37)

o0 —00

Substituindo (3.37) em (3.56): / f(z) de = — - V27 = 1. Portanto, a drea sob

a curva normal € 1.

3.4.4 Estudo de QI

Para medir a inteligéncia, o método mais utilizado é o denominado quociente de in-
teligéncia (QI). O QI é um ndmero positivo que indica a idade mental de uma pessoa,
sendo 100 seu valor médio. A curva que indica os valores de QI é a curva normal, com
pw=100 e o =16.

Uma pesquisa realizada com 112 criancas de um certo jardim de infancia mostrou

1 _ (x—104,5)%

ue a estimativa da distribuicao de QI das mesmas é f(x) = -e  B2T32
q : Q /(@) 16,23761 /27

Sabendo que a média de QI é o valor esperado pu = / x f(z) dx , aplicando a estimativa:
—o0

_ (2—104,5)% 1(z—104,5

2
re 2 16,23761) dx .

1 o0 1 o
e €T e 527,32 dx —
"= 16,23761 - vor /_oo 16,23761 - v2r /_oo
(3.38)
Tomando u = (@ = 104,5) e substituindo em (3.38):
- 16,23761 o
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: /OO 16, 23761 (16, 23761u + 104,5) ¢~ du — 225701
N ’ ’ u ) € W= —— -
" 16,23761 - Var J o Nors

¢ w2 104,5 /OO 2 16, 23761 w2 ]® 104,5 Nor
= V2T

. lim we 2 du+ e 2 du (e72)

- +—
a—oco [, V2T ) V2T —a /2T

= 104,5 .

Portanto, de acordo com a pesquisa realizada com criancas de um certo jardim de

infancia, a média de QI das mesmas é aproximadamente 104,5.

62



Consideracoes Finais

Este Trabalho de Conclusao de Curso, como visto, teve como objetivo principal estudar
o
a / e dz. Como o proprio titulo diz, tentou-se mostrar o poder e a beleza dessa

0
integral.

Foi muito interessante, desde o inicio da preparacao do trabalho, saber que uma “sim-
ples” integral pudesse envolver tanto contetido. Melhor ainda quando, durante todo o
tempo de dedicacao para com ela, muitos amigos vinham, curiosos, querendo saber por-
que a integral era tao importante.

No inicio dos estudos encontrei alguns métodos para calcular seu valor e muitas

oo

aplicagoes da mesma. E todos esses métodos e aplicagoes da / e ™ dz estudados
0

envolveram contetidos da graduacao e alguns exercicios propostos em livros.

Como o objetivo do trabalho se concentrou no estudo de uma integral, restringi-o
a simplesmente analisar assuntos interessantes e ao mesmo tempo ligados totalmente a
integral. Por isso, em alguns momentos, fui obrigada até deletar conteidos que estavam
além do objetivo ou deixar a cargo do leitor procurar nas referéncias todo o processo para
se chegar a um certo resultado.

Em todos os capitulos trabalhei tanto com o calculo manual tanto com programas
computacionais. Achei muito elegante e simpéatico poder estudar e passar métodos de
facil compreensao.

Portanto, pude perceber um crescimento enorme durante todo o periodo de trabalho,
ja que o mesmo abordou maravilhosos contetidos. Nao imaginava que iria aprender tanto

.- . e
e que seria tao prazeroso trabalhar com a integral e " dux.
0
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