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1 INTRODUCAO

O conhecimento sobre so6lidos geométricos e calculo de volume dos sélidos tem se
mostrado presente ao longo da Historia da Matematica.

Nas construgdes de Pirdmides do Egito Antigo, percebemos que os egipcios possuiam
conhecimentos razoaveis sobre o assunto. “A grande piramide de Gizé foi construida por
volta de 2.600 a.C e indubitavelmente envolvia alguns problemas de matematica ¢ de
engenharia” (EVES,1994).

Ainda segundo EVES (1994), ha indicios de que o problema da duplicacdo do cubo
possa ter se originado nas palavras de algum poeta (talvez Euripedes) grego antigo, ignorante
em matematica, ao descrever a insatisfagdo do mitico rei Minos com o tamanho do timulo
erguido para seu filho Glauco. Minos ordenou que o tamanho do timulo fosse dobrado. O
poeta fez entdo Minos alegar, incorretamente, que isso poderia ser feito dobrando-se cada uma
das dimensdes do timulo. Essa falha matematica da parte do poeta levou os gedmetras a
abragar o problema de como dobrar um dado sélido mantendo-se sua forma, problema este
que soO teve o primeiro progresso real na resolucao (para o cubo) realizado por Hipocrates (c.
440 a.C).

Segundo DOMINGUES (apud DOLCE; POMPEOQO, 1993) ao inicio do século XVII, os
métodos deixados pelos gregos para calculos de areas e volumes, apesar de sua beleza e rigor,
mostravam-se cada vez menos adequados a um mundo que progredia cientificamente, pois
faltavam a eles a operacionalidade e algoritmos para implementé-los. Entre estes métodos esta
a Geometria dos Indivisiveis de Bonaventura Cavalieri (1598-1647).

Cavalieri ndo definia, em suas obras sobre o assunto, o que vinham a ser os indivisiveis.
Num de seus livros “explicava” que um so6lido ¢ formado de indivisiveis, assim como um livro
¢ composto de paginas. O que facilita a compreensao da idéia dos indivisiveis ¢ o Principio de
Cavalieri, ainda bastante usado no ensino de geometria métrica no espaco.

Em tempos atuais, os problemas envolvendo o céalculo de volume dos sélidos ainda
estdo presentes. Seja em casos mais simples como descobrir a embalagem mais vantajosa ao
comprar um produto, tendo em vista sua capacidade interior. Ou em situagdes mais complexas
onde calcular volume ¢ uma tarefa auxiliar, mas de grande importancia, na resolucdo de
problemas de areas bioldgicas ou engenharia e construcao civil, entre outras.

Tendo em vista a grande importancia do estudo de Volume dos sé6lidos ao longo da

histéria e na atualidade, nos perguntamos:
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Oficialmente, o estudo de volume dos sélidos tem lugar entre os contetudos estudados no
ensino médio?

De que maneira este contetido foi e ¢ apresentado e abordado no material mais usado
por professores e alunos, os livros didaticos?

A abordagem e os exercicios dao condigdes aos estudantes de compreender o conceito a
fim de que eles possam aplica-lo em problemas cotidianos ou ter este conhecimento guardado
(ainda que de maneira elementar) caso necessitem em outros momentos de estudo?

Na busca de elementos de resposta a estas questdes, desenvolvemos o estudo conforme
segue:

- Estudo dos Parametros Curriculares Nacionais do ensino médio, da Proposta
Curricular de Santa Catarina e de Planos de Curso anuais escolares, onde identificamos que
Volume dos Soélidos ¢ ensinado, bem como o0s objetivos do ensino em medidas e proposi¢des
de abordagem.

- Estudo de livros didaticos de trés periodos diferentes: anos 70 (Matematica Moderna),
anos 90 (um periodo de transi¢do) e atualidade (apds os PCNs).

- Aplicagdo de uma atividade em classe (1* e 4* fase do curso de Matematica —
habilitag¢do licenciatura), a qual consiste de uma lista de trés problemas envolvendo volume

dos solidos, os quais foram resolvidos pelos alunos e nos estudamos as resolugdes.



2 ESTUDO DE DOCUMENTOS OFICIAIS

Neste capitulo faremos um estudo dos Pardmetros Curriculares Nacionais, da Proposta
Curricular de Santa Catarina ¢ dos Planos de Curso Anuais de trés escolas da regido da
Grande Floriandpolis para identificarmos o que estes documentos propdem quanto ao ensino
de Geometria Espacial Métrica e mais particularmente quanto ao ensino de Volume dos

Soélidos, nosso objeto de estudo.

2.1 ESTUDO DOS PCNs DE MATEMATICA PARA O ENSINO MEDIO

Segundo os Pardmetros Curriculares Nacionais, a Matematica do Ensino Médio deve
contribuir para a constru¢do de uma visdo de mundo do jovem e oferecer a ele subsidios para
compreender a realidade ao longo de sua vida social e profissional.

Para tanto, propde-se que o ensino de matemadtica seja contextualizado, integrado e
relacionado a outros conhecimentos a fim de que o estudante possa aprimorar sua capacidade
de compreender e interpretar situagdes, argumentar, analisar, avaliar e desenvolver ainda
outras agdes necessarias a sua formagao.

As competéncias que devem ser tomadas como metas durante esta etapa da
escolaridade basica, na area Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias sdo:

e Representacdo e comunicagdo, que envolvem a leitura, a interpretagdo e a
producdo de textos nas diversas linguagens e formas textuais caracteristicas dessa
area do conhecimento;
o Investigagdo e compreensdo, competéncia marcada pela capacidade de
enfrentamento e resolugdo de situagOes-problema, utilizacdo dos conceitos e
procedimentos peculiares do fazer e pensar das ciéncias;
e  Contextualizacdo das ciéncias no ambito socio-cultural, na forma de analise
critica das idéias e dos recursos da area e das questdes do mundo que podem ser
respondidas ou transformadas por meio do pensar e do conhecimento
cientifico.(p.113)

O Ensino de Matematica compreende diversas areas e temas. Para evitar o excesso de

informacodes ¢ necessario que se faca uma sele¢do de temas partindo de critérios, dentre os
quais, pode-se destacar como primeiro deles que os contetidos escolhidos devem desenvolver
as competéncias acima descritas. Para isso, os mesmos devem ter relevancia cientifica e
cultural.

Dessa forma, o trabalho conjunto do ensino de contetdos especificos e suas

competéncias se fazem necessarios para garantir a boa aprendizagem.
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Um conjunto de temas proposto pelos PCN tendo em vista as competéncias, com
relevancia cientifica e cultural e ainda com articulacdo logica das idéias e contetidos
matematicos pode ser sistematizado para ser desenvolvido durante os trés anos do ensino
médio em trés eixos:

1. Algebra: nameros e fun¢des
2.  Geometria ¢ medidas
3. Analise de dados (p.120)

Sobre Geometria, area da matematica na qual se insere nosso objeto de estudo, temos:

A Geometria trata das formas planas e tridimensionais e suas representacdes em
desenhos, planificagdes, modelos e objetos do mundo concreto. Seu
desenvolvimento é proposto em quatro unidades tematicas: geometrias plana,
espacial, métrica e analitica.(p.123)

O objeto de estudo Volume esta indicado na unidade tematica de Geometria

Métrica.Neste contexto tem lugar ainda o estudo de 4reas, estimativas e, valor exato e

aproximado.

2.1.1 Objetivos:

Os objetivos relativos a esta unidade sdo explicitados e ddo indicagdes ao professor
sobre caracteristicas das atividades a serem propostas no ensino. Eles instruem a tarefa do
professor:

e Identificar e fazer uso de diferentes formas para realizar medidas e célculos.

e  Utilizar propriedades geométricas para medir, quantificar e fazer estimativas
de comprimentos, areas ¢ volumes em situagdes reais relativas, por exemplo, de
recipientes, refrigeradores, veiculos de carga, moveis, comodos, espacos publicos.
o Efetuar medi¢Ses, reconhecendo, em cada situacdo, a necessaria precisdo de
dados ou de resultados e estimando margens de erro.(p.125)

2.1.2 Algumas orientacdes para a organizagdo didatica:

- Explorar as estruturas dos sélidos em estruturas de moléculas, cristais etc.

- Discutir a predominancia de paralelepipedos e retangulos nas construgdes
arquitetonicas e, a predilecdo dos artistas pelas linhas paralelas e perpendiculares nas pinturas
e esculturas.

- Ensinar propriedades métricas envolvendo célculos de distancias, areas e volumes.

- Explorar relagcdes geométricas entre si.

- Garantir que os alunos aprendam a efetuar medi¢des em situagdes reais com precisao
requerida ou estimando margem de erro.

- Resolver situagdes-problema que envolvam perimetros, areas e volumes, aplicando

composi¢des e decomposicdes de figuras.
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Com relag@o a maneira de exercitar os contetidos € importante destacar que exercicios

b

do tipo: “calcule...”, “resolva...” cumprem apenas a fun¢do do aprendizado de técnicas e
propriedades. Ja a resolucdo de problemas ¢ apontada como fundamental para o ensino de
Matematica, pois, enfrentando desafios ¢ que se desenvolve o pensar e o fazer.

No que diz respeito a organizagdo do trabalho escolar, os PCN indicam que numa
organizagdo dos temas com quatro aulas semanais, a Geometria Métrica deve ser abordada na
segunda série do ensino médio. Os contetidos para esta série, indicados no documento, sdo os
seguintes:

1. Fungdes seno, co-seno e tangente.

2. Trigonometria do tridngulo qualquer e da primeira volta.

3. Geometria espacial: poliedros; solidos redondos; propriedades relativas a posicdo;
inscri¢do e circunscri¢ao de solidos.

4. Meétrica: areas e volumes; estimativas.

5. Estatistica: andlise de dados.

6. Contagem.

O objetivo deste trabalho ¢ de entender a organizacdo didatica e a organizacio
matematica referente a abordagem do volume dos sélidos nos eixos didaticos da segunda série
do ensino médio.

Nosso estudo portara sobre os itens:

- Geometria espacial: poliedros; sélidos redondos; propriedades relativas a posicdo;
inscri¢do e circunscri¢ao de solidos.

- Métrica: areas e volumes; estimativas.

2.2 ESTUDO DA PROPOSTA CURRICULAR DE SANTA CATARINA

A atual Proposta Curricular de Santa Catarina apresenta-se em volume unico onde
estdo contidos os eixos norteadores para a Educacdo, uma breve introdugdo historica da
Educacdo no Brasil e orientagdes para todos os niveis de escolariza¢do - Educagdo Infantil,
Ensino Fundamental e Médio.

Entre 1988 e 1991 foi elaborada a primeira edicdo da Proposta Curricular de Santa
Catarina com o objetivo de dar uma certa unidade aos curriculos escolares catarinenses.

A edicdo atual, pronta em 1998, ¢ resultado de mais de dois anos de trabalho confiado
a um Grupo Multidisciplinar que deveria incorporar a Proposta Curricular as atualidades nas

discussoes pedagdgicas que considerassem a garantia de uma “Educacao para todos”.



Os eixos norteadores desta Proposta Curricular sdo:

- A Concepgao de homem como social e historico.

“O homem ¢ resultado de um processo historico, conduzido pelo proprio homem”.
(p-15)

- A Concepcdo sociointeracionista de aprendizagem que afirma que é o social que
determina a capacidade maior ou menor de aprendizagem do individuo e ndo o biolédgico.

...a medida que considera todos capazes de aprender e compreende que as relagdes
e interagdes sociais estabelecidas pelas criangas e pelos jovens sdo fatores de
apropria¢do de conhecimento, traz consigo a consciéncia da responsabilidade ética
da escola com a aprendizagem de todos, uma vez que ela ¢ interlocutora
privilegiada nas interagdes sociais dos alunos. De todos os alunos (p.17).

A primeira edi¢do da Proposta Curricular (do ano de 1991), ndo alcangou seu

objetivo junto a maioria dos professores de matematica. Ela visava uma transformacao da
pratica pedagdgica tradicional em Educagdo Matematica no ambiente escolar. O ocorrido se
deu devido a diversos fatores como: o desconhecimento e a falta de leitura do documento,
condi¢des precarias de trabalho, falta de leitura de temas que relacionam a sua disciplina com
Educagao, rotatividade de professores que acontece a cada ano letivo dentre muitos outros.

A nova Proposta Curricular (do ano de 1998), propds a revisdo da anterior, com o
objetivo de propiciar aos professores condi¢des tedrico-metodologicas para a implementagao
desta segunda edicdo nas escolas estaduais. No que se refere a Educagdo Matematica,
observou-se nas escolas publicas de Santa Catarina, nos anos anteriores a implementagao
desta nova Proposta que:

A Matematica ainda ¢ vista como uma ciéncia exata, pronta e acabada, cujo ensino
e aprendizagem se da pela memorizagdo ou por repeticdo mecanica de exercicios
de fixagdo, privilegiando o uso de regras e macetes.(p.105)

E ainda:

a Matematica ¢ entendida apenas como ferramenta para a resolugdo de
problemas ou como necessaria para assegurar a continuidade linear do processo de
escolarizagdo, ndo contemplando a multiplicidade de fatores necessarios ao
desenvolvimento de uma efetiva Educacdo Matematica.(p.105)

A concepgdo de aprendizagem na qual esta baseada a nova Proposta Curricular de

Santa Catarina ¢ de que a Matematica deve ser entendida como uma ciéncia dinamica,
produzida historicamente, sistematizada e organizada que tem por finalidade atender as

necessidades concretas da humanidade.

2.2.1 Organizagao dos Conteudos Matematicos

Dentro da Proposta Curricular de Santa Catarina, os contetidos matematicos estao
divididos em campos de conhecimento:

- Campos Numéricos



- Campos Algébricos

- Campos Geométricos

- Estatistica e Probabilidades

Cada campo contém a relag@o de seus contetidos e, ao lado de cada conteudo de forma
legendada, encontra-se a indicagdo das séries em que se deve trabalha-lo — que podem ser
séries do ensino fundamental ou médio - e a forma de trabalho que deve ser gradativamente
passada de uma maneira assistematica para uma maneira sistematica conforme a série escolar.
Onde:

... Tratar assistematicamente um conteudo significa aborda-lo enquanto nog¢ao ou
significagdo social, sem preocupacdo em defini-lo simbolica ou formalmente.
... Tratar sistematicamente um conteido matematico significa dizer que ele sera
trabalhado conceitualmente, utilizando-se na medida do possivel, a linguagem
matematica simbolica tal como foi historicamente convencionada e organizada.(p.
107 e 108)

Um ponto indispensavel ¢ a importancia da producao histérico-cultural dos conceitos

dentro de cada contetido, em todos os niveis da Educacgdo: desde o Infantil até o Ensino
Meédio.Conceber o conhecimento como algo desenvolvido ao longo da histdéria e com valor
cultural permite ao professor visualizar a fun¢do social de cada conteudo matematico, ponto
importantissimo para a sua atuagao pedagogica cotidiana.

Vale ressaltar que a indicacdo de trabalho dos contetdos para cada série ¢ uma
sugestdo e cabe ao professor antecipar ou tardar a abordagem de um contetido sempre que se
fizer necessario ou ainda, mesmo que o conteudo ja tenha sido todo trabalhado de maneira
sistematica, ndo ha empecilhos para que seja retomado em séries posteriores na solucao de
problemas.

Nosso objeto de estudo, Volume dos Solidos Geométricos, esta inserido segundo a
Proposta Curricular de Santa Catarina no quadro dos Campos Geométricos onde se fazem
presentes as seguintes unidades com seus respectivos contetdos:

1. GEOMETRIA

e Producao historico-cultural
e Exploracao do espago tridimensional
e FElementos do Desenho Geométrico
e Estudo das Representagcdes Geométricas no Plano
e Geometria Analitica
2. SISTEMAS DE MEDIDAS

e Producao historico-cultural
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e Conceitos e medidas de: Comprimento, superficie, Volume, capacidade,
angulo, Tempo, massa, peso, velocidade e temperatura.

3. TRIGONOMETRIA

e Producao historico-cultural
e Relagdes trigonométricas no Tridngulo retangulo
e Funcgdes trigonométricas

Nosso estudo portara dos conteudos:

Unidade Geometria: - Exploragdo do espago tridimensional

Unidade Sistema de Medidas: - Conceitos ¢ medidas de: Comprimento, superficie,
Volume.

A exploracdo do espaco tridimensional deve ser trabalhada de maneira assistematica
desde o pré-escolar do ensino fundamental, passando a ser sistemdtica a partir da quinta série
do mesmo nivel de ensino, sendo concluida na segunda série do ensino médio.

Quanto aos conceitos ¢ medidas de comprimento, superficie, volume (...) devem
também ser trabalhados de maneira assistematica desde o pré-escolar, mas o trabalho
sistematico desses conceitos deve iniciar na quarta série do ensino fundamental, sendo
concluido ja na oitava série do mesmo nivel de ensino.

Para trabalhar os conteudos que compdem o Campo geométrico tendo por base um
ensino critico, esta Proposta Curricular traz ainda as seguintes orientagdes pedagogicas:

... € preciso refletir sobre as possiveis caracteristicas e habilidades que constituem o
pensamento geométrico. Algumas destas caracteristicas e habilidades socialmente
relevantes, que podem contribuir para a formagao do pensamento do aluno, sao:
Estudo ou exploragdo do espago fisico e das formas;

Orientacao, visualizacdo e representacao do espago fisico;

Visualizacao e representacao das formas geométricas;

Denominagao e reconhecimento das formas, segundo suas caracteristicas;
Classificag@o de objetos segundo suas formas;

Estudo das propriedades das figuras e das relagdes entre elas;

Construcao de figuras e modelos geométricos;

Medigao do espaco geométrico uni, bi e tridimensional (conceito e calculo de
perimetro, de area, de volume e de capacidade);

e Construgdo e justificacdo de relacdes e proposi¢des tendo como base o
raciocinio hipotético dedutivo. (p.112)

2.3 ESTUDO DE PLANOS DE CURSO ANUAIS ESCOLARES

Os planos de curso analisados sdo de trés escolas da Rede Publica de Ensino da regido

da Grande Florian6polis e contém as propostas para o ano de 2004.
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As trés escolas propdem em seus planos o estudo de Geometria Métrica na terceira série

do Ensino Médio.

2.3.1 Plano A

Objetivo geral da disciplina: “Orientar o educando na aquisi¢do de técnicas de estudo e
trabalho para dominar os conteudos programdticos, evidenciando condigoes de
continuidade.”

Os conteudos estio divididos nas seguintes unidades, nesta ordem: Geometria Analitica,
Numeros Complexos, Polinomios, Equacdes Algébricas e Geometria Métrica.

Nosso objeto de estudo estd inserido na unidade Geometria Métrica que estd assim
subdividida:

- Prisma: conceito, elementos

- Cilindros: conceito, elementos

- Piramides: conceito, elementos

- Cone: conceito, elementos

- Esfera: conceito, elementos

Objetivos especificos desta unidade:

- Reconhecer e classificar os principais solidos

- Calcular area e volume dos principais s6lidos

2.3.2 Plano B

Objetivo geral da disciplina: “Contribuir para a aquisi¢io de conhecimentos e
habilidades matematicas visando ao desenvolvimento intelectual dos alunos e auxiliando na
formagao de cidaddos conscientes.”

Os conteudos estdo divididos nas seguintes unidades, nesta ordem: Geometria Analitica,
Geometria Métrica, Numeros Complexos, Polinomios e Equagdes Algébricas.

Nosso objeto de estudo estd inserido na unidade Geometria Métrica que esta assim
subdividida:

- Prisma: conceito, elementos

- Cilindros: conceito, elementos

- Piramides: conceito, elementos

- Cone: conceito, elementos
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- Esfera: conceito, elementos
Objetivos especificos desta unidade:
- Reconhecer e classificar os principais solidos

- Calcular area e volume dos principais s6lidos

2.3.3 Plano C

Objetivo geral da disciplina: “Oportunizar ao aluno condi¢bées para investigar,
observar, experimentar, descobrir, analisar, formular hipoteses, solucionar problemas e
despertar o senso critico do mesmo.”

Os contetidos estdo divididos nas seguintes unidades, nesta ordem: Geometria Plana,
Geometria Espacial, Numeros Complexos, Polinomios.

Nosso objeto de estudo esta inserido implicitamente na unidade Geometria Espacial que
esta assim subdividida:

- Prismas

- Piramide

- Cilindro

- Cone

- Esfera

O plano ndo apresenta objetivos especificos para cada unidade.

2.4 Conclusao

Segundo os Pardmetros Curriculares Nacionais, a Geometria Espacial Métrica, em
particular o Volume dos Soélidos (prisma,piramide,cilindro,cone,esfera) deve ser estudada na
segunda série do Ensino Médio.

Estudando a Proposta Curricular de Santa Catarina, observamos que o conteido Volume
dos Solidos esta inserido no Campo Geométrico dentro da Exploragdo do Espago
Tridimensional, conteudo este que deve ter seu estudo sistemdtico concluido na segunda série
do Ensino Médio. Porém, esta indicacdo dos conteudos a serem trabalhados em cada série,
mostrada na Proposta Curricular ¢ uma sugestdo, ficando a critério do professor possiveis

modificagdes.
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Sendo assim, talvez por conta desta autonomia dada ao professor, os Planos Anuais das
trés escolas que analisamos indicam o ensino dos conteudos da Geometria Espacial Métrica

na terceira série do Ensino Médio.

Vemos assim que, segundo documentos oficiais, nosso objeto de estudo tem lugar

assegurado no Ensino Médio.
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3 ESTUDO DE LIVROS DIDATICOS

Neste capitulo apresentaremos um estudo da abordagem de volume dos sélidos de
quatro livros didaticos, sendo um dos anos 70, um dos anos 90 ¢ dois mais atuais, dos anos de
2002 e 2004. A finalidade deste estudo foi de conhecer como e o que € proposto nos livros
didaticos sobre volume dos sélidos e de identificar elementos de mudanga nas proposi¢des de
estudo sobre volume, desde o Movimento da Matematica Moderna até os dias atuais.

Optamos por estudar livros didaticos por serem um material acessivel, tanto aos
professores no preparo de suas aulas, quanto aos alunos para estudarem os conteudos
ensinados. Consideramos que eles sdo representativos tanto dos conteidos como das
estratégias de estudo, realizadas em classe.

Apresentaremos aqui, o estudo da abordagem do conceito de volume de cinco tipos de
solido: prisma, piramide, cilindro, cone e esfera, e também dos exercicios deste conteudo
apresentados nos livros que tomamos para estudo.

Quanto ao estudo dos exercicios, cumpre fazer algumas observagoes:

- estudamos os exercicios que abordam o conceito de volume dos cinco sélidos citados
acima, excluindo os que envolvem tronco de piramide e tronco de cone por nao fazerem parte
deste estudo.

- o estudo dos exercicios foi de dois tipos: quanto a tarefa apresentada e quanto a
presenca e funcao de figuras;

- na contagem utilizada, cada item conta como um exercicio. Dessa forma, um exercicio
que apresentar por exemplo trés itens, estes serdo contados como trés exercicios distintos.

- no estudo dos exercicios de cada livro, apresentaremos uma tabela que contém as
tarefas e o respectivo numero de exercicios que apresentam cada tarefa. Ressaltamos aqui que
o numero total de exercicios desta tabela pode ndo coincidir com o total de exercicios que
envolvem o conceito de volume pelo fato de que, um exercicio pode apresentar mais de uma
tarefa e portanto estar computado em mais de uma linha da tabela.

- as tarefas identificadas em cada livro foram retomadas nos estudos dos livros
posteriores, juntamente com novas tarefas identificadas. Para cada tarefa identificada foi
apresentado um exercicio resolvido.

Os livros que estudamos foram:

1) Titulo: Matematica na Escola Renovada
Autores: Scipione Di Pierrd Netto e Célia Contin Goes
Volume 2. Editora Saraiva, 2* edi¢do.Sao Paulo,1973.
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2) Titulo: Matematica
Autores: Maria Helena Soares de Souza e Walter Spinelli
Volume 2.Editora Scipione, Sdo Paulo, 1996.

3) Titulo: Matematica - Projeto Escola e Cidadania para todos
Autores: Maria J.C. de Vasconcelos, Maria Terezinha Scordamaglio e Suzana Laino
Candido
3% série. Ensino Médio. Editora do Brasil. 1* edi¢do. Sao Paulo, 2004.

4) Titulo: Matematica para o Ensino Médio
Autor: Manoel Jairo Bezerra
Volume tnico. Editora Scipione, 5 edigcdo, Sao Paulo, 2002.

3.1 ESTUDO DO LIVRO DO PERIODO DO MOVIMENTO DA MATEMATICA
MODERNA: MATEMATICA NA ESCOLA RENOVADA'

Este livro € composto de doze capitulos. Nosso estudo esta centrado em dois deles, mais
precisamente os dois ultimos: Capitulo XI — Geometria: Volume dos Prismas e das Piramides
e, Capitulo XII — Geometria: Corpos Redondos.

O primeiro deles, como o proprio nome indica, ¢ mais especifico com relagdo a
abordagem do conceito de volume. Exceto a primeira sessdo que fornece algumas definigdes
importantes que serdo usadas no decorrer do capitulo, todo o restante ¢ dedicado
exclusivamente a abordagem do conceito de volume que inicia com uma referéncia aos
poliedros em geral, para depois tratar especificamente do volume dos prismas e das pirdmides.

O outro capitulo que estudaremos aborda por completo os corpos redondos (cilindro,
cone ¢ esfera): como sdo definidos, tipos especificos, conceito de area de superficie e conceito
de volume.

Assim, o conceito de 4rea ¢ um saber disponivel por ser visto em capitulo anterior ao

que aborda volume de prismas e pirdmides, ou no mesmo capitulo mas em sessdo

anterior a que aborda volume dos sélidos cilindro, cone e esfera.

Vamos a seguir, estudar como ¢ feita a abordagem do conceito de volume em cada um

destes capitulos.

3.1.1 Estudo da Abordagem

Abordagem do conceito de volume em: Geometria: Volume dos Prismas e das Piramides

! Scipione Di Pierr6 Netto e Célia Contin Gdes. Volume 2. Editora Saraiva, 2* edigdo.Sao0 Paulo,1973.
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A abordagem ¢ puramente formal e tem como suporte defini¢des, teoremas, corolarios e
postulado.

Considerando como saber disponivel a defini¢do de Poliedro, por ter sido vista em
capitulo anterior, este capitulo inicia-se com uma sessdo que apresenta algumas outras
defini¢des relativas a Poliedros que serdo usadas na abordagem do conceito de volume. Sao
elas:

a)Poliedros contiguos

Sao aqueles cuja intersec¢ao € um subconjunto de pontos de suas faces.

Se p; € p; sdo contiguos

p1 N p2 = subconjunto de uma face.

b)Soma de poliedros contiguos

A soma de 2 poliedros contiguos ¢ o poliedro formado pela reunido dos conjuntos

p1 € p2.
c)Poliedros congruentes
Dois poliedros s3o congruos quando, ¢ somente quando, t€ém respectivamente
congruentes as faces e os diedros formados pelos planos das faces. Indica-se
P =Ds
d)Soma de poliedros
Chama-se soma de 2 poliedros p; e p, a soma de 2 poliedros contiguos p’; € p’»
onde p, =p' e p,=p',.
e)Poliedros equicompostos
Dois poliedros sdo equicompostos se, € somente se, sdo soma de um mesmo
numero de poliedros respectivamente congruentes.(p.235-236)

Vejamos como ¢ dada a defini¢do de volume para poliedros em geral:

Seja A={p | p € poliedro} e consideremos a aplicagdo V, tal que
V:iA— R
p > V(p) obedecendo as seguintes condigdes:

a) p=p'=V(p)=V(p")

b) p e p’ sdo equicompostos = V(p) = V(p’)

c)p=pi+tp2 = V(p)=V(p1) + V(p2)

Uma unidade de volume, arbitrariamente escolhida, completa a fung¢do volume;
tomaremos como unidade o cubo de aresta unitaria. (p.236)

Cabe aqui destacar o tratamento dado:

Os poliedros sdao tratados como conjunto de pontos, pois se fala na intersec¢do de
poliedros, e esta intersecc¢ao resulta em um subconjunto onde os elementos sdo pontos de uma
face.

O volume dos poliedros de modo geral é definido como uma fungdo que associa a cada
poliedro um numero real positivo, tem como unidade o cubo de aresta unitaria e obedece
algumas condigdes. Sao elas:

Poliedros congruentes t€ém mesmo volume, condigdo que também ¢ valida para

poliedros equicompostos.
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Se um poliedro ¢ soma de outros dois, seu volume ¢ a soma dos volumes dos dois
poliedros que o compdem.

ApOs esta parte inicial, sdo definidas formulas que permitem calcular o volume do
paralelepipedo-retangulo (caso particular de prisma) e, a partir dele, um resultado obtido ¢
estendido para prismas de base qualquer.

Primeiramente ¢ feita a demonstracdo do seguinte Teorema: “Dois paralelepipedos que
tém duas dimensoes iguais e as terceiras, desiguais, tém volumes proporcionais as terceiras
dimensoes.” (p. 237)

E com base neste teorema que sera feita a demonstragio do proximo que, por sua vez,
apresenta uma formula para calcular o volume de qualquer paralelepipedo-retangulo, desde
que sejam conhecidas suas dimensdes.

Teorema: O volume de um paralelepipedo-retingulo é o produto de suas
dimensoes a, b, c.

Demonstracdo: Sejam os paralelepipedos: p(a,b,c), p’(ab,l1), p’(a,1,1) e
p’’(1,1,1)

Pelo teorema anterior:

I) M =< a e b sdo iguais
p'abl) 1
I M:é a e 1 sdo iguais
pl(all) 1
1) M . 1 e 1 sdo iguais
ALl 1

Multiplicando-se = membro a  membro: — === — ou

p(a,b,c)
p(LLID)
pla,b,c)=a-b-c = V=a-b-c (p.239)

O primeiro teorema diz que ha proporcionalidade entre uma dimensdo de um

=a-b-c ecomo p(l,1,1)=1 (unidade escolhida), vem:

paralelepipedo e outro que possuem a particularidade de terem as outras duas dimensdes
iguais. Escolhendo precisamente paralelepipedos que satisfazem estas condi¢des, mas que
também tém algo em comum com o cubo de aresta unitaria que foi escolhido como unidade
padrao de medida de volume, foi possivel, com o uso da operagao de multiplicacdo, encontrar
a proporcionalidade entre um paralelepipedo retdngulo qualquer e o cubo unitario p(1,1,1).
Um paralelepipedo-retangulo de dimensdes quaisquer estd para o cubo unitario, assim com o
produto de suas dimensdes esta para 1(um).

Logo, o volume (V) de um paralelepipedo-retangulo de dimensdes a,b,c ¢ dado por:

V=ab-c
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Como conseqiiéncia imediata do segundo teorema e usando o conceito de area como

saber disponivel segue o corolario:

O volume do paralelepipedo-retangulo é igual ao produto da drea da base pela
altura.

a-b= B (areadabase)
De fato, V =a-b-c e como

e c¢=h(altura)
V=B-h (p.239)

O Principio de Cavalieri* d4 condi¢des para garantir que o resultado deste coroldrio
pode ser estendido para prismas de base qualquer. Vejamos:

Por observacgdo da figura abaixo, conclui-se que “A e A’ sdo s6lidos de mesmo volume
ou solidos equivalentes” (p.239).0 mesmo pode-se dizer de B e B’.

(p.239)

(p.240)

Esta equivaléncia ¢ garantida pelo Principio de Cavalieri, dado como postulado e aceito
sem demonstragao:

“Dois solidos A e A’, tais que qualquer plano paralelo a um plano dado determina neles
se¢Oes equivalentes, sa0 solidos equivalentes.” (p.240)

Mas, o que garante que eles t€m mesmo volume?

Uma observacdo mais cuidadosa dos solidos A e A’, revela que eles satisfazem a
defini¢ao de poliedros equicompostos, pois a numeragdo indicada nos permite concluir que 1
(de A) ¢ congruente a 1(de A’) e que o mesmo acontece para 2. Entdo, pela condi¢do b da

funcdo volume, temos que V(A)=V(A’).

Quanto aos so6lidos B e B’, nota-se que satisfazem a defini¢cao de poliedros congruentes.
Logo, pela condi¢do a da fungao volume, tem-se V(B)=V(B’).

Observamos assim, que soOlidos equivalentes satisfazem também as condigdes
necessarias para terem mesmo volume.

? Bonaventura Cavalieri (1598-1647) era milanés, foi um dos matematicos mais influentes de sua época. Era de
familia nobre e seguiu a carreira religiosa paralelamente a atividade cientifica. Foi discipulo de Galileu Galilei
(1564-1642).
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O fato de solidos equivalentes terem mesmo volume leva a concluir que V' =B-h serve
para calcular o volume de qualquer prisma (desde que se conhega a medida da area da base ¢
da altura) com base na seguinte estratégia:

A formula ¢ valida para paralelepipedos-retangulos. Se, dado um prisma qualquer, for
possivel conseguir um paralelepipedo-retangulo de maneira que ambos satisfacam as
condi¢des do Principio de Cavalieri, eles serdo equivalentes e assim, terdo mesmo volume, o
que faz com que a férmula possa ser usada para calcular o volume de um prisma qualquer.
Segue, abaixo, como esta idéia foi apresentada:

Consideremos um prisma qualquer de base B ¢ altura h; seja o paralelepipedo-
retangulo cuja base € equivalente a B e cuja altura é também h.
Seja a o plano onde se apoiam as bases dos solidos descritos.

T

- i Y T
p, 2 S
M i // ; / g

P,
! = 2
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' 27240 4
1 |

|
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Entdo, qualquer plano paralelo a a determina secgdes equivalentes nos 2 solidos,
isto €, vale o Principio de Cavaliere e os so6lidos sdo equivalentes. Entdo o volume
do prisma ¢ igual ao volume do paralelepipedo-retangulo, ou seja:
V=B-h (p.240-241)
Com o objetivo de encontrar uma férmula para o célculo do volume de uma pirdmide

qualquer, sdo enunciados e demonstrados: um lema, um teorema e dois corolarios. Eles sdo
apresentados nesta ordem:

Lema: Duas piramides de bases equivalentes e de mesma altura sdo equivalentes.

(p-241)
Teorema: Todo prisma triangular € a soma de trés pirdmides equivalentes entre si.

(p-242)

Corolario 1: O volume de uma pirdmide triangular é um ter¢o do produto da area
da base pela altura. ( p.243)

Coroléario 2: O volume de uma pirdmide de base qualquer ¢ igual a um ter¢o do
produto da area da base pela altura. ( p.243)

A 1idéia geral, usada na demonstracgao destes resultados foi:

Mostra-se que, nas condi¢des do Principio de Cavalieri, duas piramides de bases
equivalentes (bases de mesma medida de area) e mesma altura, geram secgdes transversais
equivalentes e dessa forma sdo equivalentes.

Provando-se que todo prisma triangular é a soma de trés pirdmides equivalentes entre

si, € imediato que o volume de cada piramide sera a terca parte da medida do volume do
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prisma. A idéia para que esta afirmacgdo seja provada €: qualquer prisma triangular pode ser
dividido em trés piramides de base triangular de modo que, uma delas terd base equivalente e
mesma altura quando comparado separadamente as outras duas e, fazendo uso do lema,
garante-se que esta piramide sera equivalente a cada uma das demais. Usando a transitividade
tem-se que as trés serdo equivalentes entre si. Vimos anteriormente que poliedros equivalentes
tém mesmo volume. Logo, o volume de cada piramide tem mesma medida e a soma resulta no
volume do prisma triangular, o que permite concluir que o volume de uma pirdmide de base
triangular é um terco da area da base’ pela altura.

Para que este resultado seja estendido para uma piramide de base qualquer, é necessario
ter como saber disponivel que qualquer poligono pode ser dividido em triangulos. Aplicando
este conhecimento na base de uma piramide qualquer, esta ficard dividida em tridngulos e
como conseqiiéncia, a piramide como um todo, ficard dividida em piramides de base
triangular € mesma altura da pirdmide toda. A condi¢do c, da defini¢dao da fungdo volume nos
garante que o volume da piramide de base qualquer sera a soma dos volumes de cada uma das
piramides de base triangular.

Chamando-se By, By, Bs... as areas das bases das piramides triangulares e B, a area
da base da piramide toda, teremos:

V:%Bl.h + %Bzh + %B3h +...0u Vzg (B1+B2+B3+...)

Ou, v=_ph (p.244)
3

Esta formula permite calcular o volume de uma piramide qualquer, desde que se

conheca a medida da area de sua base, bem como a medida de sua altura.

Abordagem do conceito de volume em: Geometria: Corpos Redondos

Com o intuito de definir uma férmula para calcular o volume do cilindro, a abordagem
usada na dedu¢do da formula de um prisma qualquer ¢ retomada. Anteriormente usou-se um
paralelepipedo-retingulo em comparagdo com um prisma de base qualquer. Agora que a
formula para calcular o volume do prisma tornou-se um saber conhecido, este solido sera

usado nessa abordagem juntamente com o cilindro.

3 Na decomposi¢do do prisma triangular, duas das piramides conservam a base do prisma e a equivaléncia entre
as trés garante que a formula do volume serve para todas.
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(p.257)

Colocando-se um cilindro e um prisma qualquer de mesma altura h e com bases
equivalentes sobre um mesmo plano a , verifica-se que qualquer plano paralelo a a determina
em ambos os solidos secgdes equivalentes. Entdo pelo principio de Cavalieri, estes solidos sdao
equivalentes e, portanto t€ém mesmo volume (veja pagina 17).

Como as bases dos so6lidos sdo equivalentes, a altura ¢ a mesma e concluiu-se que eles
tém mesmo volume, ¢ valido que o volume de um cilindro também ¢ dado pelo produto da

area de sua base pela altura:

Na abordagem do volume do cone foram usados os saberes: semelhanca de triangulos,
proporcionalidade ¢ a formula do volume da piramide, aqui considerada conhecida por ter
sido estudada anteriormente. Nota-se que ¢ o principio de Cavaliere que novamente permite o
desfecho da abordagem de volume para mais um sélido.

Inicialmente s3o estabelecidas condi¢des que permitem a obteng¢do de dois resultados
auxiliares. Vejamos de que maneira isso ¢ feito:

Consideremos um cone cuja base de raio R esta contida no plano o e cuja altura ¢é
h. Seja o’ um plano paralelo a a, cuja distancia ao vértice € k e cuja sec¢do ¢ um
circulo de raio r.

a) Nas condigdes enunciadas,
R h
=== m
r k

como se pode concluir da semelhanga dos triangulos.

b) Sendo B a area da base do cone e B’ a area da secg¢do em o’
B _h’
—=— (1) (p.257)
Bk’

Vamos agora detalhar a demonstracdo dada:
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Para compreender as condigdes e os resultados acima, ¢ necessario conhecer o conteudo
semelhanga de triangulos. Na figura apresentada, devem ser reconhecidos dois tridngulos
retangulos dentro do cone: um maior, com catetos de medida h e R e outro menor, com

catetos de medida k er.

AA
k
\ Al \
|- b ’
v.[]
< AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA R AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA >

Tendo claro este raciocinio € possivel notar que R estd para r, assim como h estd para
k, como mostra o resultado (I).
Trabalhando a igualdade (I), chega-se ao resultado (II), mostrado em b.

R e r sdo raios dos circulos B e B’. elevando-se ambos os membros de (I) ao quadrado

R> N
vem: r—z :k_2

Multiplicando o membro esquerdo por z (que ndo altera a igualdade, pois Ezl)
Vs V4

T-R* I’

temos: —=—
Tr k

Mas, por hipétese B=n.R? ¢ B’=n.r’.
B _n

Logo: —=—
B' k

Finalmente enuncia-se a relagdo que permite calcular o volume de um cone:

“O volume de um cone ¢ igual a um terco do produto da area da base pela
altura.”(p.258)

. 1
Na demonstragdo da validade da férmula: V=§ B.h para o céalculo do volume do cone,

usou-se um cone ¢ uma pirdmide de mesma altura e bases equivalentes colocados sobre um
mesmo plano o . Tomando-se um plano paralelo a a (a’), chama-se B’ ¢ B” as sec¢des da

piramide e do cone, em «’, respectivamente. Os so6lidos foram tomados nas condi¢cdes do
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principio de Cavalieri, assim sendo, provando que B’ ¢ B” sdo secgdes equivalentes, tem-se
por conseqiiéncia que os solidos sdo equivalentes € t€ém mesmo volume.

Para provar que B’ e B” sdo equivalentes usa-se os resultados (I) e (II).
. A 1
Como ja se sabe que o volume da piramide ¢ calculado pela formula V=§B.h, sendo

iguais os volumes da pirdmide e do cone, a formula também ¢ valida para calcular o volume
de cone.
Logo,conhecendo a area da base do cone e a medida de sua altura, o volume ¢ dado por:
1
V=—B.h
3
Com o intuito de usar novamente a equivaléncia entre dois so6lidos e o principio de
Cavaliere para justificar o calculo do volume da esfera, faz-se necessario primeiramente
conhecer outras duas definigoes:

Consideremos um cilindro eqiiilatero de raio R e seja M o ponto médio de seu
eixo.

Chama-se clepsidra a reunido dos dois cones de revolugdo cujas bases sdo as bases
do cilindro e cujo vértice comum € M.

Chama-se anticlepsidra o conjunto dos pontos do cilindro eqiiilatero que ndo
pertencem a clepsidra. (p.262-263)

Observe a figura:

Conforme visto anteriormente, sélidos equivalentes tém mesmo volume.

Com base nesta afirmagao, ao se mostrar que a esfera de raio r e a anticlepsidra obtida a
partir de um cilindro eqiiilatero de raio r (onde h = 2r) sdo equivalentes, por apresentarem
seccoes equivalentes no plano o’ paralelo ao plano a onde estdo apoiadas (o que ¢ possivel
usando semelhanca de tridngulos e o principio de Cavalieri), tem-se que, para ambas, o

volume € 0 mesmo.
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(p.263)
A secc¢do determinada na esfera pelo plano o’ € um circulo de raio r’ e cuja area S ¢
dada por: S=n.r? = S=n(>-d%)
A secgdo determinada na anticlepsidra, pelo plano a’, é uma coroa circular de raios
rer” e cujaaarea S’ é dada por: S’=m (r-r'?) (p.264)

Vamos detalhar um triangulo visto no cilindro da figura acima:

Por semelhanca de tridngulos, temos:

d r
—=—= r"=d e, portanto, S’= 7 (*-d%)
"o

Entdo concluimos que S = S’, isto €, qualquer plano paralelo ao plano a determina
secgdes equivalentes nos dois solidos e, portanto vale o Principio de Cavalieri.
Assim, os solidos sdo equivalentes. (264)

Logo, tém mesmo volume.

Em outras palavras, a férmula usada para calcular o volume da esfera de raio r, ¢ na
verdade a féormula deduzida para calcular o volume de uma anticlepsidra obtida a partir de um
cilindro de mesmo raio.

As formulas usadas para o calculo de volume do cilindro e do cone ja sdo saberes

disponiveis neste ponto da abordagem. De posse delas, ¢ possivel descobrir como calcular o
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volume da anticlepsidra. “Este ¢ o volume do cilindro eqiilatero de raio r, menos os volumes
dos 2 cones de raio r e de altura r.” (p.264)*

Assim sendo, temos:

Volume do cilindro eqiiilatero (h=2r):

VlzB-h:ﬂ:'rz'(Z‘l"):zﬂ:r3

3

Volume do cone de altura igual ao raio da base (r): V, = %B h==-7m-r’ - (r)==-71

1
3

W | —

O volume da anticlepsidra ¢ dado por:
V=v -2V,

V=2xr —27273 =i7rr3
3 3

Como foi visto, a anticlepsidra e a esfera de raio r ttm mesmo volume. Logo, a formula
que fornece o volume da esfera sendo conhecida a medida de seu raio ¢:

Vziﬁﬁ
3

Concluséo

Nos dois capitulos que contemplam a abordagem do conceito de volume para os s6lidos
prismas, piramides, cilindro, cone e esfera observou-se um estudo formal. As dedugdes sao
feitas a partir de defini¢des, teoremas e corolarios de maneira sistematica.

Todos os saberes ndo abordados em capitulos anteriores ou que o aluno ja deve trazer
como bagagem em seu curriculo escolar, sdo introduzidos na abordagem a medida que se
fazem necessarios. Foi assim com as definigdes que envolvem poliedros vistas no inicio e
também com as defini¢des de clepsidra e anticlepsidra necessarias na abordagem do volume
da esfera.

O saber semelhanca de triangulos € usado em diversos pontos da abordagem e a maneira
como ¢ citado leva-nos a supor que ja deve ser de dominio do aluno.

O Principio de Cavalieri ¢ usado na abordagem do volume de todos os sélidos, com
exce¢do do paralelepipedo, cujo volume foi abordado via demonstragdo de teorema.

Neste livro, destacamos o uso da Teoria de Conjuntos e de Fungdes, além do aspecto
formal da abordagem. Esta abordagem se justifica pela reforma de ensino realizada via a Lei
5692, a Matematica Moderna, implantada nos anos 70, que visava um ensino mais proximo

do saber matematico teorico.

* Para visualizar esta afirmagdo observe novamente a figura mostrada logo ap6s as defini¢des de clepsidra
e anticlepsidra na pagina 22.
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3.1.2 Estudo dos Exercicios Propostos nos capitulos Geometria: Volume dos Prismas e das
Piramides e Geometria: Corpos Redondos

Nos capitulos em que se apresenta a abordagem de volume dos sélidos, identificamos

um total de 80 exercicios propostos. Deste total, 38 envolvem o conceito de volume.

3.1.2.a Estudo dos Exercicios Segundo a Tarefa Proposta

Listamos abaixo os tipos de tarefas encontradas nos 38 exercicios que envolvem o
conceito de volume e, junto a cada tipo de tarefa, apresentamos um exercicio resolvido.
Tarefa 1: Calcular volume de sélidos

Exercicio (n° 5-pag 260) — Calcular o volume de um cone de 8m de altura e 10,5m de raio.

Resolugdo: h=8m r=10,5m

Vc()ne = ﬂrz h
3
2
:%:29%

Resposta: O cone tem volume igual a 2941 m”.

Tarefa 2: Calcular a medida de algum elemento do sélido, conhecendo o volume do

solido.

Exercicio (n° 10-pag 247) — Calcular a aresta do tetraedro regular cujo volume ¢é 18\/5 m’.
a’\2

12

Resolugdo: o volume de um tetraedro de aresta a é dado por: V' =

N2, 21643
=a =

12 V2

Resposta: A aresta do tetraedro mede 3%/96m

Entdo temos: 18\/5 = —a’ = 108\/3 =a= 3%

Tarefa 3: Determinar a razao entre as medidas de volume de dois s6lidos

Exercicio (n° 15-pag.261) — Dado um retangulo de lados de medidas a e b, considera-se o
cilindro gerado pela rotagdo do retdngulo em torno do lado que mede a, e o cilindro gerado pelo
mesmo retangulo, quando gira em torno do lado que mede b. Determinar a razio entre os
volumes e a razdo entre as areas totais dos 2 cilindros.

(vamos resolver apenas a tarefa referente ao volume)

Resolucdo: O cilindro gerado pela rotagcdo do retdngulo em torno do lado a, tem raio (r) de
medida b e altura (h) de medida a . Logo, seu volume (V) sera:

_ 2
Vcilindro =7n-r -h
2
Vi=rm-b"-a

O cilindro gerado pela rotacdo do retangulo em torno do lado b, tem raio (r) de medida a e
altura (h) de medida b . Logo, seu volume (V,) sera:
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V,=r-a-b
. .V T b*-a b
Logo a razo entre os volumes ¢: —=———=—
V, m-a”-b a
Tarefa 4: Calcular a area conhecendo o volume do solido.
Exercicio (n° 10-pag.265) — O volume de uma esfera é 288m m’. Calcular a area da esfera.

Resolucgdo: V'

esfera

4
:§-7r-r3. Entdo temos: 2887zm’ :§-7z-r3 o que nos da » = 6m

Sabendo que A4 =4.7-r*, temos para uma esfera de r = 6m :

esfera

A=4-7-(6m)* =1447xm*
Resposta: A area da esfera é de 144m m®.

Tarefa 5: Calcular a diferenga entre as medidas de volume de dois solidos.

Exercicio (n° 7-pag.266) — Um cone eqiiilatero esta inscrito em uma esfera de raio 2m. Calcular
o0 excesso de volume da esfera sobre o cone.

Resolucdo: Sejar o raio e h a altura do cone eqiiilatero e R o raio da esfera.

2R

Nas condig¢des do problema temos que » =—
2-2m) 4

Sabendo que R =2m, temos: 7 = (3 ) = E

8
Como & =2-r (cone eqiiilatero), s = Em

2
Logo. 7 =§n-r2.h=§ﬂ.[ij 3_128

‘ =—7
cone 3 3 o
V esra =£”"’3 =i7r'(2m)3 =£7rm3
2 12
Vebjéra _chne = 3_72'—_871- m3 :Eﬂ'mS
3 81 81

736
Resposta: O excesso de volume da esfera sobre o cone é de qﬁm3 .

Ao estudarmos os 38 exercicios que envolvem o conceito de volume identificamos 5

tarefas conforme apresentamos na tabela seguinte, juntamente com o respectivo numero de

exercicios que apresentam tais tarefas.

de volume de dois solidos

Tarefa Numero de Exercicios que apresentam
a Tarefa
1) Calcular volume de sélidos 17
2) Calcular a medida de algum elemento 08
do s6lido, conhecendo o volume do solido
3) Determinar a razdo entre as medidas 04
de volume de dois so6lidos
4) Calcular a area conhecendo o volume 04
do solido
5) Calcular a diferenca entre as medidas 05




Destacamos que a tarefa “calcular volume de s6lidos” se apresenta em maior nimero dentre
os exercicios pois, 17 de 38 sdo deste tipo. Em cada exercicio desta tarefa, apenas um sélido
¢ objeto de estudo como veremos abaixo.

Destacamos também que “calcular volume” é subtarefa’, de apenas uma das quatro
tarefas restantes: “calcular a diferenga entre as medidas de volume de dois sélidos”. Como
subtarefa temos 10 situagdes que envolvem célculo de volume.

A tabela seguinte explicita os s6lidos que sdo objetos de estudo da tarefa “calcular

volume”, como também aqueles dos quais se calcula o volume como subtarefa.

Solido Célculo do volume Célculo do volume
como tarefa como subtarefa
Prisma triangular regular 01 -
Prisma triangular obliquo 01 -
Piramide hexagonal 02 -
regular
Pirdmide triangular regular 01 -
Cilindro eqiiilatero 01 -
Cilindro reto 01 02
Cone eqiiilatero 01 01
Cone nio eqiiilatero 06 03
Esfera 03 04
Total 17 10

Esta tabela nos chama aten¢do para 6 de 17 exercicios envolvendo o cone ndo
eqiiilatero.

Com base na primeira tabela, podemos destacar ainda, a tarefa “Calcular a medida de
algum elemento do so6lido, conhecendo o volume” por estar presente em 8 de 38 exercicios.

As demais tarefas estdo presentes em praticamente uma mesma quantidade de

exercicios.

3.1.2.b Estudo dos exercicios quanto a presenca e funcao de Figuras

Dentre os 38 exercicios que envolvem o conceito de volume, nenhum apresenta figura
no enunciado.

Vale destacar que dentre os demais exercicios (42 de 80), que estdo presentes nos
capitulos que analisamos, apenas dois apresentam figura, sendo que em um deles a funcgdo da

figura ¢ de completar o enunciado e no outro a fungdo ¢ de ilustré-lo apenas.

> A subtarefa ¢ uma tarefa auxiliar necessaria para que a tarefa propria do exercicio seja cumprida.
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3.2 ESTUDO DO LIVRO DO PERIODO APOS 1990 — MATEMATICA®

Os solidos, os quais sdo objetos de nosso estudo, sdo apresentados no capitulo de
nimero 9, intitulado por Geometria Espacial Métrica que esta dividido em dezenove sessdes,
onde trata, separadamente particularidades de cada tipo de solido: definicdo, classificagdo,
elementos, area de superficie e volume, entre outras...

O livro ndo apresenta uma sessdo especifica para abordar o conceito de volume.
Faremos um estudo das sessdes 3,7,11,15 e 18 onde nosso objeto de estudo — volume — ¢
abordado.

Cabe destacar que ao abordar o conceito de volume para cada um dos solidos (com
excecao da esfera), o conceito de area ¢ considerado um saber disponivel, apresentado em
sessoOes anteriores € complementado por um apéndice no final do livro que contém foérmulas

de areas de figuras planas.

3.2.1 Estudo da Abordagem

O primeiro s6lido apresentado para estudar o volume € o prisma.

O volume do prisma ¢ apresentado na terceira sessdo do capitulo Geometria Espacial
Meétrica.

A abordagem ¢ feita a partir de um exemplo particular: “paralelepipedo reto de
dimensdes 6 cm, 4 cm e 2 cm, tomando como unidade de medida um cubo de 1 cm®.”

O paralelepipedo ¢ dividido em 48 cm® de maneira que o aluno visualiza e pode contar o
namero de cubos de 1 cm® que cabem no prisma. Ao total de cubos ¢ associado o produto das
medidas do paralelepipedo (largura, comprimento, altura), ou seja, o aluno identifica que o
produto das dimensdes do papalelepipedo coincide com a quantidade de cubos unitarios que
preenchem totalmente o mesmo, o que indica seu volume.

A generalizacéo

A partir do exemplo particular que descrevemos, a féormula do volume do prisma ¢

apresentada:

Um prisma reto retangulo de dimensdes genéricas a,b,c tem seu volume dado por:
V=a.b.c

Como a . b ¢ a area da base do prisma e ¢ sua altura, dizemos que o volume é
dado por : V = SgH onde: Sg = area da base ; H = altura
(p.376)

6 Maria Helena Soares de Souza e Walter Spinelli. Volume 2.Editora Scipione, Sdo Paulo, 1996.
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Determinacdo do volume de prismas - O Principio de Cavalieri para validar a formula
V= SB .H

Quando em um prisma tragamos um plano a, paralelo aos planos das bases e que
intercepta o prisma, a figura resultante da intersec¢do do plano o com o prisma chamamos de
secgdo transversal.

Com base na situacdo-problema: calcular o volume de outros tipos de prisma, o
Principio de Cavalieri ¢ abordado como postulado:

Dados dois soélidos apoiados em um plano o. Todo plano paralelo a o deve
interceptar igualmente os solidos. Se as secc¢Oes transversais sdo figuras de mesma
area , entdo os so6lidos tém mesmo volume.(p.377)

O célculo do volume do paralelepipedo ja foi explicitado. Entdo, dado um prisma de
base qualquer, ¢ possivel construir um paralelepipedo cuja 4rea de sua base seja
numericamente igual a area da base do prisma dado. Apoiando ambos em um plano o
qualquer e satisfazendo-se as condi¢des do Principio de Cavalieri conclui-se que o volume do
prisma pode ser dado por:

V=Ss.H

Volume do Cilindro

Para estudar a abordagem do conceito de volume do cilindro nos voltaremos para a
sétima sessdo do capitulo Geometria Espacial Métrica.

A abordagem ¢ feita por comparagdo entre prismas e cilindro, de maneira que os
solidos tenham bases de mesma area, sec¢des transversais de mesma area ¢ ainda mesma
altura, obedecendo as condigdes do Principio de Cavalieri. Levando entdo a concluir que os

solidos tém mesmo volume. Observe a figura:
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Observa-se que a propriedade da transitividade ¢ usada como um saber implicito, pois
o Principio de Cavalieri foi enunciado anteriormente para dois sélidos. E preciso se atentar de
que o volume do cilindro ¢ igual ao volume do prisma de base triangular e este, por sua vez, ¢
igual ao volume do paralelepipedo — desde que a area da base do prisma triangular seja igual a
area da base do paralelepipedo — do qual foi dito por primeiro que o volume ¢ dado pelo
produto da area da base pela medida da altura.

Com base neste raciocinio € possivel concluir que o volume de cilindro também ¢ dado
por:

V=Sg.H
Onde Sg=m.R?, porque a base do cilindro é um circulo.

Assim, o volume de cilindro ¢ dado por:  V=n.R*.H

Volume da Piramide

O estudo da décima primeira sessdo do capitulo Geometria Espacial Meétrica, nos
permite estudar a abordagem do conceito de volume de pirdmides.

Considerando como situacao-problema: verificar se um prisma e uma pirdmide de
mesma area da base tém mesmo volume, tracando planos paralelos as bases de ambos que
interceptam os dois solidos, observa-se que as secgdes transversais ndo tém areas iguais. As
areas de seccdo transversal do prisma sdo maiores que as da piramide.

Logo, ndo se verifica a hipdtese do Principio de Cavalieri, e, conseqiientemente os solidos
tém volumes diferentes.

Por deducdo empirica, mas que uma analise formal também poderia ser feita, através da
observacdo da figura seguinte, um prisma reto de base triangular pode ser dividido em trés

piramides de mesmo volume entre si.
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(p.402)

J& sabendo que o volume de um prisma ¢ dado pelo produto da area da base pela medida
da altura (V = Sg . H) e aliando esse saber a observacdo da figura, ¢ possivel concluir que
cada piramide tera volume igual a um terco do volume do prisma.

1
Vpiramide™ 3 Sg.H

Assim, ¢ generalizada a formula para o célculo do volume de qualquer piramide.

A partir da expressdo qualquer pirdmide,também usada no livro, pode-se entender que o
volume de pirdmides que t€ém como base outras figuras planas diferentes do tridngulo também
¢ calculado desta maneira. Fica implicito que se pode conseguir piramides de outras bases
cuja area da base seja a mesma de uma pirdmide de base triangular e que as areas de cada
seccdo transversal sejam também iguais para ambas as piramides, a fim de que se possa
constatar — usando o Principio de Cavalieri — que os tipos de piramides diferentes terdo o

mesmo volume e, portanto, pode ser calculado da mesma maneira.
VVolume do Cone Reto

Com base na décima quinta sessao do capitulo Geometria Espacial Métrica, sera feito o
estudo da abordagem do conceito de volume do cone reto.

Por comparac¢do de um cone com uma pirdmide de mesma altura e mesma area da base,
conclui-se que as dreas de sec¢do transversal também sdo iguais.

Essa conclusdo ¢ obtida por observacao da figura seguinte e usa implicitamente o
conceito de semelhanga de figuras: E, € proporcional a E’; , assim como E; € proporcional a
E’», e sendo o plano de sec¢do paralelo ao plano que contém as bases dos solidos, a constante
de proporcionalidade ¢ a mesma nos dois casos. Lembrando que foram tomadas bases de

mesma area, pode-se concluir que E’1=E’;.
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i (p.417)

Com as hipdteses satisfeitas, usa-se o Principio de Cavalieri novamente para obter

Vone™ Vpiramide™ % Sg.H

2 . r ’
Para o cone, Sg=7 . R”, pois a base do cone é um circulo.

Entdo: Veone= — 1t R?H

W | =

Volume da Esfera

O estudo da abordagem do conceito de volume da esfera serd feito com base na décima

oitava sessao de capitulo Geometria Espacial Métrica.
A formula para o calculo do volume da esfera ¢ fornecida como postulado e sem

justificativa:
4 3 .
Vesfora= 5 .t.R” onde R € o raio da esfera.

Nessa mesma sessao ¢ fornecida também como postulado, a féormula para o célculo de

area da superficie da esfera:
2 r .
Sestera = 4.1.R”~ onde R é o raio da esfera.

A esfera vem a ser o Unico, dos sélidos em estudo, em que o conceito de area ndo pode

ser considerado um saber disponivel pois ¢ apresentado juntamente com o conceito de

volume.

Concluséao

Na abordagem do conceito de volume segundo o livro “Matematica”, vemos que:
As figuras desempenham um papel importante na compreensao do conceito. Elas tém a

funcdo de ilustrar. Na abordagem do conceito de volume da piramide uma observagao

empirica foi proposta.
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O conceito de volume de cada solido esta relacionado com o conceito de area e, com
excecdo da esfera, esse saber ¢ considerado um saber disponivel estudado em sessdes
anteriores;

O Principio de Cavalieri,fornecido como postulado, ¢ usado para justificar as técnicas
de célculo de volume, ou seja, as férmulas.

Identificam-se dois saberes implicitos: a propriedade da transitividade € o conceito de

semelhanca de figuras,

3.2.2 Estudo dos Exercicios das sessdes de volume dos solidos apresentados no capitulo
Geometria Espacial Métrica

As sessoes do capitulo Geometria Espacial Métrica que abordam o conceito de volume
dos soélidos, apresentam um total de 58 Exercicios Propostos de Fixagdo. 40 destes 58

exercicios, envolvem o conceito de volume.

3.2.2.a Estudo dos Exercicios segundo a Tarefa proposta

Nestes 40 exercicios identificamos mais 6 tarefas diferentes, além de algumas ja
identificadas nos exercicios do livro anterior. Apresentamos aqui as novas tarefas, dando um
exemplo com sua respectiva resolucao.

Tarefa 6: Calcular a capacidade em litros de um solido.

Exercicio (n° 37-pag.389) — Uma piscina circular tem 40m de diametro e 3m de profundidade.
Determine a sua capacidade em litros.

Resolucdo: A piscina tem a forma de um cilindro cujo raio (r) mede 20m e a altura (h) mede 3m.

2
Sabemos que V., ., =77 -h

Entdo temos V = 77 -(20m)° -3m =1200zm’

Usando a relagio entre medida de volume e de capacidade: 1m> =1000/itros

Temos : 12007 -1000 =1.200.0007
Resposta: A capacidade da piscina ¢ de 1.200.0007 litros.

Tarefa 7: Calcular a massa de solidos usando os conceitos de volume e densidade.

Exercicio (n° 39-item b-pag.390) — Uma peca de ferro, representada na figura, ¢ um cilindro
com um buraco na forma de prisma hexagonal regular de mesma altura. Qual ¢ a sua massa,
sabendo que a densidade do ferro é 7,8 g/cm” ?
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Dados:

e R=2cm

e H=5cm
e/ =1075cm
e =314

e V3 =18

-V

prisma

Resolugdo: O volume da peca € dado por: V' =V

cilindro
2
3 zz V3 HJ

Substituindo os dados do problema na relagdo acima e aproximando o valor de & por 3,14
temos:

V =62,8cm® —7,6cm> =552cm’

A densidade do ferro é de 7,8 g/cm’ entdo, usando regra de trés, calculamos a massa (m) da
pega:

78g — lem’

V:(7z~R2-H)—(

m— 552cm’

m=430,56g
Resposta: A massa da peca é de 430,56g.

Tarefa 8: Aplicar o volume de s6lidos de tipos distintos para determinar quantidades.

Exercicio (n° 106-item a-pag.429) — Uma lata de ervilhas cilindrica tem didmetro da base 8cm e
altura 10cm. Cada ervilha tem 6mm de diametro e a lata contém 10% de sua capacidade em
liquido. Pergunta-se qual ¢ o nimero aproximado de ervilhas na lata?

Resolucao: Pelos dados do problema podemos escrever: raio da lata (R) = 4cm; altura da lata
(H) = 10cm; raio de uma ervilha (r) = 3mm.

V, =x-R*-H=r-(4cm)* -10cm =160zxcm’

lata
4 3

Vo itha :§-7r-r :§-7r-(3mm)3 =36xmm’

e

liquido

Viia =V,

lata liquido

=10%de160zcm’® =167cm® Entdo o volume ocupado pelas ervilhas é:

=144xcm’

Usando regra de trés podemos calcular o nimero de ervilhas contidas na lata:
367 -10" cm’® — lervilha

18,4cm> — x ervilhas

x =4000 ervilhas
Resposta: O niimero aproximado de ervilhas na lata ¢ de 4000.

Tarefa 9: Aplicar a definicao de volume de um ou mais tipos de solido.

Exercicio (n° 25-péag. 380) — Um tanque em forma de paralelepipedo reto retangulo ndo esta
completamente cheio de dgua. Suas medidas sdo: 6m de comprimento, 3m de largura e 2m de
profundidade. Ao atirarmos nele um objeto, o nivel da agua sobe 0,5m. Qual é o volume desse
objeto?
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Resolugdo: O volume do objeto ¢ igual ao volume que excede com o aumento do nivel da agua.
Como o nivel da agua sobe 0,5m, o volume excedente ¢ o volume de um paralelepipedo de
mesma medida de area da base que o tanque e altura 0,5m.

Logo, V' =(6-3-0.5)m’> =9m’

Resposta: O volume do objeto ¢ de 9m’.

Tarefa 10: Calcular porcentagem usando volume

Exercicio (n° 42-item b-pag.391) — Uma caixa de cigarros de chocolate é um paralelepipedo reto
retangulo. Pede-se a porcentagem de ar dentro da caixa.
Faca m = 3,14 e aproximagdo de 0,1.

CHOCOLATE

VA CAIXA VISTA

F—=6cm ¢ DE CIMA

Resolucdo: O volume total de chocolate da caixa é de aproximadamente 68cm”.

Voo =(6-6-2,8)cm’ =86,4cm’

V. =(86,4—68)cm’ =18,4cm’ (volume total da caixa menos o volume de chocolate)
Usando regra de trés fazemos:

86,4cm3 —100%

18,4cm” — x%

x=21,3%

Resposta: A porcentagem de ar é de aproximadamente 21,3%.

Tarefa 11: Identificar entre dois sdlidos de tipos diferentes de mesma area, qual tem
maior volume.
Exercicio (n° 111-pag 429) — Um cubo e uma esfera t€ém a mesma area de superficie. Qual deles

tem maior volume?

Resolugio: A area do cubo de aresta a é dadapor: 4., =6-a” e a area da esfera de raio r por:

cubo

_ 2

Aesfem =4.-7-r

Fazendo 4., = 4,4, temos 6- a’ =4-7-r*, que nos permite expressar a em fungio de r :
Vs

a=2r.|]— (O
6

3

. 4
Sabemos que o volume da esfera de raio r ¢ expressopor V, = E /2

sfera

3

O volume do cubo de aresta a ¢ calculado usando: V', =a

3
4
Entéo, usando (I) temos: V_, = (2 r\/%] = 3 zr’ \/% € como \/% <1, o volume do

cubo é menor que o volume da esfera.
Resposta: A esfera tem maior volume.
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Apresentamos na tabela abaixo, a lista das tarefas identificadas com o respectivo niimero de

exercicios que apresentam tais tarefas.

Tarefa

NuUmero de Exercicios que
apresentam a Tarefa

1) Calcular volume de sélidos 22
2) Calcular a medida de algum elemento 7
do solido, conhecendo o volume do sélido
3) Determinar a razao entre as medidas 3
de volume de dois solidos
4) Calcular a area conhecendo o volume -
do soélido
5) Calcular a diferenga entre as medidas -
de volume de dois solidos
6) Calcular a capacidade em litros de um 2
solido.
7) Calcular a massa de sélidos usando 2
os conceitos de volume e densidade.
8) Aplicar o volume de solidos de tipos 2
distintos para determinar quantidades.
9) Aplicar a defini¢do de volume de um 2
ou mais tipos de soélido.
10) Calcular porcentagem usando 2
volume
11) Identificar entre dois so6lidos de tipos 1

diferentes de mesma area, qual tem maior
volume.

De acordo com a tabela, podemos observar que a tarefa mais presente entre os

exercicios ¢ a de “Calcular volume de so6lidos”, pois 22 de 40 exercicios apresentam esta

tarefa.

Em alguns exercicios que apresentam por tarefa “calcular volume de solidos”, mais de
um solido ¢ objeto de estudo. Assim, nos 22 exercicios, temos 25 célculos de volume

diferentes. Como subtarefa de exercicios que apresentam outras tarefas, temos 19 calculos de

volume. A tabela seguinte nos mostra claramente estes dados.

Calcular volume de so6lidos
Sélido Como Tarefa Como subtarefa
Prisma de base hexagonal regular 3 2
Prisma de base triangular regular 1 4
Prisma quadrangular obliquo 1 -
Prisma de base em forma de trapézio isdsceles 1 -
Paralelepipedo 3 4
Cubo 2 -
Piramide triangular regular 0 1
Piramide quadrangular regular 2 -
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Pirdmide hexagonal regular 1 -
Piramide octogonal regular 1 -
Tetraedro 4 -
Cone eqiiilatero 1 -
Cone ndo equilatero 0 1
Cilindro 3 5
Esfera 1 2
Semi esfera 1 -
Total 25 19

Notamos, segundo a tabela que, dos 25 sdlidos que sdo objetos da tarefa “calcular
volume”, 11 sdo prismas, 8 sdo piramides, 3 sdo cilindros, 1 € cone, 1 ¢ esfera e 1 é semi-
esfera.

Os solidos do tipo prisma se destacam nesta tarefa pela presenca em maior nimero (11
de 25), bem como as piramides (8 de 25) e, em particular, o tetraedro (4 de 8).

O calculo de volume de prismas destaca-se também como subtarefa, (10 de 19).

Conforme a primeira tabela, observamos também a énfase dada a tarefa “Calcular a
medida de algum elemento do so6lido, conhecendo a medida de seu volume”, esta tarefa esta

presente em 7 dos 40 exercicios.

3.2.2.b Estudo dos Exercicios quanto a presenga e fungdo de Figuras

A tabela abaixo da informagdes quanto a presenga de figuras nos 40 exercicios que

envolvem o conceito de volume.

Presenca (ou ndo) de figura; Numero de
Funcéo da figura quando presente; exercicios
Nao apresentam figuras 29
Exercicios nos quais a figura tem por fungdo completar o 11

enunciado

Exercicios nos quais a figura apenas ilustra o enunciado -

Exercicios nos quais a figura fornece uma hipotese a mais -

para ajudar na resolugéo
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Observando a tabela, notamos que 11 sobre 40 exercicios de fixacdo, que envolvem o
conceito de volume, apresentam figuras.

Destacamos que todas as figuras presentes no enunciado dos exercicios t€m por fungdo
completar o mesmo, ou seja, fornecem dados necessarios na resolucdo do exercicio. Nao
foram identificados exercicios que apresentam figuras do tipo ilustrativas nem tampouco

exercicios onde a figura fornega alguma hipdtese a mais que auxilie na resolugao.

3.3 ESTUDO DE LIVROS DA ATUALIDADE (2002 / 2004)

Do periodo atual, apresentamos o estudo de dois livros didaticos, com o intuito de

identificar diferencas na abordagem.

3.3.1 Estudo do livro Matemdtica - Projeto Escola e Cidadania para todos’

Este livro ¢ composto de onze modulos. Nosso estudo estd centrado em dois deles:
“Olhando por esse Prisma” ¢ “Tudo o que Rola”.

O modulo “Olhando por esse Prisma” apresenta como conteudos a caracterizagao, os
elementos e os conceitos de area de superficie e volume dos Prismas e Piramides.

O modulo “Tudo o que Rola” apresenta elementos, caracterizagdo e conceitos de area de
superficie e volume dos solidos: cilindro, cone e esfera; denominados nessa abordagem de
corpos redondos.

Em ambos os modulos € perceptivel a preocupagao dos autores em relacionar o estudo
dos solidos com as construgdes arquitetonicas ¢ exemplos da natureza encontrados no dia-a-
dia. Para isso, cita na abordagem: os alvéolos das colméias de abelhas (p.49), a pirdmide de
Quéops do Egito (p.53), os projetos arquitetonicos de Oscar Niemeyer (p.62) e o planeta
Terra (p.72)

Vejamos a seguir com mais detalhes, como ¢ feita a abordagem do conceito de volume

dos solidos dentro destes modulos.

3.3.1.1 Estudo da Abordagem

Volume de Prismas e Piramides

Inicia-se o estudo do volume de prismas com algumas consideragdes importantes.

7 Maria J.C. de Vasconcelos, Maria Terezinha Scordamaglio e Suzana Laino Candido. 3* série. Ensino Médio.
Editora do Brasil. 1* edigdo. Sdo Paulo, 2004.
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O conceito de volume e de medir sdo estabelecidos e o cubo ¢é apresentado como padrao

apropriado de unidade de medida de volume para os sélidos:
“O volume de um solido ¢ a medida do espago que ele ocupa.
Como medir é comparar grandezas, para dar a medida do volume de um soélido
precisamos compara-lo ao volume de um soélido padrdo. Por uma questdo de
praticidade, os solidos usados como padrdo de volume sdo os cubos, porque suas
arestas tém todas a mesma medida.” (p.47)

O primeiro prisma, sobre o qual se faz o estudo do volume ¢ o bloco retangular. O
conceito de medida de volume ¢ apresentado por meio de uma ilustracdo e via estudo de uma
situagdo problema conforme segue:

A figura de um bloco retangular de 3 cm de altura, 4 cm de comprimento e 2 cm de

largura ¢ apresentada.

(p47)
A medida do volume (V) do bloco ilustrativo é fornecida diretamente: V =24 c¢m’ (sem

calculos), acompanhada da seguinte justificativa: “O volume deste bloco retangular ¢ V =24
cm’ , porque ele ocupa o espago equivalente ao de 24 cubos de 1cm de aresta.”(p.47)

A partir do nimero de camadas, nimero de filas em cada uma das camadas e numero de
blocos de 1 cm” presentes em cada fila, o calculo do volume do bloco retangular do exemplo é
apresentado: V =4.2.3 =24 cm’

Uma observagdo da figura do bloco retangular acompanhado de suas medidas permite
(em comparagdo com o numero de blocos de lem® que compdem a figura) perceber que
ocorre uma correspondéncia entre as medidas do prisma e o nimero de blocos, dai vem a
relacdo genérica que permite calcular o volume de qualquer sélido desse tipo.

V=c.l.h

A medida do volume de um bloco retangular ¢ dada pelo produto de suas medidas:
comprimento, largura e altura ; representadas na relacdo acima por ¢, / e s respectivamente.

O conceito de area ¢ um saber disponivel nessa abordagem por ter sido trabalhado

anteriormente.
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Usando este conceito, sugere-se uma outra forma de olhar para a relagdo V=c./. h
“A base do bloco ¢ um retangulo. Sua area ¢ A gyse= c.[”
Logo, V=c.l.h
V=Apguse.n (p.48)
De maneira empirica, usando a imaginagdo, sugere-se que o volume de qualquer prisma
pode ser calculado usando a relagao V = A 5. # com a seguinte justificativa:

Podemos imaginar que um prisma é formado por um niimero infinito de camadas,
tao finas quanto se queira, todas exatamente iguais a base do prisma.

A pilha formada por essas camadas teria altura igual a do prisma e produziria o
volume do prisma.

Aproveitando o raciocinio usado para o volume dos blocos retangulares podemos
escrever:

V prisma = A Base - altura (p-48)

O~

Com base nesta idéia e via resolucdo de um problema, que veremos tal como

O~

apresentada pelo autor, logo abaixo, o volume dos prismas triangular e hexagonal

abordado:

Vamos voltar ao problema 6°, onde vocé escolheu a embalagem que consumiria
menos material, e calcular o volume de cada embalagem.

Prisma
triangular.

15cm

8cm

¥ Enunciado do problema 6: “Suponha que vocé trabalhe numa empresa e tenha de optar por uma das duas
formas de embalagem mostradas a seguir, para acondicionar determinado produto. A ordem ¢ economizar
custos. Calcule a area da superficie de cada prisma e escolha a embalagem que consome menos material.”(p.46)
Obs.:As embalagens sdo as mesmas mostradas na resolugdo a seguir.



Para isso, usaremos a relacdo V = A g, . altura

A base desse prisma é um triangulo eqiiilatero de lado 8 cm.
Como vimos:

h, = M = % =43 cm
2 2
Portanto,

8B

base ~ 2
Com relagao ao prisma triangular, apresenta-se o calculo da area da base:

—164/3 27,2 cm?

0
Q
=
2 4]
Q
=

8 cm

A altura desse prisma ¢ h =15 cm. Portanto: V = 4, -h=27,2-15=408 cm’
Agora vamos calcular o volume da outra embalagem.

Prisma
hexagonal

dem
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Cada base desse prisma ¢ um hexagono, que ¢ formado por seis tridngulos

eqiilateros de 4 cm de lado:

h, Z@:ﬂ:%@cm
2 2
A, =b.2hA :4'2\@:4\/§cm2
A, =6-A, =643 =243 40,8 cm’
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V=4 -h=408-15=612cm’ (p.48-49)

base

Notemos que o uso da palavra embalagem ¢ so para se referir a um tipo de solido, mas a
apresentagao ¢ formal.

Na realizagdo da tarefa proposta no problema (calcular volume de prismas), se fez
necessario o calculo da area do tridngulo eqiiilatero e do hexagono regular que sao bases dos
solidos, pois pela relagdo V = A s . altura, V depende de A pase € da altura do prisma, sendo
que esta Ultima foi fornecida diretamente em cada uma das figuras.

Uma revisdo de como calcular a é4rea dessas figuras planas foi feita, neste caso
particular, usando as medidas fornecidas nas figuras dos dois prismas, mas esse saber ¢é
considerado disponivel por ter sido trabalhado anteriormente na abordagem do calculo de area
de superficie do prisma.

A escolha de executar a tarefa proposta no problema para o prisma triangular por
primeiro, facilitou a resolu¢do do problema como um todo, pois, no calculo de area do
hexagono regular utilizou-se como saber disponivel o calculo de area do triangulo eqiiilatero,
partindo-se da idéia de que um hexdagono regular é composto por seis triangulos eqtiilateros.

Nessa abordagem, as féormulas para o célculo de area de poligonos regulares ndo sdo
fornecidas, nem tampouco apresentadas em exercicios genéricos, de maneira que o aluno tera
que construir toda a resolucdo com posse apenas das medidas do prisma, sempre que um
problema semelhante a este for proposto.

A validade da relacdo V prisma = A Base . altura, para prismas diferentes do bloco
retangular, ¢ baseada na colocagdo feita na citacdo que diz: “Podemos imaginar que um
prisma ¢ formado por um numero infinito de camadas, tdo finas quanto se queira, todas
exatamente iguais a base do prisma.”’(p.48) Ficando assim subentendido que a relagdo esta
garantida para prismas de outras bases diferentes do retangulo quando se imagina a idéia do
empilhamento de camadas proposta nesta abordagem.

Com intencdo de ressaltar a importancia do estudo de cdlculo de drea e volume dos
solidos geométricos, faz-se uma observagdo sobre estes solidos que representam embalagens:

A embalagem de base hexagonal consome pouco mais material que a de base
triangular, mas cria um volume 50% maior!

Veja:

Vhexag. — Viriang = 612 — 408 =204

50% de 408 =204” (p.49)

Na natureza algo semelhante também pode ser notado em colméias:

“Os alvéolos onde as abelhas armazenam o mel t€ém forma hexagonal, justamente
para obter um volume maior do que se fossem triangulares ou quadrangulares.
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(p-49)
A abordagem do volume de piramides é experimental e empirica e usa o volume do

prisma como ferramenta.

Com o objetivo de estabelecer uma férmula para calcular o volume de piramides,
propde-se a seguinte experiéncia:

Construir em cartolina a planificacdo de um prisma de 4 cm de altura e base quadrada 6
cm x 6 cm, sem tampa. Monta-lo e cola-lo;

Usar 0 mesmo processo para construir uma piramide de mesma base € mesma altura que
o prisma, mas sem fundo;

Encher a piramide com areia até que fique completamente cheia, ou seja, até que seu
volume seja totalmente preenchido por este material.

Em seguida, despejar a areia da piramide no interior do prisma e repetir a operagdo até
que o interior do prisma esteja completamente cheio de areia.

Com base nessa experiéncia o aluno deve verificar que € preciso encher trés vezes a
piramide de areia e derrama-la no prisma para que este, fique totalmente cheio.

Logo, por observagao:

Vpﬁsma: 3. Vpirﬁmide

Substituindo a relagdo: Vprsma= Avpase . altura que ja € conhecida, na relagdo anterior

vem:
Apgse - altura = 3. Vpirﬁmide

Como o prisma e a pirdmide usados na experiéncia tém mesma base e mesma altura, pode-se
escrever:

A, -altura

_ ““base
VPirdm ide 3

Essa formula € dada para calcular o volume de qualquer piramide.
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Implicitamente, esta afirmagdo se verifica porque, dada uma piramide de base qualquer
(diferente do quadrado), € possivel construir um prisma de mesma base ¢ mesma altura que a

piramide dada e verificar que Vprisma= 3 . Vypiramide

Volume do Cilindro, do Cone e da Esfera

Nas formulas usadas para calcular o volume do cilindro, do cone e da esfera
encontramos o 7. E, dentro do mddulo que estuda estes solidos, o conceito do m ¢ retomado
logo no inicio, da seguinte forma:

Usando como experimento medir o comprimento de circulos confeccionados em
cartolina , o aluno deve notar que o quociente obtido ao se dividir o comprimento da
circunferéncia pelo seu didmetro ¢ um valor constante mas ndo exato e proximo de 3. Este
numero ¢ representado pela letra grega m e serd arredondado para 3,14 nos céalculos em que
estiver envolvido.

Feita esta breve revisao, o conceito do m passa a ser considerado um saber disponivel
nessa abordagem.

Com a intencdo de se estabelecer uma formula eficiente para calcular o volume de um
cilindro qualquer, uma abordagem intuitiva ¢ proposta.

Considerando “qual figura plana surge quando sdo feitos cortes paralelos as bases de

’

.. 95, . . ~ . ;. .y . a1
um cilindro™”, e propondo o uso da imaginacao,o raciocinio que ja foi utilizado na abordagem

do volume de prismas ¢ retomado:

Intuitivamente, podemos imaginar que o volume ocupado por um cilindro ¢ igual
ao obtido pelo “empilhamento” de circulos congruentes as bases até atingir a altura
h do cilindro.
Ainda usando a imaginagao:
h camadas tao finas quanto se queira, cada uma delas com area igual a da base do
cilindro. Compreendeu?
Entdo o volume do cilindro sera:
V=Apws.hou V=n.r".h (p.66)

Um exemplo de aplicagdo da férmula € proposto e tem como tarefa calcular o volume

de um objeto cilindrico presente no cotidiano. Veja:

Calcular o volume de uma lata de ervilhas onde o raio da base mede 3,6 cm € a
altura 9,4 cm.

Resolucao:

r=3,6cmeh=94cm

V=n.3,6".94

V=314.12,96.9,4

V=382,5cm’ (p.66)

? Este tema foi abordado juntamente com os elementos do cilindro, em sessdo anterior do livro.
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Lembra-se ao aluno que 1 cm® = 1 ml e que o volume da lata pode também ser dado
nesta outra unidade (mililitros): V = 382,5 ml

A abordagem usada para determinar o volume do cone é experimental, construtiva e
intuitiva. A experiéncia sugerida ¢ semelhante a que foi usada na abordagem do volume de
piramides.

A partir do volume do cilindro, ja conhecido, chega-se a uma expressao para calcular o
volume do cone.

Toma-se um cone ja construido na abordagem de planificacdo e mede-se sua altura até
entdo desconhecida por que sua construgdo iniciou-se pela area lateral (um setor circular de
15 cm de raio e angulo central de 120°) e a partir desta, descobriu-se qual medida que o raio
da base deveria ter para haver o encaixe perfeito da base na superficie lateral.

Descoberta a medida da altura do cone (h= 14 cm) e do raio da base (5 cm), constroi-se
em cartolina um cilindro “sem tampa” com estas medidas.

Usando o cone “sem fundo”, enchendo-o completamente de areia e depositando esta
areia no cilindro, com as repeti¢des necessarias desse processo até que o cilindro esteja
completamente cheio, o aluno deve responder as seguintes questdes (e, a partir delas tirar suas
conclusdes a respeito do volume do cone):

a) Quantas vezes o volume do cone cabe no volume do cilindro?
b) E correto dizer que, se um cilindro e um cone tém uma mesma base e altura,

Vcilmdro ?
3
c) Teste essa relagdo para outro cone e cilindro de bases e altura iguais. Podemos
generaliza-la? (p.70)
Com base no experimento é possivel verificar que o volume do cone cabe trés vezes no

Vcilindm: 3 . Vcone ou Vcone =

volume do cilindro porque ¢ necessario encher trés vezes o cone com areia e despeja-la no
cilindro para que este fique completamente cheio. Apos essa verificagdo empirica, o aluno ¢
levado a concluir rapidamente que se um cilindro e um cone t€ém mesma altura e mesma base
entdo o volume do cone equivale a um terco do volume do cilindro e essa idéia ¢ refor¢ada a
medida que ele testa o experimento com outras medidas de base e altura que devem ser as
mesmas para cone e cilindro. De maneira intuitiva, testando o experimento para um, dois,

talvez trés pares de cone e cilindro o aluno ¢ levado a crer que € possivel generalizar a

M

formula: Veone = para cones e cilindros de mesma base ¢ mesma altura.

Por meio da situagdo problema: “Calcular o volume de um cone qualquer”, a analise
experimental traz, implicitamente a idéia de que: dado um cone qualquer onde sejam

conhecidas as medidas de sua altura e area da base, € possivel construir um cilindro com essas
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mesmas medidas e, sendo a férmula para calcular o volume do cilindro um saber disponivel, é
possivel verificar (experimentalmente) que o volume do cone serd sempre um ter¢o dessa
medida. Em outras palavras: calcular o volume de um cone onde se conhece a medida da area
da base e da altura ¢ calcular um ter¢o da medida do volume de um cilindro que tem as
mesmas medidas de area da base e altura desse cone.
Para finalizar, o seguinte exercicio € proposto:
z-r’-h
3

Usando essa relacdo, calcule o volume do cone do nosso exemplo.(use

calculadora!)'® (p.71).

_ 2 _
Lembrando que Viijingo =7 . 1" . h, temos que Vope =

Apos a generalizacdo de que o volume do cone ¢ um terco do volume do cilindro que

y . , 2
tem mesma area da base e mesma altura e, tendo disponivel que Vgijingro = @ . t° . h, por
2
e . Tr--h
transitividade conclui-se que Veope = ——.

Assim, fica explicitada a férmula que permite calcular o volume de qualquer cone,

desde que se conhega a medida do raio da base e da altura.

Na abordagem do volume da esfera, a formula que permite calcular o volume deste

solido ¢ fornecida diretamente:

_4-7[-R3

V onde R ¢é a medida do raio da esfera

Na seqiiéncia, um experimento ¢ sugerido para valida-la.

Roteiro do experimento:

Conseguir uma esfera de um material que afunde na 4dgua e um jeito de medir seu
diametro (usando um parquimetro, por exemplo). Lembrando que o didmetro mede o dobro
do raio, obtém-se a medida R do raio da esfera.

Colocar um volume qualquer (V) de 4gua em um recipiente graduado e registrar essa
medida como V.

Mergulhar a esfera na agua que devera afundar e registrar o novo nivel da agua como
V.

A diferenca entre os volumes (V, — V) corresponde ao volume da esfera.

%" Cone usado no inicio da abordagem cujo raio da base mede Scm e a altura (h) mede 14cm.
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. , , 4.7-R’ )
De posse do raio R da esfera, ¢ possivel calcular — e verificar que corresponde

aproximadamente ao valor obtido na diferenca V, — V.

Ora, a diferenga V, — V; ¢ a medida do volume da esfera obtida experimentalmente. Se

. . . . , 7R’ N
ela ¢ aproximadamente'' igual ao valor obtido pela férmula —3 entdo, por

e 4-7-R°
transitividade, constata-se que Vofera = T

Nessa abordagem, o experimento ndo serve para que se chegue a relacao usada para
calcular o volume da esfera. Ele serve apenas para “convencer” que a relacao funciona.
Diferentemente dos outros solidos que estudamos, na abordagem do conceito do volume

da esfera, o conceito de area de superficie ndo é um saber disponivel. A partir da formula

_4-7r-R3

esfera

, usada como ferramenta na abordagem da 4rea de superficie da esfera, ¢

que se chega a uma outra que permite calcular a area da superficie esférica:
- 2
A superficie esférica — 4.n.R (p.75)

Concluséao

Na abordagem de volume dos s6lidos apresentada neste livro, podemos destacar como
pontos notorios:

Preocupagdo em conceituar volume e ato de medir, bem como de justificar o uso do
cubo como unidade padrao de medida de volume.

A divisdo do estudo dos so6lidos em dois modulos, de maneira a agrupar prismas e
piramides em um deles e; cilindro, cone e esfera (denominados “corpos redondos”) em outro.

O uso de experimentagdes empiricas para obter a féormula que permita calcular o
volume de piramides e também do cone. E para verificacdo da validade da férmula usada para
calcular o volume da esfera.

O conceito de area usado como saber disponivel na abordagem de volume de prismas,
piramides, cilindro e cone, por ser visto em sessdo anterior a que aborda o volume. E a
situacdo inversa encontrada no estudo da esfera, ou seja, o conceito de volume ¢ apresentado
por primeiro e usado como ferramenta na abordagem do conceito da area de superficie.

O uso da resolucao de situagdes-problema para abordar o volume de prismas € mostrar a

importancia deste conceito no cotidiano relacionando-o com o custo-beneficio na producgao de

""Por imprecisdes das medidas de R ,V e ainda pelo “arredondamento” do valor do .
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embalagens, bem como mostrando exemplos de aplicagio na Natureza  (colméias de

abelhas).

3.3.1.2 — Estudo dos Exercicios Propostos nos moédulos: “Olhando por esse Prisma” e
“Tudo o que Rola”

A este livro acompanha um Caderno de Atividades. Entre os exercicios propostos, 39
envolvem o conceito de volume. Sendo que destes, 20 estdo nos mddulos “Olhando por esse
Prisma” e “Tudo o que Rola” do livro texto e 19 estdo no caderno de exercicios, em sessdes

de mesmo nome dos mddulos.
3.3.1.2.a Estudo dos Exercicios Segundo a Tarefa Proposta

No estudo dos exercicios deste livro, identificamos 2 tarefas que nao foram
identificadas nos livros anteriores. Elas foram apresentadas abaixo e, junto a cada tarefa,
apresentamos a resolu¢do de um exercicio.

Tarefa 12: Construir um so6lido usando planificagdo, sob certas condi¢cdes dadas para

medida de volume e capacidade.

Exercicio (n° 4-item d-pag 67) — Vocé ¢ projetista de uma empresa especializada em
embalagens. Construa em cartolina, usando planificagdo, uma embalagem cilindrica com
capacidade para 1 litro. O cliente quer que sobre, no interior da embalagem, um volume de
100cm’ a 200cm”.

Vamos indicar possiveis medidas para a planificag@o a ser construida.

Resolucdo: 1 litro = 1000cm’, como devemos ter uma sobra de 100cm’ a 200cm’, no interior da
embalagem, uma alternativa ¢ a planificacdo de um cilindro onde a medida do raio da base é de
6cm e a medida da altura é de 10,5cm. Esta embalagem cilindrica terd um volume de:

V=rxr’h

V=r- (6(:771)2 -10,5cm =1187,5¢m’

Com esta medida de volume a embalagem se encontra dentro das condi¢des exigidas.
Tarefa 13: Identificar entre dois solidos qual tem maior volume.

Exercicio (n° 5-pag 7 '*) — Sobre os dois cilindros abaixo representados, deseja-se saber qual
deles tem maior volume.
Cilindro A Cilindro B

¥
oy
NES

2 Do caderno de atividades que acompanha o livro texto.
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Resolugdo: O cilindro A,tem raio medindo r e altura medindo h,entdo seu volume (V) é:

V,=rxr"h

O cilindro B, tem raio de medida 2r e altura de medida h/2 . Seu volume (Vy) é:

V,=r-(2r)’ g =27r’h

Resposta: O cilindro B tem maior volume.

Conforme mostra a tabela, nos 39 exercicios estudados, 9 tarefas foram identificadas.

Tarefa

Numero de Exercicios que
apresentam a Tarefa

1) Calcular volume de solidos

28

2) Calcular a medida de algum elemento
do solido, conhecendo o volume do sé6lido

2

3) Determinar a razdo entre as medidas
de volume de dois s6lidos

2

4) Calcular a area conhecendo o volume
do solido

5) Calcular a diferenga entre as medidas
de volume de dois solidos

6) Calcular a capacidade em litros de um
solido.

7) Calcular a massa de soélidos usando os
conceitos de volume e densidade.

8) Aplicar o volume de s6lidos de tipos
distintos para determinar quantidades.

9) Aplicar a defini¢@o de volume de um
ou mais tipos de s6lido.

10) Calcular porcentagem usando volume

11) Identificar entre dois so6lidos de tipos
diferentes de mesma darea, qual tem maior
volume.

12) Construir um so6lido usando
planificacdo, sob certas condi¢des dadas
para medida de volume e capacidade.

13) Identificar entre dois s6lidos qual tem
maior volume.

Destacamos que 28, dos 39 exercicios, tém por tarefa “calcular volume de so6lidos”.

Porém em vérios exercicios, mais de um s6lido ¢ objeto de estudo. Assim, nos 28 exercicios

temos 34 célculos do volume de so6lidos enquanto tarefa.

Destacamos também que dentre os exercicios que apresentam outras tarefas, o cdlculo

de volume ¢ identificado como subtarefa em outras 10 situagoes.

A tabela abaixo detalha estas informagoes.

Sélido

Como Tarefa Como subtarefa

Prisma de base hexagonal regular

1 -
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Prisma de base triangular regular

Paralelepipedo

Cubo

Piramide quadrangular regular

N W oo A~

Piramide hexagonal regular

Cone

Cilindro equilatero

Cilindro reto

Esfera

B> =Y I NS X B )

Semi esfera

Como podemos notar, dos 34 sélidos que s@o objetos da tarefa “calcular volume”, 16

sdo prismas, 8 sdo cilindros, 4 sdo esferas, 3 sdo piramides, 2 s3o cones ¢ 1 ¢ semi-esfera.

Cabe destacar a énfase dada ao estudo do volume de prismas (16 de 34) e em particular

ao volume do paralelepipedo (8 de 16).

Voltando a primeira tabela, destacamos ainda que 4 dos 39 exercicios sdo relativos a

tarefa “calcular a capacidade de um soélido”, estes trabalham a relacdo de volume com

capacidade. Temos aqui dois sistemas de medida envolvidos na tarefa.

Nas demais tarefas, conceitos como os de densidade, porcentagem, etc... estdo

envolvidos e estas tarefas estdo presentes em praticamente uma mesma quantidade de

exercicios.

3.3.1.2.b Estudo dos Exercicios quanto a presenca e funcao de Figuras

Apresentamos aqui, a tabela relativa a presenga de figuras nos exercicios.

Presenca (ou ndo) de figura; Livro texto Caderno de
Funcéo da figura quando presente; atividades
Numero de exercicios que ndo apresentam figuras 15 5
Numero de exercicios nos quais a figura tem por funcdo 4 12
completar o enunciado
Numero de exercicios nos quais a figura apenas ilustra o 1 2

enunciado

Numero de exercicios nos quais a figura fornece uma

hipoétese a mais para ajudar na resolucao
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Destacamos que 15 dos 20 exercicios propostos no livro texto ndo apresentam figura no
enunciado. Estes envolvem situacdes-problema diversas. Entretanto no caderno de atividades
12 dos 19 exercicios apresentam figuras que tém por funcdo completar o enunciado, em geral,
dados do exercicio sdo fornecidos nas mesmas.

De todos os exercicios que apresentam figura no enunciado, 3 s3o do tipo ilustrativas.

Nao identificamos exercicios onde a figura forneca alguma hipodtese auxiliar para a resolucao.

3.3.2 Estudo do livro Matemdtica para o Ensino Médio"

Este livro esta dividido em trés partes, num total de 21 capitulos e apresenta todo o
conteudo de matematica ensinado para alunos que estdo cursando o Ensino Médio.

Nosso estudo estd centrado no capitulo 18 — Geometria Espacial, nas sessdes de
Geometria Métrica Espacial em que ¢ apresentada a abordagem do conceito de volume dos

solidos.

3.3.2.1 A Abordagem

Uma rapida visualizacdo das sessdes de Geometria Métrica Espacial nos permite
observar que para cada sé6lido a abordagem se inicia com o conceito, seguido dos elementos,
da classificacdo e da area de superficie para que, por ultimo, o volume seja abordado. O tinico
solido que foge a esta forma de apresentagdo € a esfera. Para este solido ¢ dado o conceito, em
seguida aborda-se o conceito de volume para depois ser abordado o conceito de area de
superficie.

Vejamos detalhadamente como ¢ feita a abordagem do conceito de volume para cada

solido, na ordem em que ¢ apresentada no livro.

Volume do Prisma

Na abordagem do volume deste primeiro solido apresentado, considera-se que o aluno
ja saiba o que ¢ volume.

A formula para o célculo do volume de um prisma qualquer ¢ fornecida diretamente em
linguagem coloquial € em notagao simbolica matematica.

O volume de um prisma qualquer ¢ igual ao produto da area da base pela sua altura.

13 Manoel Jairo Bezerra.Volume tunico. Editora Scipione, 5 edi¢ao, Sao Paulo, 2002.
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V=S,.H (p.347)

Observa-se que o volume depende da area da base, saber considerado disponivel por ter
sido visto em sessdao imediatamente anterior a esta em que se aborda o volume.
Apos fornecer a formula para o calculo de volume do prisma, sao mostrados dois

exercicios resolvidos onde se aplica o calculo de volume de prismas. Vamos mostrar aqui, um

deles:

Uma certa peca tem a forma de um paralelepipedo reto retangulo e é transpassada

por um furo triangular, conforme mostra a figura. Qual é o volume dessa pega?

Resolugdo: Note que o furo tem a forma de prisma triangular, cuja base é um
tridngulo eqiiilatero de 2cm de lado e cuja altura mede 6cm. O volume da pega € a
diferenga entre os volumes do paralelepipedo e do prisma triangular. Entdo temos:
Volume do prisma triangular

A érea de triangulo eqiiilatero de 2cm de lado ¢ S, = \/gcmz . Logo, o volume do
prisma triangular ¢:

Vi=8,-H

V, = Bem? -6cm = V, = 6+/3cm’

Volume do paralelepipedo

V, =4cm-3cm-6cm =V, =72cm’

Volume da pega

V=r,-N
V=72cm® - 6x/§cm3
V =6(12-~/3)cm’ (p.348).

Volume da Piramide

A abordagem do conceito de volume para piramides inicia-se com a descri¢do da
formula que, a principio, serve para calcular somente o volume de piramides de base
triangular.

O volume de uma piramide triangular qualquer ¢ igual a um terco do produto da
area de sua base por sua altura.

VI%Sb.H (p. 351)

Em seguida a dedugao desta formula ¢ mostrada. Observe:
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Se considerarmos, por exemplo, um prisma triangular cuja area da base ¢ S,
veremos que ele pode ser decomposto em trés piramides de bases Sy,

L
)

As pirdmides 1 e 2 t€m volumes iguais, pois suas bases ABC e DEF tém areas
iguais (elas sdo congruentes) e ambas as piramides possuem a mesma altura (a
propria altura do prisma). Logo:

Vi=V, (1)

Agora, observe as piramides 2 e 3, consideremos como bases os triangulos
FEC e BCE. A area de cada um desses tridngulos ¢ a metade da area da face BCFE
do prisma. Logo, essas bases tém areas iguais. Além disso, as pirdmides 2 ¢ 3 tém a
mesma altura (distancia do vértice D ao plano da face BCFE do prisma). Entao:

V,=V; ()
De (1) e (2), vem:
Vi=V,=V;

Logo, o volume de cada uma dessas pirdmides ¢ um ter¢co do volume do
prisma. Particularmente, como a piramide 1 tem a mesma base ¢ a mesma altura do
prisma, conclui-se que:

V= %sb.H (p.351-352)

A deducdo da féormula que permite calcular o volume de uma pirdmide triangular, da
maneira como ¢ mostrada nesta abordagem, ¢ totalmente dependente da figura, sem a qual
ndo se pode identificar os elementos usados.

Destaca-se o uso do saber area. E com olhar direcionado para a area da base de cada
uma das piramides e mostrando que elas sdo congruentes que se pode estender esta

congruéncia para o volume (considerando que as pirdmides t€ém também mesma altura).

O autor apenas afirma que este resultado pode ser generalizado para piramides de outras

. . 1 . o .
bases. Ou seja, conclui sem mostrar que V= 3 Sp.H ¢ a formula que permite calcular o

volume de qualquer piramide.

Dois exemplos de exercicios resolvidos, envolvendo o célculo de volume de pirdmides
sdo mostrados. Um deles, apresentado abaixo, tem por finalidade ilustrar o fato de que a
formula deduzida serve para calcular o volume de piramides cuja base é diferente de um
triangulo. Veja:

Numa piramide hexagonal regular, as arestas da base ¢ as arestas laterais medem 5
cm e 13 cm, respectivamente. Calcule o volume dessa piramide.
Resolucao:
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Area da base:
S b= 6-S AOAB

Sb:6_5-5-szen6o :>Sb=75f

cm?
Altura:

H?+5*=13"""H=12cm

Volume:

vl n
3

V:§~¥~12:>V:150\/§cm3

(p.352)
Observe que a base de uma pirdmide qualquer (neste caso o hexagono) pode ser

dividida em tridngulos, ou seja, a soma da area destes tridngulos resulta na area da base da
piramide e, calculando um ter¢o do produto da medida desta area pela altura da piramide,

tem-se o volume da mesma. Mas ¢é possivel obter o mesmo resultado fazendo detalhadamente:

V=%_[5-5-sen60 N +5-5-sen60 }12

5 5
6 parcelas

V=6- [é% . IZJ . Que corresponde a soma das medidas dos volumes de

seis pirdmides de base triangular congruentes onde S, = 5:5-sen60® e a altura ¢ a mesma da

piramide hexagonal.

Sendo assim, observamos que a piramide de base hexagonal pode ser dividida em seis
A : , e . 1
piramides triangulares e que este calculo esta implicito ao se usar a formula V = —Sy.H,

diretamente para a piramide hexagonal.
Usando a resolugdo detalhada deste exercicio para uma piramide cuja base ¢ um

poligono de n lados, é possivel constatar a afirmagdo dada pelo autor sobre a generalizagdo da
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formula que foi fornecida inicialmente para calcular apenas o volume de pirdmides

triangulares.

Volume do Cilindro

Na abordagem do volume do cilindro, a semelhanga com a féormula do volume do
prisma ¢ citada e a formula ¢ fornecida em seguida:

Tal como o volume do prisma, o volume do cilindro é dado pelo produto da
area de sua base por sua altura.

Assim:
V= Sb .H
V=n. H (p.355)

Uma segunda versao da formula foi diretamente fornecida, levando-se em conta que a
base do cilindro ¢ sempre um circulo, conhecimento abordado em sessdo anterior onde os
elementos deste tipo de s6lido foram apresentados.

A abordagem segue com dois exemplos de exercicios resolvidos. O primeiro deles
envolve elementos, area de superficie e volume do cilindro. O segundo, envolve apenas
volume e a relagdo de medida de volume com medida de capacidade. Apresentamos abaixo
este ultimo, acompanhado da resolu¢do, como ¢ mostrada no livro:

Uma lata cilindrica tem sua base com 40cm de diametro. Se a altura da lata é
de 50cm, qual é seu volume em litros?
Resolucgdo:

Observando que o raio da base da lata é r = 20cm, temos:

V=S,-H

V =7(20) - 50

V =20000x

Entdo, utilizando w = 3,14 , encontramos,

V =62800cm’

ou ainda,

V =628L (p.356)

~ 3 . -~ . . , .
A relacdo entre cm” e litro ndo € fornecida. Considera-se que ¢ do conhecimento do aluno que

1000cm® = 1L.

Volume do Cone
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De maneira semelhante a abordagem do volume do cilindro, a formula para o calculo do
volume do cone ¢ fornecida diretamente e, como a base do cone também € sempre um circulo,
substituindo S, pela formula da area do circulo, chega-se a formula que permite calcular o

volume de um cone qualquer desde que se conheca a medida do raio da base e da altura.

Observe:
O volume de um cone € igual a um ter¢o do produto da area de sua base por
sua altura.
1
Dessa forma, V' =§-Sb -H
1,
V=—=-A(nr)H
3
1
V=—nrH
3

(p.358)

Na seqiiéncia da abordagem sdo apresentados dois exemplos de exercicios resolvidos.
O primeiro deles tem por tarefa calcular o volume de um cone construido via planificacio e o
segundo também tem por tarefa calcular volume, nao de um cone diretamente, mas de um
solido gerado por rotagdo cujo volume ¢ obtido pela diferenga entre volumes de dois cones.
Acompanhe passo a passo a resolugdo dos exercicios logo abaixo:

1) Com um cartdo em forma de setor circular, cujo angulo central mede 216° e
cujo raio mede 15cm, constroi-se um cone circular. Qual é o volume desse
cone?

Resolugido:

216 H
(& rad)
= TR

Inicialmente, vamos converter 216° em radianos.

180° - 7 rad 67
=0=—rad
216°—> 46 5
2rcr
Por outro lado, sabemos que 8 = ——

g

V4
Como 0 = ? e g=15, atltima igualdade fica assim:

6 2
o = i . De onde se tira r = 9cm.
5 15

Agora vamos calcular H por meio do teorema de Pitagoras.
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H>+r’=g’
H?>+9*=15 " H=12
Logo, o volume do cone é:

V:l-sb-H
3
V=%(7r-92)-12:>V:3247zcm3

2) Calcule o volume do solido gerado pela rotacio completa do tridngulo
isosceles ABC em torno do lado AB.

Resolugido:

(figura 1 figura 2)
No triangulo retangulo BCD (figura 1), temos:
W +4°=5=h=3
Logo:
H=5+h=>H=5+3=>H=8
Agora, note que a rotagdo do tridngulo ABC, em torno do lado AB, gera o

solido da figura 2.
O volume V desse solido ¢ igual a diferenga entre os volumes de dois cones

retos de mesma base, comr =4, e de alturas H =8 e h = 3.
Entao:

1 ) 1 )
V=§(7Z'-4 )-8—5(7r-4 )-3
Efetuando os calculos, obtemos:
V= 80T”cm3 (p.358-359)
Vale destacar que os exemplos mostrados, além de terem por fungdo exercitar o céalculo
do volume do cone, também resgatam outros saberes: transforma¢do de grau em radiano e

teorema de Pitagoras, ja estudados em unidades anteriores.

Volume da Esfera
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A formula que permite calcular o volume da esfera ¢ fornecida diretamente e seu uso ¢
verificado via resolugdo de exercicios dados como exemplos de aplicagdo.
Vejamos como ¢ dada a férmula do volume da esfera e um dos exemplos tal como
apresentados pelo autor:
O volume da esfera de raio R ¢ dado pela formula:
4
V=—rR’
3
Exemplo:

1) Determine o volume da esfera circunscrita a um cubo de aresta a = 2cm.
Resolugao:

Os oito vértices do cubo pertencem a superficie esférica. Assim, o centro da
esfera € um ponto eqiiidistante dos vértices do cubo. Esse ponto é proprio do centro
do cubo (ponto de encontro das diagonais). Desse modo, o raio da esfera ¢ a
metade da diagonal do cubo. Logo:

Rzﬂ.'.Rzﬁcm

2

Assim, o volume da esfera é:

y=2ar
3
V=§ﬂ(\/§)3

V=§7r(3\/3_):> V=477\/§cm3
(p.360)

No exemplo visto, além da aplicagdo do volume da esfera, estdo envolvidos
conhecimentos sobre o cubo (calculo da diagonal) que neste ponto da abordagem ja sao
saberes disponiveis, pois como se sabe, 0 cubo € um caso particular de prisma, o primeiro tipo

de solido abordado na Geometria Espacial Métrica dentro deste contexto.
Concluséo
Nesta abordagem de volume dos sélidos, as férmulas sdo fornecidas de maneira direta e

o uso de cada uma delas ¢ exemplificado via apresentag¢do de exercicios resolvidos, exceto na

abordagem do volume da piramide, onde para o caso particular de base triangular, a dedugao
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da formula é apresentada. Férmula esta, que deve ser usada também para o calculo do volume
de piramides quaisquer, resultado aceito sem demonstragdo e via resolucao de exercicio.
Os exercicios resolvidos como exemplo, além de aplicar o conceito de volume dos

solidos, resgatam conhecimentos vistos em outras unidades.
3.3.2.2 Estudo dos exercicios do capitulo Geometria Espacial

Foram verificados os exercicios das sessdes para exercitar, localizadas apos as sessdes
que abordam volume dos solidos e a sessdo de exercicios complementares, localizada no final
do capitulo, resultando num total de 100 exercicios. Destes 100 exercicios, 46 envolvem o

conceito de volume.
3.3.2.2.a Estudo dos Exercicios Segundo a Tarefa Proposta

Nos exercicios deste livro, identificamos um tipo de tarefa que nao foi identificada nos
exercicios dos livros anteriores. Apresentamos abaixo esta nova tarefa e um exercicio
resolvido, no qual ela € proposta.

Tarefa 14: Calcular volume de objetos que envolvem os tipos de solidos estudados.
Exercicio (n° 80-pag. 356) — Calcule o volume do bat representado na figura.
o

) ok 30cm
20 CW'

» .‘/ '
_. i/ 50 em

Resolucao: O bau é formado por meio cilindro de raio (r) cuja medida € de 20cm e altura (h) cuja
medida é de 50cm, mais um paralelepipedo de dimensdes: a = 50cm,

b=30cme c=40cm.

Logo, o volume do bau ¢ dado por:

V:%(ﬁ-r2 -h)+(a-b-c)

V= %[7[ -(20cm)* - 50cm]+ (50cm - 30cm - 40cm)
V =10.000zcm’ +60.000cm® =10.000(7 + 6)cm’

Resposta: O volume do bau ¢ de 10.000(n+6)cm’.
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A tabela seguinte nos mostra que foram identificadas 9 tarefas distintas no estudo dos

46 exercicios que envolvem o conceito de volume.

Tarefa Numero de Exercicios que apresentam a
Tarefa
1) Calcular volume de sélidos 26
2) Calcular a medida de algum elemento 2
do s6lido, conhecendo o volume do solido
3) Determinar a razdo entre as medidas 3
de volume de dois so6lidos
4) Calcular a area conhecendo o volume 2
do solido

5) Calcular a diferenca entre as medidas -
de volume de dois solidos

6) Calcular a capacidade em litros de um 2
solido.

7) Calcular a massa de sélidos usando os 1
conceitos de volume e densidade.

8) Aplicar o volume de solidos de tipos 1

distintos para determinar quantidades.

9) Aplicar a definigdo de volume de um -
ou mais tipos de sélido.

10) Calcular porcentagem usando volume 1

11) Identificar entre dois solidos de tipos -
diferentes de mesma drea, qual tem maior
volume.

12) Construir um sélido usando -
planificacdo, sob certas condigdes dadas
para medida de volume e capacidade.

13) Identificar entre dois s6lidos qual tem -
maior volume.

14) Calcular volume de objetos que 8
envolvem os tipos de solidos estudados

Destacamos que 26 sobre 46 exercicios apresentam por tarefa “calcular volume de
solidos”.

Como subtarefa, “calcular volume™ foi identificado 16 vezes, entre 20 exercicios.

Solido Calculo de volume como | Célculo de volume como
tarefa subtarefa

Cubo 01 -

Prisma hexagonal regular 01 -

Prisma triangular regular 01 -
Paralelepipedo 01 07

Prisma cuja base ¢ um losango 01 -
Pirdmide quadrangular regular 02 01
Piramide hexagonal regular 02 -
Tetraedro 02 -

Cilindro reto 04 03
Cilindro eqiiilatero - 01
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Cone reto 06 03
Cone eqiiilatero 01 -

Esfera 04 01
Total 26 16

Notemos que dos 26 solidos que sdo objeto da tarefa calcular volume, 5 sdo prismas, 6

sdo piramides, 4 sdo cilindros, 7 sdo cones e 4 sdo esferas. Dessa forma, destaca-se o cone por

estar presente em maior numero como objeto desta tarefa.

Entre os solidos que sdo objetos de outras tarefas, onde calcular volume ¢ subtarefa,

destaca-se o paralelepipedo (7 sobre 16).

De acordo com a primeira tabela, podemos notar que “calcular volume de objetos que

envolvem os so6lidos estudados” também ¢ uma tarefa que se destaca pois esta presente em 8

dos 46 exercicios.

De um modo geral, o calculo de volume ¢é enfatizado nos exercicios, seja de solidos

simples (cilindro, cone, esfera, prisma, piramide) ou objetos formados por estes solidos, como

por exemplo um paralelepipedo que possui “um buraco” em forma de cilindro.

3.3.2.2 .b Estudo dos Exercicios quanto a presenga e fun¢do de Figuras

Apresentamos a seguir, a tabela relativa a presenca de figuras nos 46 exercicios que

envolvem o conceito de volume.

Presenca (ou ndo) de figura; NUmero de
Funcéo da figura quando presente; exercicios
Nao apresentam figuras 21
Exercicios nos quais a figura tem por fungdo completar o 24
enunciado
Exercicios nos quais a figura apenas ilustra o enunciado 01

Exercicios nos quais a figura fornece uma hipodtese a mais

para ajudar na resolugéo

Destacamos que a maior parte dos exercicios que envolvem o conceito de volume
apresentam figuras (25 de 46) e que, em apenas um deles, a figura tem por funcao ilustrar o

enunciado. Em todos os outros a figura fornece dados indispenséaveis para a resolu¢ao do

exercicio e por isso tem por fun¢do completar o enunciado.

3.3.3 Consideracoes sobre o estudo de livros da Atualidade



62

No estudo do livro Matemdtica — Projeto Escola e Cidadania para Todos'* do ano de
2004 e do livro Matematica para o Ensino Médio do ano de 2002, encontramos diferengas
significativas na abordagem do conceito de Volume dos Sélidos dos tipos: Prismas, Piramide,
Cilindro, Cone ¢ Esfera.

O livro Matematica apresenta uma abordagem que propde experimentacdes empiricas
para a obtencao (no caso da piramide e do cone) e para a verificagdo da validade (no caso da
esfera) das formulas que permitem calcular o volume, bem como o uso de situagdes-problema
e de exemplos da natureza na abordagem do célculo do volume de prismas. O uso de
experimentagdes visa tornar o conteido mais palpavel ao aluno e o uso de situagdes-problema
e exemplos da natureza, visam aproximar o conteido da realidade cotidiana. Mas nao
podemos deixar de destacar a preocupacao inicial do autor em definir volume e ato de medir,
0 que mostra também uma preocupacgdo formal na defini¢ao dos conceitos que sdo pilares do
conteido como um todo.

Em contra partida, o livro Matematica para o Ensino Médio, apresenta uma abordagem
baseada na apresentacao direta das férmulas de calculo de volume dos sélidos (com excecao
da piramide, para a qual se apresenta uma dedu¢do), seguidas de exercicios resolvidos que
visam tanto a aplicacdo das formulas fornecidas, quanto a retomada de conteudos vistos em
unidades anteriores, com o intuito de que o aluno os reconheca inseridos e aplicados em um
novo contexto.

Quanto aos exercicios propostos que envolvem o conceito de volume, sdo em numero
de 46 no livro Matemadtica para o Ensino Médio e um pouco menos, 39 no livro Matematica.
No estudo destes exercicios percebemos também que a tarefa que mais se destaca ¢ “Calcular
volume dos sélidos”, presente em 26 dos 46 exercicios do livro Matematica para o Ensino
Meédio e em 28 dos 39 exercicios do livro Matematica. Porém, ha uma diferenga no tipo de
solido que se destaca nos exercicios que apresentam esta tarefa: no livro Matemdtica para o
Ensino Médio destaca-se o cone e no livro Matemdtica destacam-se os tipos de prismas, em
particular o paralelepipedo.

A segunda tarefa que merece destaque entre os exercicios do livro Matematica é:
“Calcular a capacidade de um s6lido”, 4 de 39 exercicios apresentam esta tarefa que relaciona
o conceito de volume com capacidade.

No livro Matemdtica para o Ensino Médio, a segunda tarefa mais presente nos

exercicios €: “Calcular o volume de objetos que envolvem os tipos de solido estudados”, 8 de

' Trataremos aqui pelo nome Matematica.
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46 exercicios apresentam esta tarefa, ou seja, a énfase continua sendo puramente o cdlculo de
volume dos solidos.

A presenca de figuras no enunciado, também ¢ uma caracteristica marcante dos
exercicios que envolvem o conceito de volume em livros atuais. No livro Matematica, 19 de
39 exercicios apresentam figuras e no livro Matematica para o Ensino Médio 25 de 46.

Apresentamos o estudo de apenas dois livros da atualidade, mas bem representativos
quanto as diferencas na abordagem do conceito de volume dos solidos e semelhanga nos
exercicios propostos. O primeiro deles utiliza-se de experimentacdes, situacdes-problema e
exemplos da natureza como estratégias de aprendizagem. O segundo utiliza-se da resolugdo
de exemplos onde visa a fixacdo do contetido novo e a retomada de conteidos de unidades
anteriores. Quanto aos exercicios propostos, ambos sdo bem semelhantes tanto em relacdo a

tarefa que se destaca na maioria dos exercicios quanto a presenga de figuras no enunciado.

3.4 Conclusoes sobre o Estudo de Livros Didaticos

O estudo de Volume dos Sdélidos (prisma, pirdmide, cilindro, cone e esfera) em livros
didaticos de periodos diferentes nos permitiu identificar diferengas e semelhangas quanto a
organizacdo do conteudo, abordagem e exercicios propostos.

Quanto a organiza¢ao dos conteudos, observamos que o livio Matematica na Escola
Renovada (1973) apresenta a abordagem de Volume dos Sélidos em dois capitulos: “Volume
dos Prismas e Piramides” e “Geometria dos Corpos Redondos”. Este ultimo apresenta nao
somente o conceito de volume, mas também aborda de forma completa os s6lidos dos tipos
cilindro, cone ¢ esfera.

O livro Matematica (1996) apresenta em um unico capitulo, denominado “Geometria
Espacial Métrica”, os cinco tipos de solidos que estudamos e aborda para cada tipo de solido
elementos, classificacdo, area de superficie e volume.

O livro Matematica — Projeto Escola e Cidadania para Todos (2004) separa o estudo
dos solidos em dois modulos. Em um deles, “Olhando por esse Prisma”, aborda por
completo Prismas e Piramides, e nesta abordagem estd incluido o conceito e o calculo de
volume. No outro médulo, “Tudo o que Rola”, aborda por completo cilindro, cone e esfera,
incluindo o conceito e o célculo de volume.

O livro Matematica para o Ensino Médio(2002) tem uma forma de apresentagao do

conteudo Volume dos Solidos, semelhante a do livro Matemadtica (1996), pois aborda em um
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unico capitulo denominado “Geometria Espacial”, em sessoes especificas e separadamente os
tipos de solidos, seus elementos, classificagdo, area de superficie e volume.

Quanto a forma de abordar o conceito de volume, o livto Matematica na Escola
Renovada(1973) ¢ bastante formal, define volume como uma fungdo e usa teoremas,
corolarios e definigdes de maneira sistematica para demonstrar resultados ligados ao conceito
de volume dos so6lidos. Destaca-se nessa abordagem, o uso da Teoria de Conjuntos € o uso do
Principio de Cavalieri nas demonstragdes e generalizagdes que visam obter as formulas de
calculo de volume dos s6lidos estudados.

O livro Matematica (1996) apresenta uma abordagem baseada em dedugdes empiricas.
Fazendo uso de figuras, estabelecendo comparagdes que envolvem implicitamente o conceito
de semelhanca de figuras e usando o Principio de Cavalieri (apresentado como postulado)
para justificar resultados, fornece as formulas que permitem calcular o volume dos solidos,
com excec¢do da esfera, cuja férmula para o calculo do volume ¢ fornecida como postulado e o
paralelepipedo, cujo célculo do volume ¢ apresentado por primeiro e a partir de um exemplo
particular, também apoiado em figura.

O livro Matematica — Projeto Escola e Cidadania para Todos (2004) também apresenta
uma abordagem empirica onde usa apenas a idéia do Principio de Cavalieri, sem fazer
referéncia a ele, para apresentar a formula que permite calcular o volume de prismas e,
posteriormente repete o processo na apresentagdo da formula que permite calcular o volume
do cilindro. Para a pirdmide e o cone, sdo propostas na abordagem experimentagdes que
permitem conhecer a férmula do célculo do volume e, ¢ via experimentagdo que se propde
também uma verificagdo da validade da férmula que permite calcular o volume da esfera.
Destaca-se nessa abordagem também, o uso de situagdes-problema e exemplos que indicam a
presenca da matematica na natureza.

O livro Matematica para o Ensino Médio (2002) tem uma abordagem baseada na
apresentacdo direta das formulas de calculo de volume dos sélidos, seguidas de exercicios
resolvidos. A tnica excecdo ¢ a formula do célculo do volume da pirdmide, cuja deducao ¢
apresentada para o caso particular da piramide triangular e indicada como véalida também para
uma piramide qualquer.

Quanto aos exercicios propostos, os livros que estudamos nos dao indicios de que o
nimero de exercicios que envolvem o conceito de volume dos solidos ndo sofreu grandes
oscilagdes ao longo dos anos, pois variam entre 38 e 46 nos livros estudados. Em contra
partida, o nimero de tarefas identificadas nos exercicios quase dobrou: no livro de 1973

identificamos apenas 5 tarefas, enquanto nos demais livros identificamos 9 tarefas. Dentre
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todas as tarefas identificadas temos algumas comuns a mais de um livro e outras encontradas
em apenas um deles, de maneira que ao todo foram identificadas 14 tarefas diferentes no
estudo dos quatro livros. Em duas delas, o volume ¢ ferramenta e sua medida ¢ fornecida no
enunciado do problema, s3o elas: “calcular a medida de algum elemento do sdlido,
conhecendo o volume” e, “calcular a 4rea conhecendo o volume”. Entre os exercicios que
apresentam outros tipos de tarefas, estdo alguns em que o calculo de volume ¢ uma subtarefa
necessaria para que a tarefa propria do exercicio seja cumprida, por exemplo, exercicios que
tém por tarefa “calcular a capacidade de um s6lido” ou, “calcular a massa de um solido
usando conceitos de volume e densidade”. A tarefa que se destaca ¢ “calcular volume dos
solidos”, por estar presente na maior parte dos exercicios, nos quatro livros estudados e, os
solidos que se destacam nos exercicios que apresentam esta tarefa sdo os prismas (nos livros
de 1996 e de 2002) e os cones ( nos livros de 1973 e 2004).

Quanto a presenga de figuras no enunciado dos exercicios que envolvem o conceito de
volume, nosso estudo mostrou indicios de que ela € crescente ao longo dos anos. No livro
Matematica na Escola Renovada de 1973, nenhum exercicio apresenta figura no enunciado.
No livro Matematica de 1996, 11 de 40 exercicios estudados apresentam figura no enunciado,
e, nos livros atuais este niimero € ainda maior: 19 de 39 exercicios e, 25 de 46 exercicios, nos
livros Matematica — Projeto Escola e Cidadania para Todos (2004) e Matemdatica para o

Ensino Médio (2002), respectivamente.
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4 ESTUDO DE UMA ATIVIDADE EM CLASSE

Com o objetivo de sondar algumas competéncias de estudantes do curso de Matematica
— habilitagdo licenciatura, propomos trés problemas para serem resolvidos em classe.

O estudo de trés planos de curso anuais de escolas, nos mostrou que os conteudos da
Geometria Especial Métrica, dentre eles Volume dos Solidos, sdo estudados na ferceira série
do Ensino Médio, o que nos levou a considerar que “Volume dos Soélidos” ¢ estudado no
Ensino Médio.

Um estudo de programas do Curriculo do Curso de Matemadtica, nos permitiu saber que
Volume dos Soélidos ¢ contetido abordado na 1* fase na disciplina Geometria Quantitativa € na
4% fase na disciplina Laboratorio de Matematica III. Além de que, pressupde-se que as fases
iniciais do Curso, segundo a proposta pedagogica do Curso de Matematica, ddo conta dos
conteudos desenvolvidos no Ensino Médio, segundo uma forma¢ao matematica superior.

Com base nesta informag¢ao, optamos por sondar competéncias dos estudantes da 1? fase
e estudantes da 4* fase do curso de matematica, sendo estes ultimos estudantes que estdao
cursando a disciplina Calculo 1.

Por qué?

O estudo da resolugdo de Problemas destes grupos sao indicativos das competéncias dos
alunos que chegam na UFSC (1? fase) e indicativo da evolucao ao longo das fases iniciais do

curso (4" fase).

4.1 SONDAGEM

A sondagem consistiu da aplicacdo de trés problemas em cada uma das turmas, em
horario de aula normal cedido pelo professor da turma 1 (1* fase) e da turma 2 (4? fase).

Foram entregues as folhas com os problemas, o tempo dado para a resolucdo foi de
cinqiienta minutos e foi solicitado ao professor para ndo auxiliar na resolucao.

Ainda nestas folhas, foram feitas algumas questdes sobre a vida académica dos
estudantes' — dados utilizados nas anélises a posteriori — e, em parte delas, foram dadas
varias formulas de Geometria Espacial, e dentre elas, estavam as que deveriam ser usadas na
resolugdo dos problemas (folha completa no Anexo I).

Os problemas propostos para resolugao foram os seguintes:

'3 As respostas referentes a questio n° 1 ndo foram utilizadas.
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1) Um copinho de sorvete tem forma de um cone de 10 cm de altura e 4 cm de didmetro na base e tem,
colocadas, duas colheradas esféricas de sorvete, também de 4 cm de didmetro.

a) Se o sorvete derreter no cone, havera transbordamento?
b) Quanto sobra ou quanto falta de sorvete?

2) A uma caixa d’agua de forma cubica com | metro de lado esta acoplado um cano cilindrico com 4cm
de didmetro e 50m de comprimento. Num certo instante, a caixa esta cheia de 4gua e o cano vazio. Solta-
se a agua pelo cano até que fique cheio. Qual o valor aproximado da altura da 4gua na caixa no instante
em que o cano ficou cheio?

3) Uma piscina em forma de bloco retangular, medindo 8m de comprimento, 6m de largura e 2m de
profundidade, estd completamente cheia. Quantos litros de agua ¢ preciso retirar da piscina para que o
nivel de agua baixe 20 cm?

Em ambas as turmas os alunos estavam sentados em carteiras enfileiradas e os tipos de
folhas foram distribuidos de maneira alternada (com formulas, sem formulas, e assim
sucessivamente) para que tivéssemos, em cada uma das turmas, metade com acesso e metade

sem acesso as formulas.

4.1.1 Analise a priori

A seguir apresentamos a andlise a priori de cada um dos problemas propostos para a
atividade em classe, a qual consiste da resolu¢do dos problemas, onde buscamos prever
maneiras possiveis de resolugdo.

Problema 1:

Um copinho de sorvete tem forma de um cone de 10 cm de altura e 4 cm de
diametro na base e tem, colocadas, duas colheradas esféricas de sorvete, também
de 4 cm de diametro.

a) Se o sorvete derreter no cone, havera transbordamento?
b) Quanto sobra ou quanto falta de sorvete?

Resolugao:

Primeiramente, tragamos figuras de estudo.

Raio =2 cm

Altura= 10 cm Raio=2cm
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Em seguida calculamos o volume do cone e da esfera e, como s3o duas colheradas de
sorvete o volume da esfera deve ser multiplicado por 2.

A comparacdo entre os valores obtidos como volume do cone e das duas esferas nos

responde o item a e, a diferenca entre eles responde o item b.

Vene =~ . R2. H
3
1 2

Vcone = ETE .(2) . 10

Veone = ln 40 = 40_” 3
3

Vestera = i -TC-R3
3
4 3

Vestera = — .m.(2

fera = 3 (2)
Vestera = % .8 = —327[ CIl'l3

Volume de duas colheradas de sorvete:

40 3 64rx 3 . , ~
= cm” < Tcm Logo, o volume do copinho ¢ menor que o volume do sorvete entdo:

Resposta do item a : Haverd transbordamento.

Aproximando o valor de 7 por 3,14 temos:
8.3,14=25,12 cm’

Ou ainda:

1 colherada de sorvete tem volume : 32Tﬁcm3

x de uma colherada tem volume : 8 & cm®
Usando regra de trés: 327” x=87 =x= %

Possibilidades de resposta para o item b:
1) Sobra 8 = cm’ de sorvete.
2) Sobra aproximadamente 25,12 cm’ de sorvete.

3) Sobra % de uma colherada de sorvete.

Notemos que para a resolugdo do item b, formas diferentes sdo possiveis para expressar

a resposta.
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Problema 2:

A uma caixa d’agua de forma cubica com 1 metro de lado esta acoplado um cano cilindrico
com 4cm de didmetro e 50m de comprimento. Num certo instante, a caixa esta cheia de 4gua e
o0 cano vazio. Solta-se a agua pelo cano até que fique cheio. Qual o valor aproximado da altura
da 4gua na caixa no instante em que o cano ficou cheio?

Foram identificadas duas maneiras de resolver este problema, embora o inicio da
resolucdo seja 0 mesmo para ambas.

Resolugao:

Tragamos uma figura de estudo.

?_r’ Diametro = 4cm
N Comprimento = 50m
Aresta = 1m

Nas duas maneiras de resolver o problema que identificamos, ¢ necessario calcular o

volume da caixa (cubo) e o volume do cano (cilindro).

Veupo= @’

Veubo = (lm)3 = 1m’ que ¢ o volume de dgua na caixa cheia.

Veilindro =7 . R* . H

Veilindro = 7 . (0,02m)* . 50m

Veilindro = 0,027 m’

Vcilindro = 0,0628m3 que ¢ o volume maximo de agua que o cano pode conter.

Agora podemos proceder de duas maneiras diferentes:

1) Calculamos o volume (V) de dgua que ficou na caixa e depois a altura (h) quando a
agua esta neste segundo nivel:

V = Veuwo— Veilindro = 0,9372 m’

A altura da agua na caixa ¢ a altura de um paralelepipedo de mesma area da base que a

caixa cubica (1m”) ou seja, um paralelepipedo de dimensdes: a = Im, b = Im, c=h
(desconhecida).
V=a.b.c

0,9372m’=1m. Im.h

h =0, 9372 m ou 93,7 cm aproximadamente.
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2) Calculamos a altura (h’) correspondente ao volume de 4agua que saiu da caixa e
depois subtraimos da altura da caixa o valor encontrado. O resultado sera a altura (h) do nivel
final de 4gua.

O volume de 4agua que saiu da caixa corresponde ao volume de um paralelepipedo de
medidasa=Im,b=1m,c=h".

V=a.b.c
0,0628m> = Im . Im . b’
h’ =0,0628m ou 6,28cm aproximadamente.

Como a altura da caixa é 1m, vem:

h = 1m-0,0628m
h = 0,9372m ou 93,7cm aproximadamente.

Resposta do problema: No instante em que o cano ficou cheio o valor aproximado da

altura da agua na caixa é de 0,937m ou 93,7cm.

Problema 3:

Uma piscina em forma de bloco retangular, medindo 8m de comprimento, 6m
de largura e 2m de profundidade, esta completamente cheia. Quantos litros de agua
¢ preciso retirar da piscina para que o nivel de agua baixe 20 cm?

Foram identificadas trés maneiras de resolugdo para este problema.

Tracamos uma figura de estudo.

0,2m

1,8m

6m

8m

Resolugdo 1:

Notemos que o volume que deve ser retirado da piscina corresponde ao volume de um
bloco retangular (paralelepipedo) de dimensdes a = 8m, b = 6m e ¢ = 0,2m, transformado em
litros.

V=a.b.c

V=8m.6m.0,2m

V =9,6m’
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Sabendo que 1m’ = 1000 litros, V = 9600 litros.
Resolucao 2:
Calculamos o volume inicial da piscina (Vy), e calculamos o volume (V) considerando
o nivel de dgua mais baixo 20cm. Depois subtraimos V; de V, e fazemos a transformac¢do do
volume em litros.

Vo=8m.6m.2m

Vo= 96m’
Vi=8m.6m. 1,8m
V, = 86,4m’

V =V-V;=96m’ - 86,4m’ = 9,6m’
Sabendo que 1m’ = 1000 litros, V = 9600 litros.

Resolugdo 3:

Calculamos o volume inicial da piscina (Vy), e calculamos o volume (V) considerando
o nivel de d4gua mais baixo 20cm. Depois fazemos a transformacao dos volumes V; de V, em
litros. Por ultimo, subtraimos V; de V.

Vo=8m.6m.2m

Vo =96m’ = 96000 litros

Vi=8m.6m. 1,8m

Vi = 86,4m’ = 86400 litros

V =V,—V;=96000 litros — 86400 litros = 9600 litros.
Resposta do problema: E preciso retirar da piscina 9600 litros de dgua para que o nivel de
dagua baixe 20 cm.

Observe que a variacao das resolugdes consiste em perceber que o volume de agua a ser
retirado corresponde ao de um paralelepipedo cujas medidas estdo dadas no enunciado do
problema (resolucdo 1) ou, de maneira indireta, observar que o volume a ser retirado ¢ a
diferencga entre os volumes de dois paralelepipedos que correspondem ao volume de dgua na
caixa em dois momentos (resolugdes 2 e 3). E necessario ainda que se transforme a medida de
volume em medida de capacidade e a etapa em que esta transformacao ¢ feita, diferencia a

resolugdo 2 da resolugao 3.

4.1.2 Andlise a posteriori

Apresentamos aqui os resultados obtidos da andlise dos dados coletados em cada uma

das turmas.
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Nesta analise mantivemos as duas turmas.

Na turma 1 identificamos subgrupos em funcao da resolugdo dada e em funcao da folha
recebida, com formulas ou sem formulas.

Na turma 2 identificamos subgrupos em funcdo das disciplinas cursadas e em fun¢do da

folha recebida, com féormulas ou sem formulas.

4.1.2.a Alunos da 1?* Fase do Curso de Licenciatura em Matematica (Turma 1)

Contamos com a participagdo de 54 alunos de uma turma que estava cursando
Geometria Quantitativa e que ainda ndo havia estudado Volume dos Sélidos nesta disciplina
até o momento da pesquisa.

Observando as respostas dadas no questiondrio, percebemos que 7 destes 54 alunos
estdo cursando a disciplina Laboratorio de Matematica IIl e 1 dentre os 54 ja cursou esta
disciplina.

Tendo em vista que nesta turma de primeira fase o objetivo era de observar os
conhecimentos trazidos do Ensino Médio, excluimos estes 8 alunos de nossa populaciao de
estudo, ficando com 46 do total de 54 para analise da resolu¢do dos problemas.

Uma primeira analise superficial, nos permitiu dividir estes 46 alunos em trés grupos:

Grupo A : alunos que ndo apresentaram resolugdes para os problemas;

Grupo B: alunos que formularam procedimentos de resolu¢do, embora tenham tido
1nsucesso;

Grupo C: alunos que acertaram pelo menos um dos problemas;

Estudo das resolucdes
Grupo A — alunos que ndo apresentaram resolucdes para os problemas

Este grupo se constitui de 14 dos 46 alunos em estudo. Dos 14, 9 receberam a atividade
sem as formulas para a resolugdo dos problemas e 5 receberam a atividade com as formulas.

Dos 9 alunos que ndo receberam formulas observou-se que:

2 de 9 entregaram em branco a folha destinada a resolug¢@o dos problemas.

3 de 9 registraram: “sem formula impossivel”, “ndo lembro das formulas de Geometria
Espacial”, “sem formuldrio nao sei fazer”

4 de 9 apenas tragaram figuras de estudo.

Dos 5 alunos que receberam as formulas, observou-se que nenhum deles conseguiu

equacionar os problemas, embora 2 de 5 tenham apresentado figuras de estudo.
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Grupo B — alunos que formularam procedimentos de resolucio, embora tenham tido insucesso
Este grupo se constitui de 19 dos 46 alunos em estudo. Destes 19, 10 receberam a

atividade sem as formulas para a resolugdo dos problemas e 9 receberam a atividade com as
formulas.

. Vamos analisar separadamente o que observamos nos dois casos, incluindo os tipos de
erros.

Dos 10 alunos que resolveram os problemas sem as formulas, observamos que:

9 de 10 tragaram figuras de estudo.

5 de 10 tentaram resolver o problema de n°1.

7 de 10 tentaram resolver o problema de n°2.

8 de 10 tentaram resolver o problema de n°3.

Um estudo mais cuidadoso das resolugdes dos problemas apresentadas por estes 10
alunos, nos permitiu identificar os seguintes erros:

Nas resolugdes do problema 1 foram identificados erros de formulagdo, onde alunos
calcularam 4rea de tridngulo de base 4cm (didmetro da base do cone) e altura 10 cm (altura do
cone) e ndo completaram a resolugdo.

Outro erro ligado a interpretagdo do problema foi visto em resolu¢des onde o aluno
compara a altura do cone com a soma dos didmetros das colheradas esféricas para responder o
problema.

Houve ainda um erro ligado a retirada dos dados do problema: O aluno mostra que
conhece e explicita corretamente as férmulas que devem ser usadas na resolu¢ao do problema
mas erra ao usar a medida do raio da esfera como 4cm, sendo que foi dito no problema que o
diametro ¢ que tem esta medida.

Quanto ao problema 2, foram identificados erros por desconhecimento da formula onde
um aluno explicita como volume do cubo V =L . 3 e para o cilindro V=h.d ; erro no
tratamento dos dados (ligados a transformagdo de unidades): como exemplo citamos um
caso onde a medida usada para didmetro do cano foi de 0,4m sendo que o problema fornecia
como medida 4cm, e ainda um outro caso, onde foram usadas as medidas “50” e “4”
ignorando que foram dadas no problema em unidades de medida diferentes (50m e 4cm).
Neste mesmo caso houve ainda erro de operagoes para chegar ao resultado final.

Foram identificados também, erros na retirada dos dados do problema, onde alunos
consideraram o comprimento do cano com 0,5m ou 50cm quando foi fornecido 50m no

enunciado do problema.
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Nas resolucdes do problema 3, encontramos erros ligados ao desconhecimento da
relacdo entre a medida de volume m’ ¢ a medida de capacidade litro. Mais precisamente, 4
dos 8 que tentaram resolver este problema cometeram este tipo de erro. Dois deram como
resposta 96 litros e dois responderam 9,6 litros; quando o correto era 9.600 litros.

Houve também erros de operagcdo. Por exemplo: o resultado da operacao de
multiplicagdo 8.6 .2 como sendo igual a 90 para determinar o volume inicial da piscina.

Quanto aos 9 alunos que resolveram os problemas com o auxilio das formulas,
observamos que:

7 de 9 tragaram figuras de estudo.

6 de 9 tentaram resolver o problema de n°1.

5 de 9 tentaram resolver o problema de n°2.

9 de 9, ou seja todos, tentaram resolver o problema de n°3.

Um estudo mais cuidadoso das resolu¢des dos problemas apresentadas por estes 9
alunos, os quais possuiam formulas, nos permitiu a identificacao dos seguintes erros:

Nas resolugdes do problema 1, um erro na retirada dos dados é notério: 4 de 6 que
tentaram resolver este problema, consideraram apenas uma colherada de sorvete quando o
correto, segundo o enunciado do problema, era considerar duas colheradas. 2 destes 4
apresentaram também erros de opera¢do ao usar as formulas de volume, apesar de terem
escolhido a férmula correta.

Encontramos também um erro de interpretagdo ou por uso incorreto de formulas onde
foi usada a formula da area do cone, e, um problema nio concluido onde foi calculado apenas
o volume do cone. Neste ultimo caso, ndo saber interpretar o problema pode ter sido também
a causa da resolucao nao concluida.

Nas resolugdes do problema 2, encontramos erros de operag¢do do tipo: considerar
(0,02)2=O,04; errar o volume do cilindro mesmo usando a formula certa, por cometer erro na
operacao de multiplicagdo.

Erros de transformagado de unidade. Por exemplo:Considerar 50m como 500cm.

Erro de interpretagdo. Por exemplo: Considerar o volume do cano cilindrico como 1m’
e substituir na formula do volume do cilindro, para tentar encontrar a resposta do problema,
quando se pedia uma altura referente a caixa.

Nas resolucdes do problema 3, que todos os 9 alunos tentaram resolver, encontramos os
seguintes tipos de erros:

Erros de operagdo. Por exemplo: 8 . 6 . 2 = 92 (calculo do volume inicial da piscina)

sendo que o correto € 96.
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Erro de transformag¢do de unidade. Exemplos:Considerar 20cm como 0,02m;
transformar 9,6m’ em litros de maneira incorreta (talvez por nio perceber que a relagio entre
m’ e litros foi dada no formulario).

Erro de Interpretagdo. Um aluno entendeu que deveria calcular a quantidade de dgua a
ser retirada para que o nivel de 4gua baixasse “de 20cm” e ndo apenas 20cm como diz o
problema. Em um outro caso, foi diminuido 20cm na largura ¢ ndo na profundidade da
piscina.

De modo geral, no Grupo B, encontramos erros de interpretagdo, de operacdo, erros
ligados a retirada de dados dos problemas e no tratamento dos dados.

Em particular constatamos erros por desconhecimento da férmula em algumas
resolucdes de alunos que receberam a atividade sem as féormulas. E, nas resolugdes de alunos
que receberam a atividade com as formulas, encontramos alguns erros por uso incorreto das
mesmas.

Grupo C — alunos que acertaram pelo menos um dos problemas

Este grupo contém 13 do total de 46 alunos. Como eles acertaram pelo menos um dos
problemas, os estudamos de maneira mais detalhada, identificando um a um os problemas
resolvidos corretamente e que tipo de erro os levou as resolugdes incorretas.

Comecamos identificando que 4 de 13 alunos receberam a folha de atividade sem as
formulas e 9 de 13 receberam a folha com as formulas.

Do total de 13, 8 alunos apresentaram figuras de estudo em suas resolugdes.

Para que fosse possivel identificar uma a uma das folhas de resolucao, as numeramos de
1 a 13, de forma que as quatro folhas que nao tinham férmulas receberam numeragdo de 1 a 4
e, as nove restantes que possuiam formulario receberam numeragao de 5 a 13.

Usando a numeracdo identificamos os alunos que acertaram cada um dos problemas

conforme a tabela abaixo:

Problema 1 Problema 2 Problema 3
Folhas ¢/ resolugdo |2,5,6,7,8,10,11 |4,7,11,13 1, 3,5,6,7,9, 11,
correta do problema 12,13

Conforme a tabela vemos que dos alunos que ndo tinham férmulas (com folhas
numeradas de 1 a 4):
1 de 4 acertou o problema 1 (folha n°2).
1 de 4 acertou o problema 2 (folha n°4).
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2 de 4 acertaram o problema 3 (folhas de n°s 1 e 3).

Dos alunos que receberam formulas (folhas numeradas de 5 a 13) temos:
6 de 9 acertaram o problema 1 (folhas de n®s 5,6, 5,8, 10 e 11)

3 de 9 acertaram o problema 2 (folhas de n°s 7, 11, 13)

7 de 9 acertaram o problema 3 (folhas de n°s 5, 6, 7,9, 11, 12, 13)

Observando a tabela ¢ possivel notar também que do total de 13 apenas 2 alunos
acertaram todos os problemas e ambos tinham o auxilio do formulario (n° 7 e n°11), uma das
resolugdes pode ser vista no anexo IL.A (p.94).

Podemos nos perguntar se o ensino de solidos geométricos, quando realizado no Ensino
Médio, centra-se na aplica¢ao de formulas.

Vejamos a seguir os erros cometidos em cada problema por estes alunos. Para tanto sera
usada a numeracao das folhas.

Erros cometidos nos problemas por alunos que nao tinham o auxilio das féormulas:

Vale acrescentar que todos tentaram resolver todos os problemas.

Problema 1:

O aluno cuja folha identificamos pelo numero 1,cometeu neste problema um erro por
desconhecimento de formula, calculou o volume da esfera como sendo o produto do valor de
© pelo raio da esfera ao cubo.

O aluno da folha identificada pelo nimero 3, apresentou valores para o volume do copo
(125,6 cm’) e da colherada (12,56 cm®), mas ndo apresentou os calculos que o levaram a estes
numeros.

O aluno da folha identificada pelo niimero 4, calculou apenas o volume do cone,
podemos supor que ndo conseguiu interpretar o problema e por isso ndo completou a
resolucdo, nem forneceu resposta.

Problema 2:

O aluno cuja folha foi identificada pelo niimero 1 cometeu um erro na retirada dos
dados do problema: considerou o comprimento do cano igual a 50cm, sendo que o correto era
50m e ainda um erro de interpretagdo do problema: calculou a raiz ctbica do volume final
para encontrar a altura da caixa.

O aluno cuja folha foi identificada pelo nimero 2 cometeu um erro por
desconhecimento de formula, calculou o volume do cano como sendo um ter¢o do produto do
comprimento do cano pelo diametro do cano pelo valor de m.

O aluno cuja folha foi identificada pelo nimero 3, calculou o volume final de agua na

caixa, mas nao a altura pedida no problema, ou seja, ndo completou a resolucao.
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Problema 3:

O aluno cuja folha foi identificada pelo nimero 2 cometeu um erro de operag¢do ao
calcular o volume do paralelepipedo de altura 1,8m escreveu: V=8 .6 .18 = 784 ¢ o
resultado correto desta operacdo ¢ 86,4 . Esse erro comprometeu todo o restante da resolucao
do problema.

O aluno da folha identificada pelo niimero 4, fez os célculos corretos mas respondeu
incorretamente o problema. Deu como resposta 9,6m’ sendo que a pergunta se referia a uma
quantidade em litros.

Ja no estudo das resolucdes dos alunos'®, cuja folha de atividade continha férmulas,
identificamos os seguintes erros:

Problema 1:

O aluno cuja folha foi identificada pelo numero 13, mesmo tendo o formuldrio a

. . 1
disposi¢do, calculou o volume do cone usando “ A = R n.d>” (Anexo ILB, p.96)

Problema 2:

Os alunos de folhas identificadas pelos nimeros 5 e 6 cometeram erro na retirada dos
dados do problema por considerar o comprimento do cano igual a 50cm, ao invés do correto:
50m.

O aluno da folha de nimero 8, cometeu um erro de interpretagdo que pode ser percebido
na figura de estudo feita por ele e calculou o “volume do cilindro até 1 metro”, por ser esta a
altura da caixa (Anexo I1.C, p.99)

O aluno de folha identificada pelo nimero 10, cometeu um erro por uso incorreto de
formula. Usou para calcular o volume do cano cilindrico, a formula do volume do cone.

Problema 3:

O aluno, cuja folha foi identificada pelo n° 8, errou na formulagdo da resolugdao do
problema: considerou que o volume de agua a ser retirada da piscina equivale ao volume de
um paralelepipedo de mesmo comprimento e profundidade da piscina e com largura 0,2m,
quando o correto seria considerar esta medida na profundidade (Anexo I1.C, p.97).

O aluno cuja folha foi identificada pelo nimero 10, fez os calculos corretos mas
respondeu incorretamente o problema. Deu como resposta 9,6m’ sendo que a pergunta se

referia a uma quantidade em litros.

' Os alunos cujas folhas foram identificadas pelos nimeros 9 ¢ 12 ndo resolveram os problemas 1 e 2, por isso
ndo estdo identificados na tabela, nem na descrigdo dos erros.
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Concluimos que apesar do acerto de alguns problemas, no estudo das resolugdes deste
grupo identificamos erros de interpretacdo e na retirada de dados dos problemas, tanto por
alunos que receberam a atividade com formulas, quanto por alunos que ndo as receberam.

Em particular, identificamos erros por desconhecimento da féormula e erros de operagao
em resolugdes de alunos que receberam a atividade sem formulas. Nas resolugdes de alunos
que dispunham de féormulas encontramos erros por uso incorreto das mesmas € erro na
formulagdo da resolucdo de um problema.

Conclusao do Estudo das Resolucdes da Turma 1

O estudo das resolugdes da turma 1, constituida de alunos da primeira fase do curso de
Licenciatura em Matematica nos revelou que:

9 de 46 alunos dizem que sem o auxilio de féormulas ndo conseguem resolver problemas
de volume dos so6lidos e ndo deixam pistas de como procederiam na resolugdo se tivessem
formulas a disposi¢do, pois entregaram a folha da atividade totalmente em branco ou, no
maximo fizeram alguma figura de estudo.

Nas resolugdes de alunos que tentaram resolver os problemas com insucesso, 0s tipos
de erros encontrados foram de interpretacdo do problema, de operacdo, bem como na retirada
dos dados do problema, no tratamento dos dados e ainda por uso incorreto de féormulas (entre
0s que as receberam) ou por desconhecimento de formulas (entre os que nao as receberam).

30 de 46 alunos, apresentaram alguma representacao ilustrativa (figura de estudo) em
suas anotacgoes.

Apenas 2 de 46 alunos em estudo, acertaram os trés problemas propostos € ambos
receberam a atividade com formulas.

Com relagao as resolucdes corretas de cada problema, obtivemos os seguintes
resultados:

7 para o problema 1 (6 resolugcdes com o auxilio das formulas e 1 resolugdo sem o
auxilio das formulas);

4 para o problema 2 (3 resolugdes com o auxilio das formulas e 1 resolucdo sem o
auxilio das formulas);

9 para o problema 3 (7 resolugdes com o auxilio das formulas e 2 resolugdes sem o

auxilio das formulas);

4.1.2.b Alunos da 4* fase do Curso de Licenciatura em Matematica (Turma 2)
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41 alunos da turma de Calculo I participaram da atividade. Em nossa analise excluimos
os resultados de um aluno que ndo ¢ do curso de Licenciatura em Matematica e faz a
disciplina como aluno ouvinte.

Dividimos o grupo de 40 estudantes em quatro subgrupos em func¢do das disciplinas
cursadas e da folha de atividade recebida (com formulas ou sem formulas).

Estudando as respostas dadas no questiondrio, a divisdo dos grupos em fun¢do da
disciplina cursada foi a seguinte:

Grupo D: alunos que ja cursaram apenas a disciplina Geometria Quantitativa;

Grupo E: alunos que ja cursaram apenas a disciplina Laboratério de Matematica I1I;

Grupo F: alunos que ja cursaram Geometria Quantitativa e Laboratorio de Matematica
I1;

Grupo G: Alunos que ainda ndo cursaram completamente nem Geometria Quantitativa,
nem Laboratorio de Matematica III;
Estudo das resolugdes
Grupo D: alunos que ja cursaram apenas a disciplina Geometria Quantitativa'’

Este grupo se constitui de 18 dos 40 alunos em estudo da turma 2. Destes 18, 8
receberam a folha da atividade sem formulas e 10 receberam a folha com férmulas.

Neste grupo, todos os alunos tragaram figuras de estudo em suas resolugoes.

No estudo das resolugdes dos 8 alunos que nao tinham férmulas notamos que:

Com relagao ao problema 1:

4 de 8 ndo resolveram o problema;

3 de 8 resolveram de modo incorreto;

1 de 8 acertou o problema;

Com relagao ao problema 2:

3 de 8 ndo resolveram o problema;

4 de 8 resolveram de modo incorreto;

1 de 8 acertou o problema;

Com relacao ao problema 3:

6 de 8 resolveram de modo incorreto;

2 de 8 acertaram o problema;

Destacamos que nenhum aluno acertou os trés problemas.

1 : ~ ~ Jon] o
7 Os alunos deste grupo responderam que ainda nio cursaram ou que estio cursando Laboratorio de Matematica
III.
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Um estudo mais cuidadoso das resolucdes desses alunos que ndo receberam férmulas e
que constituem parte do Grupo D nos permitiu identificar os seguintes erros:

Nas resolucdes do problema 1: encontramos duas resolugdes que sé apresentaram o
volume do copinho por desconhecimento da formula que permite calcular o volume da esfera
e, um outro erro por desconhecimento de formula, onde um aluno calculou o volume do
copinho (cone) como sendo o produto da area da base pela altura.

Nas resolucdes do problema 2: erro no tratamento dos dados e de operagdo que resultou
no valor incorreto do volume do cano. Dois erros de interpretagdo: em um deles foi calculada
a altura correspondente ao volume de dgua que saiu da caixa, no outro o aluno deu o volume
de agua que ficou na caixa e ndo a altura correspondente ao nivel da d4gua como foi pedido.
Identificamos também um erro na retirada dos dados, onde um aluno considerou o raio do
cano igual a 4cm (medida do didmetro).

Nas resolucdes do problema 3: dois alunos nao responderam corretamente o problema
porque deram a resposta em m’, sendo que foi pedido o volume em litros. Em outro caso foi
calculado apenas o volume inicial de d4gua da piscina, onde pudemos supor que por nao
interpretar o problema corretamente, o aluno o resolveu de maneira incompleta. Outro erro de
interpretagdo ocorreu em uma resolu¢do onde o volume final de 4gua da piscina foi dado
como resposta para o volume que deveria ser retirado. Identificamos também dois erros de
operag¢do de multiplicagdo cometidos no calculo do volume final de agua da piscina.

No estudo das resolu¢des dos 10 alunos que receberam a atividade com as formulas
notamos que:

Com relacao ao problema 1:

1 de 10 nao resolveu o problema;

4 de 10 resolveram de modo incorreto;

5 de 10 acertaram o problema;

Com relacao ao problema 2:

1 de 10 nao resolveu o problema;

7 de 10 resolveram de modo incorreto;

2 de 10 acertaram o problema;

Com relacao ao problema 3:

5 de 10 resolveram de modo incorreto;

5 de 10 acertaram o problema;

Vale destacar que na descrigdo acima, estdo incluidos 2 alunos que acertaram os trés

problemas.
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Ao estudarmos as resolugdes destes alunos que também fazem parte do Grupo D,
identificamos os seguintes erros:

Nas resolucdes do problema 1: erros de operagdo levaram a valores incorretos para o
volume do copinho e do sorvete, mesmo usando as féormulas corretas. Houve ainda um erro de
operagao no calculo da diferenca que responde o item b do problema. Identificamos também
um erro na retirada de dados do problema, onde um aluno considerou somente uma colherada
de sorvete em sua resolugdo quando o correto eram duas.

Nas resolugdes do problema 2 os erros foram muitos e bem diversificados: uso
incorreto da formula do cone para calcular o volume do cano cilindrico, erro de operagdo por
nao multiplicar pelo m ao usar a formula do volume do cilindro, erro na retirada dos dados do
problema por considerar o raio do cano igual a 4cm (medida do didmetro), erro no tratamento
de dados por considerar 2cm = 0,2m e em outro caso por considerar o raio € 0 comprimento
do cano na mesma unidade de medida sem fazer as devidas transformacdes.

Nas resolugdes do problema 3: erros de opera¢do de multiplicacdo na aplicagdo da
formula do volume do paralelepipedo, erro no tratamento dos dados por considerar 9,6m’
diretamente igual a 9,6 litros. Calculo desnecessario da area de superficie da piscina
(paralelepipedo).

Grupo E: alunos que jd cursaram apenas a disciplina Laboratorio de Matematica I11'®

Este grupo se constitui de 7 dos 40 alunos em estudo da turma 2. Destes 7, 4 receberam
a folha da atividade sem férmulas e 3 receberam a folha com formulas.

No estudo das resolugdes dos 4 alunos que ndo dispunham das férmulas, notamos que
todos tragaram figuras de estudo e, estudando separadamente os resultados encontrados em
cada problema notamos que:

1 de 4 apresentou céalculos sem formulacao (ver Anexo ILLF, p.101) nos trés problemas
de modo que ndo foi possivel identificar os tipos de erros cometidos. Quanto aos demais
alunos, obtiveram os seguintes resultados:

Com relacao ao problema 1:

1 de 4 resolveu de modo incorreto;

2 de 4 ndo resolveram;

Com relagdo ao problema 2:

2 de 4 resolveram de modo incorreto;

1 de 4 ndo resolveu;

Com relagdo ao problema 3:

'8 Os alunos deste grupo responderam que ainda néio cursaram ou que estdo cursando Geometria Quantitativa.
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2 de 4 resolveram de modo incorreto;

1 de 4 ndo resolveu;

Erros

Vamos detalhar os tipos de erros encontrados nas resolucdes incorretas:

Na resolugdo do problema 1, o erro cometido foi na retirada de dados. O aluno
considerou o raio do cone igual a 4 cm, sendo que o diametro ¢ que tinha essa medida e ndo
completou a resolucdo do problema porque ndo sabia, segundo ele, a férmula do volume da
esfera. Escreveu: “comparar volume, se necessario subtrair”’, mostrando saber o procedimento
correto para a resolugdo.

Nas resolugdes do problema 2, encontramos dois erros: um deles, por desconhecimento
da formula, onde o aluno calculou o volume do cano multiplicando o comprimento pela
medida do didmetro e anulou a resolugdo. O outro foi um erro de operagdo: o aluno
expressou corretamente a formula do volume do cilindro mas ndo multiplicou pelo m, para
encontrar o valor correto (O,628m3), obtendo O,20m3 .

Nas resolu¢des do problema 3, os erros foram: no tratamento dos dados (relagdo entre
medidas de volume e capacidade): um aluno escreveu: 9,6m’ = 960 litros. Na formulagio da
resolugdo: usou a medida final de altura da 4gua na caixa como sendo 1,6m e o correto seria
1,80m ja que se pede para baixar o nivel em 20cm.

No estudo das resolugdes dos 3 alunos que tinham férmulas, notamos que todos
tracaram figuras de estudo e obtivemos os seguintes resultados nas resolu¢des dos problemas:

Com relagdo ao problema 1:

2 de 3 acertaram o problema;

1 de 3 resolveu de modo incorreto;

Com relagdo ao problema 2:

2 de 3 resolveram de modo incorreto;

1 de 3 ndo resolveu;

Com relacao ao problema 3:

1 de 3 acertou o problema;

2 de 3 resolveram de modo incorreto;

Erros

Vamos detalhar os tipos de erros encontrados nas resolugdes incorretas:

Na resolugdo do problema 1: O aluno calculou apenas o volume do copinho e respondeu
que ndo haveria transbordamento, podemos supor que houve um erro de interpretagdo pois

ele deveria calcular também o volume do sorvete e estabelecer uma comparacgao.
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Nas resolucdes do problema 2: Erro de transformagdo de unidades: 50m = 500cm e erro
de interpretagdo: para calcular o volume de agua da caixa, foi usado 4cm como medida da
altura da caixa.

Nas resolugdes do problema 3: houve o seguinte erro no tratamento dos dados: 20cm =
0,2m’= 200litros e um erro de interpretacdo que levou aos seguintes célculos:

96000 — 200 = 95800 litros, que foi dado como resposta final do problema. Em outra
folha de resolucdo foi calculado apenas o volume inicial da caixa, onde supostamente o aluno

ndo soube interpretar o problema, e o resolveu de maneira incompleta.

Grupo F: alunos que jd cursaram Geometria Quantitativa e Laboratorio de Matematica I11"
Este grupo se constitui de 9 dos 40 alunos da turma 2 em estudo. Destes 9, 4 receberam

a atividade sem as férmulas para a resolucdo dos problemas e 5 receberam a atividade com as
formulas.

No estudo das resolugdes dos 4 alunos que nao tinham féormulas notamos que:

3 de 4 fizeram figuras de estudo e, estudando separadamente os resultados encontrados
em cada problema, constatamos:

Com relacao ao problema 1:

2 de 4 resolveram de modo incorreto;

2 de 4 ndo resolveram;

Com relagdo ao problema 2:

2 de 4 resolveram de modo incorreto;

2 de 4 nao resolveram;

Com relacao ao problema 3:

2 de 4 acertaram o problema;

2 de 4 resolveram de modo incorreto;

Um estudo mais cuidadoso das resolucdes incorretas apresentadas por estes alunos de
grupo F que ndo dispunham das féormulas, nos permitiu a identificagao dos seguintes erros:

Nas resolugdes do problema 1, encontramos erros por desconhecimento da formula: um
aluno usou as formulas de area do triangulo e do circulo, mas estava consciente do erro pois

13

disse: “... a maior divida ¢ relembrar a formula do volume do cone...” (ver Anexo ILE,
p.-100). Um outro aluno usou a féormula do volume do cilindro no célculo do volume do

copinho (em forma de cone) e usou para volume da esfera: V=m.r" .

' Os alunos deste grupo assinalaram o item b (ja cursou) nas perguntas de niimeros 2 e 3 no questionario.
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Nas resolu¢des do problema 2, encontramos erros de operagdo: 2cm’ = 0,04m”. em
outro caso o aluno explicitou o volume do cano (cilindro) corretamente em um primeiro
momento mas, ao final dos calculos ndo multiplicou por 7.

Nas resolugdes do problema 3, os erros foram de interpretaciao e de operagdo. O erro de
interpretagdo foi ter calculado o volume de dgua a ser retirado para que o nivel de dgua na
piscina “chegasse a 20cm”, quando o correto era o volume a ser retirado para “baixar 20cm”.
O erro de operagdo foi na multiplicagdo de 6 por 8 por 1,8 que resultou em 80,4 sendo que o
correto € 86,4.

Nas resolucdes dos 5 alunos que tinham as férmulas notamos que 3 de 5 fizeram figuras
de estudo e que 1 aluno acertou os trés problemas. Estudando separadamente os resultados
encontrados em cada problema temos:

Com relacao ao problema 1:

1 de 5 ndo resolveu;

2 de 5 resolveram de modo incorreto;

2 de 5 acertaram o problema;

Com relacao ao problema 2:

1 de 5 ndo resolveu;

3 de 5 resolveram de modo incorreto;

1 de 5 acertou o problema;

Com relagao ao problema 3:

5 de 5, ou seja, todos acertaram o problema;

Um estudo mais cuidadoso das resolucdes incorretas apresentadas por estes alunos de
grupo F que tinham o auxilio das formulas, nos permitiu a identificacao dos seguintes erros:

Nas resolugdes do problema 1, duas pessoas cometeram o mesmo erro na retirada dos
dados: Consideraram apenas uma bola de sorvete, quando o enunciado do problema dizia que
eram duas.

Nas resolucdes do problema 2, um erro foi de operagdo por nao multiplicar pelo @ ao
usar a formula do volume do cilindro. Outro erro foi no tratamento de dados onde um aluno
considerou 1m® = 3000 litros e, um terceiro erro foi de interpretagdo, onde um aluno destacou
como resposta do problema o volume do cano, que era apenas um elemento da resolugao
como um todo.

Grupo G: Alunos que ainda ndo cursaram completamente nem Geometria Quantitativa, nem
Laboratorio de Matematica I11*°

*% Estes alunos responderam que ainda ndo cursaram ou estdo cursando estas disciplinas (assinalaram alternativas
a e/ou ¢ no questiondrio para as questdes 2 e 3)
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Este grupo se constitui de 6 dos 40 alunos da turma 2 em estudo. Destes 6 alunos, 3
receberam a atividade sem as formulas para a resolucdo dos problemas e 3 receberam a
atividade com as formulas.

Neste grupo, todos os alunos tragaram figuras de estudo.

Ao estudarmos as resolugdes dos alunos que resolveram os problemas sem o auxilio das
formulas,obtivemos os seguintes resultados:

Com relagdo ao problema 1:

2 de 3 resolveram de modo incorreto;

1 de 3 ndo resolveu;

Com relacao ao problema 2:

2 de 3 resolveram de modo incorreto;

1 de 3 ndo resolveu;

Com relacao ao problema 3:

1 de 3 acertou o problema;

2 de 3 resolveram de modo incorreto;

Vamos detalhar os tipos de erros encontrados nas resolucdes incorretas:

Nas resolugdes do problema 1, encontramos erros por desconhecimento de formulas:

A, h
calculo do volume do cone expresso por V=—2

e, em outro caso o volume da esfera

expresso por V=1 . R’.

Nas resolu¢des do problema 2, encontramos erros de operagio: (0,02)* = 0,04. E, em
outro caso, o aluno expressa corretamente a formula do volume do cilindro mas esquece de
multiplicar pelo m ao fazer as contas, além de cometer um outro erro de subtragao.

Nas resolucdes do problema 3, encontramos um erro de operagao:

“800 . 600 . 180 = 82.400.000”,quando o correto seria 86.400.000 . E um erro por
desconhecimento da formula onde o aluno escreve: A piscina =8 . 6 .2 = 96m’ e questiona:
“qual o volume?” ndo completando a resolugao.

Ao estudarmos as resolucdes dos alunos que resolveram os problemas com o auxilio das
formulas,obtivemos os seguintes resultados:

Com relagao ao problema 1:

1 de 3 acertou o problema;

2 de 3 resolveram de modo incorreto;

Com relacao ao problema 2:

1 de 3 acertou o problema;
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1 de 3 resolveu de modo incorreto;

1 de 3 ndo resolveu;

Com relagao ao problema 3:

2 de 3 acertaram o problema;

1 de 3 resolveu de modo incorreto;

Destacamos aqui que os acertos dos problemas 1 ¢ 2 e um dos acertos do problema 3,
corresponde a um Unico aluno que resolveu corretamente os trés problemas.

Vamos detalhar os tipos de erros encontrados nas resolucdes incorretas:

Nas resolu¢des do problema 1, encontramos um erro na retirada dos dados do
problema: um aluno considerou apenas uma colherada de sorvete, quando o enunciado do
problema citava duas. O outro erro foi de operagdo, onde o aluno escolhe as formulas corretas
para a resolug@o do problema mas comete erro nas contas.

O erro na resolugdo do problema 2 foi também na retirada dos dados: o aluno
considerou o raio do cano igual a 4cm, quando esta medida era do diametro.

Na resolugdo do problema 3, o erro foi de interpretagdo: os célculos apresentados foram
da area de superficie da piscina e o volume inicial.

Conclusao do Estudo das resolucbes da Turma 2

No estudo das resolugdes dos alunos veteranos (4* fase), notamos que 37 de um total de
40, tragaram figuras de estudo em suas resolugdes, o que indica que estes alunos acreditam
que o esbogo de solidos envolvidos em problemas cujo célculo de volume ¢ necessario,
auxilia na resolucao.

Nenhum dos 40 alunos entregou a folha da atividade totalmente em branco e, 4 de 40
alunos resolveram corretamente os trés problemas propostos, sendo que os 4 receberam a
folha da atividade contendo as formulas. Destes 4 alunos, 2 responderam no questionario que
j& cursaram a disciplina Geometria Quantitativa, 1 respondeu que ja cursou Geometria
Quantitativa e Laboratério de Matematica III e 1 deles respondeu que ndo cursou nenhuma
das duas disciplinas, uma das resolugcdes corretas pode ser vista no Anexo I1.D, p.98.

Este estudo nos mostrou também que erros por desconhecimento de formulas estdo
presentes em todos os grupos desta turma, entre as resolugdes de alunos que receberam a
folha da atividade sem férmulas.

Para cada grupo obtivemos os seguintes resultados com relagdo ao niumero de acertos
em cada problema e tipos de erros:

Alunos que ja cursaram Geometria Quantitativa (18 alunos, 10 resolugdes com férmulas

e 8 resolugdes sem formulas):
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6 resolugdes corretas no problema 1, das quais: 5 com formulas e 1 sem formulas.

3 resolugdes corretas no problema 2, das quais: 2 com formulas e 1 sem formulas.

7 resolugdes corretas no problema 3, das quais: 5 com formulas e 2 sem formulas.

Os tipos de erros encontrados nas resolugdes deste grupo de um modo geral foram: no
tratamento dos dados, de operagdo, na retirada dos dados do problema e ainda, interpretacao
incorreta que resultou tanto em erros quanto em resolugdes incompletas.

Alunos que ja cursaram Laboratorio de Matematica III (7 alunos, 3 resolu¢des com
formulas e 4 resolugdes sem formulas):

Neste grupo, os alunos que nao tinham as féormulas como auxilio, ndo obtiveram
resolucdes corretas em nenhum dos problemas, ou seja, os acertos estdo somente entre as
resolucdes de alunos que tinham as férmulas: 2 no problema 1, nenhum no problema 2 e 1 no
problema 3.

Os erros encontrados foram: na retirada dos dados do problema, de operagdo (ver Anexo
II.G, p.102), no tratamento dos dados e de interpretagao.

Alunos que ja cursaram ambas as disciplinas (6 alunos, 3 resolugdes com férmulas e 3
resolugdes sem formulas):

1 resolucdo correta no problema 1, 1 resolugdo correta no problema 2 e 2 resolugdes
corretas no problema 3 entre os alunos que receberam as férmulas.

Apenas 1 resolugdo correta no problema 3, entre os alunos que nao receberam formulas.

Os tipos de erros encontrados neste grupo, de um modo geral foram: de operagdo, na

retirada dos dados do problema e de interpretagao.

4.1.2.c Conclusdo Geral da Atividade em Classe

Os estudos das resolucdes das turmas que participaram da atividade em classe, nos
deram os seguintes indicativos:

De um modo geral, os alunos consideram importante tracar figuras nas resolucdes de
problemas que envolvem o conceito ou calculo de volume dos so6lidos pois, 30 de 46 alunos
da turma de calouros ¢ 37 de 40 alunos da turma de veteranos as tracaram em suas resolugoes.
Em dois deles foram tragadas figuras planas.

Entre os alunos da turma 1, recebemos 2 folhas em branco ¢ 3 onde havia apenas
escritos do tipo “sem formula ndo sei fazer”. Resultados ndo encontrados na turma 2.

Em ambas as turmas, os alunos que resolveram corretamente os trés problemas da

atividade, receberam as formulas: 2 de 46 na turma 1 e 4 de 40 na turma 2.
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Lembramos que o problema 1 envolve os sdlidos cone e esfera, o problema 2 envolve os
solidos cubo e cilindro e o problema 3 envolve paralelepipedo.

Outro resultado comum nas duas turmas foi a ordem na quantidade de resolugdes
corretas em cada problema: em ambas as turmas o problema que os alunos mais acertaram foi
o problema 3 e o segundo com mais acertos foi o problema 1, sendo o problema 2 o que os
alunos menos acertaram.

O resultado geral com relacdo aos acertos nos problemas foi:

Na turma 1 (calouros): 7 acertos no problema 1, 4 acertos no problema 2 e 9 acertos no
problema 3.

Na turma 2 (veteranos): 11 acertos no problema 1, 5 acertos no problema 2 e 18 acertos
no problema 3.

De um modo geral tivemos 18 acertos no problema 1, onde todos os alunos usaram a
unica forma de resolucdo prevista na andlise a priori.

Com relagdao ao problema 2, tivemos 9 acertos dos quais 8 resolvidos conforme a
resolucdo 1 e, 1 resolvido conforme a resolug@o 2 da analise a priori.

Quanto ao problema 3, tivemos 27 acertos dos quais: 13 conforme a resolugdo 1, 9
conforme a resolucdo 2 ¢ 5 conforme a resolucdo 3, que foram os trés tipos de resolugao

previstos na analise a priori para este problema.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo de livros didaticos dos anos 70, anos 90 e da atualidade revelou diferencgas
quanto a abordagem e forma de apresentacdo do conteudo volume dos s6lidos e semelhancas
quanto ao tipo de exercicios propostos.

Identificamos uma abordagem mais formal no livro Matematica na Escola Renovada
(do periodo do Movimento da Matematica Moderna), ¢ uma abordagem empirica e/ou
experimental nos demais livros (dos anos de 1996,2002 e 2004). Entretanto, em todos eles ha
preocupagdo de apresentar ou deduzir as formulas que permitem calcular o volume dos
solidos (prisma, piramide, cilindro, cone e esfera). A tarefa mais presente entre os exercicios
propostos, em todos os livros estudados, ¢ a de “calcular volume dos s6lidos”, sendo cones e
prismas (em particular o paralelepipedo) os tipos de sélidos mais usados nos exercicios que
apresentam esta tarefa.

Esta caracterizagdo dos livros que estudamos em conjunto com os resultados da
atividade em classe, nos da indicios de que o estudo de volume dos s6lidos no ensino médio €
baseado em aplicagdes de formulas. O tipo de solido que os alunos mais tém facilidade em
resolver problemas que envolvem o conceito de volume ¢ o paralelepipedo, pois este € o tipo
de solido envolvido no problema 3, cujo nimero de acertos foi maior, tanto na turma de
calouros (7 de 46), quanto na turma de alunos da 4° fase (11 de 40) do curso de licenciatura
em matematica da UFSC.

Notamos também que o problema 1 que foi o segundo em numero de acertos, exigia
basicamente calculo de volume e diferenca entre volumes. J& o problema 2, que teve o menor
nimero de acertos, tinha como tarefa (implicitamente) o célculo da altura de um
paralelepipedo.

O niimero de alunos que acertou os trés problemas foi pequeno em ambas as turmas: 2
de 46 na turma de calouros e 4 de 40 na turma de veteranos.

Cabe aqui um questionamento: se os documentos oficiais tanto a nivel nacional, quanto
estadual e em ambito escolar asseguram lugar aos conteudos de Geometria Espacial Métrica e
entre eles volume dos sélidos, por que a dificuldade ¢ tdo grande em resolucdes de problemas
que envolvem este conteido? Que tipo de ensino assegura uma aprendizagem significativa?

Cabe aqui uma reflexdo daqueles que sdo professores no curso de Licenciatura em
Matematica ¢ no Ensino Médio, e daqueles que na administragdo sdo responsaveis pelos

programas escolares, livros didaticos e curriculos dos cursos de Licenciatura em Matematica.
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Universidade Federal de Santa Catarina
Disciplina: Turma: Sem.: 2005-1.
Aluno(a): (opcional)

Por favor, responda as questdes abaixo e resolva os problemas.

1) Vocé concluiu o Ensino Médio:
a) () Antes de 1990 b) ( ) Entre 1990 ¢ 1999  ¢) ( ) No ano 2000 ou depois

2) Sobre a disciplina Geometria Quantitativa do curso de Licenciatura em Matematica
na UFSC:

a) () Vocé esta cursando b) ( )Jacursou ¢) () ainda ndo cursou

3) Sobre a disciplina Laboratério de MTM IIl do curso de Licenciatura em
Matematica na UFSC:

a) () Voce esta cursando b) ( )Jacursou ¢) ( ) ainda ndo cursou

Recomendacdes para a resolucdo dos problemas:

- Usar caneta

- Fazer todos os cdlculos na folha de resolugoes

- Em caso de erro, escrever ao lado “anulado” e refazer

Problemas:

1) Um copinho de sorvete tem forma de um cone de 10 cm de altura e 4 cm de didmetro
na base e tem, colocadas, duas colheradas esféricas de sorvete, também de 4 cm de
diametro.

a) Se o sorvete derreter no cone, havera transbordamento?
b) Quanto sobra ou quanto falta de sorvete?

2) A uma caixa d’4gua de forma ctbica com 1 metro de lado estd acoplado um cano
cilindrico com 4cm de didmetro e 50m de comprimento. Num certo instante, a caixa
estd cheia de 4gua e o cano vazio. Solta-se a agua pelo cano até que fique cheio. Qual
o valor aproximado da altura da 4gua na caixa no instante em que o cano ficou cheio?

3) Uma piscina em forma de bloco retangular, medindo 8m de comprimento, 6m de
largura e 2m de profundidade, estd completamente cheia. Quantos litros de 4gua ¢é
preciso retirar da piscina para que o nivel de dgua baixe 20 cm?

Formulario
(St : area total ; Sg:area da base; Sy:area lateral; V: volume; R: raio, a: aresta; G: geratriz;
H: altura; a,b,c: dimensoes do paralelepipedo; d:diagonal;)

1m® = 1000 litros
Prisma:  Sp=S,42.Ss : V=SgH Cubo: St=64>; V=a>; d= a3

1 4
Piramide: St=S;+Sg ; V= E .Sg.H Esfera: St= 4.7.R? ; V= E aR
Cilindro: St=2mRMH+R); V=n.R*.H
1
Cone: St=n.R(G+R); G*=H*+R*; V= gn.RZ.H

Paralelepipedo: Sy=2 (abtbctac); V=a.b.c; d=+a’+b*+c°
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RESOLUCOES DE ALUNOS



II.A - Todas as resolugdes corretas — estudante da Turma 1
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I1.B - Erro por uso de formulas incorreta no problema 1: Célculo do volume do cone usando:
“A = 1.d*/4” — estudante da Turma 1
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I1.C - Erros de interpretag@o nos problemas 2 e 3 — estudante da Turma 1
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I1.D - Todas as resolugdes corretas — estudante da Turma 2
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IL.E - Erro por desconhecimento de formulas no problema 1 — estudante da Turma 2
(Este estudante recebeu a folha da atividade sem as formulas e usou formulas de geometria plana na resolugdo do
problema. Observe que sua figura de estudo também ¢ plana, apesar do problema ser de volume.)
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IL.F - Calculos sem formulagdo das operagdes e figuras de estudo planas. — Estudante da
Turma 2.
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II. G - Erros de operagdo e na retirada dos dados — estudante da Turma 2
(divisao de 3,14 por 3, resultando em 1,4 — resolugdo do problema 1; uso de 4cm como raio do cano na
resolucdo do problema 2, entre outros...)
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