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Lista de Notacoes

(a,b) . Intervalo aberto

[a, b] . Intervalo fechado

Cla,b] : Conjunto das fungdes continuas no intervalo [a, b]

C¥la,b] : Conjunto das fungoes k vezes continuamente diferencidveis

no intervalo |a, b]

C Inclusao de conjuntos, a igualdade pode ser considerada

;Ct Inclusao de conjuntos, nao ha igualdade

N Conjunto dos niumeros naturais, N ={0,1,2, ...}

Z Conjunto dos niimeros inteiros

Q Conjunto dos nimeros racionais

R Conjunto dos niimeros reais

C Conjunto dos niimeros complexos

N* O elemento 0 é excluido do conjunto. Vale para os demais acima.

lI>

por definicao
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Introducao

Métodos espectrais sao métodos numéricos para resolucao de equagoes diferenciais.
A idéia essencial por tras dos métodos espectrais é aproximar a solucao de uma equacao

diferencial por uma expansao finita do tipo

u(z,t) = Z ar, (t) ox ()

A propriedade fundamental destas expansoes em séries é a seguinte: o erro de
truncamento entre a série com um numero finito de termos, digamos n, e a funcao
a ser aproximada decai a zero mais rapidamente que qualquer poténcia de 1/n, se
a funcao é infinitamente diferenciavel ou analitica. Isso é denominado convergéncia
espectral devido a forte influéncia da taxa de decaimento dos coeficientes de Fourier
(espectro) neste comportamento do erro.

Para compreendermos bem os métodos espectrais precisamos entender um dos as-
suntos fundamentais dos métodos espectrais, ou seja, precisamos entender a teoria dos
polindmios ortogonais.

Esse é o contexto deste trabalho onde estudou-se a teoria polinomial que funda-
menta os métodos espectrais polinomiais. Este assunto sera tratado com detalhes no
capitulo um juntamente com os problemas de Sturm-Liouville. O final do capitulo
particulariza o estudo para os polinomios de Jacobi. Estes polinomios formam uma
das classes mais importantes de polinomios ortogonais e veremos como sao valiosos.

Os polinomios de Chebyhsev e de Legendre, que sao freqiiéntemente empregados
em métodos espectrais, pertencem a familia dos polinémios de Jacobi. No capitulo dois
detalhamos os polindmios de Chebyshev de primeira espécie. Para os polinomios de
Chebyshev de segunda espécie temos resultados similares, mas estes nao serao aborda-
dos neste trabalho.

Veremos no capitulo seguinte como utilizar os polinomios de Chebyshev para inter-
polar e projetar uma funcao f num subespacgo gerado por polindomios e terminaremos
este trabalho com a integracao Gaussiana e diferenciacao através dos polinomios de
Chebyshev.

Uma das preocupacoes que tivemos foi a de demonstrar com detalhes a maioria dos

teoremas, especialmente os relacionados aos polindmios ortogonais e aos polinomios de
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Chebyshev, tendo em vista que em muitos autores nao encontramos algumas delas por

completo.



Capitulo 1

Polinémios Ortogonais e o
Problema de Sturm-Liouville

Singular

Neste primeiro capitulo apresentamos uma introducao aos polinomios ortogonais,
enunciando e demonstrando alguns resultados interessantes.

Em seguida mudamos um pouco o tema para os problemas de Sturm-Liouville, que
nada mais é do que uma certa classe de equacoes diferenciais de segunda ordem satis-
fazendo algumas condigoes de contorno. Separamos os problemas de Sturm-Liouville
em dois casos, o caso regular e o caso singular.

No final do capitulo voltamos com os polinémios ortogonais mas dessa vez desta-
camos os polinomios de Jacobi. Por fim fazemos uma conexao entre os polinomios de

Jacobi e os problemas de Sturm-Liouville.

1.1 Polindmios Ortogonais

No espaco vetorial R"™ sabemos que dois vetores x e y, ambos nao nulos, sao ortogo-

nais se o produto escalar entre eles é nulo, isto é, se
zy=0

Com essa idéia, podemos generalizar o conceito de ortogonalidade para qualquer
espago vetorial definindo uma fungao (denominada produto interno) que possui as

propriedades essenciais do produto escalar que a tornam uma forma bilinear, simétrica



e positiva-definida.

O conjunto dos polinomios de grau menor ou igual a n forma um espago vetorial
sobre o corpo dos reais ou dos complexos, logo, podemos definir um produto interno
nesse espaco.

Trabalharemos mais especificamente com polinomios sobre o espago L2 (a,b).

Definicao 1.1 Dado um intervalo (a,b) C R e uma fung¢do integrdvel w (z) > 0 em

(a,b), definimos o espaco L2 (a,b) por
b
L2 (a,b) = {f : (a,b) — R mensurdvel // fA(r)w(x)dr < oo}

A defini¢ao de fungao mensuravel encontra-se em, por exemplo, Rudin (1971).

O produto interno em L2 (a,b) é uma fungao
<' 7‘>w : L12u (CL?b) X L12u (aub) —R

definida por .
(f g, = / f (@) (@) w(z)de (11)

Assim, de modo analogo ao R", temos as seguintes definicoes.

Definigao 1.2 Duas fungées f e g sao ortogonais em L2 (a,b) em relagio ao produto

interno (- ,-),, se (f,g9), = 0.

Definigao 1.3 Uma seqiiéncia de polinomios {pn},cy com grau(p,) = n é ortogonal

em Ly, (a,b) se (pi,p;),, =0 parai # j.

Como a ortogonalidade nao é alterada por uma constante multiplicativa, podemos
‘normalizar’ o polindémio p, (x) de modo que o coeficiente de z™ seja igual a um, nesse
caso, p, () é denominado um polinémio monico.

Sendo o conjunto dos polinomios de grau menor ou igual a n um espaco vetorial,
podemos falar em base para esse espaco.

O espaco dos polindmios de grau menor ou igual a n é gerado por {1, x, ..., 2"}, isto

P, = span{l,x,...,z"}

Agora que temos uma base para o conjunto dos polinémios, gostariamos que essa

base fosse ortogonal em relagdo ao produto interno definido em (1.1), assim, o modo
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mais simples de a obtermos consiste em aplicarmos o processo de Gram-Schmidt com o

produto interno definido em (1.1) & base canonica dos polindmios, ou seja, ao conjunto

n
{1,z,...,2"}.
Veremos agora uma proposicao que garante a ortogonalidade entre os polinomios

de grau n e os de menor grau.

Proposicao 1.1 Seja {pi},cy uma seqiiéncia de polinémios ortogonais de modo que
pr (z) tem grau k, entdo p,y1 (x) € ortogonal a qualquer polinémio p (z) de grau menor

ou iqual a n.

Demonstragao: Sejam pg (), ..., p, (x) polindmios ortogonais conforme enunciado.

Entao,
P, = span{po, ...pn}
e como p (z) € P,,, existem constantes ag, ..., a, tais que

p(x) = aopo (x) + ... + anpy ()

Efetuando o produto interno de p (z) com p,; (z) temos

<p7pn+1>w = <a0p0 + ...+ anpnapn+1>w = Za’k <pk7pn+1>w =0
k=0

pois 0s polindomios {p;} .y sa0 ortogonais, logo (py,pn+1),, = 0 para k =0, ...,n.
[ |

O processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt pode se tornar demorado a me-
dida que avanca devido ao nimero de produtos internos realizados em cada operacao,
sendo assim, com uma relacao de recorréncia poderiamos obter uma seqiiéncia de
polinomios ortogonais a partir de alguns termos iniciais e reduzir o nimero de operacoes

necessarias. O seguinte teorema nos fornece uma relacao de recorréncia de trés termos.

Teorema 1.1 Seja {p;},.y wma seqiiéncia de polinomios ortonormais reais. Entao

eles satisfazem a sequinte relacao de recorréncia de trés termos
Py (%) = (an + by) Py (2) — cupy_y (2) (1.2)
paran > 2, p_y(x) =0 epy(x) = 1.

Demonstragao: Vamos definir a seqiiéncia de polinomios
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pa(x) = 0

po(x) = 1
Pasi () = ap} (@) = (2P}, ph)y Pl (€) = (P Pads* Phy (), 0 > 0
ph(r) = ——55
Dy )2

Da forma que definimos, p} () é um polinémio de grau n e é normal, ou seja,

<p:17p:;>w - < In 1/2° D 1/2> =1
<pnapn>w <pn>pn>w w

Vamos provar por inducao que sao ortogonais.

Para isso iremos assumir que tenhamos provado que <p;“n, p;f>w =0,7=1,...m—1,

em =0,...,n. Iremos mostrar que <p;+1,p;>w =0,7=0,...,n. Assim,

(Pns1,0}), = <xp;‘;—(xpz,p2>wp2—<pn,pn>fu/2p2_1,pj>w

= (apypl), — (@i )y (D 3),, — (P Padel” (Pl 12D,

Veja que

b b
(pp}), = / w (&) 29}, (2) p («) dar = / w () B} () 255 () do = (gl 2p2).,

Para j = 0,...,n — 2 temos, pela hipdtese de inducao e a proposicao 1.1,

(no15), =0, {Pr-1:9), =0, (pr,2p}), =0

Conseqlientemente <pn+1,pj>w =0 para 7 = 0,....,n — 2. Agora, para j = n — 1

temos

(o1, Dh1), = (a0l pi ) = 0 = (s P

Na seqiiéncia definida, temos
Pai1 (&) = ap}, () = @pl, P i (1) = (P P o (2)
Isolando o termo zp, (x) da expressdo acima e depois denotando n =n — 1 temos
* _ * * * 1/2
2Py () = o () + (2051, P51 ) Dot (2) + (D1, Pn1)y) Pu2 (7)

Agora, reescrevendo a igualdade acima temos

apy 1 (z) = pn (z) + apy_; (z) + By}, (2)
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Como (xpn, pjy_1),, = (Pn,2P}_1),, Segue que

(Pr>xpy 1), = (Prsn + Dy 1+ 0D _5), = (Pns D)y,

pela nossa hipétese de inducao.
Assim,

(2pn, 1)y = (Dus D)oy = Do D)) (P D))

<Ipn,p2_1>w Pn * 1/2
= 53 —\NTT————775:Pn1 = <pmpn>
(Ds ) < (Dns Pa) >w v

= <$p27p2—1>w = <pn7pn>qlu/2

Entao (pu41,p5_1),, = 0. Finalmente, (pny1,15), = (0}, 15) 0 — (0}, 5, —0 = 0.
Desse modo a inducao ¢ levada até n + 1 e o teorema segue imediatamente.

Este teorema assegura a existéncia de um procedimento eficiente para a avaliagao
de um polindbmio em um ponto através de uma relagao de recorréncia. E surpreendente
que mesmo nesse contexto geral obtenha-se uma relagao de recorréncia de trés termos.

Veremos no proximo teorema como os coeficientes sao dados de uma forma muito

simples.

Teorema 1.2 Seja p (z) = k,2" + s,2" ' + ... um polindmio ortonormal. Entdo os

coeficientes na recorréncia

Py (7) = (anT + bp) Py (¥) — Capy_s (2)

sao dados por

kn b Sn Sn—1 kn—2 knkn—2
Qp = yOp = Qp | 77 — y Cn = QAp =
kn kn—l kn—l kifl

Demonstracao: Vamos comparar a equagao (1.2) com p} (z) da hipétese do teorema.
Ept" + s,0" 4 = anapt | () — capl o () + bupl_, (7)

e substituir p*_; (x) e p_, (x) pelos seus respectivos p: (x) da hipétese.

Assim, segue que

k,z" +s,x" 4. = a, (kn,lx"_l + 5, 12" % + ) —Cp (kn,gx”_Q + 5, 0" %+ ) +

13



+b, (kn_lx"_l + 82"+ ) = 2" (ankp_1) + 2" (anSn_1 + bpkn_1) +

Entao, comparando os polinomios temos

k
kn = a'nkn—l = an = “
knfl
Sp — ApSn—1 knsn ApSn—1 Sn, Sp—1
Sy = apSp—1 + bpkn_1 = b, = = — =a (—— )
" o o " kn—l kn—lkn kn—l " kn kn—l

Para encontrarmos o ¢, usaremos a ortogonalidade dos polinémios p}, (z):
0= <p:§,p;§_2>w = <anl‘p;kz—l + bnPp_1 — Cnp2—27p2—2>w =
= an (ap}, 1, D 0)y + b (D 13D 2), — Cn (D 9: P 2), = n (T} 1. D}y _5),, — Cn
Agora vamos analisar o termo <xp2_1,p2_2>w
<1’P2717p;72>w = <P:171,5Cp272>w =
substituindo p;_, pela hipdtese do teorema e multiplicando por x temos
() =

(P
= <p 15 kg™ 1> —<pn 1> Sn—2Z" 2>w+...
(

n—1
pnl?TLQ:U >

-1 -2
Dr 1y kp—ox" T — 80" + >

pois (pl_y,p),, =0 Vp(z) € Pp_s.

Assim, segue que

Cn = (anply_y, knoa" ') =

kn—o , . _ kn—o , . _ ky—
- ankn_l <pn—17 kn—lxn 1>w = ankn_l <pn_1a kn—lxn 1>w+ank <pn 1) Sn— 1.%' 2>w+"' =
n— n— -
k -2 * — — k -2 * * k —2
n—1 n— n—
kn—Q knkn—Q
=c,=a =
n nkn—l ki_l

No comeco do capitulo foi colocada a féormula para encontrarmos as raizes de um
polinomio do segundo grau. Sabemos também que polinomios de grau igual ou superior
a cinco nao sao soliveis por meio de radicais. A localizagao de alguma raiz nesse caso
envolve a utilizagao de métodos numéricos. Mas mesmo com a ajuda de algoritmos
nada nos garante que estamos proximos de uma raiz ou que esta seja simples.

Uma caracteristica muito util dos polindmios ortogonais ¢ que suas raizes estao

confinadas ao intervalo [a, b] conforme diz o teorema abaixo.
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Teorema 1.3 Os zeros de polinomios ortogonais reais sao reais, simples e estao locali-

zados no interior de [a,b].

Demonstracao: Seja n > 1 fixo. Se p, (z) tem sinal constante em [a,b], digamos
positivo, entao

b
/ w () pu (2) dz = (p, o), > 0

mas isso contradiz a ortogonalidade dos p, (z),n > 1, logo ele deve se anular em pelo
menos um ponto.
Vamos supor agora que exista um x; € (a,b) que seja um zero de p, (x) com

Pn (JJ)

multiplicidade maior do que 1, entao 5 ¢ um polinomio de grau n — 2. Sendo

(x — 1)

e isso é um absurdo, logo toda raiz é simples.

assim,

Para provarmos que as raizes estao localizadas no interior do intervalo, supomos

que existam somente j < n raizes em (a,b), entdo

o () (@ = 2) e (2 = 23) = Py (2) (2 = 21)7 o (& — )
em que p,_; (x) é um polinémio de grau n — j e ndo muda de sinal em (a,b) (pela
hipétese de que existem somente j < n raizes em (a, b)). Portanto,
R 2 2
<pn> (ZE - xl) (ZL‘ - xj)>w = <pn—j> (:L‘ - Il) (ZE - xj) >w

O lado direito nao se anula e o lado esquerdo anula-se caso j < n, logo 7 > n, mas

j > n é impossivel, portanto j = n.
[ |

Veremos agora o polinomio ntcleo de um sistema e como esta fungao assume um

papel importante. Comecemos com sua defini¢ao.

Definicao 1.4 Seja {p;} uma sequiéncia de polinomios ortonormais reais. A funcao

neN’
simétrica

K, (z,y) =Y _pi ()i (v)

€ o polinomio nicleo de ordem n do sistema ortonormal.
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O teorema a seguir nos diz que a funcao acima é a tinica com a propriedade de que

(P (), Kn(z,y)), = P(y)
para qualquer polindbmio de grau menor ou igual a n.

Teorema 1.4 Para qualquer polinomio P € P,,, vale

(P (2), Kn(2,9)), = P (y)

Reciprocamente, se K (x,y) € um polinémio de grau menor ou igual an em z e y e
se vale (P (z), K (z,y)), = P (y) VP € P,, entio K (z,y) = K, (z,y). O subindice x

indica que a integracao € feita na varidvel x.
Demonstragao: Podemos escrever P (x) = (P, pi),, Pk (x). Tomando o produto

k=0
interno de P (z) com K, (z,y) temos

(P (), Kn(2,y)), = <P($),ZPZ () i (y)> =2 (W) (P (x),p; (1)), = P(y)
k=0 s k=0
Portanto,
(P (2), Kn(2,9)), = P (y) (1.3)
Suponha agora que (P (z),K (z,y)), = P(y) VP € P,. Vamos definir P (z) =
K, (z,w). Entao (K, (z,w),K (z,y)), = P (y) = K, (y,w).

Por outro lado, temos também que
(Ko (z,w), K (2,y)), = (K (2,9), K (2, w)), =" K (w,y)
[ |

Dados dois pontos z e y, calcular o valor de K, (x,y) pela definicao é considera-
velmente exaustivo, neste caso, uma férmula conhecida como Férmula de Christoffel-

Darboux nos fornece imediatamente o valor da fungao para um par (z,y).

Teorema 1.5 (Christoffel-Darbouz): Sejam pl (z) = kpz™ + ...,n > 0, polinémios

ortogonais reais. Entao,

Ko (w,y) =) _wi () pi () = kkz Pt (2) P (yi:]j (%) prs1 ()
k=0 n+1

16



Demonstragao: Vamos chamar o lado direito por K (z,y) e vamos considerar y fixo.
Entao o numerador de K (z,y) é um polinémio de grau < n+1 em x e se anula se x = ¥,
logo é divisivel por x — y. Portanto K (z,y) é um polinémio de grau < n em ambas
as variaveis. = p(y) pois

Para simplificar a notacao,

Devemos mostrar que se p(z) € P, vale (p(z), K (z,9)),

entdo pelo teorema anterior temos K (z,y) = K, (z,y).

denotaremos o —pi () ph 4 (y), e o & subscrito nessa demonstracao

= Prpa () 7, (v)

indica que a integracao é na variavel x, entao

(p(r),K(z,9)), = kl::il/ w(:z:)p(:v)xfyd:c
o wix
= ,:::1/ xi;[ap(fr)—p(y)w(y)]dx
b - 2 — .
- /abw«c) o (P20 ]
kn: /a bw@) :5 %([)pn (a(j)jj;-i_-l ¥) + Pha (@) 2 (W)] | d
ke P a (P@ = WNT
N kn+1/ab () (() x—y )_d+
n p(y
em qu]%nH/” ) _x_yﬁ e
B = [P, (@) Plsr (2) = 2 (@) P () + P (0) P, () = 5 (2) Py ()]
L (P@) W]
A
o @) o o) (=2 00 | gy
o [Co) [p w0 (B2 g
ab L o
= o [ @ o @5 ) - 0w 0] (P2
. [ 1 () =Pl (1)
w(@)p(y) |ph (@) w (@) (PP ) g
i k | ( b )~ 1} (@) )
o [ w@p) [ @i (22
= o (P @ ) - @) P )] ,]%];(y) +
klzlp(y) <pi§ (:c),p”+1 (xx) Pos ¥ >> +
Como p (z) € P,,, temos que P 2 — y( Y) o Po (y;:];" (z) sao polinomios de grau

<n —1em z. Entao, pela ortogonalidade, o primeiro e o terceiro membro se anulam.

17



Logo,

(p(x),K(x,y), = Fin »(y) <p;‘; (z), Ppi1 () — Prsa (y)>

K r—y
Mas,
kn Dyir () =P () _ [ynﬂ _ gl .\ }
ki1 T —y " r—y
= k" + ..
= p! (z)+ polinomio de menor grau
Entao <p:; (z), Pt (T) = Ph (y)> 1
n+1 r—1vy .

e o teorema segue imediatamente.
[

Para terminarmos essa pequena introdugao aos polinémios ortogonais, veremos

agora um teorema sobre o erro de projecao.

Teorema 1.6 Seja {vo, 1, ...} um sistema ortonormal de polinomios obtido aplicando
o processo de Gram-Schmidt a {1,x,22 ...} com o produto interno dado por (1.1) e

/ w(z)dx > 0, V(c,d) C (a,b) e / f(x)w (z)dx existe Vf (x) € Cla,b]. Seja

h e Cla,b] e Sph = Z (f, i), pi- Entao,

=0

|h — Sphllw — 0 quando n — oo

Demonstracao: Seja h € C[a,b]. Sejax = (b—a)t+a. Logo t € [0, 1] pois = € [a,b].
Seja g (t) £ h(b—a(t) + a). Entao, g € C[0,1].

Segue da prova do teorema de Weierstrass devida a S. Bernstein (ver [1] p. 111),

lo = Bu(a) I < 50 (=)

em que

>

pu 2o (5) (1 ra-om

k

é o polindmio de Bernstein de grau n e w (§) = sup |g(21) — g (z2)|.
z1,22€[0,1]
|z —22|<6

Logo, lim g — By (9) [l = 0.

Portanto,
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1.2 Problemas de Sturm-Liouville

Sejam p (z), p'(x), q(x) e r(z) fungdes continuas no intervalo fechado [0,1] e
p(x),r (x) > 0 em todo o intervalo [0, 1].

Consideremos também uma equacao diferencial do tipo

(p(2)y) —q(z)y+r(x)y =0 (1.4)
com 0 < x < 1, junto com as condigoes de contorno

a1y (0) + a2y’ (0) =0
bry (1) + boy/ (1) = 0

(1.5)

em que a? + a2 > 0 e b? + b3 > 0.

Problemas desse tipo sao denominados de problemas de Sturm-Liouville regular. O
termo ‘regular’ se refere ao fato de que as fungdes p (x), ¢ (x) e r (x) tém suas hipGteses
(continuidade das fungées p (z), p' (z), g (z) e r (x) e positividade das fungoes p (z) e
r(z)) vélidas para todo o intervalo [0, 1]. Caso alguma dessas fungdes nao satisfaga
alguma condigao em pelo menos um dos extremos, o problema de Sturm-Liouville passa
a ser singular e este sera abordado depois.

A equagao (1.4) pode ser vista como um problema de autovalores para oper-
adores, porém precisamos definir autovalor e autofuncao para operadores antes de

prosseguirmos.
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Definicao 1.5 Seja L um operador linear atuando sobre um espaco de funcgoes F,
entao f € F, f nao identicamente nula, € uma autofung¢ao do operador L e A, um

escalar, € o autovalor associado a autofuncao f se Lf = \f.

Definiremos entao um operador L por
L:C*0,1] — C°[0,1]
y — L(y)=—@@)y) +q(@)y

Desse modo, podemos escrever (1.4) da forma

L(y)=Mr(z)y

e entao falar de algumas caracteristicas dos autovalores dos problemas de Sturm-

Liouville regular.
Nesse momento deduziremos uma identidade que sera utilizada mais adiante.

Sejam wu, v duas fungoes de classe C% no intervalo [0, 1], entao

1 1
/ L (u)vdx = / — (pu') v + quudz
0 0

Integrando por partes duas vezes o lado direito, obtemos

1
/ — (pu) v + quvdr = —pu'v|} +/
0 0

1 1
pu'v'dx + / quudz
0

1 1 1
= —pu'v|y + upv’ — / w(pv') dx —|—/ quudr = —p [u'v — u'] |} —|—/ ulL (v)dz
0 0 0
Portanto,
1 1
/ L (u)vdz = —p [u'v — w'] |§ + / ulL (v)dz
0 0
Passando a tultima integral acima para o outro lado, temos

/0 [L(u)v —uL (v)]dr = —p[u'v —u'] |

que ¢ a identidade de Lagrange.

Se u e v satisfizerem as condig¢oes de contorno, entao

/0 [L(u)v —ulL (v)]de =0 (1.6)

Consideremos agora que a fungao peso w (x) do produto interno dado por (1.1)
1

é a fungao constante w (x) = 1, assim, (u,v), = (u,v); = / 1 u(z)v(x)dr. Para
0

simplificar a notagdo omitiremos o subindice ; em (u,v),, assim, (u,v), = (u, v), entao

podemos escrever (1.6) da forma

(L(u),v) = (u, L(v)) (1.7)



Estando o problema (1.4) escrito na forma de operador, podemos deduzir um re-
sultado sobre seus autovalores.

Até agora vimos produtos internos reais, precisamos definir o produto interno com-
plexo.

Sejam u e v duas fungoes complexas e mensuraveis, entao a fungao

(u,v>w:/ w(x)u(x)v(x)de

¢ um produto interno complexo.
Algo interessante sobre os autovalores do problema (1.4) é que nenhum deles é
um numero complexo. Vejamos agora o teorema que retrata essa interessante e til

caracteristica dos autovalores de (1.4).
Teorema 1.7 Todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville (1.4) sao reais.

Demonstragao: : Vamos supor que A seja um autovalor complexo e que ¢ seja uma

autofungao correspondente, entdao pela equacao (1.7) temos,

(L(0),9) = (o, L(9))

Como L (¢) = Ar¢, temos

(Aro, @) = (¢, Aro) (1.8)

Escrevendo a equacgao (1.8) na forma complexa temos

/0 Ar (2) 6 (2) B (@)de = / b (2) X (2) 8 (2)de

1
pois o produto interno complexo é (u,v) = / u(z)v(z)de.
0

Como por hipédtese temos que 7 (x) é real, entdo r (z) = r (x) e, juntando as duas

integrais encontramos

(A—X)/O r(x)¢(x)¢(x)dx:(A—X)/o r (2) 16 (2) [2dz = 0

1
Como / r(z) |¢ (z) |*dx > 0 por hipétese (r (x) > 0 e ¢ (z) é autofungao - que por

0 _ _
definigao é nao nula) temos (/\ — )\) =0, assim, A = A, portanto A € R.
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As autofungoes correspondentes aos autovalores formam um conjunto ortogonal.
Além disso, os autovalores sao simples, ou seja, para cada autovalor temos apenas uma
autofuncao linearmente independente. Podemos verificar essas afirmacoes através dos

dois teoremas a seguir.

Teorema 1.8 Se ¢; e ¢o sio duas autofungoes do problema (1.4) com A\ e Ay auto-

valores correspondentes e A\y # Ay entao

/0 r(z) o1 () P2 (x)dx =0 (1.9)

Demonstracao: Temos L (¢1) = A1y e L (¢2) = Aarga, pela identidade de Lagrange
segue

(Ao, d2) — (01, AT da) = 0
1 1
)\1/ rérpadr — )\_2/ O Tpadr =0
0 0

1
()\1 — )\2)/ T¢1¢2dflf =0
0
pois pelo teorema 1.7 os autovalores sao reais.

1
Como (A1 — A\2) # 0, segue que / ro1podr = 0.
0

Teorema 1.9 Todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville sao simples, isto

¢, a cada autovalor corresponde somente uma autofuncao linearmente independente.

Demonstragao: Suporemos que A seja um autovalor e ¢y (z) e ¢ (z) sejam duas
autofuncoes linearmente independentes.

Calculemos o wronskiano de ¢; (x) e ¢g ().

W (on o) @) = | P )6 @) — 6 (2) 6 ()
@) @)

Agora vamos avaliar em x = 0, segue entao que

W (61, ¢2) (0) = 61 (0) ¢ (0) — 62 (0) ¢} (0)

Usando agora as condigoes (1.5), sem perder generalidade, podemos isolar os termos

com derivadas e substituir na igualdade acima. Entao,
W (¢1,¢2) (0) = 1 (0) 93 (0) — ¢2 (0) ¢ (0) = —¢1 (0) Z—;sbz (0) + ¢2 (0) Z—;gfh (0) =0
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Nesse caso, como existe um z em que o wronskiano é nulo, entao ¢ (x) e ¢o ()
sao linearmente dependentes, mas isso contradiz a hipdtese de que as autofuncoes sao

linearmente independentes. Portanto, os autovalores do problema (1.4) sdo simples.
[ |

Para complementar as informacoes sobre os problemas de Sturm-Liouville regular,
faremos uma analogia com as séries de Fourier e enunciar um teorema que diz que uma
funcao pode ser expandida numa série de autofungoes do problema de Sturm-Liouville,
em seguida discutiremos um pouco o problema nao homogéneo e finalmente chegaremos
no caso singular.

Da teoria das séries de Fourier, sabemos que uma funcao f : R — R, seccionalmente

diferenciavel e peridédica de periodo 2L, L. > 0, converge, em cada x, para

f@+0)+f(x—0 3
(x ) - (z ) _ % + ;an Cos <%> + bnsen (?)

De modo andlogo, também podemos expandir uma fungao f () em autofungoes do
problema de Sturm-Liouville.

Antes de prosseguirmos, devemos definir o que é uma autofuncao normalizada, pois
esta definicao se faz necessaria para o teorema a seguir, cuja demonstragao sera omitida

(ver, por exemplo, [11]).

Definigao 1.6 Uma autofunc¢dao ¢ (x) € uma autofung¢ao normalizada quando sua

norma (norma induzida pelo produto interno) € igual a um.

Teorema 1.10 Seja {¢p}, oy um conjunto de autofungoes normalizadas do problema

de Sturm-Liouville reqular. Sejam f (x) e f'(x) continuas por partes em [0,1]. Entdo

a série
o
flo)=> cdn(x)
k=0
com os coeficientes ¢, k = 0,1, ..., dados por

o= [ r@) @) 0@ e = (), (1.10)

flae+0)+f(z—-0)
2

converge para em cada ponto no intervalo aberto (0,1).

Passaremos agora para o caso do problema nao homogeéneo, isto é, o problema de

Sturm-Liouville tem a forma

(@) y) —q@)y+nr(z)y=f(z) (1.11)
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com 0 < x < 1. As mesmas condicoes de contorno do caso homogeéneo sao assumidas
e as hipdteses sobre p, p’, ¢ e r sdo idénticas.

Utilizaremos as autofungoes do problema homogéneo afim de obtermos uma solucao
para a equacao (1.11).

Sejam {¢y, (7)}, oy as autofungdes do problema homogéneo e {A}, . 0s autovalores
correspondentes. Vamos supor que a solu¢ao do problema nao homogéneo y (z) possa

ser escrita da forma

y(@) =S bien (2)
k=0
com os coeficientes b, dados pela equagao (1.10),
1
b= [ 1 @)@ (o) ds
0

O problema nao homogéneo acima, quando escrito na forma de operador, assume

a forma
Ly) —nr(z)y = f(x)
Entao, tomando o produto interno com ¢y, (z) temos

Distribuindo o produto interno e usando (1.7) encontramos
_/f
Como ¢ (x) é uma autofuncao entdao L (¢x) = A1 () ¢ (2), logo

Ml =0, = (L) (112

Denotando
b, = <Z/; ¢k>r € ¢ = <£7¢k>

a expressao (1.12) assume a forma
Akbi — mby, = ¢, = b (Ae = 1) —cx =0

Analisaremos o termo by (A, — 1) — ¢. Este deve ser nulo para todo z e para todo

Dividiremos agora em dois casos a expressao by (A — 1) — ¢

Caso 1)
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Se A\, # n Vk, entao

Ci;

b, —
g Ak —1

y(@) =3 o @)

Se a funcao f (z) for continua temos que a série acima converge em cada ponto x.

Caso 2) se Ay, = n para algum kg, entao,
Obko — Cky = 0

i) se ¢, # 0 ent@o nao existe solu¢do para o problema homogéneo.
ii) se ¢y, = 0 entao temos by, € R e, por esse fato, existem infinitas solugoes.

Vejamos que para c, ser nulo devemos ter

= [T o) e =0

ou seja, a fungao f (x) deve ser ortogonal a autofungao ¢, (z).

Até agora vimos o problema de Sturm-Liouville regular, isto é, um problema do
tipo (1.4) em que as fungodes p (x) e r (z) sdo positivas em [0, 1].

Problemas de Sturm-Liouville singular sao aqueles que tém todas as hipéteses sobre
as fungoes p (), ¢ (z) e r (z) do caso regular vélidas para o intervalo aberto (0,1) e
que pelo menos uma das funcoes nao satisfaga alguma das condi¢oes em, no minimo,
uma das extremidades.

Veremos agora que condicoes de contorno podemos ter para os pontos de contorno
singular (pontos do extremo do intervalo em que nao temos as hipdteses satisfeitas).

Para isso, vamos analisar a identidade

/0 [L(u)v—uL(v)]de =0 (1.13)

que foi vista no problema regular e tentar descobrir sobre que condicoes ela é vélida
para o problema singular.
Seja x = 0 um ponto de contorno singular e que x = 1 nao o seja. Diferente do caso

1
anterior, nao podemos considerar / L (u) vdx pois z = 0 é ponto de contorno singular,
0
1
assim, consideraremos / L (u) vdx e tomaremos o limite com epsilon tendendo a zero.
13

1
Integrando duas vezes por partes a fungao / L (u) vdx encontramos
&€

/ L (w)v —uL (v)]de = —p(z) [ (2)v () —u(2)v (2)] |2
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como estamos supondo que x = 1 é ponto de contorno regular, ou seja, u e v se anulam

na fronteira, entao

/ L (w)v —ul (v)]de = p(e) [u' (e) v (e) —u(e) v (e)]

Aplicando o limite quando € — 0 temos

/0 [L(u)v—uL (v)]de = }Tii%p (&) [ (e)v(e) —u(e) v (g)] (1.14)

Assim, além das hipdteses sobre p (x), ¢ (z) e 7 (x), (1.14) também deve ser satisfeita
para que (1.13) seja vélida.

Uma das diferencas mais fortes entre os dois problemas é que o regular tem um
espectro discreto (o conjunto dos autovalores é enumerével) enquanto o singular pode
ter um espectro continuo. O espectro sendo continuo implica que nao podemos ter uma

expansao em autofuncgoes, visto que a quantidade de autofungoes é nao enumeravel.

1.3 Os Polinoémios de Jacobi

A utilidade dos polinomios de Jacobi é extremamente elevada, sendo eles uma das
classes de polinomios ortogonais mais importantes. Mostraremos ao longo desta secao
como os polinomios de Jacobi sao obtidos e algumas propriedades a seu respeito.

Os polinomios de Jacobi sao obtidos pela ortonormalizagao da base canonica dos

polinémios usando a funco peso w (z) = (1 — z)* (1 — z)”

,em que «, 3 > —%. Para a
integragao no produto interno o intervalo utilizado é o [—1, 1]. Os polinomios de Jacobi
sao denotados por p®? (x) e denotaremos por P*# () os polinémios ortogonais, além

disso, ‘normalizamos’ os polinomios de Jacobi de modo a termos

(a+1)..(a+n) Tm+a+l)
n! CI'(n+ DT (a+1)

PLA (1) =

em que [' (z) é a funcao gama. Para diferentes valores de a e 3 temos alguns nomes
especiais.

a =0, =0 : Polinobmios de Legendre

o= —%, 6= —% : Polinémios de Chebyshev de primeira espécie

a= %, 8= % : Polinomios de Chebyshev de segunda espécie

a = 3 : Polinomios de Gegenbauer

Do mesmo modo como temos uma férmula de recorréncia para o calculo dos polino-

mios ortogonais sem a necessidade de se efetuar todo o processo de Gram-Schmidt,
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temos também uma férmula que nos fornece exatamente qual é o polinomio de Jacobi
de grau n diretamente, ou seja, nao havendo a necessidade de calcularmos os n — 1
primeiros polinomios de Jacobi pelo processo de Gram-Schmidt.

A férmula mensionada é a Férmula de Rodrigues. Segue entao o teorema.

Teorema 1.11 (Férmula de Rodrigues) Seja PP (z) um polinomio de Jacobi, entdo

PO (z) = —(2_7;)! (1—2)(1+z)" d% {a=ay* @427}

Demonstragao: Vamos considerar a expressao
n

Qul@) = (1 =) (1+a) " L™ (12

Mostraremos pela Férmula de Leibnitz que @, (x) é um polindémio.

Entao, pela formula de Leibnitz temos

n

Qn(r) = (1—33)*“(1”)*‘32 (=1 (n+a)(n+a—1)...

J
nta—j+ D)0 =2)" T (n+B)n+-1)...
o+ B—n+j+1) A 4a) T

— Z n (-1Y (n4+a)(n+a—-1)..(n+a—j+1)..

=0 J

(1=2)"7 4+ (n+8-1) .. (B+j+1)(1+2z)
[ i Tn+a+1)T(n+8+1) e i
=AW S N P b ) R

Assim, @, () é um polinémio de grau n. Mostraremos agora que @, (z) L P,_q,
isto é, que o polinémio @, (z) é ortogonal a qualquer polinémio de grau menor ou igual
a n— 1. Neste caso temos que @), é igual a Pr‘j"ﬁ (x) exceto por uma constante, ou seja,
Pro(z) = cQq ().

Seja s (r) € P,,_;. Entao,

[=(@ushy = [ (12 (142 Qu(0)s(a) ds

1
1
dn
— 1 — n+a 1 n+ﬁ} d
/_1_d:c” {( )" (1 +x) s (z) dx
Integrando por partes temos
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R R A TP

1 dxn—l
O primeiro termo se anula nos pontos x = —1 e x = 1. Integrando por partes n

vezes encontramos

pois como s () € P,,_; entdo s (z) = 0.
Para terminarmos a demonstragao, falta determinarmos a constante ¢ tal que
P8 (z) = cQ, ().

Sabemos que, pela formula de Leibnitz,

n  I'n+a+1D)T'(n+0+1
3 ( )I'(n+58+1)

Y varorgren 0T 0

=0 J
entao, avaliando em x = 1 temos

'n+a+1)
I'(a+1)

n

Qn (1) = (=1)"

I'(n+a+1) (—1)"

Como P (1) = =
omo P& (1) NCESNCES) segue que ¢ =

Por serem polinomios, podemos escrevé-los na forma
PP (z) = Kpa™ + Spa™ ™' + .
e 0 teorema a seguir da uma férmula explicita para os coeficientes K, e S,,.

Teorema 1.12 Seja PP (x) um polinémio de Jacobi, entio o coeficiente do termo de

graun e grau n — 1 sao dados por

1 2n+ o+
2 n

a—ﬁ 2n—i—oz—|—ﬁ—1

Sp =
2n

n—1
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Demonstragao: Para demonstrarmos as férmulas acima precisamos estabelecer duas
identidades para coeficientes binomiais.

Seja x € (—1,1), entdo

(1+2z) = Z "
k=0 \ K
e
R Y
(1+2) = Z T
t=0 \ ¢

Multiplicando as duas expressoes acima encontramos

(14 2)"+ = Z Py ok Z 0 :Z p O W
=0 \ Kk t=0 \ 1 ki=0 \ K t
[e's) k
S ()]
k=0 =0 \ J k—j
Veremos agora apenas o termo
k
p q
=0 \ k ) k—j
o q 1 d* p+q
Z - Eﬂ(l—i_m)p—i_q’x:() -
o k k —j - ax k
Temos também que
prayt =3 k[ P )t
k=1 k
Segue disso que,
00 k p q
pr (14 2)PT ! = Zxkz
k=0  j=1 J k—j
Entao, temos
k
1 d* _
Sl UL ) e e
J=1 J —J ’
p d* ptq—1 ! ptq-1
ptqg—1
= P
kE—1



Notemos que
(-7 (@+1)Y = [¢F7 = (k—j)ab 7+ ] o7 + ol + ]

Assim, segue que

o 1 <& n+a« n+ 1 2n+a+ 3
= J n—j 2 n
Do mesmo modo temos
n n—+a n—+
28, = Y & (2j —n)
=0 J n—17J
i n+ o n+ 0 - n+ « n+ 3
= 2) DY
§=0 J n—7 §=0 J n—17]
2n+a+ 6 —1 2n+a+ 0
= 2(n+a) —
n—1 n
n+a+p-1
= (a-5)
n—1

Como os polindomios P (x) ndo sdo normais, calcularemos agora sua norma ao

quadrado. Essa norma é uma norma induzida pelo produto interno (1.1).

Teorema 1.13 Sejam {P,?ﬂ}neN 0s polindmios ortogonais de Jacobi, entdo | PSP (x)||? =

<P£"ﬁ, P,f‘?ﬁ>w € dada por

! o o 2 go+h+1 F'(n+a+1)T(n+p+1)
/_1(1_”6) (4" (B2 (@) do = Cn+a+B8+1)I'(n+ )T (n+a+F+1)
Demonstracao: Denotemos (1 —)* (14 z)° = w (z) e P? (z) = P, (x).
Seja X X
I:/_lw(x) P, ()] d = /_1w(x) P, (2) P, (x) da

Agora, como P, (z) = K,z"+ polinomio de menor grau, segue que

1 n 1
(—1) K, d" n+a n+0
I=K, P, "dr = ———— "— (1 - 1 d
/1 w(x) P, (z) 2"dx Sl » e {( )" (14 ) } x

Integrando por partes n vezes encontramos,

K 1

= S0 »

I (1—2)"" (14 2)""" dx
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e que
ﬁQQnMWHF(n—i—a—Fl)F(n—l—ﬁ—l—1)

I =
2n '2n+a+0+1)

€ o0 teorema segue.
|

Agora que temos a norma dos polinomios de Jacobi, podemos estabelecer uma
relacio entre os polinémios p2¥ (z) e PP (z).

A relacao entre p®? (z) e P%P (1) é dada pela seguinte proposicao.

Proposicao 1.2 Sejam {Pﬁﬂ}neN os polinomios ortogonais de Jacobi. Entdao, os

polinémios ortonormais de Jacobi, denotados por p>? (z), sdo dados por

0B Cn+a+B+NT(n+ )T (n+a+B+1) 5
Pn (x)_\/ 3o TmtatOl(meprD » &

Demonstragao:
05 () = PP (x) (2n+a+ﬂ—|—1)F(n—|—1)F(n+a+ﬁ+1)Pa7ﬂ(m)
" _<Psﬂ P E 20441 T(n+a+ )T (n+G+1) "

De acordo com os teoremas 1.1 e 1.2 , podemos deduzir o seguinte teorema sobre a

recorréncia dos polinomios de Jacobi.

Teorema 1.14 Sejam {Pﬁ’ﬁ}neN 0s polinomios ortogonais de Jacobi. A sequinte

relagao de recorréncia € satisfeita

Pyl (x) = (Anx + By) Py (x) = CuPr (2)

em que
4 Cn+a+p4-1)2n+a+ 3)
" 2n (n+ a+ B)
B (=) (2n+a+B—1)
" 2n(n+a+03)2n+a+p5—2)
o m+a—-1)n+6-1)2n+a+f)

nn+a+p0)2n+a+5—2)

Demonstragao: Seja P*? (z) um polinémio de Jacobi, entdo podemos escrevé-lo na
forma

PP (z) = K,a" + Spa™ 't 4 ...
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Pela proposicao 1.2 sabemos que
pg’ﬁ () = )\nP,f"ﬁ (2) = MK 2™ 4+ Ay Spz™ 4 = k" 4 s 2™
Assim, pelo teorema 1.1 temos
P () = (ana + ba) 0 () = cappy (@)

Segue entao que

An— e A o
P (&) = an + ) 2P0, () = 6 2P0 (o)
Ap_ Ap_ Ao
Denotando A,, = ani—nl, B, = bn;—nl eC,=c, ;\nQ temos

PP (2) = (Ayx + B,) P (x) — C, P, ()

)\n—l
De A, = a,—— encontramos

An
o )\n—l _kn)\n—l o Kn
An_an )\n _kn—l)\n_Kn—l
Como Kn:i ntatp segue que
2n n
K,
Aﬂ - Kn—l 1
o2t 2nta+f 2n—1)4+a+p
2n n n—1
L [@ntat A2 - +a+f—(n—1)(n—-1)
2 Cnt+a+pf—-—n)n!(2(n—-1)+a+p)!
L [@n+a+B)Cn—1+a+B)2n—2+a+F)!(n—1+a+p)!(n-1)
2 2n+a+B—-n)n!2n—-1)+a+p)!
1 Cn+a+p)2n—14+a+p)(n—14+a+F)!
2 (n+a+p0)n
1 [@nta+pB)@n—1+a+B) (n—1+a+p)
2 (n+a+pB)(n—1+a+p3)!
_ 1@n+a+8)2n—1+a+p)
2 n(n+a+f)

De forma andloga podemos encontrar B,, e C,,.

Mostraremos agora que os polinomios de Jacobi sao solugoes de um problema de

Sturm-Liouville singular.
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Teorema 1.15 Os polinomios ortogonais de Jacobi satisfazem ao sequinte problema

de Sturm-Liouville singular.

(1—2) " (1+x)" % {(1 — )" (1 + )" %Pg‘ﬂ (x)}

+n(n+1+a+p) PP (x)=0

Demonstragao: Seja ¢ (x) € P,_; um polinémio de grau menor ou igual a n — 1,
entao integrando por partes duas vezes a expressao
/1 4 {(1 — )T (14 2)"™ ipaﬂ (m)} o (r) dx
_dx de "
obtemols

/_1%{(1—x)a+1(1+$)ﬁ+1 %Pna,ﬁ (x)}¢(x) i —

1 d d
__ /_1 (1= 2)™ (1) P () 2 (2) e =

- [ ot {a—armaro Lo

1

_ /_1 Ped () { [(a+1) (=) (14 2" 4+ (L= 2)™* (34 1) (1 +2)°

@)+ (=)™ (14 )™ )]

Denotando w () = (1 — z)* (1 + 2)”, 0 termo acima fica

[ rrwlienator@ena-o i

1

+(1-27) dd—;cp(x)}w(ac)dx:()

pois P2 (z) é ortogonal a qualquer polinémio de grau menor ou igual a n — 1.

d d
Mas isso implica que . <(1 — )" (14 )" d—P,?’ﬂ (x)) 1P, .
x x
Como PP (x) L P, ; em relagio a P, temos que o complemento ortogonal é

unidimensional. Logo, 3\ € R tal que

d

T A ™ P ) = AR (@) )

dx

Para determinar A, comparamos os coeficientes dos termos de maior ordem nesta
igualdade apés substituirmos P? (x) = a,z™ + ...

Assim, temos

an(n+l+a+p)=a)—A=nn+1+a+p)
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Proposigao 1.3 Seja {P,}, .y 0 conjunto dos polinémios ortogonais de Jacobi, entdo

! d d
/ (1—2)* (1 +2)" —P28 (2) — PP () dz = 0

1 dx dr ™

para n # m.

Demonstracao: Sabemos que

[ 7o @B @) (-2 (40 e =0

1
para n # m.

Pelo teorema temos

[a-araened {o—orraea Zee)

PO () (1 —2)* (14 2)  de =0

Agora, se fizermos uma integragao por partes, obtemos

1 d d
([J1_@“4u+xﬁﬂayfﬁ@hﬁgy%@dx—o

- ) d
Por essa proposicao podemos concluir que —Pfj’ﬂ (), n = 0,1,... forma uma

dx
seqiiéncia de polinémios ortogonais com fungao peso igual a (1 — )1+ :)3)5 1 Pela

d
unicidade, temos que — P () é proporcional a P*+1A+ (7).
’ dz " "
Terminaremos este capitulo mostrando que as tinicas solugoes polinomiais para um

problema de Sturm-Liouville singular sao os polinomios de Jacobi.

Proposicao 1.4 As unicas autofuncgoes polinomiais de um problema de Sturm-Liouville

singular com p (—1) = p (1) =0 sao os polinémios de Jacobi.
Demonstracgao: Seja L o operador definido como anteriormente,
L(u)=—(p(2)u) +q(2)u

com a fungao p (x) anulando-se nos extremos.

O problema de autovalores associado é
Lu = w (z)u
em (—1,1).
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Se ¢ = )\—Lgok é um polinomio de grau k, £ = 0,1, ..., entao 4 ¢ um polinémio
EW w
/
de grau zero (q(z) = qo). Temos também que Lol o polinémios de grau 2 e 1
wow
respectivamente.

Como p anula-se nos extremos,
o « Jé] o a+1 B+1
wE)=ca(l—-2)"(1+2) ep(x)=c (1 —2)"" (1+2x)

1 1
em que —7 <a,pB< 5 afim de que pu’ — 0 quando z — =+1.
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Capitulo 2

Polinémios de Chebyshev

Neste capitulo veremos os polinomios de Chebyshev, que é um caso particular dos
polindmios de Jacobi. Deduziremos diversas proposicoes a respeito dos polinomios de
Chebyshev de primeira espécie como féormula de recorréncia, derivada em termos de
seu sucessor e antecessor, entre outras.

Os polinémios de Chebyshev de primeira espécie, denotados por T, (x), sao po-
linomios de Jacobi com aw = = —1/2 e (a,b) = (—1, 1), isto é, formam uma seqiiéncia

o : ~ —1/2 . .
de polindmios ortogonais com a fungao peso w (z) = (1 — x?) /2 mais precisamente

em que
(n12m)?
(2n)!

Mais detalhes sobre polinomios ortogonais, que estao fora do escopo deste trabalho,

5 =

podem ser encontrados em [2] (no ambito dos métodos espectrais) e em [9] (em um
contexto geral).

Estes polinomios satisfazem o seguinte problema de Sturm-Liouville singular

/
VI a2 (ﬂ T (x)) 42T, (2) = 0 (2.1)
e a relagao de ortogonalidade

/_ T )T (@) ﬁdm = s, (2.2)

em que ¢g = 2e ¢, = 1, k > 1. A equagdo (2.2) serd provada mais adiante pois

precisamos de alguns resultados para tal objetivo.
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Como primeira proposicao, estabeleceremos que as derivadas dos polinomios de

Chebyshev de primeira espécie formam uma seqiiéncia de polinomios ortogonais se a

fungao peso for w (z) = V1 — 22,

Proposicao 2.1 Sejam {1}, .. 05 polinomios de Chebyshev de primeira espécie,

entao

o, , kcpm
Ty () T () V1 — 22dr = 5 0ij (2.3)
—1

isto é, {T} (x) }ren € ortogonal em relagio a fungdo peso w (v) = /1 — x2.

T (z)
V1 — 22

Demonstragao: Vamos multiplicar (2.1) por e integrar de -1 a 1, entao

L V1 - $2<\/1 22T (x n*T, (x)dz = 0

[ ot [
Como os polinomios de Chebyshev de primeira espécie sao ortogonais em relagao a
funcao peso w (x) = ﬁ, temos que
1
n2/_1 ﬁT] ()T, (x)dz =0
assim, segue que

/_l T; (x) (\/1—7LEQTT’L (:c))ldx =0

1

Integrando por partes, temos
1@V @)~ [ 1@ VI @) e =0
-1
ou seja,
/1 T; () T, (x) V1—a22dz =0
-1
[ |

Sabemos que os polinomios ortogonais satisfazem uma relagao de recorréncia de
trés termos e, logicamente, os polinomios de Jacobi também. Veremos na proposicao
a seguir como os coeficientes se comportam, ou melhor, como eles se tornam simples

quando trabalhamos com os polinomios de Chebyshev de primeira espécie.

Proposicao 2.2 Os polinomios de Chebyshev de primeira espécie satisfazem a sequinte
relacao de recorréncia

Toi1 (x) = 22T, (z) — Thioq (2) (2.4)
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A demonstracao segue do teorema 1.14.

A proposicao a seguir é tratada em alguns livros como sendo a definicao dos
polinomios de Chebyshev de primeira espécia, porém ela pode ser demonstrada a par-
tir da definicao colocada neste trabalho. Também é possivel fazer o contrario, ou seja,
definir os polinomios de Chebyshev de primeira espécie como sendo a proposicao abaixo

e demonstrar o que definimos como uma proposicao, mas isto nao serd feito aqui.
Proposicao 2.3 Sejam {T),}, .y 0s polinomios de Chebyshev de primeira espécie, entao
T, (cos) = cos (nh),0 € [0,7],n € N

Demonstragao: Como
T (x) = 22T, 1 () — T2 (), (2.5)
To(z) =1e Ty (z) = x, cos (narccos ) é um polindémio de grau n e
cos (n#) + cos ((n —2)0) = 2cos (#) cos ((n — 1) 0) (2.6)
fazendo = = cosf em (2.5) obtemos
T, (cos@) + T, 2 (cosf) =2cosf T, 1 (cosb) (2.7)

Comparando (2.6) e (2.7) podemos concluir que 7T;, (cos ) = cos (nf),0 € [0,7],n €
N.

Dissemos anteriormente que a equagao (2.2) seria demonstrada mais adiante devido
a necessidade de precisarmos de alguns resultados para isso. Agora ja dispomos de tais

resultados e a demonstragao da equagao (2.2) serd feita agora.
1

Vi

Por construcao, {7} }ren s@o ortogonais em relagao a fungao peso w (x) =
logo

/_1Tk(x)Tj(x)\/%xde:O

para k # j, o que verifica (2.2). Seja entdao k = j = 0, entao

1T2 1 d . 1 _2 1_C0 5
9 O(x)ﬁ x——arccos(a:)|_1_7r_§7r = oo

Seja agora k > 1, entao

dr =k [ (cos(karccosz))’ ———=dx

/ T () 1 !
1 F V1 — 22 1 kv1 — a2
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—kdx

fazendo a substituicao u = k arccosz e du = ———— temos
¢ V1—22
—1 /° 2 1 [ 14 cos (2u) 1 [upkm  sen (2u)[*
- du = = P = = | = bl Skt
g ) (cosu)du k/o 2 L 1
- - c—kﬁ5kk

Com a proposicao 2.3 podemos facilmente derivar um polinomio de Chebyshev de
primeira espécie, contudo, temos outros meio de obter sua derivada. A proposicao
abaixo mostra uma maneira interessante de calcularmos a derivada do polinémio de

Chebyshev de ordem n.

Proposigao 2.4 Sejam {1}, 0s polinomios de Chebyshev de primeira espécie, entao,

para |x| < 1, as derivadas de primeira ordem sao dadas por

d nTyy(x) = Thy (2)
%Tn (z) = 2 1_ 22 (2.8)
Demonstragao: —17), (x) = — (cosnf) /— cosf = nsen (30)
z sen
ncos((n—1)0) —cos((n+1)0) nT,_1(x)—Thi1 (2)
T2 (sen 6) ) 1—22 se |of <1
[

Para a segunda derivada temos uma férmula semelhante.

Proposicao 2.5 Sejam {T,}, .y 0s polinomios de Chebyshev de primeira espécie, entdo,
para |x| < 1, as derivadas de seqgunda ordem sao dadas por

d? n(n+1) T, (@) = 20T, (x) + (n = 1) Ty (2)

a2 @) =7 (1— z2)? 29)
Demonstragao: segue de (2.5) e (2.8).
[
O objetivo de escrevermos os polinomios de Chebyshev na forma
T, (x) = cos (n arccos x) (2.10)

é de facilitar as demonstracoes das proposicoes a seguir.
Listaremos agora uma série de propriedades dos polinomios de Chebyshev de primeira

espécie.

Proposigao 2.6 Sejam {T,}, .y 0s polinomio de Chebyshev de primeira espécie, entdo
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1. T, (£1) = (£1)" e T (£1) = (£1)" " n?;

1 1
2. 2T, (x) = n—leT,,'lJrl (x) — mTfl_l () , paran > 2;

ST, (x)| <1 el|T! (x)| < n?

4. 2T, (2) T, (2) = Thgen () + T () , m >mn > 0;

5. T =2n Z Tk ) para k + n impar;
n—2 1

6. T (z — — k2 T k
kZ:OCk n’ ) Ty (z) para k+ n par;

Demonstragao:

1. Quando temos x = 1, os polinomios de Chebyshev assumem o valor 1,
T, (1) = cos (narccos 1) = cos (n0) =1 =1"
e quanto x = —1 temos
T, (—1) = cos (narccos (—1)) = cos (n7) = (—1)"

Na derivada de T, () quando usamos a equagao (2.10),

nsen (n arccos x)
V1—22?

essa funcao nao estda definida para r = =1, sendo assim, tomaremos o limite

T, (x) =

quando x tende a 1~ e —17 e aplicaremos a regra de L’Hospital.

T (1) = lim nsen (n arccos ) — lim n?cos (n arc;::(;s x)

z—1— V13— 2 r—1~ m

n? cos (n arccos )

= lim
r—1— X

= n2cos0

- 2

De forma andloga para x — —17 temos
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2. Thy1=cos((n+1)0), T,-1 =cos((n—1)0), T/, (x) =

nsen (n arccos ) n? cos (n arccos )

N o . _ .
Tn ( 1) - xg_ml‘i’ \/1 _ x2 o mEI_Ill+ m 21’

n? cos (n arccos )

= lim
rz——11 xT

= nlcosnm

= (1)’
= w1

(n+1)sen ((n+1)6)
sen 6

(n—1)sen ((n—1)0)

T = . Enta

e T, (2) om0 ntao,

Tha (@) _sen ((n+1)0) Toy(2) _ sen ((n—1)0)
n+1l sen d n—1 sen 8

Assim, subtraindo uma da outra temos
T (z) T, (2) _ 2sendcosnfl
n+1 n—1 sen ¢

= 2T, (x).

. A demonstragao de que os T, (x) sao limitados segue direto da equagao (2.10).

sen (nd)

Mostremos que <nVneN.

sen d

De fato, se n = 0 o resultado é imediato.

Nossa hipotese de indugao é sen (k9) ‘ < k. Entao,
sen ¢
kE+1)60 k6 0 0 k6
sen (k+1) _ sen (k) cos @ + sen 6 cos (k0) < k| cosf] + | cos (k0)| < & + 1
sen 6 sen 6

Agora, dado n € N* (o caso n = 0 ¢ trivial)

sen (nd) 5

T, ()] = n

<n
sen 6 ‘_

. Para demonstrarmos o item 4 basta lembrarmos que cos (A + B)+cos (A — B) =

2 cos (A) cos (B). Desse modo temos

2T, (x) T, (x) = 2cos(marccosx) cos (narccos x)
= cos ((m + n)arccos z) + cos ((m — n) arccos )

= Thin (2) + Thuey (z)

iTk () ==To(x)+To(z)+ ...+ Ty (n —1)
1 Ti(x) T(r) T5(x) T3(x) Ty (x) T, ()
T2 [TO (z) + 1 * 5 3 * n n—2



1[1_1+T;<x>1:7’;<x>

2 n 2n
Agora, para n par
nel g
ZaTk () =Ty (2) + T3 (z) + ... + Ty (n — 1)
k=0
/ / ! ! ! !
_ % {Tl (z) + T4i$) _ T22(33) 4 TGéx) _ T4f‘f) N TnTEiU) Tz—i(g)}
_ T, (z)
o
ol e T e 2y n—1
T)(x)=2n) —Ti(x)=2n) —2kY —T(x)=4n> —T)(x) k]
=1 —_ k=0 @ 1= k=l

7. T, (T, () = cos (marccos (cos (narccos x))) = cos (mn arccos ) = Ty, ()
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Capitulo 3

Operadores de Projecao e de

Interpolacao

Nesse capitulo falaremos sobre o operador de interpolacao. Este operador, como
o nome diz, tem por objetivo assumir o mesmo valor (valor da fun¢ao) em alguns
pontos escolhidos. Essa caracteristica pode ser muito 1til em muitas situagoes como
por exemplo na busca por uma solucao de uma equacao diferencial quando dispomos
apenas de alguns pontos.

O operador de Projecao tem a finalidade de projetar uma func¢ao num subespaco

apropriado. Veremos um pouco deste operador neste capitulo.

3.1 Operador de Interpolacao e Transformada Dis-
creta de Chebyshev

Quando um conjunto de pontos nos é fornecido podemos trata-los de diversas
maneiras. Se for um conjunto de pares ordenados no plano cartesiano, podemos
aproxima-los por uma reta ou por uma parabola e, para isso, utilizamos algumas técnias
de algebra linear.

Mas fazer aproximagoes pode nem sempre ser o mais apropriado. Podemos desejar,
em algumas situacoes, encontrar uma fungao que tenha exatamente o mesmo valor que
os pontos fornecidos. Neste caso a interpolagao se faz necessaria.

Veremos como podemos utilizar os polinomios de Chebyshev para interpolar uma

funcao u que seja, pelo menos, continua.
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Vamos considerar os pontos {x -}N (veremos no préximo capitulo que esses pontos
iJj=0

sdo os nds da quadratura de Chebyshev-Gauss-Lobatto) em que z; = cos (‘%) e 0s
T

pesos w; = —— em que ¢g =Cy =2e ¢ =1paral <j <N —1. Sejau uma funcao
Cj

definida de [—1,1] em R e continua.

Definicao 3.1 O operador de interpolacio Iy € o polinomio de grau menor ou igual

a N, denotado por Inu, tal que Inu(x;) = u(z;) para j =0,...,N e escrevemos

N
k=0

1sto €,
N

u(z;) = Iyu(z;) = ;Ouk cos (’%) (3.1)

Os coeficientes acima denotados por 4, sao denominados de coeficientes da Trans-
formada Discreta de Chebyshev.
A proposigao abaixo diz como podemos calcular os coeficientes discretos de Cheby-

shev.

Proposicao 3.1 Os coeficientes discretos de Chebyshev sao dados por

2 K1 kg
Uy = _6kN ]z:; g’u, (.T}j) COSs <W) (32)
N
~ . A 7T
Demonstracao: Seja (u,v),, = Zu (x;)v(xj)w; em que w; = Ty produto
b c.
=0 !
interno discreto. Entao,
al al njm
(Inu, Tp) oy = Z Inu () T (25) wy = ZU () cos (T)
Jj=0 7=0
mas
N N
(Inu, Ty, = <Z ﬂka7Tn> = i (T, To)
k=0 Nw k=0
e como
(.
<Tk7 Tn>N7w = 6kn§cn
temos que
N . :
T, . njm njm\
§cnun = ZU(Ij)COS (T) (T)EJ—N
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Caso 1) k#mn
<Tn7Tk>N,w = <Tm Tk>w

Caso 2) k=n

N
2 ™ ™ ™ s
(T T e = D (cos (hm)) = o 4 oo o o =

Jj=0

Podemos avaliar (3.2) eficientemente usando a transformada rapida de Fourier, ver,

por exemplo, [6] e [7].

3.2 O Operador de Projecao

Num espaco vetorial muitas vezes trabalhamos com subespacos e é comum que o
vetor (elemento do espago vetorial) ndo pertenga ao subespago. O mesmo acontece com
funcgoes, ou seja, caso tenhamos uma fungao que nao seja um polindmio, obviamente
ela nao pode ser escrita como uma combinacao linear de polinomios. Porém podemos
projetéa-la sobre o espago PP, e encontrar qual o polinomio que ‘melhor aproxima’ a
funcao em questao.

Seja V' um espaco vetorial e X um subespaco de V de dimensao finita. Vamos
considerar uma base de X

X = spanay,as,...a,}

Sejab € V eb¢ X. Queremos encontrar um vetor x € X tal que r =  — b seja

ortogonal ao subespaco X.

n
Como x € X entao existem constantes z1, ..., z, tal que x = E xja;.

j=1
Do fato que r = x — b deve ser ortogonal a X, entao
n
<Z .Tj&j,(li> = <Cli, b> y 1= 1, ., n
j=1
Encontramos entao o sistema linear
<a17a1> <a27a1> <an7a1> T <CL1,b>
<(l1, an> <CL27 an> Tt <an7 an> Tn <an> b>
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Apos resolvido o sistema linear, encontramos coordenadas x1, ...z, que servirao para
fazer a combinagao linear dos vetores da base de X e encontrar o vetor que ‘melhor
aproxima’ o vetor b.

Considerando agora que nossa base ¢ formada por polinémios de Chebyshev veremos

que o sistema acima torna-se diagonal.
1

V1— 22’

Para i # j vale (1;,7}), = 0 em que w(x) = logo restam apenas os

elementos da diagonal.

Assim, X
Ti(z) f (x)
ZL"_<T;7f>w_\/1 \/1—372 d
Cwn, T R,

-1 \/1—172

Portanto, o operador de projecao, denotado por P,, é

P.f =Y aT(v)
k=0

em que
L) ),
-1 vV 1-— x2
G

—1 \/1—1’2

Vale citarmos o teorema 1.6 que trata justamente do fato que

C —

Jim 1Fnf = fllzz, =0

Além disso, é possivel obtermos estimativas para os erros de projecao e de inter-
polagao em normas que envolvem derivadas da func¢do (normas em espagos de Sobolev),
mas que isso foge ao escopo desse trabalho de conclusao de curso. Mas essas estimativas

podem ser encontradas em [4].
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Capitulo 4

Diferenciacao e Integracao
Numeérica com Polinémios de

Chebyshev

Neste capitulo veremos rapidamente a quadratura Gaussiana, uma importante fer-
ramenta para o calculo de integrais numericamente.

A integracdo numeérica em muitos problemas deve ser realizada com alta precisao
e em tempo viavel, isso leva a utilizacao de férmulas mais precisas como a quadratura
Gaussiana que além de ser rapida também é exata para polindmios de até certo grau.

Veremos também como utilizar os polinomios de Chebyshev de primeira espécie

para derivar uma funcao no espaco transformado. Este assunto sera abordado na secao

2.

4.1 Quadratura Gaussiana

Para integracao numérica temos interesse em construir uma ‘férmula’ do tipo

[r@ue@d=3"fw)u

em que w; sao pesos e z; sao pontos em (a, b) escolhidos a priori, além disso queremos
que essa soma seja exata para polinomios de grau menor ou igual a N.

Entretanto, se procurarmos a ‘melhor’ distribuicao para os nés {xj}évzo, obtemos
uma férmula de quadratura que é exata para polinomios de grau menor ou igual a

2N + 1.
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Isso nos leva ao proximo teorema, o teorema da Quadratura Gaussiana, que garante
exatidao na integracao para polinomios de grau 2N — 1 quando utilizados N pontos

para avaliacoes.

Teorema 4.1 (Quadratura Gaussiana) Dado N € N*, sejam x1,...,xy as raizes de
um polinomio ortogonal de grau N, py (z) . Entdo, existem constantes positivas wy
para k =1,...,N tais que

N

b
[ p@hw (@) de = p (o) w Vp € Pay

k=1
Demonstracao: Seja p () um polinomio em Poy_;. Seja g (x) € Py_; tal que ¢ (z;) =

p(x;). Entao a forma de Lagrange é

q(x) = plan)l(2)
= w (@) ew(xr)= 1 T—x
em que . (a) = s e w (@) = [ @ o)

Assim, o polinémio p () — ¢ () tem zeros em x1,...xy e consequentemente p (x) —
q () = pn () ry_1 (x) para algum polinémio ry_; (z) € Py_;.

No entanto, pela ortogonalidade dos py (z) a polinémios de grau menor, segue que

/ w () p(z) de = / w (@) [q () + py (&) rv ()] do =

:/abw(x)q(x)dx:/abw(x)

Definimos

]:V D) () dr = 3 (/ w0 (0) e (0) ) p (o)

k=1 k=1

b
wy = / w (x) g, (v) de

e temos entao N

/ p(@)w(@)de =" p(wx)wy

k=1
Agora, I, (x) € Py_; ese anulaem xy, ..., Tp—1, Tpt1, ..., Tn. Entdo (I (;E))2 € Pyn_s

e se anula nesses mesmos pontos. Além disso, I (z;) = 1. Portanto

we= 3w 0 (@) = [ @) @) do > 0
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Com isso temos uma maneira eficiente (eficiente no sentido de que a integragao

numérica é feita em N operagoes) e precisa de integrar uma fun¢ao. Porém percebemos
) . . . .

que para calcular os w;’s precisamos avaliar uma integral, mas dependendo da funcao
peso escolhida temos quadraturas com w;’s conhecidos explicitamente, por exemplo a
quadratura de Chebyshev-Gauss, ou avaliados numericamente de forma eficiente, por
exemplo a quadratura de Legendre-Gauss.

Veremos agora uma quadratura semelhante a Gaussiana, em que os pontos extremos

sao incluidos.

Teorema 4.2 (Quadratura de Gauss-Lobato) Sejam —1 = xzg,...,xy = 1 as N + 1
raizes do polinomio q (x) = pn11 (x)+apn (x)+bpn_1 (x), em que a e b sdo escolhidos de
modo que q(—1) =q (1) =0 e pn41(2), pnv () € pn_1(x) sdo polinémios ortonormais
de grau N +1, N e N — 1 respectivamente.

Sejam wy, ...,wy a solugao do sistema linear

N 1

(:vj)kwj:/ 2*w (z)dr , 0< k<N
=0 -

j 1

Entao,

Zp@j)wj = / p(z)w(z)dr,Vp € Poy_y

=0 !

A demonstracgao desse resultado é similar ao da Integragao Gaussiana, utilizando

neste caso a decomposicao p = gqr +s com r € Py_5 e s € Py.

4.2 Diferenciacao Através dos Polinomios de Cheby-

shev

Sabemos derivar uma fungao no espaco fisico (o espaco nao transformado) e uma
pergunta bastante natural seria como podemos derivar uma fungao no espacgo transfor-
mado.

Veremos agora como podemos derivar uma fungao no espago transformado e como
os polinomios de Chebyshev de primeira espécie estudados no capitulo dois nos ajudam.

Uma vez que
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é natural termos
N
= T (x) = a Ti (=
k=1 k=0
Para determinarmos os coeficientes ﬁ,(c ) usaremos o fato de que

1
2T, (v) = n—HT/@H (z) —

1
1 n—1

()

Entao,

o el - Tt

k
(1) N-2
_ Uy 1 =)
= o T @)+ 3 g (el — ) T @)

Comparando as duas expressoes encontramos

 2ka + gl
k—1

: . N . N
Com isso podemos encontrar os coeficientes {u’ (x;)},_, a partir de {u (z;)}_,.
Veremos agora qual é a matriz que transforma w (x;) em u' (x;).

Os polinomios de Lagrange associados aos pontos de Chebyshev-Gauss-Lobatto sao

(=1 (2 = 1) Ty (2)
¢ N? (x — 1)

hj(z) =

para j = 0,..., N e x; = cos <%> sendo os pontos de Chebyshev-Gauss-Lobatto.

Proposicao 4.1 A matriz derivada (dp; = I, (x1)) € igual a

dyy = —————— k
S P 7
kk 2(1 —I[‘k) ) )
2N? +1
dOO = _dNN = T

emquecy,=1sel <k<N-—-1ecy=cy=2.

Demonstracao: Vamos derivar o polinémio h; (x) associado aos pontos de Chebyshev-
Gauss-Lobatto.
Assim,

My () = -

em que
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A = (=1Y 22T} () & N2 (x — ;)
B = (-1) (2> = 1) T} () & N* (z — )
C = (-1 (2 = 1) T} (x) &N?

Podemos observar que os termos ¢; e N? aparecem no numerador e no denominador,

portanto,

(=1) 2Ty (2) (2 — 25) + (=1) (&* = ) T} (2) (2 — 25) — (=1) («* = 1) T} (2)

b (x) =
) &N (x — )’ )

Vamos considerar 1 < k£ < N — 1, entao

T (1) = Nsen (k) 0
L (I
\/1 — cos ( N )
TV (24) = —N2cos (1]\16122008 (1))
Logo,
W, (xy) = (=1) (#3 — 1) (—N?) cos (Nazccos (71)) _ (1)

G N? (z, — x;) (1 — ) ¢ (xn — ;)
Para k =0 e k = N faremos uso do item 1 da proposicao 2.6. Faremos apenas para
k = 0 pois para k = N a demonstracao ¢ analoga.
Se k = 0 entao xy = cos (0) = 1. Com isso, o termo (2? — 1), no segundo e terceiro

termo em (4.1), anula-se em xy. Sendo assim, temos

sy (CD2Ty (D (A —ay)  (=1)2
hj (1) = GNZ(1— xj)2 = & —x))

Vejamos agoraocasoem que 1 <k=7< N —1

Sabemos que

Tn (ilf) = COS (N arccos (3;)) e T]/V (:C) _ Nsen E/]\%)S (x))

com isso podemos obter

—N?Ty (z) + 2T ()

(=N? 4+ 14 N22? + 2) T (z) + (z — 2®) T (x) — 2aN*Ty (z)
(1—a2)°

Ty (z) =
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Assim, aplicando a regra de I.’Hospital duas vezes na expressao (4.1) encontramos

que

Qg = ———
06, (1 — 42)

e como ¢ = 1 para 1 < k < N — 1 temos o resultado procurado.

Finalmente, para dy, podemos observar que

TN (33'0) =1
e
N4 _ N2
Ty (z0) = N* e Ty (o) = —
. 2N? —1 . .
Com isso encontramos que dyg = 5 Para k = j = N ¢é anélogo.
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Conclusao

Quando abordamos um tema como polinomios, acreditamos, antes de conhecer, que
nao existe muito mais do que aquilo que sabemos, contudo, depois de pesquisarmos
descobrimos que o que sabemos ¢ apenas uma gota d’agua no oceano.

Observamos ao longo deste trabalho sobre polinémios ortogonais que podemos
explorar varios resultados, sejam eles genéricos como a recorréncia de trés termos
para polinomios ortogonais quaisquer, sejam mais especificos como a recorréncia dos
polinomios de Chebyshev de primeira espécie.

A férmula de Rodrigues é um teorema muito importante devido ao fato de expressar
os polinomios de Jacobi como uma derivada, evitando assim o uso do processo de
Gram-Schmidt e, principalmente, porque possibilita a obtencao de varios resultados
que envolvam a integracao por partes do operador diferencial associado.

Como conseqiiéncia do teorema da relacao de recorréncia de trés termos para
polinomios ortogonais, obtivemos a relacao de recorréncia para os polinomios de Jacobi
que, como dos polindémios de Jacobi derivam-se diversos outros (Legendre, Gegenbauer,
Chebyshev), fornece relagoes de recorréncias para outros tipos de polinémios.

Vimos que as unicas solugoes polinomiais do problema de Sturm-Liouville sao os
polinomios de Jacobi.

Um resultado muito interessante obtido nos disse que os polinomios de Cheby-
shev podem ser escritos como uma composicao de fungoes trigonométricas, além disso,
com essa proposi¢ao, em termos numéricos, temos uma maneira muito simples de
avaliar qualquer polinomio de Chebyshev em qualquer ponto do intervalo no qual estao
definidos.

No capitulo trés vimos como podemos facilmente interpolar uma funcao com os
polinomios de Chebyshev, bem como, projetar uma funcao f no espago dos polinomios

de um modo elementar. A simplicidade deve-se ao fato de que os polinomios de Cheby-
1

V1—a?

Por fim, a integragao e a diferenciacao podem ser feitas de maneira eficaz com a

shev s@o ortogonais com relagao a fungao peso w (x) =

quadratura Gaussiana e com a utilizagao dos polinomios de Chebyshev.
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