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RESUMO

Dois métodos de controle quantico sdo aplicados a dinamica coerente de sis-
temas de dois niveis utilizando o campo eletromagnético de um laser que
interage com o sistema.

Inicialmente apresentamos uma breve revisdo sobre as propriedades gerais
de pulsos de laser ultracurtos, pois o laser é a ferramenta de controle mais
utilizada.

Estuda-se detalhadamente a teoria quantica de sistemas de dois e trés niveis
interagindo com um campo eletromagnético monocromadtico. Além do for-
malismo da funcdo de onda para um sistema quantico fechado, estuda-se o
formalismo da matriz densidade para obtermos a equagdo nas aproximacdes
de Born e de Markov comumente usadas para o sistema de dois niveis in-
teragindo com um laser. Quando se incluem os efeitos de decoeréncia e
de dissipagdo, a dindmica do sistema € afetada pelo vacuo eletromagnético
e a dindmica oscilatéria das populagdes tem sua amplitude amortecida, de-
caindo exponencialmente com um tempo caracteristico da intera¢do do sis-
tema quantico com o ambiente.

Finalmente, implementa-se computacionalmente o procedimento de controle
por ondas continuas seccionado no tempo para um sistema de dois niveis.
Controlando a fun¢do de onda ou a matriz densidade do sistema quantico,
conseguimos que o valor esperado de um observavel (qualquer) siga uma tra-
jetoria especifica desejada. O controle total é conseguido quando ignoramos
os efeitos de decoeréncia e dissipagdo. Quando incluimos tais efeitos, o con-
trole é perdido apds certo tempo. Por dltimo, implementamos o método de
controle 6timo para um sistema de dois niveis. Obtemos um pulso laser ca-
paz de transferir a populacdo do estado base para o estado excitado. Esta
dissertacdo discute as caracteristicas que tém cada um dos métodos.
Palavras-chave: Pulsos de Femtossegundos, Sistemas de Dois Niveis, Sis-
temas de Trés Niveis, Transferéncia de populagdo, Dissipag¢do, Decoeréncia,
Controle Quantico.






ABSTRACT

Two methods of quantum control are used to obtain the coherent quantum
dynamics of two-level systems by means of the electromagnetic field of a
laser that interacts with the system.

First, we make a short review of the general properties of laser pulses, which
are an important tool to control quantum systems.

We study, in detail, the quantum theory of two and three-level quantum sys-
tems interacting with a monochromatic electromagnetic field. In addition to
the wave function formalism for a closed quantum system, we also study the
density matrix formalism where the master equation is obtained in the fra-
mework of Born and Markov approximations, commonly used for two-level
systems interacting with a laser. When the effects of decoherence and dissi-
pation are included, the quantum dynamics of the system is affected by the
electromagnetic vacuum and the the populations dynamics are damped.
Finally, we implemented computationally the procedure for piecewise cohe-
rent control in two-level systems. By controlling the wavefunction and den-
sity matrix, we are able to control the expected value of an observable through
a specific trajectory. Total control is achieved when we ignore the effects of
decoherence and dissipation. By including such effects, the control is lost
after some time. Additionally, we applied the optimal control method for a
two-level system, and obtained a laser pulse that is capable of transfering the
population from the ground state to the excited state. The dissertation analy-
ses the characterisitics of each method.

Keywords: Femtosecond pulses, Two Level Systems, Three Level Systems,
Population transfer, Decoherence, Dissipation, Quantum Control.
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1 INTRODUCAO

O controle de estados quanticos é um objetivo almejado por muitos
pesquisadores no campo da fisica e quimica, pois o dominio de tal conheci-
mento tornaria possivel manipular as propriedades Opticas da matéria, otimi-
zar reacdes quimicas, criar novas moléculas e novos materiais, entre outras
conquistas. Além disso, manipular a dindmica de estados quanticos coerentes
nos permitiria realizar opera¢des envolvendo l6gica quantica. Embora a teoria
de controle seja um campo bastante desenvolvido em dreas como engenharia
mecanica e de automagdo, no campo das ciéncias bésicas isso ndo ocorre de-
vido a natureza quantica das particulas fundamentais, elétrons e 4tomos neste
caso.

A invencio do laser' de cristal de rubi no inicio dos anos 1960, por
Theodore H. Maiman, nos laboratdrios de pesquisa Hughes, gerou uma grande
expectativa, de que esse dispositivo poderia ser utilizado para controlar a
dindmica de estados quénticos. A radiacdo laser, na regido visivel e ultra-
violeta do espectro eletromagnético, pode excitar os elétrons mais externos
de atomos e moléculas. Tais elétrons de valéncia determinam muitas das pro-
priedades da molécula, viabilizando o controle da reatividade quimica por
meio da radiacdo laser. Em principio uma ligagdo quimica pode ser cri-
ada ou rompida de forma seletiva se excitarmos a molécula com radiacio
de comprimento de onda correspondente a frequéncia de vibracdo natural
dessa ligagdo. As primeiras tentativas de executar esta ideia foram feitas
nos anos 1970 (LETOKHOV, 1977, BLOEMBERGEN; YABLONOVITCH,
1978; ZEWAIL, 1980). O procedimento consistiu em ajustar um laser mo-
nocromdtico a frequéncia caracteristica de uma particular ligacdo quimica
em uma molécula. Esperava-se que a energia do laser seria absorvida se-
letivamente pelos atomos unidos pela ligagdo e, finalmente, a ligacdo seria
quebrada. Contudo, foi observado que a distribuicio intramolecular da ener-
gia vibracional inicialmente depositada na ligacdo quimica dissipa rapida-
mente essa excitagdo local e, portanto, impede a quebra da ligagcdo seleci-
onada (BLOEMBERGEN; ZEWAIL, 1984; ELSAESSER; KAISER, 1991;
ZEWAIL, 1996). Como efeito espurio, esse processo aumenta rapidamente
a temperatura dos graus de liberdade rovibracionais da molécula, da mesma
forma que o aquecimento incoerente, frequentemente tendo por resultado a
quebra das ligacdes mais fracas, que ndo € o efeito desejado. Consequen-
temente, percebeu-se que ndo basta ajustar a frequéncia do laser para que-
brar a ligacdo molecular; é preciso recorrer ao uso da interferéncia qudntica
como rota para o controle quantico. Apdés as tentativas iniciais, novas ideias

! Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation.



22

surgiram, como o uso de caminhos multiplos para aumentar a probabilidade
de ocorréncia dos processos desejados e minimizar os processos indesejados.
Desde que haja controle suficiente sobre um pulso de luz, a mecéanica quantica
prevé que € possivel excitar moléculas por meio de pulsos laser através de
duas ou mais trajetérias de interferéncia, para que as amplitudes de probabili-
dade interfiram construtivamente para o processo desejado e destrutivamente
para os processos indesejados. Simultaneamente, métodos teéricos foram de-
senvolvidos para obter a combina¢do 6tima de trajetérias para controlar um
dado processo quantico e o pulso laser capaz de promover tal dinamica.

A construcdo de pulsos laser é essencial para o controle de estados
quanticos. Com os avancgos da tecnologia do laser, particularmente na producao
de pulsos ultracurtos, atualmente ha condi¢des técnicas de controlar proces-
sos quanticos que ocorrem em intervalos de tempo de até femtossegundos.
Por exemplo, experiéncias modernas de controle quantico utilizam um tnico
pulso de duragdo aproximada de alguns femtossegundos para mudar as drbitas
do elétron e desse modo alterar as forcas que governam o movimento dos
ntcleos, podendo determinar o resultado de um processo quimico. A forma
do pulso é definida utilizando-se um efeito fisico baseado na relacio de in-
certeza tempo-largura de banda. O pulso € inicialmente separado em suas
componentes cromdticas, cada qual é modificada pela passagem através de
um filtro e depois recombinadas para formar um pulso laser complexo, que
excita as orbitas de interesse.

Virias abordagens para o controle de moléculas usando interferéncia
de ondas em sistemas quanticos t€ém sido propostas e desenvolvidas, a seguir
destacamos algumas delas.

CONTROLE PUMP-DUMP

Na década de 1980, Tannor e colaboradores (TANNOR; RICE, 1985;
TANNOR; KOSLOFF; RICE, 1986) propuseram um método para controlar
seletivamente reagdes quimicas intramoleculares, usando dois pulsos laser
sucessivos de duracdo de femtossegundos, com um atraso de tempo ajustavel
entre eles. O primeiro pulso laser de bombeio (pump) gera um pacote de esta-
dos vibracionais em uma superficie excitada de energia potencial da molécula.
Apds a excitagdo inicial o pacote de ondas evolui livremente, até que um se-
gundo pulso de descarte (dump) transfere a populagdo vibracional novamente
a superficie de energia potencial do estado base, sobre o canal de reacio de-
sejado, como € mostrado na Fig. (1).
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Figura 1: O método de controle pump dump e suas duas superficies de energia
potencial de uma molécula. O pulso de bombeio cria um pacote de onda
dos estados da superficie excitada de energia potencial. Logo vai evoluir
livremente até que o pulso de laser descarte transfere a populagdo novamente
até a superficie de energia potencial do estado base, resultando assim o canal
de reagdo desejado.

CONTROLE ATRAVES DE INTERFERENCIA DE TRAJETORIAS
QUANTICAS

Brumer e Shapiro (BRUMER; SHAPIRO, 1986; SHAPIRO; HEP-
BURN; BRUMER, 1988; BRUMER; SHAPIRO, 1989) identificaram o pa-
pel da interferéncia quéntica no controle éptico de sistemas moleculares e
foram um dos primeiros a perceber a importancia da coeréncia no controle
quantico, propondo maneiras de utiliza-la no controle de reagdes quimicas.
Eles propuseram usar dois feixes de laser monocromaticos, com frequéncias
e intensidades fixas, e fases ajustdveis, para produzir interferéncia quéntica
entre duas trajetdrias de reagdo. A andlise tedrica mostrou que a diferenga
de fase entre os dois campos de laser tornaria possivel controlar as fracdes de
desintegracdo em reacdes moleculares (CHAN; BRUMER; SHAPIRO, 1991;
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CHEN; BRUMER; SHAPIRO, 1993). O método de interferéncia quintica
através de duas trajetérias também pode ser usado para controlar a trans-
feréncia de populagdo entre estados ligados (CHEN; YIN; ELLIOTT, 1990;
CHEN; ELLIOTT, 1990). Resumidamente, esta técnica de controle usa dois
estados puros. Um estado inicial discreto |i) e outro estado final | f) que pode
estar ligado ao continuo. Ambos estdo ligados por duas trajetérias Spticas di-
ferentes de excitacdo, Trajetéria a e Trajetoria b, como é mostrado na Fig.
2(a).

n—— 7

Produtos

w3 Wy

wr wa a w

Trajetoria a
Trajetoria b

w1

(a) (b) ©

Figura 2: Modelos do Controle por meio de duas Trajetorias de Interferéncia
Quantica: a) Duas trajetérias de excitag@o Optica, a e b, interferem quando os
campos que produzem as trajetdrias sdo coerentes. b) Trajetdria de excitagdo
optica com 2 x2 fétons. Dois fétons com frequéncia @; produzem a excitacio
através da trajetéria a. Na trajetéria b, dois campos sdo usados: primeiro o
campo com frequéncia , e depois o campo com frequéncia @;. Neste caso,
) =301, 20 = Of € 0 — ® = OF;. ¢) Trajetdria de excitagdo Gptica com
3x1 féton. Dois fétons do primeiro campo com frequéncia @; e outro féton
do segundo campo com frequéncia @, geram a excitacdo através da trajetdria
a, enquanto que na trajetéria b um féton de frequéncia @s produz a excitagdo.

A probabilidade de excitacdo para o estado |f) pela Trajetoria a(b) é
P,(Py). Quando as excitagdes dos campos Opticos sdo coerentes, a probabili-
dade total é

(Pi%f)coe:Pa+Pb+PabCOS(A9+6f)7 (L.1)

O terceiro termo na Eq. (1.1) ocorre por causa do efeito da interferéncia
quantica entre as duas trajetdrias e permite o controle dos produtos finais. Os
argumentos da fungdo cosseno sdo: A8, a diferenca de fase relativa entre os
campos laser que promovem as excitacdes através de ambas as Trajetdrias, e
Oy ¢ uma fase que depende dos detalhes das funcdes de onda associadas aos
estados [i) e | f), além das especificidades do processo de excitag@o.

Para este método de controle, o nimero de fétons absorvidos ao longo
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Figura 3: Configuragdo tipo A para um sistema quantico de trés niveis. O
pulso laser 1 acopla o estado excitado |e) e o estado intermedidrio |s). O
pulso 2 acopla o estado base |g) com o estado |s).

das duas trajetdrias deve ser par ou impar, em ambos 0s casos, para garantir
que as funcdes de onda excitadas tenham a mesma paridade. Normalmente,
excitagdes de um e trés fotons sdo consideradas. A Figura 2 ilustra Trajetdrias
com 1x 1 féton (a), 2x2 fétons (b) e 3x 1 féton (c).

Girard e colaboradores (BLANCHET et al., 1997) discutem teoria e
experiéncia relacionados ao controle temporal coerente da fotodissociagdo da
molécula de césio (Cs,). Nessa experiéncia sao usados dois pulsos idénticos
de femtossegundos para promover a superposicao de dois pacotes de ondas
vibracionais, no estado eletronico ligante do Cs,. A interferéncia quantica
entre eles € controlada pelo tempo de atraso entre os pulsos para, assim, con-
trolar a probabilidade de fotodissociagao.

CONTROLE PELO EFEITO STIRAP (STIMULATED RAMAN
ADIABATIC PASSAGE)

Em 1980, Bergmann e colaboradores (GAUBATZ et al., 1998; KU-
KLINSKI et al., 1989; GAUBATZ et al., 1990; SHORE et al., 1991) de-
monstraram um método muito eficiente para a transferéncia adiabatica de
populagdo entre estados quanticos discretos em dtomos ou moléculas. Nesta
abordagem, conhecida como STIRAP (Stimulated Raman Adiabatic Passage),
dois pulsos laser com um tempo de atraso entre ambos (geralmente, de duracdo
de alguns nanosegundos) sdo aplicados a uma configuragdo de trés niveis
do tipo A. O propdsito do efeito € produzir a transferéncia completa de
populagdo entre os dois niveis inferiores, |g) e |e), néo acoplados diretamente
entre si, mas indiretamente acoplados por meio de um estado superior, |s),
como indica a Fig. (3).

A sequéncia usada no método STIRAP € contra-intuitiva, pois o pulso
Stokes que acopla o estado intermedidrio |s) ao estado final |e) precede o
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pulso de bombeio que acopla o estado inicial |g) ao estado intermedidrio.
Contudo, para que o efeito de transferéncia ocorra os pulsos também devem
sobrepdr-se parcialmente. Os campos elétricos do laser devem ser suficien-
temente fortes para gerar muitos ciclos de oscilagdes de Rabi. A coeréncia
induzida pelo laser entre os estados quanticos é controlada pelo ajuste do
tempo de atraso entre os pulsos, cuidando para que a populagdo no estado
intermedidrio permanega quase zero, evitando perdas por decaimentos radi-
ativos e ndo radiativos. Revisdes detalhadas do método STIRAP e técnicas
relacionadas a passagem adiabdtica podem ser encontradas nas referéncias
(BERGMANN; THEUER; SHORE, 1998; VITANOV et al., 2001). Em-
bora a eficiéncia do método STIRAP em condigdes ideais seja muito alta,
sua aplicabilidade esta restrita ao controle da transferéncia de populacio en-
tre estados discretos de dtomos e moléculas pequenas (moléculas diatdmicas
e triatdbmicas). Em moléculas grandes (poliatdmicas), a elevada densidade de
estados geralmente arruina o efeito de passagem adiabdtica (BERGMANN;
THEUER; SHORE, 1998; VITANOV et al., 2001).

CONTROLE OTIMO

Os modelos de controle quantico anteriores fazem uso da interferéncia
quéntica para controlar os sistemas por meio de pulsos laser. Uma carac-
teristica comum a esses métodos € que tentam manipular a evolucdo do sis-
tema quantico, controlando apenas um parametro: a diferenca de fase entre
duas trajetérias quanticas produzida pelo tempo de atraso entre os dois pulsos
laser. Embora o controle com unico pardmetro possa ser eficaz em sistemas
relativamente simples, os sistemas mais complexos exigem um método de
controle mais flexivel. Os esquemas de controle por tinico parametro foram
generalizados sob o conceito de controle com pulsos laser ultracurtos modela-
dos artificialmente. Rabitz e colaboradores (SHI; RABITZ, 1988; SHI; WO-
ODY; RABITZ, 1988; SHI; RABITZ, 1989; PEIRCE; DAHLEH; RABITZ,
1988), entre outros (KOSLOFF et al., 1989; JAKUBETZ; MANZ; SCH-
REIER, 1990), sugeriram que seria possivel orientar a evolug@o quantica para
um canal desejado através da constru¢do e adaptacdo de um campo elétrico
dependente do tempo (pulso laser), o qual vai adaptando-se a dindmica do sis-
tema. Dentre as técnicas experimentais de modelamento do pulso laser, um
algoritmo genético pode analisar o estado final do sistema quantico, frente
ao estado final desejado, e realiza alteragdes no pulso até que este esteja
otimizado, durante aplicagdes sucessivas. Um pulso laser otimizado pode
ter forma temporal e uma composi¢cdo espectral complexas. As fases e as
frequéncias sdo otimizadas para excitar um padrao de interferéncia entre tra-
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jetorias quanticas, para atingir objetivamente a dindmica desejada (SHI; WO-
ODY; RABITZ, 1988; PEIRCE; DAHLEH; RABITZ, 1988).

SOBRE A CONTROLABILIDADE DOS SISTEMAS QUANTICOS

Uma das questdes fundamentais do controle quantico é avaliar a con-
trolabilidade do sistema. Um sistema quantico é controldvel sob um conjunto
de configuragdes ou estados, S = {y}, se para qualquer par de configuragdes
Y1, ¥, € S existe um controle dependente do tempo £(-) que pode levar o
sistema desde a configuragfo inicial y; a configuragio final ¥, em um tempo
finito 7. Aqui, a nog@o de configuragdo pode designar o estado do sistema
(p), o valor esperado de um observével (Tr[p®]), o operador de evolugio U
ou o mapa Kraus &, dependendo do problema de controle. A controlabilidade
de sistemas quanticos fechados com dindmica unitdria ¢ um problema bem es-
tudado (HUANG; TARN; CLARK, 1983; TURINICI; RABITZ, 2003, 2010;
MENDES; MANKO, 2011), mas a controlabilidade de sistemas quanticos
abertos tem sido investigada apenas recentemente (LLOYD; L.VIOLA, 2001;
WU et al., 2007; MENDES, 2009; DIRR et al., 2009).

Segundo a defini¢ao proposta por Schirmer et al. (SCHIRMER; FU;
SOLOMON, 2001), um sistema quantico

N M
H— Aok i, A=Y Bl A= Y fult)
n=1 m=1

é completamente controldvel se cada operador de evolugio U é acessivel
desde o operador identidade I através da equacdo de Schrodinger para o ope-
rador evolugdo temporal

ih%l)(mo) = (B +.4)U(t,10), (1.2)
assegurando assim uma evolugfo unitaria e da lugar a um conjunto de estados
acessiveis através do operador U (1,1p).

A evolucdo unitdria preserva o espectro do estado quantico (ou seja,
os autovalores da matriz densidade). Todas as matrizes densidade que t€m os
mesmos autovalores formam um conjunto de estados unitariamente equiva-
lentes (por exemplo, o conjunto de todos os estados puros). Portanto, em uma
evolucdo unitdria, um sistema quantico pode ser dito controlavel unicamente
dentro de um conjunto de estados unitariamente equivalentes (SCHIRMER;
SOLOMON; LEAHY, 2002b, 2002a). A controlabilidade da matriz densi-
dade quer dizer que para qualquer par de matrizes unitariamente equivalentes
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p1 € p2, existe um controle £(-) que leva do estado inicial p; ao estado final
p2 em um tempo finito 7. Tem sido demonstrado (SCHIRMER; SOLOMON;
LEAHY, 2002b; ALBERTINI; ALESSANDRO, 2003) que a controlabilidade
da matriz densidade € equivalente a controlabilidade do operador de evolugao.

EXEMPLO: CONTROLABILIDADE TOTAL PARA UM SISTEMA DE
DOIS NIVEIS

Para mostrar que o sistema de dois niveis é completamente controldvel
sob uma interac¢do dipolar entre o laser e o sistema, utilizamos os teoremas
de (RAMAKRISHNA et al., 1995; SCHIRMER; FU; SOLOMON, 2001).
Usando esses teoremas, constréi-se uma dlgebra de Lie, Ly, de operadores
hermitianos i.74) e i.7¢; que descrevem o sistema. Uma condi¢do necessdria e
suficiente para a controlabilidade completa de um sistema quantico com (1.2)
é que a dlgebra de Lie Lo tenha uma dimensdo N2. Em particular, o sistema
de dois niveis tem uma algebra Ly de dimensao N? =22, Para construir Lo,
usamos a aproximacao proposta em (SCHIRMER; FU; SOLOMON, 2001).
Escrevemos o Hamiltoniano do sistema de dois niveis na forma

1 - 1
H = 5h(cog + o) I+ Eh(wg —m,)0, — E(t)doy,

onde o} sdo as matrizes de Pauli com as relagdes de comutacdo: [0, 0] =
2ig; ;0. Cria-se uma matriz W, a qual representa a base de Ly. Se a dimensédo
de W é N? o sistema é completamente controldvel. A matriz W é constituida
de colunas W.y, i.e, W = (W.;,W.2,--- ,W.2). As colunas sdo calculadas
da seguinte forma:

e A coluna W. | := % usando o Hamiltoniano sem perturbar, i.e., W. | =
7 (w,,0,0, a)g)T.

e A coluna W. ; := J¢; para o Hamiltoniano de interac@o. Para o sistema
de dois niveis W., = (0,E(t)d,E(t)d,0)".

e A coluna W. 3 calcula-se através do comutador entre J7 e 5¢;. Por-
tanto,
W. 3 = (0,0, E (t)d, — 1o, E(t)d,0), onde @, = @, — @, é a frequéncia
de transicdo atdOmica.

e A coluna W. 4 calcula-se apés ter adicionado a nova coluna; todos os
comutadores com as colunas precedentes t&ém que ser avaliados e adi-
cionados. Entdo,

W.4 = (2E%(1)d*100,,0,0, —2E2()dTicreg) .
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Assim, a matriz W para o sistema de dois niveis é

how, 0 0 2E2d’ 1103,
W— 0 Ed hwyEd 0
0 Ed —hw,Ed 0
hw, 0 0 —2E2d*ha,,
Se w, # —w, o rank da matriz W é N? = 4 e portanto o sistema é completa-
mente controldvel. Se @, = —w, (i.e., W, = —2®;) a matriz W €
hw, 0 0 —4E*d’ha,
W 0 Ed —2hw.Ed 0
o 0 Ed 2hwEd 0 ’
—hw, 0 0 4E2d’hoy,
e o (rank) é
heo, 0 0 —4E2d’hay,
0 Ed —2ho.Ed 0
0 Ed 2heEd 0
—hw, 0 0 4E2d*hay,
hw, 0 0 —4E2d’hay,
Ry —ri+ry 0 Ed —2ha.Ed 0
Ry —=r—n3 0 0 —4hayEd 0
0 0 0 0
ho, 0 0 —4E2d’hay,
R Lpi s 0 —Ed 0 0
2B 0 0  —4hoEd 0 :
0 0 0 0

i.e., o (rank) da matriz W é N> — 1 = 3 e o sistema é ndo é completamente
controldvel de acordo a defini¢do. Em outras palavras, a diferenca em ser
controldvel ou ndo, depende de se .77 tiver traco zero ou ndo. O fato descon-
certante na dependéncia de .74 sobre a controlabilidade é que se temos um
hamiltoniano 773 sem trago, i.e., ®, = —@®,, podemos mudar por um hamil-
toniano %) com trago diferente de zero com sé mudar seus niveis de energia,
mas essa mudanga ndo tem significado fisico. Isto pode ser resolvido no caso
de um hamiltoniano .74 para o qual s6 perdemos o controle sobre a fase do
estado, mas isto ndo € relevante no caso da inversdo de populagdo. Assim,
ainda para um hamiltoniano sem trago J4), com @, = —@,, existe um campo
laser que leva o sistema de um estado inicial a um nimero de ocupacdo dese-
jado.
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2 PULSOS ELETROMAGNETICOS ULTRACURTOS.

O controle coerente de sistemas quanticos deve ocorrer em escalas de
tempo que sao menores que o tempo de decoeréncia do sistema. Esse tempo
de decoeréncia depende da intera¢do do sistema quéntico com o ambiente, e
das caracteristicas deste, por exemplo sua quantidade de graus de liberdade.
De qualquer forma, o tempo de decoeréncia pode variar desde microssegun-
dos até femtossegundos. Portanto devemos levar em conta a estrutura espec-
tral/temporal dos pulsos eletromagnéticos ultracurtos que estardo interagindo
com os estados quanticos da matéria. No caso atdmico temos estados dis-
cretos com separacdo energética da ordem de 1 eV, no entanto a separacio
energética diminui e a largura dos niveis aumenta com o niimero de graus de
liberdade do sistema quantico e com a temperatura. Isso deve ser levado em
conta nos modelos matematicos utilizados para controle quantico coerente.

Nesta secdo faremos uma andlise da estrutura espectral-temporal dos
pulsos eletromagnéticos.

A dependéncia temporal do pulso eletromagnético pode ser descrita
por meio de uma oscilagdo sinusoidal de frequéncia @y, denominada frequéncia
portadora, multiplicada por uma funcio envelope que varia mais lentamente
com o tempo. NOs vamos detalhar o caso do envelope Gaussiano. Nesse caso,
0 campo elétrico € escrito como

E@t) = (T +iwr) _ e—atzei(a)ot-i—btz)’ @2.1)

onde o pardmetro complexo I' = a — ib. A parte imaginaria do parametro I,
b, é denominado parametro chirp 1

A variagdo temporal da mudanca da fase do campo elétrico da Eq.
2.1)¢é

E(t) o< expli(wot + bt?)] = explidyor (1)] 2.2)
e a frequéncia instantanea € definida como
d¢l0t (t)
i(1) = ———. 2.3
w(r) = = @3

Um pulso Gaussiano é chamado um pulso chirped quando sua frequéncia
instantdnea muda durante a dura¢do do pulso. Na Eq. (2.1), isso implica
em uma varia¢do linear da frequéncia instantdnea. A Fig. (4) mostra um
pulso Gaussiano forte chirp, onde se observa uma variagdo considerdvel da
frequéncia instantnea dentro do pulso.

10 verbo inglés to chirp significa chilrear, gorjear
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Figura 4: Um pulso Gaussiano chirped.

Para simplificar os cdlculos, consideremos um pulso sem chirp, i.e.,
b =0. A largura do pulso Gaussiano, 7,, estd definida como a largura total a
meia altura do envelope (FWHM?2), (ANTHONY, 1986)

2In2
T, =4/ —. 24
a
Podemos relacionar a largura espectral e a duragdo de um pulso através
da transformada de Fourier, no espago da frequéncia e a transformada inversa
no tempo, isto é

Elt) = % /w E(w)e " do, (2.5)
E(w) = /m E(t)e d, 2.6)

onde E(w) representa o campo elétrico do pulso no dominio das frequéncias
e E(t) representa e evolugéo temporal. J4 que as caracteristicas temporal e

2Em inglés: Full Width at Half Maximum
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espectral do campo estdo relacionadas entre elas através da transformada de
Fourier, a largura de banda Aw, e a duragio do pulso 7, ndo podem variar
independentemente uma em relagc@o a outra. Existe um minimo no produto
entre a largura de banda e a durag@o do pulso dada por

STt |E(n)Pdt

At —_— 2.7
W= RGP @D
o 2 2
— [ o |E(w)|*do
Aw? ). 2.8
A S T E)Rde 29
e cumprem a desigualdade universal
1
AtAo > —. 2.9)

2

Portanto, vemos que para um pulso de curta durag@o, temos um espectro de
frequéncia grande que descreve o pulso e, além disso, temos um limite para o
produto tempo-largura de frequéncia. Nos experimentos, as quantidades mais
faceis de medir sdo as larguras FWHM. Assim, a desigualdade € usualmente
escrita como

AVAT, > ¥, (2.10)

onde Av e AT, sdo as larguras espectrais e temporais do pulso a meia altura,
respectivamente. ¥ ¢ um nimero o que depende da forma do pulso. A Tabela
1 apresenta os valores de y para algumas formas de pulsos (RULLIERE,
2005).

Para o pulso Gaussiano da Eq. (2.1), com b=0, fazendo a transformada
de Fourier obtemos o campo elétrico no dominio das frequéncias, através da
Eq. (2.6)

E(w)= /ﬁ +°° cos(aot)e " el dr. (2.11)
Simplificamos o integrando
cos(apt)e'® = % (eimot +e_i‘°0’) P
= %e"(“’“’o)f + %ei(w_%)t. (2.12)

Por razdes praticas, ndo é conveniente usar fungdes que ndo sido zero para
frequéncias negativas (DIELS, 2006), portanto s6 usamos frequéncias positi-
vas. Assim tomamos o segundo termo Q = (@ — @y) para fazer a integrag@o.
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Ignorando o termo constante %, a Eq. (2.11) torna-se

E(w) = /m exp (—at* +iQt) dt

_ /:oexp [—a (zz—"'gjtﬂ dt

. o~ o o & _ i .
Fazendo a substituicdo x = /at i3 720 tal que dt = \/adx, e ignorando o
fator constante, temos que

o = o[ ] ] 52

(w;;b)z} .

Q

exp [_ 2.13)

O FWHM da largura espectral € tomada como a separacdo entre dois tempos,

Forma E(t) X

Fungio Gaussiana | exp[—(t/t9)%/2] | 0.441

Fungdo exponencial | exp[—(¢/t9)/2] | 0.140

Secante hiperbélica 1/cosh(z/ty) 0.315

Retangulo — 0.892

Seno cardinal sin®(1/19)/(t /10)? | 0.336

Fungdo Lorentziana | [1+(t/1)?] o142

Tabela 1: Valores de y para algumas formas de pulsos.



35

quando a intensidade € reduzida a metade do valor do pico (ANTHONY,

1986)
Aw, +/2aln2
Av =% _ VZdne (2.14)
2n T

Das Egs. (2.4) e (2.14), obtemos o resultado do produto tempo-largura espec-
tral para um pulso de forma Gaussiana

2In2
AT AV = 7“ ~0.441. (2.15)

A Eq. (2.15) mostra o minimo (sem chirp) produto tempo-largura espec-
tral para um pulso Gaussiano. Esse valor depende da forma do pulso. Essa
relagdo tedrica minima para o produto largura espectral/temporal chama-se
Transformada Limitada de Fourier.
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3 INTERACOES DE UM ATOMO DE DOIS NIVEIS COM UM
CAMPO ELETROMAGNETICO CLASSICO E AS
OSCILACOES DE RABI.

3.1 MODELO DO ATOMO DE DOIS NIVEIS INTERAGINDO COM O
CAMPO ELETRICO.

O acoplamento entre o campo eletromagnético e o dtomo é fundamen-
tal para entendermos os efeitos de interagdo matéria-radiagdo. Em especial,
as oscilagdes de Rabi surgem devido a esse acoplamento. Com o intuito de
compreender tal efeito, consideremos apenas dois estados de um 4tomo, os
quais interagem mais fortemente com o campo eletromagnético do laser: |g)
com energia E, € |e) com energia E,, onde E, > E,, como vemos na Fig. (5).
Essa aproximag@o, muito utilizada, trata o dtomo como um sistema de dois

| e)

AE

| 9)

Figura 5: Modelo de um atomo de dois niveis interagindo com um campo
laser e o vacuo eletromagnético.

niveis discretos. Portanto, o estado quantico do atomo pode ser descrito como

(W) = cg(t)lg) +ce(t)le), G.D

onde c,(t) e c,(t) sdo coeficientes complexos arbitrdrios, tal que |c,(t)|? +
|ce(t)|> = 1. Sem o efeito do campo do laser, o Hamiltoniano para o dtomo
isolado é

= Eylg)(g|+ Eole) (. (32)

O Hamiltoniano de um atomo que interage com o campo do laser deve incluir
um novo termo, ¥ (¢),
H =+ (1), (3.3)
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que ¢ escrito como

V(1) —d-E(t) (3.4)
— (&) (gl +le)(el) d(|g)(g| +le)(el) (€e ™ +cc) (3.5)

— 6] (dyelg) el +degle) (g]) (7@ +@ 0} 3.6)

onde @ € a frequéncia do laser e ¢ sua fase. Pelo momento assumimos um
campo laser monocromadtico e cldssico. A polarizagdo € é suposta linear, por
simplicidade, mas também pode ser descrita como circular se for necessério.
Os elementos matriciais do momento dipolar elétrico satisfazem a proprie-
dade dg, = d;, = (g|d|e). Temos também que dgy = d,. = 0, que sempre é
valido para interag¢des dipolares. A interacdo radiacdo-matéria estd escrita na
aproximacao dipolar. Isto é, rigorosamente, o campo deve ser escrito como

E(r,1) = &) 4 cc,

mas localmente podemos fazer a aproximacio k- r < 1, que é valida quando
o comprimento de onda € muito maior que as dimensdes do atomo. Escreve-
mos a amplitude do campo laser (vetorial) como & = |&|e”? e os elementos
do momento dipolar elétrico como dg = |dge|e’i9, que inclui a orientacao
relativa entre d e E.

Segundo a equagdo (3.6), o termo de acoplamento radiacdo-matéria
pode ser escrito como

¥ _|&] (\dge|e*"9 O_ + |dgele® o+) (e*f(wffm +ei<ﬂ”*¢>)

_|g||dge| (eficozefi(efq))c_ _i_eiwtefi(GerJ)G_

+eiongi0+0) g eiwtei(ﬂfd))m) (3.7)
= —hQg (efiw’e*"“’* o +e%e o

+ e*lwlel(/)+ o4 + elw[el(pf 0_+> ;

onde definimos os operadores 6_ = |g)(e|, de decaimento, e 61 = |e){g|, de
excitacdo, o_ =0 —¢ e ¢ = 0+ ¢. A frequéncia de Rabi, Qg = |&'||dge| /T,
descreve a dinmica quéntica de oscilagdo do sistema, entre os estados |g) e
le), sob a influéncia do laser. A evolug@o temporal de |y(t))4 € descrita pela
equacdo de Schrodinger

d
ihal‘l/(t»at = %W/(t»ala (3-8)
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para a qual precisamos de uma condi¢@o inicial sobre |y(0)),. Para obter
a evolugdo temporal dos coeficientes, substituimos a Eq. (3.1) na Eq. (3.8),
tomamos o produto interno com (g| e, separadamente, com (e|, de onde obte-
mos as equagdes para os coeficientes de expansio da funggo de onda |y(2)) 4

i % Colt) = @gce(t) — Qg (e +6¥e79%) c,(1),  (3.9)
i%ce(t) = (X)ece(t) —Qp (eiiwteiq)Jr +eimlei¢7) Cg(t)' (3.10)

Fazendo as substituicoes

cot) = e %G, (1), (3.11)
ce(t) = e T™E(n), (3.12)

que equivale a adotar o quadro de interacao, obtemos equacdes para as novas
amplitudes ¢, (1) e ()

%Eg(t) = Qg (e—i(a)ereg)tefi(p, _‘_ei(a)fwgg)tefiw) 5@(,)7
0 . . . .
Eée(t) = Qg (f/f’(“’*“’“g)’e””+ +e’(“’+“’“g)’e””’> G(t),

onde definimos @Wee = W, — 0.

Fazendo a aproximacio de onda rotante (R.W.A)! e definindo A = 0 —
@, como o detuning entre a frequéncia do laser e a frequéncia de transi¢do
do atomo, temos

%Qg(t) ~  iQreMeT ¢, (1), (3.13)
%@(;) &~ iQpe M P, (1). (3.14)

Resolvendo o sistema de equagdes diferenciais, obtemos a evolugio temporal

A aproximacdo de onda rotante consiste em desprezar os termos que oscilam muito rapido,
ou seja, aqueles que oscilam com frequéncias iguais a soma das frequéncias do laser e da
transi¢do do atdmica Weg.
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dos coeficientes de expansdo da funcio de onda no quadro de interagdo
Q .
&) = €7 {ig;e”p sin (1) ¢.(0)
LA
+ {cos (Qr) — 5 g sin (Qt)} cg(0) } , (3.15)
. Qn .
Co(t) = emigt {iQRe“p sin (Q1) cg(0)

+ [cos (Qr) +i% sin(Qt)} cg(O)}, (3.16)

onde definimos Q = 1/ (Q&)2 + (A/2)?, como uma frequéncia de Rabi efetiva
para um detuning diferente de zero; Q reduz-se a Qg quando A = 0. Sem
perda de generalidade escrevemos ¢4 = ¢. Também podemos ver que se
cumpre a condigdo de normalizagdo |Gy ()|? + |é.(¢)|* = 1, parat > 0.

Claramente vemos que para uma ressonancia exata, i.e., A =0, as
equagdes se reduzem a

E(t) = cos(Qgt)cg(0) +ie @ sin(Qgt)ce(0),
G(t) = ie'sin(Qgt)cg(0) + cos(Qrt)ce(0).

A frequéncia de Rabi Qg representa a frequéncia de oscilagdo do sistema
entre seus dois estados sob a influéncia do campo laser. Outra quantidade util
para caracterizar o estado do sistema atdmico € a inversdao de populacdo, ou
simplesmente inversdo, definida como

Wa(&,1) = [e.(t)|* — |e(t) ], onde —1<#,<1, (3.17)

Usando as equagdes (3.15) e (3.16) temos que

Wu(E,1) = (Jee(0)]* = |cg(0)]?) (4Q% cos® () + (A? — 4QF) sin?(Qxr))

1
ol
+4e™Pc.(0)cy (0)Qg (Asin® (Qr) —iQsin(2Qr)) +c.c}

que para A = 0 se reduz a
W (&)= (|ce(0)\2 - |cg(0)\2) cos(2Qgt) +i (¢'?c (0)c}(0) —c.c) sin(2Qgt) .

A notagéo #,;(&,t) quer dizer que estamos trabalhando com um campo cléssico,
sendo & a magnitude do campo.
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3.2 A REPRESENTACAO DE FEYNMAN-VERNON-HELLWARTH
(FVH)

Vamos mostrar a vantagem de representar graficamente as interacdes
de um campo laser interagindo com um 4tomo de dois niveis em repouso.
Em um trabalho fundamental Feynman-Vernon-Hellwarth (FEYNMAN; JR.;
HELLWARTH, 1957) demostraram que pode-se fazer uma generalizagdo so-
bre a esfera de Bloch para qualquer conjunto de sistemas de dois niveis que
ndo estdo interagindo entre si, mas que estejam submetidos a uma perturbagdo
com uma onda eletromagnética monocromatica. Nessa forma a equagdo de
Schrodinger pode ser escrita como uma equagéo vetorial em trés dimensdes,
dr/dt = Q x r. As componentes do vetor r determinam a fungdo de onda do
sistema quantico de dois niveis, ou a matriz densidade para um estado puro
ou misturado, e as componentes de L representam a perturbagido dependente
do tempo. Também pode-se fazer uma transformacgdo para o referencial ro-
tante na frequéncia do campo laser, para eliminar a dependéncia temporal.

Figura 6: Dependéncia temporal da populagdo do estado base |c,(f)[?, do

estado excitado |c.(7)|* e a inversdo de populacdo |c,(t)|* — |c,(t)|* para o
atomo de dois niveis interagindo com o campo laser. Linha vermelha para
A =0, linha verde para A = 2Qp e linha azul para A = 4Qg, e t tem unidades

de QIQI.
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Originalmente, Feynman et al. fizeram a generaliza¢do usando modelos de
ressonincia magnética nuclear para sistemas de spin 1/2, os quais satisfazem
as mesmas equacdes diferenciais que os sistemas atdmicos de dois niveis in-
teragindo com um campo laser. Nesse dltimo temos, em vez de momento
dipolar magnético, um momento dipolar elétrico e, em vez de um campo
magnético, um campo elétrico. Assim, o comportamento do estado de um
sistema quantico pode ser analisado simplesmente observando como o vetor
r muda sob a agdo de Q.

O estado de um sistema simples pode ser escrito por meio da Eq. (3.1),
com a energia de cada nivel escrita como E, =W —hay /2 e E, =W +hay/2,
onde @y € a frequéncia de transi¢cdo do sistema e sempre é considerada posi-
tiva. Por simplicidade, podemos considerar W = 0.

Geralmente, resolvemos a equacio de Schrodinger para alguma perturbagio
externa sobre o sistema e encontramos a evolugao temporal dos coeficientes
de expansido da Eq. (3.1), e assim calculamos as propriedades que precisamos
do sistema. Lembremos que o Hamiltoniano de um sistema atdmico de dois
niveis pode ser representado pela matriz de dimensdo 2

_ [ Ee Ve
H = ( Ve E ) (3.18)

onde a intera¢do matéria-radiacdo pode ser escrita como
Veg = —de E(1).

A matriz densidade pode ser escrita, também, por meio de uma matriz de

dimensao 2
| cecy cec;
p= ( CgCp  CgCy )’ G-19)

onde ¢, € ¢, sd0 os coeficientes de expansdo da fungio de onda do sistema
de dois niveis 2. Como as matrizes de Pauli formam uma base completa
para o espago das matrizes de dimensdo 2 (HAMERMESH, 1989), podemos
expressar o Hamiltoniano e a matriz densidade como uma combinacao linear
das matrizes de Pauli. As matrizes 6}, onde j = 1,2,3,4, relacionam-se com

2Notemos a ordenacio de linhas e colunas na representacdo do Hamiltoniano ¢ e da matriz
densidade p, que € diferente da sec@o anterior. Esta ordenagdo serd feita nesta se¢@o para seguir
o formalismo desenvolvido em (FEYNMAN; JR.; HELLWARTH, 1957).
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as matrizes de Pauli da seguinte forma:

s —1(01 6 1[0 —i

=201 0 ) 2 72\ i o )

. 1 0 . 1/1 0

&3 é(o _1), 64 2(0 1). (3.20)

Assim, o Hamiltoniano e a matriz densidade podem ser escritos, em
termos das matrizes de Pauli, como:

T = (VgetVeg)61 +1i(Veg — Ve )62
H(Ee — Eg)63+ (Eo + Eg) 64, 3.21)
p = (cgc+cgee)61+i(coee —cocy)62
+(cech — cgc2)63 + (ceC) +cgc;)64. (3.22)

Substituiremos as Egs. (3.21) e (3.22) na equagao de Liouville-von Neumann:

d
ih—p = [A,p]. 3.23
ih=p =[2,p (3.23)
Na Eq. (3.22), vemos que o coeficiente de 04 € a populagdo eletronica total
do dtomo e, portanto, € independente do tempo jd que |c()|* +|ce(£)[> = 1.
Calculemos as relacdes de comutacdo para as matrizes G°’s:

[61,62] =63, [62,63] =61, [63,61] = i62, (3.24)
(64,6]=0  parai=1,2,3. (3.25)

Portanto, podemos escrever o Hamiltoniano e a matriz densidade unicamente
em termos de 61, 02 € 03 :
Q Q) Q3

/_/\“A f—/\‘,\ /_HA
A= Vee+Veg) 1+ (Veg — Vee) 62+ (Ee — Eq) 63

p = (cgC, +Coce) 61 +i(Coce — coc;) 62+ (cocy — c4c,) 63

r r r3
Agora, a equagdo de Liouville-von Neumann torna-se:

ih(f161+f262+f36'3) = i(er37Q3r2)(A717i(Q]F3*Q3r1)62
+i(§21r2—92r1)63. (326)



44

Se definirmos dois vetores tridimensionais

r = (r,n,n), (3.27)
1
Q = %(Q17Q2,93), (3.28)

a equacio de Liouville-von Neumann 3 pode ser escrita como:

d
yrid Qxr. (3.29)
Note-se que r3 € a inversdao de populagdo definida anteriormente, Eq. (15).
Pode-se dizer que a componente z do vetor r é, portanto, a diferenca de
populacdo. As componentes x e y sdo as polarizagdes, i.e., a parte real e
imaginaria da coeréncia da amplitude nos dois niveis.

Podemos ver que a Eq. (3.29) pode ser escrita de forma matricial como

71 1 0 Q3 Q 71
7 = 7 Q3 0 —Q n |. (3.30)
7"3 —.Q.Q .Q.| 0 r3

Esta dltima representagdo tem um inconveniente, pois Q; e ) de-
pendem explicitamente do tempo #. Para um campo laser definido como
anteriormente, i.e., E(t) = &(e™'®" 4+ ¢'®), temos da Eq. (3.7), que V,, =
—hQge eIV e Voo = —hQpe'?+ '™, onde @, estd definido na segdo an-
terior. Portanto

Q = (—2Qgcos(wr+ @), —2Qrsin(wt + @), W) . (3.31)

A dependéncia temporal de  pode ser eliminada fazendo uma transformagéo
em um referencial rotante com a mesma frequéncia do campo laser. Para isso,
definimos um novo vetor de populacio, ' = U~ 'r, onde

cos(wr) —sin(wr) 0 cos(et) sin(wr) 0
U= sin(wt) cos(wt) 0 |, U '=| —sin(wt) cos(wr) 0
0 0 1 0 0 1

(3.32)

3Esta forma de escrever a equagdo de Liouville-von Neumann é possivel, tinica e exclusiva-
mente, quando se estd trabalhando com sistemas de dois niveis.

4S6 é possivel usar a Eq.(3.29) quando  é independente do tempo. Se  depende explicita-
mente do tempo, a forma da Eq. (3.29) deve ser modificada (LANDAU, 1994).
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A Eq. (3.29) torna-se em

d N
E(Ur’) =QxUr. (3.33)

Expandindo a derivada do lado esquerdo, reorganizando os temos, € multipli-
cando ambos os lados da equacio por U~!, temos

%r’:U’IQUr’—U*IIAJr’. (3.34)
Utilizando a forma matricial de  na Eq. (3.34) e usando a Eq. (3.32),
temos que

7 0 O — Weq —2Qgsin @, r
Pl = (00— ) 0 2Qrcos Q4 rh
7 2Qpsin@,  —2Qgcos @y 0 rh
(3.35)
Expressando a Eq. (3.35) na forma de um produto vetorial, obtemos
d / / /
—r=Q 3.36
pr r xr, ( )
onde Q' tem componentes
Q' = (—2Qrcos @i, —2QrsinQ;, M — ). (3.37)

Podemos ver que Q' é independente do tempo, assim é valido trabalhar com
a forma vetorial da Eq. (3.36).

A interpretagdo geométrica da Eq. (3.36) € que o vetor ¥’ precessa em
torno da perturbacio vetorial Q', que é andloga i precessio de um momento
magnético cldssico em um campo magnético. Q' tem o papel do vetor do
campo magnético e #’ tem o papel do vetor momento dipolar magnético. Esta
representacdo para sistemas quanticos de dois niveis € chamada "Representagio
Feynman-Vernon-Hellwarth”(FVH). Ela oferece uma visao geométrica, pela
qual podemos entender o efeito de uma variedade de efeitos de pulsos dpticos
em sistemas de dois niveis.

Por exemplo, uma imagem geométrica da oscilagcdo de Rabi ¢ mos-
trada na Fig. (7). Assumindo que para t = 0 a populagdo toda esteja no es-
tado base, entfo a posi¢do inicial do vetor ' € (0,0, —1), portanto # aponta na
direc@o negativa do eixo z. Para um campo que € ressonante com a frequéncia
de transi¢do atdmica do sistema de dois niveis, i.e., ® — @, = 0, 0 vetor Q
aponta na direcao positiva de x. A Eq. (3.36) diz que o vetor populagdo sim-
plesmente vai precessar em torno do eixo x o tempo todo, sobre a superficie
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de uma esfera unitaria. Esse vetor apontard periodicamente na direcao do
eixo positivo de z, o qual corresponde a populacdo toda no estado excitado.
Se o campo ndo estiver em ressonancia com a transicao atdmica do sistema,
o vetor Q ndo apontard na direcdo do eixo x, mas numa dire¢do arbitraria
sobre o plano x —z. O vetor populagdo ainda precessa em torno do vetor
Q' mas, agora, formando um Angulo com o eixo z. Assim, a proje¢ido do
vetor populacdo sobre o eixo z nunca serd igual a 1 e, portanto, nunca tere-
mos uma inversao de populacdo completa. A representagdo FVH € o andlogo
da representacdo desenvolvida originalmente por Bloch para a ressonancia
magnética nuclear. Tal vetor de estado é chamado também como o “vetor de

Figura 7: Representacdo geométrica de FVH fazendo uso do isomorfismo en-
tre um sistema de dois niveis e um vetor de estado ¥’ que precessa sobre uma
esfera unitdria. O vetor de estado #’ precessa em torno de um campo vetorial
Q’, de acordo com a equacdo # = Q x r’. A componente z do vetor ¥’ é a
diferenca de populacdo entre os dois estados quinticos. As componentes x € y
sdo as polarizagdes, i.e., as partes real e imaginaria da coeréncia da amplitude
nos dois niveis, respectivamente. No referéncial rotante de frequéncia @, a
componente z do vetor Q' é o detuning do campo ressonante, e as componen-
tes x e y indicam a amplitude do campo para cada dire¢éo, respectivamente.
No referencial rotante, a componente y pode ser escolhida igual a 0 (ja que
a fase total do campo € irrelevante), a menos que haja uma mudanga nao
uniforme na fase do campo durante o processo.
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Bloch” e a esfera como “esfera de Bloch”.

A representacdo FVH permite visualizar os resultados de sequéncias
complicadas de pulsos laser. Um pulso laser que leva o vetor ' de (0,0,—1)
até (0,0,1) é chamado de “pulso 7 ja que o vetor r' precessa 7 radianos
em torno do campo vetorial '. Outro pulso laser importante é o que leva o
vetor de estado de (0,0, —1) até (+1,0,0), chamado de “pulso 7/2”. O estado
representado pelo vetor (41,0, 0) € uma superposico coerente do estado base
e do estado excitado do sistema.

3.3 A ESFERA DE BLOCH E A REPRESENTACAO GEOMETRICA DA
EQUACAO DE SCHRODINGER PARA SISTEMAS DE DOIS NiIVEIS.

A esfera de Bloch é uma representacdo grafica de qualquer estado
quantico de um sistema de dois niveis, seja este puro ou estado misturado.
Os coeficientes de expansdo, ¢, € c., da fun¢do de onda determinam as pro-
babilidades das medigdes nos experimentos na base {|g) <> | 1), |e) <> | 1)}
Em particular, a fase entre ¢, e ¢, tem um significado fisico importante na
mecénica quéntica . Os estados | 1) e | J) representam as proje¢des do spin
sobre qualquer eixo coordenado; nés escolhemos o eixo z. Dois nimeros re-
ais, o angulo polar 0 e o angulo azimutal ¢, descrevem a orientagdo do vetor
de spin nas trés dimensdes espaciais.

Uma simetria ¢ uma transformag@o que atua sobre um estado do sis-
tema e deixa todas as propriedades dos observdveis do sistema sem mudar
(HAMERMESH, 1989). Uma simetria pode deixar essas probabilidades sem
mudar (quando rotamos o sistema e o aparelho de medi¢@o). A simetria atua
como

v) = [v') =Uly),

onde U € unitdria.

Para cada operacdo simétrica R que atua sobre nosso sistema, existe
uma transformag@o unitdria correspondente U(R). Podemos exigir que a si-
metria cumpra o seguinte: que o resultado de aplicar uma transformagéo e
logo fazer a evoluc@o do sistema seja 0 mesmo que primeiro evoluir o sistema
e logo aplicar a transformag@o. Em outras palavras, como mostra o diagrama,
0 processo é comutativo. O operador de evolucdo temporal ¢’ t/h pode
comutar com a transformac@o de simetria U(R)

U(R)efi.}ft/h — efi.}ft/hU(R)7
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e fazendo uma expansio até ordem linear em ¢ obtemos
U(R)# = #U(R).

Lembremos, da teoria geral das rotacdes espaciais e do momento angular,
que uma rotacdo infinitesimal d0 em torno do eixo especificado pelo vetor
unitdrio i = (ny,ny,n3), pode ser expressa como

R(i,d6) =1— 7"19;",

onde (J,J2,J3) sdo as componentes do momento angular. Uma rotagdo finita
pode ser expressada como

R(,0) = exp (—iel;']) .

As rotagdes sobre eixos diferentes ndo comutam. Das propriedades elemen-
tares das rotacdes, temos as relacdes de comutacao para o momento angular

Vi, J1) = ih€gmdm,

onde €&, € um tensor totalmente antissimétrico com €13 = 1, e &, = 0 se
ha indices repetidos.
A representacdo irredutivel mais simples das rotacdes €, em duas di-

Estado Inicial Mﬁ- Estado Final
Rotagdo Rotagdo
Dindmica

Novo Estado Inicial . Novo Estado Final
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mensdes, dada pelas matrizes de Pauli

onde

0 1 0 —i 1 0
O-x:<1 0>7Gy:<l O >7GZ:<O _1>7 (338)

As matrizes de Pauli também tem propriedades de anticomutago
0,0+ 0,06, =20y1.

Assim, podemos ver que (- 6)? = mn;6,6; = my 1 = 1. Fazendo uma
expansao em serie de Taylor, vemos que para uma rotagao finita de um angulo
0 sobre alguma direcdo fi, o operador de rotacdo pode ser escrito, como

0 0 0
U(i,0) = exp (—i2ﬁ~0‘> :lcosz—iﬁ-csini. (3.39)

As matrizes unitdrias 2 X 2 mais gerais podem ser escritas na forma da Eq.
(3.39). Entdo, podemos obter qualquer estado de spin 1/2 (ou estado de dois
niveis) aplicando uma transformagdo unitaria que s6 vai realizar uma rotagdo
do estado inicial.

Uma propriedade peculiar da representacdo U(fi, 0)é que uma rotagdo
de 27, sobre qualquer eixo, é representado por

Ui, 0 =21) = —1.
Entdo, a representacio do grupo de rotacdes é realmente
U(R1)U(Ry) = £U(R o Ry).

Imaginemos que temos uma particula de spin 1/2. A matriz densidade na
forma mais geral pode ser escrita em termos de 4 matrizes, {1,06,,0,,6;},
onde 1 € a matriz identidade 2 x 2, e Oy, 0,0, sdo as matrizes de Pauli.
Podemos, ainda, expressar p em termos do vetor de Bloch r = (ry,r,r;)
como

1 1
p= E(1+r- c)= E(1Jrr,(crx+ry0'y+rzo'z).
Portanto, a matriz densidade pode ser visualizada na esfera de Bloch, com

o vetor de Bloch. O comprimento do vetor de Bloch estd limitado entre
0 <|r| <1, onde o valor 1 corresponde a estados puros, que estdo sobre a
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superficie da esfera de Bloch de raio unitdrio. O valor O corresponde a um
estado completamente misturado, p = %1.

3.4 O TEOREMA ADIABATICO QUANTICO
3.4.1 Processo Adiabatico

Em um processo adiabatico ocorre uma mudanca temporal gradual
nos parametros do Hamiltoniano do sistema. H4 dois tempos caracteristicos
relevantes num processo adiabdtico: T;, o tempo da dinamica intrinseca do
sistema nao perturbado (por exemplo, o periodo das oscilagcdes de Bohr), e o
tempo externo, T,, durante o qual os parametros do sistema mudam aprecia-
velmente. Os processos adiabaticos sao caracterizados pela condi¢do T, > T;.
A maneira tradicional de tratar um processo adiabdtico consiste em, primeiro,
resolver o problema (e.g., calcular seus autoestados) com os parametros exter-
nos fixos e, ao final levar em conta a mudanga dos parametros com o tempo.

A seguir descrevemos o contetido essencial da aproximacao adiabdtica.
Suponhamos que o Hamiltoniano muda gradualmente de uma forma inicial
A" para alguma forma final 777, O teorema adiabitico diz que se uma
particula encontra-se inicialmente no enésimo autoestado de .7, esta per-
manecerd no enésimo autoestado de .7/ .

Inicialmente, consideremos um Hamiltoniano independente do tempo
em que o estado inicial do sistema é o enésimo autoestado, y;,, conforme a
equacdo de autovalores

T, = E Wy, (3.40)

Com a evolugdo temporal o sistema deve permanecer no enésimo autoestado,
s6 mudando por um fator de fase,

W, (1) = ye Bt/ (3.41)

Agora, se o Hamiltoniano muda com o tempo, entdo os autovetores e 0s au-
tovalores passam a ser dependentes do tempo

%(I)WH(I):En(I)Wn(t)a (3.42)

Mas ainda continuam sendo um conjunto ortonormal

(W ()| W (1)) = S, (3.43)

e completo.
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Assim, uma solucdo geral da equacdo de Schrodinger dependente do
tempo,

d
ihE‘P(t) = (1)¥(1), (3.44)
pode ser expressa como uma combinag¢ao linear dos autovetores y,
ch Y (1)), (3.45)
com
1 t
S / E,(¢)dr'. (3.46)
I Jo

Para demonstrar esse resultado, substituimos a Eq. (3.45) na Eq. (3.44)
obtemos

lhz CnWn + Cn iy +lcnl/’n n ch%l// 616 (3.47)

Usando as eqs. (3.42) e (3.46), os dois dltimos termos se cancelam e a Eq.
(3.47) torna-se

Zc’nl//neie” = —chl/'/neie". (3.48)
n n

Fazendo o produto interno com y,,,, e usando a ortonormalidade das autofun¢des
instantaneas, Eq. (3.43), temos

Cm(t) = = Y cu (W | )0 =0, (3.49)

Derivando a Eq. (3.42) em relacdo ao tempo, temos que
ANy + A = EnWy + En Wy,
e daqui, fazendo de novo o produto interno com V;,
(Y| 72| Wn) + (Wi W) = En8oun + En(Win | V). (3.50)
Utilizando a hermiticidade de .7#, podemos escrever
(Y| A |Vn) = E(Win| V),
que aplicada a Eq. (3.50) resulta em

(Y| A |W) = (En — En) (Win| V) (3.51)
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para n # m. Substituindo a Eq. (3.51) na Eq. (3.49) conclui-se que

En(t) = = (Win W) — Y} cn%’”‘_ﬂe‘%-13[’5"(")—’5'"(”)][1”. (3.52)

n#m n m

Até aqui, esse desenvolvimento € exato. Agora usamos a aproximagio
adiabdtica: assumindo que 7 ¢é extremamente pequeno, tal que o segundo
termo pode ser desprezado, a Eq. (3.52) torna-se

Cm(t) = —=cm(0) (Y| Wm), (3.53)
cuja solucdo é
em(t) = e (0)) (3.54)
onde . 5
olt) =1 [ (i) 5 i) (355)

Em particular, se o sistema comeca no enésimo autoestado, i.e. ¢, (0) = Sy,
entdo a Eq. (3.45) se escreverd como

W, (1) = My (1), (3.56)

A fungdo de onda permanecerd no enésimo autoestado do Hamiltoniano evoluido,
adquirindo duas fases extras.

Como exemplo, vejamos o caso no qual um elétron em repouso na
origem, na presenca de um campo magnético de magnitude constante By,
mas cuja orientacdo gira com velocidade angular constante @ fazendo um
cone de angulo o com a dire¢do Z, como mostra a Fig. 8

B(t) = By [sinocos (o)X + sinasin (w1)§ + cos oZ] . (3.57)

O Hamiltoniano de interagdo é

hB
A1) = °B.s= €2 0 [sin o cos (1), + sin asin (wt)oy +cos ooy
m m
_ hay cosa e @gina
2 e®sine —cosa ’
com B
e
o =20 (3.58)
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Os autovetores normalizados de (), na base dos autoestados de S, séo

escritos como (0)2)
cos (/2
X+ (1) = |: oot sin (0¢/2) :| (3.59)

e sin(a/2) } ’ (3.60)

x-(1)= [ —cos (a/2)

no momento da dire¢do instantdnea de B(r). Os autovalores de J#(r) sdo
independentes do tempo

. hio, . hay
Ei=— e E.=——". (3.61)

Vamos supor que o elétron comega no autoestado y, da dire¢do B(0),

%(0) = [ o ((Z//Zz)) } . (3.62)

A solucdo exata da Eq. de Schrodinger dependente do tempo sera

[COS (A1/2) —i®=2sin (lt/Z)] cos(a/2)e —iwt /2
*) = ,  (3.63)
[cos (A1/2) — i2LE8 sin (A1/2)] sin (0 /2)e™®!/

Figura 8: Campo magnético fazendo um cone com uma velocidade angular
.
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onde

2 =1/0? + 0 200 cosa. (3.64)

Expressando esta solucdo como combinagdo linear de x4+ e y—

200 = [eos (5 ) 2= i (B [ oz )

+i Bj sin oL sin (ét)] Oy (1),

A probabilidade de transicao para o estado y_ na direcdo instantanea de B é

(3.65)

(ol ) = | F sinasi (’;’)]z (3.66)

O teorema adiabético diz que a probabilidade dessa transicao serd nula no
limite T, > T;, onde T, € o tempo caracteristico para mudangas no Hamiltoni-
ano (neste caso, 1/®) e T; é o tempo caracteristico para mudangas na fungdo
de onda (neste caso, 71/ (E+ — E_) = 1/®;). Entdo na aproximacéo adiabatica
®; > m. No regime adiabdtico A ~ @, e portanto

e ()= ()P =~ [(;Sinasin (73)]2 =0, (3.67)

como esperdvamos. Ao contrério, se @ > @) entdo A ~ @, e o sistema faz
transi¢des periddicas entre os estados x4+ e X—, como mostra a Fig. 9.

o _(p?

i1f- ——————— S -

En el régimen f®Sinc 2
no adiabatico A

i 2
En el régimen Lusmct)

adiabatico s 2n/h 4n/n 6/ 8nh t

Figura 9: Gréfico da probabilidade de transicao, eq. (3.66), no regime nao
adiabdtico (w > @), e no regime adiabético (®; > o).



55

4 ATOMO DE TRES NIVEIS INTERAGINDO COM UM CAMPO
ELETROMAGNETICO CLASSICO.

4.1 MODELOS PARA UM SISTEMA DE TRES NIVEIS INTERAGINDO
COM O CAMPO ELETROMAGNETICO.

O conjunto de niveis de energia de um atomo (ou molécula) consiste
de um nimero infinito de estados ligados discretos e de um continuo de niveis
que correspondem ao sistema ionizado. Quando um sistema molecular esta
sujeito a um campo eletromagnético composto por muitas frequéncias, for-
mando um pulso, diferentes transi¢cdes atdmicas podem estar em ressonancia
com as multiplas frequéncias que compo&m o pulso. Como uma generalizagio
do modelo de dois niveis, vamos considerar um atomo de trés niveis, cujos
estados podem ser representados por |g), |e) e |s). As trés configuragdes
possiveis para um sistema de trés niveis podem representadas com generali-
dade pelos modelos escada E, V e A, como se vé na Fig. (10).

@) |s>—

ok (b) (©)
B ¢ le> le>
—— s> :
\e>—ﬁ(g—r A \ —r— . o %r E,
El (g e S El\ - ér“ /1/ Gleg
2 /
lg>———o0 — [s>
a> lg>

Figura 10: As trés configuragdes possiveis dos niveis de energia de um dtomo
de trés nives: (a) E, (b) V, e (c) A, onde (0) é o estado |g), (1) o estado |e), e
(2) o estado |s).

e Configuracao tipo =:

Na configura¢do E as transi¢des dipolares permitidas sdo |g) <> |e) e
le) <> |s), com a transi¢do dipolar |g) <> |s) proibida. Na aproximagéo
dipolar, isso quer dizer que os estados |g) e |s) tém a mesma paridade,
e o estado intermediério |e) tem paridade oposta. Portanto, quando um
sistema com tais caracteristicas é excitado ao estado de energia mais
alta, |s), ele deve decair ao estado base |g) por meio de uma sequéncia
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de emissdes em cascata, as quais produzem dois fétons de frequéncia
O € W

Consideramos o Hamiltoniano
H = A+ V1), @.1)

onde 7% é o Hamiltoniano do 4tomo isolado e #'(¢) € a interagdo do
tipo E entre o 4&tomo e o campo laser. O Hamiltoniano do 4tomo iso-
lado, J%), pode ser escrito como

) = "Wy Ogg + W, O, + W, O, “4.2)

onde o,y = |u)(v| é o operador de proje¢do. O Hamiltoniano de
interacdo entre o campo laser e o &tomo pode ser escrito na forma

V(1) = —d-[Ei (1) + E2(1)], (4.3)

com as duas componentes E; = {&je™"®" + c.c}&; do campo total.
Neste caso, escolhemos as frequéncias ®; e/ou as polariza¢des €; dos
campos de tal forma que o campo E| interage com o dtomo produzindo
transi¢des entre |g) <> |e) e o campo E; entre |e) <> |s).

Por meio de uma generalizacdo apropriada do Hamiltoniano para um
sistema quantico de dois niveis interagindo com um campo laser mo-
nomodo, temos que o Hamiltoniano de interag@o para o dtomo de trés
niveis interagindo com um campo de dois modos, na aproximacgao da
onda rotante, é

V(1) =—h(Qie e 0, + Qre 27 6, + He.), (4.4)

onde ¢; e ¢ sdo as somas das fases dos momentos dipolares com a
amplitude do campo laser. Q; e Q, sdo as frequéncias de Rabi associa-
das aos acoplamentos com os modos do campo laser de frequéncia @
e @y, para as transigdes |g) <> |e) e |e) <> |s), respectivamente.

A funcdo de onda para o sistema de trés niveis é

[w(1)) = cg(t)|g) +ce(t)le) +cs(t)]s), 4.5)

e substituindo na equagdo de Schrodinger, o sistema de equagdes dife-
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renciais torna-se

Cot) = —igcy(t) +iQ1e' e, (1),
Ce(t) = —iwece(t) +iQre e (1) +iQne ™ ¢y(t),
o(1) = —iwgeg(r) + Qe e, (1).

Fazendo a seguinte substituicdo para os coeficientes

cg(t) = c;(t)efiwgz’
ce(t) = o (t)e @t
oolt) = c(r)eOstentet

obtemos o sistema de equacdes diferenciais

&) = Qi)
iAlc/e(l) + l'Qqug (1) + ngCQ([), 4.6)
i(A +A2)C{Y(t) + l'QzCi.(t)7

S
ity
23
~
e
Il

.
BN
—
-~
=
Il

que deixa os coeficientes independentes do tempo para o sistema de
equagdes diferenciais. Aqui Aj = @ — Weg € Ay = W) — Wy 530 05 de-
tunings dos campos para cada transi¢do eletrdnica correspondente. A
transformacao anterior € diferente de transformar ao quadro de interacdo
cy = Eue~ ! mas as duas transformagdes estdo relacionadas na forma
C:q — 53? C/e — EeeiAlt A +A)t
a configuragdo = é

ec,= Ese’( . Portanto, o Hamiltoniano para

% = 7Fl[A1 Ope + (A] +A)Gxx] — h[Qlo'eg + Q0 +H.C]. “4.7)

Os coeficientes de expansao da fun¢do de onda para a configuragdo &,
particularmente para o caso ressonante, A} = Ay = 0, sdo
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+ Q) [c,(0)Q1 +¢;(0)Q] cosh [\ [—(Q? +Q%)t}
— i, (0)Q11/ —(Q2 +Q3)sinh {M—(Q%—Qé)t] }

o/ (@
2 +93)

(4.8)

X {—i [—l—i—ez *(Qﬂgg)l} [02(0)91 +¢5(0)Q] /(21 + Q)

+c,(0) [1 +é? _(Q%*’Q%)t} [Qf + Q3] },
1
C:(t) = m X {Ql I:C/\(O)Q] 7(,';,(0)92]

4.9)

+ Q) [c,(0)Q) +¢;(0)Q] cosh [\ [—(Q2 +Q%)t} (4.10)

i (0)Qy/— (92 + Q2 sinh {,/_(nggy] }

Assim, a dindmica da populagdo dos estados para o sistema de trés
niveis na configuragdo = é mostrada na Fig. (11), onde temos usado os
seguintes valores: ¢, (0) =1, ¢,(0) =0, ¢{(0) = 0, Q1 = 1, Q; = 2Q,
e t estd em unidades de Q!

Configuracao tipo V:

Na configuragdo V, o sistema tem um estado base estavel, |g), e dois
estados excitados, |e) e |s), com os dois dltimos acoplados ao estado
base através de transi¢des dipolares, mas nao entre si. Assim, quando
o sistema estd excitado no estado |e) ou |s), ele pode decair esponta-
neamente ao estado base |g) e emitir um féton com frequéncia w,, ou
@s.. O Hamiltoniano para esta configura¢do também € descrito pela Eq.
(4.3). Como na configuragao tipo X, vamos escolher o mesmo tipo de
campo laser com duas frequéncias e/ou polarizacdes, que vao gerar as
transi¢des permitidas pelo modelo: E| para a transi¢do |g) <> |e), e En
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para a transicéo |g) <> |s). Portanto, o Hamiltoniano de interacéo para a
configuracdo V, na aproximacio de onda rotante e com a generalizacio
feita para o caso de um Hamiltoniano de um sistema de dois niveis
interagindo com um campo laser monocromatico é

V(1) =—h(Qie e 0y + Qre 2™ 6+ Hee),  (4.11)

onde ¢; e ¢ sdo as mesmas fases da configuragdo E, e Q e Q; sdo as
frequéncias de Rabi associadas aos acoplamentos dos modos do campo
laser de frequéncia @; e @, para as transi¢des |g) <> |e) e |g) < |s),
respectivamente.

Resolvendo a equagdo de Schrodinger obtemos o sistema de equagdes

diferenciais
Cot) = —itgcy(t) +iQ1e ¢, (1) +iQ0e ™ ¢y(t),
Ce(t) = —iwece(t) +iQre e, (1),
(1) = —ioses(t)+ nge_iwztcg(t).

Fazendo uma substitui¢do similar ao caso para a configuracio =

__ 1 i@t _J —i(wg+an)t _ ) —i(@g+m)t
Cg =o' co=cpe (@0t o= il ?) - (4.12)

Populagao

L L Vi L L L it L " L L
0 2 4 6 8 10
Tempo

Figura 11: Populagdes do estado base |g) (azul), estado excitado |e) (rosa) e
do estado auxiliar |s) (amarela) para a configuragio E.
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obtemos o seguinte sistema de equacdes diferenciais

C‘ig(l‘) = Qi (1) +iQacl(1),
) = iA]C/e(l)—‘y-iQ]C/g(t), (4.13)
&t) = idacy(r) +iQacy (1),

onde A = @1 — W, € Ay = ) — Wsg 530 05 detunings dos campos para
cada transicdo eletronica correspondente. De novo, na transformagado
anterior os coeficientes no quadro de interacdo estdo relacionados por

meio de cg, =0Cq, ¢\ = G.e™ ¢! = ¢ge™' . Assim, o Hamiltoniano para
a configuragdo V é
Ay = —h[A| e+ My Oys] — h[Q g + Q0w+ He].  (4.14)

Os coeficientes de expansdo da funcdo de onda para a configuragio Z,
particularmente para o caso ressonante, sdo

V(@793

/ _
0T Sare
X {—i [—1 +e2V *@?W%ﬂ [L(0)Q1 +¢(0)Qs] y/—(Q2 +Q2)
+¢,(0) [1 +é? _(Q%J“Q%)’} [Qf + Q3] },
/ 1 / /
Ce(t) = mx {Qz [Ce(0)927cs(0)91}
11785

+  Q [c}(0)Q +}(0)Q,] cosh [ —(Q%-i—Q%)t}

- eyt agem et |

/ 1 / /
Cs(l> = m X {Ql [CS(O)Ql —Ce(O)Qﬂ

+ Q5 [c}(0)Q +c}(0)Q2] cosh {\ /—(Q? +Q%)t}

C 0 _<Qf+gg>sinh[ —(Q%—FQ%)I}}.
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A dindmica da populacio para os estados na configuragdo V é mostrado
na Fig. (12), usando os mesmos valores que para a configuracio =

Tl vv‘vv:v

0

=3
=N

Populagao

Tempo

Figura 12: Populages do estado base |g) (azul), estado excitado |e) (rosa) e
do estado auxiliar |s) (amarela) para a configuragéo V.

e Configuracao tipo A:

A configuragdo A serd examinada mais detalhadamente, devido a sua
importancia. Neste caso, o sistema tem um estado excitado, |e), o qual
pode decair espontaneamente para qualquer dos estados de menor ener-
gia, |g) ou |s). O estado |g) é um estado estdvel, enquanto o estado |s)
€ um estado metaestavel, i.e., com um tempo de vida radiativo relativa-
mente grande. As Unicas transi¢des dipolares permitidas pelo modelo
sdo |e) «> |g) e |e) <> |s). Esta configuragdo é frequentemente cha-
mada de configuracio Raman. O Hamiltoniano de interacdo também
tem a mesma forma da Eq. (4.3), com as mesmas caracteristicas de
frequéncia e polariza¢do para o campo laser em relag@o as transi¢des
permitidas para a configuracdo tipo A. Podemos introduzir o opera-
dor atémico oy = |u)(V|, os quais sdo os operadores de decaimento
e excitacdo para sistema de miiltiplos niveis. O Hamiltoniano para um
sistema de trés niveis na configuragdo A é

V(t)=—h(Qie e o, + Qe P2e ™ 6,0+ hc),  (4.15)
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onde ¢; e ¢ sdo as somas de fases, como nas configuragdes anteriores.
Q) e Q; sdo as frequéncias de Rabi associadas com os acoplamentos
dos modos do campo laser de frequéncia @, e w,, para as transicdes
le) <> |g) e |e) <> |s), respectivamente.

Usando a equagio de Schrédinger para as amplitudes ¢y do vetor de
estado do sistema de trés niveis, Eq. (4.5), obtemos o seguinte sistema
de equagdes diferenciais

Cot) = —igey(t) + Qe e (1),
Cet) = —i@ece(t) +Qre e, (1) + Qoe ' ey (1)
G(t) = —iwges(t) + Qe c,(t).

Fazendo a seguinte substituicao

! —itgt

g = Che . Co=che @t o il o—m)t g 6)

obtemos o conjunto de equacdes diferencias

) = iQdt),
iAlc/e(t)+inc;(I)+iQQC§(I), 4.17)
i(Al - Az)cls(l‘) + iQQC/e(t).

o

3

P
=

=
|

o
—
~
~—
|

A transformacio anterior relaciona aos coeficientes do quadro de interagdo
por meio de cg, =&, ¢, = Gl e ¢l = &elB1=2)1 Finalmente, o Ha-
miltoniano para a configuracdo A é

Hp = —h[A1Cee + (A] — A2) O5s] — H[Q) Oeg + Qr0,s+H.c|. (4.18)

Para esse caso em particular os coeficientes de expansdo para a fungdo
de onda sdo iguais aos coeficientes (no caso A} = Ay = 0) das Egs.
(4.8), (4.9), (4.10) na configuracdo Z. Assim, os graficos para a populacdo
do estado base, excitado e auxilar serdo também os mesmos que para o
caso da configuracdo em cascata.
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5 SISTEMA QUANTICO ABERTO

Um sistema quéntico S, composto por um atomo de dois niveis e o
campo eletromagnético classico do laser, ndo pode ser rigorosamente descrito
como isolado, pois estd em contato com o véicuo eletromagnético, que possui
uma quantidade infinita de graus de liberdade e pode ser considerado um re-
servatorio (sistema R). Portanto o sistema S em contato com R € considerado
aberto e o tradicional formalismo da func@o de onda nio pode ser aplicado
ao conjunto S+ R. Por interacdo com o ambiente R, efeitos de dissipacdo e
decoeréncia podem afetar irreversivelmente a fungdo de onda que descreve o
sistema S e, consequentemente, informacado sobre o estado quantico de S pode
ser perdida no contato com o ambiente. Um formalismo baseado na equacdo
mestra, aplicada ao operador densidade p, é normalmente utilizado para des-
crever a dindmica de sistemas quanticos abertos. Nesse caso, toma-se o traco
dos graus de liberdade do reservatdrio para levar em conta sua influéncia so-
bre S. Nem sempre é possivel descrever a interacdo S + R de maneira exata,
entio supde-se que a interacio ¥ K ¢ suficientemente fraca para ser tratada
por meio de teoria de perturbagdes. A seguir apresentamos os passos para se
obter a equacdo mestra para o operador densidade reduzido do sistema S.

5.1 OPERADOR DENSIDADE REDUZIDO

Consideremos um sistema quantico pequeno, que denominamos sis-
tema S, o qual estd acoplado a um sistema grande que tem infinitos estados
quanticos e vai ser chamado de reservatdrio (R)'. Vamos ter dois Hamiltoni-
anos, um para o sistema S, 7 S e outro para o reservatdrio, AR, Também
vamos considerar a interagdo entre os dois sistemas, ¥SR_ Portanto o Hamil-
toniano total do sistema é

H =5+ AR VSR = 0 SR, (5.1)

O sistema total S+R (dtomo interagindo com o campo laser + vacuo eletro-
magnético) estd isolado, posto que S e R estdo acoplados unicamente entre
si. Portanto, a evolucgdo do sistema completo € unitaria e assume-se que %
¢ independente do tempo. Assim, a energia total vai ser uma constante de
movimento. Para o tempo ¢ = 0, sabemos que o sistema estd em um estado
py € o reservatério em pf. Assumimos que este dltimo ndo vai ser afetado
pela interacdo 75K, pois o reservatério é um sistema tio grande que os efei-

!'As vezes, também é chamado de banho.
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tos sofridos por sua interagdo com o sistema pequeno sdo despreziveis. Nosso
interesse € encontrar uma equacio de movimento para o operador densidade
do sistema pequeno, p5, que descreva sua dinimica sob influéncia do reser-
vatorio. Costuma-se modelar o reservatério como um conjuntos de infinitos
osciladores harmdnicos, com seus operadores de criagdo e aniquilacdo, b,:
e by, respectivamente, onde k designa um modo do campo eletromagnético
quantizado. Para o caso particular no qual o sistema pequeno também ¢é
um oscilador harmonico, os operadores do sistema sdo, igualmente, opera-
dores de criagio e aniquilacdo, a” e a. No caso aqui descrito, um 4tomo
de dois niveis, temos operadores de decaimento e excitagdo, 0_ € O, res-
pectivamente. Seja p(¢) o operador densidade do sistema total no quadro de
interacdo, sua evolucao estd dada pela equagdo de von Neumann

250 = 117%(0).p(0), 62

onde a dependéncia temporal de 5% () vem da transformago para o quadro
de interacdo, ¥R (1) = e’y SRe= i 74! Para t = 0, p(0) = po. Quando é
possivel solucionarmos a Eq. (5.2), encontramos § (), mas isto ndo é pra-
ticdvel na maioria dos casos. Contudo, o operador densidade do reservatdrio
PR ndo serd afetado significativamente, portanto é suficiente encontrarmos
uma equacio de movimento para o operador densidade do sistema p5, medi-
ante um conjunto de aproximag¢des fundamentais. Com esse fim, definimos o
operador densidade reduzido

pS =Trr(p), (5.3)

obtido ao fazermos o trago parcial sobre os graus de liberdade do reservatdrio
do operador densidade total p(¢). Se os operadores densidade ndo estéio aco-
plados, como € o caso parat = 0, i.e., pp = p; ® p§, temos

Tiz(po) = P5 Trr(PG) = P5» (5.4)

que é o operador densidade exato para o sistema S. Se fazemos o trago sobre
dois sistemas que estdo interagindo, em um tempo ¢ os dois sistemas vao
estar emaranhados e quando fazemos o traco sobre R ndo vamos mais ter um
operador densidade dependendo s6 de varidveis de S. Lembremos que o valor
esperado de qualquer operador & que atua sé sobre S é (0) = Tr(p5 ). Além
disso, a equagdo de movimento para o operador de densidade de S, chamada
também de equacdo mestra, € uma ferramenta essencial para a derivacdo das
equacdes de movimento dos valores esperados desses operadores.

Uma das técnicas adotadas € a teoria de perturbacdes, que produz uma
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equacdo de movimento em séries de poténcias da interagdo ¥ S e pode ser
truncada no termo apropriado. Assim, a Eq. (5.2) torna-se

p)=p(O)— [ al17W).p)] 5.5)

Substituindo a Eq. (5.5) na Eq (5.2) e fazendo o traco sobre R, temos

7 1
%p%) — — 2 Teal 7%, p(0)] - % | Tl 7R 0). 7R W), (1)
(5.6)
que é uma expressio exata para d, p°, mesmo depois de fazermos o trago sobre
R, pois ainda ndo fizemos nenhuma aproximacdo. Podemos fazer iteracdes
repetidamente, gerando uma série de poténcias da interagio ¥R, mas isto
ndo é conveniente. Precisamos que a interacdo seja linear nos operadores do
sistema e do reservatério, envolvendo s6 produtos de operadores de R com S.
O operador densidade de R deve ser diagonal em ¢ = 0, pois representa um
estado de equilibrio para alguma temperatura. Se ndo estivesse em equilibrio,
terfamos um reservatdrio interagindo com outro sistema de magnitude similar,
mas com uma diferente temperatura, que nio é o nosso caso. Diante dessas
duas condicdes, temos que

Tig[7°F,5(0)] = Ter [, p°(0) @ p*(0)] = 0,

pois quando fazemos o traco sobre R, na representacdo dos autoestados de
AR (i.e., autoestados de b,Lbk), os elementos diagonais dos operadores do re-
servatério contidos em ¥R, b,t e by, vao desaparecer. Assim, o lado esquerdo
torna-se

t
200 = [ TR PR P 6
t hJo
Como supomos que o reservatorio é um sistema muito grande, no qual a
interacdo do sistema pequeno pode ser desprezada, podemos escrever o ope-
rador densidade f(¢') de maneira aproximada como p%(¢) ® p&, no comutador
da Eq. (5.7), obtendo portanto

d 1 - -
P =-2 /0 di" Teg[75R (1), [758(¢), ° (') @ pg ] (5.8)

Esta equacio relaciona a derivada de p5(¢) com p5(¢') em todos os tempos
anteriores ¢’ < t. Isto quer dizer que o reservatério chega ao equilibrio em um
curto intervalo de tempo, em comparagio com o tempo que p3(¢') leva para
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sofrer uma mudanga significativa. Supondo que os tempos de decaimento
do reservatdrio sao suficientemente curtos, consequéncia de sua grande (su-
ave) densidade de estados, conclui-se que os termos de correlacdes da forma
VSR(1)VSR(1') e VSR(¢') SR (t) sdo picos pronunciados em torno de 1 = ',
Assim, podemos substituir ¢’ por  em p5(¢'), que corresponde a aproximagio
de Markov. Temos assim

200 = [ TR0, RO PO efl. 69

A evolucdo temporal ainda depende do estado inicial do sistema em
t = 0. Esta dependéncia ndo importa desde que as condi¢des para aproximagao
de Markov sejam satisfeitas. Esta dependéncia pode ser eliminada fazendo
uma mudanga de varidvel ¢ — ¢ — ¢’ e estendendo o limite de integragio até
oo, isto €

080 = [ Tl RO, PR, 5 0@l 610

e essa € a equacdo de Born-Markov. Esta equacdo envolve duas aproximagdes:
a aproximacgdo de Born, que consistem em truncar a Eq. (5.5) para levar em
conta apenas o termo nio nulo de ordem mais baixa em ¥ 5% e a aproximagdo
de Markov.

Noés vamos considerar o sistema sendo um atomo de dois niveis e o
reservatorio sendo o vacuo eletromagnético. Neste caso, a interagdo pode ser
escrita na forma

VSR = of @ B, (5.11)

onde <7 ¢ & sdo operadores hermitianos para o sistema e o reservatorio, res-
pectivamente. Assume-se também que os operadores .7 e & tem elementos
na matriz diagonal na representa¢do que diagonaliza os respectivos Hamil-

tonianos 75 e K, i.e., a energia dos autoestados. Sejam |i), |j), ---, os
autoestados de 75, e suas energias vao ser ho;, i®;, ---,. Assim, o operador
&/ pode ser escrito como
o =) i)il<|j)(j] = Z%\ (jl = Za,]—zcxﬂ, (5.12)
ij

onde os operadores o;; = 7;i)(j| estdo no quadro de Schrodinger. Cumpre-
se que

5, 0] = hojei, [ of) = —hayef;, (A5, 0] =0, (5.13)

onde w;; = @; — ®;. Transformando os operadores </ ¢ % no quadro de
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interacdo, temos que

d(t) = e afe i =Y gyt (5.14)
i7

B1) = a1 Be i =Y Bul1), (5.15)
k

onde explicitamente indica-se a forma do operador %(¢) como uma soma
sobre todas as frequéncias dos modos do reservatdrio

Bi(t) = ig(be'™ — bre ), (5.16)

sendo @y a frequéncia de cada modo k. A interacdo sistema-reservatdrio
#SR(t) pode ser escrita como

PR(1) = o (1) 2 B(t) = Y. ¥ e il oy @ Bu(1). (5.17)
ik

Como foi suposto que o reservatorio estd sempre em equilibrio térmico, seu
operador densidade é diagonal na representacdo dos autoestados de energia,
e como consequéncia temos que

(Be(t))r = Trr(Bi(t)pf) = 0. (5.18)

~ Efpandido os comutadores da equacdo mestra (5.10) e substituindo
¥ (t) e ¥ (r—1") pelos operadores a;; ¢ f, temos que

d

Eﬁs(f) = Z Zei(wj"’/iwﬁ)f [Gkk’(wji>(0‘ijﬁs(l)0‘j’i’ —aj’i'o‘ijﬁs(f))
i kR
G (0i) (ot p5 (1) oty — p5 (1) iyt (5.19)

onde Gy (0j;) e Gy (®j;) sdo definidos como
Guwlo) = = [ are® O f—r N (520
G (w;i) = %/Ow dt' " (B(t — 1) By (1)), (5.21)
e (-)g € uma notagdo para Trg(-p{). Essas quantidades representam as trans-

formadas de Fourier das func¢des de correlacdo do reservatério. Para um re-
servatério no estado de equilibrio, temos [%”R ,Pr] = 0, e assim, para um
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processo estaciondrio d,p® = 0, implica que

(BBt ~Nr = (Bu(t)Be(0)r, (522)
(Bt =B (@)r = {Be(0)Be (), (5.23)

i.e., as funcdes de correlagdo dependem da diferenca do tempo e ndo da ori-
gem do tempo 7.

Lembrando que wj; € @;; sdo as diferencas de frequéncia @; — ; €
o — @y, respectivamente, a aproximagdo de onda rotante em (5.19) corres-
ponde a manter s6 os termos onde ®;; = @;, € apenas quando i =i’ e e
j = j'. Usando a notagio

Gij =Y G (;i), Gij =Y G (o)), (5.24)
[T [T

onde Gjj e G; ;j sdo constantes complexas. Portanto a equagdo mestra (5.19),
pode ser escrita como

J . . e
=050 =1 [Gulaup () — afyop* ()
ij

+ Gyl B (1) oy — S (1) ja;;)} . (5.25)
5.2 DECAIMENTO ESPONTANEO DE UM ATOMO DE DOIS NIVEIS

A equacdo mestra geral (5.25) pode ser simplificada para ter uma
forma mais transparente quando a natureza exata do sistema e do reservatdrio
sao levados em conta. Um dtomo de dois niveis em contato com vécuo ele-
tromagnético (espago aberto sem fétons presentes) é um caso de interesse
importante na éptica quantica.

O sistema atdmico € constituido por um atomo de dois niveis com
estados de energia |g) e |e), referentes ao estado base e ao estado excitado,
respectivamente. O Hamiltoniano dos estados atdmicos pode ser escrito como
A = L1,y 0., onde 0, € a frequéncia de transigdo [e) — |g) e 0, = |e) (e| —
|g){g| é um operador atdmico.

O Hamiltoniano do reservatério é escrito como K =Y ; hay b]t 1Dkas
onde k designa o vetor de onda e A a polarizagdo do modo k, que caracteri-
zam os modos do campo eletromagnético. A interacdo dtomo - reservatdrio
na aproximacao dipolar tem a forma

¥ =—d-E(r), (5.26)
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com o operador dipolar atdmico d é escrito por
d =d,0g +dgeOpg =de0_ +dg.0y, (5.27)

com G, = [g)(e| € g = |€)(g]. O operador do campo elétrico quantizado é

E=iY &gelbi — b)), (5.28)
kA

com & = /hwy/2&V, onde € € a permitividade do vécuo e &, é o vetor
de polariza¢do do féton. Em analogia com a expressao (5.17), o operador
dipolar d é um operador do sistema 7. Como o dtomo tem sé dois niveis, |g)
e |e), os indices ij daquele caso correspondem apenas as transi¢des ge e eg.

Entdo, o operador ¢;; e seu hermitiano conjugado a;j sao dados por

aij=djoij, @) =djoy, (ij=ge,eg). (5.29)

O operador associado ao sistema % corresponde aos operadores f3;; dos mo-
dos do campo eletromagnético do reservatério

A ho . P
B () = _iéklwﬁ(bkhe_lwkt—b}delw"t). (5.30)

A matriz densidade do campo eletromagnético multimodo do reservatério,
em equilibrio térmico a temperatura T, € um produto direto de matrizes den-
sidades para todos os modos kA do campo,

pe = ®Vke“kblxbm - lvkze”"""””klﬂnkﬂ] , (5.31)

kA kA kA

onde
1 (o)

= - :17
T e M T M (e

e 71i(eg) é o nimero médio de quanta no modo de frequéncia @y, dado pela
férmula de Planck

(5.32)

_ 1
(o) = <bltbk>R = kT _ 1 (5.33)

Sabe-se que pX é uma matriz diagonal na base {®y; 1) }. Para o campo



70

elétrico do vacuo, descrito como um reservatério a temperatura T, temos
(E)r = Tr(E(1)p§) = 0. (5.34)
As fungdes de correlag@o do reservatdrio sao

h\ / C()kl a)k
20V

(Buar (1) Bia (1 —1")r =

ek 8k

P
% |:<bk/x/bk}, RE (a)k/+a)k)tezcokt

P
bk’l/bk)L>Re (wk/fwk)ze—zwkt

—{
< lllbkl>Re ((J)k/ (Ok)lelwk[
(b

R kA)Re (yoong—io’| (5.35)

e similarmente para (B, (t —t") B (1)) &. Vemos que as funcdes de correlagio
sdo independentes de 7, s6 dependem da diferenca temporal ¢ —¢’. Por p{f ser
diagonal as fun¢des de correlacdo sao diferentes de zero apenas em dois casos

(buaba)r = (@) 808, (5.36)
(bl ok = (1+7(0x) 80054, (5.37)
(buabia)r = (bl,biy )k =0. (5.38)

Entdo, podemos calcular as fungdes G;; e G; i

Y % T T i(a) e @i gy @i o
Cu §2£ohv o (14 (@) @90 i @p)ell )|
(5.39)
G = Wk e = (@it | i(@ji—ap)t’
Gi = Lgav Jo @ (14700 L m(ag)e @]
(5.40)

Podemos substituir a soma sobre kA por uma integral

Vv 3 Vv * 2
)3/dk:WA dwkwk/dg,

se consideramos o espectro continuo do reservatério. Integrando sobre o
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angulo sélido e usando a relacdo
1
/ e’ = n()+iP—, (5.41)

onde P é a parte principal da integral e §(®) é a delta de Dirac, obtemos

1 2 o B -
Gij = %W/ dayo] [(1+7(an))8(wji — ) + ()8 (wji + o))
1 1+a(w) 7o)
‘ame 37rhc3 / de g [ o op o]’ (5.42)
— 1
Gij - 47580377:?16'3/ da)kmk [(1+n(wk))6(wjl+wk)+n(wk)5(w]l a)k)]

/ FP 1+”(wk)+ (o)
e 37rhc3 g wito | wi—o]
(5.43)

Nas expressdes anteriores, os limites de integracdo sdo para valores positivos
de oy, ay € [0,0). Contudo, a diferenga de frequéncias w;; pode ser negativa
ou positiva, dependendo dos valores das energias E; e E;. Assim, s6 vamos
utilizar as partes reais de G;; e G; J» 1.e., quando a distribui¢do delta de Dirac
tem como argumento (@;; — ) para ®;; > 0, e (®j; + @) para @;; < 0.
Como s6 temos dois tipos de indices ij, ge e eg, temos que

Geldeg|* = %Feg(1+ﬁ(weg))+isge, (5.44)
Geglde|? = %regﬁ(wge)—isge, (5.45)
Goeldeg|* = %regﬁ(wge)ﬂsge, (5.46)
Geglde|* = %reg(l"'ﬁ(weg))_isgev (5.47)
onde | 4@3 |deg|2
L= —o e, (5.48)

4mey  3hc3
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¢ a taxa de decaimento espontineo do estado excitado |e). O outro termo

1 2dg|? /°° 3 [14+7a(a) | A(ax)
Spe = —— Pl d 5.49
se 471780 37mhc3 0 D weg — g i a)eg + ’ ( )

~ 4mey 3The?

1 20del? ) 1= 1+n n
’ |deg | P/ dwkwg{ (o) Ao
0

] . (5.50)
(O + @y Deg — W

descreve a mudanca de frequéncia da transi¢do atdbmica. No limite 7z(@y) — 0
(reservatdrio a temperatura 7 — 0), Sg. € S, correspondem ao deslocamento
Lamb do estado excitado |e). Podemos redefinir a frequéncia, incluindo em
@,y esta mudanga. Entio, podemos expandir a soma sobre ij, e da Eq. (5.25),
obtemos a equacgdo mestra para um dtomo de dois niveis

d 4 1

5P EF(] +n)(26_p*o, —or0 pt—ploio)

1
+§Fﬁ(26+ﬁAG_—O'_O'+ﬁA—ﬁAG_O'+), (5.51)

onde se tem feito uma simplificagdo na notagdo, I',, = I', enquanto 77 =
7i( Weq ), i.€., 0 nimero meio de f6tons térmicos para uma frequéncia de transicdo
@,g. No limite 77 — 0, o qual € o caso relevante quando kg7 < /1@, obtemos

d . ~ A .
EpA = IIQ2o_po;—or0 pr—ploro)=2p, (552
o qual descreve o decaimento espontianeo para um atomo de dois niveis aco-
plado com um reservatdrio de radiagdo vazio.

5.3 ATOMO DE DOIS NIVEIS INTERAGINDO COM UM CAMPO ELE-
TROMAGNETICO E O VACUO ELETROMAGNETICO COMO RE-
SERVATORIO

Consideremos a interacdo de um campo de radiag@o de frequéncia
com um 4tomo de dois niveis de frequéncia de transi¢do @y na presenca de
vécuo eletromagnético quantizado, i.e, zero f6tons (]0) no espago de Fock). O
estado |g) representa o estado base enquanto o estado |e) representa o estado
excitado do dtomo. Esses estados sdo autoestados do Hamiltoniano #4) com
autovalores i@, e i@,, respectivamente,

H = A+ (1),
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onde %) é o Hamiltoniano livre do 4tomo de dois niveis, e pode se escrever
como

o = (8){gl+]e)lel) 7 () (g] +le)(e])
= hoglg)(g]+haele) (el

O campo do laser leva o dtomo coerentemente do estado |g) ao estado |e)
e vice-versa. O decaimento espontidneo da populacdo do estado excitado
le) é causado pelo acoplemento do sistema de dois niveis com o vdcuo ele-
tromagnético. A evolucdo do operador densidade reduzido para o sistema
quéntico, P, que neste caso é o operador densidade para o sistema de dois
niveis, é dado por

5P === pl+ 2p, (5.53)
onde o primeiro termo do lado direito contém a interacdo do campo do la-
ser com o atomo. Este termo corresponde a uma dindmica unitaria. O se-
gundo termo descreve o decaimento espontaneo atdmico e uma dinamica nio
unitdria, descrita por

1
Zp = EF(ZG,ﬁch—ourch—ﬁchcL), (5.54)

onde I" € a taxa de decaimento da populagdo do estado |e) ao estado |g).

Inserindo as equagdes (3.7) (no quadro de interagdo) e (5.54) na equacéo
(5.53), obtemos o seguinte sistema de equacdes diferenciais acopladas para
os elementos da matriz densidade reduzida

%pgg = Qg (ﬁegem’e*"‘#’ —~ ﬁgee*m’e"‘*’) +TPee,  (5.55)
%ﬁge = iQre™e™ (Pee — Pyg) — YegPse: (5.56)
%ﬁeg = iQre e (Pgg — Pee) — YegPeg (5.57)
%ﬁee = 1 (Poee V0 Prge™e ) ~ T (5.58)

Vemos claramente que Pge = Py, COM Yo sendo a taxa de relaxacdo da coeréncia
quantica P,g.

Geralmente, a taxa de relaxacdo pode ser descrita como Y = %F +
2I %45, Onde %F € uma contribui¢do resultante do decaimento espontaneo do
estado |e), e I'yqq representa todos os possiveis mecanismos de relaxagio de
coeréncia quantica que nao afetam as populacdes. Essas taxas podem ser
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processos como mudangas de fases devido a colisdes eldsticas e/ou relaxagdo
devido a flutuagdes do campo classico. Podem ser representadas pelo Liou-
villiano

L1 ~ o~ ~ ~
LhaseP = El}ase(zo'zpo_z —0,0;p — p0;0;) = Ijuse(0:p0, — P),

e esse Liouvilliano pode ser adicionado ao lado direito da equagdo (5.53). I"
€ chamada a relaxagio diagonal e 7, € a relaxacdo fora da diagonal. Assim,
denota-se I' como 1/T] e Yeg como 1 /T, onde Ty e T, sdo os correspon-
dentes tempos de relaxacdo. Em nosso caso, s6 consideramos o decaimento
espontaneo, portanto Y, = I'/2.

Para excitacio ressonante, ou seja A = 0, as solu¢des dos coeficientes
da matriz densidade sdo

7%9—%—:0)
Q2 +380Q2)

X { — sinh <iz(t —to)>
4128 (T + 803) (Peg t0)e ™™ — pye (10)e™)

(124 (10) 25+ Pec (10) (2005 +T2))|

+cosh (Q (r— to))

[ 44 (10) QRQ A+ Pee(10)Q (F2+4QR)}

Peg (1)

3ir

ettt ’°>Q<r2+4sz,%)},

(5.59)



Pee(t)

Peg (1)

75

! 3T

20802+ 12)°

X {cosh (S:f(t t0)>

[~ Q803 +T2)(pgelt0) — ¢ ¥peg i) — die T Q0]

—sinh (?(l —to))
[D(89% +T2) (peelto) — ¢ peglto))
~4ie™Qp (16(Pgq (10) — Pee(10) )2 — (Peg (10) +5Peelto) )T2)
—e QB0 +T2)(pge(t0) + €29 peg (10))
+4ie_i‘pei(t_t°)QRFQ},

(5.60)

L e
2Q(8Q% +17?)

{cosh (iz(t t()))

[_ Q892 +T2)(peg (o) — € pee (t0)) + 4iei<ﬂng‘z]

—sinh (S:(t - to))

[D(89% +T2) (peg 1) — %y (10))

+4ie'Qp (16(Pg (1) — Pec(10)) 2% — (Pag t0) + 5Pee(t0))T?) |
—e 51700 Q(8Q% +T2) (peg t0) + ¥ pee 10)
—4ie"‘Pei(”0>QRrQ},

(5.61)
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_ 1 ZF(zfto)
Q2+ 892)

{ fsmh tt()))

4IQR(FZ+8QR)(peg(to)e @ — pge(to)e'?)

+r<1ngg<ro>QR+pee<ro><2osz,%+r2>>}

+cosh (?(r—t@)

[~ 4pge (10)230 + pec 10) QT +403)|

f)ee(t) =

+4e3f<’—f0>9§§2},
(5.62)

onde temos definido Q = /I'2 — 64Q%. Pode-se ver que estamos cumprindo
Pag(t) + Pee(t) = 1 € além disso Pg, (1) = P, (1)

Na figuras (13), (14) e (15) podemos ver o comportamento do 4tomo inicial-
mente no estado |g). Para tempos curtos, o dtomo sofre oscilagoes de Rabi, as
quais sdo amortecidas por o termo ¥, ¢ para tempos longos, as populagdes
dos estados |g) e |e) alcangam um estado de equilibrio. Também podemos ver
a inversdo de populagdo p., — Pg, € como essa também chega ao seu estado
de equilibrio.

O estado estaciondrio €, portanto, caracterizado por um equilibrio dindmico
entre dois processos: decaimentos espontineos de |e) a |g), e emissdo estimu-
lada pelo campo do laser do estado |g) a |e). Para um sistema de dois niveis
e fechado, a transigdo |g) <> |e) é chamada transigéo ciclica, luz dispersada
constitui a fluorescéncia ressonante.
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Figura 13: Populagéo do estado base, |g).
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Figura 14: Populagdo do estado excitado, |e).



Figura 15

: Populagdo da inversdo da populagdo, |c,|* — |c,|*.
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6 PROCEDIMENTO POR PEDACOS INDEPENDENTE DO
TEMPO PARA CONTROLAR SISTEMAS DE DOIS NIVEIS

O método de controle por pedagos de tempos € um método matema-
ticamente simples ja que se assume que os pardmetros de um potencial de
interacdo externo, o qual interage com o sistema de dois niveis, podem mu-
dar rapidamente em instantes especificos e manté-los constantes em certos
intervalos curtos de tempo Ar. Esse método € simples jd4 que ndo precisa-
se solucionar sistemas de equacdes diferenciais nem integrais para levar a
evolugdo dos observaveis que serdo estudados. O tipo de controle € um pro-
cedimento de controle inverso ja que, pela escolha de uma trajetéria desejada
para o valor esperado de um operador arbitrario, encontramos os valores dos
pardmetros A, do potencial de interagdo externo U. Esses parimetros A, sdo
mudados para instantes de tempos especificos ¢, € vio se manter constantes
durante intervalos de tempos Az;. Dentro de cada intervalo de tempo At; te-
mos um problema independente do tempo para se resolver.

Podemos controlar um sistema quantico de dois niveis o qual estd
isolado de qualquer interacdo com o ambiente (ou de qualquer outro sis-
tema maior como algum reservatdrio) através da equacdo de Schrddinger,
ou através da equagdo de Liouville - von Neumann com I' = y = 0. Primeiro
veremos como usar o método de controle para o caso da equacdo de Schrodin-
ger, ja que € o mesmo método usado para o caso de ter um sistema quantico
de dois niveis com dissipa¢do, como veremos depois. O Hamiltoniano de
nosso sistema, no quadro de interacdo e depois de fazer a aproximacdo de
onda rotante, é

V(1) = —hQg (e"“’*“’eg’)e*i‘f’c,+e*"<“’*“’es>ef‘f’o+). 6.1)

A evolucgdo dos coeficientes estdo dadas pelas equacdes (3.15) e (3.16).
Entdo, para determinados instantes ¢;, podemos mudar rapidamente os valo-
res dos parametros Qg que €, relembrando, a frequéncia de Rabi, e da fase do
campo laser ¢, para especificar os valores Qg ; € @;, 0s quais sdo constantes
durante intervalos de tempo At =t —t;, com (j =0,1,2,---). Rapida-
mente quer dizer que o tempo que se precisa para uma transi¢do u;_, ;1 —
uj, ®; € muito menor que qualquer tempo caracteristico do sistema.
Comumente, no controle dos sistemas quanticos, a meta é controlar o valor
esperado de certos observaveis de interesse, V. Assim, nés temos S (f), o qual
€ o valor sobre a trajetéria S(¢) para t = 7. Queremos que o valor esperado do
observavel, (y(1)|V|w(t)), cumpra o valor desejado no tempo 7. Temos que
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lembrar que S(¢) estd restrito, i.e., v_ < S(¢) <v,, onde vy sdo os autovalores
do observavel V.

Suponhamos que V estd escrito na base {|0),|1)}, entdo podemos escrever
matricialmente o operador V como

—ix
V:(Vv?a v ) 6.2)

e Vi

onde vg, vi, v sdo nimeros reais e 0 < o < 27.
O valor esperado do operador V pode ser escrito, usando as equagdes (3.15),
(3.16) e (6.2), como

— |6 (1) 2o+ &, (1) [Py + 2vRe €5 (1)&. (1)e ). 6.3)

Para encontrar os valores especificos de ¢, Qg no tempo ¢ = 7, para o valor
de S, precisa-se resolver a equagio (6.3) igualada ao valor desejado S7, a qual
serd uma equagdo polindmica trigonométrica e pode-se resolver numerica-
mente. Agora precisa-se impor uma trajetdria especifica para S(¢) na qual em
certos instantes vamos a ter os valores desejados S7. Isto se faz do seguinte
jeito:

1. Definir um conjunto de intervalos {A¢;}. Comumente, escolhe-se inter-
valos temporais 0s quais sejam menores que os tempos caracteristicos
do sistema.

2. Parat =1, resolve-se a equacio S(7) = (y(7)|V|y(f)) para os corres-
pondentes ¢ e Qr. Como temos uma equacio e duas incdgnitas, temos
que fixar o valor de um dos parametros, por exemplo, fixamos o valor
de Qp e encontramos o valor de ¢.

A gréfica (16) mostra um sistema quantico de dois niveis o qual deseja-se
controlar o valor esperado do operador |e){e|, ou seja, vamos controlar a
populac@o do estado excitado do sistema, para uma trajetéria meta S(t) =
t/tmax onde fpa = 8 ps, e 4 intervalos Ar = 2 ps. A frequéncia de Rabi é
Qr =27 ps~!, o detuning A = 0, e com condigdes iniciais: ¢,(0) =1/2 ¢
¢.(0) = explim/4]/2. Vemos assim que cada 2 ps o valor esperado S(¢) cum-
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pre o valor desejado concordando com a trajetéria meta.

Na Figura (17), vemos que o método de controle para a trajetdria meta,
S(t) = (7/2+tan " (7T /tyax(t — tmax/6)))/ 7, € conservando os mesmos valo-
res dos pardmetros e das condi¢des iniciais. Vemos, portanto, que o método
de controle faz que a populacio do estado excitado do sistema de dois niveis
atinja os valores desejados para a trajetéria meta S(z).

Nos exemplos anteriores, vimos que o método de controle foi implementado
para instantes de tempo especificos (i.e., cada 2 ps). Se desejamos que o
método de controle seja aplicado ao sistema de dois niveis, tal que o valor
esperado de nosso observavel seja controlado quase continuamente, devemos
ter intervalos de tempo At; ainda muito menores € assim que no caso anterior,
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Figura 16: O observavel V = |e)(e|. Na Fig. (a), o sistema de dois niveis
evolui livremente devido a sua interagdo com o laser (linha vermelha). Esta-
se sempre monitorando a pureza do sistema de dois niveis (linha azul). Na
Fig. (b), o método de controle é implementado para controlar a populagdo do
estado excitado do sistema de dois niveis para At = 2 ps. A trajetéria meta,

~

S(t) =t /tmax, para (V(¢)) (linha preta).
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e assim, o nimero de pontos sobre S(f) vai-se convertir em uma “trajetoria”.

Uma trajetdria total pode ser realizada fazendo At; — 0, i.e., um con-
trole verdadeiramente dependente do tempo. Mas esse ndo € nosso caso.
Podemos tomar S(¢) como quase uma trajetéria se tomamos um valor para
At; muito menor mas que tenha um valor finito. Por exemplo, podemos to-
mar intervalos de duragdo de 0.033 ps. Nas figuras (18) e (19), vemos que
a populacdo do estado excitado é controlada seguindo quase uma trajetéria
continua sobre a trajetéria meta S(¢). Na simulagdo computacional temos to-
mado os mesmos valores dos pardmetros Qg, @, ¢,(0) e ¢.(0) das figuras (16)
e (17). Para os gréficos anteriores, as trajetérias metas sio: S(¢) =t /t,qx, Fig.
(18)), e S(t) = 2tan~!(r) /&, Fig. (19).

Assim, conclui-se que o método de controle aplicado ao sistema de
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Figura 17: O observivel V igual a |¢)(e|. Na Fig. (a), o sistema de dois niveis
evolui livremente devido a sua interagdo com o laser (linha vermelha). Esta-
se sempre monitorando a pureza do sistema de dois niveis (linha azul). Na
Fig. (b), o método de controle é implementado para controlar a populag¢do do
estado excitado do sistema de dois niveis para Ar = 2 ps. A trajetoria meta,
S(t) = (/2 +tan™ (7 /tyax (t — tmax/6)))/ 7, para (V(¢)) (linha preta).



85

dois niveis para controlar a populagdo do estado escitado, i.e., (V) = |1)(1],
¢ efetivo e trajetéria meta é atingida independente do tamanho do intervalo
de tempo e do tempo de controle. Isto deve-se a que o sistema de dois niveis
ndo estd em interacdo com nenhum reservatdrio e assim podemos obter um
controle total sobre o valor esperado de qualquer observével arbitrério.

Agora, também podemos controlar um sistema quantico de dois niveis
o qual estd interagindo com o ambiente (neste caso a interagdo é com o vacuo
eletromagnético) mas o método de controle é quase similar a0 método usado
para um sistema de dois niveis isolado. Neste caso temos que encontrar a
evolucdo temporal dos coeficientes da matriz densidade reduzida (s6 a matriz
densidade para o sistema de dois niveis interagindo com o campo laser). Essas
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Figura 18: O observavel V igual a |e){e|. Na Fig. (a), o sistema de dois
niveis evolui livremente devido a sua interagdo com o laser (linha vermelha).
Esta-se sempre monitorando a pureza do sistema de dois niveis (linha azul).
Na Fig. (b), o método de controle é implementado para controlar a populagao
do estado excitado do sistema de dois niveis para Af = 0.033 ps. A trajetdria

A

meta, S(¢) =t /tyax, para (V(¢)) (linha preta).
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evolucdes estdo dadas pelas equacdes (5.59), (5.60), (5.61) e (5.62). Mas
no formalismo da matriz densidade, o valor esperado de um operador estd
definido como

V(1)) =Te{p(r)-V}. (6.4)

O método de controle se usa da mesma forma que para caso de um sistema
quéantico de dois niveis descrito no formalismo da func¢do de onda, s6 que
neste caso, na aplicacdo do método de controle, usamos a equacio (6.4) para
um valor de S() no tempo t =7 e, de novo, temos uma equagio e duas
incégnitas, onde fixamos o valor de um dos dois pardmetros livre do campo
laser, para encontrar o valor da outra. Em nosso caso fixamos o valor de Qg
e encontramos o valor de ¢. Esse valor de Qg se deixa fixo até ndo encon-
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Figura 19: O observavel V igual a |e)(e|. Na Fig. (a), o sistema de dois
niveis evolui livremente devido a sua interagdo com o laser (linha vermelha).
Esta-se sempre monitorando a pureza do sistema de dois niveis (linha azul).
Na Fig. (b), o método de controle € implementado para controlar a populagdo
do estado excitado do sistema de dois niveis para Ar = 0.033 ps. A trajetéria
meta, S(¢) = 2tan~!(¢), para (V(¢)) (linha preta).
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trar um valor para ¢, entdo logo muda-se progressivamente até encontrar um
valor novo para ¢, deixando novamente fixo o valor de Qg, e assim sucessi-
vamente.

Nas figuras (20) e (21) vemos a aplicagdo do método de controle para
controlar a populacdo do estado excitado de um sistema de dois niveis que
estd interagindo coerentemente com um campo laser e incoerentemente com
o vacuo eletromagnético. Deseja-se que a populacgdo do estado excitado siga
a trajetéria meta S(t) =t /tyax € S(t) = (/2 +tan (T /tynax (t — tyax/6)))/ 7T,
respectivamente. De novo, as condi¢des iniciais do sistema de dois niveis e
os valores dos parametros do campo laser sao iguais aos exemplos do método
de controle sem dissipagdo com Ar = 2 ps.
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Figura 20: O observavel V igual a |e){e|. Na Fig. (a): a evolugio livre da
populacdo do estado excitado do sistema de dois niveis interagindo com o
campo laser e com o vacuo eletromagnético, i.e., sem a aplicacdo do método
de controle (linha vermelha). A pureza é monitorada o tempo todo (linha
azul). Na Fig. (b): Implementacdo do método de controle para controlar a
populagdo do estado excitado para Ar =2 ps. A trajetéria meta é S(¢) =1 /tmax,
para (V) (linha preta).
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Figura 21: O observavel V igual a |e)(e|. Na Fig. (a): a evolugio livre da
populacdo do estado excitado do sistema de dois niveis interagindo com o
campo laser e com o vacuo eletromagnético, i.e., sem a aplicacdo do método
de controle (linha vermelha). A pureza é monitorada o tempo todo (linha
azul). Na Fig. (b): Implementa¢do do método de controle para controlar
a populagdo do estado excitado para Ar = 2 ps. A trajetéria meta é S(¢) =
(70/2 +tan™ ! (7 /typax (t — tmax/6)))/ 7, para (V) (linha preta).

Nas figuras (22) e (22) vemos, agora, o método de controle para a
trajetoria S(¢) =t /tyax € S(t) = (7/2 + tan™ (7 /tymax(t — tmax/6)))/ T, res-
pectivamente; mas neste caso o Unico que muda com as Figuras (20) e (21) é
que temos 300 intervalos em 10 ps.

Como vemos nas Figuras (20), (21), (22) e (23), a aplicacdo do método
de controle para o sistema de dois niveis interagindo com o véacuo eletro-
magnético ndo é completado em t,,,,. A populacdo do estado excitado ndo
consigue seguir toda a trajétoria independente do tamanho do intervalo Ar.
A amplitude da oscilagcdo de Rabi ndo consigue-se aumentar e a cada inter-
valo At e a interacdo do vacuo eletromagnético domina a interacdo com o
campo laser. Assim, temos como resultado final a perda do controle do sis-
tema quando interage com um reservatorio.
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Figura 22: O observavel V igual a |e){e|. Na Fig. (a): a evolugio livre da
populacdo do estado excitado do sistema de dois niveis interagindo com o
campo laser e com o vacuo eletromagnético, i.e., sem a aplicacdo do método
de controle (linha vermelha). A pureza é monitorada o tempo todo (linha
azul). Na Fig. (b): Implementac¢do do método de controle para controlar a
populagéo do estado excitado para Az = 0.033 ps. A trajetéria meta é S(¢) =
t /tmax> para (V) (linha preta).
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Figura 23: O observavel V igual a |e)(e|. Na Fig. (a): a evolugio livre da
populacio do estado excitado do sistema de dois niveis interagindo com o
campo laser e com o vacuo eletromagnético, i.e., sem a aplicacdo do método
de controle (linha vermelha). A pureza é monitoreada o tempo todo (linha
azul). Na Fig. (b): Implementacdo do método de controle para controlar a
populacdo do estado excitado para Ar = 0.033 ps. A trajetdria meta é S(r) =
2tan~!(¢), para (V) (linha preta).
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7 CONTROLE QUANTICO OTIMO

O controle da dinamica quéantica, na fisica e na quimica, através do
desenho de pulsos laser € um objetivo o qual tem sido pesquisado tedrica e
experimentalmente desde as ultimas trés duas décadas atrds. Essa conquista
tornou-se possivel gragas a forte pesquisa na drea experimental, onde se tem
logrado técnicas sofisticadas para o desenvolvimento de pulsos laser de curta
durag@o e que inclui uma grande largura de frequéncias, que permite realizar
um controle coerente da dindmica atdmica e molecular. O desenho tedrico
dos pulsos laser para a transferéncia de um estado inicial a um determinado
estado final pode ser desenvolvido com a ajuda da teoria do controle quéntico
otimo.

A teoria do controle 6timo tem sido aplicada também na drea da enge-
nharia, por exemplo no desenho das trajetdrias para satélites e em estacdes es-
paciais. Agora, a aplicacdo da teoria do controle 6timo na mecanica quantica
comegou nos finais da década de 1980 (citeKosloff11,Peirce) e tem mos-
trado um progresso continuo desde entdo. Um dos desenvolvimentos mais
importantes da teoria do controle 6timo aplicada & mecanica quantica, foi a
introdugdo de esquemas de iteracdo que convergem rapidamente (ZHU; BO-
TINA; RABITZ, 1998; ZHU; RABITZ, 1998; MADAY; TURINICI, 2003),
a inclusdo do efeito de dissipacdo (BARTANA; KOSLOFF; TANNOR, 1993,
1997; OHTSUKI; ZHU; RABITZ, 1999; OHTSUKI et al., ) e o controle para
multiplos objetivos (OHTSUKI; ZHU; RABITZ, 1999).

7.1 TEORIA

Considere-se um elétron em um potencial externo V(r), sob a in-
fluéncia de um campo laser que esti-se propagando na dire¢do Z. Dado um
estado inicial ¥(r,0) = ¢(r), a evolugdo temporal do elétron estd descrita
pela equagdo de Schrodinger dependente do tempo. O termo de energia de
interacdo entre o campo laser e o sistema quéntico € escrito na aproximacio
dipolar

i—Y(r,t) = H¥(r,), (7.1

H = Hy—d-E@), (7.2)
Hy = T+, (7.3)
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Adotamos, neste capitulo, unidades atomicas: i =m=e=1. Aquid =
(dy,dy) € o operador dipolar elétrico do sistema quéntico e E(r) = (E(t), Ey(r))
€ o campo elétrico dependente do tempo. O operador de energia cinética do
elétron é T = —%2.

7.1.1 Derivacao das Equacoes do Controle

Consideremos o seguinte problema de controle quantico:
Nossa meta é encontrar um pulso laser E(¢) que leva o sistema quéntico do
seu estado inicial |¥(0)) ao estado final |¥(T')), de tal modo que o valor
esperado de um operador & é maximizado ao final da interacdo do sistema
quéntico com o laser:

max Jj com J[¥] = (¥(T)|O0|¥(T)). (74)
E(r)

A tUnica restricdo sobre & é que seja um operador hermitiano. Além da
maximizagdo de Ji[¥], deseja-se que a influéncia do campo laser sobre o
sistema quantico seja a menor possivel. Esta condicdo é cumprida quando
minimizamos o seguinte funcional

T
LIE@)] = —Z/O dtoyE}(t), j=x,y. (7.5)
~.

onde E,(t) e Ey(r) sdo as componentes do campo laser perpendiculares a
direcdo de propagagdo. As constantes positivas o; fazem um papel de fator
de penalidade: quanto maior sejam os valores dos ¢¢; mais negativo serd J,
e assim vai ser menor a influéncia do campo laser sobre o sistema quantico.
A soma J; + Jp, portanto, vai ser menor. Também podemos ter fatores de
penalidade dependentes do tempo, como no caso da Ref. (??), onde «;(t)
da a forma ao envoltério do pulso laser e que pode ser de tipo Gaussiano
ou sinusoidal, entre outros. Existe também uma condig@o sobre a fungdo de
onda, na qual exige-se que a funcdo de onda deve satisfazer a equacdo de
Schrodinger durante todo o tempo onde estd-se implementando o método de
controle. Esse funcional pode ser escrito como

(igt %(r)) “P(z)>, (7.6)

onde temos introduzido o multiplicador de Lagrange y (¢).

BEY, 1] = —ZIm/OTdt <x(t)
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O funcional de Lagrange tem a forma

Esse é o funcional padrio para o problema do controle 6timo.

7.2 VARIACAO DE J

Para encontrar o campo laser 6timo por meio da Eq. (7.7) efetua-se a
variacao total do funcional. Posto que as varidveis W, x e E sdo linearmente
independentes, escrevemos a variagdo de J como

/Tdf/dr{a\{fzj)alp(r,r)+6;zir)5x(r, T)}
+Z/ drSEk SEL(1)

oJ

k=xy
= SuJ+8J+ Y S5J
k=x,y
e impomos a condi¢@o
0J=0 = SpJ=0, OyJ =0, OgJ =0. (7.8)

7.2.1 Variacao com respeito a funcao de onda ¥

A derivada funcional de J com respeito a ¥ é

Sh
5o

S‘Piﬁr) =—i(i§1 +%<r>) 20 = 08 -] lg. 7.1
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Na dltima derivagdo do funcional temos usado a seguinte integracdo por par-

tes:
/OT di <x(t) ‘P(t)>

=it ] i [ ar( S0 )~ [ a0 o)
=it s+ [ an( (15 -0 )20 w0).

0
E*%(I)

i

Portanto, a variacdo com respeito a ¥ é

ot
—(x(T)|8¥(T)) + (x(0)[6'¥(0)) . (7.13)
—————

=0

Sy =(¥(T)|0|8¥(T)) + i/OT dr <(ia - %(r))x(r)|5‘1‘(r)> (7.12)

A variagdo de §'%¥(0) é zero quando se tem uma condicdo inicial fixa, ¥(0) =

¢i.
7.2.2 Variacao com respeito ao multiplicador de Lagrange y

Para encontrar a variacio de ¥, usa-se 0s mesmos passos que tem sido
usados na variagdo de W:

81 S/ s _; <ia + jf(r)) W (1)
at
(7.14)
Contrariamente a variagdo com respeito a ¥/, neste caso ndo temos termos
com condi¢des de contorno. Portanto, a variacdo de J com respeito a y é

ST Sxrn) " Sxr)

SXJ:—i/OTdr<<i;T—jf(1)) W(1)| 5x(r)>, (7.15)
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7.2.3 Variacao com respeito ao campo

A derivada funcional com respeito ao campo E(t) é

5]1 . 5]2 .

SE(n SE(0) ~ 2%E(D), (7.16)
oJ3 B B

SE(r) — Am(ldd ¥, k=xy (717

Assim, a varia¢@o com respeito a Ex(t) é

85, J = /0 e (<20 (g ()| P (1)) — 200 (1) SEL (7). (T.18)

7.3 EQUACOES DE CONTROLE

Assumindo que cada variacdo no funcional J € igual a zero, obtemos
as equacdes de controle que precisamos para controlar o sistema quantico.
Fazendo 0, J = 0, obtemos

o (1) = —Im(x (1) |di[¥(1)) k=x,y. (7.19)

Portando, o campo laser é calculado através da funcdo de onda |¥(¢)) e do
multiplicador de Lagrange |x(¢)), simultaneamente. A variagdo &,/ da lugar
a uma equagdo de Schrodinger dependente do tempo para a funcio de onda
|¥(¢)) com a condigdo inicial [¥(0)) = ¢;,

<i§t - %(r)) P(r,1) ¥(r,0) = ¢i(r). (7.20)

Vemos que esta equacgdo também depende implicitamente do campo laser
E(t) através do Hamiltoniano.
A variag¢@o com respeito & fungdo de onda 8gJ, dd lugar a equacdo

(ii - jf(r)) 2(6,0) =i(x(r,)— OP(r,1))5(t—T). (7.21)

Como precisamos que o multiplicador de Lagrange x(¢) seja continuo em
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t =T, podemos resolver as duas equagdes, em vez da Eq. (7.21):

(ia—%(t)) x(r,1) =0, (7.22)
Jt
x(x,T)=0¥(r,T). (7.23)

Assim, o multiplicador de Lagrange satisfaz a equacdo de Schrédinger depen-
dente do tempo com o vinculo (7.23) em t = T. O conjunto de equagdes que
precisamos resolver para controlar um sistema quantico sdo (7.19), (7.20),
(7.22) e (7.23). Para encontrar um campo de controle 6timo E (¢) que satisfaca
as equacdes anteriores, temos que usar um algoritmo iterativo.

7.4 OPERADORES META

Nesta secdo, vamos ver os diferentes tipos de operadores que podem
ser controlados e que podem ser usados como operadores meta, &, para nosso
sistema quéantico especifico a controlar.

7.4.1 Operador projecao

Escolhendo o operador proje¢do & = |¢y)(¢y|, vamos ter uma maximizagio
de J; a qual vai ter como resultado o estado final |¢¢) desejado, projetado so-
bre a funcdo de onda no tempo final 7', isto é

Ju = (¥(T)|95) (67 (T)) = (9| ¥(T))I. (7.24)

Utilizando um operador de proje¢cdao como operador meta no algoritmo do
controle 6timo, encontramos um pulso laser que vai levar o sistema de um es-
tado inicial ¥(0) até o estado desejado ¢ adicionando um fator de fase global
€'?. Pode ser provado facilmente que J; é invariante sob a transformacio

or — oy (7.25)
7.4.2 Operador local

Em vez de usar um operador ndo local como o operador de projecao,
podemos usar um operador local como & = f(r). O exemplo mais popular
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de operador local € a distribui¢go delta de Dirac, 8,
Ji = ((T)|8(r —ro)|¥(T)) = [¥(T,x0) |, (7.26)

o qual maximiza (no caso de uma particula isolada) a densidade no ponto ry.
7.4.3 Operadores meta de miltiplos objetivos

Dentro do formalismo obtido, ndo estamos restritos a usar s6 um sim-
ples objetivo. Podemos aplicar operadores meta com multiplos objetivos, do
tipo

0=Y Bi0;. (7.27)
J

Por exemplo, os operadores &; podem ser operadores de projegdio para di-
ferentes estados excitados. Os pardmetros f8; sdo os fatores de peso para os
diferentes objetivos. Se B; é negativo, a optimizagdo tentard minimizar o va-
lor esperado de ¢;. Também € possivel fazer combinac¢des de uma soma de
operadores locais mais operadores de projecao.

7.4.4 Penalidade finita versus controlabilidade completa

Introduzindo um fator de penalidade (positivo) ¢, temos como con-
sequéncia o fato de que a ocupacdo do estado meta nao pode ser alcancada
com uma certeza do 100%. Isto pode ser provado facilmente tendo como
resultando uma contradi¢@o.

Consideremos que foi encontrado o campo elétrico 6timo E, (), o
qual leva o sistema de estado inicial ¢; = |[¥(0)) ao estado final |¥(T)) =
¢7. De acordo com a Eq. (7.23), o estado inicial para o multiplicador de
Lagrange é x(T) = ¢¢. Ja que os Hamiltonianos das Eqs. (7.20) e (7.22)
séo os mesmos, os operadores de evolugdo temporal para ¥(¢) e x(r) véo ser
idénticos, e

W(T) = U(T,0)U(t,0)%(0) = x(T)
= U@,00%(0)=U(,T)x(T)
= W) = 2(0).

Substituindo este resultado na Eq. (7.19), temos que

WE(t) = —Im(P()|d¥() =0,  k=x.y.
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O resultado implica que E,;, = 0 e que transi¢do ndo pode ser realizada. Ex-
ceto para o caso trivial E(¢) = 0, o qual presenta um minimo para o funcional
se o estado inicial e o estado final sdo ortogonais, (¢;|¢s) = 0. Assim, o
100% da ocupagao do estado final ndo pode ser transferida com este tipo de
algoritmo, ainda se o sistema é completamente controldvel.

7.5 ALGORITMO

Na implementacdo da teoria do controle 6timo, o método variacional
requer a solu¢@o de um conjunto de equacdes nao lineares acopladas. Muitos
métodos numéricos! tém sido usados, mas poucos sdo eficientes.

Aqui, consideramos o problema mais geral de executar o controle
quantico sobre o valor esperado de um operador hermitiano, por meio de
um campo laser externo, minimizando a energia do laser. Para isso, temos o
funcional objetivo Jy;,

I =W OI(T) ~ao [ (B Par (728)

e[ [ (i

o qual serda maximizado. Utilizamos o algoritmo da Ref. (??) (mantendo a
mesma notacgio), ja que esse € o algoritmo que no momento converge mais
rapido e € o mais usado na literatura. Aqui, y;(¢) é a fungdo de onda que vai
evoluir devido a influéncia do laser, E(¢). A fun¢éo de onda inicial é y;(0) =
¢0;(0), e O é o operador hermitiano que desejamos maximizar no tempo final
T. oy é o fator de penalidade (positivo). x(¢) é o multiplicador de Lagrange
que garante o cumprimento da equagdo de Schrédinger para |y (t)). 4 é
o Hamiltoniano sem interagdo, ¥ € a energia potencial, e ¢t é o momento
dipolar elétrico.

Novamente, como se requer que 6J5; = 0, obtemos as equagdes (7.20),
(7.22), (7.19) e (7.23). Substituindo a Eq. (7.19) nas Egs. (7.20) e (7.19),

it + B0 i) )] 729

10 método de Krotov (SHI; RABITZ, 1991; COMBARIZA et al., 1991) e o método do
gradiente conjugado (SOMLOI; KAZAKOV; TANNOR, 1993) sdo alguns deles.



obtemos

’%""’(’) = (o + 7 )vilt) + %wz( Jm {1 1l wi(0)),
vi(0) = 9i(0)

i) = Ao+ )70+ £ (Ol ) o),
14(T) = OW(T).

7.5.1 Algoritmo de Iteracao
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(7.30)

(7.31)

Para resolver as Egs. (7.30) e (7.31), temos que fazer um procedimento

iterativo:
Passo 1:

.0
i=v (1) = (A + ) (1) - - B0y (),

u

. d
i1 0= A+ 7)1 0+ o Ot 0l ),

2
"ot

Passo 2:

w0 = o+ w0+ -y im0ty

(1))

.0
520 = 6+ 0 0+ o Ol Ol @),

. d
iz 0 = (Aot 0 + v OIml? 0l

Passo 3:

2e)).

d 3 (3) B 3) (3) 2)
i X (t) = (H+7)x; (t)+%xf (OIm (1) |y ™ (1)),

u

. d
i 0=+ w0+ v Ol Ol

(1))
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onde as condigdes de contorno para () em cada passo sdo

O campo laser correspondente para cada iteracdo pode ser escrito como

Et) = 0 (ou qualquer outra funcéo constante),
EO@ = —Im{x" 0)luly® (1),
Dy = ~m(x@)uly (),
O = —mmxP Ol ©),
Oy = —mmx? Oy ©),
D) = 1m0y 0),
Oy = —1mx Oty 0),

7.5.2 Implementacio discreta do algoritmo

Devemos escolher um método de propagacdo especifico para imple-
mentar numericamente o algoritmo. O método de propagacdo utilizado ¢ a
discretizacdo do operador evolucao até segunda ordem (SOD, Second Order
Differencing), ja que o Hamiltoniano 77 esta composto por dois operadores
que ndo comutam, % e ¥ — LE(t). Os passos para aplicar o método iterativo
de controle sdo



Passo 1:

v (10 + Ar)

y? (10 + A1)

E®(ty+A1/2)

e*l%A[/2

®i(0);

L l,m
i <x (10)

(1)

s

lJ.-I-l

[u S

o102 iV —HE (tg+At/2)]Ar ,—i )AL /2 (0)

v, (o),

RN ei['Y/qu(O)(tofAt/Z)]Az o012 )C,(cl) (to),

Y >(fo)>

o i [2 iV~ pEM (to-+At/2)|At iAot /2, (1) (10),

o
——Im
(24

#i(0).

xy"

(to)

Ll ,®
{2 0)

o
——Im
Op

®i(0);

(1)

s

2y

(to)

u—

,u—|-z

u—

[u S

[u )| W,

[u S

Vi

v >(f0)>

o HO0AL/2 ei[“//—uE(z)(to—Atﬂ)]At RN %J(}) (to),

M),

eii[y/iﬂE(” ([0+N/2)]Ale*ijf0At/2 ll[l(z) (t0)7

Y >(fo)>
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O algoritmo desenvolvido pode ser entendido graficamente como vemos na
Fig. (24) Nas equagdes acima o campo laser foi expandido em série de Taylor

U (T.0)
. (tg)—2i(0) ey
()= ow(T)
_ U-(:.ﬂ 0,7) )
X§ (ko) = - v (7)
UM r,0)
D (1) =23 (0) - (1)
(T) =0y (T)
) US) (0,T) .
Xf'Fﬂ) (o) Xr (7)

Figura 24: Esquema do algoritmo para o controle 6timo.

até primeira ordem:

JE(t)
ot

A implementagdo tedrica do método de controle 6timo € realizada de
uma forma diferente a implementagao experimental.
A Fig. (25) mostra um esquema da implementacdo tedrica do controle 6timo
quéantico. Resolvendo iterativamente as equagao de controle, encontramos um
campo laser 6timo que faz ao sistema atingir a meta desejada maximizando o
valor esperado de um operador arbitrario & o qual é equivalente a maximizar
o valor de |[(Winera|W(T))|%.

E(t+0t)=E(t)+ ot. (7.32)
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A Fig. (26) mostra a forma da implementagdo experimental do con-
trole 6timo quantico. Um gerador de pulsos eletromagnéticos cria um campo
laser inicial constate o qual vai interagir com uma amostra molecular (um
ensamble de sistemas quanticos que serdo controlados). Logo temos um de-

ath%m(t)} =H() (1))
H(t) = Ho— - E(t)

¥

Campo Otimo f(t) tal que

|<'¢’meta |(,b('1‘_‘)>|‘2 = maximo

Figura 25: Implementacdo tedrica do controle 6timo quantico.

E(t) modificado

Generador de Pulso

Rotina da Forma
do Pulso

'

Amostra Molecular

Feedback (Sinal)

3
Observacio dos
Produtos da Reacao
(Detetor)

A

Figura 26: Implementacdo experimental do controle 6timo quéntico.
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tetor que vai medir os produtos da reagdes moleculares devido a sua interacio

campo laser. Essa sinais serdo retroalimentadas para gerar um pulso otimi-

zado através de um algoritmo genético por meio de um processo feedback até

conseguir o melhor pulso que faga ao sistema atingir a meta desejada.
Aplicamos o método para um sistema de dois niveis, com

o = Eg|g)(g| + Ec|e) el (7.33)

¥V =0,

i.e., 0 campo laser inicial E(¢) = 0. Assume-se que o sistema interage unica-
mente com o campo laser, ou seja, € um sistema fechado.

Nosso objetivo é encontrar um campo laser para transferir a populagdo do es-
tado base |g) ao estado excitado |e) no intervalo de tempo T = 400. De acordo
a isto, nés queremos maximizar o valor esperado do operado & = |¢)(e|. Para
isso, implementamos numericamente o algoritmo descrito anteriormente uti-
lizando a linguagem de programagio Python?, por meio da interface IPython.
Consideramos um fator de penalidade & = 1.0 e uma aproximacao inicial para
o campo laser E(t) = 0.0. O momento dipolar d = 0.8 e uma frequéncia de
transi¢do atomica de awy = E, — Eg = 0.600119. Apds 5000 iteracdes obtemos
uma ocupagao do estado final de 0.997781.

Vemos que o funcional encontra um campo laser que produz uma alta
ocupacdo eletronica do estado excitado e uma baixa influéncia sobre o sis-
tema. Esse pulso 6timo tem uma frequéncia igual a frequéncia de transicio
atdmica do sistema de dois niveis, verificando assim que quando temos res-
sondncia entre o campo laser e o sistema de dois niveis, obtemos a maxima
transferéncia de populacdo de acordo a teoria de dois niveis para sistemas
quanticos fechados.

As Fig. (27) e (28) apresentam a dindmica das populagdes eletronicas
no estado inicial, |g), e no estado final, |e). O campo laser é mostrado na
Fig. (29). O campo 6timo tem uma amplitude de 0.04 e uma frequéncia de
o =0.600119.

A Fig. (30) e a Fig. (31) mostram a transferéncia de populagdo
atdmica do estado base ao estado excitado e o campo 6timo que faz o sis-
tema atingir a meta desejada, respectivamente, com um fator de penalidade
a=1.0.

A Fig. (32) e aFig. (33) mostram, de novo, a transferéncia de populacao
atdmica do estado base ao estado excitado e o campo 6timo que faz o sistema
atingir a meta desejada, respectivamente, mas neste caso o fator de penalidade

2Python é uma linguagem de programagio de alto nivel, interpretada, imperativa, orientada a
objetos, de tipagem dindmica e forte. Foi langcada por Guido van Rossum em 1991.
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éa=0.2.

Vemos que a transferéncia de populagdo é mais rdpida, na Fig. (32),
ja que a influéncia de campo laser sobre o sistema € maior na dltimo caso.
Assim, isto € verificado, através da Fig. (33), onde temos uma amplitude de
campo laser maior que a amplitude do campo da Fig. (31). Isto é devido
ao fato de ter um fator de penalidade menor no udltimo caso. Em conclusio,
entre menor seja o fator de penalidade, maior serd a influéncia do laser sobre
o sistema.

1.0

o o o
= o o
T T T

Populacao do estado base

o
[}
T

l:}'O() 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo

Figura 27: Populacdo do estado base do sistema de dois niveis apds de 5000
iteracdes com um fator de penalidade de @ = 1 e campo aproximado de
E(t)=0.
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1.0

o o o
= o =5
T T T

Populacao do estado excitado

o
[N}
T

0.0

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tempo

Figura 28: Populacdo do estado excitado do sistema de dois niveis apds de
5000 iteragdes com um fator de penalidade de & = 1 e campo aproximado de
E(t)=0.
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0.04 |- :

o
=]
]

Campo Otimo
[=]
o
o

—0.02 H H

—0.04 - .

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tempo

Figura 29: Campo laser optimizado ap6s de 5000 iteragdes com um fator de
penalidade de o = 1 e campo aproximado de E(t) = 0.
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Populacao do estado excitado

1.0

o
o0
T

o
o
T

o
=
T

o
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T

0.0

50

100 150 200 250
Tempo

300 350 400

Figura 30: Transferéncia da populagdo para flge = Uee = 1.0, E(0) = 0.1 ¢

5000 iteracdes.
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0.01

0.00

-0.01

-0.02

-0.03

50 100 150 200 250

Tempo

300 350 400

Figura 31: Campo 6timo para a transferéncia da populacao.
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Figura 32: Transferéncia da populagdo para flge = lee = 1.0, E(0) = 0.1 ¢
5000 iteracdes.

Campo Otimo
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Figura 33: Campo 6timo para a transferéncia da populacao.
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8 CONCLUSOES

O objetivo desta dissertagdo foi realizar um estudo teérico dos métodos
de controle coerente para sistemas quanticos de niveis discretos interagindo
com um campo eletromagnético monocromatico. Foram considerados siste-
mas de 2 e 3 niveis interagindo com campos eletromagnéticos monocromaticos
em pulsos laser. A dificuldade de se aplicar métodos de controle quantico em
processos quimicos e fisicos realistas é devido a efeitos como a decoeréncia e
a dissipag@o. Além disso, os tempos caracteristicos da dindmica quantica sdo
muito curtos, em escalas de femtossegundos até microssegundos. Estuda-se
detalhadamente a teoria geral de sistemas de dois e trés niveis interagindo
com um campo eletromagnético monocromatico. Para o sistema de dois
niveis, observa-se como a evolugdo temporal dos coeficientes de expansio
da func¢ao de onda oscilam com uma frequéncia sinusoidal o qual mostra que
a populagdo dos dois estados do sistema quanticos oscila com uma frequéncia
de Rabi que depende linearmente da amplitude do campo electromagnético
que interage com o sistema.

Inicialmente estudamos o sistema de dois niveis interagindo com um
campo eletromagnético monocromadtico. A interagdo radiagdo-matéria foi
modelada na aproximacao dipolar e no referencial de onda rotante. Além
de trabalharmos com o formalismo da funcio de onda, trabalhou-se também
com um método mais visual utilizando a esfera de Bloch, por meio da qual
pode-se descrever a dindmica quantica do sistema de dois niveis interagindo
com o campo laser. Com esse método pode-se observar facilmente como a
evolugao do estado quantico do sistema de dois niveis € afetado pela interagao
com o campo laser. Pulsos de duragdo 7/2 e & sdo interpretados visual-
mente. O método ndo se limita a pulsos laser sobre sistemas de dois niveis,
mas se aplica também a um sistema de spin 1/2 interagindo com um campo
magnético. Assim, é possivel desenvolver uma sequéncia de pulsos sobre
um qubit para criar modelos de controle na computagdo quantica. No final
desse capitulo estudamos uma técnica muito utilizada para a transferéncia
de populacdo em sistemas de dois e trés niveis. O efeito STIRAP corres-
ponde a transferéncia de populagdo eletronica entre dois estados discretos
usando um estado auxiliar, que nunca é preenchido. Essa transferéncia de
populacdo ocorre adiabaticamente, pois sua dindmica € caracterizada por len-
tas mudangas nos pardmetros do Hamiltoniano que descreve o sistema. Na
sequéncia estudamos vérias configuracdes de sistemas de trés niveis intera-
gindo com dois campos laser.

Estudamos a teoria que descreve os sistemas quinticos abertos, com a
qual derivamos a equag@o mestra para um sistema de dois niveis interagindo
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com um campo eletromagnético e o vacuo eletromagnético. Calculamos os
elementos da matriz densidade para a equagdo mestra de Lindblad, obtida
apods as aproximagdes de Born e de Markov usadas para a equacdo mestra.
Nesse caso a dindmica das populagdes tem um comportamento oscilatério
amortecido, que decai exponencialmente devido a interagdo com o vécuo ele-
tromagnético. Essa interacdo causa o decaimento do estado eletronico ex-
citado do sistema de dois niveis. Portanto, os processos de decaimento e
decoeréncia sdo altamente estudados na teoria do controle quantico ja que
a dindmica dos estados excitados sempre estdo submetidos a este tipo de
interacdo com um ambiente.

Foram implementados dois procedimentos de controle quéntico para
sistemas de dois niveis: o método de controle por ondas continuas seccio-
nado em faixas de tempo (KUHN; LUZ, 2007) e um procedimento baseado
baseado na teoria de controle 6timo (KOSLOFF et al., 1989; PEIRCE; DAH-
LEH; RABITZ, 1988) (método de Zhu-Rabitz (ZHU; RABITZ, 1998)). Para
o primeiro caso levamos em conta os efeitos de dissipacdo e decoeréncia.

Conclui-se, finalmente, que os métodos para controle coerente de sis-
temas quanticos tém sido objeto de muito estudo, para criar varios modelos de
controle que podem ser implementados de acordo as necessidades do sistema
fisico. Um dos propdsitos centrais desses métodos é o desenho de pulsos la-
ser, pois € melhor usar métodos onde se faz uso da coeréncia dos campos ele-
tromagnéticos, em vez de usar métodos de controle baseados em interacdes
com colisdes atdmicas e/ou idnicas para obter uma dindmica quantica co-
erente. Além de novos modelos tedricos de controle também € necessario
aprimorar e desenvolver novas tecnologias e ferramentas para realizar o con-
trole. Portanto, se requer um estudo conjunto de métodos tedricos de controle
e da tecnologia do laser, que ¢ a ferramenta mais apropriada para controlar
processos atdomicos extremadamente curtos.

Também concluimos que o estudo de sistemas de dois niveis, ainda
que sendo um sistema bem simples, gera contribui¢des nas areas da teoria de
controle quantico, para as teorias de fundamentos da mecénica quantica e a
teoria de informagdo quantica, onde o qubit € o bit quantico de informagao.

Verifica-se também que é muito dificil controlar sistemas quando a
dindmica quantica nio € do tipo Hamiltoniana, mas sistemas quanticos aber-
tos. Poucos métodos sobre teoria do controle quantico para sistemas abertos
tém sido desenvolvidos. Por essa razao modificamos o método de controle
por ondas continuas seccionado no tempo. Atualmente, a maior quantidade
de trabalhos para a classe de sistemas abertos esta relacionado com a teoria
do controle 6timo, pois esses métodos sdo mais gerais, tanto para o caso de
sistemas fechados como para sistemas abertos. Apesar de ser um método que
tem um custo computacional maior que o procedimento de seccionamento
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temporal, a teoria de controle 6timo apresenta um formalismo mais eficiente
para ajustar as diversas propriedades do pulso, tais como: a amplitude e o
formato do pulso, seu tempo de duragao e sua frequéncia angular.

8.1 FUTURAS PERSPECTIVAS

Com relacd ao método de controle quantico seccionado no tempo,
usado para manipular a dindmica sistemas de dois niveis incluindo efeitos de
dissipagdo, nés pretendemos complementar o método de controle aqui apre-
sentado fazendo uso de uma fungio auxiliar /(z), a qual definimos a seguir.

Para obter o controle sobre o observavel ¥ no tempo 7 devemos resol-
Ver a equagao

(7 (0) = Te(¥ p () = S(7).

Além disso, a pureza estd limitada pelos valores

ST < 1,

onde d é a dimensdo do espaco de Hilbert do sistema quantico.
Entdo, definimos a fungdo auxiliar

h(t) = (7 (1)) = S()) — BTr(p*(1)),

onde o e 3 sdo os pesos para dar maior importancia a dispersdo [(¥ (7)) —
S(¢)]? ou para a pureza Tr(p>(t)).

Assim, podemos ter controle sobre o valor esperado do observavel ¥,
que deve estar préximo ao valor desejado, e também sobre a pureza do sis-
tema. Isto serd feito por meio da minimizagéo da fungdo auxiliar /(¢) através
do método de gradiente conjugado nao linear. Com esse procedimento, en-
contramos valores para os pardmetros do campo de controle (g € @;) que
serdo unicamente determinados se temos um minimo global ndo degenerado
para a fungdo A(t).
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