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RESUMO

Este trabalho propde um modelo para o problema de alocagdo de
unidades hidrelétricas, cujo objetivo consiste em determinar quais
unidades devem operar, e os respectivos niveis de geracdo de usinas
hidrelétricas em cascata, a cada hora, em um horizonte de um dia. Como
uma contribui¢do apresenta-se uma nova modelagem para a fungdo de
produgdo das unidades geradoras, com destaque para as perdas
mecanicas e elétricas presentes nos conjuntos turbina gerador. Para levar
em consideragdo as complexidades inerentes deste problema de maneira
condizente com as necessidades do caso brasileiro, o modelo da
alocagdo ¢ representado matematicamente como um problema de
programagdo ndo linear binario-misto. Com o objetivo de resolver este
problema eficientemente este trabalho faz uso de uma estratégia de
decomposi¢do baseada nos métodos da Relaxagdo Lagrangeana e do
Lagrangeano Aumentado. Diferentes analises em torno da modelagem e
da estratégia de solugdo propostas neste trabalho sdo realizadas
mediante o uso de um sistema composto por quatro usinas hidrelétricas
em cascata, cuja capacidade de poténcia instalada é de 4.170 MW.

Palavras-chave: Problema da Alocacdo de Unidades Hidrelétricas,
Func¢do de Producgao Hidrelétrica, Relaxacdo Lagrangeana, Lagrangeano
Aumentado.






ABSTRACT

This dissertation describes a new model for the Hydro Unit
Commitment and Loading (HUCL), whose objective is to determine the
optimal unit commitment and generation schedules for cascaded plants,
hourly, in a day-ahead operation. The main contribution is a new model
for the hydropower function included mechanical and electrical losses in
the turbine-generator. Furthermore it takes into account a set of
operational constraints and the generation target defined in the short-
term optimization model. This way, the HUCL problem is as a nonlinear
mixed 0-1 programming problem and solved with a strategy that
includes a two-phase approach. It uses the methodologies based on
Lagrangian Relaxation and Augmented Lagrangian. Application of the
approach is analyzed concerning the representation and the solution
strategy by solving a HUCL schedule for four cascaded plants with
4,170 MW of installed capacity.

Keywords: Hydro Unit Commitment and Loading Problem, Hydro
Production Function, Lagrangian Relaxation, Augmented Lagrangian.
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1 INTRODUCAO

O Brasil possui um moderno sistema de eletricidade com
tamanho e caracteristicas que permitem considera-lo tinico em ambito
mundial. Seu sistema de produg@o ¢ composto principalmente por usinas
térmicas e hidraulicas, cuja participagdo das hidrelétricas em 2011 ¢
predominante, com aproximadamente 67% da capacidade instalada
(ANEEL, 2011).

A operagdo de sistemas hidrotérmicos, tais como o Sistema
Interligado Nacional (SIN), possui muitas complexidades, dentre as
quais destacam-se a incorporacdo de incertezas das afluéncias a
modelagem, o grande porte do sistema e as ndo linearidades implicitas
do problema (SILVA, 2001). A fim de contornar essas complexidades o
planejamento da operacdo é dividido em etapas, no caso brasileiro o
Operador Nacional do Sistema Elétrico (ONS) realiza estudos que se
estendem do médio e curto prazos & Programagdo Diaria da Operagao
Eletroenergética. Essa cadeia é dividida em trés niveis coordenados
entre si:

@) Planejamento de médio prazo: (PEREIRA e PINTO,

1985; KLIGERMAN, 1992; SILVA e FINARDI, 2003;
MATOS et al., 2008). Nesta etapa, cujo horizonte ¢ de
cinco anos com detalhamento em base mensal,
determinam-se as geragdes térmica e hidraulica, os
valores esperados dos custos marginais de operagdo e o
custo esperado de operacdo do sistema durante o
horizonte de estudo. A principal ferramenta utilizada é o
modelo computacional NEWAVE (CEPEL, 2001), em
que calcula-se a fung@o de custo futuro que sera utilizada
como dado de entrada para os estudos de curto prazo;

(i1) Planejamento de curto prazo: (PEREIRA e PINTO,

1983; ARARIPE NETO et al., 1985, SHERKAT et al.,
1988; GONCALVES, 2007; DOS SANTOS et al., 2009).
Neste caso, em que o horizonte é de dois meses e
intervalos de tempos semanais, a principal ferramenta
utilizada € o modelo computacional DECOMP (CEPEL,
2003), o qual representa individualmente cada usina
hidrelétrica do sistema e algumas restrigdes elétricas e
hidraulicas especiais. Os niveis de gerag@o por usina e os
intercambios entre subsistemas sdo alguns dos resultados
obtidos nesse estudo;
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(iii) Programacdo Diaria da Operagdo Eletroenergética
(PEREIRA e PINTO, 1982; PEREIRA e PINTO, 1987;
YANG e CHEN, 1989; RUZIC et al., 1996a; RUZIC et
al., 1996b; FINARDI e SILVA, 2006; RODRIGUES,
2009). Tem como objetivo estabelecer os programas
diarios de geracdo hidraulica, térmica e intercAmbios
entre subsistemas para atendimento da carga demandada
para o dia seguinte, com horizonte de uma semana em
intervalos de trinta minutos, visando garantir a
otimizacdo energética dos recursos de geracdo e a
seguranga operacional do sistema.

A etapa (iif) ¢ composta por um problema complexo e desafiante
que ainda ndo esta consolidado como nas demais etapas, ou seja, ainda
nao tem-se um modelo computacional como no médio e curto prazos.
Nesse sentido, alguns trabalhos tem concentrado esforgos para definir
este modelo (BELLONI et al., 2003; FINARDI, 2003; RODRIGUES,
2009; TAKIGAWA, 2010), porém estes estudos ainda encontram-se em
processo de validagdo técnica-computacional. Portanto, atualmente, no
Brasil o ONS nao faz uso de um modelo de otimizacdo que forneca a
politica 6tima de geracdo para todas as unidades do sistema para o dia
seguinte.

Para determinar quais unidades devem estar operando nas
préximas vinte e quatro horas o ONS elabora alguns estudos baseados
em diretrizes energéticas fornecidas pelo modelo DECOMP, tais como
volumes meta ao final de uma semana, geragdo termelétrica e
intercambios entre subsistemas. Desses estudos entdo sdo concebidos os
programas diarios de produgdo, de intervengdes e de defluéncias (ONS,
2009). O primeiro, o qual € de interesse deste trabalho, caracteriza-se
por uma meta de geragio' para cada usina do SIN para cada meia hora
do dia seguinte a operagao de tempo real.

Como resultado, a distribui¢do da geracdo entre as maquinas de
uma usina hidrelétrica com caracteristicas especificas ¢ um problema de
decisdo local, ou seja, cada agente da geracdo deve definir como
programar a operagdo de cada maquina de sua usina. Essa abordagem ¢
definida neste trabalho como problema da Alocagdo de Unidades
Hidrelétricas. O objetivo neste problema ¢ determinar quais unidades
estarfo operando e seus respectivos niveis de geragdo, levando em conta
um conjunto de restricdes operativas e as metas de geragdo determinadas
na etapa (iii). Neste cendrio aperfeicoamentos na modelagem sdo

! Meta de poténcia gerada, dada em MW.



Capitulo 1 | Introdugdo 17

importantes, visto que estudos mostram ganhos significativos obtidos
através de uma alocagdo eficiente das wunidades geradoras
(ROBITAILLE e WELT, 1996; NILSSON e SJELVGREN, 1997,
ARCE et al, 2002). Visto que as unidades possuem caracteristicas
diferentes (diversos tipos de condutos, turbinas, geradores, etc.), um
desafio interessante neste problema ¢ representa-lo precisamente,
considerando essas peculiaridades; e, neste caso, a caracteristica mais
importante esta relacionada com a fung@o de producdo das unidades.

Conforme sera visto, o objetivo principal desta dissertacao
consiste em apresentar um avango de modelagem para a fungdo de
producdo das unidades hidrelétricas, bem como seu impacto na solugio
do problema. Essa representagdo mais detalhada do processo de
transformagao de energia ndo altera a decisdo do niimero de unidades
que estardo operando na usina, mas fornece resultados mais precisos,
como os niveis de geragdo e os volumes armazenados ao final do
horizonte. Esses valores sdo uteis para realimentar modelos com
horizontes de tempo mais longos. Além disso, tem-se disponivel
informacdes detalhadas da eficiéncia de cada etapa do processo de
geracdo. Assim, na proxima secdo serd feita uma revisdo bibliografica
com relacdo a modelagem do problema, com foco na representagdo das
unidades hidrelétricas, enquanto que as metodologias de solugdo serdo
apenas referenciadas mais adiante.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Com o objetivo representar com precisdo o processo de geracao
de energia elétrica varios trabalhos tém sido propostos com diferentes
modelagens e estratégias de solugcdo para o problema de alocagdo de
unidades hidrelétricas. Nesse sentido, nesta se¢do apresentam-se
algumas das diferentes modelagens empregadas neste problema.

Devido a grande quantidade de trabalhos disponiveis na literatura
essa revisdo ¢ concentrada em alguns artigos publicados nos ultimos dez
anos, aproximadamente.

Inicialmente tem-se o trabalho de Bastos (2004) em que busca-se
maximizar o rendimento de uma wusina hidrelétrica através da
distribuicdo de carga entre os grupos geradores, sujeito ao atendimento
da demanda e limites operativos. Para tanto, o rendimento global ¢ dado
pela razdo entre a poténcia de saida do gerador e a poténcia de entrada
da turbina, e ¢ aproximado para uma funcdo quadratica dependente da
potencia gerada. Neste trabalho ndo se considera a queda liquida
variavel, e utilizam-se medidas diretas de rendimento e poténcia ativa
em cada maquina como entradas para o problema.
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Pérez-Diaz et al (2010) resolvem o problema de alocagdo em uma
usina hidrelétrica inserida em um mercado desregulamentado, com o
objetivo de maximizar os lucros com a venda de energia. Assim como
nos trabalhos de Qiaozhu et a/ (2007) e Conejo et al (2002), a produgio
das unidades ¢ dada por um conjunto de fungdes lineares dependentes da
vazao turbinada. Porém neste Gltimo o problema ¢ resolvido para uma
cascata de usinas; portanto, a equagao de balanco hidrico ¢ incluida na
modelagem.

Por sua vez, Yi et al (2003) buscam maximizar o rendimento
global de um conjunto de usinas hidrelétricas em cascata, sujeito a
restrigdes de meta de geragdo e de vazdo turbinada, além das demais
restrigdes de seguranga, confiabilidade e operagdo. Em sua modelagem
considera-se uma func¢do de produgdo linear por partes, as regides
proibidas de operagdo e os requisitos de tempos minimos de parada e de
operagdo das unidades.

Ainda neste contexto, Siu et al (2001) descrevem um modelo
pratico de alocacdo de unidades hidrelétricas em tempo real, com o
objetivo de determinar a programacdo Otima de uma usina com
multiplas maquinas e configura¢des hidraulicas complexas. Neste caso,
busca-se minimizar uma fun¢do composta pelo valor da dgua turbinada,
pela reserva hidraulica e por custos de partida das unidades. A vazdo
turbinada em uma unidade é fungdo de sua poténcia gerada e da queda
bruta da usina. O resultado do problema ¢é a vazdo a ser turbinada para
uma dada geracdo da usina e condi¢des de operagdo hidraulica.

No trabalho apresentado por Breton et a/ (2004) utiliza-se como
funcdo objetivo o somatério das vazdes turbinadas em cada unidade,
onde a usina ¢ modelada como um reservatorio com varios canais e
redes, e as unidades sdo divididas em conjuntos. Neste caso, os autores
incluem a influéncia das perdas hidraulicas e variagdes da queda em sua
formulag@o, assim a fung@o de producdo depende da vazdo turbinada e
da queda liquida. Considera-se ainda as regides proibidas de operagéo.

Cataldao et al (2010) apresentam um trabalho aplicado ao
planejamento de curto-prazo de sistemas hidrelétricos. Em sua
modelagem a fung¢do de producdo ¢ ndo linear dependente da vazdo
turbinada e da queda liquida. Além disso, considera-se a variagdo da
queda da usina, as partidas e paradas das unidades, regides proibidas e
restricdes de rampa de vazdo. Em sua fung@o objetivo considera-se o
lucro obtido pela venda de energia e os custos de partida e parada
durante o horizonte de estudo, assim como o custo futuro da agua.
Adicionalmente representa-se o limite maximo de vazdo turbinada como
uma fun¢do da altura de queda.
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Por sua vez, Encina et al. (2008) descrevem um modelo de
despacho horario de unidades hidrelétricas com horizonte de um dia. Em
sua modelagem busca-se minimizar as perdas totais do sistema,
resultantes da elevacdo do nivel de canal de fuga, da variagdo do
rendimento do conjunto turbina-gerador e do atrito do fluxo da agua nas
tubulagoes do sistema hidraulico. Para tanto, determinam-se curvas de
perdas de desempenho para cada usina, em funcdo de sua poténcia
gerada e do nimero de unidades em operacéo. Por sua vez essas curvas
sdo utilizadas como fung@o objetivo do problema, sujeitas a restrigdes
operativas ¢ metas de energia diarias e de atendimento da demanda do
sistema. Nessa mesma linha Kadowaki ef al. (2009) adicionam custos de
partida e parada das unidades a modelagem. Neste trabalho resolve-se
uma versao relaxada do problema original em que as restrigdes
hidréulicas sdo ignoradas no modelo de otimizacdo e validadas através
de simulagdes.

Apesar desses dois trabalhos citados acima representarem a
funcdo de produgdo com certo grau de detalhamento (ndo linear
dependente da vazdo turbinada, da queda liquida e do rendimento do
grupo turbina-gerador) pressupde-se que todas as unidades de uma
hidrelétrica sdo idénticas e a carga da usina ¢ igualmente dividida entre
elas, desta maneira ndo tem-se como considerar caracteristicas
especificas de cada unidade em uma usina.

No trabalho de Finardi e Silva (2005) considera-se uma fungao de
producdo ndo linear dependente da queda liquida, do rendimento do
grupo turbina-gerador e da vazdo turbinada. Como resultando tem-se um
polindmio de sétima ordem dependente da vazdo turbinada. O objetivo
do problema ¢ maximizar a poténcia gerada nas unidades de uma usina
hidrelétrica, considerando-se a meta de vazdo turbinada na usina, as
regides proibidas, o requisitos de reserva girante, as perdas hidraulicas e
as restrigdes associadas aos limites operativos.

Nesta mesma linha, porém aplicado a sistemas hidrotérmicos,
Rodrigues et al (2008) apresentam a formulagdo e a estratégia de
solugdo para o problema de alocacdo de unidades em sistemas com
predominancia de geracdo hidraulica. Além das caracteristicas das
unidades hidrelétricas considera-se também restricdes para as
termelétricas e para o sistema de transmissdo, como tempos minimos de
permanéncia em e fora de operagdo, limites de rampa de geragdo e
intercambio entre subsistemas.

Por fim, Wang e Zhang (2011) incorporam em sua modelagem
rampas de vazdo devido aos requisitos de navegagdo, limites de vazdo
turbinada, regides operativas, tempos minimos de parada e de operagdo,
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assim como limite no nimero de partidas. A produ¢do das unidades ¢é
dada por uma fungéo néo linear da vazao turbinada e da altura de queda.

12 CONTRIBUICOES

Apesar das diferentes modelagens mencionadas anteriormente, na
maioria dos trabalhos de alocagdo das unidades hidrelétricas e
problemas similares, negligenciam-se (ou representam-se de maneira
simplificada) variagdes na altura de queda, perdas hidraulicas e,
especialmente, rendimento hidraulico e perdas mecanicas na turbina,
bem como as perdas elétricas e mecénicas no gerador. Uma modelagem
mais precisa desses parametros tem grande importancia no problema de
alocagdo, principalmente em sistemas com predomindncia de
hidrelétricas, como o brasileiro, em que cada incremento na eficiéncia
do processo de conversdo de energia € bem vindo.

Neste trabalho, inicialmente, propde-se um aperfeicoamento no
modelo matematico para a fungdo de producdo das unidades
hidrelétricas, o qual leva em consideracdo as perdas hidraulicas nos
condutos for¢ados e no tubo de suc¢do, fungdes ndo lineares para os
niveis de montante e de jusante, rendimento hidraulico e perdas
mecanicas na turbina, e perdas elétricas e mecanicas no gerador.
Consequentemente, cada maquina da wusina ¢ representada
separadamente e, diferente de dividir a meta da usina igualmente entre
as unidades, deve-se resolver um problema de otimizagdo para
determinar qual ¢ a melhor combinacdo de maquinas e seus respectivos
niveis de geragdo. Pois, como sera visto nos capitulos seguintes, pode-se
ter um ntimero de unidades diferentes para atender uma mesma demanda
e também maquinas podem ter caracteristicas diferentes, aumentando a
quantidade de combinagdes. Adicionalmente pode-se considerar custos
para a partida e/ou parada das unidades, o que pode alterar a decisdo
operativa da usina.

No entanto, ndo € de nosso conhecimento nenhuma modelagem
detalhada conforme essa proposta, de acordo com o que apresenta-se nas
revisdes nenhum dos trabalhos considera as perdas mecanicas na turbina
e elétricas e mecanicas no gerador de maneira varidvel com o ponto de
operacgdo. Assim, neste trabalho, mostra-se que algumas simplificagdes
nesses problemas afetam a vazdo turbinada das usinas e,
consequentemente, o volume armazenado. Visto que, nos modelos de
otimizagdo de longo e médio prazos utilizados no Brasil, os volumes dos
reservatorios sdo modelados como varidveis de estado torna-se
importante representar a funcdo de producdo hidrelétrica de forma
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detalhada, a fim de utilizar eficientemente os recursos de geracdo ao
longo do tempo.

Matematicamente o problema da alocagdo de unidades
hidrelétricas ¢ formulado para minimizar, para cada usina e estigio de
tempo, a vazdo turbinada necessaria para atender as metas de geragdo
definidas pelo ONS. Além disso, consideram-se, neste trabalho, as zonas
proibidas de operagdo, custos de partida e parada das unidades e limites
de vazdo turbinada como fungdo da altura de queda. Conforme sera
visto, o problema é ndo linear bindrio misto e, com o objetivo de
resolvé-lo eficientemente, propde-se uma estratégia de solugdo
composta de duas etapas baseadas nas metodologias de decomposicdo
da Relaxag¢@o Lagrangeana (RL) e do Lagrangeano Aumentado (LA).
Essa metodologias foram escolhidas pois tém gerado bons resultados em
trabalhos semelhantes (FINARDI, 2003; RODRIGUES et al., 2008;
TAKIGAWA, 2010) em que utiliza-se a estrutura especial do problema
para separa-lo em subproblemas menores e com caracteristicas
diferentes.

Inicialmente, na primeira etapa da estratégia utiliza-se a técnica
de Relaxacdo Lagrangeana, (cujos conceitos podem ser vistos em
Bazaraa e Shetty (1979), Bertsekas (1999) e Guignard (2003)) aplicada
em estudos de planejamento de sistemas hidrotérmicos para decompor o
problema (NGUNDAM et al., 2000; QIAOZHU ef al., 2002; FINARDI
et al., 2005; FENG e LIAO, 2010). Nesta etapa os subproblemas sdo
resolvidos e coordenados por um problema mestre. No caso do
problema da alocacdo, a fungdo dual ndo possui derivadas em todos os
pontos e necessita-se de um algoritmo de otimizacdo ndo diferenciavel
para resolvé-la; em particular, usou-se o método dos feixes
(LEMARECHAL et al., 1995; FELTENMARK e KIWIEL, 1998;
DAOYUAN et al, 1999; BACAUD er al, 2001; BELLONI e
SAGASTIZABAL, 2008). Como o problema de alocagdo de unidades
hidrelétricas ndo é convexo, este método permite obter um valor primal
de sua forma convexificada, e entdo usa-se essa solu¢do como ponto de
partida para a etapa seguinte.

Por sua vez, na segunda etapa é necessario encontrar uma solugao
viavel e propde-se aqui o uso do Lagrangeano Aumentado (YAN et al.,
1994; PELLEGRINO et al., 1996; AL-AGTASH ¢ RENJENG, 1998;
BELTRAN e HEREDIA, 2002; BELLONI et al., 2003; DINIZ et al.,
2007; MARTINEZ, 2007; RODRIGUES et al., 2008), o qual adiciona
um parametro de penalidade quadratica a funcdo dual da RL.
Adicionalmente, o termo quadratico torna a fungdo dual diferenciavel,
permitindo o uso de métodos classicos de otimizacdo. Em contrapartida
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essa nova funcdo dual ndo pode ser separada como na etapa anterior.
Assim, nesta etapa, aplicam-se heuristicas baseadas na metodologia do
LA para tornar o problema separavel. Neste trabalho utiliza-se o método
do Principio do Problema Auxiliar (COHEN, 1980; MINGZE et al.,
2009) e o método ndo linear de Gauss Seidel (BERTSEKAS, 1999;
BELTRAN e HEREDIA, 2002), o que possibilita encontrar a solugdo
primal viavel.

Embora essa estratégia de solugdo utilizada ndo seja nova,
apresenta-se, na se¢ao de resultados, como algumas simplificagdes na
modelagem podem ser usadas para melhorar o desempenho da estratégia
de solugdo global. Essa é outra contribui¢do do trabalho e pode motivar
a pratica em problemas similares em que usa-se a técnica de
decomposi¢do dual baseada na Relaxacdo Lagrangeana e/ou no
Lagrangeano Aumentado.

Portanto os resultados encontrados a partir desse modelo podem
ser usados para auxiliar um agente de geragdo a determinar a
programacgdo 6tima e niveis de gerag@o para as usinas hidrelétricas em
cascata, principalmente para sistemas em que sdo considerados
diferentes grupos de unidades e a func¢ao de producao depende da queda
liquida.

1.3 OBJETIVOS E ESTRUTURA DO TRABALHO

O objetivo geral deste trabalho consiste em contribuir para o
desenvolvimento da modelagem, bem como para resolu¢ao do problema
de alocagdo das unidades hidrelétricas. Nesse sentido, os objetivos
especificos a serem cumpridos sdo:

1. Aperfeicoar a modelagem da funcdo de producdo das
unidades. Nesta etapa propde-se incluir a representacio
das perdas mecanicas da turbina assim como as perdas
elétricas e mecanicas do gerador no processo de
transformacao de energia.

2. Implementar uma estratégia de solugdo eficiente para
resolver o problema. Visto que este trabalho resulta em
um modelo de otimizag@o ndo linear, binario e de grande
porte, necessitam-se de técnicas que tornem viavel a
resolugdo do problema.

3. Testar estratégias que podem tornar o desempenho do
algoritmo ainda mais eficiente. Conforme sera detalhado
no Capitulo de resultados, analisa-se algumas maneiras
de facilitar a convergéncia do algoritmo.
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Este trabalho estd organizado conforme descrito na sequencia. A
seguir, o Capitulo 2 mostra a modelagem e formula¢do do problema,
destacando-se inicialmente a representacdo matematica das unidades
geradoras, e apresentando-se, de forma estruturada, as equagdes
matematicas que regem o comportamento fisico de sistemas
hidrelétricos.

O Capitulo 3 ¢ dedicado aos procedimentos de solucdo do
problema formulado no capitulo anterior. A estratégia de solucdo ¢é
composta de duas etapas, baseadas na decomposi¢do do problema
original em subproblemas mais simples de serem resolvidos. A idéia
consiste em utilizar a estrutura do problema no sentido de criar
subproblemas que, resolvidos de forma coordenada, solucionam o
problema original ou fornecem uma solucdo aproximada para o mesmo.

Por fim, a modelagem e a estratégia de solugdo sdo testadas no
Capitulo 4, onde sdo apresentados os resultados e analises aplicados a
um sistema composto de quatro usinas hidrelétricas em cascata.
Finalizando o trabalho, no Capitulo 5 sfo descritas as principais
conclusdes e sugestdes para desenvolvimentos futuros.
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2  MODELAGEM E FORMULACAO DO PROBLEMA

2.1 INTRODUCAO

Este capitulo tem como objetivo descrever as principais
caracteristicas consideradas na modelagem proposta para o problema.
Nesse sentido, inicialmente ¢ feita uma representacdo matematica
detalhada da funcdo de produgdo das unidades geradoras. Para tanto, sdo
consideradas as perdas hidraulicas, mecanicas e elétricas presentes no
processo de producdo de energia. Adicionalmente, constroi-se o
problema de otimizaga@o de interesse deste trabalho.

2.2  MODELAGEM DE UNIDADES HIDRELETRICAS

A modelagem das unidades geradoras exige que se conhega o
funcionamento de seus principais componentes de forma detalhada, bem
como as relacdes matematicas que regem o seu comportamento. Assim,
para se obter uma representagdo matematica adequada descrevem-se,
nesta se¢do, as principais contribuicdes com relagdo a modelagem
proposta.

Inicialmente considere a Figura 2.1, onde pode ser visto uma
ilustragdo de uma usina hidrelétrica, assim como a amplia¢cdo de uma
unidade geradora.

Unidade Geradora

Reservatonio) ) I

-
Cunrjui’u= Casa de/Forga
Fongadois—

-

HECE

Canal de Restituicto)

Figura 2.1: Componentes basicos de uma usina hidrelétrica.

Situadas na casa de forga, as unidades geradoras sdo responsaveis
por converter a energia potencial da dgua em energia elétrica, sendo
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cada uma composta por uma turbina, um gerador e componentes

auxiliares.

Na Figura 2.2 apresenta-se uma diagrama esquematico, em que
observa-se as variaveis de poténcia utilizadas para representar cada
etapa do processo de producdo de energia em uma unidade de geracdo

hidrelétrica.

Figura 2.2: Diagrama esquematico de uma unidade geradora tipica, sem

representacio das perdas.

Acima, todos os valores sdo dados em MW e suas respectivas
modelagens sdo descritas abaixo.

phd

pst

peg

pg

poténcia hidraulica disponivel, estd associada a energia
potencial da 4gua armazenada no reservatério, com G~
sendo uma constante, ¢ a vazdo turbinada na unidade
(m’/s), e hb a queda bruta da usina (m):

phd =G -hb-q. 2.1
poténcia mecanica de saida da turbina:
pst=G-p-h-q, 2.2)

em que p ¢ o rendimento hidraulico da turbina e 4 ¢ a
queda liquida, isto é, parte da queda bruta disponivel para
a turbina.

poténcia mecanica de entrada do gerador, entregue pelo
eixo da turbina:

peg = pst— pmt, (2.3)
em que pmt representa as perdas mecénicas no eixo da

turbina.
poténcia de saida nos terminais do gerador:

pg = peg — pgg. 2.4)

% Essa constante depende do valor da aceleracdo da gravidade do local (g), da densidade da
dgua a temperatura ambientep( ,) e do sistema de unidades considerado. Neste trabalho,
considera-se g = 9,8361 m/s’, p, = 997 kg/m* ¢ MW como unidade de poténcia. Como
conseqiiéncia G = 9,8066-107 kg/(m?-s?).
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em que pgg representa as perdas elétricas e mecanicas no
gerador.

No problema de interesse tem-se como variaveis de controle a
vazao turbinada na unidade ¢, e a vazdo vertida no reservatdrio s. Por
sua vez, o volume armazenado v € uma variavel de estado, assim como a
poténcia de saida do gerador, pg. Além disso, a vazio turbinada em uma
usina ¢ dada pela varidvel Q. Na sequencia, as diversas equagdes
apresentadas em (2.1) - (2.4) sdo explicitadas como fungdo das variaveis
de controle e estado do problema.

2.2.1 Altura de Queda

A altura de queda bruta de uma usina, 4b, ¢ dada pela diferenca
entre seu nivel a montante, fcm, e seu nivel a jusante, fcj. O primeiro €
obtido com base no volume de dgua armazenada no reservatorio. Em
geral, nas usinas do sistema brasileiro, a fcm € representada por um
polindomio de quarta ordem (FINARDI, 2003). Para um volume v, em
hm’, o valor da cota de montante, em metros, ¢ dada pelo seguinte
polinémio:

fom=a,+a, -v+a, vV +a, v +a, vt 2.5)

Por sua vez, o nivel a jusante da usina ¢ a cota do rio ap6s o canal
de descarga ou restitui¢do. Neste trabalho considera-se que as turbinas
sdo do tipo de reagdo, que usa a energia cinética e pressdo da dgua para a
geracdo. Este tipo de turbina opera afogada e a alteracdo do nivel de
jusante afeta diretamente a altura de queda liquida da unidade. Assim,
para uma vazdo defluente total, em m3/s, isto é, a soma da vazdo
turbinada, Q, e vertida, s, da usina, a cota de jusante ¢ dada em metros
por:

fej=b,+b - (Q+5)+b,-(Q+5) +b, - (Q+5) +
+b,-(Q+s)".

Em algumas usinas do sistema brasileiro o vertedouro ¢
localizado distante do canal de fuga e ndo influencia no nivel a jusante.
Nestes casos, o nivel a jusante € dado por (2.6), desconsiderando-se a
variavel de vertimento da equagao.

Portanto, a altura de queda bruta da usina, #b, em metros, ¢ dada
por:

(2.6)

hb = fem — fcj. 2.7

Porém nem toda essa altura de queda esta disponivel para a
turbina, devido as perdas hidraulicas. Uma parcela dessas perdas ocorre
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por atrito da 4gua nos condutos forgados e pode ser modelada por uma
fungdo quadratica dependente da vazao, tal como:

hip=k,-q*. (2.8)

Acima, k, ¢ uma constante que depende das caracteristicas do
2 5 . . ~
conduto forgado (s”/m’). Existem situagdes em que tem-se um conduto
forcado em comum para todas unidades; assim, adiciona-se uma parcela
proporcional ao quadrado da vazdo turbinada na usina a Equagdo (2.8),
tendo a seguinte expressao:

hlp = kP ’ q2 +kp7usina ’ QZ' (29)

A letra k;, ,nq € uma constante que depende das caracteristicas do
conduto forgado comum para todas as unidades (s*/m’).

Adicionalmente existem as perdas associadas com a energia
hidraulica ndo aproveitada pela turbina (RIBAS, 2003) a qual ¢
dissipada na etapa em que a dgua ¢ conduzida através do tubo de succ¢do
até chegar ao canal de restituigdo. Essas perdas também podem ser
representadas por uma fungdo quadratica da vazdo turbinada na unidade.

his=k, . (2.10)

Acima k; (s*/m’) depende da area da se¢do de baixa pressio da
turbina e da aceleracdo da gravidade.

Com a queda bruta e as perdas hidraulicas pode-se escrever a
queda liquida para cada unidade geradora, isto é, a altura de queda
disponivel para geracdo, em metros. Essa equagdo ¢ detalhada abaixo.

h= fem— fcj — hip — hls. (2.11)
2.2.2 Rendimento Hidraulico da Turbina

Nem toda a energia hidraulica disponivel é aproveitada pela
turbina, pois apos se transformar em energia cinética parte dela é
dissipada nos condutos for¢ados e tubos de suc¢ao. Como apresentado
anteriormente, essa energia perdida ¢ computada como perdas
hidraulicas.

Além disso existe uma outra parcela importante de energia
perdida que depende do rendimento hidraulico da turbina, p, a qual
representa a eficacia com que € transferida a poténcia disponivel na agua
que flui através da turbina para o eixo do rotor (GULLIVER e ARNDT,
1991). Esse rendimento ¢ dado em fungdo de % e pst, sendo fornecido
pelo fabricante da turbina como um conjunto de valores (p, pst, #) que,
quando p=f(pst,h) ¢ graficamente esbogado possui um formato
semelhante a uma colina. Desta forma, em geral, a representacdo
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adequada para este conjunto de dados é uma fun¢do quadratica concava,
que sugere o seguinte modelo para representar matematicamente a
eficiéncia hidraulica da turbina:

p=c,+¢ q+c, h+c,-h-qg+c,-q° +cs-h’, (2.12)

em que cy,...,cs sdo constantes. Com o objetivo de estimar esses valores,
usa-se o conjunto de dados do fabricante da turbina (p, pst, &) e a
Equagdo (2.2) para calcular os valores de ¢ e, em sequencia, com o0 novo
conjunto (p, ¢, #) as constantes em (2.12) sdo determinadas por meio da
aplicacdo de técnicas de regressdo.

2.2.3 Perdas Mecanicas na Turbina

Adicionalmente modelam-se ainda algumas perdas que ocorrem
nos componentes que acoplam a turbina e o gerador. Essas s@o
representadas pelas perdas mecanicas na turbina, pmt, e estdo associadas
a poténcia consumida pelo atrito com os mancais guias e mancais de
escora, assim como as perdas na vedagdo do eixo da turbina (RIBAS,
2003). Devido a sua natureza, essas perdas apresentam um
comportamento crescente com a poténcia gerada na unidade. Para sua
modelagem sdo feitos testes de campo nas unidades, em que se obtém
um conjunto de pontos (pmt, pg) que podem ser aproximados pela
seguinte fungao:

pmt=g,+g pg+g, 1L, (2.13)
em que gy, g1, £ sdo constantes e pmt ¢ dado em MW,

2.2.4 Perdas Globais no Gerador

Existem também as perdas globais no gerador, em MW, que sdo
constituidas pelas perdas elétricas da maquina mais uma parcela das
perdas mecanicas nos mancais e selo de vedacao. Da mesma forma que
pmt, seus valores crescem a medida em que se aumenta a produgdo da
unidade. Os dados para sua representagdo sdo extraidos do ensaio de
eficiéncia do gerador. Neste caso, aproxima-se o conjunto de pontos
medidos, (pgg, pg), com uma fungdo exponencial.

pgg(pg)=f,-e'", (2.14)

em que fy e f; sdo constantes.
2.2.5 Funcao de Produc¢ao das Unidades

A funcdo de producdo das unidades ¢ determinada com base no
diagrama da Figura 2.2, em que pode-se facilmente notar que:

pg — pst+ pmt + pgg =0 . (2.15)
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Acima, pg ¢ a variavel de estado que representa a poténcia de
saida do gerador. Por sua vez, pst é uma funcdo que depende do
rendimento hidraulico da turbing, da quedaiduida h e da vazdo
turbinada na unidade ¢g. Por fim, pmt e pgg sdo fungdes que dependem
de pg.

Consequentemente, ¢ impossivel escrever a poténcia gerada, pg,
como uma unica fungdo, desta maneira o modelo para a fungdo de
producdo das unidades é formulado como uma restri¢do de igualdade
ndo linear. Por isso, além das variaveis v, O, s ¢ g, nesta abordagem ¢
necessario incluir também a variavel pg ao modelo de otimizagao,
conforme:

P8 —G-p(v,0,5,q)- h(v,0,5.9) -4+ pgg(pg) +

+pmt(pg)=0.

Portanto, a principal diferenca com relacdo a modelagem de
Finardi (2003) ¢ a inclus@o das perdas elétricas do gerador, assim como
as perdas mecanicas da turbina e do gerador na funcdo de produgio das
unidades. A Figura 2.3 apresenta a influéncia dessa consideragdo com

relacdo a funcdo de producdo das unidades, em que considera-se o
volume do reservatorio constante e sem vertimento.

(2.16)
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Figura 2.3: Poténcia em funcéo da vazio turbinada.

Note que a poténcia hidraulica disponivel, phd, ndo apresenta o
mesmo comportamento que as demais poténcias representadas, pois nela
nao sdo consideradas as perdas hidraulicas, o rendimento hidraulico da
turbina, bem como as perdas no eixo da turbina e demais perdas do
gerador.
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Adicionalmente, a diferenca entre a poténcia de saida da turbina e
do gerador aumenta conforme a vazao turbinada aumenta, pois para uma
vazao maior, maiores sdo as perdas pmt e pgg. Esses comportamentos
podem ser melhor evidenciados na Figura 2.4, em que tem-se uma
ampliacdo para as mesmas curvas.
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Figura 2.4: Ampliacio da Poténcia em fun¢io da vazio turbinada.
2.2.6  Restri¢does Operativas Adicionais

Além da Equagdo (2.16), é necessario ainda considerar as
caracteristicas operativas das unidades como as zonas proibidas de
geracdo, limites de saida do gerador e capacidade de turbinamento da
unidade, entre outras. Uma ilustracdo dessas caracteristicas ¢ dada na
Figura 2.5, em que pode-se observar o relacionamento entre as varidveis
p, pst, q € h para uma turbina do tipo Francis.

Os eixos horizontal e vertical estdo relacionados a queda liquida
disponivel para a turbina e a vazdo turbinada, respectivamente. As
curvas de nivel representam o rendimento hidraulico da turbina e as
linhas tracejadas fornecem a poténcia de saida do gerador.

Toda turbina ¢é projetada para operar com uma vazao e uma altura
de queda nominal, ou de projeto, em que seu rendimento hidraulico sera
maximo. Portanto, qualquer outro ponto de operagao diferente ao ponto
de projeto resulta em um rendimento inferior ao valor maximo. Note que
dependendo do ponto de operagdo da unidade, um aumento na vazao
turbinada pode significar uma redu¢@o ou um incremento no rendimento
hidraulico da turbina.
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Figura 2.5: Curva colina de uma turbina hidraulica. Fonte: Finardi (2003).

\

Na Figura 2.5 para valores de queda liquida inferiores a sua
queda nominal (41 m), a turbina é incapaz de fornecer energia para o
gerador operar em sua poténcia nominal (120 MW). Esse efeito deve ser
incluido no modelo através de limites na vazdo turbinada em funcdo da
queda liquida. Por outro lado, para valores maiores que 41 m, existe
uma poténcia limite imposta pela capacidade do gerador, pois a turbina
poderia alcangar niveis de poténcia além de 120 MW. Como
consequéncia, ¢ necessario incluir limites na poténcia de saida do
gerador.

Por fim, as zonas proibidas sdo um conceito tutil para descrever a
transi¢cdo dindmica e caracteristicas operacionais de unidades hidraulicas
precisamente. Nessas regides ocorrem fendmenos indesejaveis como
cavitagdo, fortes vibragdes mecanicas, oscilagdes de pressao no tubo de
suc¢do e oscilagdes no eixo. Deve-se evitar a operacdo nestas zonas,
visto que esses comportamentos podem comprometer o funcionamento
das turbinas. Ainda na Figura 2.5 ilustra-se a zona proibida de operagao,
composta pela faixa de 80 a 90 MW.

Os limites minimo e maximo de vazdo turbinada sdo extraidos do
conjunto de pontos da curva colina (p, ¢, #). Em seguida, o conjunto de
pontos obtidos (g™, ¢"", h) é aproximado para polindmios que limitam
os valores de vazao para cada unidade.
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q™ =d,+d,-h+d, -h*+d,-I’,

. 2.17
g™ =e,+e h+e, h’+e h. @17)

Por sua vez, os valores limites de poténcia do gerador sdo valores
constantes, e as regides proibidas sdo modeladas com o uso de variaveis
binarias, indicando em qual zona a unidade esta operando.

Na secfo seguinte apresenta-se matematicamente como essas
zonas operativas sdo consideradas no problema de alocacdo de unidades
hidrelétricas, bem como as demais restricdes necessarias para a
construgdo do problema de otimizagao.

2.3 FORMULACAO DO PROBLEMA

Nesta se¢do formula-se o problema de programacdo das unidades
geradoras como um problema de otimizac¢do de varios estagios, em que
considera-se a operagdo de usinas hidrelétricas em cascata. Para tanto,
utiliza-se a modelagem da fungdo de produgdo, assim como as demais
representagdes abordadas na sec¢do anterior.

No sistema elétrico brasileiro cada agente da geracdo deve
atender as metas definidas para sua usina, porém tem-se diversas
maneiras de gerar a mesma poténcia distribuindo de forma diferente a
agua entre as unidades. A melhor maneira de operar a usina seria
utilizando a menor quantidade de agua possivel, pois a dgua pode ser
vista como o combustivel para as hidrelétricas, portanto busca-se reduzir
o seu consumo. Para isso considera-se como fungdo objetivo o
somatorio das vazdes turbinadas em todos os reservatorios durante todo
o horizonte de estudo.

Assim, o modelo de otimizagdo proposto neste trabalho é dado

por:
T R Ty

min @ = Z Qrz +zcjr .[ujrz (l_ujr,l—l)+ujr,l—1 (l_ujrz )] ? (218)
t=1 r=1 Jj=1

sujeito a:

vrr - vr,tfl + cl Qrt + Srt - Z (Qm,t—rm, + Sm,tf'rml, ) = clyrt ’ (2 19)

meR)?
vt <y <v™s 20, (2.20)

/1y

2P =Ly, (2.21)

J=1
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Pg;n — st (v,,0,.9,.,5,)+ pmt, (pg,,)+

(2.22)
+pgg,;.(pg;.) =0,

24 =90 =0, (223)

J=1

q;]:;n (Vrt > Xt Srt 4 qut ) < qut < q;‘?’( (Vrt >t Srt > qut )’ (224)

@ @

D P 2y S Py S D P Z (2.25)

k=1 k=1

@, @,

Dz=u, Dz <1,z €{01} , u, €{0,1}. (2.26)

k=1 k=1

Em que:

T € o numero total de estagios da programagao, em horas;

t ¢ o indice associado aos estagios da programagdo, tal que ¢
=LT;

R ¢ o nimero total de reservatorios do sistema;

r ¢ o indice dos reservatorios do sistema, tal que » = 1,R;

0 ¢ a vazdo turbinada na r-ésima usina ao longo do estagio ¢
(m*/s);

Pyt ¢ o nimero disponivel de unidades para operagdo na usina r
e estagio

i ¢ o indice de unidades geradoras, tal que j = 1,1,

o) € o peso associado a cada partida e parada da unidade j do
reservatorio r (m’/s);

Uj ¢ a variavel bindria que indica se a unidade j do reservatorio
r esta ligada (igual a 1) ou desligada (igual a 0) durante o
estagio ¢

DGjrt ¢ a poténcia gerada na unidade j no reservatorio r durante o
estagio t (MW);

Ly, ¢ a meta de geragdo para a usina de reservatorio » e no
estagio t (MW);

psti(*) € a fungdo que representa a poténcia de saida da turbina da
unidade j no reservatorio » durante o estagio t (MW);

Vi ¢ 0 volume armazenado no r-ésimo reservatéorio no final do
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jrt

St
pmt;(°)
pggir(°)
1

R

Tm r

4" ()
gir ()
@,

k
pgjr[km in
7

Zjkrt

o 3
estagio ¢ (hm”);
¢ a vazdo turbinada na unidade j, que pertence a usina r,
durante o estagio ;

¢ a vazdo vertida no r-ésimo reservatdrio ao longo do
L . 3

estagio ¢ (m’/s);

¢ fung¢@o da perda mecanica na turbina da unidade j no

reservatorio r durante o estagio t em MW;

¢ fung¢lo da perda global no gerador da unidade ; no
reservatorio r durante o estagio r em MW.

. ~ 3

¢ a constante que transforma a vazdo (m’/s) em volume
3 . . .

(hm’), em um periodo de tempo igual a uma hora;

¢ o conjunto de reservatorios imediatamente a montante ao
r-ésimo reservatorio;

¢ o tempo de viagem da dgua entre os reservatorios m e r
(h);

¢ a vazdo incremental afluente ao r-ésimo reservatdrio ao
longo do estagio ¢ (m’/s);

¢ 0 volume minimo do r-ésimo reservatério (hm”);

¢ 0 volume maximo do r-ésimo reservatorio (hm’);

¢ a funcdo de vazdo turbinada minima da unidade j, do r-
€simo reservatorio e estagio ¢

¢ a funcdo de vazdo turbinada maxima da unidade j, do r-

;.

€simo reservatorio e estagio ¢;

¢ o numero total de zonas permitidas de operagdo da
unidade j do reservatoério r;

¢ o indice das zonas das unidades hidrelétricas, onde & =
lz(l)/r;

¢ a poténcia minima da unidade j, reservatdrio » e estagio ¢,
com a mesma operando na zona permitida k£ (MW);

¢ a poténcia maxima da unidade j, reservatorio r e estagio ¢,
com a mesma operando na zona permitida k£ (MW);

¢ a variavel binaria que indica se a unidade j do reservatdrio
r esta ligada (igual a 1) ou desligada (igual a 0), na zona £,
durante o estagio 7.

Em (2.18) a primeira parcela da fung¢do objetivo visa minimizar a
vazdo turbinada total necessaria para atender as metas de geragdo
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definidas pelo ONS. Adicionalmente, quando necessario, pode-se
minimizar o nimero de partidas e paradas das unidades. Esse é um
aspecto importante a fim de prevenir um maior desgaste mecanico das
unidades.

As restrigdes em (2.19) representam as equagoes de conservacao
da massa da agua, em que desprezam-se os efeitos da evaporagdo e da
infiltracdo. Esta equagdo faz com que a operacdo dos reservatorios seja
acoplada no tempo e no espago, isto ¢, tem-se variaveis de distintos
estagios de tempo e reservatorios em uma mesma restrigao.

Os limites de volume armazenado e vazdo vertida sdo descritos
por (2.20). Note que ndo é definido nenhum limite maximo para a vazao
vertida, pois os vertedouros sdo projetados para suportar a vazdo
afluente decamilenar, isto ¢, a maior vazdo que ocorreria,
estatisticamente, a cada 10 mil anos.

O conjunto de restricdes em (2.21) representam o requisito de
geracdo do sistema. Essa equagdo serve para coordenar o modelo com as
decisdes resultantes da Programacdo Diaria da  Operagdo
Eletroenergética. Considera-se ainda que estas metas sejam
estabelecidas considerando a reserva operativa de cada usina e as
restricdes do sistema de transmissdo; portanto, neste trabalho ndo é
necessario modelar matematicamente os efeitos da reserva e das linhas
de transmissao.

Cada restrigdo em (2.22) refere-se ao modelo da funcdo de
produgdo das unidades, apresentado e deduzido na segio anterior.

Por sua vez, (2.23) representa o balango de vazdo turbinada em
cada reservatério e (2.24) expressa os limites de turbinamento das
unidades, em que os limites de vazao sao dados pela Equagéo (2.17).

As restrigdes (2.25) estdo relacionadas com os limites de poténcia
gerada para cada zona permitida de geragdo. Em algumas usinas existe
mais de uma regido permitida, sendo assim torna-se necessario o uso de
variaveis bindrias para indicar em qual regido a unidade estara operando.

Finalmente, (2.26) representam as restri¢des de integralidade do
problema.

Tendo em vista que o problema apresentado ¢ ndo linear, binario
misto e de grande porte, necessita-se de métodos eficientes e robustos
para sua resolucdo. Nesse sentido propde-se uso de técnicas de
programagdo matematica que decompdem o problema original em uma
série de subproblemas mais simples de serem solucionados, como sera
visto no proximo capitulo.



Capitulo 2 | Modelagem e Formulagdo do Problema 37

2.4 CONCLUSOES

Neste capitulo apresenta-se a modelagem matematica proposta
para a programacao das unidades hidrelétricas.

Conforme visto, a fun¢do de producdo das unidades ¢ detalhada
considerando-se as perdas hidraulicas, elétricas e mecéanicas presentes
durante o processo de producdo de energia. Uma parcela importante da
funcdo de producdo é a fungdo de rendimento da turbina. Esta é
representada pela curva-colina, em que ilustra-se a interdependéncia
entre a queda liquida, a vazédo turbinada e o rendimento hidraulico da
turbina. Adicionalmente, consideram-se as zonas proibidas de operagéo
e os limites operativos das unidades, tendo-se portanto uma
representagdo detalhada e de forma condizente com a realidade. Com
relacdo ao numero de partidas e paradas, incorpora-se, na fungdo
objetivo, uma parcela que penaliza a transi¢cdo de cada unidade, desta
forma pode-se reduzir o desgaste mecénico das unidades.

Além disso, consideram-se as restricdes geralmente presentes na
modelagem de sistemas hidrelétricos, como a equagdo de conservagdo
da massa da agua e demais restricdes operativas.

Como consequéncia das consideragdes apresentadas, a
modelagem resulta em um problema de programacdo matematica de
natureza combinatéria, ndo linear e de grande porte. Isso torna o
problema mais dificil de ser resolvido, pois as variaveis bindrias e a
restricdo de igualdade ndo linear por si s6 implicam que o problema seja
ndo convexo. Por sua vez, as ndo linearidades sdo intrinsecas do
problema, visto que o comportamento do sistema em estudo, em geral,
nao ¢ linear e deve ser adequadamente detalhado. Por fim, o nimero de
estagios e unidades geradoras do sistema torna o problema de grande
porte.

Assim, para resolver tal problema necessitam-se técnicas
eficientes e robustas de programacdo matematica, a fim de separar o
problema em subproblema menores e com caracteristicas diferentes,
tornando sua resolugdo menos onerosa computacionalmente.
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3 ESTRATEGIA DE SOLUCAO

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo descreve-se a estratégia de solugdo adotada para
resolver o problema de alocacdo das unidades hidrelétricas. Esta foi
escolhida com o objetivo de fornecer resultados praticos e precisos,
conseqiientemente, a solugcdo pode ser usada por um operador como
auxilio para a alocagdo da geragdo”.

Devido as complexidades envolvidas no problema, a estratégia de
soluc@o é composta de técnicas matematicas sofisticadas. Nesse sentido,
serdo apresentadas as metodologias utilizadas na resolugdo do problema,
assim como os algoritmos aplicados em cada fase.

3.2  METODOLOGIAS DE SOLUCAO

Para obter-se uma solugdo vidvel para o problema sdo executadas
duas etapas, a Relaxagio Lagrangeana ¢ a Recuperacdo Primal. Na
primeira utiliza-se a técnica da duplicacdo de varidveis para dividir o
problema em subproblemas menores e mais faceis de serem resolvidos.
Por sua vez, na segunda etapa usa-se a metodologia do Lagrangeano
Aumentado, que se baseia em algumas heuristicas para tornar o
problema separavel.

Nesta se¢do descreve-se inicialmente a etapa da RL e apresentam-
se os subproblemas resultantes da decomposi¢do. Posteriormente
apresenta-se a RP, que tem como ponto de partida a solu¢do encontrada
na primeira etapa.

3.2.1 Etapa I: Relaxacido Lagrangeana

A Relaxagdo Lagrangeana ¢ aplicada a problemas que possuem
estrutura especial e que sejam aptos a decomposicdo. Sua utilizagdo
prové um limite para o valor 6timo do problema, e suas solugdes,
geralmente invidveis para o problema original, podem fornecer bons
pontos de partida para heuristicas especializadas (GUIGNARD, 2003).

Na metodologia da RL utilizam-se conceitos ligados a teoria de
dualidade para tratar um conjunto de restricdes do problema de maneira

? Isto pode ser visto como uma realocagio das unidades hidrelétricas, pois pode ser executada a
cada hora do dia. Em vez de operar com base no estado da unidade e no nivel de geragdo
determinados através da Programagao Diaria da Operagdo, tem-se uma nova alocagdo a cada
alterag@o das condi¢des de operagdo do sistema. Por exemplo, uma nova programagao seria
necessaria quando alguma unidade que estava operando na hora anterior ficasse indisponivel na
hora atual.
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especial. Nesse contexto, as restricdes, geralmente as que acoplam o
problema, sdo transferidas para a funcdo objetivo e ponderadas por
variaveis, denominadas multiplicadores de Lagrange.

Neste trabalho utiliza-se a técnica de duplicac@o das variaveis, em
que um novo conjunto de restrigdes "copias" € introduzido no problema
original. Essa estratégia consiste em duplicar variaveis especificas do
problema, conhecida na literatura (DINIZ et al., 2007) como Relaxacao
Lagrangeana com Duplicagdo de Variaveis (RLDV). Esta possui muitas
vantagens sobre a Relaxagdo Lagrangeana classica, como por exemplo,
permite que um conjunto de restricdes do problema original faga parte
de cada subproblema, evitando ter que escolher um conjunto, ou mais,
de restrigdes para relaxar. Adicionalmente, resultados tedricos
(VISWESWARAN, 2009) indicam que os limites da RLDV sdo mais
proximos do ponto 6timo do que os da RL classica.

A ideia basica da decomposigdo proposta € separar as restricdes
de acoplamento espacial e temporal (2.21) das restricdes nao lineares
com variaveis binarias. Assim, o problema primal pode ser reduzido a
subproblemas relativamente simples, que podem ser resolvidos por
métodos de solugdo especificos. Abaixo é apresentada a aplicagdo da RL
ao problema, iniciando-se pela criagcdo de variaveis artificiais com base
nas particularidades do sistema.*

T R 1y
mln@zzz QN‘I'ZIGJ-,,'[uj,[(l_uj,«,l—l)—"_ujr,z—l(l_ujrz)] > (31)
=

t=1 r=1

sujeito a: (2.19) - (2.26) e

Qar[ = Qrt >
Sart = srt s (32)
va,K =v

Substituindo as variaveis artificiais na fun¢fo objetivo, nas
restrigdes de balango hidrico e nos limites hidraulicos tém-se o seguinte
problema:

* Além da decomposigdo aplicada neste trabalho, existem ainda outras maneiras para decompor
o problema original com base na RL. Algumas dessas formas alternativas s3o descritas no
Apéndice.
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T R n,
min ® = Z Z{Qart +Z G_jr : [ujrt (1 - ujr,tfl) + ujr,tfl (1 - ujrt )]}a (3 3)
J=1 :

t=1 r=1
sujeito a:

vart - var,tfl + Cl {Qaﬂ + Sart - Z (Qam,t—r,m. + Sam.tfrm, )} = Clyrt 2

meR)? (3 4)
Vi <va, <v™ . sa, >0, 3.5
> rg, =L, (3.6)
j=1
pgjrt - pS[jrt (vrr ’ er ’ qut 4 Srt) + pmtjrt (pgjrt) (3 7)
+pgg ;. (Pg;) =0, ’
Zq,ﬂ -0, (3:8)
q;:;“ (v»z > Xt Srl s qut) quz - q;ljlx (Vrz >t Srz 2 qul )’ (3 9)
D,
Z Pt 2y < P&y <D Py Z (3.10)
k=1
D,
szkrt = jrt > szkrt - 4 jk)l {0 1} > ujrl E{O’l} (311)
k=1
Qart = er ’ (3 : 12)
sa,=s,, (3.13)
va, =v,. (3.14)

Note que a duplicagdo das varidveis faz com que o problema
original possa ser desacoplado em dois conjuntos, € somente as
restricdes (3.12) a (3.14) acoplam o novo problema. Assim,
desconsiderando essas restrigdes, o primeiro subproblema depende
somente das variaveis va,;, Qa,; € sa,; incluindo assim as restrigoes (3.4)
e (3.5), além da primeira parcela da fungo objetivo (3.3). Por sua vez, o
segundo grupo depende das variaveis Vi, O, Swts Gjrts DGjrts Uirt € Zijkre
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sendo constituido pelas restricdes (3.6) a (3.11) e pela parcela do custo
de partidas e paradas da fungio objetivo.

Portanto, como visto, se ndo existissem os conjuntos de restri¢des
(3.12) a (3.14), o problema de otimizagdo poderia ser resolvido através
da resolucdo de outros subproblemas menores. Assim, relaxam-se essas
restri¢des, tendo-se a seguinte fun¢do dual:

_manZ{Qan+ZG/r u/rt(l u/rt ])+uj)t I(1 u/rt)]

t=1 r=1

-Aq, (Qa,—-0,)—As, -(sa, —s,,) (3.15)

kvrt ' (van‘ - vrt) }’

sujeito a: (3.4) - (3.11),
em que Ag,, A, € Av,, sdo os multiplicadores de Lagrange associados as
restricdes (3.12) a (3.14). Com isso resolvendo-se o problema dual
pode-se obter uma solugdo cujo valor é sempre um limite inferior a
solugdo 6tima do problema primal. Para tanto a fungdo (3.15) ¢ avaliada
por meio de dois conjuntos de subproblemas.

T R
O =min) > [(1-Aq,)-Oa, - As,, - sa, — v, -va,], (3.16)
t=1 r=1

sujeito a:

vart 1 =1 + Cl |:Qa + Sart - z (Qam,tfrm, + sam,tft,m. ):| = Clyrt’ (3 17)

meRY

v <va <v™ sa, >0. (3.18)

rt T rt T

T R 1y
RL-SP :
D =min Z{z o, [u,A-u,, )+tu,, (1-u,)]
=1 r=1 | j=1

(3.19)
+ [}\’qrr : Qrt + ksrt : Srt + 7\4\/” ’ vrt] }’

sujeito a:

218 =Ly, (3.20)
j=l
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pgjn - pStjrz (vr[ 5 Qr; 5 qut 5 S”) + pmz‘/’n (pgjrt)

(3.21)
+pgg,.(rg,;,) =0,
qu -0, =0, (3.22)
q;]:;“ (Vrt’ rt’Srt’qut) S qut an;?X (Vrt, rtﬂsrmqjm)ﬂ (323)
Zpg;‘:: 2y S Dg, S Zpg;’z?f (3.24)
D,
;ijrz = zzjk)l - H jkrz {0 1} > (325)

u, € {0,1}.

O Subproblema (3.16) a (3.18) representa um conjunto de
problemas de Programacdo Linear (PL), em que cada PL representa uma
cascata individualmente. Por outro lado, os Subproblemas (3.19) a
(3.25) podem ser resolvidos através de R problemas ndo lineares
binario-misto, cada um com variaveis e restricdes relacionadas com a
usina r. Para resolvé-lo implementou-se um algoritmo especifico de
Programacdo Dindmica, que explora as caracteristicas do conjunto
viavel para diminuir o espago de estado associado com as varidveis
binarias, ou seja, a meta de geracdo da usina reduz significativamente o
numero de combinagdes possiveis a cada estagio de tempo. Desta forma,
pode-se utilizar uma recursdo backward para resolver o problema
resultante.

O problema de otimizagdo ¢ entdo dividido em dois niveis de
resolugdo. O primeiro nivel é constituido pela solu¢do dos subproblemas
locais, oS e RSP por sua vez, o segundo nivel consiste na
resolugdo do problema mestre, responsavel pela coordenagdo dos
subproblemas locais, em que atualizam-se os multiplicadores de
Lagrange. Neste caso o objetivo € encontrar o valor maximo da fungéo
(3.15) e, como somente foram dualizadas restrigdes de igualdade, o
segundo nivel corresponde & solugdo de um problema de otimizagdo
irrestrito com relagdo aos multiplicadores de Lagrange. A Figura 3.1
ilustra a relacdo entre os niveis de resolugdo, onde X representa as
variaveis primais e A sdo os multiplicadores de Lagrange.
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Subproblemas locais

Subproblema
Hidraulico

Problema
mestre

Subproblema
de
Programacéao

Figura 3.1: Niveis de Resolucio.

Os subproblemas locais sdo resolvidos por pacotes de PL e de
Programacdo Nao Linear (PNL). Por sua vez, para o problema mestre,
que em geral é ndo diferenciavel, implementou-se o método dos Feixes
(LEMARECHAL et al., 1995) com o objetivo de encontrar o valor
otimo da fungdo dual de maneira eficiente.

A principal vantagem do método dos feixes em relagdo aos outros
métodos de otimizagdo ndo diferenciavel é a existéncia de um critério de
parada ndo associado diretamente ao subgradiente’ da funcdo dual e a
estabilidade do processo iterativo (BONNANS et al., 2003).

A resolugdo do problema na RL é composta de varias etapas.
Inicialmente resolvem-se os subproblemas locais, cujos resultados sao
utilizados para montar o problema mestre. Este, no caso dos feixes, ¢ um
problema de otimizagdo quadratica, utilizado para encontrar uma
aproximagdo para o modelo da fungio dual, ®"", e atualizar os
multiplicadores de Lagrange. Com esse resultado deve-se verificar se a
iteracdo ¢ de subida ou um passo nulo. Para cada condigdo determinam-
se 0s ajustes necessarios e inicia-se novamente 0 processo iterativo.
Abaixo apresenta-se os passos do algoritmo utilizado na etapa da RL.

Jmnax max,

1) Inicializar os seguintes pardmetros: £, m, i"*, 1, ¢”, ¢"" e "
(i=0)

2) Resolver subproblemas locais com A =1’. Como resultado tem-
se: OFE (7\‘2) — ORLSH | RSP e sgo;

3) Resolver problema mestre®:

> O subgradiente é uma generalizagdo do conceito de gradiente, que fornece informagdo de
melhoria da fungdo dual. Neste caso, seu vetor ¢ obtido diretamente pela diferenca entre as
variaveis dualizadas, (xa - x).

® Na primeira iteragdo tem-se A= kf' e (ID(X”) = (I)(Xi') .
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max @—c—i‘k—fu"’lr 3.26
ax| © -~ (3.26)

sujeito a:

-0 A <sg" (A=A, n=1,..,1 (3.27)

Como resultado tem-se ® =@, 1. =4 .
4) Resolver subproblemas locais com A =A.. Como resultado tem-
se: @ (\)) e sg';

5) Calcular medida de progresso e uma interpolagdo quadratica para
o parametro de penalidade, ¢ (KIWIEL, 1990):

81’ — ®i _ (DRL (im)’ (3.28)

f - O (M) - D™ (M)
Cim=2'c g 1- i—1 RL (R i-1 '
O —d® (M

(3.29)

6) Verificar passo:

se OFF (L) > @M (M) +A-§ fazer:
A=

O (L) = 0" (),

' (3.30)
i i ! min
¢ =max| ¢, ,—,c R
10
se nao:
}:i =7’Li—l’
DM (M) =M (AT, (3.31)

. o .
cl=m1n<c' 10-¢' ,cmax).

int >

7) Verificar convergéncia: se & <&® ou i = " parar. Caso
contrario, fazer i=i+1 e ir para o passo 3.

Em que:
et ¢ a tolerancia para convergéncia do problema da etapa RL;
A € uma constate positiva que pertence ao intervalo ]0,1[;

max

i € o0 numero maximo de iteragdes na etapa da RL;
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i ¢ o indice associado ao numero de iteragdes do problema,
onde ¢ = 1,i"";
A ¢ o multiplicador de Lagrange associado a solucdo

candidata a subida, da i-ésima iteragdo;

A ¢ o multiplicador de Lagrange associado a ultima solucdo
de subida, ou centro de estabilidade do problema mestre, da
i-ésima iteragao;

c ¢ o pardmetro de penalidade quadratica do problema
mestre, da i-ésima iteragio;

™" ¢ o limite minimo para parimetro de penalidade quadratica

do problema mestre;

" € o limite maximo para pardmetro de penalidade quadratica
do problema mestre;
c ¢ o valor do parimetro ¢ obtido por interpolagdo

quadrética, da i-ésima iteragao;
o" ¢ ovalorda fungdo dual da RL;

sg' ¢ o vetor de subgradientes na iteragao i;

® ¢ o valor da aproximagao da fungdo dual;

n ¢ o indice associado aos feixes, onde n = 1,i;

8 ¢ a medida de avango ou progresso do algoritmo para i-

ésima iteracdo.

Apoés a aplicagdo deste algoritmo tem-se uma solugdo primal,
geralmente inviavel para o problema, sendo que desta forma precisa-se
executar a proxima etapa para encontrar uma solug¢do primal vidvel,
conforme descrito a seguir.

3.2.2 EtapaII: Recuperacio Primal

Devido a ndo convexidade do problema de alocagdo das unidades
hidrelétricas, resolver seu problema dual através da RL pode ser visto
somente como uma primeira etapa da estratégia. Conseqiientemente essa
¢ seguida por uma segunda etapa, cujo objetivo ¢ determinar uma
solugcdo de compromisso entre a minimizagdo da fun¢do objetivo e o
atendimento das restri¢Ges artificiais relaxadas.

O método proposto ¢ baseado no Lagrangeano Aumentado, em
que adiciona-se um parametro quadratico de estabilidade na fung¢do dual
da RL. A principal vantagem do uso desta técnica ¢ evitar os efeitos
oscilatorios das variaveis dos subproblemas primais entre iteragdes.
Adicionalmente, o termo quadratico torna a fungdo dual diferenciavel,
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permitindo o uso de métodos classicos de otimizagdo. Portanto,
aplicando o LA, tem-se a seguinte fung@o dual para ser maximizada:

T R n,
q)RP = mlnz Z{Qaﬂ +Z Gjr : [ujrt (1 _ujr,tfl ) + ujr,tfl (1 - ujrt )]
Jj=1

t=1 r=l1

- }\’qrt : (Qart - Qrt) - ksrt : (Sart - Srt

1 5 (3.32)
- 7\4\/” ’ (vart - vrt) + 2_ : (Qart - Qrt)
U

+ L : (Sart - Srt )2 + L ’ (vart - vrt )2 b4
2u 2u
sujeito a: (3.4) - (3.11).

Em (3.32) a variavel p>0 representa um parametro de penalidade
quadratica.

No entanto, com essa nova funcdo dual, (3.32), torna-se
impossivel utilizar-se da estrutura do problema para decompd-lo em
subproblemas. Para contornar essa complicagdo utiliza-se um método de
linearizacdo parcial, conhecido como Principio do Problema Auxiliar -
PPA (COHEN, 1980). Assim para ter-se os mesmo subproblemas
obtidos na RL, aproxima-se cada termo quadratico de (3.32) da seguinte
forma:

(va—v)’ z(va—kvi)2+(v—kv’)2,
(Qa—0) ~(Qa—kQ') +(0—k0Q')
(sa—s)’ z(sa—ks")2 +(s—kSi)2,

2
s

(3.33)

em que i ¢ o contador de iteragdes e as varidveis k', kQ' e ks' sdo
chamadas de centro de gravidade, sendo obtidas a partir dos valores das
variaveis primais da iteragdo anterior conforme:

i-1

V™ 4 va

o= T
2
i—1 i—1
kO = 0 +2 Qa ’ (3.34)
ks’ = s+ sa™ ‘

2
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Usando essa aproximagao os subproblemas locais na etapa da RP
sdo dados por:

T R
t=

DRPSH — minz Z{ (1-Xrq,)-QOa,—As, -sa, —hv, -va,

1 r=1

(3.35)
1
+£ [(Qa,, - kQ,t)2 +(sa,, — ksr,)2 +(va,, - kv,t)z] },
sujeito a: (3.17) - (3.18).
r R (o
PRSP = minz Z {Z o, fu, (—u,, ) +u,, (1-u,)]
=1 r=1 | j=I
1
+ qut : Qrt + )\'Srl : Sl‘t + }\'vrt : vrt + 2_ : [(Qrt - kQI‘I )2 (336)
u

+ (Srt - ksrt )2 + (vrt - kvrt )2] }’
sujeito a: (3.20) - (3.25).

Da mesma maneira que na etapa da RL tem-se dois niveis de
solu¢do para o problema, Figura 3.1. Porém agora os subproblemas
possuem fungdes objetivos quadraticas e sdo resolvido por pacotes de
Programacdo Quadratica (PQ) e de PNL. Por sua vez, para resolver o
problema mestre utilizou-se o método do gradiente.

O processo iterativo do LA inexato pode ser resumido da seguinte
maneira. Com o objetivo de resolver o problema dual deve-se
decrementar p a cada iteragdo para forgar a viabilidade primal. Ao
mesmo tempo, maximiza-se a fungdo dual e usa-se o método do
gradiente para atualizar os multiplicadores de Lagrange, para mais
detalhes ver Bertsekas (1999) e suas referéncias. Abaixo ¢ apresentado o
algoritmo utilizado na etapa da RP.

Jnax

1) Inicializar variaveis: €, ", A', u' e x', em que A' e x' sdo as
variaveis primais e duais resultados da ultima iteragdo da etapa RL.
(=1
2) Atualizar centro de gravidade com as variaveis primais da iteragao
anterior.

x4 xa!
2

k' (3.37)
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3) Resolver subproblemas locais. Como resultado tem-se: ®"F(A)=
QRP-SH pRP-SP e o

>

4) Atualizar Multiplicadores de Lagrange e atualizar parametro de
penalidade:

A =7»i+a~l—, . (3.38)
£,
i lim
. uosepn>
o :{Bl W se >y (339)
B, W sep<p
Como resultado tem-se @' =@, A, =L
5) Verificar convergéncia, se "g""2 <e® ou i = i"" parar. Caso

contrario, fazer i = i+1 ¢ ir para o passo 2.

Em que:

RP . A N

& ¢ a tolerancia para convergéncia do problema da etapa RP;

"™ & o namero maximo de iteragdes na etapa da RL;

i ¢ o indice associado ao numero de iteragdes do problema,
onde = 1,/"*;

A ¢ o multiplicador de Lagrange da i-ésima iteracao;

w ¢ o parametro de penalidade quadratica do problema da i-
ésima iteragao;

x' ¢ o vetor de variaveis primais do problema da i-ésima
iteragdo;

xa' ¢ o vetor de variaveis artificiais do problema da i-ésima
iteragdo;

kx' € o vetor com os valores do centro de gravidade da
varidveis primais do problema, da i-ésima iteracao;

RP - ~

¢ o valor da fungdo dual da RP;

g ¢ o vetor de gradientes na iteragdo i;

o ¢ o tamanho do passo do método do gradiente;

B, sd0 as constantes de atualizacdio do pardmetro de
’ penalidade;

p'™ € uma constante que define o limite para se mudar a
atualizacdo do parametro de penalidade.
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Por fim, aplicando essa segunda etapa da estratégia obtém-se uma
solugdo para o problema de alocagédo das unidades hidrelétricas.

3.3 ESTRATEGIA DE SOLUCAO

Na secdo anterior descreveu-se cada uma das metodologias que
compdem a estratégia de solucdo. Por sua vez nesta secdo serdo
apresentadas alguns comentarios gerais e um diagrama do
relacionamento entre as etapas da RL e da RP.

Inicialmente tem-se a etapa da RL, em que a cada iteragdo
resolve-se um problema de PL, R problemas de PNL inteiro misto e um
problema de PQ. Essa etapa é executada até a convergéncia ser
alcangada. Assim parte-se para a proxima etapa, em que tanto as
variaveis primais quanto duais da RL sdo usadas como ponto de partida.
Nesta etapa, a cada iteragdo, resolve-se um problema de PQ e R
problemas de PNL inteiro misto. Abaixo apresenta-se de forma
resumida o fluxograma da estratégia de solugao.

Problema mestre
Método dos Feixes |A

(Otimizagdo ndo
diferenciavel)

Subproblemas locais
SH SP
(PL) (PNL)

Sim

Etapa RL

X, A

Subproblemas locais
SH SP
(PQ) (PNL)

Problema mestre
Método do
Gradiente

Etapa RP

Figura 3.2: Fluxograma da estratégia de solucio.
Esse algoritmo serd aplicado em um sistema teste, conforme sera
visto no proximo capitulo, em que serdo analisados os resultados obtidos
aplicando-se a estratégia de solu¢ao descrita.
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3.4 CONCLUSOES

Conforme apresentado no capitulo anterior, o problema de
alocacdo das unidades hidrelétricas possui caracteristicas desafiadoras
para sua solucdo. Nesse sentido necessita-se de técnicas eficientes e
robustas de programacgdo matematica para resolvé-lo. Esse métodos de
resolucdo foram o foco principal deste capitulo, em que apresentam-se
os detalhes de cada etapa da estratégia de solugao.

Inicialmente descreve-se a aplicagdo da Decomposigido
Lagrangeana ao problema. Esta permite que o problema original seja
dividido em subproblemas menores e com caracteristicas distintas.
Adicionalmente, para resolver o problema dual aplica-se 0 método dos
feixes, muito utilizado em problemas de otimiza¢do ndo diferencidvel.
Porém somente com essa etapa ndo tem-se garantia da viabilidade da
solugdo, sendo necessaria outra etapa para o processo.

Na segunda etapa, ou recuperagdo primal, utiliza-se a
metodologia do Lagrangeano Aumentado Inexato, em que os
subproblemas permanecem com as mesmas estruturas da etapa anterior.
Neste caso, usa-se o método do gradiente para atualizar os
multiplicadores de Lagrange, visto que este problema possui derivada
em todos os pontos.

Por fim, apresenta-se um fluxograma resumido da estratégia de
solucdo. A eficiéncia dessa estratégia ¢ avaliada no proximo capitulo,
aplicando-se os algoritmos em um sistema hidrelétrico teste.
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4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

4.1 INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo consiste em descrever os principais
resultados computacionais obtidos com o modelo proposto. Serdo
analisados, em particular, a qualidade da solugdo e¢ o desempenho
computacional da estratégia de solugdo.

Inicialmente apresenta-se a descricdo do sistema utilizado como
base para os testes e dos dados essenciais para sua representacao.
Posteriormente sdo apresentados os principais resultados e o
desempenho do algoritmo nas etapas da RL e da RP, assim como
diversas analises de sensibilidade. O capitulo ¢ finalizado com algumas
consideragdes para acelerar o processo de convergéncia do algoritmo.

4.2  DESCRICAO DOS DADOS

O sistema hidraulico utilizado como base neste trabalho possui
quatro usinas hidrelétricas, dispostas na mesma cascata, com uma
capacidade instalada de 4.170 MW, conforme apresentado.

Hs
1 1 140 MW 1.450 MW

Figura 4.1: Diagrama esquematico do sistema hidrelétrico.

Na figura acima os niimeros entre colchetes representam, em
horas, o tempo de viagem da dgua entre os reservatdrios. Por sua vez, os
valores entre parénteses simbolizam o numero de unidades geradoras
pertencentes a cada usina. Como visto no capitulo anterior, a
caracteristica e o comportamento de sistemas hidrelétricos sao
representados por equagdes. Nesse sentido, a seguir serdo apresentados
os coeficientes das fun¢des e limites operativos para o sistema em
estudo.

Inicialmente, os limites de volume armazenado e a queda de
projeto’ de cada usina sdo apresentados na tabela abaixo.

7 Queda liquida na qual ocorre o maior rendimento hidraulico das unidades.
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Tabela 4.1: Limites de volume e queda de projeto das usinas.

. vmln vmax h ro'
Usina gy ) (m)
H, 1.320 1.477 182
H, 2.711 4.904 152
H; 2.283 3.348 108

H, 4.300 5.100 100/ 105"

Note que a usina H; é a que possui maior queda de projeto;
porém, a mesma tem a menor capacidade de armazenamento e poténcia
instalada do sistema.

Para representar os niveis de montante e jusante dos reservatorios
foram utilizados polindmios de até quarta ordem. Na Tabela 4.2 sdo
apresentados os coeficientes para a cota de montante de cada usina.

Tabela 4.2: Coeficientes das fun¢des de cota montante.

Usina a, a; a, a; a,
H, 2,43°10° 1,07 -1,10-10°  5,21-107  -9,24-10™"
H, 540-10° 446:107 -8,15-10° 932-10" -4,39-10™"
H, 4,01-10> 5,01-10% -1,57-10° 3,30-10° -2,88:10"
H, 33510 6,78:10° 0,00 0,00 0,00

Por sua vez, os coeficientes das fungdes de cota jusante utilizados
estdo na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Coeficientes das fun¢des de cota jusante.

Usina b, b, b, bs b,
H, 4,70-10° 1,01-10° -559-10° 1,73-10° -2,01-10™"
H, 480-10> 1,62:10° -4,52-10" 0,00 0,00
H, 3,72:10> 1,93-10° -8,53-10° 2,38-10" -2,62:107"7
H, 2,6410° 9,1510" -6,71-10" 0,00 0,00

Abaixo ¢ apresentado ilustrativamente o valor de cota de
montante para a usina Hy como fungio do seu volume armazenado.

8 Cada valor corresponde a um grupo de unidades, pois, conforme sera visto, essa usina possui
dois grupos diferentes.
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370
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364
4300 4400 4500 4600 4700 4800 4900 5000 5100
Volume armazenado (hma)

Figura 4.2: Cota montante de H, em func¢iio do volume armazenado.

Por sua vez no grafico seguinte, representa-se o nivel a jusante
em func¢do da vazio defluente total da usina Hy.

Cota jusante
265

m
N
(2]
A
(¢

Nivel a jusante (m)

264

263.5
0 500 1000 1500 2000
Vazéo defluente (mals)

Figura 4.3: Cota jusante de H, em func¢io da vazio defluente.

Além disso, tem-se também os limites de poténcia relativos as
unidades geradoras de cada usina. Inicialmente mostra-se na Tabela 4.4
os limites de poténcia para as unidades.

Tabela 4.4: Limites operativos das unidades geradoras.

Usina  p"" (MW)  p"™ (MW)

H, 172 2933
H, 136 232,8
H; 223 380

H, 200 290
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Como observado na Tabela 4.4 todas unidades tém somente uma
faixa operativa, as quais estdo associadas com a poténcia nominal dos
geradores e por restricdes de operagdo da turbina.

Com relacdo ao polinémio de rendimento hidraulico das turbinas,
a usina Hy é a tinica que possui dois grupos de unidades diferentes. O
primeiro grupo, Hy ;, ¢ composto pelas unidades 1, 2 e 3 e as restantes
pertencem ao segundo grupo, Hs ,. As demais usinas possuem trés
unidades idénticas. Na Tabela 4.5 s@o apresentados os coeficientes
utilizados na fung¢@o de rendimento hidraulico por grupo de unidades.

Tabela 4.5: Coeficientes das func¢ées de rendimento hidraulico.

Usina C C; [ C3 Cy Cs

H, 3,59-10" 5,54:10° 1,99-10° 1,05-10° -2,73-10" -9,43-10°
H, 3,59-10" 5,85-10° 237-10° 1,33-10° -3,04:10° -1,34-10"
H, 690107 3,01-10° 5,56:10° 5,84:10° -4,64-10° -3,64-10°
H,, 24510" 289-10° 6,66:10° 1,87-10° -9,18-10° -5,74-10"
H,, 3,59-10" 3,23-10° 3,44-10° 1,07-10° -9,26:10° -2,84-10"

Abaixo tem-se os graficos das curvas de rendimento hidraulico
das unidades de H4. Nestas figuras, é possivel observar os limites
minimo (tracejado com ponto) e maximo (tracejado) de vazdo turbinada,
bem como em pontilhado as curvas de poténcia na saida da turbina.

350

300F

2501

Vazéo turbinada (n?/s)

200¢

=) Rendimento hidraulico
——— 1| — Vaz&o turbinada minima |
150+ - — —Vazao turbinada maxima |

\ Pot. de saida da turbina

! | !
80 85 90 95 100 105 110 115 120
Queda liquida (m)

Figura 4.4: Curvas de nivel da colina do grupo H, ;.
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350}
300k

250F

200

Vazao turbinada (n?/s)

150 ——————————————— |~ Vazdo turbinada minima -

- —— | —Vaz&o turbinada maxima
\ Pot. de saida da turbina
Il X L

80 85 90 95 100 105 110 115 120
Queda liquida (m)

Figura 4.5: Curvas de nivel da colina do grupo H, ».

No caso de uma unidade isolada do grupo H4; a méxima
eficiéncia ¢ de 95,3%, dada por uma vazdo de 259 m’/s e uma queda
liquida de 100 m. Por outro lado, para uma maquina do segundo grupo a
eficiéncia maxima ¢ de 91,8%, dada para 235 m’/s de vazdo turbinada e
105 m de queda liquida.

Os limites de vazdo turbinada maxima e minima em cada unidade
foram representados por polindmios de terceira ordem, cujos
coeficientes sdo apresentados nas tabelas abaixo:

Tabela 4.6: Coeficientes das fun¢oes de vazao turbinada maxima.

Usina do dl dz d3
H, 2,582:10° -4,871-10' 3,187-100  -6,759-10"
H, 1,870-10° -4,125-10" 3,250-10"  -8,295-10"
H; 1,502-10* -4,867-10° 5,388 -1,973-107
H, 5,952-10° -1,949-10° 2,211 -8,209-10°
Tabela 4.7: Coeficientes das fun¢des de vazao turbinada minima.
Usina € e € €3
H, 2,257-10° 2,694 2,340-10°  -7,038:10”
H, 1,719-10 2,279 1,997-10%  -6,062:107
H; -1,162:10° 1,109-10" -1,315-10"  4,751-10™
H, 5,488-10° -1,080-10' 9,369-10%  -2,844-10"

Esses limites sdo fungdes da queda liquida para cada unidade.
Assim, para todas unidades da usina Hy os limites de vazdo sdo dados
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pelas duas curvas ja apresentadas, juntamente com a curva colina, nas
figuras anteriores e apresentadas separadamente na Figura 4.6.
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Figura 4.6: Limites de vazio turbinada das unidade de H,.

Nota-se que o limite de vazdo maxima decresce a partir de
determinado ponto (101,9 m), pois com o aumento da queda tem-se
também um aumento na velocidade da agua, que pode causar
instabilidade e vibra¢des na turbina.

As perdas globais no gerador e as perdas mecanicas na turbina
sdo representados por fungdes exponenciais e por polindmios de
segunda ordem, respectivamente. Nas tabelas abaixo tem-se os
coeficientes utilizados para cada uma dessas fungdes.

Tabela 4.8: Coeficientes das funcdes de perdas no gerador.

Usina fy f;
H, 1,998 1,735-10°
H, 1,586 1,377-10°
H, 2,588 2,248:10°
H, 1,975 1,716-10°
Tabela 4.9: Coeficientes das funcdes de perdas mecanicas na turbina.

2o g1 22
H, 3,317-100  3,741-10°  -2,591-10°
H, 4347-10"  4902-10°  -3,395-10°
H; 2,663-10"  3,003-10°  -2,080:10°
H, -3,355-10"  3,783-10°  -2,620-10°

A Figura 4.7 ilustra as perdas mecanicas na turbina e as perdas no
gerador em fungao da poténcia de saida para cada unidade da usina Hy.
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Figura 4.7: Perdas pmt e pgg das unidades de H,.

Por fim, tem-se os dados referentes as perdas hidraulicas,
compostas pelas perdas no conduto for¢ado e no tubo de succdo, cujos
coeficientes sdo apresentados na Tabela 4.10.

Tabela 4.10: Coeficientes das fun¢des de perdas hidraulicas.

Usina k, Kk
H, 8,889-10” 4,183-10”
H, 9,528:107 4,484-107
H, 4,786-10° 2,252:10°
H, 1,314:107 6,245-10°

A Figura 4.8 ilustra as fungdes de perdas hidraulicas, em metros,

para as unidades de Hy.
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Figura 4.8: Perdas hidraulicas das unidades de H,.
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43 RESULTADOS

4.3.1 Caso Base

O objetivo deste caso ¢ otimizar a operagdo do sistema descrito
anteriormente com horizonte de um dia, discretizado hora a hora. Para
tanto considerou-se os pesos de partida e parada nulos, bem como,
utilizou-se vazdes afluentes incrementais constantes durante os estagios
e volumes iniciais tteis de acordo com a Tabela 4.11.

Tabela 4.11: Vazoes afluentes e volumes iniciais tuteis - Caso Base.

Usina  y (m’/s) vy (%) vy (hm®)
H, 559 50 78,5
H, 463 50 1.096,33
H; 475 50 532,5
H, 669 50 400

As metas de poténcia para cada usina durante as 24 horas sdo
mostradas nas curvas apresentadas na Figura 4.9.
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Figura 4.9: Metas de geracio - Caso Base.

Para implementar o modelo foi utilizado o software LabVIEW
9.0, e os testes foram executados em um computador Intel Quadcore i7°
2.80 GHz. Todos os problemas ndo lineares foram resolvidos através de
subrotinas de otimiza¢do do LabVIEW que utilizam algoritmo de
programagdo quadratica seqiiencial.

Na fase da RL o algoritmo foi inicializado com os valores dos
multiplicadores de Lagrange iguais a 0,1. Com isso, o valor 6timo
obtido para a fung@o dual foi de 51.780 m3/s, com uma tolerancia, ERL,
de 0,5% usada no método dos feixes. O algoritmo realizou um total de

° Embora o computador tenha miltiplos niicleos, o programa foi executado de modo serial.
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75 iteragdes, sendo que 23 delas foram iteracdes de subida; isto €, em
torno de 30% das iteragdes estdo associadas a passos "sérios". Na Figura
4.10 apresenta-se a evolucdo da fungdo dual considerando apenas as
iteragdes de subida. Nesta figura pode-se ver ainda o comportamento da
norma do vetor do subgradiente, sendo que na tltima iteragdo o valor
dessa norma foi de 3.668,1.
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Figura 4.10: Desempenho do algoritmo na RL - Caso Base.

A inviabilidade da solugdo também pode ser vista através dos
graficos abaixo, em que tem-se a diferenca relativa entre as variaveis
duplicadas durante os 24 estagios.

EH1 OH2 OH3 KH4
70

(Q-Qa)/Q (%)

6 7 8 9101112131415161718192021222324

Estagios (h)

Figura 4.11: Diferenca entre as varidveis de vazio turbinada na RL.

Nota-se na Figura 4.12 que a usina H, é a que apresenta maiores
diferencgas entre as varidveis de volume. Essa ¢ a usina que possui maior
reservatorio, permitindo que as varidveis de volume entre os dois
subproblemas assumam valores mais distintos.
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Figura 4.12: Diferenca entre as varidveis de volume na RL.

Nos resultados ndo sdo apresentadas as varidveis de vertimento,
visto que neste caso as vazoes vertidas nas usinas foram nulas.

Tem-se ainda a norma do vetor de subgradientes por estagio
apresentada na Figura 4.13, a seguir.
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Figura 4.13: Norma do subgradiente das restricdes artificiais - Caso Base.

Apos a etapa da RL aplicou-se o LA inexato para encontrar uma
solucdo viavel. Para tanto utilizou-se um parametro de penalidade inicial
de 500, sendo atualizado a cada iteragdo da seguinte maneira.

. 0,5-1' se u>0,05
i+1 — “’ ‘ H . ( 41)
0,95-u' se n<0,05

Por sua vez, os multiplicadores de Lagrange foram atualizados de

acordo com a Equagdo (4.2).
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7\'i+1 — xi-#l + 09 . g(xi)

N 4.2
ES 2
em que g(x) é o vetor de gradientes e || : || » representa a norma infinita
do vetor.
A etapa de recuperagdo primal é mostrada na Figura 4.14, em que
o critério de convergéncia adotado foi ||g(x)||, < 0,05, em que |-||»

representa a norma Euclidiana das restricdes artificiais. Foram
executadas 20 iteracdes e o valor 6timo encontrado foi de 51.869,6 m’/s.
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Figura 4.14: Desempenho do algoritmo na RP - Caso Base.

Nota-se que a funcdo dual na RP teve um acréscimo de 0,17% em
relacdo a RL. Considerando que é a tnica medida de qualidade do valor
otimo da fungdo objetivo ¢ dado pela RL, pois a mesma representa um
valor inferior para a solu¢ao 6tima, pode-se dizer que um ponto vidvel
de boa qualidade foi fornecido pela estratégia de solucdo.

Apds a etapa de RP as diferengas entre as variaveis duplicadas
reduziu-se consideravelmente, tornando assim o problema vidvel
conforme a tolerdncia determinada, conforme pode ser observado nas
proximas figuras. Adicionalmente apresenta-se na Figura 4.17 a norma
do gradiente das restrigdes artificiais para cada estagio na ultima
iteracdo da RP. Como pode ser visto, consegue-se uma solugdo vidvel
com grande precisdo utilizando-se o LA inexato.
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Figura 4.15: Diferenca entre as varidveis de vazio turbinada RP.

EH1 OH2 @H3 QH4
4,5

4,0

3,5

(v-va)/v (%) x 10"

910111213141516171819202
Estagios (h)

Figura 4.16: Diferenca entre as variaveis de volume RP.
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Figura 4.17: Norma do Gradiente das restri¢des artificiais - Caso Base.
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Visto que o desempenho do algoritmo estd de acordo com as
tolerancias desejadas, ¢ importante destacar aqui alguns valores com
relacdo a solugdo primal. Desta forma, apresentam-se os principais
resultados obtidos para a distribuicdo de carga entre as unidades. No
ponto 6timo de operacdo a vazdo turbinada total é igualmente distribuida
entre as unidades de um mesmo grupo. Isso pode ser observado na
Tabela 4.12 que aopresenta as vazdes das unidades da usina Hy em cada
estagio de tempo'

Tabela 4.12: Vazées turbinadas (m3/s) das unidades de H, - Caso Base.

Estagio ¢, 9 qs 44 qs
1 245,0 0,0 0,0 0,0 0,0
2 2559 2559 0,0 0,0 0,0
3 278,6  278,6 0,0 0,0 0,0
4 2493 2493 2493 0,0 0,0
5 287,8 2878 2878 0,0 0,0
6 2492 2492 2492 2237 0,0
7 2734 2734 2734 2438 2438
8 2333 2333 2333 2224 2224
9 250,1 2502 2502 2223 2223
10 2972 2972 2972 2753 2753
11 270,0 2700 2700 2490  249,0
12 232,9 2329 2329 2229 2229
13 2490  249,0 2490 2237 0,0
14 287,5 2875 2875 0,0 0,0
15 2495 2495 2495 2217 0,0
16 2490 2490  249,0 0,0 0,0
17 287,3 2873 2873 0,0 0,0
18 2489 2489 2489 0,0 0,0
19 2872 2872 2872 0,0 0,0
20 287,1 287,01 287, 0,0 0,0
21 277,8 2778 0,0 0,0 0,0
22 2552 2552 0,0 0,0 0,0
23 244.4 0,0 0,0 0,0 0,0
24 2443 0,0 0,0 0,0 0,0

12 Os demais resultados sdo apresentados em ANEXO.
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Nota-se também que as unidades do primeiro grupo sdo mais
eficientes, visto que sdo as primeiras as serem acionadas para operar
durante os 24 estagios.

Ainda com relagdo a solugdo primal, tem-se a quantidade de
transi¢cdes de estados'' das unidades. Para tanto, considerou-se que
inicialmente, em ¢ = 0, somente uma unidade de cada usina estava
operando. A Figura 4.18 apresenta o niimero de transi¢cdes das unidades
contabilizado para todas usinas da cascata. Conforme pode-se notar,
neste caso teve-se um total de 36 transi¢des ao longo do horizonte de
estudo.
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Figura 4.18: Numero total de transicdes de estado - Caso Base.

Adicionalmente, a figura abaixo ilustra o espago de estados para
cada estagio da usina Hy. Os pontos em preto representam as
combinagdes possiveis considerando as metas de geragdo do Caso Base,
e o caminho tragado ¢ a solugdo encontrada pela estratégia proposta.
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Figura 4.19: Espaco de estados da usina H,.

" Quando uma unidade ¢ ligada ou desligada.
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Apresenta-se, na Figura 4.20, a evolugcdo dos volume uteis
durante os 24 estagios.

65
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Figura 4.20: Evolucido dos volumes uteis - Caso Base.

Os volumes uteis finais em porcentagem e em hectometros
cubicos sdo apresentados na tabela abaixo.

Tabela 4.13: Volumes finais e vazao total turbinada - Caso Base.

Volume final

Usina % h
H, 63,61 99,87
H, 50,73 1.112,31
H; 52,52 559,29
H, 56,16 4498

Nota-se que devido as elevadas afluéncias todas as usinas
aumentaram os niveis de seus reservatorios.

Outro resultado importante com relagdo a solugdo primal ¢ o
comportamento das perdas durante as 24 horas. A poténcia perdida na
usina a cada estdgio é composta pela soma de todas as perdas no
processo de geragdo. Assim, as perdas totais podem ser obtidas
facilmente pela diferenga entre a poténcia hidraulica disponivel, phd, e a
meta de geracdo da usina, L. Na Figura 4.21 tem-se a evolugdo das
perdas, bem como a geracao da usina ao longo dos estagios.
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Figura 4.21: Evolucido das perdas durante os estigios.

Verifica-se que as curvas tém comportamento semelhante durante
todo o horizonte, ¢ que as perdas representam em torno de 10% da
poténcia gerada. Essa relacao pode ainda ser observada com o auxilio da
Figura 4.22, que ilustra os valores, em porcentagem, das perdas para
cada estagio. Além disso, cada barra do histograma ¢é dividida conforme
a contribui¢do das perdas de cada usina do sistema.

EH1 OH2 OH3 @H4

12 3 45 6 7 8 9101112131415 1617 18 19 20 21 22 23 24
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Figura 4.22: Evolucio das perdas por usina durante os estagios.

Uma analise importante consiste em identificar quais elementos
do processo de geracdo sdo mais relevantes em relagdo a distribuicdo
das perdas. Para se obter as componentes das perdas para a usina deve-
se somar as contribui¢oes de cada unidade. Assim, a partir da poténcia
gerada, pg, e dos valores das perdas elétricas, pgg, e mecanicas, pmt,
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pode-se obter a poténcia de entrada do gerador e de saida da turbina da
seguinte forma.
peg =pg+ pgg
pst = peg + pmt .
Por sua vez, a poténcia de entrada da turbina, pet, é calculada

utilizando-se o valor da eficiéncia hidraulica da turbina, p, ou utilizando-
se a queda liquida disponivel.

petzp?ﬂ, oupet=G-h-q. 4.4)

(4.3)

E por fim, a poténcia hidraulica disponivel, phd, é calculada a
partir da queda bruta e da vazio turbinada.

phd =G -hb-q . 4.5)

A fim de exemplificar o processo de gerag@o foca-se na usina Hy,
em particular, no estagio 10 em que a meta de geragdo ¢ de 1300 MW.
A vazdo 6tima calculada para a usina pelo modelo foi de 1.442,2 m’/s
para uma queda bruta de 102,38 m. Para tanto, considere a Figura 4.23,
em que tem-se uma representacdo das poténcias (MW) equivalentes no
processo de geragao.

Conduto Acoplam
phd forcado / ento

tubo de ~090 Turbina-
1.448,0 sucgéo 1.425,1 | P2 5 1.317,8 Gerador

Gerador
1.300,0

Figura 4.23: Diagrama de poténcias para uma unidade equivalente de H,.

Neste caso, as perdas totalizaram 148 MW, o que corresponde a
10,2% da poténcia hidraulica disponivel para a usina no respectivo
estagio. A contribuicdo de cada componente das perdas, para este
estagio, pode ser observada na Figura 4.24. Neste diagrama,
aproximadamente 12% das perdas totais sdo devidos as perdas pgg e
pmt. As perdas hidraulicas nos condutos forcados e no tubo de sucgéo
representam em torno de 15% do total de perdas, e sdo dadas, em MW,
por hlp=G-(kp-q2)~q e his=G-(ky-q")q, respectivamente. Por sua vez, a
perda hidraulica da turbina, pht, representa a maior parte das perdas
totais e ¢ obtida pela diferenca entre a pst e a pet.
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Figura 4.24: Distribuicio das perdas para o estagio 10 da usina H,.

Portanto, fica evidente que a principal componente das perdas de
poténcia durante o processo de geragdo corresponde ao rendimento
hidraulico da turbina. Nesse sentido, na Figura 4.25 apresenta-se a
evolugdo do rendimento hidraulico e a meta de geragdo de Hy ao longo
do dia. O rendimento hidraulico de cada estagio é obtido pela razdo
entre a soma das poténcias de saida das turbinas, pst, ¢ a soma das
poténcias de entrada da turbina, pet.
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Figura 4.25: Evolu¢ao do rendimento hidraulico de H,.

Entre os estagios 6 e 13, ocorre uma redugdo significativa no
rendimento hidraulico da usina, visto que a meta faz com q as unidades
operem em pontos de menor eficiéncia (longe do maximo rendimento
hidraulico), além disso nesses estagios operam-se com as unidades do
segundo grupo, que sdo menos eficientes.
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4.3.2 Analise das Perdas Mecanicas e Elétricas

Nesta se¢do serd avaliada a importancia em se considerar as
perdas elétricas e mecanicas das unidades na modelagem. Para tanto,
aplicou-se o algoritmo proposto desconsiderando-se as fungdes pgg(-) e
pmi(°).

O desempenho do algoritmo foi semelhante ao Caso Base em
ambas as etapas, levando 43 iteragdes totais, considerando somente
iteracOes sérias na RL. Com isso, o valor 6timo obtido foi de 51077,1
m’/s. Portanto, tem-se uma vazdo turbinada total 1,55% maior ao se
considerar as perdas elétricas ¢ mecanicas das unidades, isto ¢, quando
essas fungdes sdo negligenciadas pode-se ter diferencas significativas
entre a operacao real e os valores teéricos obtidos.

Em termos de solug@o primal, o principal resultado ¢ a diferenga
entre as vazoes turbinadas nas usinas apresentado na Figura 4.26, em
que:

Qdif, = le - Qor (4.6)

Acima, Qo (Q1;) ¢ a soma das vazdes turbinadas nas usinas
obtidas desconsiderando (considerando) as perdas no estagio z.
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Figura 4.26: Diferenca entre as vazdes turbinadas durante os estagios.

Alguns resultados comparativos com relagdo aos efeitos das
perdas no volume ttil dos reservatérios podem ser visto na Tabela 4.14.
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Tabela 4.14: Diferentes volumes uteis iniciais.

Volume Volume final (%) vfdif,

. e e . 3
Usina “2:;:;‘ ! Sem perdas ~ Com perdas (hm)
H, 50 63,86 63,61 0.40
H, 50 50,74 50,73 0.31
H; 50 52,55 52,52 0.42
H, 50 56,15 56,16 -0.06

A quantidade de 4gua armazenada a mais no caso sem perdas foi
de 1,07 hm’, que ¢ dada pela soma dos vdif,s de cada usina, em que:

vidif. =vf,, - vf,,. 4.7

Acima vfy, (vfi,) € o volume armazenado ao final do dia
desconsiderando (considerando) as perdas na usina r.

A andlise da consideragdo das perdas mecanicas e elétricas
também foi realizada considerando diferentes condicdes iniciais para o
sistema. Nesse sentido, mantiveram-se as metas de geragdo e foram
alterados os volumes iniciais dos reservatorios. Além disso, no casos
com volumes iniciais de 30 e 40% as afluéncias incrementais durante
todos estagios foram consideradas nulas. Os principais resultados podem
ser observados na Tabela 4.15.

Tabela 4.15: Comparativo entre casos com e sem perdas.

Volume util

inicial odif Qdif wif wfdif
(%) (m’/s) (%) (hm’) (%)
30 852,9 1,63 1,13 0,09
40 8233 1,59 1,10 0,07
50 792,3 1,55 1,07 0,05
60 7754 1,53 1,06 0,04
70 766,4 1,53 1,07 0,03

Acima, o volume util inicial tem o mesmo valor em porcentagem
para todas usinas do sistema e os valores de Qdif e vfdif sdo dados por:
R

vidif =Y vfdif, (4.8)

r=1

Odif =0, -0, . (4.9)

Em que Qp (Q)) ¢ a vazdo total turbinada desconsiderando
(considerando) as perdas.

Nota-se que a diferenca de volumes ao final do horizonte ¢ mais
acentuada em condigdes de pouca dgua no sistema, pois essa condi¢do



Capitulo 4 | Implementagdo Computacional 73

resulta em menores quedas para as usinas, sendo necessario turbinar
maiores vazdes para gerar a mesma poténcia. A inclusdo das perdas pgg
e pmt na modelagem resultou em uma diferenga média de 1,09 hm® para
os diferentes cendrios testados.

Adicionalmente considerar as perdas no processo pode acarretar
diferengas nos volumes finais das usinas que ao longo de um dia podem
parecer pequenas, frente ao volume util maximo do sistema (4.214,66
hm3); no entanto, se esse montante for contabilizado durante um periodo
de tempo maior essa quantidade pode se tornar significativa.

4.3.3 Analise nos Custos de Partida/Parada

Nesta se¢do serdo comparados os resultados obtidos quando
considera-se um custo (peso) para cada partida e parada das unidades. O
objetivo desta consideragdo ¢ reduzir o nimero de transi¢cdes de estado,
visto que quando ocorrem consecutivamente causam maiores desgastes
nas maquinas.

Inicialmente descrevem-se algumas caracteristicas do problema
combinatério que deve ser resolvido durante os estdgios e em seguida
apresentam-se os resultados.

Note que pode-se ter diferentes quantidades de maquinas para
gerar um determinado valor de poténcia em uma usina. No caso de Hj,
em que todas unidades sdo idénticas, temos as possibilidades mostradas
na Figura 4.27, em que para metas de geracdo entre 669 ¢ 760 MW
pode-se operar com 2 ou 3 unidades ligadas, por exemplo.

Unidades ligadas

0
223 380 446 669 760 1140
Poténcia gerada (MW)

Figura 4.27: Numero de unidades ligadas por faixas de poténcia.

Além disso, ter unidades diferentes em uma mesma usina faz com
que o numero de combinagdes aumente consideravelmente, ou seja,



74 Implementagdo Computacional | Capitulo 4

além da opgdo da quantidade de unidades ligadas tem-se também a
distingdo entre a unidade de qual grupo ird operar, como ¢ o caso da
usina Hy, que possui dois grupos de unidades.

Com relacdo aos resultados, inicialmente foram realizados alguns
testes para determinar um valor adequado ao peso dado para cada
transi¢do de estado. Os valores testados sdo mostrados na Tabela 4.16,
assim como o numero de transi¢oes e a vazao total turbinada do sistema.

Tabela 4.16: Diferentes custos de partida/parada.

Custo da transicao Numero de

3

(m’/s) transicoes Q (m/s)
0 36 51.869.,4
10 34 51.884,6
20 28 52.001,8
50 26 52.048,6
75 22 52.245,2
100 22 52.245,7
120 22 52.245,1
150 22 52.2449

Nos quatro ultimos casos o numero de unidades ligadas em cada
estagio foi 0 mesmo, ou seja, ocorreram as mesmas transi¢oes de estado.

Visto que ap6s um peso de 75 m’/s a quantidade de chaveamentos
ndo se alterou optou-se por utilizar o peso de 100 m’/s. Em termos
matematicos, este custo representa a soma de 100 m’/s na funcio
objetivo do problema para cada transicdo em uma unidade. Os principais
resultados ao se utilizar este custo para as partidas e paradas das
unidades sdo apresentados a seguir.

Em todas usinas houve a reducdo no numero de partidas e
desligamentos das unidades; no total foram 14 chaveamentos a menos
que o Caso Base. As figuras abaixo mostram o espaco de estados e as
solugdes encontradas em compara¢do com o Caso Base.

—— CasoBase — = = Com custos de p/p

LN . \\

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

-
=
=

Combinagies
=
=
=]

=
=}
=}

=]
@
=]

Estdgios (h)

Figura 4.28: Espaco de estados da usina H,.
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Caso Base — — — Com custos de p/p

111

LN A
ol d \

Combinagdes

oo T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Estagios (h)
Figura 4.29: Espaco de estados da usina H,.
CasoBase — — = Com custos de p/p

111
8
g
£ 110+
E
3

100

000 T T T T T T T T T T T T T T T T T

T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 1z 13 14 15 16 17 1& 192 20 21 22 23 24
Estagios (h)

Figura 4.30: Espaco de estados da usina H;.

A usina Hj foi a que teve mais transi¢cdes de estado durante o dia.
No Caso Base ocorreram 12 enquanto que considerando custos de
partida e parada a quantidade de transi¢des foi reduzida pela metade.

CascBase — — —Com custos de p/p

sC11111
11011 e AN

4 7 N
11110

7 T
P {ii’ﬁiﬁ 2/ Wa
5 [éééi"i 7 h
8

/ AN
*| 12000 7 1Y
00010 bd kN
! 10000 / \-

000000 : T

1 2 3 4 5 6 7 B8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Estégios (h)

Figura 4.31: Espaco de estados da usina H,.

Os valores da fun¢do dual na etapa da RP podem ser observados
na Tabela 4.17.
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Tabela 4.17: Analise considerando custos de partida/parada.
Funcio Dual - LA

Caso (m’/s)
Base 51.869,6
Com custos de p/p 54.445,7

A Tabela 4.18 apresenta os volumes finais e as vazdes turbinadas
totais de cada usina.

Tabela 4.18: Resultados considerando custo de partida/parada.

Usina 0T, (m3/s) Volume final (%)
Caso Base Com custos Caso Base Com custos

H, 7.480,9 7.575,1 63,61 63,39

H, 6.674,2 6.699,2 50,73 50,72

H; 17.838,5 18.085,4 52,52 52,47

H, 19.875,8 19.885,8 56,16 56,27

Portanto, os custos sdo uma forma de reduzir o nimero de
transi¢oes de estado das unidades. Neste caso, aceita-se operar em um
ponto ndo 6timo, com relagdo ao uso da dgua, em prol de uma operagéo
mecanica mais suave das unidades.

Nota-se que hd uma compensagdo dos volumes finais devido a
operagdo em cascata. Quando uma usina a montante usa mais agua
devido a restricdo de partida/parada, a hidrelétrica a jusante tem um
aumento em seu volume armazenado. Por exemplo, as usinas Hy e H;
turbinaram mais agua comparado com o Caso Base, 10 e 246,9 m3/s,
respectivamente. Porém o volume final de H, foi maior comparado com
o Caso Base pois o decremente de seu volume, devido ao custo, é menor
que o aumento de volume turbinado por H;. No entanto, isso ndo
ocorreria se 0 acoplamento espacial fosse desconsiderado.

4.3.4 Analise da Operacdo em Cascata com Metas de Gerac¢io

Em um sistema hidraulico comumente os aproveitamentos estdo
localizados em uma mesma bacia hidrografica, tendo-se como vantagem
a maximizac¢do do uso dos recursos disponiveis. Visto que as metas de
geracdo foram determinadas considerando-se o acoplamento espacial
entre as usinas, ¢ interessante analisar o impacto desse aspecto de
modelagem no problema da alocagdo. Para mostrar os efeitos dessa
consideracdo, nesta secdo serdo apresentados alguns resultados
comparando a operagdo das wusinas individualizadas (isto ¢é,
desconsiderando o acoplamento hidraulico) e em cascata, de acordo com
0 modelo proposto.
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Inicialmente mostra-se, na Tabela 4.19, os volumes finais ¢ as
vazdes turbinadas totais de cada usina para o Caso Base sem
acoplamento hidraulico.

Tabela 4.19: Resultados considerando as usinas isoladas hidraulicamente.

Usina oT, (m3/s) Volume final (%)
H, 7.480,9 63,61
H, 6.674,2 50,73
H; 17.897,7 47,80
H, 19.921,6 48,26

Adicionalmente tem-se na Figura 4.32 os volumes uteis finais
desconsiderando-se o acoplamento espacial entre as hidrelétricas.

v2 v3
65

63 =
61 —=="

59 ="

57
55
53
51
49 ............
47
45

Prae

Volume util (%)

1234567 8 9101112131415161718192021222324

Estagios (h)

Figura 4.32: Evolucdo dos volumes uteis desconsiderando-se a cascata.

Em comparagdo com os resultados do Caso Base, Figura 4.20,
nota-se que as usinas H; ¢ Hy tem seu volume final reduzido ao longo
dos estagios, consequentemente a vazio necessaria para gerar a mesma
quantidade de energia foi superior.

Semelhante a secdo 4.3.2, executou-se diferentes casos, com as
usinas isoladas hidraulicamente para condi¢des iniciais de volume
distintas. Os principais resultados podem ser observados na Tabela 4.20.

Tabela 4.20: Comparativo entre casos com e sem acoplamento.

Volume util

um odif odif vfdif vfdif

o (m’/s) (%) (') (%)
30 126,82 0,24 117,15 9,85
40 114,34 0,22 115,32 7,16
50 105,03 0,20 113,37 5,11
60 97,50 0,19 111,94 4,24
70 56,59 0,17 110,61 3,61
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Acima os valores de Qdif e vfdif sdo dados por:
R

Vfdlf‘ = ZV ar vft‘ir ’
r=l1

Qdif =0, -0, - (4.11)

Em que vf; (vfy,) € o volume armazenado na usina r ao final do
dia desconsiderando (considerando) o acoplamento entre as usinas.
Assim, vfdif é a soma dos volumes finais tteis de cada usina do sistema,
em que, neste caso, 100% = 4214.66 hm’. A variavel Qq (Q,) ¢ a vazio
total turbinada desconsiderando (considerando) a cascata.

Portanto, ao se desconsiderar a cascata tem-se em torno de 0,2% a
mais de vazdo turbinada no sistema e diferencas significativas com
relagdo ao volume final armazenado. A maior diferenga esta nas usinas
cuja altura de queda possui maior sensibilidade com relagdo ao volume
armazenado, assim para pequenas variacdes da vazdo afluente tem-se
significativas alteragdes no ponto de operacdo. Tem-se entdo que, ao se
considerar usinas com reservatorios pequenos, ¢ importante considerar a
operagdo em cascata na formulag@o proposta.

4.4  ANALISE DO ALGORITMO

(4.10)

Nesta secdo ¢ feita uma analise da convergéncia do algoritmo e
propostas algumas maneiras de diminuir o esfor¢o computacional da
estratégia de solucdo. Inicialmente avalia-se a sensibilidade do
algoritmo para diferentes condigdes iniciais de volume armazenado.
Posteriormente serfo apresentadas algumas maneiras de melhorar a
convergéncia do algoritmo, através de simplificagdes e heuristicas
alternativas.

4.4.1 Analise para Diferentes Volumes Iniciais

Para avaliar a sensibilidade do algoritmo foram testados
diferentes cenarios com relacdo ao volume inicial dos reservatorios. Para
tanto, as perdas elétricas e mecanicas das unidades foram consideradas
na modelagem e os custos de partida e parada usados foram nulos. Na
Tabela 4.21 s3o apresentadas as condigoes de volume util inicial
consideradas.

Tabela 4.21: Diferentes volumes iniciais.

Volume util inicial (%)

Usina L. L. Cenario 3
Cenario 1  Cenario 2 (Como 2e53)

Hy s 30 40 50 60 70

Cenario4 Cenario 5




Capitulo 4 | Implementagdo Computacional 79

Nos cendrios 1 e 2 as vazdes afluentes incrementais foram
consideradas nulas, e nos demais cendrios utilizou-se os valores iguais
ao Caso Base. Os outros dados sdo idénticos ao Caso Base em todos os
cenarios.

O desempenho do algoritmo na fase de RP, para os cinco
cenarios, € mostrado nas figuras abaixo.

Cendrio1 «eeeeeee Cendrio2 ====- Cendrio3 = = =Cenério4 = + =Cenério5
5,8
5.7
g o0 )
x 55 7~
R/
8 54 18
o /R
8 53 [ 3
£ H
S5
w52 [57
5,1
5,0
49 . . . .
0 5 10 15 20

Iteragdes

Figura 4.33: Funcio dual para diferentes volumes iniciais.

Cendriol eeeeeeess Cendrio2 ===-=- Cendrio3 = = =Cendrio4 = - =Cendrio5
4,5

4,0

3,5

\
30 k
25 ‘
\
\
\

2,0
1,5
1,0

Normado Gradiente x 103

0,0

0 5 10 15 20
Iteragbes

Figura 4.34: Norma do gradiente para diferentes volumes iniciais.

Como pode ser observado, o algoritmo do LA inexato fornece
solugdes viaveis com alto grau de precisdo usando o mesmo critério de
atualizagdo do parametro de penalidade. Os resultados indicam que o
algoritmo proposto é robusto em relacdo a variagdes dos dados de
entrada do problema.

A Tabela 4.22 resume os resultados obtidos para os cinco
cenarios testados, nesta sdo apresentados os valores 6timos das fungdes
duais nas etapas da RL e da RP, assim como o numero de iteragdes € o
tempo computacional.
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Tabela 4.22: Analise para diferentes volumes iniciais.

Cenirio F. Duzgl - F. Du%l -LA Numero total Tempo total
RL (m’/s) (m’/s) de iteracgoes (min.)
1 53.077,7 53.200,8 94 16,7
2 52.430,1 52.576,5 96 16,9
3 51.780,0 51.869,6 95 18,8
4 51.303,7 51.356,2 98 16,6
5 50.736,5 50.885,6 95 16,1

Esses resultados mostram novamente que o acréscimo da fungdo
dual na RP em relacdo a RL é pequena. A maior diferenca na funcio
dual da RL para etapa da RP foi de 0,29% no cenario 5. Portanto, pode-
se dizer que as solugdes encontradas sdo de boa qualidade, visto que a
unica medida de qualidade ¢ o valor 6timo dado pela RL.

4.4.2 Simplificacdes na modelagem

Nesta se¢do, o objetivo ¢ usar a solugdo de um problema com
modelagem simplificada para servir como uma partida "quente" do
problema com modelagem completa. Nesse sentido, no modelo
simplificado os polindmios de perdas elétricas e mecanicas das
unidades, pgg e pmt foram desconsiderados. Além disso, os limites de
vazdo turbinada das unidades e o rendimento hidraulico das turbinas
foram considerados constantes.

Por fim, a fun¢do de cota montante foi linearizada em torno do
volume inicial, em vez de ser representada por um polindmio de até
quarta ordem.

Os dados de entrada e os coeficientes dos demais polindmios
foram os mesmos do Caso Base apresentado anteriormente.

Na Tabela 4.23 sdo apresentados os principais resultados com a
modelagem simplificada em comparagao com o Caso Base, em que tem-
se os valores das fungdes duais, nimero de iteragcdes e o tempo para
convergéncia dos algoritmos.

Tabela 4.23: Resultados comparativos da modelagem simplificada.

Funcio Dual Numero total Tempo (min.)
Caso (m3/s) de iteragoes P :
RL RP RL RP  RL RP Total

Base 51.780,0 51.869,6 75 20 148 4,0 1838
Simplificado 52.327,7 52.753,3 76 17 4,9 09 5.8

Portanto, utilizando a mesma estratégia de solucdo e fazendo
essas simplificagdes tem-se uma reducdo de 66,5% do tempo total (etapa
da RL e RP) de convergéncia do algoritmo, embora esteja disponivel
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uma solugdo primal que necessita quase mais de 1.000 m’/s ao longo do
dia para atender a demanda.

Com base nos resultados primais e duais obtidos na resolugdo do
problema simplificado propde-se os seguintes testes:

(@

(b)

(©

(d)

Utilizar os multiplicadores de Lagrange obtidos na fase
da RL do modelo simplificado como entrada para a RL
do modelo completo;

Usar como entrada para a RL completa os
multiplicadores obtidos da solugdo do modelo
simplificado;

Considerar o item (a) e usar a solu¢do primal encontrada
na RP simplificada como ponto de partida para a RP
completa;

Considerar o item (b) e usar a solugdo primal encontrada
na RP simplificada como ponto de partida para a RP
completa.

A Figura 4.35 resume a relacdo de entrada e saida de dados entre
os modelos para as quatro estratégias. Nesta figura, A representa os
multiplicadores de Lagrange e X sdo as variaveis primais do problema.

Estratégia (a) (b) (c) (d)
Modelo RL RL RL RL
Simplificado RP RP RP ]
A y A A y A
Modelo RL RL RL RL
Completo RP RP RP RP
X X

Figura 4.35: Diagrama de casos analisados.

Os valores da funcdo dual e o esfor¢o computacional para a
modelagem simplifica s3o mostrados na Tabela 4.23. Esses dados foram
utilizados como ponto de partida para o Caso Base utilizando a
modelagem completa. Assim, para as estratégias da Figura 4.35
obtiveram-se os seguintes resultados.
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Tabela 4.24: Resultados comparativos com partida "quente' - Caso Base.

~ Nimero Reducio
Funcio Dual .
L . 3 total de Tempo (min.) no
Estratégia (m’/s) . <
iteracoes tempo
RL RP RL RP RL RP Total (%)

(a) 51.524,5 51.8793 14 20 22 39 6,1 41,5
() 51.126,7 51.872,6 53 22 88 46 134 2,7
(¢) 51.524,5 51.868,6 14 19 22 38 6,0 37,2
(d) 51.126,7 51.872,7 53 20 88 42 13,0 0,0

Em todas as estratégias o esforgo computacional foi reduzido em
relacdo ao Caso Base sem partida "quente", ou seja, sem utilizar dados
do modelo simplificados como partida, Tabela 4.23. A principal
vantagem ¢ com relagdo a etapa da RL, bons multiplicadores iniciais
fizeram o tempo computacional nesta etapa reduzir significativamente.
Para a primeira estratégia a redugdo no tempo computacional foi de
41,5%, considerando que esta leva 11 minutos para convergir (6,1
minutos mais 4,9 minutos da RL simplificada), enquanto que no Caso
Base esse tempo era de 18,8 minutos. Por sua vez, na terceira estratégia
o ganho computacional foi de 37,2%, considerando que esta leva 11,8
minutos para convergir (6,0 minutos mais 5,8 minutos do problema
simplificado).

Visto que a primeira e terceira estratégias apresentaram os
melhores resultados, analisou-se também esses testes para os diferentes
cenarios de volume inicial. Os resultados sdo apresentados na tabela
abaixo.

Tabela 4.25: Resultados comparativos com partida "quente".

Estra- Modelo Simplificado Modelo Completo Tempo
tégia F. D3ual Iteracbes Tempo F. Djual Iteracées Tempo tOFal
(m’/s) totais  (min.) (m’/s) totais  (min.,)  (min.)
1 - - 53.200,8 94 16,7 16,7

(a) 53.905,1 66 4,4 53.201,5 36 7,0 11,4
() 54.072,8 82 5,3  53.201,8 34 6,3 11,6
2 - - - 52.576,5 96 16,9 16,9
(a) 53.28773 77 5,2 525752 33 6,3 11,5
(c) 534712 94 6,1 525753 34 6,3 12,4
4 - - - 51.356,2 98 16,6 16,6
(a) 52.0314 71 4,7 51.3588 36 6,8 11,5
() 522246 88 5,6 51.358,5 38 7,3 12,9
5 - - - 50.885,6 95 16,1 16,1
(@) 51.269,0 49 3,1 50.888,7 35 5,9 9,0
(¢) 51.706,6 78 4,1 50.883,1 34 5,8 9,9
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Como pode ser visto para os demais cendrios também houve
redugdes no tempo computacional, em média aproximadamente 32%.
Os testes também mostram que a estratégia (a) é ligeiramente melhor
que a (b) e pode-se concluir que a resolucdo do modelo simplificado
fornece bons multiplicadores de Lagrange como ponto de partida para o
método dos feixes.

4.4.3 Anilise do Lagrangeano Aumentado Inexato

Nas segdes anteriores apresentou-se os resultados com a
utilizagdo do PPA, cuja aplicag@o ¢ tornar o problema separavel na etapa
da RP. No entanto, existem ainda diferentes heuristicas baseadas na
metodologia do LA utilizados para a mesma fung@o. Nesse sentido, um
segundo método serd apresentado nesta se¢do, o método ndo linear de
Gauss Seidel (BELTRAN e HEREDIA, 2002). A principal diferenca
entre os dois método estd na maneira que ¢ feita a atualizagdo da
constante do termo quadratico. Como temos dois conjuntos de
subproblemas, teremos as seguintes opcdes para este método:

e SH-SP: resolver primeiro o subproblema hidrico (SH) e

depois o conjunto de subproblemas de programacéo (SP);

e SP-SH: resolver primeiro os subproblemas de programacao e

posteriormente o subproblema hidrico.

Para uma analise mais ampla foram considerando os mesmo
cinco cendrios ja apresentados anteriormente com diferentes volumes
iniciais, de acordo com a Tabela 4.21. Os resultados obtidos sdo
apresentados na tabela abaixo.

Tabela 4.26: Comparativo de resultados na etapa RP.

Cenéirio Ordem de Funcao Numero de Tempo
atualizacdo  Dual (ms/s) iteracdes (min.)
PPA 53.200.8 22 4.6
1 SH-SP 53.201,3 17 3,5
SP-SH 53.200,6 19 4,0
PPA 52.576.5 20 43
2 SH-SP 52.575.1 20 4,0
SP-SH 52.575,0 18 3.7
PPA 51.869.6 20 4.0
3 SH-SP 51.868.8 17 34
SP-SH 51.868.,8 18 3.8
PPA 51.356.2 21 4.1
4 SH-SP 51.356,8 17 3,6
SP-SH 51.355.9 17 34
PPA 50.885.6 23 4.2
5 SH-SP 50.883,3 16 2,7
SP-SH 50.883,2 18 3,1
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Acima, apresenta-se apenas os resultados obtidos na RP para cada
cenario, visto que os dados da etapa da RL sdo os mesmos para qualquer
heuristica utilizada.

Em geral conseguiu-se um ganho marginal no tempo
computacional utilizando-se o método ndo linear de Gauss Seidel,
porém diferentemente do PPA com esse método nao € possivel resolver
os dois subproblemas em paralelo.

4.4.4 Analise das restricoes auxiliares

Todos os resultados anteriores foram obtidos considerando-se
restricdes auxiliares que facilitam a resolucdo dos subproblemas. Essas
restrigdes sdo obtidas com base em informag¢des do problema. Neste
caso, adicionam-se limites de vazdo turbinada na usina ao subproblema
hidrico.

Sem qualquer informacao auxiliar esses limites seriam os valores
nominais das usinas. Porém utilizando-se informacdes das metas de
geracdo, pode-se diminuir o dominio dessa variavel. Com a poténcia
méaxima e minima de cada unidade determina-se o nimero minimo, n™",
e maximo, n"", de unidades para atender a meta. Com esses valores ¢ 0s
limites minimos, gn™", € maximos, gn™", nominais de vazdo turbinada
de cada unidade pode-se obter limites para a vazdo turbinada na usina
para cada estagio. Assim, no SH, adiciona-se a seguinte restri¢do:

gn™ -n™ < Qa, < qn™ -n"* (4.12)

rt - rt
Abaixo, na Tabela 4.27, tem-se os resultados, para os cinco
cenarios, em que ndo se utilizou a restricdo auxiliar. Como se pode
perceber, o desempenho e o valor 6timo encontrados s@o piores do que
nos resultados com a restrigdo auxiliar, Tabela 4.22.

Tabela 4.27: Analise da aplicacio da restri¢io auxiliar.

Cenirio F. Du%l - F. Du%l -LA Numero total Tempo total
RL (m’/s) (m’/s) de iteracgoes (min.)
1 53.042,4 53.497,7 119 20,3
2 52.428,7 52.677,2 112 19,3
3 51.780,8 52.020,9 120 20,6
4 51.230,2 51.592,0 112 18,3
5 50.769,2 51.048,4 102 17,0

Com o objetivo de verificar se a RL fornece melhores pontos para
a RP, diminuiu-se a tolerancia de cada etapa da estratégia de solugdo.
Assim para o cenario 3 (Caso Base) usou-se 0,05% de tolerancia no
método dos feixes e 0,02 na RP. Na Tabela 4.28 apresenta-se os
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resultados com a tolerancia reduzida para o Caso Base com e sem o
conjunto de restri¢oes auxiliares.

Tabela 4.28: Comparativo do uso da restri¢iio auxiliar - Caso Base.

F.Dual- F.Dual- 12)‘1:;‘:3 Tt‘;‘:‘;;"
3 3
RL (m/s) LA (m'/s) iteracoes (min.)
Com restricao 51.933,2 51.869,0 213 37,2
Sem restricio 51.932,6 51.958,8 337 60,5

Nota-se com esses resultados que a restricdo auxiliar tem efeitos
positivos na resolucdo do problema, reduzindo o esforco computacional
e encontrando solu¢des de melhor qualidade. Além disso, a tolerancia
utilizada anteriormente estava adequada, visto que o ganho na fungdo
dual ao se reluzi-la foi muito pequeno e o tempo computacional quase
dobrou.

4.5 CONCLUSOES

Este capitulo realiza uma descrigdo dos resultados obtidos
aplicando-se a estratégia de solugdo proposta em um sistema basico.
Inicialmente descreve-se os dados do sistema e detalhou-se sua
representagdo matematica.

Como visto, mesmo para um sistema pequeno tem-se um
problema combinatoério, devido as regides de operagdo das unidades.
Além disso, turbinas hidraulicas com curvas de rendimento diferentes
numa mesma usina aumentam ainda mais o espagco de estados do
problema.

Com as solugdes encontradas mostra-se que a demanda de cada
usina ¢ igualmente dividida entre as unidades de um mesmo grupo.
Ainda, com base nos resultados, apresenta-se a importincia em se
considerar as perdas elétricas e mecanicas das unidades, que no caso
representam uma parcela consideravel no consumo de agua da usina.

Os testes realizados com custos de partida/parada mostram que
com um peso adequado pode-se limitar o nimero de partidas e paradas
das unidades, reduzindo os desgastes das partes mecanicas.

Sob ponto de vista de qualidade da solugdo, observa-se que o
acréscimo da fungio dual da RL para a RP foi, em geral, menor que 1%.

Adicionalmente, mostra-se que bons pontos de partida podem ser
gerados a partir de uma modelagem simplificada do problema,
reduzindo assim o esfor¢o computacional para convergéncia. Além
disso, o uso do método ndo linear de Gauss Seidel reduz em torno de
15% o tempo computacional da RP, isto ¢, aproximadamente 4% do
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tempo total da estratégia de solugdo. Neste caso o ganho foi pequeno,
porém para problemas em que a ctapa da RP representa um maior
esforco computacional esse método pode ser uma boa alternativa. Por
outro lado, ndo permite utilizar técnicas de paralelizagdo no algoritmo.
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5 CONCLUSOES E RECOMENDACOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

Neste trabalho apresenta-se o problema de alocagdo das unidades
hidrelétricas para sistemas hidraulicos em cascata. O objetivo geral
consiste em modelar e resolver o problema de tal forma que seus
resultados possam ser utilizados para maximizar o aproveitamento dos
recursos disponiveis ao longo do tempo.

As caracteristicas basicas da alocac¢do de unidades hidrelétricas,
além de questdes mais amplas relativas ao planejamento da operagdo de
sistemas hidrotérmicos estdo evidenciadas no Capitulo 1. Neste mostra-
se que o problema pode ser aplicado de acordo com as regras do setor
elétrico brasileiro, isto é, coordena-se o problema de alocagdo das
unidades com a cadeia de modelos de planejamento através das metas de
geragdo. Ainda neste capitulo aborda-se as peculiaridades de alguns
trabalhos presentes na literatura com relagdo a modelagem das unidades
e referencia-se as metodologias de solucdo utilizadas.

A principal contribui¢do deste trabalho apresenta-se no Capitulo
2, em que modela-se as unidades geradoras de forma detalhada. Propos-
se um novo modelo matematico para a fun¢ao de producao das unidades
hidrelétricas em que sdo incluidas as variagdes de queda, perdas
hidraulicas e, especialmente, o rendimento hidraulico e as perdas
mecanicas da turbina, bem como as perdas mecanicas e elétricas no
gerador. Adicionalmente, estrutura-se o problema de otimizagdo para
um sistema de hidrelétricas em cascata, em que considera-se as zonas
proibidas de operagdo, a equagdo de conservacdo da massa da agua e as
demais restrigdes operativas. Incorpora-se ainda a limitagdo do nimero
de partidas e paradas das unidades através de um pardmetro de
penalizagdo na fungdo objetivo.

Como consequéncia das consideracdes apresentadas a
modelagem resulta em um problema de programagdo matematica de
natureza combinatéria e ndo linear. Assim, para resolver tal problema
utiliza-se uma metodologia integrada que combina vérias técnicas de
otimizac3o.

Os métodos de resolugdo sdo o foco principal do Capitulo 3, em
que apresenta-se os detalhes das duas etapas da estratégia de solucdo
adotada. Na primeira etapa, RL, utiliza-se a técnica de Decomposicdo
Lagrangeana para dividir o problema original em subproblemas
menores, ¢ usa-se 0 método dos feixes para resolver o problema dual
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associado. Porém somente com essa etapa ndo tem-se garantia da
viabilidade da soluggo, sendo necessario recuperar a solugdo primal.

Por sua vez, na segunda etapa, RP, utiliza-se a metodologia do
LA inexato, em que os subproblemas permaneceram com as mesmas
estruturas da etapa anterior. Neste caso busca-se uma solucdo de
compromisso entre a minimiza¢do da funcdo objetivo e o atendimento
das restri¢des artificiais relaxadas.

A modelagem e a eficiéncia da estratégia de solug@o sdo
avaliadas no Capitulo 4. Neste apresentam-se os resultados da aplicagao
do algoritmo para um sistema hidrelétrico basico, assim como diversas
analises de sensibilidade e algumas consideragdes para acelerar o
processo de convergéncia do algoritmo.

Com as solugdes encontradas no Caso Base mostrou-se que a
demanda de cada usina ¢ igualmente dividida entre as unidades de um
mesmo grupo e que as perdas representam aproximadamente 10% da
poténcia hidraulica disponivel para a usina, em que a perda hidraulica da
turbina representa a maior parte das perdas totais.

Ainda, com base nos resultados, mostra-se a importancia em se
considerar as perdas elétricas e mecanicas das unidades, que no caso
representaram uma parcela consideravel no consumo de dgua da usina.

Os testes realizados com custos de partida/parada mostram que
com um peso adequado pode-se limitar o nimero de partidas e paradas
das unidades, reduzindo os desgastes das partes mecanicas.

Na andlise da operagdo em cascata com metas de geracdo mostra-
se que ao se desconsiderar o acoplamento das usinas pode-se ter
diferencgas significativas em relacdo ao volume final, principalmente no
casos com reservatorios de pequena capacidade de armazenamento.

Adicionalmente, apresenta-se alguns resultados referentes as
analises do algoritmo. Em especial como que bons pontos de partida
podem ser gerados a partir de uma modelagem simplificada e como a
restricdo auxiliar tem efeitos positivos na resolu¢do do problema,
reduzindo assim o esfor¢o computacional para convergéncia.

Portanto, os beneficios esperados com a alocagdo eficiente das
unidades inclui o melhoramento na operagdo de bacias, facilidade na
programagdo avancada de unidades (isto €, estudos de manutencdo), e
evitar zonas proibidas de geracdo com o objetivo de reduzir excessivo
desgaste nas turbinas.

Assim, esses resultados podem ser usados por agentes de geragdo
como ferramenta de suporte para determinar as regras de operagdo de
sistemas hidraulicos em cascata de acordo com a estrutura regulatoria do
sistema elétrico brasileiro, principalmente para sistemas em que sdo
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considerados diferentes grupos de unidades e a fungdo de produgdo
depende da queda liquida. Além disso, a modelagem esta de acordo com
as iniciativas de desenvolvimento sustentdveis, pois, como pode ser
visto, nesta modelagem busca-se minimizar o desperdicio de energias
renovaveis.

Como sugestdes futuras, no sentido de melhorar a qualidade da
solucdo fornecida, pode-se aperfeicoar a representacdao da curva colina
das turbinas, visto que grande parte das perdas sdo devido ao rendimento
hidraulico da turbina. Nesse sentido, uma representacdo mais precisa
seria utilizar fun¢des de ordem mais elevadas em sua modelagem, ou
utilizar fun¢des ndo lineares por partes. Neste ultimo, utiliza-se a colina
segmentada em diversas regides, em que cada parcela é dada por um
polindmio obtido diretamente da curva original da turbina.

Outra sugestdo para melhorar a precisdo da solugdo seria
representar o tempo de viagem da agua distribuido ao longo dos
estagios, pois o volume de dgua turbinada em determinado estagio por
uma usina a montante ndo chega todo ao mesmo tempo nas suas usinas a
jusante.

Com relagdo a estratégia de solucdo, recomenda-se o teste com
uma decomposi¢do alternativa para o problema, com o uso da
Decomposigdo  Agregada (REINOSO e MACULAN, 1990;
VISWESWARAN, 2009). Além disso, implementar o método dos
feixes inexato (KIWIEL e LEMARECHAL, 2009) ou o método dos
feixes desagregado (BACAUD et al., 2001) seriam outras sugestdes que
poderiam melhorar o desempenho do algoritmo de solug@o.

Outro aspecto importante que pode merecer atengdo seria aplicar
a modelagem considerando uma flexibilidade na meta de geracdo das
usinas, ou até mesmo usinas sem meta de geracdo, como Pequenas
Centrais Hidrelétricas, em que a poténcia gerada pode ser controlada
pelo agente gerador. Nesse sentido deve-se analisar qual seria a
modelagem mais adequada para maximizar a eficiéncia global da usina e
produzir a maior quantidade de energia com o menor volume de dgua
possivel.
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APENDICE A - Decomposicoes Alternativas

Para decompor o problema original em subproblemas menores
tem-se ainda outras alternativas, apresentas a seguir como
decomposi¢des I e II. Os problemas resultantes dessas estratégias
substituiriam os subproblemas (3.16) a (3.25) da etapa da RL.
Decomposicao I

Nesta estratégia duplica-se algumas varidveis, como no caso
apresentado durante o trabalho, porém néo necessita-se de uma restri¢ao
por variavel, isto é, algumas variaveis duplicadas podem ser combinadas
em um conjunto de restricdes. Neste exemplo, as varidveis que
compdem a restricdo agregada foram os volumes armazenados e vazdes
vertidas, porém nada impede que agregue-se outra combinacdo de
variaveis. Desta forma tem-se o seguinte problema:

T R n,
min @ = ZZ{Qan +z Gjr ’ [ujrz (1 _ujr,l—l) + ujr,z—l (1 - ujrz )]}’ (A 1)
Jj=1

t=1 r=1

sujeito a:

van‘ - var,tfl + cl {Qart + Sart - Z (Qam,t—qm. + Sam.tftm, )} = Clyrt H (A2)

meR)?

min max
v <va,<v™,0<sa,, (A.3)

rt

N

> pg, =L, (A4)

J=1

pgjrt - pStjrt (vrt ’Qrt 9qu1 7Srt) + pmtjrt (pgj;[) + pggjn (pg‘/‘n) = 09 (AS)

2.9~ 0, =0, (A.6)
=1

q:‘;l;n (vrt > Tt Srt > q_jrt ) S q]'rt S q;r:?x (vn; B ¥t Srt 5 q,—n )5 (A7)
D, . @,

D Pz S PG S D DSz s (A.8)
k=1 k=1

® ®,,
Yz =ty s Dz <1,z €{00) , u,, €{0,1} (A.9)
k=1 k=1
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Qa, =0,, (A.10)
(A.11)

Ao dualizar as restricdes artificiais (A.10) e (A.11) tem-se o
seguinte problema:

D, mmZZ{Qa,ﬁ-Zcﬂ (w, A=, )+u,, (I-u,)]+

va, +c -sa,=v,+c s

t=1 r=1

(A.12)
- qur ’ (Qarr - Qrt) - }\‘VS»-t ' (vart +¢-sa, =V, —¢ S, }’

sujeito a (A.2) - (A.9).
Por fim, pode-se separar o problema acima em dois conjuntos de
subproblemas.

T R
q)fH = mlnzz {Qan‘ - }\’qrt : Qan‘ - }\’vsrt : (vart + Cl ' Sart }’ (A 13)
t=1 r=1

sujeito a (A.2) - (A.3), e,

T R M,y
(DfP:minZZ{chr [, (A =u,, ) +u,, (1-u,)]

t=1 r=1

(A.14)
+ [qur : Qrt + }\‘vsrr ' (vrr +¢ s, )] }’

sujeito a (A.4) - (A.9).

Com isso o ntimero de variaveis do problema dual é reduzido
para 2-R-T, enquanto que na decomposicdo apresentada no Capitulo 2,
tinham-se 3-R-T variaveis.
Decomposicio 11

Neste caso dualiza-se a restricdo de balanco hidrico do problema,
pois esta acopla as varias usinas de uma mesma cascata. Nesse sentido o
problema a ser resolvido na etapa da RL seria o seguinte:

T R Ny
= man1 Z_} {Q” +Zl c," [uj,, @ —um_l) i, (1- U, )]+
- " (A.15)

- 7\‘)'1 ' {vrt - Vr,t—l + cl ’ [Qrt + srt - Z (Qm,t—rm,. + Sm,t—‘rmr ) - yrt ]} }’

w
meR]!

sujeito a:
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i<y <y™ 0<s,, (A.16)
ng/‘rt =L, (A.17)
j=1

pgjrt - pStjrt (vrt ’ Qrt s qut 4 Srr) + pmtjrt (pgjrt)

(A.18)
+pgg,.(rg,;.) =0,

ZQﬂt - rt (A19)
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Desta forma separa-se o problema em R subproblemas de T
estagio cada um, podendo ser resolvidos por programagio dinamica. Em
comparacdo com as demais decomposigdes a vantagem desta é que o
numero de variaveis do problema dual ¢ reduzido para R-T.

As vantagens e desvantagens dessas diferentes aplicagoes
baseadas na Relaxacdo Lagrangeana sdo apresentadas com maiores
detalhes em (REINOSO ¢ MACULAN, 1990). Em resumo, mostra-se
que hda uma relacdo inversa entre o tamanho da funcdo dual e a
qualidade do limite para o ponto 6timo. Extrapolando essas conclusdes
para este trabalho, teriamos que V(®)=V(®)>V(Dy), em que V()
representa o valor 6timo de um problema e que @ seja o problema
resultante da decomposi¢do apresentada no capitulo 2. Portanto, ® tem
um limite inferior mais proximo do ponto 6timo do que as outras
decomposigdes, porém possui 0 maior niimero de variaveis no problema
dual.
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ANEXO A - Resultados do Caso Base

Este anexo ¢ composto pelos demais resultados do Caso Base
descrito na Se¢do 4.3.1. Inicialmente na Tabela A.1 tem-se as vazoes
turbinadas por unidade nas usinas H;, H, e Hj,

Tabela A.1: Vazoes turbinadas (m3/s) das unidades de H,, H, e H;.

H; H, H;
' U} 92 93 91 92 qs3 U} Up UK
1 1413 0,0 0,0 1342 0,0 0,0 | 332,0 0,0 0,0
2 1413 0,0 0,0 1342 0,0 0,0 |331,9 0,0 0,0
3 132,6 1326 0,0 130,5 1304 0,0 | 385,7 3857 0,0
4 132,6 132,6 0,0 130,5 130,5 0,0 | 3857 3857 0,0
5 1139 1139 1139 | 1304 1304 0,0 | 335,6 335,6 335,6
6 1139 1139 1139 | 106,0 106,0 106,0 | 385,6 3856 0,0
7 132,5 1325 0,0 106,0 106,0 106,0 | 385,5 3855 0,0
8 1453 1453 1453 | 1304 1304 0,0 | 335,5 3355 3355
9 113,8 113,8 113,8 | 1373 137,3 1373 | 3854 3854 0,0
10 113,8 113,8 113,8 | 1059 1059 105,9 | 369,7 369,7 369,7
11 1452 1452 1452 | 137,3 137,33 137,3 | 369,7 369,7 369,7
12 1452 1452 1452 | 137,3 1373 137,3 | 3353 335,3 3353
13 1452 1452 1452 | 1059 1059 105,9 | 3852 3852 0,0
14 113,8 113,8 113,8 | 1059 1059 105,9 | 385,1 385,1 0,0
15 113,8 113,8 113,8 | 1059 1059 105,9 | 335,1 335,1 335,1
16 113,8 113,8 113,8 | 1059 1059 1059 | 333,2 3332 0,0
17 145,1 145,1 145,1 | 137,3 137,3 137,3 | 3849 3849 0,0
18 1324 1324 0,0 105,9 1059 1059 | 3350 3350 335,0
19 113,7 113,7 113,7 | 1059 1059 1059 | 333,1 333,1 0,0
20 113,7 113,7 113,7 | 1059 1059 1059 | 384,7 384,7 0,0
21 113,7 113,7 113,7 | 134,1 0,0 0,0 | 3329 3329 0,0
22 1323 1323 0,0 134,1 0,0 0,0 |331,0 0,0 0,0
23 1409 0,0 0,0 134,1 0,0 0,0 | 330,9 0,0 0,0
24 140,8 0,0 0,0 134,0 0,0 0,0 |3309 0,0 0,0
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Na sequencia, na Tabela A.2 e Tabela A.3 sdo apresentados os
valores de poténcia gerada por unidade em cada estagio de tempo.

Tabela A.2: Poténcias geradas (ms/s) das unidades de H, e H,.
H, H,

P& PS> P83 PS1 PS> PSs
230,0 0,0 0,0 | 180,0 0,0 0,0
230,0 0,0 0,0 | 180,0 0,0 0,0
2150 2150 0,0 | 1750 1750 0,0
215,0 2150 0,0 | 1750 1750 0,0
181,7 181,7 181,7 | 175,0 175,0 0,0
181,7 181,7 181,7 | 140,0 140,0 140,0
2150 2150 0,0 | 140,0 140,0 140,0
233,3 2333 2333|1750 1750 0,0
181,7 181,7 181,7 | 183,3 183,3 1833
181,7 181,7 181,7 | 140,0 140,0 140,0
233,3 2333 233,3| 183,3 183,3 1833
233,3 2333 2333 | 183,3 183,3 1833
233,3 2333 233,3 | 140,0 140,0 140,0
181,7 181,7 181,7 | 140,0 140,0 140,0
181,7 181,7 181,7 | 140,0 140,0 140,0
181,7 181,7 181,7 | 140,0 140,0 140,0
233,3 2333 233,3 | 183,3 183,3 1833
2150 2150 0,0 | 140,0 140,0 140,0
181,7 181,7 181,7 | 140,0 140,0 140,0
181,7 181,7 181,7 | 140,0 140,0 140,0
181,7 181,7 181,7 | 180,0 0,0 0,0
2150 2150 0,0 | 180,0 0,0 0,0
230,0 0,0 0,0 | 180,0 0,0 0,0
230,0 0,0 0,0 | 180,0 0,0 0,0

O 0 N N A W N -

NN N N N e e e e e e e e e e
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Tabela A.3: Poténcias geradas (m3/s) das unidades de H; e H,.

t H; i

P& PS> P83 PS1 PS> PSs P84 P85
1 300,0 0,0 0,0 | 230,0 0,0 0,0 0,0 0,0
2 300,0 0,0 0,0 | 240,0 240,0 0,0 0,0 0,0
3 350,0 350,0 0,0 | 260,0 260,0 0,0 0,0 0,0
4 350,0 3500 0,0 | 2333 2333 2333 0,0 0,0
5 300,0 300,0 300,0 | 266,7 266,7 266,7 0,0 0,0
6 3500 350,0 0,0 | 232,8 232,8 232,8 201,7 0,0
7 350,0 350,0 0,0 | 254,1 254,1 254,1 2188 218,8
8 300,0 300,0 3000 | 216,6 216,6 216,6 200,1 200,1
9 350,0 350,0 0,0 | 233,3 2333 2333 2000 200,0
10 3333 3333 3333 | 272,1 272,1 272,1 2419 2419
11 333,3 333,33 3333 | 251,2 251,2 251,2 223,1 223,1
12 300,0 300,0 300,0 | 216,2 216,2 216,2 200,7 200,7
13 350,0 3500 0,0 | 232,7 232,7 232,7 201,8 0,0
14 350,0 350,0 0,0 | 266,7 266,7 266,7 0,0 0,0
15 300,0 300,0 300,0 | 233,3 2333 2333 2000 0,0
16 300,0 300,0 0,0 | 233,3 2333 2333 0,0 0,0
17 350,0 350,0 0,0 | 266,7 266,7 266,7 0,0 0,0
18 300,0 300,0 300,0 | 233,3 2333 2333 0,0 0,0
19 300,0 300,0 0,0 | 266,7 266,7 266,7 0,0 0,0
20 350,0 3500 0,0 |266,7 266,7 266,7 0,0 0,0
21 300,0 300,0 0,0 |260,0 2600 0,0 0,0 0,0
22 300,0 0,0 0,0 | 240,0 240,0 0,0 0,0 0,0
23 300,0 0,0 0,0 | 230,0 0,0 0,0 0,0 0,0
24 300,0 0,0 0,0 | 230,0 0,0 0,0 0,0 0,0
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Os valores de vazdo turbinada e volume armazenado em cada
usina por estagio de tempo podem ser observados na Tabela A 4.

Tabela A.4: Vazoes turbinadas nas usinas e volumes armazenados.

0 (m's) y (hm’).
! H, H, H, H, H, H, H, H,
1 141,3 1342 332,0 245,0 | 1400,0 3809,3 2816,0 4701,5
2 141,3 1342 3319 511,7 | 1401,5 3810,5 2817,5 4703,3
3 2653 2609 771,5 557,1 1402,6 3811,2 2817.4 4704,9
4 2652 2609 771,4 748,0 | 1403,6 3811,9 2818,3 47074
5 341,7 2609 1006,7 863,5 | 1404,4 3812,7 2818,3 4709,5
6 341,6 3179 7712 971,2 | 1405,2 3813,2 2819,4 4712,0
7 265,1 3179 771,1 1308,0 | 1406,2 3813,7 2820,7 4712,5
8 4358 260,8 10064 1144,7 | 1406,7 38144 2820,8 4713,5
9 341,5 412,0 770,9 1195,0 | 1407,5 3814,6 28223 47153
10 3415 317,8 1109,0 1442,2 | 1408,3 3815,1 2822,7 4715,3
11 4356 412,0 1109,0 1308,0 | 1408,7 3815,3 2822,8 4716,9
12 4356 412,0 1006,0 1144,4 | 1409,1 3815,5 2824,0 4719,2
13 4355 317,8 770,4 970,6 | 1409,6 3816,0 28259 4721,8
14 3414 317,8 770,2 862,5 | 14104 3816,6 2827,6 4723,8
15 3413 317,8 10054 970,3 | 1411,2 3817,1 2828,1 4725,5
16 3413 317,8 666,5 747,0 | 1411,9 3817,6 2829,7 47289
17 4353 411,9 769,8 862,0 | 14124 3817,8 2831,1 4730,6
18 264,8 317,8 1004,9 746,8 | 1413,4 3818,3 2832,2 4733,1
19 3412 317,8 666,1 861,6 | 1414,2 3818,8 2833,6 4736,0
20 341,2 317,7 7693 861,4 | 1415,0 3819.4 2834,9 47377
21 341,1 134,1 6659 555,5 | 1415,8 3820,5 2836,6 4740,9
22 264,6 134,1 3310 510,4 | 1416,9 3821,7 2838,8 4743,8
23 140,9 134,1 3309 2444 | 1418,4 3822,9 2840,8 4746,6

[N\
=

140,8 134,0 330,9 2443 | 14199 3824,1 28423 47493
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Por fim, o valor dos multiplicadores de Lagrange encontrados sao
apresentados na Tabela A.5.

Tabela A.5: Multiplicadores de Lagrange.

A W [m/(s-hm?)].
! H, H, H, H, H, H, H, H,
1 1,149 0,822 1,004 0992 | 0,018 0,031 0,070 -0,056
2 1,181 0,831 1,001 0,868 | 0,061 0,059 0,079 -0,133
3 1212 0769 1,555 0,899 | 0,090 -0,085 0,783 -0,100
4 1225 0957 1220 0,867 | 0,097 0,185 0,499 -0,138
5 1,508 0,879 1,072 0,941 | 0395 0,077 0279 -0,037
6 1,504 0,784 1,446 0,453 | 0,419 -0,111 0,750 0,128
7 1215 0,738 0,174 0,924 | 0,117 -0,167 -0,780 0,296
8 1217 0758 0,623 0,730 | 0256 -0,117 -0.284 0,208
9 1,469 0738 1,180 0,728 | 0424 -0,110 0,430 -0,132
10 1,404 0,741 0346 0,564 | 0,366 -0,177 -0,568 0,193
11 1,094 0,819 0,635 0487 | 0,187 -0,026 -0,394 -0278
12 0,894 0,685 0672 1,29 | -0,036 -0,145 -0,290 0,181
13 1,098 0,663 1,060 -0,090 | 0,197 -0,278 0,227 0,186
14 1359 0,606 0260 1,288 | 0,407 -0,417 -0,747 0,372
15 1,350 0,747 1,503 0,814 | 0,404 -0,234 0,689 -0,025
16 1310 0,673 0397 1,002 | 0,401 -0,345 -0,597 0,027
17 1,137 0,899 1421 1319 | 0,297 -0,026 0,616 0,425
18 1,132 0,720 1,332 1,015 | 0,275 -0,346 0,491 0,062
19 1,300 0,877 1202 0,775 | 0,396 -0,146 0,298 -0,159
20 1,119 0619 1,454 1488 | 0,312 -0,555 0,668 0,592
21 1,109 0887 1,238 1,022 | 0,303 -0,298 0,356 0,072
22 1,115 0917 1,042 0910 | 0265 -0307 0,116 -0,118
23 1,048 1,159 0,904 1,096 | 0,195 0,261 -0,031 0,144
24 1,039 0870 1,017 1,08 | 0,189 -0,371 0,056 0,164

Os valores das vazdes vertidas e seus respectivos multiplicadores
de Lagrange sao todos nulos.
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