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RESUMO

Nos sistemas de corrente continua em alta tensdo usados para
transmissdo de energia elétrica em longas distancias, o processo de
retificagdo, que consiste na transformacdo de corrente alternada para
corrente continua, e 0 processo de inversdo, que corresponde a
transformagdo de corrente continua para corrente alternada, produzem
tensBes e correntes harménicas que podem gerar elevados niveis de
ruido. Dentre 0s equipamentos elétricos que mais contribuem na geracao
do ruido estdo os reatores com nucleo de ar. Em geral, o ruido gerado
por estes equipamentos depende principalmente da vibragdo que é
induzida na sua estrutura através da acdo de forcas magnéticas
resultantes do fluxo de corrente que circula no reator. O objetivo
principal desta pesquisa consiste no desenvolvimento de um modelo
vibroacUstico que permita determinar o ruido gerado por estes
equipamentos. Devido a natureza do problema abordado, o modelo
proposto é formado por trés modelos discretos desacoplados. O primeiro
modelo é usado para calcular as forgas resultantes da indu¢do magnética
gerada pelo reator. O segundo modelo busca representar o
comportamento dindmico dos reatores em funcionamento, permitindo
assim, determinar a velocidade de vibragdo ao longo de toda a superficie
do reator. E o terceiro modelo simula a radiacdo sonora dos reatores. Os
dois primeiros modelos foram desenvolvidos a partir do método
numérico de elementos finitos enquanto que o modelo de radiacdo
sonora foi elaborado usando o método de elementos de contorno, uma
vez que o dominio de calculo tem uma extensdo infinita. Ensaios
experimentais para caracterizar o comportamento estrutural e também o
campo acustico foram realizados com o objetivo de aprimorar e validar
0 modelo vibroacustico proposto.

Palavras-chave: Subestacdes elétricas; reatores com nlcleo de ar;
eletromagnetismo; vibracdo estrutural e radiacdo sonora.






ABSTRACT

High voltage direct current (HVDC) converter stations operate by
rectifying high voltage AC power to DC power. As a consequence of the
AC/DC conversion process, voltage and current harmonics are produced
at both AC and DC sides. The voltage and current harmonics are then
applied through the components within the converter station. Thus,
sounds with different tones and magnitudes are excited. Often the sound
generated is perceived as a nuisance at nearby residential areas.
Regarding acoustics requirements, air-core reactors, transformers and
capacitors are the major sound sources in HVDC stations. The
generation of sound by an air-core reactor is mainly dependent on
vibration of its structure caused by electrical excitation, as a result of
current flow through the equipment. The aim of this research is to
develop a vibroacoustic numerical model in order to calculate the sound
generated by air-core reactors. According to the type of the problem that
is being studied, the model proposed is established by three discrete-
uncoupled models. The first one is used to calculate the forces generated
by the magnetic induction acting on the reactor. The second model
describes the dynamic behavior of the reactor while it is running. As a
result of the second model we have the velocity of vibration of the
reactor. The last model is used to simulate the sound radiation by the
reactor. While the first two models were developed using finite element
method, the model that describes the sound radiation was developed
using boundary element method. Experimental tests were made to
describe the structural and acoustic behavior and also to update and
validate the results obtained with the vibroacoustic model proposed.

Keywords: Power substations; air-core reactors; electromagnetics;
structural vibration; sound radiation.
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CAPITULO 1
INTRODUGAO

Nas Ultimas décadas foi identificada a viabilidade do uso de
sistemas de corrente continua em alta tensdo para a transmissdo de
grandes blocos de energia a longas distancias. O uso deste tipo de
sistema fornece uma série de vantagens, tais como a interligacéo de dois
sistemas em corrente alternada, que podem estar fora de sincronismo ou
em frequéncias diferentes, e a redugdo do custo da linha de transmisséo,
uma vez que a quantidade de cabos ¢ significativamente reduzida. No
entanto, o processo de conversdo de corrente continua para corrente
alternada produz tensbes e correntes harmdnicas que podem gerar
elevados niveis de ruido, em diferentes faixas de frequéncias. Além
disso, o crescimento econdmico, 0 populacional, e 0 uso crescente de
energia elétrica, exigem a construcdo de subestagdes para transmissao de
energia junto aos grandes centros de consumo, fazendo com que as
comunidades vizinhas sejam afetadas pelo ruido gerado nestes locais.

O problema do ruido gerado nas subestacbes ndo estd apenas
associado ao incobmodo gerado pelos elevados niveis de ruido como
também ao fato de serem ruidos tonais, que provocam um grande
desconforto. Por isso, érgdos ambientais, principalmente da Europa e
Estados Unidos, passaram a adotar leis mais rigorosas que definem os
niveis maximos toleraveis e exigem a especificacdo do nivel de poténcia
sonora dos equipamentos a serem usados nestas subestagdes, para que o
nivel de ruido global gerado pela planta industrial seja estimado.

Em geral, o ruido gerado por componentes elétricos depende
principalmente da vibracdo que é induzida na estrutura a partir da acéo
de forcas elétricas resultantes do fluxo de corrente que circula no
componente ou de tensdes aplicadas sobre ele. Particularmente, quando
uma ou mais frequéncias do espectro de forcas coincidem com uma das
inimeras frequéncias de ressonancia da estrutura, ocorre uma
amplificacdo dos niveis de vibracdo e consequentemente um aumento
consideravel no nivel de ruido gerado pelo equipamento.

Entre as principais fontes de geracdo de ruido nestas plantas
industriais encontram-se os transformadores, 0s capacitores e 0s reatores
com nlcleo de ar. Nesta pesquisa tem-se como objetivo principal o
desenvolvimento de um modelo numérico vibroacustico que permita
determinar o ruido gerado pelos reatores com nulcleo de ar. Como o
ruido gerado por estes equipamentos esta diretamente associado as suas
caracteristicas elétricas e mecanicas, 0 modelo vibroacustico proposto é
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composto por trés modelos numéricos desacoplados. O primeiro modelo
é usado para calcular as forcas resultantes da inducdo magnética gerada
pelo reator. O segundo permite determinar 0 comportamento dinamico
estrutural do reator e o terceiro simula a radiagdo sonora deste
equipamento.

Ao longo de todo o documento, sdo abordadas as varias areas do
conhecimento que estao relacionadas ao problema do ruido dos reatores.
No Capitulo 2 apresentam-se as caracteristicas gerais e o principio de
funcionamento dos reatores elétricos, destacando as formas construtivas,
0s principais componentes e as principais aplicacdes dos reatores com
nicleo de ar. Além disso, apresentam-se as informagfes técnicas e
caracteristicas construtivas dos trés prototipos construidos para
realizacdo dos ensaios experimentais.

A caracterizacdo mecanica estrutural dos reatores tem inicio no
Capitulo 3 onde séo apresentados 0s ensaios realizados para determinar
as propriedades elasticas do material, formado por uma mistura de fibra
de vidro, resina epoxi e fios de aluminio. Além da descricdo da
metodologia empregada em cada ensaio, se faz uma analise critica dos
resultados obtidos, uma vez que as propriedades determinadas
experimentalmente serdo usadas nos modelos numéricos estruturais e,
portanto, poderdo afetar significativamente os resultados obtidos nestas
simulagdes.

As frequéncias naturais e os modos de vibracdo dos trés
prototipos analisados nesta pesquisa sdo apresentados no Capitulo 4. A
identificacdo das frequéncias de ressondncia da estrutura tem um papel
fundamental quando se deseja avaliar se as forcas que atuam no
equipamento  podem  excitar algum modo  estrutural e,
consequentemente, implicar no aumento do nivel de vibrag&o e do ruido
gerado pelo reator. Como a energia sonora radiada pelo reator esta
diretamente relacionada a velocidade de vibracdo da superficie,
apresentam-se também neste capitulo os testes experimentais realizados
para determinar a forma e os niveis de vibracdo dos reatores em
funcionamento.

Concluindo esta série de avaliagbes experimentais, no Capitulo 5
apresentam-se 0s ensaios realizados para avaliar o ruido gerado pelos
reatores. Nestes testes, determina-se o nivel de poténcia sonora de cada
um dos prototipos e a partir da avaliacdo dos niveis de pressdo sonora
registrados nos diversos pontos de medicdo, se faz uma anélise da
diretividade do campo acustico dos reatores. Os ensaios experimentais
ndo tiveram como Unico objetivo a validagéo dos resultados fornecidos
pelo modelo vibroacustico proposto, pois, a partir dos mesmos, foi
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obtida uma série de conclusGes que contribuiram para o enriquecimento
técnico cientifico desta pesquisa e aprimoramento do modelo proposto.

Do ponto de vista de geracdo de ruido, a amplitude de vibracao e
as dimensdes da superficie de radiacdo do reator determinam
essencialmente a poténcia sonora gerada pelo mesmo. Por isso, tem-se
interesse em determinar as forcas que fazem com que a superficie do
reator vibre. Conforme se apresenta no Capitulo 6, estas forcas resultam
da interacdo entre o fluxo de corrente que percorre 0 reator e sua
indugdo magnética. Para determind-las propde-se dois modelos, um
analitico e outro numérico. No modelo analitico, admite-se que a
indugdo magnética criada pelo fluxo de corrente no reator seja similar
aquela de um solenoide. J& no modelo numérico, a inducdo magnética é
obtida a partir de uma equacdo diferencial deduzida das equacGes de
Maxwell e da aplicacdo do método de elementos finitos.

No Capitulo 7 se descreve o modelo numérico estrutural e o
modelo de radiagdo sonora. O modelo estrutural foi desenvolvido a
partir do método de elementos finitos e com ele pretende-se representar
0 comportamento dindmico dos reatores em funcionamento e, assim,
determinar a velocidade de vibracdo ao longo de toda a superficie do
reator. No modelo numérico de radiacdo sonora, a excitacdo do campo
acustico é introduzida a partir da consideragdo de que a velocidade de
particula na interface entre a superficie do reator e 0 campo acustico é
igual aquela da superficie. Por se tratar de um problema de radiacdo
sonora, cujo dominio de célculo tem uma extensao infinita, no modelo
de radiagcdo sonora emprega-se 0 método de elementos de contorno.
Ainda neste capitulo, sdo feitas analises envolvendo uma série de
parametros tais como, tipo de carregamento e ressonancias acusticas da
cavidade interna dos reatores, para identificar quais sdo os pardmetros
gue mais contribuem para o ruido gerado pelos reatores e como cada um
deles influencia na radiacdo sonora. E finalmente, apresenta-se uma
comparagdo entre os resultados numéricos e 0s experimentais para
avaliar se os modelos desenvolvidos representam adequadamente o
problema abordado.

No Capitulo 8 apresenta-se uma sintese contendo as conclusGes
obtidas com esta pesquisa, sejam elas resultados da profunda
investigacdo experimental realizada ou das varias analises realizadas
através dos modelos numéricos desenvolvidos. Além disso, propdem-se
alguns assuntos que poderiam ser estudados em pesquisas futuras,
almejando um aperfeicoamento dos modelos aqui desenvolvidos.

Na parte inicial dos Apéndices, se faz uma breve introducdo ao
método de elementos finitos para que posteriormente, a partir das
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equacdes diferenciais que definem o problema estrutural dindmico e o
problema acustico, seja desenvolvido todo o equacionamento
matematico necessario para obtencdo dos modelos discretos. O
desenvolvimento detalhado de cada uma das etapas envolvidas na
definicdo do modelo discreto ndo visa somente a apresentacdo do
procedimento matematico que se encontra por tras dos programas
comerciais de elementos finitos. O objetivo principal consiste na
elaboracdo de um programa préprio que além de ser utilizado como uma
ferramenta complementar ao ensino na &rea de vibragGes e acUstica
permita calcular o ruido radiado por reatores. Além disso, tal
desenvolvimento procura fornecer aos pesquisadores em geral, uma
referéncia bibliografica que sirva de base para futuros trabalhos que
abordem o método numérico de elementos finitos ou que desejem
implementar cddigos préprios para a solugdo de outros problemas
estruturais ou acusticos.



CAPITULO 2
CARACTERISTICAS GERAIS DE REATORES ELETRICOS

Neste capitulo, além de informagdes gerais sobre 0s reatores com
nucleo de ar, apresentam-se as caracteristicas construtivas e elétricas dos
protétipos desenvolvidos para realizar esta pesquisa.

2.1) Principio de funcionamento dos reatores

Os reatores, ou ainda os indutores, sdo dispositivos fabricados
para introduzir indutancia em um circuito elétrico, consistindo de uma
série de espiras de um fio condutor bobinado convenientemente e
especialmente preparado e arranjado de modo a produzir fluxo
magnético quando circula corrente. Normalmente as espiras Ssdo
enroladas em torno de um material magnético, denominado nicleo, o
qgual é capaz de armazenar uma quantidade maior de energia por
Ampére de corrente, que o proprio ar. A resisténcia dos reatores deve ser
minima, pois sdo construidos para se comportar como indutancias.

O principio de funcionamento do reator é descrito pelas leis de
Faraday e Lenz. Através de experiéncias, Faraday observou que sempre
gue houver uma variacdo de fluxo magnético através de uma espira
surge nesta espira uma forca eletromotriz induzida. A este fenémeno foi
dado o nome de inducdo eletromagnética. Esta forca, em qualquer
hipotese, é temporaria e cessa quando se interrompe a variacdo do valor
do fluxo que atravessa a espira. Através de medicGes foi observado que
a forca eletromotriz induzida depende da intensidade da perturbacéo
sofrida pelo fluxo que abraca a espira e também do nimero de espiras
existentes. A lei que permite obter a forca é conhecida por Lei de
Faraday. No entanto, esta forca eletromotriz induzida estd em oposicao a
causa que lhe deu origem e foi explicada inicialmente pelo fisico alemé&o
Heinrich Lenz, sendo conhecida como Lei de Lenz.

Segundo Ferreira [1], uma forca eletromotriz pode ser induzida
em um condutor ou em uma bobina quando ha uma varia¢do na corrente
que percorre o préprio elemento. Sabe-se que uma corrente fluindo ao
longo de um condutor produz, em torno deste, uma indugdo magnética.
Quando a corrente muda de valor, a inducéo varia e induz no condutor
uma forca eletromotriz. Este efeito é chamado de autoinducéo e a forca
a ele associada é conhecida como for¢a eletromotriz autoinduzida. Esta
corrente percorrendo o condutor produz uma indugdo magnética que é
capaz de armazenar energia. Se a indugdo magnética produzida por esta
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corrente estd em um meio nao ferromagnético, ou seja, em um meio no
qual ndo existe material magnético nas vizinhancgas, entdo o fluxo é
proporcional a corrente que o produziu. A relagdo entre o fluxo e a
corrente, ou seja, a constante de proporcionalidade é chamada de
autoindutancia, indutncia propria, ou simplesmente induténcia da
bobina.

A indutancia do reator depende do formato do mesmo (area e
comprimento), da permeabilidade do material do qual é feito o ndcleo,
do nimero de espiras, da distancia entre as espiras, da forma como estas
espiras sdo enroladas e outros fatores.

As principais partes constituintes de um reator sdo:

a) O nucleo, que pode ser de ar ou de ferro;

b) Os enrolamentos sdo semelhantes aos dos transformadores,
podendo ser em disco, disco entrelacado, helicoidal ou em
camadas.

c) O isolamento, constituido basicamente de 6leo e celulose,
sendo uma estrutura semelhante a do isolamento dos
transformadores. Pode-se também, no caso de reatores secos,
utilizar materiais como mylar, nomex ou esmalte para o
isolamento entre as espiras.

Particularmente, na presente pesquisa, serdo estudados os reatores

com ndcleo de ar, ou seja, aqueles reatores em que 0 nucleo ndo é
formado por um material magnético. Portanto, a seguir sdo apresentadas
informacBes detalhadas sobre as caracteristicas e formas construtivas
deste tipo de reatores.

2.2) Projeto construtivo do reator elétrico com nucleo de ar

Os reatores com nucleo de ar oferecem uma resposta linear de
impedancia versus corrente, o que é essencial para inimeras aplicagdes.
Neste tipo de reatores, destacam-se duas tecnologias de construgdo, a
FED (Fiberglass Encapsulated Design) e a OSD (Open Style Design).

Na tecnologia OSD o reator consiste basicamente de uma bobina
cujas espiras sdo feitas de um perfil de aluminio de secdo retangular,
sendo que as mesmas sdo separadas em intervalos idénticos por meio de
calgos de fibra de vidro de alta resisténcia mecanica.

Ja na tecnologia FED, que representa a tecnologia de construcao
dos reatores estudados nesta pesquisa, 0 reator consiste basicamente de
uma ou mais bobinas cujas espiras sdo formadas por um ou por varios
condutores de aluminio de secéo circular, isolados entre si através de um
filme de poliéster e conectados em paralelo. O nimero de condutores
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gue formam a espira deve ser definido de modo que o fluxo de corrente
através da espira ndo provoque um agquecimento excessivo.

Os condutores sdo mecanicamente imobilizados e encapsulados
por meio de um enrolamento de resina e fibra de vidro. Além de
imobilizar os condutores mecanicamente, o enrolamento de resina e
fibra de vidro evita a exposicdo direta da bobina as condi¢des
atmosféricas e assegura a sua protecdo em procedimentos de
manutencdo e transporte. Estruturalmente, o conjunto de espiras da
bobina envolvido pela resina e fibra de vidro denomina-se casca
cilindrica.

Dependendo da poténcia do reator, sdo utilizados uma ou mais
bobinas concéntricas, conectadas em paralelo e distanciadas entre si por
meio de espacadores de fibra de vidro, que permitem a circulagéo de ar
entre elas e, consequentemente, o resfriamento do reator.

Nas extremidades do reator, duas cruzetas de aluminio séo
interligadas as cascas cilindricas por meio de amarracGes de fibra de
vidro, conforme se observa na Figura 1. Além disso, é nas cruzetas onde
se encontram 0s terminais que irdo conectar o reator ao circuito elétrico
e onde os conectores de cada uma das bobinas séo soldados.

Amarracdes==
\

Conexao
- bebinas
Terminal

Figura 1 — Detalhe da cruzeta superior de um reator formado por varias bobinas.

Na Figura 2 observa-se uma representacdo da estrutura e dos
principais componentes dos reatores com nucleo de ar, construido
usando a tecnologia FED.
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A) Cruzeta superior
B\ B) Cilindro externo
C) Cilindro interno
A D) Condutores
E) Cruzeta inferior
F) Isoladores

G) Espagadores
E\

(@) (b)
Figura 2 — Reator com nucleo de Ar, tecnologia FED. (a) Vista isométrica, (b)
Detalhe da estrutura interna.

Embora estes reatores sejam monofasicos, podem ser usados em
sistemas de transmissao trifasicos, porém, neste caso se utiliza um reator
para cada uma das fases, montados um sobre o outro, como pode se
verificar na Figura 3.

Figura 3 — Montagem dos reatores para utilizagdo em sistema trifasico.

E importante ressaltar que os resultados e conclusdes obtidas na
presente pesquisa baseiam-se em estudos e ensaios feitos na
configuracdo monofasica. A configuracdo trifasica exige um estudo
complementar, uma vez que devido ao acoplamento magnético entre os
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trés reatores, devem surgir forcas complementares que nao podem ser
desprezadas.

2.3) Protétipos desenvolvidos para a pesquisa

Para esta pesquisa foram construidos trés reatores, denominados
prototipo 3, prototipo 4 e protétipo 5. Todos possuem ndcleo de ar e
suas formas construtivas baseiam-se na tecnologia FED. Por outro lado,
cada um deles apresenta caracteristicas elétricas distintas, de modo que
podem ser avaliados diversos parametros relacionados ao
comportamento dinamico e, consequentemente, o ruido gerado por estes

equipamentos. Na Tabela 1 sdo apresentadas as caracteristicas elétricas
dos prototipos 3, 4 e 5.

Tabela 1 — Caracteristicas elétricas dos protétipos desenvolvidos e estudados.

Descrigdo Prot6tipo 3 | Prot6tipo 4 | Protétipo 5
Indutancia Nominal 3,5mH 3,4 mH 2,5mH
Impedancia Nominal 1,319 Q 1,282 Q 0,942 Q
Resisténcia Elétrica 129 mQ 66 mQ 47 mQ

Corrente Nominal 300,0 A 410,0 A 480,0 A
Tensao Nominal 1,2 kv 1,2 kV 1,2 kv
Frequéncia Nominal 60 Hz 60 Hz 60 Hz
Material condutor Aluminio Aluminio Aluminio
Arggn%ifoﬁgéo 634mm? | 1269mm® | 1442 mm?
Altura da cruzeta 76,2 mm 76,2 mm 76,2 mm
Espessura da cruzeta 9,525 mm 9,525 mm 9,525 mm
N° de bracos da cruzeta 4 4 4
Altura total 1,355m 1,434 m 1,226 m
Peso total 98,0 kg 178,1 kg 216,6 kg

Cada uma das bobinas que compde o0 reator apresenta
caracteristicas construtivas particulares. Na Tabela 2 podem ser
observadas as caracteristicas da Unica bobina que forma o protétipo 3, e
das duas bobinas que comp®e o prototipo 4, enquanto que nas Tabelas 3
e 4 sdo verificadas as propriedades das seis bobinas do prot6tipo 5.
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Tabela 2 — Caracteristicas construtivas dos prot6tipos 3 e 4.
) Protoétipo 3 Protoétipo 4
Descrigao - - -
Bobina 1 Bobina 1 Bobina 2
Diametro interno 1,1313m 1,0797 m 1,1339m
Diametro externo 1,150 m 1,0951 m 1,1497 m
Diametro do condutor 5,189 mm 5,189 mm 5,189 mm
Espessura interna da fibra
de vidro 1,9 mm 1,9 mm 0,82 mm
Espe_ssura externa da 1,9 mm 0,6 mm 1,9 mm
fibra de vidro
N° de espiras 66,5 71,25 66,5
Altura total das espiras 1,103 m 1,1818 m 1,103 m
Densidade de corrente 4,73 Almm? | 3,17 A/mm? | 3,30 A/mm?
Percentual de corrente 100 % 49 % 51 %

Tabela 3 — Caracteristicas construtivas das bobinas 1, 2 e 3 do prot6tipo 5.

s Prototipo 5
Descrigéo
Bobina 1 Bobina 2 Bobina 3
Diametro interno 0,6458 m 0,6979 m 0,7439 m
Diametro externo 0,6592 m 0,7051 m 0,7516 m
Diametro do condutor 2,052 mm 2,175 mm 2,442 mm
Espessura intema da 1,9 mm 0,82 mm 0,82 mm
fibra de vidro
Espe_ssura ex‘_[erna da 0.6 mm 0.6 mm 0.6 mm
fibra de vidro
N° de espiras 100,5 83,25 78,75
Altura total das espiras 0,962 m 0,8375 m 0,8763 m
Densidade de corrente 3,03 A/mm? 4,01 A/mm? 3,67 A/mm?
Percentual de corrente 17 % 12 % 14 %

As espessuras de fibra de vidro apresentadas nas Tabelas 2, 3 e 4
sdo dados de projeto, na realidade, em fungdo do processo produtivo,
estas espessuras variam significativamente ao longo de toda a superficie
do reator.
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Tabela 4 — Caracteristicas construtivas das bobinas 4, 5 e 6 do prot6tipo 5.

Descriao Protétipo 5
Bobina 4 Bobina 5 Bobina 6
Diametro interno 0,7904 m 0,8372m 0,8840 m
Diametro externo 0,7984 m 0,8452 m 0,8997 m
Diametro do condutor 2,590 mm 2,590 mm 2,590 mm
ESp?iffr’grg;%rrga da 0,82 mm 0,82 mm 0,82 mm
Espessura externa da 0,6 mm 0.6 mm 1,9 mm
fibra de vidro
N° de espiras 74,0 68,5 68,625
Altura total das espiras 0,8667 m 0,8023 m 0,8037 m
Densidade de corrente | 3,56 A/mm? | 3,71 A/mm? | 2,93 A/mm?
Percentual de corrente 16 % 16 % 26 %

Como o projeto e a fabricacdo destes prototipos exigiram um
tempo consideravel, na fase inicial da pesquisa, foram utilizados dois
reatores, denominados protdtipos 1 e 2. Estes dois equipamentos foram
construidos pela empresa AREVA para realizar ensaios elétricos
especificos. Por se tratar de equipamentos que nao foram especialmente
desenvolvidos para este projeto e pelo fato de ndo conhecer todas as
suas caracteristicas, os mesmos s6 foram utilizados em alguns ensaios e
por este motivo serdo mencionados em apenas algumas secfes do
presente documento.

E importante deixar claro que apesar de serem denominados
protétipos, todos 0s cinco reatores possuem caracteristicas reais que
poderiam ser utilizados nos sistemas de transmissao e distribuigdo de
energia elétrica. Além disso, salienta-se que durante a pesquisa foram
realizados ensaios para avaliar o ruido de 20 reatores com caracteristicas
elétricas e construtivas distintas.

2.4) Principais aplicagdes dos reatores com nucleo de ar

Os reatores com nucleo de ar oferecem uma resposta linear de
impedancia versus corrente, o que é essencial para inimeras aplicagdes.
Dependendo da funcdo desejada, os reatores podem ser conectados em
série ou em paralelo com a linha de transmissdo ou com o circuito
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elétrico. Particularmente, quando estdo conectados em paralelo,
denominam-se reatores em derivacéo ou shunt.

Baseado no trabalho de Alves [2], a seguir apresentam-se as
principais aplicagdes de reatores com nicleo de ar, sendo que as duas
primeiras sdo obtidas quando os reatores sdo conectados em série e as
demais aplica¢Ges quando os reatores sdo conectados em paralelo.

2.4.1) Limitador de corrente de curto circuito

Em sistemas de poténcia quando se deseja reduzir possiveis
correntes de curto-circuito, causadas principalmente pela existéncia de
um grande ndmero de unidades geradoras, ou de unidades geradoras de
porte elevado, em pontos especificos de um sistema utilizam-se reatores
em série. Nestas condigcBes tém-se como funcdo limitar correntes,
salvaguardando a operagdo de componentes como disjuntores, chaves
seccionadoras e outros equipamentos e componentes do sistema.

2.4.2) Alisamento ou smoothing

S&o usados para reduzir a ondulagdo sobreposta em sistemas de
corrente continua, e em série com grandes motores de corrente continua,
alimentados por retificadores, que sdo usados, por exemplo, nas
indUstrias de processamento de aco e mineragdo. Também sdo usados
em sistemas de transmissdo de alta tensdo em corrente continua
(HVDC) e outras aplicagbes industriais (retificadores, sistemas de
tracdo). Sucintamente, pode-se dizer que reatores de alisamento sdo
utilizados para reduzir as correntes harmonicas e as sob-recorrentes
transitdrias em sistemas de corrente continua.

2.4.3) Aterramento de neutro

Nos sistemas trifasicos com neutro perfeitamente isolado a tensao
do ponto neutro (o centro de gravidade das tensdes dos sistemas de
poténcia) ndo é fixa, ou seja, flutua livremente. Isto termina por impor a
necessidade de isolamento adequado aos terminais de neutro dos
equipamentos. Quando estes sistemas trabalham em condi¢do simétrica,
0s potenciais dos pontos de neutro e de terra coincidem. Deste modo
todas as tensGes entre fase e terra possuem a mesma amplitude.

No entanto, quando ocorre um curto circuito para a terra, a fase
envolvida passa a apresentar como potencial o valor do potencial de
terra. Em decorréncia deste fato, ocorre um deslocamento do ponto de
neutro e as tensdes entre os condutores e o terra passam, em mddulo,
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serem iguais as tensdes entre as fases. Como resultado direto deste fato,
0 isolamento dos equipamentos é submetido a uma sobretensdo da

ordem de+/3 vezes a tensdo nominal fase terra equilibrada em regime
permanente do sistema. Dependendo da filosofia em termos de prote¢do
adotada, este periodo transitorio, pode ter duracdo indeterminada.

Para solucionar este problema costuma-se utilizar um reator para
aterrar o sistema. Este reator tem por muito tempo sua utilizacdo nos
sistema de poténcia unicamente direcionada para o escoamento das
cargas armazenadas nas fases de linhas isoladas para a terra.

2.4.4) Limitacao de correntes provenientes da insercao de
banco de capacitores

Os reatores podem também ser utilizados na limitacdo de
correntes provenientes da energizagdo do banco de capacitores. As
correntes inrush, como sdo conhecidas, podem atingir valores que
provocam danos ao sistema onde sdo inseridas. Desta forma, 0s reatores
tendem a limitar este efeito a valores suportaveis.

2.4.5) Filtro de correntes harmonicas

As caracteristicas de resposta de frequéncia em um sistema
elétrico apresentam pontos de ressonancia, isto é, frequéncias para as
quais a impedancia do sistema assume um valor maximo (ressonancia
paralelo) ou minimo (ressonancia série).

Se o sistema alimenta uma carga nado senoidal, surgirdo correntes
harmoénicas, de frequéncias mdaltiplas da frequéncia fundamental
podendo acontecer a ressonancia do sistema, o0 que pode resultar em
valores apreciaveis de tensdes harmonicas. Quando estas tensdes ficam
superpostas a tensdo fundamental de suprimento do sistema, a mesma
podera ficar totalmente distorcida.

A presenca de tensfes distorcidas no sistema podera causar dano
ou mal desempenho de equipamentos das concessionérias de energia
elétrica e seus consumidores. Logo, para evitar tais problemas utiliza-se
0 reator, em conjunto com capacitores e, ocasionalmente, com resistores
(filtro amortecido), para criar um circuito de filtro sintonizado em uma
determinada frequéncia (frequéncia de ressonancia) com o objetivo de
reduzir, bloquear ou prover um caminho de baixa impedancia para as
correntes harmonicas.
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2.4.6) Compensador estatico

Os compensadores estaticos, que sdo controladores em paralelo,
basicamente sdo compostos de bancos de capacitores e reatores. Através
de controles adequados s&o inseridos e retirados estes bancos de tal
modo que o compensador possa gerar (capacitor) ou absorver (reator)
poténcia reativa.

Compensadores estaticos tém sido utilizados ha mais de 35 anos
em industrias, principalmente no controle de oscilagdes réapidas de
tenséo.



CAPITULO 3
DETERMINAGCAO DAS PROPRIEDADES MECANICAS DO MATERIAL

A determinacdo das propriedades mecanicas do material que
forma o reator é de fundamental importancia para o desenvolvimento
dos modelos numéricos estruturais que irdo influenciar diretamente nos
resultados fornecidos pelos modelos de radiacdo sonora. Embora, o
material dos reatores seja formado por uma mistura de fibra de vidro,
resina epdxi e fios de aluminio, tém-se como objetivo determinar as
propriedades equivalentes do material e ndo de cada uma das suas
camadas. Assim, nesta secdo, sdo descritos alguns métodos utilizados
para determinar as propriedades mecanicas deste material.

3.1) Materiais compostos e suas caracteristicas gerais

Principalmente devido a sua leveza e elevada resisténcia, 0s
materiais compostos vém sendo aplicados em diferentes areas da
engenharia, despertando em pesquisadores como Jones [3], Tsai e Hahn
[4], e Chawla [5] um grande interesse pelo estudo de seu
comportamento e aplicacdo. Um material composto é formado pela
unido de dois ou mais elementos de propriedades diferentes, cujo
desempenho é superior aquele de seus componentes individuais. Em
geral, a estrutura de um material composto divide-se em duas partes: as
fibras, que conferem ao material suas caracteristicas de rigidez e
resisténcia a ruptura, e a matriz, cuja funcdo principal é transferir as
solicitagBes mecanicas as fibras e protegé-las do ambiente externo.

3

(@) (b)
Figura 4 — (a) Detalhe de corte na se¢do transversal do reator, (b) Sistema de
eixos de ortotropia.



Capitulo 3. Determinagéo das propriedades mecanicas do material 16

Por serem formados pela unido de materiais com diferentes
propriedades mecanicas, 0s materiais compostos ndo possuem um
comportamento isotropico, ou seja, eles ndo apresentam as mesmas
propriedades mecéanicas em todas as dire¢Bes. Portanto, frequentemente
define-se para este tipo de material um sistema de eixos ortogonais,
chamado sistema de eixos de ortotropia, dentro do qual as propriedades
mecanicas sdo identificadas. Nesta pesquisa, um dos eixos, denominado
1, é definido na direcdo dos condutores elétricos, outro, denominado 2, é
colocado transversalmente as fibras e um terceiro é definido
ortogonalmente aos dois anteriores, como se pode observar na Figura 4.

Quando as propriedades mecénicas nas dire¢des 2 e 3 sdo
idénticas, designa-se que este material se trata de um isotropico
transverso. Tal hipdtese é assumida nesta pesquisa, porque se admite
que nas dire¢des 2 e 3 as propriedades mecénicas do material do reator
sdo idénticas. Sendo assim, 0os métodos empregados para determinar as
propriedades mecanicas do material, que serdo apresentados a seguir,
deverdo ser conduzidos de maneira que possam ser determinadas as
propriedades mecanicas nos eixos de ortotropia.

3.2) Ensaio de tracdo

A norma ASTM D 638-03 [6] descreve o procedimento e 0s
equipamentos necessarios para determinar as propriedades mecanicas de
amostras plasticas, podendo também ser utilizado na determinacdo das
propriedades de materiais modelados com resina fendlica e materiais
laminados. Este procedimento € frequentemente utilizado em materiais
gue possuem uma espessura maxima de 14 mm.

Os corpos de prova construidos para os ensaios sdo retangulares e
tiveram seus comprimentos e larguras definidos a partir da extrapolacéo
daqueles recomendados pela norma ASTM D 638-03 para corpos de
prova do tipo Ill. As dimensdes tipicas de um corpo de prova podem ser
observadas na Tabela 5.

Tabela 5 — Dimens@es dos corpos de prova da amostra 7.

Espessura | Largura Comprimento

Amostra 7 (mm) (mm) (mm)
Qe 12,5 37,80 215,0
45° 12,5 26,4 204,0

90° 12,5 37,8 195,0




Capitulo 3. Determinagéo das propriedades mecanicas do material 17

Por se tratar de um material composto, foram preparados trés
corpos de prova, cada um deles com diferentes orientagcdes dos fios de
aluminio, a 0° (direcéo circunferencial do reator), 90° (direcéo axial do
reator) e 45° desta forma, poderiam ser determinadas as suas
propriedades em diferentes direcdes.

O procedimento de medi¢do consistiu basicamente em fixar a
amostra nos grampos da maquina de ensaio de tragdo EMIC DL 2000,
conforme pode se observar na Figura 5, e ajustar a velocidade de
avango. Assim, automaticamente em determinados intervalos de tempo,
a maquina registra a forca aplicada e o respectivo deslocamento de sua
garra movel, até o instante de ruptura da amostra. A razdo entre a forca
aplicada e a area da secdo transversal do corpo de prova determina a
tensdo aplicada na amostra. J& a deformacao sofrida pelo corpo de prova
¢ obtida a partir da razdo entre o deslocamento da garra e o
comprimento inicial da amostra.

Figura 5 — Méquina EMIC DL 2000 utilizada para realizar o ensaio de tracéo.

O comportamento do material de cada um dos corpos de prova
avaliados ao longo do ensaio de tracdo pode ser analisado no diagrama
tensdo-deformacdo, apresentado na Figura 6.

Supondo gue na faixa onde os niveis de tensdo e deformacéo séo
pequenos 0 material tenha um comportamento linear, a relacdo entre a
tensdo e a deformagdo pode ser expressa através da lei de Hooke:

oc=Ee (3.1)
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onde o corresponde a tensdo, expressa em Pa, ¢ a deformacgdo e E o
modulo de elasticidade, expresso em Pa.

% 10 Tensdo X Deformagédo - Amostra 7
12 : . ; . .
------- Amostra 7 (0°) %

Amostra 7 (45°)
1ok | == - amostra7 (309

L s s

Tenséo [Pa]
o

0 L i i i i L
1} 001 0.02 003 0.04 005 0.06 0.07
Deformacéo

Figura 6 — Diagrama tensdo-deformacao das amostras analisadas.

Logo, o médulo de elasticidade pode ser calculado a partir da
razdo entre a tensdo e deformacdo sofrida pela amostra testada. Os
valores dos modulos de elasticidade e tensdo de ruptura determinados

para cada um dos corpos de prova avaliados neste ensaio de tragdo séo
apresentados na Tabela 6.

Tabela 6 — Resultados obtidos no ensaio de tracdo para a amostra 7.

Tensdao ruptura Mddulo de

Amostra 7 em tracéo elasticidade
(MPa) (MPa)
o° - 361,0
450 11,0 437,3
90° 9,1 231,8

Embora, o corpo de prova com os fios a 0° tivesse uma maior

tensdo de ruptura, o0 seu valor ndo pode ser determinado, porque o
equipamento utilizado ndo possuia capacidade (Carga maxima de 2 kN)
para provocar a ruptura desta amostra. Ja os outros dois corpos de prova
romperam na regido onde se localizava a fita de poliéster usada no
processo de fabricacdo dos reatores, como se verifica na Figura 7.
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Figura 7 — Regido da amostra com fios a 45°, onde ocorreram as fraturas.

Para melhorar os resultados obtidos neste ensaio, ao invés de
utilizar a propria garra do equipamento para medir o deslocamento,
poderiam ser utilizados extensémetros para que 0 erro associado a
determinacdo da deformacdo fosse reduzido significativamente. Além
disso, seria necessario utilizar um equipamento com maior capacidade
de carga. No entanto, este método ndo se mostrou apropriado para
determinar as propriedades mecénicas equivalentes destes materiais. A
grande irregularidade da superficie das amostras permitiu que a garra
tracionadora escorregasse e consequentemente introduzisse erros
grosseiros que acabaram comprometendo a credibilidade dos resultados
obtidos.

3.3) Mcétodo da flexdo em quatro pontos

O método da flexdo em quatro pontos é utilizado para determinar
0 modulo de elasticidade, a tenséo de flexdo, a deformacéo de flexdo e a
resposta tensdo-deformacdo em flexdo do material. A grande vantagem
do teste de flexdo em quatro pontos é a facil preparacdo do teste e do
corpo de prova. No entanto, este método apresenta algumas
desvantagens: os resultados obtidos sdo sensiveis a geometria do
carregamento e do corpo de prova, e a razdo de deformacao.

De acordo com a Norma ASTM D 6272-02 [7] a distancia
minima entre 0s pontos de apoio deve ser tal que a relagdo entre esta e a
espessura seja de 16:1. De acordo com esta norma técnica, para
materiais compostos reforcados com alta resisténcia, incluindo
laminados altamente ortotropicos, esta razdo deverd ser escolhida de
forma que ocorram falhas nas fibras externas da amostra devido somente
ao momento de dobramento. S&o recomendadas trés razdes entre o
comprimento do suporte e a espessura da amostra, sdo elas 16:1, 32:1, e
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40:1. No entanto, para alguns materiais compostos altamente
anisotropicos,  deformagBes  cisalhantes  podem influenciar
significativamente as medic¢6es dos mddulos de elasticidade, mesmo que
a relagdo entre o comprimento do suporte e a espessura seja de 40:1.
Entdo, para estes materiais, um aumento nesta relacdo é recomendado
para eliminar os efeitos cisalhantes, sugerindo-se uma relagdo de 60:1.
Deveria ser observado também que a rigidez a flexdo de laminados
altamente isotropicos € uma funcdo fortemente influenciada pela
sequéncia de empilhamento das fibras e ndo sera correlacionado com a
rigidez extensional, a qual ndo é dependente da sequéncia de
empilhamento.

Como regra geral, a relacdo de 16:1 é satisfatéria quando a razéo
entre a resisténcia a tracdo e a resisténcia ao cisalhamento é menor que
8:1, porém o comprimento do suporte deve ser aumentado para laminas
gue possuem resisténcia ao cisalhamento no plano do laminado
relativamente baixa e resisténcia a tracdo paralela ao comprimento dos
apoios relativamente alta.

A distancia entre os pontos de aplicacdo de carga pode ser igual a
1/3 ou 1/2 do comprimento do suporte. Com o objetivo de submeter uma
area maior do corpo de prova ao carregamento, utilizou-se a distancia de
1/2 do comprimento do suporte. Na Figura 8 apresenta-se um diagrama
da configuracéo escolhida.

P/2 P/2

L4 12 " L/4

L
Figura 8 — Diagrama do carregamento utilizado para realizar os testes.

Segundo esta norma técnica, amostras com espessura maior que
3,2 mm deverdo apresentar uma largura que ndo exceda 1/4 do
comprimento do suporte.

O comprimento da amostra deve ser tal que cada uma de suas
extremidades sobressaia pelo menos 10% do comprimento do suporte e
ndo menos que 6,4 mm. Além disso, os raios das pontas de aplicacéo de
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forca devem ser 1,6 vezes a espessura da amostra e ndo menor que 5
mm.

Definidos todos estes requisitos, a amostra devera ser flexionada
até que ocorra a ruptura de suas fibras externas ou até que seja alcangada
5% da deformagdo méaxima da fibra, dependendo qual ocorrera primeiro.
Os célculos realizados para se obter as propriedades mecanicas baseiam-
se nos procedimentos de medicdo descritos na norma ASTM D5947 e o
equipamento utilizado para medir a deflexdo deve atender os requisitos
da Classe C exigidos pela norma ASTM E 83.

Diante de todas essas exigéncias da norma técnica e das
propriedades das amostras a serem avaliadas, apresentadas nas Tabelas 7
e 8, apresenta-se na Tabela 9 uma sintese dos parametros principais do
ensaio.

Tabela 7 - Propriedades das amostras com fios no sentido circunferencial do
reator (Diregdo 1).

Amostracom | Espessura | Largura | Comprimento Massa
fios a 0° (mm) (mm) (mm) (9)

Al 13 24 233 149,2

A2 13 25 233 155,4

A3 13 24 233 148,6

A4 13 25 233 154,48

Tabela 8 - Propriedades das amostras com fios no sentido axial do reator

(Diregéo 3).
Amostracom | Espessura | Largura | Comprimento | Massa
fios a 90° (mm) (mm) (mm) (9)
Al 13 26 199 136,43
A2 13 25 200 129,86
A3 13 24 202 126,23
A4 13 24 201 129,70

Definidos todos os parametros do ensaio, 0s suportes superior e
inferior foram acoplados na méaquina de ensaio de tracdo EMIC,
conforme se observa na Figura 9.
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Tabela 9 — Sintese dos parametros utilizados nos ensaios de flexao.
R dad Amostra Amostra
Parametros Sce?aml\(legrrﬁ ao 0° 90°
Utilizado Utilizado

Dlstanma dos apoios 208 mm 160 mm 160 mm
L=16*e
Comprimento total da
amostra 250 mm 233 mm 200 mm
Distancia dos pontos de
aplicacao de carga C il 80 mm 80 mm
Largura maxima das 52 mm 25 mm 25 mm
amostras
Sobre saliéncia das
extremidades da amostra AT [l 36,5 mm 20 mm
Raio das pontas de 20,8 mm 21 mm 21 mm
aplicacao de carga
Procedimento de calculo AouB A A
Razédo do deslocamento A=5,56 mm/min
da garra B=55,57 mm/min 3.29 3.29
Deflexao no meio do vao 38,27 38,27 38,27

3
=

Figura 9 — Vista dos equipamentos utilizados para realizar os ensaios de flexao.
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Em seguida, o corpo de prova era posicionado de forma que
ficasse centralizado sobre o suporte. Desta forma, o equipamento era
ligado para que o carregamento fosse aplicado sobre o corpo de prova
ensaiado e os dados referentes a forga aplicada e ao deslocamento
fossem armazenados. O clipgage conectado a um analisador de sinais
permitia a medigédo da deflexdo em determinados intervalos de tempo. A
leitura da forca é feita através de uma célula de forca inserida na
maquina EMIC.

A partir dos dados de forca e deflexdo, 0 modulo de elasticidade
da viga para cada intervalo de tempo pode ser calculado através da
seguinte Equag&o:

Fa

E =
480,

(3L —4a?) (3.2)

onde a corresponde a distancia do engaste até o ponto de aplicacdo de
carga (m); L a disténcia entre os apoios (m); F a forca medida pela
célula de forca (N); vmax & deflexdo medida pelo clipgage (m) e | o
momento de inércia (m*). Lembrando que para uma viga com segdo
transversal retangular o momento de inércia em relacdo ao eixo
centroidal é dado por:

_ be?

| ==
12

3.3)

onde b corresponde a largura da viga (m) e e a espessura da viga (m).

Assim, na Figura 10, podem ser observadas as curvas resultantes
dos diferentes modulos de elasticidade calculados em cada um dos
instantes em que foram efetuadas as aquisi¢cGes das amostras com os fios
a 0° J& na Figura 11 sdo observados os resultados do mddulo de
elasticidade das amostras com fios a 90°.

Ao observar as Figuras 10 e 11, percebe-se que nos instantes
iniciais, 0 modulo de elasticidade, parte de zero até um valor maximo.
Esta variacdo ocorre devido a acomodacdo da amostra sobre o suporte,
uma vez que as imperfei¢Ges na superficie do corpo de prova fazem com
que, nestes instantes iniciais do ensaio uma das pontas de aplicacdo de
forga entre em contato com o corpo de prova antes da outra. J& nos
instantes finais, o valor do médulo de elasticidade tende a se estabilizar.
Assim, o modulo de elasticidade das duas amostras com fios a 0° é de
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aproximadamente 30 GPa e 12 GPa, jA 0 mddulo de elasticidade das
duas amostras com fios a 90° fica em torno de 5,3 GPa.

Médulo de Elasticidade X Tempo - Amostras a 0°
60 T T T o T T

: Amostra A1
: ‘Amostra &2

Mad. Elasticidade [GPa]
w .

o (=]

i

N
=]

0 i L i
10 15 20 25 30 35 40 45
Tempo [s]

Figura 10 — Médulo de elasticidade em fungéo do tempo. (Amostras fios a 0°).

Médulo de Elasticidade X Tempo - Amostras 4 80°
T = T T T

60

Amostra A1
‘Amostra A2

50F)

.
=]

w
=]
T

Mad. Elasticidade [GPa)]

20 szsany

Tempo [s]

Figura 11 — Mddulo de elasticidade em funcéo do tempo. (Amostras fios a 909).

Embora os resultados deste ensaio tenham sido melhores quando
comparados aos obtidos no ensaio de tracdo, a variacdo dos resultados
ao longo do tempo de aplicacdo do carregamento e a grande
sensibilidade dos resultados em fungdo da curva de calibracdo do
clipgage fizeram com que novos métodos para determinar as
propriedades mecénicas do material fossem procurados.
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3.4) Método da viga vibrante

O método descrito na norma ASTM E 756-98 [8] é
frequentemente utilizado para determinar as propriedades mecénicas e
dindmicas de materiais viscos-elasticos, tais como fator de perda,
modulo de elasticidade e médulo de cisalhamento. O método fornece
resultados a partir da utilizacdo de equacgdes analiticas da teoria classica
de vigas, especificamente a de uma viga engastada. Os termos
envolvendo inércia rotacional e deformacdo cisalhante ndo séo
considerados e se assume que as se¢des planas permanecem planas apés
a aplicagdo da forca de excitacéo.

Para o calculo das propriedades sdo necessarias as frequéncias de
ressonancia de cada modo de vibragdo, as propriedades geométricas e a
densidade do material que compde a viga submetida ao ensaio.

Baseado neste método, 0 médulo de elasticidade das amostras de
material do reator pode ser determinado a partir da Equacéo (3.4)

12pL'f 2
ST G4

onde E corresponde ao modulo de elasticidade do material do corpo de
prova (Pa), p a densidade do material (kg/m?), L o comprimento da viga
(m), n o nimero do modo de vibracdo, f,, frequéncia de ressonancia do
modo n (Hz), e espessura da viga (m) e C, o coeficiente para 0 modo n.

Considerando uma viga engastada, os coeficientes dos modos de
vibragdo sdo: C;= 0,55959; C, = 3,5069; C; = 9,8194; C, = 19,242; C5 =
31,809 e para n>5 o coeficiente pode ser calculado a partir da Equacéo
(3.5):

C, :[-j n-05"° (3.5)

O aparato experimental utilizado neste ensaio, observado na
Figura 12, consiste de uma base rigida utilizada para engastar a viga, um
transdutor de vibracdo (acelerdbmetro), um martelo de impacto com
ponteira de nylon e a instrumentacdo apropriada para aquisicdo e
processamento dos sinais de excitagéo e resposta.
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B -

Amostra

Acelerometro

Engaste

Figura 12 — Equipamentos empregados no método da viga vibrante.

Tal suporte deve ser rigido e possuir uma grande massa que
permita assegurar uma condi¢do de engaste, condicdo esta
indispensavel, uma vez que o0 método baseia-se nas equacdes de
vibracdo transversal de vigas uniformes com condi¢do de contorno de
deslocamento e inclinagdo zero na extremidade fixa. Além destes
cuidados, deve-se verificar para que os cabos dos transdutores nao
adicionem rigidez ou amortecimento a viga, devendo para isso serem
finos, leves e fixados de tal forma que ndo apliquem nenhuma forga no
sensor.

Assim, como no ensaio anterior, fez-se necessario preparar dois
tipos de corpos de prova, um com os fios de aluminio orientados a Q°,
direcdo circunferencial do reator, e o outro a 90°, direcdo axial do reator.
As dimens0es tipicas das amostras usadas nesse ensaio sdo equivalentes
aquelas apresentadas nas Tabelas 7 e 8.

A excitagdo foi feita a partir de impactos sobre um ponto fixo
localizado junto a extremidade engastada da viga, enquanto que a
resposta foi medida em varios pontos ao longo da direcdo longitudinal
da mesma. Assim, ao medir a forca aplicada no ponto de excitagdo e a
aceleracdo em cada um dos pontos de resposta, sdo obtidas as fun¢fes
resposta em frequéncia (FRFs) necessarias para determinar as
frequéncias naturais e 0s respectivos modos de vibracao da viga.

Determinou-se um modulo de elasticidade de 2,3 GPa, para a
amostra com fios a 90°, cuja frequéncia de ressonancia correspondente
ao primeiro modo de flexdo estava em 67,0 Hz. J& para amostra com
fios a 0°, que possui uma rigidez maior, a frequéncia de ressonancia do
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primeiro modo de flexdo se encontrava na frequéncia de 164,3 Hz,
resultando em um modulo de elasticidade de 28,7 GPa.

Comparado aos outros métodos, apresentados anteriormente, este
apresentou os melhores resultados e boa repetibilidade. Porém, a
necessidade de se determinar o médulo de cisalhamento do material,
exigiu que outro método fosse utilizado.

3.5) Mcétodo da excitagdo impulsiva

Esse método baseia-se na norma ASTM E 1876-01 [9] cujo
objetivo consiste em determinar as propriedades dinamicas elasticas de
materiais. Os corpos de prova usados no ensaio possuem frequéncias de
ressonancia especificas que sdo determinadas a partir do seu mddulo de
elasticidade, massa e dimensGes geométricas. O mddulo de elasticidade
é determinado utilizando a frequéncia de ressonancia do modo de flexéo
da viga, enquanto que o mddulo de cisalhamento é obtido através da
frequéncia de ressonancia do modo torcional.

Nesse método, a frequéncia de ressonancia de uma amostra com
uma determinada geometria é obtida através da excitagdo por um
martelo de impacto. Um acelerbmetro capta essa vibragdo
transformando-a em sinal elétrico que sera adquirido e processado por
um analisador de sinais. Como sera visto a seguir, 0 posicionamento do
suporte, 0 ponto em que a amostra é excitada e a posi¢do onde é feita a
medicdo de vibracdo sdo definidos pela norma com o objetivo de excitar
apenas 0 modo de vibracdo de interesse.

Normalmente, este método € utilizado para determinar as
propriedades de materiais elasticos, homogéneos e isotropicos. No
entanto, pode também ser utilizado para materiais compostos desde que
alguns cuidados especiais sejam tomados a fim de considerar os efeitos
de anisotropia.

De acordo com a norma técnica, para excitar o primeiro modo de
flexdo da amostra, 0s dois suportes devem ser posicionados a uma
distancia de 0,224L das extremidades da viga, onde L corresponde ao
comprimento da amostra, conforme se observa na Figura 13. Essa
distdncia garante que os suportes estardo posicionados sobre as linhas
nodais deste modo de vibragdo. Os nés sdo definidos como sendo os
pontos da viga que tém deslocamento nulo neste respectivo modo de
vibracdo.

O posicionamento do acelerdmetro e 0 ponto de excitacdo do
corpo de prova devem ser aqueles observados na Figura 13, permitindo
assim que apenas 0s sinais referentes ao primeiro modo de flexdo da
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viga sejam obtidos. Observe que o afastamento do acelerdbmetro em
relacdo a linha nodal deve ser o suficiente para tornar possivel a
identificacdo desse modo de vibragdo. N&o é aconselhavel posicionar o
acelerdbmetro sobre o ponto de maior deslocamento, pois, a adi¢do de
massa poderia alterar a frequéncia natural do sistema. Para evitar erros
grosseiros na determinacdo da frequéncia de ressonancia deste modo, o
corpo de prova é excitado cinco vezes, para que se obtenha uma fungéo
resposta em frequéncia média a partir da qual serd definida esta
frequéncia de ressonancia.

Linha nodal do
modo de flexao

Linha nodal do
modo de flexdao

X1=Ponto de impacto
P1=Ponto de fixacao do acelerometro

Figura 13 — Posicionamento dos suportes para excitar o 1° modo flexao.

Figura 14 — Representacdo da forma de vibracdo do 1° modo de flexdo.

Definidos todos estes parametros é possivel determinar o médulo
de elasticidade do material que comp8e a amostra através da seguinte
equacgéo:
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E =0,9465(m f2 /b)(L* / €%)T, (3.6)

onde E corresponde ao modulo de elasticidade (Pa), m a massa da viga
(9), b a largura da viga (mm), L comprimento (mm), e a espessura (mm),
fr a frequéncia de ressonancia do primeiro modo de flexdo da viga em
flexdo (Hz), apresentado na Figura 14, e T, um fator de correcéo
relacionado ao coeficiente de Poisson v, definido pela seguinte
expressao:

T, =1+6,585(1+ 0,752y +0,8109v°)(e / L) — 0,868(e / L)*

| 8340(1+0,2023v +2,173v*)(e/ L)* (3.7)
1,000 + 6,338(1+0,1408v +1,5361)(e / L)?

Se arazdo L/e=>20, a expressdo do fator de correcdo pode ser
simplificada, para a seguinte expressao

T, =[1+6,585(e/ L)’ ] (3.8)

Para determinar o modulo de cisalhamento do material que
compde a amostra, os suportes da viga devem ser posicionados na linha
média da largura e do comprimento da viga, conforme se observa na
Figura 15, para que o primeiro modo torcional de vibracéo seja excitado.

Linha nodal do

Linhas nodais do  modo de flexio
modo de tor¢do
\ ~

Linha nodal do
modo de flexdao

X3=Ponto de impacto
P3=Ponto de fixag¢ao do acelerémetro

Figura 15 — Posicionamento dos suportes para excitar o0 1° modo torcional.

O posicionamento do acelerdmetro deve se localizar no quadrante
diagonalmente oposto ao ponto onde a viga seré excitada, conforme se
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observa na Figura 15. Assim, 0 médulo de cisalhamento do material que
comp®e a amostra pode ser calculado a partir da Equacéo (3.9).

G

2
:‘”‘Tt B/(1+A) (3.9)

onde G corresponde ao médulo de cisalhamento (Pa), f; a frequéncia
fundamental do modo de tor¢do (Hz), indicada na Figura 16, e B e A
correspondem aos fatores de correcdo calculados a partir das seguintes
equagcdes:

B:{ Crelb 6} (3.10)
4(e /) —2,52(e / by’ +0,21(e/ b)

[0, 5062 — 0,8776C +0,3504C% -0, 0078c3]
A= (3.12)
[12,03(: n 9,89202]

onde C corresponde a razdo entre a largura e a espessura da viga.

Figura 16 — Representacdo da forma de vibragdo do 1° modo torcional.

Conforme mencionado anteriormente, o fato do material ser
ortotrépico torna-se necessario determinar as propriedades elasticas do
material em dois corpos de prova, um com os fios de aluminio
orientados na direcdo circunferencial do reator, Figuras 17 e 18, e 0
outro com os fios na diregdo axial do reator, Figuras 19 e 20. As
dimensfes tipicas das amostras usadas nesse ensaio sdo equivalentes
aquelas apresentadas nas Tabelas 7 e 8.
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Figura 18 — Posicionamento da amostra com fios a 0°. Médulo de cisalhamento.

Dentre as vantagens apresentadas por este método destacam-se a
de que é um ensaio ndo destrutivo e de fAcil realizagdo, uma vez que a
instrumentacdo utilizada faz parte do cotidiano das medicdes
experimentais na area de vibragdes e acUstica. Além disso, como se trata
de um método dinamico, as propriedades determinadas condizem com a
situacdo real de funcionamento do reator, principalmente com relagéo as
frequéncias de operagdo. Por estas razdes este método foi o escolhido
para determinar as propriedades elasticas do material que forma os
reatores.
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Figura 19 — Posicionamento da amostra com fios a 90°. Médulo de
elasticidade.

Figura 20 — Posicionamento da amostra com fios a 90°. Mddulo de
cisalhamento.

Em funcdo da heterogeneidade do material, para cada um dos
corpos de prova foram testadas trés amostras teoricamente idénticas. Os
valores médios dos modulos de elasticidade e cisalhamento do material
de cada um dos protétipos podem ser observados nas Tabelas 10 e 11,
que apresentam ainda a variancia o e o desvio padrio o destas
grandezas. Salienta-se que os corpos de prova foram retirados das
bobinas externas dos protétipos 3, 4 e 5.
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Tabela 10 — Md6dulos de elasticidade calculados a partir da excitacéo impulsiva.

: x f, E Emedio o’
Orientacdo | Amostra (GPa) (GPa) o
(Hz)
1 1257,3 32,1
0 0,12
® 0 2 1233 31,5 3190 | ('35
o 3 1172 32,1
2 1 805,4 10,4
a . 0,02
90 2 803,6 10,2 1023 | 15
3 799,7 10,1
1 1024 25,6
o 4,62
s 0 2 886,1 28,5 2613 | L5
= 3 973,3 24,3
2 1 412,4 3,54
a . 0,10
90 2 3774 3,04 3,18 0.32
3 369,8 2,95
1 726,6 27,2
o 16,89
o 0 2 7814 35,4 3113 | 4n
2 3 763,2 30,8
2 1 343,6 3,13
& . 0,18
90 2 358 2,95 3,28 0.43
3 349,2 3,76

Ao analisar os resultados apresentados nas Tabelas 10 e 11,
observa-se que em todas as situacdes, as amostras com fios a 0°
apresentam uma rigidez maior, conforme esperado, pois é nessa direcéo
que as fibras de vidro e os fios de aluminio estdo orientados. Além
disso, através da analise da variancia e do desvio padrdo verifica-se a
grande heterogeneidade do material que forma o reator. E embora as
caracteristicas da Unica bobina do prot6tipo 3 e da bobina externa do
protétipo 4, apresentadas na Tabela 2, sejam praticamente idénticas, 0s
resultados dos mdédulos de elasticidade e cisalhamento para ambos
diferem de forma significativa.
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Tabela 11 -Modulos de cisalnamento calculados a partir da excitagdo impulsiva.

. f G G o’
Orientacdo | Amostra t ocio
¢ (H2) GPa) | GPa) | o
1 22744 3,48
. 0,12
o 0 2 2136,9 2,9 308 | o3
2 3 2078,9 2,86
2 1 22194 | 256
a o 0,01
90 2 2244.6 2,74 261 | oy
3 2209,6 2,54
1 1898,9 2,48
o 0,26
< 0 2 1902,5 3,18 261 | g'61
2 3 17715 2,18
2 1 19992 | 2,55
a . 0,02
90 2 1921,1 2,41 240 | o'/
3 1902,3 2,25
1 1465,8 2,53
o 0,12
o 0 2 1647,3 3,21 281 | o6
a 3 1490,9 2,71
2 1 15235 | 1,59
& . 0,05
90 2 1566,3 1,55 170 | 55
3 1611,2 1,95

3.6) Determinagio da densidade

Sabe-se que um corpo imerso na agua se torna mais leve devido a
uma forca exercida pelo liquido sobre o corpo que alivia 0 seu peso.
Essa forca do liquido sobre o corpo, é denominada empuxo e atua na
direcdo vertical e para cima. A partir desta observacdo que foi
estabelecido o Principio de Arquimedes.

Baseando-se neste principio, a densidade do material que forma
0s reatores foi determinada usando uma balanca Mettler Toledo X5 204.
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Figura 21 — Determinagdo da massa do corpo de prova no ar.

Basicamente, a determinacdo experimental da densidade, dividiu-
se em duas etapas. Na primeira foi determinada a massa do corpo de
prova no ar, como se observa na Figura 21, e na segunda etapa foi
determinada a massa do corpo de prova quando 0 mesmo encontrava-se
submerso na &gua, conforme se verifica na Figura 22.

Figura 22 — Determinagdo da massa do corpo de prova na gua.

Assim, a partir da Equacdo (3.12), definida no manual de
operacdo do equipamento [10], pode ser calculada a densidade do
material ensaiado.
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m
P - [—°](m )+ Py (3.12)
m. — map

onde, m, corresponde a massa do corpo no ar, m,, a massa aparente do
COrpo, ou seja, a sua massa quando imerso em agua, p_ a densidade do
liquido e py a densidade do ar.

Cinco corpos de prova retirados dos protétipos 3, 4 e 5 com
aproximadamente 20 mm de comprimento, 15 mm de largura e 13 mm
de espessura foram submetidos ao ensaio.

O valor da densidade obtido para cada um dos corpos de prova,
os valores médios, a variancia e o desvio padrdo podem ser observados
na Tabela 12. Ao observar os resultados constata-se que ndo ha uma
grande variacdo desta propriedade, de modo que o valor médio,
calculado a partir da média aritmética simples, é representativo.

Tabela 12 — Resultados da densidade para os diferentes corpos de prova.

Densidade [kg/m3]

Prot. 3 Prot. 4 Prot. 5

1 2.108,0 2.178,2 | 2.1161
o 2 2.147,9 2.154,1 | 2.074,9
g 3 2.118,9 2.152,0 | 2.098,9
< 4 2.127,4 2.170,8 | 2.1201
5 2.127,8 216355 | 2.115;7

Média [kg/m?] | 2.126,0 | 2.163,7 | 2.105,1

Variancia (0?) 0,215 0,122 0,352

Desvio padrédo (o)| 0,463 0,350 0,593




CAPITULO 4
COMPORTAMENTO DINAMICO-ESTRUTURAL DOS REATORES

No presente capitulo serdo descritas as etapas de obtencdo dos
parametros modais de cada um dos prot6tipos estudados. Os parametros
modais consistem nas formas de vibragdo, nas frequéncias naturais e nos
fatores de amortecimento dos modos de vibragéo da estrutura analisada.
Além disso, como a energia sonora radiada pelo reator esta diretamente
relacionada a velocidade de vibragdo de sua superficie, serdo
apresentados neste capitulo, os testes realizados para determinar a forma
e 0s niveis de vibragdo dos reatores em funcionamento.

4.1) Analise modal experimental

Todos os componentes elétricos sdo estruturas mecanicas que
possuem um ndmero infinito de frequéncias naturais. Cada frequéncia
natural esta associada a uma forma modal e a um amortecimento modal.
Dependendo do tipo e da frequéncia do carregamento aplicado, a forma
de vibracdo da estrutura pode ser determinada pelo modo estrutural e a
amplitude de vibracdo definida pelo amortecimento modal. O grau de
participacdo do modo estrutural na definicdo da forma de vibracdo da
estrutura depende de quanto a forca poderia excitar o modo, ou seja, a
semelhanca entre a forma do carregamento e do modo estrutural, e da
proximidade entre a frequéncia da forca de excitacdo e a frequéncia
natural da estrutura.

Como serd visto no Capitulo 6, as forcas de excitagdo dos
reatores sdo simétricas, portanto era esperado que somente modos de
vibracdo estruturais simétricos, coincidentes com a forma de
distribuicao das forcas, fossem excitados. No entanto, os espagadores de
fibra de vidro inseridos entre as bobinas e ndo homogeneidades
decorrentes do processo de fabricagdo podem fazer com que outros
modos estruturais sejam excitados.

Em funco das forcas radiais e axiais que atuam no reator durante
seu funcionamento, o International Council on Large Electric Systems
[11] destaca que dois modos de vibracdo da estrutura merecem atencéo,
uma vez que eles podem ser excitados por estas forcas. O primeiro,
denominado modo de respiracdo, € um modo completamente simétrico e
sua forma coincide com aquela das forgas magnéticas radiais. As forcas
tentam alternadamente expandir e comprimir o reator na diregéo radial,
como se observa na Figura 23 (a). Em outras palavras pode-se dizer que
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cada casca cilindrica do reator é deformada como um vaso de presséo
cilindrico. Este modo de vibragdo depende essencialmente das
propriedades do material que forma o reator e € inversamente
proporcional ao diametro do reator. J& no segundo modo, denominado
modo de compressdo, as forcas axiais tendem a comprimir o reator na
direcdo axial, no sentido de seu plano médio, como se observa na Figura
23 (b).

. . o )
Figura 23 — Modos estruturais do reator. (a) Respiragdo. (b) Compressao.

De acordo com Avitabile [12] a analise modal é um processo pelo
qual se descreve uma estrutura em termos de suas caracteristicas
naturais, frequéncia, amortecimento e forma modal. Como o0s
pardmetros modais sdo propriedades intrinsecas da estrutura, ndo
dependem das forcas ou carregamentos. Os parametros modais séo
alterados caso as propriedades do material como massa, rigidez e
amortecimento mudarem ou se as condi¢cbes de contorno, como a
fixacdo da estrutura, forem alteradas.

Sendo assim, para realizar a andlise modal de um equipamento ou
de uma estrutura, ndo é necessario que a mesma esteja em operagao.
Basta que ela seja excitada usando um shaker ou um martelo de impacto
para que possam ser determinadas, em um ndmero suficiente de pontos
de medicdo, as fungdes resposta em frequéncia (FRFs). As FRFs, por
sua vez, sdo obtidas a partir da relagéo entre o sinal de excitacdo, forca
aplicada para excitar a estrutura, e o sinal de resposta, geralmente a
aceleracdo provocada pela excitagdo.

4.1.1) Procedimento de medicio

Para realizar as analises modais dos protétipos foram definidos
180 pontos de medicdo na superficie da casca cilindrica externa de cada
um deles, uma combinacdo de 18 pontos na direcéo circunferencial e 10
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pontos na direcdo axial. O nimero de pontos foi definido de modo que o
ensaio fornega bons resultados para a faixa de frequéncias de interesse.
A Unica excegdo a este padrao foi o prototipo 1, pois, além de terem sido
definidas duas superficies de medigéo, uma na casca cilindrica interna e
outra na externa, para que pudesse ser verificado se ambos vibravam em
fase, também foram medidos pontos sobre os bragos das cruzetas.

Na Figura 24 pode-se observar a marca¢do dos pontos sobre a
superficie externa do protdtipo 3. Percebe-se que na regido em que 0
braco da cruzeta toca a casca cilindrica existe uma linha de pontos
coincidentes. Embora os outros bragos da cruzeta deste reator ndo
aparecam na figura, em todos eles hd uma linha de pontos coincidentes.

Figura 24 — Detalhe de alguns dos pontos de medi¢&o criados para realizar a
analise modal do prot6tipo 3.

A descricdo de todos os equipamentos utilizados para realizar as
analises modais dos protétipos pode ser verificada na Tabela 13.

Tabela 13 — Equipamentos utilizados nos ensaios de analise modal.

Qtd Equipamento

Analisador de sinais LMS® Pimento 12 canais

Computador portatil Toshiba® Satellite A100

Transdutor de forca B&K®, 8200, sensibilidade 3,95 pC/N
Acelerdmetro PCB®, 353B33, sensibilidade 10,25 mV/ms™
Amplificador de carga PCB®, 422E12, sensibilidade 10 mV/pC

Rrlrlr]lR|-
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Nestes ensaios, optou-se por excitar a estrutura nos 180 pontos e
medir a aceleragdo num ponto fixo, o ponto de nimero 33. A excitacdo
foi feita usando um martelo de impacto com um transdutor de forga
acoplado e a aceleracdo foi medida com um acelerbmetro. Toda a
aquisicdo e processamento dos dados para obtencdo dos parametros
modais foi feita com o analisador de sinais LMS® Pimento, usando 0s
maodulos Impact e Modal Analysis do software LMS® Pimento Rev. 6.1.

Para realizar a aquisicdo dos sinais de excitacdo e resposta, foi
definida uma frequéncia maxima de interesse de 1,25 kHz, e um periodo
de aquisicdo de 0,8192 s, o que resultou em uma discretizacdo em
frequéncia de 1,22 Hz.

4.1.2) Pés-processamento e resultados

O software utilizado faz uso do método conhecido
comercialmente como Polymax para determinar os parametros modais
da estrutura. De acordo com Peeters et al. [13], este método € a mais
recente evolucdo do método Least Squares Complex Frequency-Domain
(LSCF). Assim como no método Frequency-Domain Direct Parameter
Identification (FDPI), 0 método Polymax usa as fungdes de transferéncia
medidas como dados de entrada. Métodos no dominio do tempo como o
método da polireferéncia, Least Square Complex Exponential (LSCE),
adotado como padrdo nas aplicagbes industriais, necessitam das
respostas impulsivas obtidas a partir da transformada inversa de Fourier
das FRFs como dados de entrada.

A grande vantagem do método polymax, em relacdo aos métodos
classicos ¢ a grande estabilidade do algoritmo usado para determinar as
possiveis solucbes do sistema de equacdes, reduzindo assim o nimero
de polos espurios e consequentemente fornecendo melhores resultados.
Recomenda-se 0 uso deste método para estruturas complexas, como a
dos reatores.

Na Figura 25 s8o apresentadas as curvas soma das FRFs
determinadas pelo algoritmo para cada um dos protétipos testados. Note
gue cada pico da curva soma corresponde a um possivel modo de
vibracdo da estrutura analisada. A analise da Figura 25 permite observar
a variacdo das frequéncias de ressonancia em funcdo das diferentes
caracteristicas mecénicas de cada um dos reatores.
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Comparagéo das Curvas Soma das FRFs
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Figura 25 — Curvas soma das FRFs dos prot6tipos 1, 3, 4 e 5.

Na Figura 26 sdo observadas as fun¢des coeréncia resultantes das
medicOes efetuadas no ponto 85 dos protétipos 1, 3, 4 e 5. Nota-se que
para todos os protétipos a funcdo coeréncia apresentou um bom
comportamento, assumindo valores acima de 0,9 em praticamente toda a
faixa de frequéncias.

Comparagéo das Fungdes Coeréncia - Ponto 85

Coeréncia
o
m

—=-Prt.5

i i i i i i i T T
1) 100 200 300 400 500 60O 700 800 900 1000
Frequéncia [Hz]

Figura 26 — FungGes coeréncia obtidas para o ponto 85 dos protétipos.

A partir da curva soma, o algoritmo inicia a fase final do
processo, a etapa de estabilizacdo, onde os possiveis modos de vibragéo
e suas respectivas formas modais e amortecimento sdo determinadas.
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Como as frequéncias naturais e as formas de vibracdo de cascas
cilindricas com comprimento finito tém uma importancia consideravel
em problemas de engenharia, varias pesquisas ja foram desenvolvidas
buscando determinar estas frequéncias. Hutchinson e El-Azhari [14]
propBe determinar as frequéncias naturais de uma casca cilindrica
através do desenvolvimento de uma solucdo particular da equacdo de
elasticidade tridimensional. Ja Singal e Williams [15], além de fazer uso
do método da energia para investigar as vibragdes em cascas cilindricas,
apresenta um estudo experimental sobre o problema. Loy e Lam [16]
apresenta um modelo para avaliar cascas cilindricas espessas, no qual, as
tensdes e deformagfes transversais sdo consideradas. Outros trabalhos,
como o de Wang e Williams [17], analisam varias pesquisas feitas a
respeito do assunto, buscando classificar os modos de vibracdo em
grupos, como os axiais e radiais, e também avaliar os efeitos que a
variagdo do comprimento e da espessura das cascas cilindricas causam
em cada um dos modos estruturais.

Para o protétipo 1, os quatro primeiros picos observados na
Figura 25, nas frequéncias de 77 Hz, 123 Hz, 132 Hz e 156 Hz,
correspondem aos quatro primeiros modos de vibragdo, cujas formas
modais podem ser visualizadas nas Figuras 27, 28, 29 e 30. Como ja foi
mencionado, na analise modal do protétipo 1 foram avaliadas as suas
duas bobinas, a interna representada pelas linhas azuis e a externa
representada pelas linhas em amarelo.

5,

@ (b)
Figura 27 — Vista isométrica dos modos de vibragdo do Protétipo 1. (a) 77 Hz
(b) 123 Hz
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a) | b
Figura 28 — Vista isométgic)a dos modos de vibragét() 30 Protétipo 1. (a) 132 Hz
(b) 156 Hz.

123 Hz.

Figura 30 — Vista superior dos modos de vibragdo do Prot6tipo 1. (a) 132 Hz (b)
156 Hz.
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Ao observar as formas de vibracdo do protétipo 1, fica claro que
ambas as cascas cilindricas vibram em fase e possuem a mesma forma
de vibragdo. Além disso, verifica-se que as cruzetas, representadas pelas
linhas em preto, praticamente ndo restringem o movimento das cascas
cilindricas que formam o reator. A explicagdo para tal comportamento
estd na forma de como as cruzetas sdo fixadas no reator. Observe na
Figura 31 que as cruzetas sdo apoiadas na casca cilindrica e fixadas
através de um corddo de fibra de vidro, logo, a pequena rigidez do
corddo e a pequena superficie de contato entre o reator e a cruzeta
resultam numa forga de atrito muito pequena. Apesar desta forga se opor
ao movimento da casca cilindrica, ela ndo é grande o suficiente para
impedir a vibragdo do mesmo.

Esta conclusdo somada a pequena area de radiacdo sonora das
cruzetas, justificam o motivo pelo qual ndo foram feitas medicdes sobre
as cruzetas nas analises modais dos demais prot6tipos. Optou-se apenas
por identificar a regido de contato entre 0s bracos e a bobina através de
pontos em verde.

Cordao de fibra de vidro

Figura 31 — Detalhe da fixacdo das cruzetas no reator.

Os picos em 57 Hz e 125 Hz, encontrados na curva soma das
FRFs do prototipo 3, correspondem aos modos de vibracdo apresentados
nas Figuras 32 e 33. Ja nas Figuras 34 e 35, sdo apresentados 0s modos
de vibragéo do protdtipo 4 nas frequéncias de 57 Hz e 138 Hz.
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(a) (b)
Figura 32 — Vista isométrica dos modos de vibragdo do Protétipo 3. (a) 57 Hz
(b) 125 Hz.
(a) (b)
Figura 33 — Vista superior dos modos de vibracdo do Protétipo 3. (a) 57 Hz (b)
125 Hz.

(a) (b)
Figura 34 — Vistas isométricas dos modos de vibragédo do Protétipo 4. (a) 57 Hz
(b) 138 Hz.
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(@) (b)
Figura 35 — Vistas superiores dos modos de vibragdo do Protétipo 4. (a) 57 Hz
(b) 138 Hz.

Voltando a observar a Tabela 2, que apresenta as caracteristicas
construtivas dos protétipos 3 e 4, verifica-se que as caracteristicas da
bobina externa do prot6tipo 4 sdo praticamente iguais aquelas da Unica
bobina que forma o protétipo 3. No entanto, 0 modo de vibragdo do
prototipo 3 que aparece em 57 Hz, no prot6tipo 4 aparece em uma
frequéncia mais alta, em 138 Hz. Isto acontece devido ao aumento da
rigidez estrutural da casca cilindrica do protdtipo 4 devido aos
espacadores de fibra de vidro que estdo presentes apenas nos reatores
formados por duas ou mais bobinas.

Finalmente, nas Figuras 36 e 37, podem ser observados os modos
de vibragéo do protdtipo 5 nas frequéncias de 168 Hz e 208 Hz.

(@) ~(b)
Figura 36 — Vista isométrica dos modos de vibragdo do Prot6tipo 5. (a) 168 Hz
(b) 208 Hz.
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() (b)
Figura 37 — Vista superior dos modos de vibragdo do Protétipo 5. (a) 168 Hz (b)
208 Hz.

Percebe-se ainda que os modos de vibracdo de todos os protétipos
correspondem aos modos de vibracao tipicos de cascas cilindricas.

4.2) Nivel de vibragao dos reatores em funcionamento

Segundo Richardson [18], a deflexdo da superficie de um
equipamento em operacdo, termo conhecido em inglés como Operating
Deflection Shape (ODS), pode apresentar uma forma completamente
diferente daquelas observadas em seus modos de vibragdo, pois, em
operacdo, a deformacdo da estrutura dependera das forcas ou do
carregamento que atua sobre ela. Logo, ao se modificar o carregamento,
as formas de vibragdo da estrutura serdo modificadas.

O grande mérito desta analise nesta pesquisa consiste em
responder a pergunta: ‘Qual é o deslocamento real da estrutura em uma
determinada frequéncia?’.

A deflexd@o da superficie de um equipamento em operagdo pode
ser obtida a partir de diferentes respostas no dominio do tempo, sejam
elas, aleatorias, impulsivas ou senoidais. Pode também ser obtida a
partir de diferentes tipos de fungBes no dominio da frequéncia, como
auto-espectro, espectro cruzado, funcdes resposta em frequéncia e
transmissibilidades.

4.2.1) Procedimento de medigao

Para avaliar o comportamento dindmico dos reatores durante seu
funcionamento foram realizadas medi¢fes dos niveis de vibragdo na
superficie externa do protétipo 3, e nas superficies externas das cascas
cilindricas externas dos protétipos 4 e 5. Estes ensaios foram conduzidos
no laboratério da empresa AREVA, localizada na cidade de Itajubd,
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Minas Gerais, 0 qual apresenta os requisitos técnicos e de seguranca
indispensaveis para a realizacdo dos mesmos.

Os componentes do circuito elétrico necessarios para realizar 0s
ensaios sdo representados na Figura 38. Com estes equipamentos, as
caracteristicas elétricas do circuito, tais como, corrente elétrica e tensdo
podiam ser alteradas conforme aquelas especificadas no projeto do

reator a ser testado.

BANCO DE

TRAEO CAPACITORES

. REATOR
G) VARIAC ]

Figura 38 — Esquema do circuito elétrico usado nos ensaios.

Nas Figuras 39 e 40, apresentam-se alguns equipamentos do
circuito elétrico usado nos testes, enquanto que na Figura 41 observa-se
0 reator conectado ao circuito, pronto para dar inicio aos ensaios.

Figura 39 — Gerador usado nos ensaios.

Nos ensaios realizados em laboratério, os reatores foram
alimentados com uma corrente de 60 Hz, porém, em campo, 0 reator
pode ser alimentado por uma corrente fundamental e por suas
componentes harménicas simultaneamente, cujo nimero e amplitude
dependem entre outros fatores da aplicacéo do reator.
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-

Figura 41 — Protdtipo 5 conectado ao circuito elétrico.

Para medir o nivel de vibracdo foram utilizados dois
acelerdbmetros. Um deles permaneceu fixo sobre o ponto de nimero 33
enquanto que o outro foi utilizado para medir o nivel de vibracdo em
cada um dos 180 pontos da superficie de medicdo que havia sido
definida para realizar a anéalise modal. Desta maneira, a informacao da
fase do movimento da superficie foi preservada, logo, além da amplitude
poderia se verificar se 0s pontos apresentavam o mesmo sentido de
vibragao.

Salienta-se que, embora o nivel de vibragdo medido pelos
acelerdmetros tenha unidade de aceleracdo, m/s?, do ponto de vista de
radiacdo sonora, prefere-se apresentar este nivel com unidade de
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velocidade, m/s, portanto, os sinais medidos pelos acelerdbmetros foram
integrados em relacdo ao tempo para serem expressos em m/s.

A descricdo completa de todos os equipamentos usados para
medir o nivel de vibragdo dos reatores, encontra-se na Tabela 14.

Tabela 14 — Equipamentos usados para medir o nivel de vibragao.

Qtd Equipamento
1 Analisador de sinais LMS® Pimento 12 canais
1 Computador portatil Toshiba® Satellite A100
2 Acelerbmetros B&K®, 4366, sensibilidade 4,73 pC/ms'2
2 Amplificadores de carga PCB®,422E12, sensibilidade 10 mV/pC

4.2.2) Influéncia da indugao magnética sobre os resultados

A grande intensidade da inducdo magnética gerada pelos reatores
pode provocar uma distorcdo da resposta dos sinais gerados pelos
acelerdbmetros, porém, ndo se dispbe de informagdes que tratem de tal
problema. Assim, fez-se necessario realizar um teste relativamente
simples para esclarecer se tal fendmeno poderia estar influenciando os
resultados das medicGes.

Inicialmente, os acelerdmetros foram colocados na parte interna
do reator, como se observa na Figura 42, e depois na parte externa,
conforme se observa na Figura 43.

suporte P y cruzeta

inferior

acelerémetros

Figura 42 — Aceler6metros posicionados na parte interna do reator.
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acelerbmetros

N/ XN

suporte

Figura 43 — Acelerdmetros posicionados na parte externa do reator.

O teste consistiu basicamente em deixar dois acelerbmetros
préximos da superficie do protétipo 3, e medir o nivel de vibracdo do
reator em duas condicdes, desligado e em funcionamento. Observe que
0s transdutores ndo entraram em contato com o reator, 0s mesmos foram
fixados sobre um suporte de madeira, material ndo condutor, cuja altura
foi definida de modo que os acelerdbmetros ficassem em uma altura
correspondente & metade da altura do reator.

Nas Figuras 44 e 45 observam-se os niveis de vibragdo medidos
com os acelerébmetros posicionados na regido interna do reator, com ele
desligado e em funcionamento. Nas Figuras 46 e 47 se faz a mesma
andlise, porém, com os acelerémetros posicionados na regido externa.

Influéncia do Campo Magnético sobre Acelerémetros - Internamente
-40 T T T T

T T
Acell - Desligado
Acell - Ligado

100§ ; : : S ]

Yelocidade [dB/1{m/s)]

-120

40}

-160

i i i i i i i
1} 100 200 300 400 500 600 700 80O 900 1000
Frequéncia [Hz]

Figura 44 — Influéncia da indugdo magnética internamente. Acelerdmetro 1.
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Figura 45 —

Figura 46 —

Influéncia do Campo Magnético sobre os Acelerémetros - Internamente
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Influéncia da inducdo magnética internamente. Acelerdmetro 2.

Influéncia do Campo Magnético sobre os Acelerdl o0s - Externamente
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-160

Influéncia da inducdo magnética externamente. Acelerdmetro 1.

Observa-se nas duas situacBes que ao ligar o reator surgem picos
na frequéncia de 60 Hz e em suas componentes harmdnicas. Tais picos
ndo aparecem quando o reator encontra-se desligado, indicando que
existe influéncia da indugdo magnética sobre 0s equipamentos.

Nota-se ainda que ao posicionar o0s acelerdmetros no interior do
reator, 0s picos apresentam amplitudes maiores. Tal comportamento se
deve ao fato de que a indugdo magnética na regido interna do reator €

muito maior

que aquela na regido externa.
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Influéncia do Campo Magnético sobre os Acelerd 0s - Externamente
-40 T T T T T T T T T
¢ Acel2 Desligado
cel2 Ligado
B0+ T T |

Velocidade [dB/1{m/s)]
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Frequéncia [Hz]

-180 L

Figura 47 — Influéncia da inducdo magnética externamente. Acelerémetro 2.

Como se tem um interesse particular na frequéncia de 120 Hz,
nas Figuras 48 e 49, se faz uma comparacdo do nivel de vibracdo
medido nesta frequéncia para cada um dos acelerdmetros em cada uma
destas situacgoes.

%107 Influéncia do Campo Magnético sobre os Acslerbmetros - Internamente

Velocidade [m/s]
w e
; b
%

N
T
L

¥ Acen
*  Acel2
2

Desligado Condigéo Ligado

Figura 48 — Influéncia da inducdo magnética sobre os acelerdmetros em 120 Hz,
quando 0s mesmos encontram-se no interior do reator.
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%107 Influéncia do Campo Magnético sobre os Acelerémetros - Eternamente
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Figura 49 — Influéncia da inducdo magnética sobre os acelerdmetros em 120 Hz,
guando 0s mesmos encontram-se na regido externa do reator.

Quando o reator estd desligado observa-se que 0s niveis sdo
idénticos, porém, com o reator em funcionamento os niveis medidos
pelos acelerbmetros apresentam diferencas, que sdo mais acentuadas
guando os aceler6metros estdo na regido interna do reator.

Embora estas analises indiqguem que hé influéncia da inducéo
magnética sobre os transdutores, observa-se que o nivel maximo de
vibragdo na frequéncia de 120 Hz, 5,5E-5 m/s, observado na Figura 48,
é cerca de 9 vezes menor que o nivel médio de vibragdo do protétipo 3
indicado na Tabela 15, apresentada na pagina 67. Portanto, pode-se
afirmar que esta influéncia ndo afeta significativamente os resultados
das medicoes.

No entanto, buscando realizar um novo teste, que permita afirmar
com clareza, que a influéncia da inducdo magnética sobre os
acelerébmetros é desprezivel, foi realizada a medi¢do do nivel de
vibragdo de um reator idéntico ao protdtipo 3 utilizando um vibrémetro
LASER, conforme se observa na Figura 50. A grande vantagem deste
equipamento consiste em possibilitar a medi¢do do nivel de vibracdo de
uma superficie sem que haja contato, porém, 0 seu correto
posicionamento e o ajuste do foco tornam o procedimento de medicdo
mais demorado e complexo.

Para realizar este ensaio, a superficie de medicdo foi reduzida a
80 pontos, uma combinacdo de 10 pontos na direcdo axial e 8 pontos na
direcdo circunferencial. Um acelerbmetro permaneceu fixo sobre o
ponto 13 e um vibrémetro LASER da Ometron®, modelo VVH-1000D,
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foi usado para medir o nivel de vibragdo em cada um dos 80 pontos
marcados sobre a superficie externa do reator, mantendo sempre uma
distancia de 1,48 m em relacdo a sua superficie externa.

Figura 50 — Detalhe do posicionamento do vibrémetro LASER utilizado.

Desejando comparar os niveis de vibracdo medidos com o
acelerdbmetro e com o LASER, nos pontos 1, 5, 10, 11, 15 e 20 foi
realizada a medicdo do nivel de vibracdo utilizando estes dois
equipamentos ao mesmo tempo, como pode se observar na Figura 51.

Figura 51 — Detalhe da medic&o de vibracéo no ponto 11 usando o vibrémetro
LASER e o acelerémetro.
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A comparacdo entre os niveis de vibracdo medidos por estes dois
equipamentos, no ponto 10 e no ponto 15, pode ser conferida nas
Figuras 52 e 53.

Comparagéo da Velocidade - Laser X Acelerdmetro - Ponto 10
-60 : : - - - . - - ;

Acelermetro

Velocidade [dB/1({m/s)]

180 i i i i i I | i H
1} 100 200 300 400 500 GBO0O 700 800 900 1000
Frequéncia [Hz]

Figura 52 — Niveis de vibracdo medidos no ponto 10. LASER e acelerémetro.

Comparacéo da Velocidade - Laser X Acelerdmetro - Ponto 15
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Figura 53 — Niveis de vibragdo medidos no ponto 15. LASER e acelerdmetro.

Observe que tanto os sinais adquiridos com o LASER quanto
aqueles obtidos com o acelerdbmetro apresentam nas frequéncias de 60
Hz e em algumas componentes harménicas, picos com amplitudes muito
préximas. Como se observa o mesmo comportamento para estas duas
formas de medicgdo, com e sem contato, conclui-se que as respostas dos
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acelerbmetros ndo foram distorcidas em funcdo da forte inducédo
magnética gerada pelos reatores.

Nas Figuras 54 e 55 se faz a comparagéo do nivel de vibragdo em
120 Hz, em m/s e em dB, para cada um daqueles pontos em que se
mediu a vibragdo da superficie utilizando o vibrémetro LASER e o
acelerémetro simultaneamente.

% 10" Comparagéio da Velocidade nos Portos 1,5, 10,11, 15 & 20 - Protétipo 3
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Figura 54 — Vibragdo (m/s) em 120 Hz medida com LASER e acelerdmetro
simultaneamente. Pontos 1, 5, 10, 11, 15 e 20.

Comparagéo da Velocidade nos Portos 1, 5,10, 11,15 & 20 - Protétipo 3
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Figura 55 — Vibragdo (dB) em 120 Hz medida com LASER e acelerémetro
simultaneamente. Pontos 1, 5, 10, 11, 15 e 20.
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Observe que nos pontos 5, 11 e 15 os niveis de vibragdo estdo
muito proximos, porém nos pontos 1, 10 e 20 as diferencas sdo
consideraveis, um fator de aproximadamente 1,5 vezes. Como pode se
verificar na Figura 51, o acelerdmetro néo era posicionado exatamente
sobre 0 ponto onde estava sendo efetuada a medicdo com o LASER,
logo, a causa desta variagcdo pode estar na diferente rigidez que estas
areas apresentavam.

Na Figura 56 podem ser observados os niveis de vibracdo
medidos pelo acelerdmetro posicionado sobre o ponto 13 e na Figura 57
aqueles medidos com o LASER em cada um dos 80 pontos definidos
sobre a superficie de um reator idéntico ao protétipo 3.

% 10'3 Variagéo da Velocidade no Protétipo 3 em 120 Hz (Ponto 13) - Acel
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Figura 56 — Velocidade de vibragcdo em 120 Hz medida no ponto 13.
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Figura 57 — Velocidade de vibragdo em 120 Hz na superficie do reator.
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4.2.3) Pés-Processamento e resultados

Conforme sera explicado no Capitulo 6, quando o reator €
alimentado com uma corrente senoidal pura, ou seja, de frequéncia
Unica, as forgas resultantes da indugdo magnética, criada pelo reator em
operacdo, atuardo numa frequéncia correspondente ao dobro daquela da
corrente. Logo, os niveis de vibracdo significativos também deverdo ser
encontrados nesta frequéncia, ou seja, em 120 Hz, uma vez que a
frequéncia da corrente aplicada nos ensaios era 60 Hz.

Porém, quando se parte para analise dos niveis de vibracdo ao
longo da frequéncia, como aquele apresentado na Figura 58, observa-se
gue em alguns casos o nivel registrado na frequéncia fundamental, 60
Hz, é praticamente igual ou superior aquele registrado em 120 Hz. Além
disso, observa-se que algumas componentes harmonicas, como 240 Hz e
360 Hz apresentam uma amplitude significativa.

Velocidade no Ponto 21 - Protétipo 3
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Figura 58 — Espectro de velocidade medido no ponto 21 (Prot6tipo 3).

Como o laboratério onde foi realizado os ensaios compartilha a
mesma rede elétrica da fabrica, alguns equipamentos utilizados no
processo produtivo, tais como, fornos, motores e exaustores poderiam
estar introduzindo estas componentes harmdnicas no circuito elétrico.
Assim, para verificar se o nivel de vibracdo medido em um determinado
ponto da superficie do reator ndo é resultado da influéncia de um
equipamento ligado naquele instante, na Figura 59, apresenta-se 0
espectro de velocidade medido no ponto 33 exatamente no mesmo
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instante em que foi medido o nivel de vibragdo no ponto 21, apresentado
na Figura 58.

Velocidade no Ponto 33 - Protétipo 3 (212 Medigéo)
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Figura 59 — Espectro de velocidade medido no ponto 33 no mesmo instante da
medicdo no ponto 21 (Prot6tipo 3).

Note que ndo se observa 0 mesmo comportamento nos dois casos,
pois na Figura 59, a amplitude da velocidade em 120 Hz é superior
aquela observada em 60 Hz. Entéo, conclui-se que a variagdo do nivel
de vibracdo é devido a posicdo em que esta se efetuando a medicédo e
ndo devido a uma possivel variacdo de parametros na rede elétrica.

Ao verificar o nivel de vibragdo ao longo da superficie dos
reatores, constatou-se que ele ndo é constante. Para determinar o valor
médio da velocidade de vibracdo da superficie dos reatores calculou-se a
média aritmética simples da velocidade registrada nos 180 pontos
medidos. De forma similar, o nivel médio de vibragcdo registrado no
ponto 33, ponto de referéncia, foi calculado a partir da média das 180
medigBes feitas neste ponto.

A velocidade média de vibragdo em fungdo da frequéncia, no
ponto 33, para cada um dos protétipos, pode ser observada nas Figuras
60, 61 e 62.
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Yelocidade Média no Ponto 33 - Protdtipo 3
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Figura 60 — Velocidade média de vibragdo no ponto 33 do protétipo 3.

Yelocidade Média no Ponto 33 - Protétipo 4
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Figura 61 — Velocidade média de vibracdo no ponto 33 do prot6tipo 4.
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Yelocidade Média no Ponto 33 - Protétipo 5
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Figura 62 — Velocidade média de vibragdo no ponto 33 do protétipo 5.

J& a velocidade de vibragdo da superficie dos reatores resultante
da média da velocidade registrada nos 180 pontos, pode ser observada
nas Figuras 63, 64 e 65.
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Figura 63 — Velocidade média de vibracdo do prototipo 3.
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Velocidade [dB/1(m/s)]

Figura 64 — Velocidade média de vibragdo do prot6tipo 4.

Figura 65 — Velocidade média de vibrag&do do prot6tipo 5.
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Ao observar os espectros de velocidade média dos trés protétipos,
conclui-se que as maiores amplitudes se encontram nas frequéncias de
60 Hz e 120 Hz. Além disso, verifica-se que para o prot6tipo com maior
nimero de bobinas, mais proximos estardo os niveis de vibracdo
registrados nestas duas frequéncias.
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Mesmo que nos gréaficos anteriores tenha se observado picos em
determinadas frequéncias harménicas, estes tém pouca influéncia no
nivel global de vibragéo e no nivel de ruido global dos reatores, por isso
tem-se interesse em analisar especificamente o comportamento
dindmico do reator em 120 Hz. A seguir, na Figura 66 faz-se a
comparacdo dos niveis de vibragdo medidos em 120 Hz pelo
acelerdbmetro fixo, posicionado sobre o ponto 33, e na Figura 67 se faz a
comparacao dos niveis de vibracdo medidos em cada um dos 180 pontos
distribuidos sobre a superficie externa do protdtipo 3.

x10° Variagdo da Velocidade no Ponto 33 em 120 Hz - Protétipo 3
35 T T T T T T T T

Velocidade [m/s]
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Figura 66 — Velocidade de vibragdo em 120 Hz no ponto 33 do protétipo 3.

g x10° Variagdo da Velocidade no Protétipo 3 em 120 Hz (Pontos 1-180)
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Figura 67 — Velocidade de vibragdo em 120 Hz na superficie do protétipo 3.



Capitulo 4. Comportamento dinamico-estrutural dos reatores 65

Similarmente ao que foi feito anteriormente para o protétipo 3,
nas Figuras 68 e 69, faz-se a comparacdo dos niveis de vibragdo
medidos em 120 Hz pelos dois acelerdmetros usados para medir o nivel
de vibracdo sobre a superficie externa do protétipo 4.

x 107 Variagéo da Velocidade no Ponto 33 em 120 Hz - Protétipo 4
35 T T T T T T T T
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Figura 68 — Velocidade de vibragdo em 120 Hz no ponto 33 do prot6tipo 4.

% 107 Variagéo da Velocidade no Protétipo 4 em 120 Hz (Pontos 1-180)
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Figura 69 — Velocidade de vibragdo em 120 Hz na superficie do prot6tipo 4.

Finalmente, nas Figuras 70 e 71, faz-se a comparacao dos niveis
de vibragdo medidos em 120 Hz pelos dois acelerdmetros usados para
medir o nivel de vibragdo sobre a superficie externa do prot6tipo 5.
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x 10 Variagdo da Velocidade no Ponto 33 em 120 Hz - Protétipo 5
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Figura 70 — Velocidade de vibragdo em 120 Hz no ponto 33 do protétipo 5.

« 107 Variagdo da Velocidade no Protétipo 5 em 120 Hz (Pontos 1-180)
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Figura 71 — Velocidade de vibragdo em 120 Hz na superficie do protétipo 5.

Ao observar os niveis de vibracdo medidos por cada um dos
acelerébmetros, fica claro que a variacdo do nivel de vibracdo do ponto
fixo é pequena comparada aquela registrada pelo segundo acelerdbmetro,
que foi posicionado ao longo de toda a superficie do reator. Isto indica
gue durante os ensaios, 0s parametros elétricos ndo sofreram alteracdes
significativas, garantindo um regime constante de funcionamento do
reator. Verifica-se também que o nivel de vibragdo ao longo da
superficie dos reatores ndo é constante, pois, conforme a posigédo que o
acelerdbmetro é fixado, maior ou menor serd o nivel de vibracéo,
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dependendo da rigidez daquela regido onde estd sendo efetuada a
medicéo.

Na Tabela 15 apresentam-se as velocidades médias de vibracao
do ponto fixo e as velocidades médias calculadas a partir dos niveis
medidos em cada um dos 180 pontos distribuidos sobre as superficies
dos reatores.

Tabela 15 — Niveis médios de vibragdo dos protétipos em 120 Hz.

Protétipo Acelerébmetro Fixo | Acelerdmetro Movel
Protétipo 3 7,14E-4 m/s 4,95E-4 m/s
Protétipo 4 5,34E-5 m/s 7,77E-5 m/s
Protétipo 5 4,19E-5 m/s 6,67E-5 m/s

Observa-se que o nivel de vibracdo medido no prototipo 3, que
apresenta apenas uma bobina, é cerca de dez vezes maior que aqueles
medidos nos prototipos 4 e 5, que apresentam respectivamente, duas e
seis bobinas. Salienta-se ainda que nas medi¢fes com o LASER, o nivel
médio de vibracdo do reator idéntico ao prototipo 3 foi de 10,51E-4 m/s,
praticamente o dobro daquele apresentado na Tabela 15, resultante do
ensaio feito com os acelerémetros. Tal diferenca ndo é resultado do
equipamento usado na medi¢do; ela surge por ndo se tratar do mesmo
reator.

A diferenca de rigidez ao longo da superficie do reator pode ser
resultado das suas caracteristicas construtivas. Por isso, a seguir,
analisa-se detalhadamente a distribuicdo da velocidade na superficie do
reator para que seja avaliado se existem regifes especificas, como
aquelas apresentadas na Figura 72, que apresentam 0 mesmo
comportamento.

Nas Figuras 73, 74 e 75 sdo observados os niveis de velocidade
medidos em trés alturas distintas, na extremidade inferior, @ meia altura
e na extremidade superior dos protétipos 3, 4 e 5. Percebe-se que existe
uma variagao significativa da amplitude de vibracdo medida nos pontos
gue estdo sobre uma mesma altura, ficando impossivel determinar se
existe uma relagdo entre a altura em que o ponto se encontra e seu nivel
de vibracéo.
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3 tos afastados
o ﬂzs.::gl &n
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@ (b)
Figura 72 — Niveis de vibrag&o. (a) Extremidades e %2 altura (b) Pontos
afastados e coincidentes com as cruzetas.
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Figura 73 — Velocidade (m/s) em 120 Hz nas extremidades inferior, superior e
meia altura do prot6tipo 3.
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Figura 74 —

Figura 75 —

« 10" Distribuicdo da Velocidade em 120 Hz em 3 Regides - Protétipo 4
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107 Distribuigéo da Velocidade em 120 Hz em 3 Regides - Protétipo 5
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Velocidade (m/s) em 120 Hz nas extremidades inferior, superior e
meia altura do prot6tipo 5.

Os niveis de velocidade medidos para cada um dos prot6tipos
nestas trés alturas distintas, expressos em decibéis, sdo apresentados nas

Figuras 76,

77e78.
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Figura 76 — Velocidade (dB) em 120 Hz nas extremidades inferior, superior e
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meia altura do prot6tipo 3.
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Figura 77 — Velocidade (dB) em 120 Hz nas extremidades inferior, superior e

meia altura do protoétipo 4.
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Distribuigdo da Velocidade em 120 Hz em 3 Regides - Protdtipo 5
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Figura 78 — Velocidade (dB) em 120 Hz nas extremidades inferior, superior e

meia altura do prot6tipo 5.

Os niveis de vibracdo dos protétipos 3, 4 e 5 para aqueles pontos
coincidentes com 0s bracos das cruzetas podem ser observados nas
Figuras 79, 80 e 81.

¥ 10'3 Yelocidade em 120 Hz nos Pontos Coincidentes com as Cruzetas - Protétipo 3
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Figura 79 — Velocidade nos pontos coincidentes com os bragos da cruzeta

(Prototipo 3).
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X 10’4 Velocidade em 120 Hz nos Pontos Coincidentes com as Cruzetas - Protétipo 4
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Figura 80 — Velocidade nos pontos coincidentes com os bragos da cruzeta

(Prototipo 4).
¥ 10'4 Velocidade em 120 Hz nos Pontos Coincidentes com a Cruzeta - Protdtipo 5
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Figura 81 — Velocidade nos pontos coincidentes com os bragos da cruzeta
(Prototipo 5).

Os niveis de vibragéo dos protdtipos 3, 4 e 5 para aqueles pontos
gue se encontram mais afastados dos bracos das cruzetas, podem ser
observados nas Figuras 82, 83 e 84.
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Figura 82 — Velocidade nos pontos mais distantes dos bragos da cruzeta
(Prototipo 3).

X 10"' Velocidade em 120 Hz nos Portos Afastados das Cruzetas - Protétipo 4
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Figura 83 — Velocidade nos pontos mais distantes dos bragos da cruzeta
(Protétipo 4).

Embora a amplitude de vibracdo dos pontos coincidentes com 0s
bracos das cruzetas seja menor que aquela percebida nos pontos mais
afastados, pode-se afirmar que a variacdo de rigidez introduzida pelo
processo de fabricagdo dos reatores, tem uma maior relacdo com este
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comportamento ndo uniforme de vibracdo dos reatores que a propria
presenca das cruzetas ou um parametro construtivo qualquer.

X 10" Velocidade em 120 Hz nos Portos Afastados das Cruzetas - Protétipo 5
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Figura 84 — Velocidade nos pontos mais distantes dos bragos da cruzeta
(Protétipo 5).

Nas Figuras 85, 86 e 87 apresentam-se respectivamente, 0s mapas
de cores dos prototipos 3, 4 e 5 para ilustrar os diferentes niveis de
vibracdo medidos em cada um dos 180 pontos localizados na superficie
externa dos reatores.

Distribuigdo da Velocidade em 120 Hz no Protétipo 3 [mis]x 1[]‘4

Figura 85 — Mapa de cores ilustrando a distribuicdo da velocidade na superficie
do protétipo 3, em 120 Hz.
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Distribuigdo da Velocidade em 120 Hz no Protdtipo 4 [ml’s]ém-4

Figura 86 — Mapa de cores ilustrando a distribuigdo da velocidade na superficie
do protétipo 4, em 120 Hz.

Distribuigdo da Velocidade em 120 Hz no Protétipo 5 [mis] }é1g4

Figura 87 — Mapa de cores ilustrando a distribuicéo da velocidade na superficie
do protétipo 5, em 120 Hz.

A analise das Figuras 85, 86 e 87 permite concluir que as ndo
homogeneidades decorrentes do processo de fabricacdo resultam em
uma variagdo aleatdria do nivel de vibracdo ao longo da superficie dos
reatores. Além disso, observa-se que 0s niveis de vibracdo dos
prototipos 4 e 5 sdo mais uniformes que aqueles do protétipo 3, uma vez
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gue neste Ultimo, grande parte da superficie apresenta cores distintas,
indicando que os niveis ndo tém a mesma ordem de grandeza.

Para concluir a analise do comportamento dindmico dos reatores,
nas Figuras 88, 89 e 90, sdo apresentadas as formas de vibragédo
assumidas pela superficie externa dos protétipos durante seu
funcionamento em 120 Hz. Os pontos em verde, obervados nestas
Figuras, representam a regido de contato entre as cruzetas e o reator, e as
linhas em cinza, representam a estrutura ndo deformada.

(@) (b)
Figura 88 — Superficie do protdtipo 3 deformada durante o funcionamento, em
120 Hz. (a) Vista isométrica (b) Vista superior.

&

(@) (b)
Figura 89 — Superficie do prototipo 4 deformada durante o funcionamento, em
120 Hz. (a) Vista isométrica (b) Vista superior.
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a) (b)
Figura 90 — Superficie do protétipo 5 deformada durante o funcionamento, em
120 Hz. (a) Vista isométrica (b) Vista superior.

Observa-se das Figuras 88, 89 e 90, que a resposta dos reatores
guando em operacdo, isto é, quando excitados pelas forcas resultantes da
indugdo magnética, concentrada em 120 Hz, difere em relacdo a
distribuicdo uniforme destas forcas e também em relagcdo aos modos
proprios obtidos da analise modal, em frequéncias proximas de 120 Hz.
A ndo homogeneidade construtiva dos reatores gera respostas nao
uniformes das paredes. Além disso, a resposta forcada resulta da
combinacdo dos modos préprios com frequéncias proximas da de
excitagdo (120 Hz). E também possivel que as cruzetas exercam alguma
influéncia na resposta das paredes apesar de ndo apresentarem influéncia
predominante nos resultados da analise modal. Salienta-se ainda que o
fato dos prototipos apresentarem caracteristicas geométricas e
construtivas distintas faz com que a superficie de cada um deles se
deforme de uma maneira particular.






CAPITULO 5
RADIACAO SONORA DOS REATORES

Neste capitulo, além de apresentar a metodologia e o
procedimento experimental empregado para determinar o nivel de
poténcia sonora dos reatores, se faz um estudo detalhado da radiagéo
sonora destes equipamentos.

5.1) Conceito de poténcia sonora

A poténcia sonora W corresponde a energia sonora total emitida
por uma fonte por unidade de tempo. Assim, a poténcia sonora depende
apenas da propria fonte, sendo independente do meio onde a fonte se
encontra ou da distancia em relacdo a esta fonte.

Procurando expressar esta grandeza numa escala que tenha uma
melhor correlagdo com a audicdo humana define-se o nivel de poténcia
sonora Ly, cuja relagdo com a poténcia sonora € dada através da seguinte
equacdo:

L, :1OIog[\%j (dB) (5.1)

0

onde W corresponde a poténcia sonora da fonte em Watts e W, a
poténcia de referéncia, 1 E-12 W. Usando o conceito de intensidade
sonora, a equacdo que define o nivel de poténcia sonora pode ser
reescrita da seguinte forma:

L, :L_p+10Iog{Sij (dB) (5.2)

0

onde L_p corresponde ao valor médio do nivel de pressdo sonora em dB,

S a 4rea de referéncia, 1 m? e S a area da superficie de medigdo em m?.
No caso de reatores, a norma técnica IEC 60076-10 [19] define que ao
posicionar os microfones a 1,0 m de sua superficie, a area da superficie
de medig&o deve ser calculada a partir da Equagéo (5.3).

S = (h+1)l (5.3)
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onde h corresponde a altura do reator sem as cruzetas e | o perimetro da
superficie de medicéo.

Ja o nivel de presséo sonora L, uma grandeza que varia de acordo
com o ambiente em que a fonte se encontra, é definido matematicamente
como:

2

L, =10log {%} (dB) (5.4)

0

onde p corresponde a pressdo sonora em Pa e po corresponde ao limiar
da audicdo em 1 kHz, 20E-06 Pa.

5.2) Determinagao do nivel de poténcia sonora dos
reatores

A norma técnica IEEE C57.16-1996 [20] é um documento
indispensavel para as empresas que produzem reatores elétricos com
nicleo de ar, pois nela sdo estabelecidas exigéncias que devem ser
levadas em conta no projeto deste tipo de reatores. Nesta norma
encontram-se também os testes aos quais 0s reatores devem ser
submetidos para verificar se atendem ou ndo a todas as exigéncias
estabelecidas. Porém, nesta pesquisa tem-se interesse particular pelo
Item 11.8 desta norma, que relata os procedimentos envolvidos no teste
de medicéo do nivel de ruido dos reatores.

A norma técnica IEC 60076-10 [19] define métodos para
medigdo do nivel de presséo sonora e do nivel de intensidade sonora a
partir dos quais os niveis de poténcia sonora de transformadores e
reatores podem ser determinados. Outras normas técnicas como a IEEE
C57.12.90-1999 [21] e a IEEE C57.12.91-2001 [22] também
apresentam informag@es relacionadas a medi¢do do nivel de presséo
sonora dos reatores.

5.2.1) Procedimento de medicao

Segundo as normas técnicas apresentadas acima, para reatores
que possuem altura igual ou inferior a 2,5 m, as medi¢fes do nivel de
pressdo sonora devem ser feitas com os microfones posicionados a meia
altura do equipamento. J& para equipamentos com altura superior, 0s
microfones devem ser posicionados a 1/3 e 2/3 da altura.

Embora todos os reatores avaliados nesta pesquisa tenham altura
inferior a 2,5m, optou-se por medir o nivel de ruido em quatro alturas
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diferentes, para que pudesse ser avaliada a distribuicdo do nivel de
pressdo sonora ao longo da altura dos mesmos. Observe na Figura 91 a
representacdo destes quatro planos criados para realizar 0s ensaios.

=3 Pontos (49-64)

Pontos (33-48)

Pontos (17-32)

20m
3/4 H

Pontos (01-16)

|

Figura 91 - Identificacdo das 4 alturas onde foram medidos os niveis de ruido.

Para cada uma dessas alturas, foi estabelecido um contorno
prescrito, uma linha imaginaria, de centro geométrico coincidente com o
do equipamento, sobre a qual foram definidas 16 posi¢fes de medicdo,
assegurando que toda a superficie do equipamento fosse envolvida. As
normas sugerem que a posi¢cdo de numero 1, coincida com o terminal
inferior do reator, e que a ordem de numerag&o siga o sentido horério.

O afastamento do contorno prescrito em relacdo a superficie
externa do reator pode ser de 0,3 m, 1,0 m, 2,0 m ou 3,0 m. Nestes testes
usou-se o afastamento de 1,0 m. A Figura 92 apresenta uma
representacdo da vista superior do reator, identificando os pontos onde
foram realizadas as medicdes e o afastamento do contorno prescrito em
relagdo a superficie externa do reator.

5 contorno
L 3

4 .6 ‘/prescrito

s
~

*9

Figura 92 — Identificacdo dos pontos onde foram posicionados os microfones.
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Definidos todos estes detalnes e usando 0s equipamentos
apresentados na Tabela 16, os ensaios para determinacdo do ruido dos
reatores puderam ser realizados.

Tabela 16 — Equipamentos utilizados nos ensaios de ruido.

Qtd Equipamento

Analisador de sinais LMS® Pimento 12 canais de entrada
Computador portétil Toshiba® Satellite A100

Analisador de sinais B&K® Pulse 3560 4 canais de entrada
Computador portatil HP® Omnibook 6000

Microfone 2" campo livre com pré-amplificador B&K®4189-A-021
Calibrador de nivel sonoro B&K® 4231

(SN N N N

Os ensaios foram realizados em dois ambientes, na cdmara semi-
anecoica do laboratorio de vibragdes e acustica da UFSC, um ambiente
controlado, e no laboratério da Empresa AREVA. Neste Ultimo, as
medicBes foram conduzidas durante a madrugada para evitar a
interferéncia de ruido proveniente de fontes externas, uma vez que nao
se tratava de um ambiente controlado.

A realizacdo dos ensaios de ruido nestes dois ambientes busca
verificar se os resultados de ruido determinados no prdprio laboratério
da empresa sdo adequados, uma vez que a realizagdo dos ensaios nha
camara semi-anecotica era limitada devido a falta de equipamentos
necessarios para energizar os reatores e também devido a falta de
dispositivos de seguranga e de transporte apropriados.

Nas medicOes efetuadas em ambientes internos nao controlados é
importante que o equipamento esteja localizado numa posicdo em que
0s transdutores tenham um afastamento minimo de 3 metros em relagcdo
a superficies que possam refletir as ondas sonoras, como paredes, muros
e teto. Seguindo esta recomendacdo, na Figura 93 pode se observar uma
representacdo do posicionamento dos reatores nas medicdes realizadas
no laboratério da empresa.
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Figura 93 — Afastamento do reator em relagéo as paredes mais proximas.

Nas Figuras 94 e 95 observam-se dois protétipos prontos para
serem submetidos ao ensaio de ruido, o primeiro na camara semi-
anecoica e 0 segundo no laboratorio da empresa.

Figura 94 — Medicéo de ruido na cAmara semi-anecoica.

Outro ponto importante nas medi¢Ges do nivel de ruido dos
reatores € a verificagdo da influéncia da inducéo eletromagnética sobre
os transdutores utilizados. Para tal verificacdo, os transdutores foram
calibrados antes e depois das medicdes. Caso a diferenga dos niveis
registrados nestas duas calibragcdes fosse maior que 1,0 dB o ensaio
deveria ser repetido, pois possivelmente os microfones teriam sido
afetados pela inducdo eletromagnética gerada pelos reatores. Nestes
ensaios a diferenga entre as duas calibra¢6es foi em torno de 0,15 dB.
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Figura 95 — Medicéo de ruido no laboratério da AREVA.

5.2.2) Pés-Processamento e resultados

Nas Figuras 96, 97 e 98, apresentam-se 0s niveis médios de
pressdo sonora dos protdtipos 3, 4 e 5 determinados na camara semi-
anectica para cada uma das alturas em que foram efetuadas as

medicoes.

Nivel Médio de Pressdo Sonora - Protdtipo 3

70—

Lp[dB]

a
20 25 31540 S50 63 80 100 125 160 200 250 315 400 500 630 800 1k
Freq. [Hz]

Figura 96 — Niveis médios de pressao sonora do protétipo 3 nas 4 alturas.
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Nivel Médio de Presséo Sonora - Protdtipo 4

70—

Lp [dB]

a
20 25 31540 50 63 80 100 125 160 200 250 315 400 500 630 800 1k
Freq. [Hz]

Figura 97 — Niveis médios de pressdo sonora do prot6tipo 4 nas 4 alturas.

Nivel Médio de Presséo Sonora - Protdtipo 5

70—

Lp [dB]

a
20 25 31540 S0 63 80 100 125 160 200 250 315 400 500 630 800 1k
Freq. [Hz]

Figura 98 — Niveis médios de pressao sonora do protdtipo 5 nas 4 alturas.

Nota-se que para todos os protétipos, 0s maiores niveis de ruido

se encontram na faixa de frequéncias de 125 Hz.

Nas Figuras 99, 100, e 101, para cada uma das alturas avaliadas
se observa o nivel de ruido medido em 125 Hz nos 16 pontos que
constituiam o contorno prescrito. Também neste caso, 0s niveis
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apresentados correspondem aqueles obtidos a partir dos

conduzidos na camara semi-anecéica.

Lp [4B)

Distribuigdo do Nivel de Presséo Sonora em 125 Hz - Protétipo 3
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Figura 99 — Niveis de pressdo sonora por ponto, em 125 Hz, nas 4 alturas
medidas no protdétipo 3.
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Distribuigdo do Nivel de Pressédo Sonora em 125 Hz - Protétipo 4
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Figura 100 — Niveis de pressdo sonora por ponto, em 125 Hz, nas 4 alturas
medidas no prot6tipo 4.



Capitulo 5. Radiagao sonora dos reatores 87

Distribuigdo do Nivel de Presséo Sonora em 125 Hz - Protétipo 5
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Figura 101 — Niveis de pressdo sonora por ponto, em 125 Hz, nas 4 alturas
medidas no protétipo 5.

Ao comparar o nivel de ruido medido a meia altura do reator com
aqueles registrados nas demais alturas, se percebe para a banda de
frequéncias de 125 Hz uma pequena diferenca, cerca de 4,0 dB para o
protétipo 3 e de 1,2 dB e 3,2 dB para os protétipos 4 e 5. Ja ao se
analisar o nivel de ruido medido em cada um dos 16 pontos que
formavam um determinado contorno prescrito, percebem-se diferencas
significativas, algumas vezes superiores a 10,0 dB. Tal constatacdo
mostra que assim como o nivel de vibracdo, a radiacdo sonora dos
reatores ndo possui simetria.

Nas Figuras 102, 103 e 104 apresentam-se 0s mapas de cores dos
protétipos 3, 4 e 5 ilustrando os diferentes niveis de pressdo sonora
medidos na banda de 125 Hz em cada um dos 64 pontos estabelecidos
para realizar os ensaios de ruido.

Observe que as superficies apresentadas nestas Figuras ndo
correspondem aquelas dos reatores. S&0 uma representacdo da area
formada pela unido dos quatro contornos prescritos criados para realizar
estas medicBes. JA 0s pontos em preto sdo projecdes daquelas posicoes
definidas sobre a superficie do reator para realizar as medicgdes do nivel
de vibracéo.

Comparado ao protétipo 3, os prototipos 4 e 5 apresentam uma
distribuicdo mais uniforme, porém, assim como na analise dos niveis de
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vibracao, a variacdo é totalmente aleatdria e ndo existem regides tipicas,
onde séo registrados niveis de ruido mais baixos ou mais altos.

Distribuicéo do Kivel de Pressédo Sonora no Pratdtipo 3

[dE]

Figura 102 — Distribuicdo do nivel de presséo sonora na banda de 125 Hz para o
protétipo 3.

Distribuicéo do Mivel de Pressdo Sonora no Pratdtipo 4

Figura 103 — Distribuicdo do nivel de pressdo sonora na banda de 125 Hz para o
protétipo 4.
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Figura 104 — Distribuicéo do nivel de presséo sonora na banda de 125 Hz para o
protétipo 5.

Segundo as normas técnicas IEEE C57.16-1996 [20] e IEC
60076-10 [19] que tratam do ruido gerado por reatores elétricos, o ruido
de fundo do ambiente onde a medicdo é efetuada deve ser constante, por
isso, 0 mesmo deve ser medido imediatamente antes de iniciar o teste
com o reator em funcionamento e imediatamente ap6s. O ideal é que a
diferenca entre o ruido de fundo e o ruido gerado pelo equipamento em
funcionamento seja de no minimo 6,0 dB. Além disso, como se pode
observar na Tabela 17, a Norma IEC 60076-10 estabelece critérios para
aceitacdo do teste.

Tabela 17 — Critérios para aceitacdo das medicGes de ruido efetuadas.

Lpao — LbigAméx LbigAinicial - LbigA final Decis&o
>8 dB - Teste aceito
<8 dB <3dB Teste aceito
<8 dB >3 dB Rejeitar teste
<3dB - Rejeitar teste
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Estes critérios se baseiam na comparagdo entre o ruido gerado
pelo reator e o ruido de fundo maximo, como mostra a primeira coluna,
e na comparagdo entre o ruido de fundo medido antes e depois de
colocar o reator em funcionamento, como mostra a segunda coluna.

Seguindo estes critérios e demais recomendacGes das normas
técnicas, nas Figuras 105, 106 e 107, sdo apresentados 0s niveis de
pressdo sonora dos protétipos 3, 4 e 5 e nas Figuras 108, 109 e 110 os
niveis de poténcia sonora.

Nivel de Pressdo Sonora 4 1,0 m - Protétipo 3
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Figura 105 — Niveis de pressdo sonora do protétipo 3.
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Figura 106 — Niveis de pressdo sonora do proto6tipo 4.
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Nivel de Pressédo Sonora 4 1,0 m - Protétipo 5
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Figura 107 — Niveis de pressdo sonora do prototipo 5.

Por se tratar de um ambiente controlado, as medigdes feitas na
camara semi-anecoica permitiram que um ndmero maior de faixas de
frequéncias atendesse as exigéncias especificadas na Tabela 17, no
entanto, os niveis de ruido registrados nestas faixas de frequéncias,
praticamente ndo interferem no nivel de ruido global do reator, o qual é
praticamente igual aquele medido na banda de 125 Hz e identificado nos
gréficos pela letra G.

Nivel de Poténcia Sonora - Protétipo 3

L
20

Freq. [Hz]

Figura 108 — Niveis de poténcia sonora do prot6tipo 3.
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Percebe-se ainda que em cada um destes graficos, sao
apresentados dois resultados, em azul os resultantes dos testes realizados
na camara semi-anecoica e em vermelho os obtidos a partir dos ensaios
realizados no laboratdrio da empresa.

Nivel de Poténcia Sonora - Protdtipo 4

1 S L
20 2531540 50 63 80 100125160200250315400500630800 1k G
Freq. [Hz]

Figura 109 — Niveis de poténcia sonora do prot6tipo 4.

Nivel de Poténcia Sonora - Protétipo 5
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Figura 110 — Niveis de poténcia sonora do prot6tipo 5.

Ao analisar os niveis de ruido dos prot6tipos 4 e 5, na banda de
frequéncias de 125 Hz, constata-se que aqueles niveis medidos na
camara semi-anecodica sdo maiores que aqueles obtidos no laboratério.
Tal comportamento se deve a presenca de ondas estacionarias no
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laboratério, as quais sdo geradas em funcdo das caracteristicas do
ambiente e do ruido tonal radiado pelo reator.

Apesar da presenca das ondas estacionarias, o nivel de pressdo
sonora e o nivel de poténcia sonora global dos reatores determinados
nestes dois ambientes estdo muito préximos, como se verifica mais
facilmente através das Tabelas 18 e 19, as quais apresentam uma sintese
dos resultados das medicGes de ruido para cada um dos protétipos
analisados.

Tabela 18 — Sintese dos resultados dos niveis de pressdo sonora e dos niveis de
poténcia sonora dos prot6tipos obtidos na cdmara.

Céamara semi-anecéica
Lpa 1,0 m (dB) Lw (dB)
125 Hz Global 125 Hz Global
Protétipo 3 59,6 59,7 73,0 73,1
Prototipo 4 63,0 63,3 76,5 76,8
Protétipo 5 63,5 63,7 76,3 76,4

Tabela 19 — Sintese dos resultados dos niveis de pressdo sonora e dos niveis de
poténcia sonora dos prot6tipos obtidos no laboratério.

Laboratério
Lr 41,0 m (dB) Lw (dB)
125 Hz Global 125 Hz Global
Protétipo 3 61,3 61,5 74,7 74,9
Prototipo 4 60,9 61,3 74,4 74,8
Protétipo 5 57,2 58,3 70,0 71,1

Sendo assim, a determinacdo do nivel de poténcia sonora dos
reatores pode ser feita a partir de medicBes de ruido realizadas no
laboratério da prépria empresa. No entanto, quando se deseja avaliar a
diretividade ou fazer um estudo mais detalhado do ruido gerado pelos
reatores, € de fundamental importincia que 0s mesmos sejam
conduzidos em uma cémara semi-anecOica, pois, mesmo que O
laboratério apresente grandes dimensdes, ou seja, um grande volume, as
suas caracteristicas podem interferir nos resultados.

Outra informacdo importante fornecida por estes ensaios é de que
mesmo apresentando caracteristicas construtivas diferentes, como o
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nimero de bobinas, os protétipos analisados apresentam niveis de
poténcia sonora muito proximos.



CAPITULO 6
MODELAGEM ANALITICA E NUMERICA DOS REATORES

Neste capitulo serdo apresentados dois modelos, um analitico e
outro numérico, desenvolvidos para determinar a indugdo magnética
gerada pelos reatores. O célculo da inducdo magnética permitira, a partir
das relagBes entre as grandezas eletromagnéticas e mecanicas,
determinar as for¢as que atuam no reator e que induzem vibragdes ao
longo de sua estrutura durante o seu funcionamento.

6.1) Mecanismos de geracao de ruido nos reatores

De acordo com o International Council on Large Electric
Systems [11], as forcas que fazem com que a superficie das bobinas dos
reatores vibre, resultam da interacdo entre o fluxo de corrente que
percorre o reator e sua indugdo magnética. Segundo Smede J. et al. [23],
do ponto de vista de geracdo de ruido, a amplitude de vibragdo e a area
da superficie de radiacdo do reator determinam essencialmente a
poténcia sonora gerada pelo mesmo. Logo, tem-se grande interesse em
determinar as forcas que atuam na direcdo radial, pois, sdo elas que
induzem ondas de flexdo na superficie do reator. No caso dos reatores, a
eficiéncia de radiacdo sonora das ondas de flexdo € muito maior que
aquela das ondas longitudinais, que sdo excitadas através das forcas
axiais. Portanto, a contribuicdo das forcas axiais e de outros
componentes do reator, como as cruzetas, a energia sonora radiada é
relativamente pequena.

As frequéncias em que o ruido é gerado dependem do espectro de
frequéncias de corrente a que o reator é submetido. Portanto, o ruido
gerado dependera significativamente da aplicacdo do reator. Quando o
reator é percorrido por uma corrente alternada em uma frequéncia
especifica, as forcas que atuardo no reator ocorrerdo em uma frequéncia
equivalente ao dobro daquela da corrente. No entanto, quando o reator €
percorrido simultaneamente por véarias correntes em frequéncias
diferentes, além das forcas que atuardo na frequéncia equivalente ao
dobro daquela da corrente, surgirdo componentes de frequéncias
adicionais. Para exemplificar este Gltimo caso, na Figura 111 (a),
apresenta-se 0 espectro de frequéncias elétricas de um reator utilizado
como filtro de correntes harmdnicas que possui uma componente
fundamental f e uma componente harmonica h. Na préatica o espectro da
corrente sempre possui mais que uma componente harménica.
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O espectro das forgas que atuam em um reator deste tipo possui
uma pré-carga estatica, e quatro outras componentes, de frequéncias 2f,
f(h-1), f(h+1) e 2(fh), como se observa na Figura 111 (b). Segundo o
International Council on Large Electric Systems [11] somente as
componentes das forcas contribuem na geracdo do ruido, a pré-carga
estatica ndo interfere na poténcia sonora do reator.

A A
< . =} . :
f = = - : :
| = ) st ot : : :
5l : e} : P
f fn f=0 of f(h-1)  f(h+1)  2fh
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
@ (b)

Figura 111 — Exemplo de espectro. (a) Correntes que atuam no reator, (b)
Forgas que atuam no reator.

Verifica-se que as frequéncias das componentes das forcas
possuem um deslocamento em relacdo as frequéncias das componentes
da corrente. Além disso, observa-se que o nimero das componentes da
forga corresponde ao quadrado do nimero de componentes da corrente.
Portanto, o0 espectro de frequéncias sonoras aumentarad
significativamente quando o reator é submetido a varias correntes
harménicas.

Em grande parte das aplicacdes, a corrente aplicada no reator
possui amplitudes significativas até a sexta componente harmoénica, a
partir dai a amplitude das demais harménicas reduz-se
consideravelmente.

6.2) Modelo analitico da indugdao magnética dos reatores

Neste primeiro modelo, admite-se que a inducdo magnética B
criada pela corrente que circula no reator em funcionamento seja similar
a inducdo magnética de um solenoide. Um solenoide consiste em uma
bobina helicoidal formada por espiras circulares muito préximas.

Tripler [24] define que a inducdo magnética de um solenoide
consiste na soma vetorial das inducgdes produzidas pelas suas espiras. No
caso de pontos muito préximos de uma espira, o fio se comporta
magneticamente quase como um fio retilineo, e as linhas de B sdo quase
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circulos concéntricos, como se observa na Figura 112. Também pode se
observar na Figura 112 que, em pontos no interior do solenoide e
razoavelmente afastados do fio, B é aproximadamente paralela ao eixo
central do solenoide.
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Figura 112 — Trecho de um solenoide visto de perfil.

A determinacdo da inducdo magnética total ao longo de todos os
pontos do reator depende da solugdo de equagbes numéricas complexas.
Desta forma, para facilitar a sua determinacdo, propde-se dividi-lo em
duas parcelas. A primeira consiste no célculo da indu¢do magnética na
direcdo axial (Baxi) que produz uma forca magnética radial (Frad). Ja a
segunda corresponde ao calculo da indugdo magnética na direcéo radial
(Brad), que produz uma forca magnética axial (Faxi).

Para determinar estas indugfes magnéticas e as respectivas forgas
por elas originadas faz-se necessario usar os conceitos de algumas leis
classicas do eletromagnetismo que serdo apresentadas a seguir, a lei de
Biot-Savart, a lei de Ampére e a for¢a magnética originada por um fio
percorrido por uma determinada corrente.

6.2.1) Lei de Biot-Savart

A Figura 113 mostra um fio de forma arbitréria percorrido por
uma corrente i(t). Para calcular a inducdo magnética B em um ponto
préximo P, divide-se o fio em elementos infinitesimais dl e define-se
para cada elemento um vetor comprimento dl, cujo mddulo é dl e cuja
direcdo é a mesma da corrente no elemento dl. Em seguida, define-se
um elemento de corrente idl e calcula-se a indu¢do dB produzida no
ponto P através da seguinte equacao:

dB(t) = 22 () Ix

6.1
A r® ©D
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dB  p

dl

ﬂ'

Figura 113 — Inducdo magnética dB produzida no ponto P a partir de um
elemento de corrente.

A inducéo total B no ponto P pode ser determinada a partir da
soma, por integracdo, das contribui¢cbes dB de todos os elementos de
corrente. Portanto, a inducdo dB produzida no ponto P por um elemento
de corrente idl é dada por:

(6.2)

B(t) :%i(t)q d'rj r

onde wo corresponde a permeabilidade do ar, cujo valor, por definicdo, €
dado por s =47x10"'Tm/ A~126x10°H /m.

As Equacdes (6.1) e (6.2) sdo conhecidas como lei de Biot-
Savart, pois, expressam o valor da indu¢do magnética B criada por um
elemento dl percorrido por uma corrente i(t), em um ponto P localizado
a uma distancia r do condutor.

A unidade de B no Sl é chamada de Tesla (T) que corresponde a:

1 Newton _ 1i (6.3)
(Coulumb / segundo)(metro) ~ Am

6.2.2) Lei de Ampere

Em eletromagnetismo classico a Lei de Ampére relaciona a
inducdo magnética sobre um lagco com a corrente elétrica que passa
através dele.

Como visto no item anterior, a inducdo magnética resultante em
um ponto devido a qualquer distribuicdo de correntes pode ser obtida
pela Lei de Biot-Savart. Entretanto, se esta distribuicdo apresentar certo
grau de simetria, seja ela, planar, cilindrica ou esférica pode-se aplicar a
lei de Ampére para determinar a inducdo magnética com um esforco



Capitulo 6. Modelagem analitica e numérica dos reatores 99

consideravelmente menor. Esta lei, que pode ser demonstrada a partir da
lei de Biot-Savart, relaciona a inducdo magnética B sobre uma curva,
com a corrente i(t), que circula através da mesma a partir da seguinte
Equacéo:

dB(t)- dl = sy, (1) (6.4)

O circulo no simbolo da integral indica que a integragdo do
produto escalar B-dl deve ser realizada ao longo de um lago,
denominado lagco de Ampére, ou amperiana. A corrente ig(t) é a
corrente elétrica total envolvida pela curva.

De acordo com Halliday, Resnick e Walker [25] o produto
escalar B-dl do lado esquerdo da Equacgdo (6.4) é igual a Bcoseadl.
Assim, a lei de Ampére pode ser reescrita na forma:

qsaydlzqsaxem:4@wa) (6.5)

Desta forma, interpreta-se o produto escalar B-dl como o
produto de um comprimento elementar dl da amperiana pela
componente da inducdo Bcos@ tangente a amperiana neste ponto.
Nesse caso, a integral pode ser interpretada como a soma destes
produtos para toda a amperiana.

6.2.3) Lei de Laplace

Quando uma espira é percorrida por uma corrente elétrica e
exposta a uma inducdo magnética, cada uma das cargas em movimento,
as quais compreendem a corrente, € submetida & denominada forca de
Lorentz, e juntas elas podem criar uma forca macroscépica na espira,
frequentemente denominada forc¢a de Laplace.

Matematicamente, a for¢a magnética que atua sobre um condutor
de comprimento dl, percorrido por uma corrente e submetido a uma
inducdo magnética, é definida como:

szqmmue (6.6)

Pela prépria definicdo de produto vetorial, apresentada no
Apéndice 4, percebe-se que a forca é perpendicular ao plano formado
pelos vetores dl e B. Frequentemente, a dire¢do e o sentido desta forca



Capitulo 6. Modelagem analitica e numérica dos reatores 100

sdo determinados a partir da regra da méo direita, demonstrada na
Figura 114.

Figura 114 — Representacéo da regra da méo direita.

6.2.4) Determinagao da forca magnética radial

Para determinar a forca magnética radial que atua no reator é
necessario calcular a indu¢do magnética em uma bobina formada por n
espiras. Portanto, o passo inicial consiste na determinacdo da inducéo
magnética de uma espira circular de raio R, percorrida por uma corrente

it).

dl@ ®

R

Figura 115 — Vista de perfil de uma espira circular, de raio R, percorrida por
uma corrente i(t).

Buscando simplificar o problema, prop8e-se calcular a indugdo
magnética somente em pontos situados sobre o eixo central da bobina,
como o ponto P, apresentado na Figura 115, que se encontra sobre o
eixo central a uma distancia z do plano da espira.

Suponha um elemento de comprimento dlI situado na extremidade
esquerda da espira, cujo vetor comprimento dl aponta
perpendicularmente para fora do plano do papel. O plano formado entre
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os dois vetores dl e r é perpendicular ao plano do papel e contém tanto r
quanto dl, que possuem um angulo 6 de 90° entre si. De acordo com a lei
de Biot-Savart, o elemento de inducdo magnética dB produzido no
ponto P pela corrente no elemento dl é perpendicular a este plano e,
portanto, paralelo ao plano do papel e perpendicular a r, como se
observa na Figura 115.

Observe que dB pode ser decomposto em duas componentes, a
primeira, paralela ao eixo da espira dB, e a segunda, perpendicular ao

eixo da espira dB,. Por simetria, a soma vetorial das componentes

perpendiculares produzidas por todos os elementos dl da espira é nula,
restando apenas as componentes paralelas dB,. Consequentemente, a

inducdo magnética total que atua no ponto P pode ser definida como:
B= [dB, 6.7)

Para o elemento dl, mostrado na Figura 115, a lei de Biot-Savart,
Equacdo (6.1), mostra que a inducdo magnética a uma distancia r é dada
por:

i(t) dl sen9Q°

r2

dB(t) :f'—;r (6.8)

Tem-se também que:
dB,(t) =dB(t)cosar ou  dB(t) =dB(t)seny (6.9
Combinando as duas Ultimas Equacdes, obtém-se:

(t)cosar dl

dB, () = 24! e dB(t):% (6.10)

Ao analisar novamente a Figura 115 percebe-se que existe uma
relagdo entre r e a, na qual ambos podem ser expressos em termos da
distancia entre o ponto P e o centro da espira, ou seja, da variavel z. As
relacGes séo as seguintes:

r=R2+22 (6.11)
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R

JR? + 22

Substituindo as Equagbes (6.11) e (6.12) na Equacgédo (6.10),
obtém-se:

COS = seny = ; = (6.12)

dB, (t) =$dl (6.13)

Observe que i(t), R e z ttm o mesmo valor para todos o0s
elementos dl da espira, por isso, quando se integra esta equacéo,
descobre-se que:

B(z,1) = [dB, (1 :% ol (6.14)

Como jdl corresponde ao perimetro da espira, ou seja, 2zR no
caso da espira circular, a Equacéo (6.14) pode ser reescrita como:

AIOLS
B(z,1) ~ 3R+ (6.15)

Admitindo que a corrente que circula no condutor pode ser
representada como uma funcdo senoidal de freqiiéncia w variando com
o tempo (t), na forma:

i(t)=+/21sen ot (6.16)

A Equacéo (6.15) que representa a inducdo magnética que atua
sobre toda a espira pode entdo ser reescrita como:

V2 IR

B(z,1)= 2 (R2+22)3/2

sen wt (6.17)

onde | corresponde ao valor eficaz da corrente, ou seja, a amplitude
RMS da corrente.
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Agora, a expressdo da inducdo magnética de uma espira sera
generalizada para um conjunto de espiras, ou seja, para uma bobina
como a apresentada na Figura 116.

Linhas da indugao

P . -l
magnética axial ‘
gl . .\e @]
\/f 4. . yi?-
o -
. : z
® @

Figura 116 — Inducdo magnética axial em um ponto P sobre o eixo central da
bobina.

Para facilitar o desenvolvimento das equacOes, prefere-se
reescrever a Equacéo (6.10) em funcéo do raio da espira:

; ; 3
4B, (t) = Mol (t)seny dl :,uol(t)sen wdl

(6.18)
47 R/seny ° 47R?

Similarmente, ao que foi feito anteriormente, a indugéo
magnética atuante em toda a espira é obtida a partir da integracdo da
Equago (6.18) ao longo do perimetro da espira, que resulta em:

H 3 H 3
B(z,t) = /WY 5 p :—“0'(255” L4 (6.19)

Para um numero de N espiras por unidade de comprimento, a
Equagdo (6.19) pode ser reescrita como:

; 3
B(z,1) = “0'(2% Ndz (6.20)

onde N é calculado em funcdo do didmetro do condutor ¢ a partir da
seguinte relacéo:

(6.21)

|



Capitulo 6. Modelagem analitica e numérica dos reatores 104

Ao observar o angulo v, na Figura 115, pode se estabelecer por
trigonometria que:

R R
tany=— = z=——=Rcot 6.22
V== any v (6.22)

Derivando esta expressdo em relacdo y obtém-se dz:

-R R
9 _g —cosec’y = = dz=-

dy sen’y sen’y

dy (6.23)
Substituindo o valor de dz na Equacéo (6.20), obtém-se:
B(z,t) = —w Ndy/ (6.24)

Integrando a expressdo acima em relacdo aos limites y; e o,
define-se que:

i(t)N
B(z,t):ﬂol(;) COSy, — COSY, (6.25)

Usando as relagBes trigonométricas, pode-se definir a seguinte
relacdo entre os angulos v, e a, observados na Figura 116:

CoSa =—COSy, (6.26)

Além disso, aplicando o teorema de Pitagoras, outras duas
relacbes podem ser estabelecidas para os angulos entre os angulos y; e
a, observados na Figura 116:

cosy, - & cosa- (H-2) (6.27)

[Re+22]" [(H-2?+R*]"

Substituindo a Equacéo (6.26) na Equacéo (6.25) define-se que:
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i(ON
B(z,t):% Cosy, +CoS (6.28)

Usando as duas relagfes apresentadas na Equacdo (6.27), a
Equacéo (6.28) pode ser reescrita como:

B(z,t) = L/ ON S s k)R RTP
2 |[R+22]" [(H-2+R]

Finalmente, substituindo o valor de i(t), definido na Equacdo
(6.16), obtém-se a Equacdo da indugdo magnética axial que atua sobre o
ponto P localizado no eixo central da bobina:

_Q I'N : 1/2+ (H_Z) 1/2
[R*+2]" [(H-27+R?]

sen wt (6.30)

Com o objetivo de se estabelecer um valor médio para a indugéo
magnética axial, Pelzer [26] sugere calcular a média espacial da inducédo
magneética axial:

axi média

:ﬁ:[B(z,t)dz (6.31)

onde H corresponde a altura da bobina.
Assim, o valor médio da indugdo magnética axial € definido pela
seguinte Equac&o:

\/E/lol N
H

B, .. =B(t)= [R*+H]T" R sen ot (632)

axi média

A fim de avaliar os efeitos desta simplificacdo, na Figura 117 se
faz uma comparacdo entre as indugdes magnéticas axiais obtidas a partir
das expressoes (6.30) e (6.32).
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Indugéo Magnética Axial - Protdtipo3
0.023 T T T T T T T T T
: ¢ : i g : -] [— B

* mmanes T, ia5h H axi real

Baxw média

0014 i i i i i i i i i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
z/altura

Figura 117 — Inducdo axial média e inducdo axial real no eixo central do
protétipo 3.

Ao observar a Figura 117 fica claro que a inducdo magnética
axial real € maxima no centro e minima nas extremidades. Logo, 0 uso
do valor médio faz com que a inducdo magnética axial seja
superestimada nas extremidades, uma vez que o valor médio é superior
ao valor real.

Finalmente, usando o conceito apresentado no Item 6.2.3) a forca
magnética resultante da indug&o axial que atua sobre o ponto P, expressa
em N, é dada por:

F(z,t)=ilxB,, =il B,_send (6.33)

Como o angulo 6 formado entre o elemento de comprimento dl e
a inducdo axial é 90°, a Equacdo (6.33) pode ser resumida a:

F..(z.t)=ilB, (6.34)

onde | corresponde ao comprimento do condutor, ou seja, da espira.
A direcdo desta forca é perpendicular a inducdo axial, e seu
sentido aponta para fora da bobina, como se observa na Figura 116.
Tem-se o interesse em expressar a forca radial, em N/m. Para
isto, basta dividi-la pelo comprimento | da espira de modo que:

F.,(zt)=iB, [N/m] (6.35)
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Substituindo na Equagéo (6.35), a expressdo de i(t), definida na
Equacdo (6.16), e a expressdao de Bg(t), definida na Equacdo (6.31),
obtém-se a forca radial média por espira, expressa em N/m:

2
F g mesia (1) ZW [R*+H 2]1/2 ~R sen® @t (6.36)

A andlise da Equacéo (6.36) permite concluir que a forga radial é
proporcional ao quadrado da amplitude da corrente e ao ndmero de
espiras por unidade de comprimento (N).

Ao tracar um grafico da distribuicdo da inducdo magnética e da
forca radial em funcdo do tempo, como aquele observado na Figura 118,
se percebe que a frequéncia da forga € o dobro da frequéncia da corrente
e da indutdncia magnética. Conclui-se também que esta forca €
unidirecional e repulsiva, ou seja, ndo provoca deformacdes no interior
da bobina.

Indugéo Magnética Axial e Forga Magnética Radial X Tempo

Forga Magnética Radial [N/m]/espira

Indugédo Magnética Axial [mT]

tempo [ms]

Figura 118 — Distribuicdo da forca e da inducdo magnética radial em fungéo do
tempo.

A forca radial média gerada pela bobina, ou seja, pelo conjunto
de espiras nbr, expressa em N/m, é dada por:

I:rad_Bobina (t) = Frad média nbr [N / m] (637)
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0.2.5) Determinagao da forca magnética axial

Inicialmente faz-se necessario definir a inducdo magnética
produzida pela corrente i(t) em um fio longo retilineo, como aquele
observado na Figura 119.

i(t)

Amperiana

Figura 119 — Inducéo magnética criada pela corrente que percorre um condutor
retilineo.

A inducdo magnética B produzida por esta corrente tem 0 mesmo
modulo em todos os pontos situados a uma distancia r do fio, ou seja,
tem simetria cilindrica em relacdo ao fio. Pode-se tirar vantagem desta
simetria para simplificar a integral que aparece na lei de Ampére
envolvendo o fio em uma amperiana circular concéntrica de raio r.
Deste modo pode-se dizer que a indugdo magnética B tem o0 mesmo
maodulo B em todos os pontos da amperiana.

A parcela Bcosd da Lei de Ampére, Equacdo (6.5), pode ser
simplificada uma vez que tanto B como dl sdo tangentes a amperiana em
todos os pontos. Assim, B e dl sdo paralelos ou antiparalelos em todos
0s pontos da amperiana. Adotando-se a primeira hipotese, em todos os
pontos o angulo & entre B e dI é 0, assim o termo a esquerda da Lei de
Ampére se torna:

<§ B(t)-dl :<§ Bcosadl = Bc§d| =B(2xr) (6.38)

Observe que (§d| ¢ a soma de todos os segmentos de reta dl da

amperiana, o que corresponde ao perimetro da curva 2zr .

De acordo com a regra da mdo direita, o sinal da corrente da
Figura 119 é positivo. Assim, o termo do lado direito da lei de Ampére
se torna +z4i(t) , de forma que:
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B(2zr) = ui(t) ou B :@ (6.39)
2zr

Esta expressdo deve ser generalizada para uma bobina com n
espiras. Suponha que a bobina possui quatro espiras paralelas, dispostas
uma contra as outras, como mostra a Figura 120. A concentracdo da
indugdo magnética excitada na primeira espira é equivalente a soma da
contribuicéo da indugdo criada pelas outras espiras.

/Uo'(t) i) i)
Braaa () = b 2% 3¢j szﬁ 2@}2 (6.40)

onde ¢ é a distancia entre centros de cada espira, ou seja, o didmetro do
fio condutor.

' '
.
4 AT Linhas da indugio
v a v magnética radial
o) v
H vl Faxi <
1 L
2 o
r T
Brad ™' .‘.;‘
oot @ ()

dl

Figura 120 — Inducdo magnética radial resultante que atua sobre a primeira
espira.

E possivel que para a segunda espira a indutancia resultante das
espiras 1 e 3 se anule por simetria. Como nao existe condutor além da
quarta espira, a inducdo na espira 2 pode ser simplificada para:

Brad,z (t) IUOLE_t) [2¢j (641)

Portanto, a indugdo magnética radial resultante sobre uma espira
na meia altura da bobina é nula. Generalizando a expressdo da indu¢do
magnética radial para uma bobina com nbr espiras, e substituindo o
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valor de i(t) definido na Equacdo (6.16), obtém-se as seguintes

equacoes:
nbr-1
Brwmx(t)—\/_#OI zlsen(a)t) quando z=0 (6.42)
2 =]
\/Elu | nbr—(nespira-1) 1 H
B_. ()= 0 Zsen(wt) quando z<— 6.43
raa (1) 2d sz (ot) q <5 (6.43)
B, (t)=0 quando z=H/2 (6.44)
(nespira—1)
B, (t)——\/_ﬂ 0 > =—sen(wt) quando z>i (6.45)
2 ¢ j=nbr—nespira+1 2
nbr-1
Brag o (1) = JZ_/;' y i en(wt) quando z=H  (6.46)
j=1

onde “nespira”é o nimero da espira em que esta sendo determinada a
inducdo magnética.

A presenca de séries matematicas torna estas expressdes dificeis
de serem transformadas em expressdes analiticas. Apenas as Sséries

Z”br'l(ll j) permitem uma primeira aproximagdo na forma In(nbr),

conforme sugere Pelzer [26].

Dessa forma, sugere-se linearizar a indu¢do magnética radial a
partir de dois pontos, 0 ponto de maximo e o de minimo, passando pelo
centro da bobina, z=0,5H .

B (2.1) = By (2.1) = f‘;' In(nbr )[—+1jsen<wt) (6.47)

Finalmente, a partir da Equacdo (6.47) pode-se estabelecer a
inducdo magnética radial média ao longo da altura da bobina através das
seguintes equacdes:

B (t):Bradmédia(t):Jfﬂ“;' In(nbr)sen(et) quando z<% (6.48)
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B.(t)=B t)=0 quando z=H/2 (6.49)

rad média

B,.q (1) = B,ogmedia () = —%In(nbr)sen(wt) quando z >% (6.50)
TTH

A comparagdo entre os valores lineares e médios da inducédo
magnética radial que atua ao longo da bobina pode ser verificada na
Figura 121.

Indugéo Magnética Radial - Protdtipo3
0.03 T T T T T

rad linear

—B,
002 F i .

rad média | |

[T]

rad

7} L— o — oy e 7% e o S——— fbasoansd S

B

001k

003 - P PP i
1} 01 02 03 04 05 06 07 08 089 1
zfaltura

Figura 121 — Indugdo radial linear e inducéo radial média no eixo central do
protétipo 3.

Para determinar a forca axial resultante da acdo da inducdo
radial gerada pela bobina, recorre-se novamente & Equacéo (6.6). Assim
como no caso da indugdo magnética axial o angulo formado entre o
elemento de comprimento dl e a inducdo magnética axial é 90°,
portanto, a equagéo que define a forca axial em N/m é:

F,:(z,t)=iB_, [N/m] (6.51)

Substituindo na Equacdo (6.51) a expressdo de i(t) definida na
Equacdo (6.16) e as expressdes de By definida nas Equagdes (6.48),
(6.49) e (6.50), obtém-se a forca axial média que cada uma das espiras
da bobina serd submetida:
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1,17 In(nbr)sen? (wt)
27d

Fosimedia (1) :{ } quando z <% (6.52)

(t)=0 quando z=H/2 (6.53)

I:axi média

— 14,17 In(nbr)sen’ (et)
27¢

Faximédia(t):{ } quando z>% (6.54)

Ao observar as equagdes acima, observa-se que a forca axial que
atua em cada uma das espiras é proporcional ao quadrado da amplitude
da corrente e possui uma frequéncia correspondente ao dobro daquela da
corrente e da indugdo magnética radial. Além disso, sua distribuicéo
tende a comprimir a bobina no sentido de z.

Assim, como no caso da forca radial, a forca axial média gerada
pela bobina é dada por:

FaxifBobina (t) = Faxiime'dia nbr [N / m] (6-55)

6.3) Modelo numérico da indugdo magnética dos reatores

Existem modelos analiticos mais elaborados que o proposto no
Item 6.2). Entre eles, destacam-se 0s propostos por Enohnyaket [27] que
busca solucionar o problema eletromagnético de reatores com ntcleo de
ar a partir de dois modelos. O primeiro, de parametros concentrados,
usado para baixas frequéncias, e 0 segundo que se baseia no método
denominado Partial Element Equivalente Circuit (PEEC), usado para
altas frequéncias. No entanto, estes modelos analiticos assumem
hipoteses e fazem simplificacdes que podem comprometer os resultados
obtidos. Além dos modelos analiticos, existem modelos numéricos que
obtém a inducdo magnética a partir de uma equacéo diferencial deduzida
das equacbes de Maxwell. Dentre os métodos usados na modelagem
numérica, destaca-se 0 método de elementos finitos. Nesta secdo, sera
apresentado um modelo em elementos finitos para calcular a inducéo
magnética dos reatores e consequentemente as forgas por eles geradas.

0.3.1) O eletromagnetismo e as equagdes de Maxwell

De acordo com Bastos [28] o eletromagnetismo pode ser descrito
a partir das quatro equacdes de Maxwell. O grande mérito de Maxwell



Capitulo 6. Modelagem analitica e numérica dos reatores 113

foi o de unificar sob quatro equagdes os diferentes estudos de seus
predecessores, Ampere, Gauss e Faraday, entre outros. Para realizar este
feito, introduziu a nogéo da corrente de deslocamento que generalizou a
Lei de Ampere e a tornou valida em todas as situagdes.

Embora descrever o eletromagnetismo baseado nas equacdes de
Maxwell seja relativamente simples, existem problemas reais que
podem ser muito complicados, de dificil solucdo, e em alguns casos até
mesmo impossiveis de serem solucionados analiticamente. Esta é a
razdo, segundo Bastos [28], pela qual métodos numéricos vém sendo
fortemente utilizados como ferramentas para solucdo de problemas no
campo da engenharia elétrica.

Em eletromagnetismo, existem dois dominios, o das altas
frequéncias e o das baixas frequéncias. O dominio das altas frequéncias
compreende o estudo de ondas eletromagnéticas e a propagacdo de
energia pelas mesmas. Ja no dominio das baixas frequéncias,
encontram-se a maioria dos dispositivos eletromagnéticos, como, por
exemplo, transformadores e disjuntores. Neste dominio, onde as
frequéncias envolvidas sdo inferiores a algumas dezenas de kHz,
correspondentes aos estados quase estacionarios, 0s campos elétricos e
magnéticos podem ser estudados separadamente.

Esquematicamente, o eletromagnetismo pode ser dividido de
acordo com o diagrama abaixo, onde cada bloco representa uma
situacdo particular das equacGes de Maxwell.

ELETROMAGNETISMO
(EQ. MAXWELL)
[ : ]
ELETROMAGNETISMO ELETROMAGNETISMO
(Baixas Freq.) (Altas Freq.)
]
MAGNETISMO
[ ]
| MAGNETOSTATICA | |MAGNETODINAMICA|

Figura 122 — Divisdo do eletromagnetismo segundo sua aplicacéo [29].

Nesta pesquisa, tem-se interesse pelo dominio das baixas
frequéncias e mais especificamente, o caso da magnetostatica.
As quatro equacdes de Maxwell sdo as seguintes:

rot H=J +% (6.56)
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divB=0 (6.57)

rot E = B (6.58)
ot

divD=p (6.59)

onde rot corresponde ao operador rotacional aplicado sobre H, que por
sua vez corresponde a inducdo magnética [A/m]. J representa a
densidade superficial de corrente [A/m?], D a induc&o elétrica [C/m’] e t
0 tempo [s]. Ja div corresponde ao operador divergente, B a inducéo
magnética gT], E o campo elétrico [V/m] e p a densidade volumétrica de
carga [C/m7].

Segundo Bastos [28], a Equagéo (6.56) expressa a maneira com a
qgual a inducdo magnética pode ser criada a partir da corrente de
conducéo e da variagdo temporal de inducéo elétrica. A Equacdo (6.57)
mostra que o fluxo magnético é conservativo enquanto que a Equacédo
(6.58) mostra que uma varia¢do temporal de indugdo magnética é capaz
de criar um campo elétrico. E, finalmente, a Equacéo (6.59) mostra que
o fluxo do vetor inducéo elétrica ndo é conservativo.

Como se tem interesse no dominio das baixas frequéncias e, em
particular, no caso estatico, o termo relativo a corrente de deslocamento
desaparece, pois se considera J > (6D / ot). Ao desprezar este termo,
torna-se possivel desacoplar este sistema de equacGes em dois outros.

O primeiro sistema tem a caracteristica de tratar os problemas de
magnetismo, sendo que se ndo houver variacdo temporal de grandeza
(0B /ot=0) caracteriza-se um problema de magnetostatica. Caso
contrario, o problema se encontra no dominio da magnetodinamica.

As equacdes que constituem o dominio da magnetodindmica séo:

rot H=J (6.60)

divB =0 (6.61)

ot E=-28 (6.62)
ot

acompanhado das rela¢des constitutivas:
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B=llu«|lH (6.63)
Jdlo|lE (6.64)

onde || u || corresponde ao tensor de permeabilidade e || o || 0 tensor de
condutividade.

A magnetostatica € um caso particular, onde ndo ha variagoes
temporais de grandezas. Assim, as equagdes da magnetostatica sdo:

rot H=J (6.65)
divB=0 (6.66)
rot E=0 (6.67)

acompanhando a relagéo constitutiva:
BullH (6.68)

O segundo sistema trata de problemas de eletrostatica, e se
resume nas seguintes equacdes:

divD=p (6.69)
rot E=0 (6.70)
acompanhado da relagdo constitutiva:
DlellE (6.71)
onde || ¢ || corresponde ao tensor de permissividade.
E de fundamental importéncia salientar que os campos elétricos
que aparecem nas Equacdes (6.62) e (6.71) sdo de natureza totalmente
diferentes. O primeiro é criado por um efeito magnético, representado

pela variagdo temporal de B, e 0 segundo devido a presenca de cargas
estaticas.
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A seguir, no ltem 6.3.2), séo apresentados os resultados obtidos a
partir da aplicacdo do método de elementos finitos para problemas de
magnetostatica, onde a fonte de inducdo magnética € a densidade
superficial de corrente J, cujas equacOes foram apresentadas nesta
secdo. Para obter os valores das forcas dos reatores, foi usado o valor de
J referente ao valor da corrente eficaz. Embora a aplicacdo do método
de elementos finitos a problemas de magnetismo exija uma série de
outras etapas e manipulagfes das equacdes aqui apresentadas, estas nao
fazem parte do escopo deste trabalho e ndo serdo demonstradas.
Assinala-se que as mesmas podem ser encontradas nas obras publicadas
por Bastos [29] e Meunier et al. [30].

6.3.2) Modelagem e resultados

Os modelos numéricos desenvolvidos para determinar a indugéo
magnética gerada pelos reatores foram elaborados a partir da utilizacdo
de dois softwares livres, desenvolvidos pelos professores Cristophe
Geuzaine [31] e Patrick Dular [32], da Universidade de Liege, Bélgica.
O primeiro software, denominado Gmsh, é um gerador de malhas de
elementos finitos tridimensional com uma ferramenta interna de CAD e
um modulo de pos-processamento. O segundo software, GetDP,
segundo Dular et al. [33], permite solucionar problemas genéricos
definidos a partir do método de elementos finitos.

Como a geometria dos reatores é axi-simétrica e devido a propria
natureza do problema abordado, wusou-se uma formulagdo
magnetostatica axi-simétrica em potencial vetor magnético. Na Figura
123 pode-se observar a malha no plano de corte transversal do reator.
Nessa Figura encontra-se a malha de elementos finitos do protétipo 3
gue apresenta uma bobina, e do prot6tipo 5 que possui 6 bobinas. Note
que sdo observadas trés regifes nas malhas construidas. A primeira,
identificada pelos elementos de cor vermelha, representa a se¢do
transversal das bobinas. A segunda, identificada pelos elementos azuis,
corresponde ao ar atmosférico em torno do reator. E, finalmente, aquela
em verde, que representa uma aproximacao do dominio infinito exterior.

Nos detalhes apresentados na Figura 123, observa-se uma
ampliacdo da malha na regido em que se encontram as bobinas do
reator. Percebe-se que o nlcleo do reator e as regibes proximas das
bobinas possuem uma maior discretizacdo para que bons resultados
sejam obtidos.
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Figura 123 — Malhas criadas para calcular a indugdo magnética. (a) Protétipo 3
(b) Protétipo 5.

E importante salientar que no modelo numérico usado, ndo foram
modelados cada um dos fios condutores que compunham as espiras da
bobina, e sim uma espira equivalente, como aquela representada na

Figura 124.

o
Eixo axial
do reator Espira E;‘.pira
Real Equivalente
a
Isolante - 4o
Fibra vidro 20

X
Figura 124 — Representacdo da espira equivalente definida no modelo numérico.

Observe que as espiras reais, de secdo transversal circular, séo
simplificadas por espiras equivalentes de se¢do transversal retangular.
Para que tal simplificacdo ndo introduza erros nos calculos, deve ser
estabelecido um fator de correcdo que garanta que a densidade de
corrente em ambas as espiras seja a mesma, ou seja, Jeg=Jreal.



Capitulo 6. Modelagem analitica e numérica dos reatores 118

Para definir este fator, basta relembrar que a densidade de
corrente é definida como:

|
I=g (6.72)

onde | corresponde a amplitude da corrente [A] e S a area da secédo
transversal da espira [m?.

Como a densidade de corrente deve ser constante em ambas as
espiras, tem-se que:

| S
Sﬁ:;ﬁ ou lgy=lg Si (6.73)

eq real real

Portanto, o fator de correcdo corresponde a razdo entre as areas
da se¢do transversal da espira equivalente e da espira real.

Considerando toda a bobina, ou seja, 0 conjunto de espiras que
forma o reator, esta relagdo € dada por:

Seq He
S., nbr(zg®l4)

(6.74)

real

onde H corresponde a altura do conjunto de espiras [m], e a espessura da
espira [m], nbr o nimero total de espiras da bobina e ¢ o didmetro do

condutor [m].

Definido este fator de correcdo, as caracteristicas das espiras que
compde cada prototipo, apresentadas na Tabela 20, e as caracteristicas
de cada uma das bobinas, apresentadas na Tabela 21, sdo as informag6es
necessarias para efetuar o calculo da inducdo magnética.

Um dos resultados, apresentado na Figura 125, corresponde ao
vetor potencial magnético. Tal grandeza é expressa em [Wb/m] e
permite visualizar a distribuicdo das linhas de fluxo magnético dos
reatores.

Ao analisar a Figura 125 verifica-se que existe uma maior
concentracdo das linhas de fluxo no nicleo dos reatores. Na regido
externa, se percebe que a medida que o raio aumenta a distancia entre as
linhas de campo também aumenta.



Capitulo 6. Modelagem analitica e numérica dos reatores 119
Tabela 20 — Caracteristicas das espiras dos prot6tipos.
Bobina Espessura Area segéo
(mm) (mm°®)
Protétipo 3 1 5.19 63,44
, 1 5,19 63,44
Protétipo 4
2 5,19 63,44
1 4,10 26,46
2 2,18 14,86
. 3 2,44 18,73
Protétipo 5
4 2,59 21,07
5 2,59 21,07
6 5,18 42,15
Tabela 21 — Caracteristicas das bobinas dos protétipos.
. Altura N° Raio médio %
Bobina )
(mm) espiras (mm) Corrente
Protétipo 3 1 1.103,0 66,5 570,35 100
. 1 1.181,8 71,25 544,35 49
Prototipo 4
2 1.103,0 66,5 570,35 51
1 974,0 101,75 325,85 17
2 837,5 83,25 350,85 12
. 3 876,3 78,75 373,95 14
Prototipo 5
4 866,7 74,00 397,30 16
5 802,3 68,50 420,70 16
6 805,2 68,75 444,10 26
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Figura 125 — Vetor Potencial Magnético [Wb/m]. (a) Protdtipo 3 (b) Prot6tipo 4
(c) Protétipo 5.

Na Figura 126 podem ser observados os vetores de inducdo
magnética B que atuam no prot6tipo 3. Ainda nesta Figura, podem ser
observadas duas vistas ampliadas destes vetores em duas regides
distintas do reator, uma préxima do centro e a outra proxima da
extremidade superior. Observe que na regido central, os vetores sao
paralelos ao eixo axial do reator. Por isso, nesta regido o valor da
indugio magnética radial é nulo. A medida que se afasta desta regiéo
central, percebe-se que o0s vetores apresentam uma inclinagdo em
relacdo ao eixo axial do reator, a qual aumenta a medida que se
aproxima de uma das extremidades. Logo, préximo das extremidades, a
inducdo magnética radial € maxima e a axial é minima.

Figura 126 — Indugdo magnética [T] do Protétipo 3.
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Salienta-se ainda que na regido acima da linha média do reator, a
inducdo magnética apresenta um sentido contrario daquele observado na
regido inferior a esta linha.

Na Figura 127 podem ser verificados os vetores de indugédo
magnética dos protétipos 4 e 5.
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Figura 127 —(l?1)dugao magnética [T]. (a) Protétipo(El))(b) Prot6tipo 5.

Como as medicdes do nivel de pressdo sonora foram feitas com
0s microfones posicionados a uma distancia de 1,0 m em relagdo a
superficie externa dos reatores, na Figura 128, apresenta-se um gréafico
da variacéo da indugdo magnética em fungdo da distancia em relacéo ao
eixo axial do reator.

Indugéo Magnética X Distancia
0.08 T T

- T
| g L, = == Protétipo 3
0,07 Bz i e e S Protétipo 4 [{
== Protétipo 5

Indugdo Magnética [T]

Disténcia [m]

Figura 128 — Variagao da densidade do fluxo eletromagnético com a distancia.
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Observe gque na posi¢cdo em que os microfones foram colocados,
aproximadamente 1,5 m, a inducdo é praticamente nula.

Nas Figuras 129, 130 e 131, sdo apresentadas as forcas
magnéticas radiais de cada uma das bobinas que formam os protétipos
3,4eb.

Forga Magnética Radial Gerada por Espira - Protétipo 3
4 2e-005

" Bobina1l ——

4e-005 -

38Be-005 -

36e-005 -

34e-005 -

32e-005 -

Forga Radial [N/mAZ)

3e-005 -

2.8e-005 -

2 6e-005 L L 1 L L
-0.6 -0.4 -0.2 0 02 0.4 06
Altura [m]

Figura 129 — Forgca magnética radial gerada por espira do protétipo 3.

Forga Magnética Radial Gerada por Espira - Protétipo 4
4e-005

obina 1‘ _
3.5e-005 |- Bobi

3e-005 -
25e-005 -

2e-005 -

1.5e-005

Forga Radial [N/mAZ?]

1e-005 r

5e-006 m ]

0
-0.6 -0.4 -0.2 0 02 04 086

Altura [m]

Figura 130 — Forga magnética radial gerada por espira em cada uma das bobinas
do protétipo 4.
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Figura 131 — Forga magnética radial gerada por espira em cada uma das bobinas

do protétipo 5.

Nos reatores formados por varias bobinas, observa-se que a
amplitude da forca radial diminui & medida que o didmetro da bobina
aumenta, ou seja, a forca radial das bobinas internas é maior que aquela
das bobinas externas.

Finalmente, nas Figuras 132, 133 e 134, sdo apresentadas as
forcas magnéticas axiais de cada uma das bobinas que formam os

protétipos 3, 4 e 5.

0.00015

0.0001

Forca Axial [N/mAZ2)

-0.0001

-0.00015

Figura 132 — Forca magnética axial gerada por espira do prot6tipo 3.
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Forga Magnética Axial Gerada por Espira - Protétipo 4
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Figura 133 — Forga magnética axial gerada por espira em cada uma das bobinas
do protétipo 4.

Forga Magnética Axial Gerada por Espira - Protétipo 5
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Figura 134 — Forca magnética axial gerada por espira em cada uma das bobinas
do protétipo 5.

Assim como a inducdo magnética, a amplitude da forca varia em
funcdo da altura do reator. A amplitude méaxima da forca radial se
encontra na espira localizada no centro do reator enguanto que a
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amplitude maxima da forca axial estd sobre as espiras que estdo nas
extremidades do reator.

6.4) Comparagio entre os modelos analitico e numérico

Finalmente, com o objetivo de definir qual dos modelos sera
usado para calcular as forcas magnéticas dos reatores, se faz uma
comparacgdo entre os resultados fornecidos pelos modelos, analitico e
numérico.

Na Figura 135 se faz uma comparacdo entre os valores analiticos
e os valores numéricos da forca radial do prot6tipo 3, que possui apenas
uma bobina. Na Figura 136 apresenta-se um grafico da diferenca dos
resultados fornecidos pelos dois modelos, a partir da razdo entre as
forgas, analitica e numérica.

A analise das Figuras 135 e 136 mostra que a forca calculada pelo
modelo analitico é aproximadamente 1,2 vezes maior que a forca
determinada pelo modelo numérico. Tal diferenga esté associada ao fato
de serem utilizadas hipéteses simplificadoras no modelo analitico. Entre
as hipéteses admitidas no calculo analitico da inducdo magnética,
destacam-se aquela em que a inducédo é calculada a partir de um ponto
situado sobre o eixo central do reator e a consideragdo de que o0s
campos, axial e radial, podem ser determinados separadamente.

% 10° Forga Magnética Radial Gerada por Espira - Protétipo 3

55 T T T T T
: i : : ¢ Analtico
Numérico

Forga Radial [N/mA2]

i H i i i i
0.1 02 03 0.4 05 086 07 08 09 1
zfaltura

5 N
0

Figura 135 — Comparacéo entre as forcas radiais determinadas analiticamente e
numericamente. Protétipo 3.
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Diferenga Entre os Resultados Analiticos e Numéricos - Prot. 3
T T T T T

Numerica

Fradﬁnalilica / Frad

0 i i i i i i i i i
a 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1
zfaltura

Figura 136 — Diferenca entre as forgas radiais determinadas analiticamente e
numericamente. Protétipo 3.

Agora, buscando analisar os reatores formados por Vérias
bobinas, nas Figuras 137 e 138 apresenta-se, respectivamente, a
comparacdo e a diferenca entre os valores analiticos e os valores
numéricos da forca radial do protdtipo 4, que possui duas bobinas.

«10°  Forga Magnética Radial Gerada Por Espira - Protétipo 4
B T T T T T T T T

T
Analtico - Bobina 1
= = = Analtico - Bohina 2
Numérico - Bobina 1 1
= = = Numérico - Bobina 2

Forga Radial [N/mA2]

g £ o i
i 4

N

a 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
z/altura

Figura 137 — Comparacdo entre as forcas radiais determinadas analiticamente e
numericamente. Protétipo 4.
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Diferenga Entre os Resultados Analiticos e Numéricos - Prot. 4
30 T T T T

T T T T T T T
: s ; i | ==——Bobina 2
25(\\ ; i : : ; : S
1. : : : { : :
vl : : s .
3 g i : : Ly
F20f ; : P
E v : i
= \ 4 : f
s A : # /:
w A : % H
“ o5 AR I -
i SN : B
= < \\ i -// i
3 : - :
gg 10} ; \,\‘r‘._. T P L ,.'?".‘/.f R |
& 2 IR S : - :
sl -
; P
0 i i i i i i i

o 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1
zfaltura

Figura 138 — Diferenca entre as forcas radiais determinadas analiticamente e
numericamente. Protdtipo 4.

Nota-se que neste caso, a for¢a radial da bobina 1 calculada pelo
modelo analitico também é aproximadamente 1,2 vezes maior que a
forca determinada numericamente. Entretanto, o resultado analitico da
forga da bobina 2 é de 10 a 25 vezes maior que 0 numérico. Esta grande
diferenca ocorre porque no modelo numérico se considera a interagéo
entre a inducdo magnética das varias bobinas do reator e no modelo
analitico esta interacdo é desprezada.

Conclui-se entdo, que apesar das simplificagdes, os resultados
fornecidos pelo modelo analitico sdo satisfatorios para reatores que
possuem apenas uma bobina. J& para reatores formados por diversas
bobinas, 0 modelo analitico deve ser reformulado, uma vez que, nestes
casos ele ndo fornece resultados adequados. Entdo, por apresentar
menores restricdes, adota-se 0 modelo numérico para efetuar o calculo
das forcas magnéticas geradas pelos reatores.






CAPITULO 7
MODELOS NUMERICOS VIBROACUSTICOS DOS REATORES

Como foi descrito no capitulo anterior, a indugdo magnética
gerada pelos reatores em funcionamento produz forcas que impde um
movimento a superficie dos reatores. Do ponto de vista de radia¢do
sonora, esta energia vibratoria é responsavel pela geracdo de ruido nos
reatores. Portanto, para determinar o ruido gerado pelos reatores, ndo
basta apenas desenvolver um modelo referente ao campo acustico, faz-
se necessario também, criar um modelo numérico que represente
adequadamente o comportamento dindmico do reator de modo que a
velocidade de vibracdo ao longo de toda a sua superficie possa ser
determinada.

7.1) Modelos numéricos estruturais

Os modelos numéricos estruturais foram desenvolvidos a partir
do método de elementos finitos (FEM). Este método consiste em dividir
0 dominio que estd sendo estudado em um determinado nimero de
pequenos elementos conectados a um conjunto de nds. Em cada um dos
elementos aplica-se uma aproximacdo local da varidvel do problema.
Essa aproximacdo é dada por uma funcdo de interpolacdo que pode ser
linear, quadratica ou de outro tipo. A funcdo de interpolagéo é definida
em relacdo aos valores que a variavel do problema assume nos nés
vinculados a cada elemento. Desta forma a juncéo de todos os elementos
representa um sistema de equagdes relativo ao modelo discreto, com um
ndmero finito de incognitas.

Como no método de elementos finitos a varidvel do problema é
aproximada por uma solucdo continua por partes ao longo de todo o
dominio, este método acaba sendo mais preciso que o método das
diferencas finitas, no qual, a variavel do problema é definida apenas nos
nos.

Em relacdo & formulagdo, no método de elementos finitos, a
equacdo diferencial sujeita as condigdes de contorno pode ser resolvida
com equacdes algébricas obtidas a partir do uso da formulacao fraca do
método dos residuos ponderados, adotando-se fungdes de interpolagéo
locais.

Conceitos fundamentais sobre 0 método de elementos finitos e
suas aplicacfes podem ser encontrados nas obras publicadas por Petit
[34], Brebbia e Ferrante [35], Cook et al. [36] e Huebner et al. [37]. No
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entanto, nos Apéndices 1 e 2, sdo apresentados, respectivamente, alguns
conceitos fundamentais e o desenvolvimento completo da formulacéo
para problemas tridimensionais de elasticidade linear usando o método
de elementos finitos.

Com os modelos numéricos estruturais se pretende representar o
comportamento dinamico dos reatores em funcionamento, para que
possa ser avaliado o desempenho mecénico da estrutura em funcéo do
carregamento aplicado. Além disso, tem-se interesse particular em
determinar a velocidade de vibragdo ao longo de toda a superficie do
reator, para que a mesma possa ser usada como condicdo de excitagdo
dos modelos numéricos de radiagdo sonora.

Conforme foi apresentado no capitulo 6, a inducdo magnética
gerada pelos reatores produz forcas radiais e axiais que induzem
vibragbes ao longo de toda a estrutura do reator. Nos modelos
numéricos estruturais, as forcas radiais e axiais aplicadas em cada no,
definidas na Equagdo (7.1), tiveram suas amplitudes determinadas a
partir da razéo entre a forca total gerada por um conjunto de espiras e 0
numero de nds em que o carregamento fosse aplicado,

_ (F4nbr)(27R) E _ (Fynbr)(27R)

F rad - DR (7.0)
n n

rad_né — axi_né

onde F, & Fay correspondem, respectivamente, as forcas radial e axial,
calculadas numericamente e expressas em N/m, R o raio médio da
bobina e nbr e n 0 nimero de espiras e 0 nimero de nos da regido onde
a forca foi aplicada.

O fato da malha ter sido gerada no sistema de coordenadas
cartesiano, o qual tem sua origem localizada no centro do reator, torna
necessario que a forca radial seja decomposta em duas componentes F, e
Fy, dadas por

F, =cos(g)F.

F, =sen(g)F, (7.2)

ad _nd ad _nd
onde @ corresponde ao angulo formado entre as coordenadas x e y do n6
onde esta sendo aplicada a forca. Este angulo pode ser calculado a partir

da fungéo arcotangente nos quatro quadrantes, usando a Equacdo (7.3),

¢=tgl(yj (7.3)

X
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Conforme foi descrito no Item 2.2), os reatores séo formados por
varias pecas. Porém, nos modelos numéricos foram modeladas apenas as
cascas cilindricas e os espacadores de fibra de vidro. As cruzetas néo
foram consideradas e também ndo foram estabelecidas condicGes de
contorno que as representassem porque, conforme foi verificado nas
analises modais experimentais e nos ensaios do nivel de vibracdo dos
reatores, a forma com que as mesmas séo fixadas nos reatores néo afeta
significativamente o comportamento dindmico do reator.

Em termos de propriedades mecénicas, as cascas cilindricas
apresentam duas regides bem distintas: as extremidades onde ndo ha fios
condutores, formadas apenas por fibra de vidro e resina epoxi; e a regido
onde se encontram as espiras, que além da resina e da fibra de vidro
possui os fios de aluminio. Ambas as regides foram representadas por
materiais equivalentes, cujas propriedades elasticas correspondem
aquelas determinadas a partir do método da excitacdo impulsiva,
descrito no Item 3.5).

Por se tratar de um material composto, faz-se necessario definir
um sistema de eixos ortogonais, no qual as propriedades mecénicas sdo
identificadas. A este sistema denomina-se sistema de coordenadas de
ortotropia. De acordo com a forma em que formulacdo de elementos
finitos apresentada no Apéndice 2 foi estabelecida, a matriz de
flexibilidade, apresentada por Christensen [38], no sistema de eixos de
ortotropia, é dada por:

[ 1/E, -vylE, -vylE, O 0 0
-v, /B, 1/E, -v,/E 0 0 0
G- -vi,lE, —vulE, 1/E, 0 0 0 (7.4)
0 0 0 1/G, O 0
0 0 0 0 1/G; O
| 0 0 0 0 0 1/G,|

onde v;; corresponde ao coeficiente de Poisson (deformagdo causada na
direcdo j, devido a uma solicitacdo na direcdo i), E; ao modulo de
elasticidade na diregdo i e G;; a0 modulo de cisalhamento no plano ij.

Como a matriz de flexibilidade é simétrica, pode se estabelecer as
seguintes relacdes:
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E E E
_ 2 _ 3 _ 3
Voo =Vio — Vaa =Vis— Voo =Vas — (7.5)

El El EZ

Desta forma, para que a andlise do comportamento mecanico do
reator seja feita, faz-se necessario definir uma matriz de transformacéo
gue permita determinar a matriz de flexibilidade no sistema de
coordenadas global em que a malha foi definida. Como ponto de partida,
define-se um sistema de coordenadas de referéncia o qual é rotacionado
em torno do eixo 3 do sistema de coordenadas de ortotropia. Para
facilitar a compreensdo, observa-se na Figura 139 uma vista superior da
malha estrutural criada, na qual sdo identificados o sistema de
coordenadas de ortotropia (1,2,3) e o sistema de coordenadas de
referéncia (x’,y’,z’), que por sua vez é paralelo ao sistema global (x,y,z).
Note que 0s eixos 3, z’ e z s@o paralelos e sdo perpendiculares ao plano
da Figura.

Figura 139 — Sistema de coordenadas global, de referéncia e de ortotropia.

Sendo assim, uma das maneiras de determinar a matriz de
transformacéo, a qual relaciona também as tensbes dadas no sistema de
eixos de referéncia com as tensdes no sistema de eixos de ortotropia, €
através do equilibrio de forgas nas dire¢des x’, y’ e 2’ sobre o elemento,
conforme sugere a Figura 140.

Figura 140 — Transformag&o de tensdo no plano x’-y’
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Aplicando as equacfes de equilibrio estatico nas trés direcdes
pode-se estabelecer a matriz de transformacéo [T,] como:

r T
” sen’d cos’ O

T 0 2X 0 0 2N
T, cos’d sen’d 0 -2X O 0 T,
o | _ 0 0 1 0 0 0 Tas (7.6)
Ty X -X 0 Y 0 0 Ty,
Ty 0 0 0 O send cosé Tia
) | O 0 0 0 cos@ -—send| (7,

onde X = (sendcosh) e Y =(cos’6 —sen®d).
Simplificadamente, as matrizes da Equagdo (7.6) podem ser
escritas da seguinte forma:

c=T o (7.7)

[

Segundo Pereira [39], a matriz rigidez dada no sistema de eixos
de referéncia é:

cC=T,[C]T (7.8)

onde [E] representa a matriz de rigidez no sistema de eixos de
ortotropia, que por sua vez corresponde & inversa da matriz flexibilidade
no sistema de eixos de ortotropia [Q] .

Em funcdo das caracteristicas da estrutura e do tipo de esforco
aplicado nestes modelos, a estrutura do reator foi modelada com
elementos do tipo casca quadrilaterais usando o software comercial
Ansys® 11.0. Comercialmente este elemento denomina-se shell63, ele
possui seis graus de liberdade em cada no, trés de translacdo e trés de
rotacdo, totalizando 24 graus de liberdade por elemento. Além disso,
este elemento suporta esforcos de membrana e de flexéo.

Em funcdo da faixa de frequéncias de analise e desejando obter
bons resultados tanto nas andlises modais quanto nas analises
harmonicas, a discretizacdo da malha estrutural foi estabelecida
definindo 12 elementos por comprimento de onda de flex&o:
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1 ¢
razao=—— (7.9
12 f

onde c; representa a velocidade das ondas de flexdo na superficie do
reator e f a frequéncia de interesse, em Hz.

Tal discretizacdo resultou no seguinte nimero de elementos para
cada um dos prototipos: 1.064 elementos para o protétipo 3; 3.276
elementos para o protétipo 4 e 10.580 elementos para o prototipo 5.

Na Figura 141, podem ser observadas as malhas correspondentes
aos protdtipos 3, 4 e 5, sendo que cada cor representa uma regido com
propriedades mecanicas distintas. Em vermelho estdo os espacadores de
fibra de vidro, em roxo as extremidades onde ndo ha fios condutores, e
em azul a regido onde se encontram as espiras.

(b) ©

(a)
Figura 141 — Malhas estruturais dos prototipos. (a) Prototipo 3 (b) Prototipo 4
(c) Protatipo 5.

7.2) Modelos numéricos de radiagdo sonora

A eficiéncia de radiagdo sonora de cascas cilindricas com
comprimento finito foi avaliada por alguns pesquisadores, entre eles,
destacam-se Wang e Lai [40] [41] e Fyfe e Ismail [42]. As conclusbes
obtidas nestas pesquisas mostram que o efeito da curvatura, a natureza e
o tipo de excitacdo podem influenciar significativamente os resultados
de radiacdo sonora destas estruturas. Por isso, modelos analiticos, como
aqueles propostos por Lilien [43] e Fiorentin [44], que determinam a
radiacdo sonora de reatores com nlcleo de ar baseados na radiacdo
sonora de fontes esféricas e cilindricas ndo fornecem resultados
satisfatérios, principalmente naqueles casos em que 0s reatores Sdo
constituidos por varias bobinas. Por esta razdo, neste trabalho a analise
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da radiagdo sonora sera realizada a partir da definicdo de um modelo
discreto.

Os dois principais métodos utilizados para desenvolver modelos
discretos do campo acustico sdo: o0 método de elementos finitos (FEM) e
0 método dos elementos de contorno (BEM) ou também conhecido por
boundary integral equation method. Ambos o0s métodos sdo
exclusivamente usados para resolver equacGes diferenciais parciais e
podem ser somente aplicados quando o problema fisico pode ser
expresso como tal.

A escolha do método deve ser feita em funcédo do tipo de andlise
gue se pretende realizar. Em problemas em que o dominio é externo a
fronteira, como problemas de radiacdo sonora, a extensdo do dominio €
infinita, portanto, prefere-se usar BEM para soluciona-los. Embora o
método de elementos de contorno seja 0 mais indicado para problemas
de radiacéo sonora, Dokumaci [45] apresenta situacfes em que podem
ocorrer falhas que levam a resultados incorretos na determinacdo da
pressdo sonora na superficie.

O método de elementos finitos requer que todo o dominio seja
discretizado. Por este motivo, o tempo e 0 processamento computacional
exigidos pelo mesmo sdo muito maiores que aqueles necessarios no
método de elementos de contorno. As analises acusticas usando FEM
sdo utilizadas para determinar a resposta acUstica no dominio da
frequéncia ou para determinar os modos acusticos de cavidades. No
Apéndice 3, encontra-se 0 desenvolvimento completo da formulacéo do
método de elementos finitos para problemas de acustica linear
tridimensionais.

JA 0 método de elementos de contorno necessita discretizar
apenas a superficie das fronteiras do dominio, o que resulta em um
nimero reduzido de graus de liberdade, ou seja, uma reducédo
significativa na quantidade de dados necessarios para resolver o
problema, implicando em uma melhor eficiéncia computacional. As
andlises harménicas em BEM, permitem resolver problemas de radiacdo
sonora e estimar a resposta acustica em dominios fechados e abertos. No
entanto, na sua forma usual, a utilizagdo do BEM fica restrita aos
problemas lineares e campos homogéneos.

O uso do método de elementos de contorno em acustica expressa
as variaveis acusticas (pressdo, velocidade de particula, intensidade) no
interior do dominio como uma integral de superficie sobre a fronteira do
dominio acustico. A integral de superficie, originada a partir de
manipulacbes matematicas da equacdo de Helmholtz, contém as
variaveis principais da formulacéo, a funcéo de Green e suas derivadas.
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Atualmente, existem duas variacdes do método de elementos de
contorno para analise acUstica. O método tradicional, denominado
método de elementos de contorno direto, que se baseia na resolugéo da
classica equacdo integral de Helmholtz para um dominio interno finito,
0 denominado BEM direto interior, e para um dominio externo infinito,
0 designado BEM direto exterior. A variavel primaria usada no BEM
direto € a pressdo sonora, e outra caracteristica importante deste método
consiste na possibilidade de usar tanto elementos continuos, como os
isoparamétricos lineares e quadraticos, quanto elementos descontinuos.

A outra variagdo, que segundo Wu [46] é resultado de uma
abordagem diferente feita por Seybert, Cheng e Wu [47], consiste no
BEM variacional indireto. Este método resolve simultaneamente a
equacdo de Helmholtz em ambos os dominios, interno e externo, mesmo
gue um deles ndo seja necessario para a analise ou ndo contenha um
fluido. A varidvel priméaria no BEM indireto é a diferenca de pressao na
fronteira dos dominios. O BEM indireto aceita somente elementos
continuos, e em geral, necessita de um tempo maior para definir o
sistema de equagdes, porém, ao contrario do BEM direto, a matriz
resultante sera simétrica.

Usando uma linguagem menos formal, pode-se afirmar que o
método indireto permite trabalhar com dominios abertos (malhas que
nao sdo fechadas) de modo que as propriedades definidas para o fluido,
tanto na parte interna, quanto na parte externa, sdo as mesmas. J& o
método direto s6 pode ser utilizado em malhas fechadas, que ndo
apresentam nenhum tipo de abertura ou furos, optando por realizar a
andlise da regido interna da malha ou da regido externa.

Outras informagdes, como os conceitos fundamentais do método
de elementos de contorno, o desenvolvimento das formulacfes e a
aplicacdo das solucGes aproximadas para problemas de engenharia
podem ser encontrados em Brebbia e Dominguez [48] e Hartmann [49].
Ja o desenvolvimento especifico do método para aplicagdes em acUstica
pode ser encontrado em Marburg e Nolte [50], Kirkup [51], Wu [46], e
Fahy e Gardonio [52].

Em funcdo das caracteristicas dos métodos de elementos finitos e
elementos de contorno apresentadas e da forma geométrica dos reatores,
os modelos numéricos desenvolvidos para representar a radiagdo sonora
dos reatores foram desenvolvidos no software LMS Sysnoise® 5.6,
usando o método de elementos de contorno indireto.

As malhas utilizadas para simular a radiacdo sonora dos
protétipos 3, 4 e 5 foram as mesmas usadas nos modelos numéricos
estruturais. Em relacdo as propriedades do fluido, densidade e
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velocidade de propagacdo sonora, definiram-se, respectivamente, 1,21
kg/m® e 343 m/s, valores tipicos do ar atmosférico a uma temperatura de
20°C.

A excitagdo do campo acustico deve ser introduzida através das
velocidades normais de vibracdo da superficie localizada na fronteira.
Como nos modelos numéricos estruturais sdo determinados os
deslocamentos nodais em cada um dos eixos cartesianos, sdo necessarias
algumas manipulagcbes matematicas para determinar a velocidade
normal da superficie. Inicialmente, admite-se um movimento harménico
e deriva-se 0 deslocamento em relacdo ao tempo para se obter a
velocidade. Em seguida, sdo criados quatro vetores correspondentes as
posi¢des dos quatro nds que compdem o elemento, conforme se observa
na Figura 142 (a) e, entdo, determinam-se 0S vetores Vi, € Vi,
observados na Figura 142 (b), a partir da seguinte operac&o:

V,=V,-V, €& V,=V,-V, (7.10)

O conceito de produto vetorial, definido no Apéndice 4, pode ser
aplicado a estes dois vetores, de forma que a operagéo v, xV,, resulte
em um vetor v, perpendicular ao plano formado por estes outros dois,
conforme se observa na Figura 143. Tem-se interesse que 0 modulo
deste vetor seja unitario, logo, as coordenadas deste vetor séo divididas
pelo seu moédulo.

Figura 142 — (a) Vetores de posi¢do dos 4 nos do elemento (b) Vetores v, € V.

Este procedimento é repetido para os outros trés nds que
compdem o elemento, de modo que sejam definidos quatro vetores
normais normalizados, um em cada um dos noés do elemento.
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Figura 143 — Vetor v, resultante do produto vetorial vi4 X Vy,.

O conceito de produto escalar, apresentado no Item 4.1) do
Apéndice 4, pode ser aplicado entre o vetor velocidade u de um
determinado nd e seu respectivo vetor normal normalizado v, de
maneira que se obtenha a velocidade escalar daquele dado né. Logo, a
partir das quatro velocidades escalares determinadas para cada um dos
no6s do elemento, se determina a velocidade escalar média do elemento
através da seguinte Equacéo:

o = (u1+u2+u3+u4)vn (7.11)
4

Assim, para realizar a analise da radiacdo sonora dos reatores
deve-se ainda definir a faixa de frequéncias de interesse, que neste caso
corresponde a frequéncia de 120 Hz. Por fim, para verificar os
resultados e fazer o pds-processamento, foram criadas duas malhas de
pontos, uma cilindrica, equivalente ao contorno prescrito definido na
determinacdo experimental do nivel de poténcia sonora dos reatores,
observada na Figura 144 (a), e outra representada por dois planos
ortogonais, observada na Figura 144 (b), cuja finalidade é avaliar a
distribuicdo do campo sonoro a uma distancia de até 2 m em relagéo a
superficie externa do reator.
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Figura 144 — Malhas criadas para a analise de radiagdo sonora do prot6tipo 3.
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7.3) Resultados e analises de pardmetros

Nesta secdo se faz um estudo detalhado do comportamento
vibroacustico a partir dos modelos numéricos desenvolvidos. O aobjetivo
principal consiste em realizar uma série de andlises que permitam
avaliar cada uma das varidveis envolvidas no problema e, por
consequéncia, determinar aquelas que afetam significativamente o ruido
radiado pelos reatores.

7.3.1) Carregamento constante e carregamento variavel ao
longo do eixo axial

Conforme se apresentou no capitulo 6, tanto as forcas radiais
guanto as forcas axiais variam ao longo da altura do reator,
caracterizando um carregamento varidvel ao longo do eixo z. Buscando
verificar se a aplicacdo de um carregamento constante fornece bons
resultados, faz-se a comparacdo dos resultados dos modelos numéricos
estruturais e acusticos desenvolvidos para o prototipo 3.

Observa-se que a variagdo da intensidade das forgas quando se
aplica o carregamento constante, observado na Figura 145 (a), varia
muito pouco comparada aquela do carregamento variavel, observado na
Figura 145 (b).
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(a) (b)
Figura 145 — Carregamento do prot6tipo 3 no plano x-z. (a) Constante (b)
Variavel.

O carregamento constante resulta da razéo entre as forcas axiais e
radiais totais geradas pela bobina e o nimero de nds onde elas sdo
aplicadas, sendo que as forgas totais sdo obtidas a partir da multiplicacéo
do valor médio das forgas por espira e 0 nimero total de espiras da
bobina.

Como pode se observar na Figura 146, a forma assumida pela
estrutura em fungéo do carregamento é a mesma em ambas as situacgdes.
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Inclusive, ainda pode-se afirmar que exceto para 0S €asos em que a
forma dos modos estruturais é andloga aquela da estrutura deformada a
estrutura ird apresentar uma resposta forgada, cuja forma néo coincide
com aquela de nenhum modo estrutural, sendo caracterizada apenas pelo
carregamento aplicado.

a b
Figura 146 — Estrutura de(fo)rmada em funcédo do carge)gamento aplicado. (a)
Constante (b) Variavel.

A faixa da velocidade de vibracdo da superficie do protétipo 3,
apresentada na Figura 147 varia entre 1,84E-4 m/s e 2,62E-4 m/s
guando se aplica o carregamento constante, e entre 2,02E-4 m/s e 2,97E-
4 m/s quando se aplica o carregamento distribuido.

Esta pequena variacdo da velocidade de vibragdo em fungdo do
tipo de carregamento aplicado resulta em uma diferenca de apenas 0,3
dB entre os dois casos, sendo que o nivel de pressdo sonora médio do
protétipo 3 foi de 63,1 dB quando se utilizou carregamento constante e
63,4 dB quando se utilizou carregamento variavel.

m/s (RMS) m/s (RMS)

2,97E-4
| 2,48E-4
2.02E-4

a b
Figura 147 S E)istribuigéo da velocidade de vibga(géo do prot6tipo 3. (a)
Constante (b) Variavel.

1,84E-4
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Na Figura 148, pode se observar ao longo da superficie do reator
a distribuicdo da velocidade de vibracdo usada como excitacdo do
campo acustico, e a distribuicdo do nivel de pressdo sonora na malha de
pontos em ambas as situagbes. Salienta-se que o afastamento entre a
superficie do reator e a malha de pontos é de 1,0 m.

NPS [dB] NPS [dB]

64,4 64,6
62,0 o 62,3
==
=
59,7 59,9

(a) (b)
Figura 148 — Velocidade de vibracdo e nivel de pressdo sonora do protétipo 3.
(a) Constante (b) Variavel.

Pelo fato do carregamento constante fornecer bons resultados e
possuir uma facil implementacdo nos modelos numéricos, este tipo sera
0 adotado para efetuar todas as demais analises.

7.3.2) Forgas radial e axial

Com a finalidade de avaliar a contribuicdo de cada uma das
forcas no ruido gerado pelos reatores, a seguir sdo comparados 0s
resultados decorrentes do modelo que considera somente as forgas
radiais com aquele resultante da aplicacdo de ambas as forcas, axial e
radial.

m/s (RMS) m/s (RMS)
2,62E-4 — 1,88E-4
2,19E-4 , 1,12E-4
1,84E-4 5,10E-5

(@) b)
Figura 149 — Distribuicéo da velocidade de vibrag%o no prototipo 3. (a) Frq€
F.xi (b) Somente F .
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Ao observar a Figura 149, fica claro que ao aplicar somente as
forcas radiais, a distribuicdo da velocidade de vibracdo ao longo da
superficie é mais homogénea, e seu nivel fica entre 5,10E-5 m/s e
1,88E-4 m/s enquanto que para a situacdo em que se considera ambas as
forcas o nivel fica entre 1,84E-4 m/s e 2,62E-4 m/s.

Por outro lado, como se observa na Figura 150, a distribui¢do do
nivel de pressdo sonora é praticamente igual. No caso em que apenas a
forca radial é considerada, o nivel de pressdo médio é de 62,5 dB
enquanto que ao considerar ambas as forcas o nivel é de 63,1 dB.

NPS [dB]
64,4

NPS [dB]
63,8

===

59,7
(a) (b)
Figura 150 — Velocidade de vibracgdo e nivel de pressdo sonora do protétipo 3.
(@) Frag € Fai (b) Somente F.

59,1

Do ponto de vista de radiagdo sonora, esta anélise permite afirmar
que as forgas radiais sdo as principais responsaveis pela geracdo de
ruido nos reatores e que o fato de desprezar as forcas axiais nos modelos
ndo descaracterizara a distribuicdo do campo sonoro tdo pouco a
amplitude do nivel de pressdo sonora médio, que devera ter uma
diferenca inferior a 1,0 dB.

7.3.3) Influéncia do amortecimento no ruido radiado

Em um sistema dindmico qualquer, o amortecimento resulta em
perda de energia, provocando uma reducdo na amplitude do movimento.
Portanto, a seguir sao feitas analises levando em conta o0 amortecimento
para avaliar a influéncia do mesmo no ruido radiado pelos reatores.

Existem diferentes tipos de amortecimento, entre eles destacam-
se, 0 amortecimento estrutural, 0 amortecimento viscoso, o viscoelastico
e 0 amortecimento de Coulumb. As caracteristicas fundamentais de cada
tipo de amortecimento podem ser encontradas em Nashif et al. [53] e
Beranek e Vér [54]. No amortecimento viscoso, a for¢a que se opGe ao
movimento  é linearmente  proporcional a velocidade e,
consequentemente, a frequéncia. JA& no amortecimento estrutural, que
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depende exclusivamente das caracteristicas da estrutura, a forca que se
opde ao movimento depende do deslocamento, logo, este tipo de
amortecimento é constante com a frequéncia, sendo caracterizado pelo
fator de amortecimento & Existem varios métodos para determinar o
amortecimento, entre eles destacam-se 0 método da poténcia de entrada,
descrito por Carfagni e Pierini [55][56] e 0 método do decaimento da
resposta impulsiva, apresentado por Bloss e Rao [57].

Em uma primeira andlise, se considera no modelo numérico
estrutural, um fator de amortecimento de 0,02, um valor tipico para esta
estrutura, como pode se observar nos fatores de amortecimento
determinados nas analises modais experimentais. Neste primeiro caso, 0
nivel de vibracdo na superficie do protétipo 3 variou entre 1,85E-4 m/s e
2,6E-4 m/s, ou seja, praticamente igual aquele do modelo em que o
amortecimento foi desprezado, cuja variacdo esta entre 1,84E-4 m/s e
2,62E-4 m/s.

O nivel de pressdo sonora médio, determinado a partir das
velocidades de vibracdo obtidas quando se admite um fator de
amortecimento de 0,02 foi de 63,1 dB, exatamente igual aquele
determinado quando o amortecimento foi desprezado.

Como o amortecimento aplicado ndo afetou significativamente os
resultados, decidiu-se realizar outra andlise, considerando um fator de
amortecimento de 0,2, um amortecimento elevado, equivalente ao
encontrado em amortecedores de certos automéveis. E mesmo neste
caso, 0 nivel de pressdo sonora médio ficou muito préximo daquele
calculado quando o amortecimento é desprezado, 62,5 dB. Além disso,
pode se observar que a distribuicdo do campo sonoro usando estes dois
fatores de amortecimento, observada na Figura 151, é idéntica aquela
onde ndo se admite amortecimento, observada na Figura 150 (a).

NPS [dB]
64,4

NPS [dB]
63,7

614

59,0
(@) (b)
Figura 151 — Velocidade de vibracdo e nivel de pressdo sonora do protétipo 3.
(a) £€=0,02 (b) &=0,2.
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Conclui-se, que pelo fato da estrutura do reator possuir uma
resposta forcada, o amortecimento ndo tem uma influéncia significativa
no ruido radiado pelo reator.

7.3.4) Analise para uma faixa de frequéncias admitindo um
carregamento constante

Para avaliar se o comportamento dinamico da estrutura tem uma
influéncia significativa sobre o ruido gerado pelos reatores, nesta analise
aplica-se um carregamento constante para toda a faixa de frequéncias,
compreendida entre 2,0 Hz e 1,2 kHz. Conforme se observa na Figura
152, as forgas radiais e axiais aplicadas em cada um dos nés da malha
estrutural do prot6tipo 3 foram, respectivamente, 1,84 N e 1,02 N.

Forgas Radiais e Axiais - Protétipo 3
2 r : : . : : : . T

Forga [N]

1 | i i h ! | 1 1 I Zzd
0 100 200 300 400 500 60O 700 8OO 900 1k 1.1k 1.2k
Frequéncia [Hz]

Figura 152 — Forcas radial e axial aplicadas em cada um dos n6s da malha
estrutural do Prot6tipo 3.

A velocidade de vibracdo resultante do carregamento aplicado
nesta analise pode ser observado na Figura 153. Particularmente, estes
sdo resultados referentes ao né 10, de coordenadas [0,570 0 0,585], ou
seja, localizado a meia altura do reator.

A anélise da Figura 153 mostra que a amplitude da velocidade de
vibracdo tende a aumentar com o aumento da frequéncia. Observa-se
ainda, que existem frequéncias especificas nas quais a amplitude da
velocidade assume valores maximos. Estas frequéncias coincidem com
aquelas dos modos estruturais apresentados na Figura 154.
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i Amplitude RMS da Velocidade Radial - Protdtipo 3
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Figura 153 — Velocidade de vibracdo do protdtipo 3, admitindo um
carregamento constante ao longo da faixa de frequéncias.

e 7.3

880 Hz 991 Hz 1,062 kHz 1,111 kHz
Figura 154 — Modos estruturais de vibragdo do Prot6tipo 3.

Entdo, conforme se observa na Figura 155, a semelhanga entre as
formas do carregamento e dos modos estruturais faz com que as forgas
acabem excitando estas frequéncias naturais. Logo, a estrutura do reator
¢ deformada de acordo com o modo excitado. Portanto, nestas
frequéncias o reator ndo apresenta uma resposta forcada como aquela
obtida em 120 Hz, mostrada na Figura 146 (a).

Ao usar estas velocidades de vibragdo como condicdo de
excitacdo do campo acustico, determinam-se, através do modelo
numérico de radiacdo sonora, 0s resultados do nivel de pressdo sonora
do prototipo 3.
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880 Hz 991 Hz 1,062 kHz 1,111 kHz
Figura 155 — Respostas forcadas do Protdtipo 3.

Na Figura 156 apresentam-se 0s niveis de pressdo sonora de trés
pontos localizados na extremidade inferior, na meia altura e na
extremidade superior da malha de pontos cilindrica definida a 1,0 m da
superficie do reator.

Nivel de Presséo Sonora - Protdtipo 3 (Pontos Extemos)
160 T T T T T T

.
61002 gy
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Figura 156 — Nivel de pressdo sonora em pontos externos do prototipo 3,
admitindo um carregamento constante.

J& na Figura 157 observa-se o nivel de pressdo sonora de trés
pontos localizados nestas alturas, porém, sobre o eixo axial do reator, na
cavidade interna.
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Nivel de Pressdo Sonora - Protétipo 3 (Pontos Internos)
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Figura 157 — Nivel de pressdo sonora em pontos internos do protétipo 3,
admitindo um carregamento constante.

Observa-se que 0s maiores niveis de pressao sonora se encontram
naquelas frequéncias coincidentes com os modos de vibragdo
estruturais, logo, fica evidente a grande influéncia do comportamento
dindmico da estrutura no ruido gerado pelos reatores. Além disso,
observa-se que com o0 aumento da frequéncia tem-se um aumento do
nivel de pressdo sonora, uma vez que os modos tendem a ter maior
eficiéncia de radiacdo. Salienta-se que 0s niveis de pressdo sonora
calculados nestas frequéncias ndo sdo reais, uma vez que, a intensidade
da corrente elétrica aplicada nos reatores diminui consideravelmente
com a frequéncia, o que implica em forcas de excitagdo com menores
amplitudes. Os resultados desta analise servem apenas para evidenciar
que o nivel de ruido gerado pelos reatores pode aumentar
consideravelmente quando a frequéncia das forgas de excitacdo coincide
com aquelas de determinados modos estruturais.

Nota-se ainda que em ambos o0s casos sdo observados elevados
niveis de pressdo sonora nas frequéncias de 384 Hz e 680 Hz. A
explicacdo para tal comportamento pode estar relacionada com os
modos acusticos da cavidade interna do reator, que serdo determinados
no Item 7.3.6).
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7.3.5) Analise para uma faixa de frequéncias admitindo um
campo de velocidade constante

Buscando verificar apenas a influéncia dos modos acusticos da
cavidade interna no ruido gerado pelos reatores, apresenta-se aqui uma
andlise na qual a excitagdo do campo acustico é feita através da
aplicacdo de uma velocidade de vibragdo constante ao longo de toda a
faixa de frequéncias. Particularmente, a faixa de frequéncias se estende
de 2,0 Hz até 1,2 kHz, com intervalos de 2 Hz e o nivel de velocidade
considerado corresponde aquele determinado pelo modelo numérico
estrutural na frequéncia de 120 Hz, quando se aplica um carregamento
constante ao longo do eixo axial do reator. A distribuicdo desta
velocidade ao longo da superficie do reator pode ser observada na
Figura 147 (a).

Os resultados dos niveis de pressdo sonora ao longo da faixa de
frequéncias para trés pontos localizados na extremidade inferior, na
meia altura e na extremidade superior da malha de pontos cilindrica,
podem ser observados na Figura 158.

Nivel de Pressdo Sonora - Protétipo 3 (Pontos Externos)
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Figura 158 — Nivel de pressdo sonora em pontos externos do prototipo 3,
admitindo velocidade constante.

Ja na Figura 159 observa-se o nivel de pressdo sonora de trés
pontos localizados nestas trés alturas, porém, sobre o eixo axial do
reator, na cavidade interna.
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Nivel de Pressdo Sonora - Protétipo 3 (Pontos Internos)
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Figura 159 — Nivel de pressdo sonora em pontos internos do protétipo 3,
admitindo velocidade constante.

Observe que o nivel de pressdo sonora registrado na regido
interna do reator é superior aquele registrado na regido externa, afastada
1,0 m de sua superficie. Além disso, observa-se que para as frequéncias
de 382 Hz, 680 Hz e 982 Hz sdo registrados os maiores niveis de
pressdo sonora. Conforme sera visto no Iltem 7.3.6), isto ocorre devido a
influéncia dos modos acusticos radiais da cavidade interna do reator.
Salienta-se que duas destas frequéncias, 382 Hz e 680 Hz, também
apresentaram elevados niveis de pressdo sonora na analise apresentada
no ltem 7.3.4).

7.3.6) Determinacio dos modos acusticos da cavidade

Como os reatores possuem grandes dimensGes, no modelo
proposto, a excitacdo do campo acustico é feita através da insercéo de
uma fonte esférica pontual no interior da cavidade interna. Conforme
apresentado por Reynolds [58] ao admitir-se um movimento senoidal, as
ondas sonoras incidentes geradas por uma fonte esférica se propagam no
espaco de acordo com a seguinte equacao:

pinc = _e—jkl’ (712)
r
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onde r corresponde a distancia entre a fonte e o ponto no qual se deseja
determinar o campo sonoro incidente e k 0 nimero de onda. Como néo
ha& interesse em determinar o nivel absoluto de pressdo sonora,
considera-se que a amplitude da onda sonora incidente, P, tem valor
unitario.

Visto que em uma analise em BEM indireto, o fluido da regido
interna e da regido externa é o mesmo, a condi¢do de continuidade de
pressdo deve ser satisfeita. Portanto, faz-se necessario que seja definido
nas extremidades da malha uma condi¢do de contorno que represente
esta continuidade. Observe na Figura 160 as condi¢bes de contorno
definidas para determinar os modos acusticos da cavidade interna do
prototipo 3.
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Figura 160 — Condigdes de contorno estabelecidas para determinar os modos
acusticos da cavidade interna.

Note que o circulo no interior da malha representa a fonte
esférica, que intencionalmente foi posicionada sobre um ponto ndo
simétrico de coordenadas [0,33 0,17 0,45], para evitar linhas nodais €
garantir que todos os modos sejam excitados.

Resolvendo este problema, tem-se como resultado a distribuicéo
do nivel de pressdo sonora ao longo da frequéncia, que por sua vez,
indicara as ressonancias acusticas da cavidade interna do protétipo 3. Na
Figura 161, podem ser observados 0s niveis de pressdo sonora de dois
pontos, um situado sobre o eixo axial, na extremidade inferior do reator,
e 0 outro definido sobre uma posicdo ndo simétrica, de coordenadas
[0,27 0,45 0,60]. Cada um dos picos apresentados na Figura 161
corresponde a uma respectiva ressonancia da cavidade interna do
protétipo 3. Nota-se que alguns picos observados na resposta de um
determinado ponto ndo sdo observados na resposta do outro, uma vez
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gue 0 mesmo se encontra sobre um ponto nodal daquele respectivo
modo acustico.

Nivel de Presséo Sonora na Cavidade Interna - Protdtipo 3
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Figura 161 — Ressonancias acusticas da cavidade interna do protdtipo 3.

Tem-se interesse em analisar as ressonancias que aparecem nas
frequéncias de 372 Hz, 680 Hz e 984 Hz, uma vez que sdo nestas
frequéncias ou em frequéncias muito préximas que as analises
apresentadas nos ltens 7.3.4) e 7.3.5) apresentaram elevados niveis de
pressdo sonora. Portanto, na Figura 162 apresentam-se as distribuicdes
do campo sonoro da cavidade interna do protdtipo 3 no plano x-y para
cada uma destas frequéncias.

984 Hz
Figura 162 — Vista no plano x-y dos modos acUsticos da cavidade interna do

protédtipo 3. (a) 372 Hz (b) 680 Hz (c) 984 Hz.

Conforme se observa na Figura 162, estas ressonancias
correspondem a modos acUsticos puramente radiais. Portanto, pode-se
afirmar que os modos acusticos radiais da cavidade interna dos reatores
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influenciam significativamente no ruido gerado pelos reatores. Ja os
modos longitudinais e os circunferenciais ndo afetam significativamente
0 ruido gerado pelos reatores.

7.4) Validagdao numérico-experimental

Aqui sdo feitas comparacdes entre os resultados experimentais e
os resultados numéricos para verificar se 0os modelos desenvolvidos
permitem representar adequadamente o problema fisico abordado.

7.4.1) Validagao das propriedades mecanicas medidas

O processo de fabricacdo dos reatores ndo apresenta um rigido
controle de fabricacdo em relacdo a distribuicdo da fibra de vidro e da
resina ao longo da sua superficie. Portanto, existe uma variagdo
significativa da espessura das cascas cilindricas que compdem o reator,
principalmente nas extremidades, conforme pode se observar na Figura
163.

L\

Figura 163 — Secéo transversal de uma casca cilindrica, onde se nota uma
consideravel variagdo na espessura.

O processo de fabricacdo somado as pequenas dimensdes das
amostras utilizadas nos ensaios realizados para determinar as
propriedades mecanicas do material, podem comprometer os resultados
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obtidos. Logo, para verificar se as propriedades mecanicas determinadas
representam adequadamente o comportamento de toda a estrutura, nesta
secdo realiza-se a comparacdo entre 0s resultados experimentais e
numéricos obtidos a partir da anélise modal de trés cascas, que
representam respectivamente, 1/8 da superficie do prototipo 3, e 1/8 das
superficies externas dos prototipos 4 e 5.

Para realizar a andlise modal experimental, a casca
correspondente a um determinado protétipo foi suspensa em um suporte
através de elementos elasticos, conforme se observa na Figura 164. Esta
forma de fixagdo permite total liberdade de movimento da casca em
todas as diregdes, e é comumente denominada como condi¢do de
contorno do tipo livre-livre.

Figura 164 — Casca do prot6tipo 4 preparada para realizagdo da analise modal
experimental.

A malha de pontos de medicdo criada para representar a
superficie da casca apresenta 81 pontos, 9 pontos na dire¢do axial e 9
pontos na dire¢do circunferencial.

O procedimento de medigdo consistiu em determinar as fungdes
resposta em frequéncia (FRFs) de inertdncia a partir da medicdo da
aceleragdo num ponto fixo da casca, 0 ponto 66, e da forca proveniente
do impacto do martelo ao longo dos 81 pontos de medicao.

Do pos-processamento das FRFs de inertancia medidas, obtém-se
as curvas soma das FRFs, apresentadas nas Figuras 165 e 166, onde 0s
picos correspondem aos possiveis modos de vibragdo da estrutura
analisada.
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Comparacéo das Curvas Soma das FRFs - Cascas
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Figura 165 — Curvas soma das FRFs obtidas para cada uma das cascas dos
protétipos 3, 4 e 5.
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Figura 166 — Curvas soma das FRFs até 250 Hz para cada uma das cascas dos
protétipos 3, 4 e 5.

Particularmente, na Figura 165 a faixa de frequéncias se estende
até 1 kHz, e na Figura 166 limita-se em 250 Hz para evidenciar a
diferenca dos trés primeiros modos de vibracdo, cujas frequéncias e
respectivos fatores de amortecimento sdo apresentados nas Tabelas 22 e
23. Ao se observar a Figura 166 fica claro que a rigidez do material que
forma o protdtipo 3 é maior que aquela dos outros protétipos, uma vez
gue suas ressonancias se encontram em frequéncias mais altas. Observe
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gue a mesma concluséo é obtida quando sdo comparados os modulos de
elasticidade determinados pelo método da excitacdo impulsiva, descrito
no Item 3.5).

Tabela 22 — Frequéncias naturais dos 3 primeiros modos de vibragéo.

1° modo 2° modo 3°modo
Prototipo 3 67,0 Hz 99,0 Hz 159,0 Hz
Protétipo 4 53,0 Hz 81,0 Hz 128,0 Hz
Prototipo 5 47,0 Hz 91,0 Hz 124,0 Hz

Tabela 23 — Fatores de amortecimento dos 3 primeiros modos de vibracéo.

& (1°modo) | §(2°modo) | & (3° modo)
Prototipo 3 1,32% 0,24% 1,37%
Prototipo 4 1,93% 0,44% 1,70%
Prototipo 5 0,97% 0,41% 0,99%

As formas de vibracdo referentes as duas primeiras ressonancias
correspondem ao primeiro modo torcional e primeiro modo de flexao da
casca, como se observa na Figura 167.

(@) (b)

Figura 167 — Formas de vibracdo das cascas. (a) 1° modo torcional (b) 1° modo
flexao.

Nos modelos numéricos desenvolvidos para realizar a analise
modal foram utilizadas as propriedades mecénicas equivalentes
determinadas através do método da excitacdo impulsiva. A malha de
elementos correspondente a cada uma das cascas foi criada utilizando
elementos do tipo casca, e a espessura das mesmas variava ao longo do
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eixo axial, como pode se observar na Figura 168, onde se apresenta a
malha criada para representar a casca do prototipo 3.

E14mm B17mm B16 mm @15mm m 18 mm

Figura 168 — Malha correspondente a casca do prot6tipo 3 com a identificagdo
das diferentes espessuras.

As frequéncias de ressonéncia, determinadas numericamente e
experimentalmente, correspondentes aos trés primeiros modos de
vibracdo das cascas dos prototipos 3, 4 e 5 sdo observadas na Tabela 24,
gue apresenta também a diferenca entre os resultados experimentais e 0s
NUMEricos.

Tabela 24 — Comparag&o entre 0s modos experimentais e numeéricos.

1° modo 2°modo | 3°modo

Num. 53 Hz 91 Hz 135 Hz

Prot6tipo 3 Exp. 67 Hz 99 Hz 159 Hz
Dif. 20,9 % 8,0% 15,0 %

Num. 41 Hz 67 Hz 103 Hz

Prototipo 4 Exp. 53 Hz 81 Hz 128 Hz
Dif. 22,6 % 17,3 % 19,5 %

Num. 35 Hz 81 Hz 105 Hz

Prot6tipo 5 Exp. 47 Hz 91 Hz 124 Hz
Dif. 25,5% 11,0 % 15,3 %

Dada a grande variagdo das propriedades geométricas e a
complexidade do material, constituido por fios de aluminio, fibra de
vidro e resina epoxi, a determinacdo das propriedades mecanicas através
do método da excitacdo impulsiva apresenta resultados considerados
satisfatérios. No entanto, as propriedades mecéanicas do material
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determinadas através deste ensaio, poderiam ser melhoradas a partir da
utilizacdo de metodologias de ajuste de modelos, como aquelas
propostas por Friswell e Mottershead [59], e Lauwagie e Dascotte [60].

7.4.2) Validag¢ao do modelo numérico estrutural

Assim como no caso das cascas, a compara¢ado entre os resultados
experimentais e os resultados numéricos dos modos de vibracdo dos
protétipos 3, 4 e 5 mostra pequenas divergéncias, evidenciando mais
uma vez a importancia no método usado para a determinacdo das
propriedades mecanicas do material do reator. Na Tabela 25 pode se
observar uma comparacgdo das frequéncias de ressonéncia dos modos de
vibracdo apresentados no Item 4.1.2).

Tabela 25 — Comparag&o entre os resultados numéricos e experimentais.

Modo 1 Modo 2 Modo 3

Num. 62 Hz 119 Hz 120 Hz

Prot6tipo 3 Exp. 57 Hz 114 Hz 125 Hz
Dif. 8,8 % 4,4 % -4,0 %

Num. 57 Hz 133 Hz 162 Hz

Prototipo 4 Exp. 57 Hz 138 Hz 150 Hz
Dif. 0,0 % -3,6 % 8,0 %

Num. 141 Hz 287 Hz 306 Hz

Prototipo 5 Exp. 168 Hz 208 Hz 312 Hz
Dif. -16,1 % 38,0 % 1,9%

Observe que a diferenca entre os resultados numéricos e
experimentais sdo maiores para o protétipo 5. Tal comportamento esta
relacionado ao fato das propriedades mecanicas dos protétipos serem
determinadas a partir de amostras retiradas da casca cilindrica externa.
Portanto, ao admitir que as propriedades mecanicas de todas as cascas
cilindricas que constituem o protétipo 5 sdo iguais, acabam induzindo a
um erro maior.

Em relacdo ao comportamento estrutural dos reatores em
funcionamento, além das propriedades mecanicas, as forcas geradas pela
indugdo magnética podem influenciar nos resultados. Por isso, vale
lembrar que nas analises numéricas estruturais foi admitido um
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carregamento constante ao longo do eixo axial do reator, no qual, a forga
total gerada pela bobina foi dividida pelo nimero de nés da bobina em
que a forca seria aplicada. As amplitudes das forgas totais geradas pelas
bobinas dos protétipos 3, 4 e 5, assim como a amplitude da forca
aplicada em cada nd, podem ser observadas na Tabela 26.

Tabela 26 — Forcas radiais e a axiais aplicadas nos modelos numéricos.

Forca Radial [N] Forca Axial [N]

Total Nodal Total Nodal
Protoétipo 3 Bobina 1 1855,2 1,8405 514,9 1,0217
Bobinal | 6748,4 | 6,4888 | 10454 | 2,0103

Prot6tipo Bobina

Prototipo 4
Bobina 2 7915 0,7611 921,9 1,7728
Bobina 1 3466,1 5,6268 390,9 1,2692
Bobina 2 1894,2 1,5375 226,3 0,3674
. Bobina 3 1657,6 2,3545 295,5 0,8395
Prototipo 5

Bobina 4 1227,8 0,8720 320,6 0,4555
Bobina 5 678,3 0,4282 284,6 0,3594
Bobina 6 -270,8 -0,3078 462,8 1,0517

A forma da superficie deformada de cada um dos prot6tipos pode
ser verificada na Figura 169 e a distribuicdo da velocidade de vibracéo
ao longo da superficie dos prot6tipos podem ser observadas nas Figuras
170 e 171.

_ @ O ©
Figura 169 — Estrdtura deformada em fUng&o do carregamento aplicado.(a)

Protétipo 3 (b) Protétipo 4 (c) Prot6tipo 5.
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Figura 170 — Velocidade de vibragdo ao longo da superficie. (a) Protdtipo 3 (b)
Prot6tipo 4.
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Figura 171 — Velocidade de vibragdo ao longo da superficie do Protétipo 5.

A amplitude do nivel de vibracdo em 120 Hz determinada
numericamente para o protétipo 3, oscilou entre 1,84E-4 m/s e 2,62E-4
m/s, para 0 protétipo 4, entre 3,93E-4 m/s e 5,86E-4 m/s e para 0
protétipo 5 entre 8,16E-5 m/s e 3,6E-4 m/s. Ao comparar estes valores
com 0s niveis experimentais médios de vibragdo, 4,95E-4 m/s para o
protétipo 3, 7,77E-5 m/s do protétipo 4 e 6,67E-5 m/s do prot6tipo 5,
observa-se uma diferenca significativa, principalmente nos protétipos 4
eb5.

Ao contrario do que se observou nas medi¢des experimentais do
nivel de vibragdo dos trés protétipos, nos modelos numéricos, tanto a
variagcdo da velocidade na superficie dos reatores, quanto a forma da
estrutura deformada apresentam uma simetria, em funcdo das
propriedades e carregamentos definidos. Observe que os maiores niveis
de vibracdo, regifes de cor vermelha, se encontram proximos das
extremidades e que a forma da estrutura deformada dos protétipos 3 e 4
sdo idénticas, enquanto que a forma do protétipo 5 deformado é
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determinada em fungdo do numero e do posicionamento dos
espacadores de fibra de vidro.

Vale lembrar que os reatores apresentam uma resposta forgada,
uma vez que os modos estruturais proximos da frequéncia de excitacao,
120 Hz, néo séo excitados.

7.4.3) Validacao do modelo numérico de radiacao sonora

Como os modelos numéricos de radiagcdo sonora dependem da
velocidade de vibragdo da superficie dos reatores, determinada através
dos modelos numéricos estruturais, a distribuicdo do nivel de pressdo
sonora ao longo de todo o ambiente que envolve o reator € axi-simétrica,
assim, como a distribuigdo de velocidade.

Nas Figuras 172, 173 e 174 pode-se observar a distribuicdo do
nivel de pressdo sonora ao longo da malha de pontos cilindrica, criada
para representar o contorno prescrito exigido para a determinagdo
experimental do nivel de poténcia sonora dos protétipos 3, 4 e 5.

NPS [dB]
64,4

MR

Z
2
Z
Z

59,7

Figura 172 — Nivel de pressdo sonora na malha de pontos cilindrica. Protdtipo 3.

NPS [dB]
70,9

66,1
Figura 173 — Nivel de pressédo sonora na malha de pontos cilindrica. Protétipo 4.
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NPS [dB]
62,9

58,1
Figura 174 — Nivel de pressdo sonora na malha de pontos cilindrica. Protétipo 5.

Nestas malhas de pontos, que se encontram a 1 m da superficie
externa dos retores, 0 nivel de pressdo sonora do protétipo 3 varia entre
59,7 dB e 64,4 dB, do protdtipo 4 entre 66,1 dB e 70,9 dB, e do
protétipo 5 entre 58,1 dB e 62,9 dB. Percebe-se ainda que em todos os
casos, 0s niveis mais elevados de pressdo sonora se encontram na
extremidade inferior devido a reflexdo sonora proporcionada pelo piso
refletor, cuja influéncia foi considerada nas simula¢bes numéricas
através da definicdo de um plano de simetria, no qual a velocidade
normal é igual a zero.

Observa-se também que a distribuicdo do nivel de presséo sonora
do protdtipo 5, difere daquelas dos protétipos 3 e 4, devido a presenca e
posicionamento dos espacadores, que alteram a rigidez da estrutura.

Ja nas Figuras 175 e 176 pode-se observar a distribuicdo do nivel
de pressdo sonora em cada um dos planos que cortam 0s eixos centrais
dos reatores, se estendendo até uma distancia de 2 m em relacdo a
superficie externa do reator.

---------

INEEEEEEES

Figura 175 — Vista no plano x-y da radiagdo sonora. (a) Protétipo 3 (b) Protétipo
4 (c) Prot6tipo 5.
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Figura 176 — Vista no plano x-z da radiagdo sonora. (a) Protétipo 3 (b) Protétipo
4 (c) Prot6tipo 5.

Embora a distribuicdo do campo sonoro gerado numericamente
pelos reatores apresente uma simetria, 0 que ndo é observado nas
medicBes experimentais, a determinacdo do nivel de pressdo sonora e,
consequentemente, do nivel de poténcia sonora de cada um dos reatores
a partir dos modelos numéricos fornecem resultados satisfatérios, uma
vez que os niveis médios de pressdo sonora determinados nas analises
numéricas estdo proximos daqueles determinados experimentalmente,

como se observa na Tabela 27.

Tabela 27 — Resultados numéricos e experimentais do NPS a 1,0 m.

Num. Exp. Diferenca
Protétipo 3 63,1dB 59,7 dB 3,4dB
Protétipo 4 69,6 dB | 63,3dB 6,3 dB
Protétipo 5 61,5dB 63,7 dB -2,2dB

Admite-se que os resultados sdo aceitdveis em fungdo da
complexidade na determinagdo das propriedades equivalentes do
material que forma os reatores, e também baseado no fato de que nas
medi¢Bes experimentais do nivel de pressdo sonora 0s pontos
apresentam diferencas entre 15 dB e 20 dB.



CAPITULO 8
CONCLUSOES

Os resultados fornecidos pelo modelo vibroacustico proposto
dependem significativamente daqueles obtidos no modelo numérico
estrutural, pois, a velocidade de vibragdo da superficie do reator é usada
como condi¢do de contorno de excitagdo do campo acustico simulado no
modelo de radiagdo sonora. Por isso, a escolha de métodos adequados
para determinar as propriedades mecanicas do material é de fundamental
importancia. Nesta pesquisa foram avaliados quatro métodos
experimentais para determinar o médulo de elasticidade e o médulo de
cisalhamento do material que forma os reatores. Nos métodos estaticos,
0 ensaio de flexdo em quatro pontos foi o que apresentou melhores
resultados, porém, foram os métodos dindmicos que se mostraram mais
robustos. Embora o método da viga vibrante tenha fornecido bons
resultados, a grande influéncia do engaste nos resultados e o fato de que
neste método se determina apenas o médulo de elasticidade, fizeram
com que o metodo da excitacdo impulsiva fosse o escolhido para
determinar tais propriedades. A comparacdo dos resultados numéricos e
experimentais da analise modal de placas feitas com o material do
reator, na condicdo livre-livre, mostrou que existem diferengas entre o0s
resultados. Portanto, a realizacdo deste ensaio para um nimero maior de
amostras poderia melhorar os resultados, porém, como o material é
muito heterogéneo sugere-se que sejam feitas novas pesquisas, que
tratem exclusivamente da caracterizagdo destes materiais. Poder-se-ia,
por exemplo, usar equacdes analiticas da teoria de cascas ou modelos
numéricos e metodologias de ajuste de modelo para desenvolver um
método de caracterizagdo das propriedades mecanicas destes materiais.
Além disso, seria interessante realizar um trabalho junto ao fabricante
dos reatores para aperfeicoar o processo de fabricacdo e estabelecer
tolerancias de fabricacdo mais rigidas que possibilitassem uma maior
uniformidade do equipamento produzido.

As medicdes experimentais do nivel de vibracdo dos reatores
mostraram que a forma de vibracdo da estrutura em operagdo difere
daquela distribuicdo uniforme das forcas magnéticas e também daquela
dos modos estruturais que se encontram em frequéncias préximas de
120 Hz. Além disso, se observou que os niveis de vibragdo ndo séo
constantes ao longo de toda a superficie e, sobretudo que a amplitude de
vibragdo ndo est associada a regides especificas, como aquelas em que
a forca radial ¢ maior ou aquelas que estdo proximas das cruzetas e
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espacadores. Esta variacdo € aleatdria e resulta da ndo homogeneidade
construtiva dos reatores. A heterogeneidade do material ao longo da
superficie se deve ao processo produtivo, que ndo possui um rigoroso
controle de fabricagdo, e desta forma, possibilita, por exemplo, que em
algumas regides seja adicionada uma quantidade maior de material.

Nos ensaios experimentais realizados para determinar a poténcia
sonora dos reatores constatou-se que 0s maiores niveis de ruido se
encontram na banda de frequéncias de 125 Hz, pois, ao se alimentar o
reator com uma corrente senoidal pura, no caso 60 Hz, as forcas
resultantes da inducdo magnética, responsaveis pela geracdo de ruido,
atuardo numa frequéncia correspondente ao dobro daquela da corrente.
Os niveis de ruido registrados nas outras faixas de frequéncias,
praticamente nédo interferem no nivel de ruido global do reator. Além
disso, a analise do nivel de pressdo sonora medido em cada um dos
pontos do contorno prescrito, criado para realizar as medi¢des de ruido,
mostrou diferengas significativas, algumas vezes superiores a 10,0 dB.
Portanto, assim como o nivel de vibracdo, a radiacdo sonora dos reatores
ndo possui simetria, variando em funcdo da diferenca de rigidez
encontrada ao longo de toda a superficie do reator. A comparacdo entre
os resultados das medicdes de ruido conduzidas na camara semi-
anecoica do LVA e no laboratério da empresa mostra que mesmo nao
sendo um ambiente controlado, o laboratdrio, poderia ser usado para
realizar as medicGes do nivel de pressdo sonora dos reatores, pois, 0S
resultados teriam uma pequena diferenca em relagdo aqueles realizados
em ambiente controlado.

Para calcular a inducdo magnética produzida pelo reator e
consequentemente determinar as forcas que induzem vibragdes na sua
estrutura, foram desenvolvidos dois modelos, um modelo analitico, no
qual o reator é tratado como um solenoide, e um modelo numérico no
gual a inducdo magnética é determinada a partir de um modelo
desenvolvido em elementos finitos. Apesar das hipdteses
simplificadoras, o modelo analitico proposto apresenta resultados
satisfatérios para o calculo da inducdo magnética de reatores formados
por uma bobina. No entanto, para reatores que possuem mais que uma
bobina, 0 modelo é impréprio. Por considerar os efeitos causados pela
interacdo entre as bobinas e por admitir hipdteses menos restritivas, as
forcas magnéticas determinadas pelo modelo numérico estdo mais
préximas das reais.

A comparacdo entre os resultados experimentais e aqueles
fornecidos pelo modelo numérico estrutural apontou pequenas
divergéncias na determinacdo dos modos estruturais dos reatores, e
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diferencas razoaveis na amplitude de vibracdo em 120 Hz. Embora o
modelo de radiacdo sonora proposto dependa dos resultados fornecidos
pelo modelo estrutural, os niveis de pressdo sonora determinados
numericamente foram satisfatorios, como mostrou a comparacdo feita
entre os resultados numéricos e experimentais. Portanto, em funcéo das
diversas incertezas a que o modelo vibroacustico esta exposto, desde o
calculo das forcas magnéticas até a determinacdo do nivel de pressdo
sonora, pode-se dizer que o modelo proposto fornece resultados
aceitaveis. Além disso, do ponto de vista de projeto acustico, 0 modelo
vibroacustico consiste em uma importante ferramenta para auxiliar na
determinacdo de caracteristicas geométricas e construtivas que
minimizem o ruido gerado pelos reatores.

Alguns temas poderiam ser abordados em futuras pesquisas com
0 objetivo de complementar e enriquecer o conhecimento adquirido
neste trabalho. Entre eles destacam-se: O desenvolvimento de um
modelo numérico para determinar as forcas magnéticas considerando a
interacdo entre as espiras; a avaliagdo da eficiéncia de radiagdo sonora
de cascas cilindricas; o desenvolvimento de um modelo para estimar as
propriedades elasticas do material que forma os reatores; a avaliacdo da
influéncia dos fendmenos térmicos no comportamento dindmico e
acustico do reator e o estudo de métodos de controle do ruido, usando
meios passivos ou ativos.
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APENDICE 1
INTRODUGAO AO METODO ELEMENTOS FINITOS

Apresentam-se aqui conceitos gerais sobre 0s métodos numéricos
e algumas das particularidades relacionadas ao método de elementos
finitos.

1.1) O método de elementos finitos e suas aplicagdes

No estudo do comportamento de sistemas fisicos sdo utilizados
modelos fisicos ou modelos matematicos. O avanco da ciéncia e a
comparacdo entre esses modelos tém motivado um grande
desenvolvimento  dos modelos  matematicos, proporcionando
modelagens realisticas, confiaveis e de aplicagdes praticas na
engenharia, muito mais econémicas do que os modelos fisicos. Embora
no modelo matematico sejam adotadas hipoteses simplificadoras em
relacéo ao sistema fisico original, a solugdo é dita exata.

Nos modelos mateméticos tridimensionais ou de volume, a
geometria a ser analisada é descrita em funcdo de 3 coordenadas, as
quais se tornam essenciais na descricdo do comportamento desta
estrutura. Especificamente este comportamento é expresso por equacoes
diferenciais em relagdo a estas coordenadas. Esses modelos costumam
ser referidos como modelos continuos, por se ter um namero infinito de
pontos para a determinacdo de grandezas desconhecidas, e suas
equacdes diferenciais tem solugdes analiticas conhecidas apenas para
condi¢des simples de contorno e de carregamento.

Com a finalidade de substituir a resolucdo analitica das equacdes
diferenciais dos modelos matematicos bi e tridimensionais pela
resolugdo de sistemas de equagdes algébricas, foram desenvolvidos 0s
métodos discretos, numéricos ou aproximados. Esses métodos
introduzem aproximagdes adicionais aos modelos matematicos,
formando os correspondentes modelos discretos, nos quais se busca a
determinacdo de incdgnitas em um namero finito de pontos. Entre estes
métodos, citam-se os métodos de diferencas finitas, de elementos finitos
e de elementos de contorno. Podem-se identificar casos praticos em que
cada um desses métodos seja superior aos demais. Contudo, pode-se
afirmar que o método de elementos finitos é o que se aplica de forma
mais ampla, simples e eficiente em analise estrutural.

O método de elementos finitos foi desenvolvido para anélise de
meios continuos, possibilitando, nos dias de hoje, a analise da maior
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parte dos sistemas fisicos dos quais trata a engenharia, tais como
problemas estruturais, de transferéncia de calor, eletromagnetismo e
acustica. Neste método, o dominio de definicdo do modelo matematico é
dividido em um numero discreto de subdominios ou elementos de
dimensdes finitas, denominados elementos finitos, interligados por um
nimero reduzido de pontos nodais.

A partir das equacdes algébricas (obtidas através das formulagdes
direta, variacional ou de residuos), que regem 0 comportamento
aproximado de cada um dos subdominios, monta-se o sistema de
equacdes da malha como um todo, denominado sistema global, que,
juntamente com as condi¢fes de contorno ainda ndo atendidas ao se
arbitrar o(s) campo(s) de variavel(eis) nos subdominios, permite a
determinacdo dos valores nodais de defini¢cdo desse(s) campo(s). Pode-
se, entdo, retornar a andlise de cada elemento isoladamente para
determinacéo de incégnitas em qualquer um de seus pontos.

A Figura 177, elaborada por Soriano [61], esquematiza o
contexto do uso do método de elementos finitos em andlise de um
problema de meio continuo, que pode ser a determinagdo do
comportamento de uma estrutura, ou parte da mesma, submetida a
determinadas acdes externas, condicdes de contorno ou condicGes
iniciais. Primeiramente, orientado por codigos de projeto, define-se um
modelo matematico. Como esquematizado na Figura 177, ap0Os as
definicbes dos modelos matematicos e discreto, faz-se a resolucdo deste
Ultimo e a avaliagdo da acurdcia da solu¢do numérica obtida. Essa
avaliacdo costuma ser feita por comparagdo com solucdo exata
conhecida ou por estimativa de erro por comparagéo entre resultados de
duas ou mais discretizagdes com niveis crescentes de refinamentos,
podendo mostrar necessidade de refinamento maior do modelo discreto.
Uma vez que se tenha obtido solucdo dentro de tolerdncia de erro
aceitavel, a avaliacdo do modelo matematico por comparacdo da referida
solucdo com resultados de modelos fisicos semelhantes de solugdes
conhecidas pode evidenciar necessidade de refinar o modelo
matematico, adotando hipdteses de idealizacdo do meio continuo menos
restritivas. Depois de adequada redefinicdo do modelo matematico e
obtencdo de solugdo acurada através do método de elementos finitos,
pode-se identificar necessidade de alteracbes no problema de meio
continuo, com posteriores modelagens matematica e discreta, até chegar
ao meio continuo, e a correspondente solucdo que atenda aos objetivos
do engenheiro. Assim, o método de elementos finitos é apenas uma
ferramenta para analise de modelos matematicos de problemas de meio
continuo, cabendo ao engenheiro a tarefa de engenhar o sistema fisico,
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estabelecer 0 modelo matematico pertinente, usar adequadamente aquele
método, interpretar e utilizar seus resultados.

Problema de meio Modificacdo do
continuo problema de meio -
continuo
\ i
Modelo matematico com Refinamento do modelo
hipé6teses simplificadoras matematico -
\J
Modelo discreto do Refinamento do modelo
método de elementos discreto
finitos

A

\

Resolugdo do modelo
discreto

\/
Avaliacdo da acuracia da
solugdo numeérica Acurécia inadequada

\

Avaliacdo do modelo

matematico Modelo matematico inadequado
Y
Avaliacdo do
comportamento do
problema de meio Melo continuo inadequado
continuo

\

Utilizacdo dos resultados

Figura 177 — Analise de um problema de meio continuo usando o método de
elementos finitos [61].
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1.2) Origem, histdria e generalizagdo

O método de elementos finitos surgiu em 1955 como evolugdo da
analise matricial de elementos reticulados (concebida no inicio da
década de 1930 na industria aerondutica britanica) com a
disponibilidade de computadores digitais e devido a necessidade de
projetar estruturas de modelos continuos. Os primeiros elementos foram
concebidos por engenheiros aeronauticos para analise de distribuicdo de
tensdes em chapas de asa de avido. Em 1963 j& existiam aplicagfes do
método em problemas estaticos, de ndo linearidade e dindmicos.

Essa abordagem inicial foi fisica e intuitiva, buscando a
substituicdo do meio continuo em analise por um conjunto de elementos
de dimensdes finitas, interligados por seus pontos nodais, como exposto
anteriormente. A formulacdo dos elementos era através do principio dos
deslocamentos virtuais e ndo se tinha conhecimento de critérios para o
desenvolvimento de elementos com garantia de convergéncia para a
solucdo exata. O desenvolvimento a partir daquele principio €
denominado formulagéo direta.

Melosh (1963) apresentou formulacdo do método de elementos
finitos a partir da minimizagdo da grandeza escalar funcional energia
potencial total. Veubeke (1965) apresentou a formulacdo do método a
partir de outros funcionais da mecanica dos sélidos deformaveis.
Verificou-se entdo que as bases do método ja tinham sido estabelecidas
por Lord Rayleigh em 1870, por Walther Ritz em 1909 e por Richard
Courant (1943). Mostrou-se que 0 método de elementos finitos é um
caso particular do método de Rayleigh-Ritz, estabeleceram-se critérios
de convergéncia e verificou-se que o método poderia ser empregado em
qualquer problema de meio continuo regido por funcional. Essa é a
denominada formulacéo variacional.

O conceito de energia elastica de deformagdo surgiu com Daniel
Bernoulli (1700-1782) em 1738, mas essa energia na forma de uma
fungdo quadratica das componentes de deformacdo, como é hoje
utilizada nos principios variacionais da mecénica dos solidos
deformaveis, foi apresentada por George Green (1793-1841) em 1837
com o nome fungédo potencial.

No calculo variacional, a condi¢do de “estacionaridade” de um
funcional fornece as equacgfes diferenciais e as condi¢fes de contorno
do problema de meio continuo em questdo. Assim, buscar uma solugédo
aproximada para a condicdo de estacionaridade de um funcional é o
mesmo que buscar uma solugdo aproximada para as correspondentes
equacOes diferenciais. No caso do funcional energia potencial total, a
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condicdo de estacionaridade é de minimo e, no método de Rayleigh-
Ritz, arbitra-se uma solucdo aproximada para o0 campo de
deslocamentos, no dominio do problema de meio continuo, em funcéo
de parametros generalizados a serem determinados com a condicéo de
minimo. No método de elementos finitos, a condicdo de minimo €
arbitrada em cada subdominio, denominado elemento finito, em fungéo
do deslocamento dos seus pontos nodais, deslocamentos esses que s&o
determinados com a referida condicdo de minimo. Utilizando outros
funcionais, arbitram-se solu¢fes aproximadas para outras incognitas, em
funcdo dos correspondentes valores nodais, e buscam-se esses valores
com as correspondentes condi¢des de estacionaridade.

A consisténcia matemdtica da formulacdo variacional permitiu a
extensdo do método de elementos finitos a resolucdo de uma ampla
gama de problemas de meio continuo, como os de meios porosos,
transferéncia de calor e eletrostaticos. Apds o desenvolvimento da
formulagdo variacional, Szabo e Lee (1969) verificaram que o método
poderia ser formulado diretamente a partir das equagfes diferenciais e
respectivas condi¢Ges de contorno de problema de meio continuo, como
a aplicacdo do método de Galerkin, que é um dos métodos de residuos
ponderados. Herrmann (1972) mostrou equivaléncia entre elemento
finito formulado a partir de campo de deslocamentos com o funcional
energia potencial total e a partir do método de minimos quadrados de
residuos de tensGes. Lynn e Arya (1973) formularam o método a partir
do método de minimos quadrados, que também se enquadra no método
de residuos ponderados. Assim, o método de elementos finitos se
estendeu a problemas ndo regidos por funcionais. Semelhantemente a
formulagdo variacional, na formula¢do de residuos do método de
elementos finitos, arbitram-se campos de varidveis no elemento em
funcéo dos correspondentes valores nodais.

A Figura 178 sugerida por Soriano [61], mostra o inter-
relacionamento das formulagGes direta, variacional e de residuos.
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Figura 178 — Inter-relacionamento das formulagdes direta, variacional e de
residuos no método de elementos finitos [61].
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1.3) Familia de elementos

O desenvolvimento do método é muito amplo e sdo inimeros 0s
elementos disponiveis atualmente, sendo aconselhdvel na discretiza¢do
de cada modelo mateméatico o uso de elementos finitos robustos e
eficientes. A robustez se refere a capacidade do elemento de fornecer
bons resultados em uma grande variedade de definicdo de parametros de
um mesmo modelo matematico e de sua discretizacdo, por exemplo,
propriedades diversas de material, condi¢cbes de contorno variadas,
espessuras fina e semi-espessa em problemas de placa e de casca,
formas regulares e distorcidas de elementos etc. A eficiéncia se refere a
potencialidade do elemento ser utilizado em malhas que fornecam
resultados, com exatiddo satisfatdria, em  processamentos
computacionais rapidos comparativamente com outros elementos
considerados néo eficientes. A eficiéncia do elemento é de fundamental
importancia em andlises ndo lineares e/ou transientes, quando entdo se
faz necesséria uma sucessdo de anlises lineares.

Agora, apresenta-se a forma como sdo determinadas as funcdes
de interpolagdo, ou também denominadas funcbes de forma, de dois
elementos da familia Lagrangeana, o elemento sélido trilinear, também
conhecido como hexaédrico linear de 8 nés H8 e o elemento
bidimensional quadrilateral, ou também chamado bilinear retangular Q4.

Nessa familia, as fungBes de interpolagdo dos elementos séo
polindbmios de Lagrange que podem ser obtidos a partir de funcgdes
lineares unidimensionais. Para facilitar a manipulacdo, adotam-se
coordenadas adimensionais naturais ou normalizadas (&n,{) com origem
no centroide do elemento, representadas na Figura 179.

Ay

3 4

Figura 179 — Coordenadas adimensionais do elemento tridimensional e
bidimensional linear.

Considerando m pontos igualmente espacados segundo a
coordenada & o polindbmio de Lagrange de ordem (m-1), de valor
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unitario no i-ésimo ponto e valores nulos nos demais pontos de
designacdo j genérica, é dada por:

SESION | et 0.

onde IT representa produtorio e o indice de & especifica o ponto em que
essa coordenada é calculada. Exemplificando, no caso em que m=2 e
&1=-1 e &=1, as func¢bes de interpolagédo sdo dadas por:

R e 02)
o £o(D)_14&
HO=1 7 ©3)

Estas fungdes de primeiro grau sdo representadas na Figura 180.

1‘::“}\ ‘ Mh
4 0 o+ ¢ 1 0 +1 ¢

(P(S) 6,'(©)

Figura 180 — Representagdo das fungdes de Lagrange de primeiro grau.

Desta forma, no caso de elemento tridimensional hexaédrico nas
coordenadas &, #, ¢ as fungdes de interpolagdo de Lagrange sdo obtidas
através da multiplicacdo de uma funcdo em & por outras em # e . Assim,
considerando o ponto nodal de numeracdo i do elemento, que para a
dire¢do ¢ tem numeracgdo j, para a diregdo »# tem numeragdo k e para a
direcdo ¢tem numeragdo h, escreve-se a fungéo:

N; = ;&) (M), (S) (9.4)

onde se omitem, por simplicidade, as ordens das funges em &, e {.
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Portanto, as funcGes de forma do elemento hexaédrico linear séo:

©
|

1-¢ 1-n 1+¢

1-¢ 1-n 1-¢

1-¢ 1+n 1-¢
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Em analogia ao elemento tridimensional, pode-se definir para o
elemento bidimensional quadrilateral a seguinte equagao que define suas

fungdes de forma:

N; :ﬂj(g)gk(ﬂ) (9.6)

A mesma permite definir as seguintes fungdes de interpolagdo
para cada um dos n6s que formam o elemento:

lel 1+¢ 1+p
4
1
NZ:Z 1-¢ 1+p
X 9.7)
N3=Z 1-¢ 1-p
1
NA:Z 1+& 1-p
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Ressalta-se que, embora seja facil obter as fungbes de
interpolacdo de elementos dessa familia com nUmeros distintos de
pontos nodais segundo diferentes coordenadas, o grande nimero de
pontos nodais dos elementos a partir da ordem cubica torna sua
utilizacdo pouco pratica. Os elementos triquadratico e tricubico, por
exemplo, tém 27 e 64 pontos nodais, respectivamente.

1.4) Integragdao numérica

Quando se define a geometria do elemento através da
interpolacdo das coordenadas nodais, as integracGes presentes nas
matrizes elementares ndo possuem uma solucdo analitica tdo simples.
Entdo para solucionar este problema sdo utilizados métodos de
integracdo numérica.

Diversos métodos de integracdo numérica foram desenvolvidos
desde o mais simples, integracdo numerica por retangulos, até métodos
mais eficientes como o método de Gauss ou de Gauss-Legendre,
largamente utilizado no método de elementos finitos. Nesse método,
fixado um ndmero n,; de pontos de calculo do integrando na variavel &,
as posicbes desses pontos e os multiplicadores dos correspondentes
valores do integrado, fatores-peso W;, foram determinados de forma a se
ter a melhor precisdo para a aproximacao:

= [ f@de=Y fEm ©8)

Essa equacdo expressa que a integragdo com ny pontos € uma
soma ponderada que requer a determinagéo de 2n,; incognitas W; e &,
gue, uma vez determinadas, definem a integragdo exata de um
polinémio de grau (2np-1).

A Tabela 28 fornece as posi¢Oes dos pontos de integracdo, 0s
correspondentes fatores-peso e ordens de integragdo, para até 4 pontos
de integracdo. Entdo, pode—se demonstrar que com um ponto integra-se
exatamente um polinbmio de primeiro grau e que com dois pontos
integram-se, exatamente, polindmios até o terceiro grau. Além disso, o
uso de um maior nimero de pontos do que O necessario para a
integracdo exata nao interfere no resultado.
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Tabela 28 — Pontos de integracdo, fatores-peso e ordens de integracéo de Gauss-

Legendre.
N° de pontos Coordenada §; Wi Ordem
1 0 2 Linear
2 * L 1 Cubi
T— Ubica
5
+,/0,6 5/9 .
3 o 8/9 Quintupla
o +/B+2a)/7 | 1/2-1/(6a) sewnl
4 com a=,/ étupla
+/@-2a)/7 | 1/2+1/(69)

Para integracGes com duas e trés varidveis independentes, adota-
se sucessivamente a integracdo unidimensional de Gauss-Legendre para
cada uma das variaveis independentes desconsiderando-se a influéncia
das demais. Assim, faz-se para o caso bidimensional:

L= [ [ fmdedy= f{i F(E MW, }dn

! Ei{if(éym)wi j :ipz f (&7, WW,

1| i1 i1 j1

(9.9)

sendo p; € p, 0s nimeros de pontos de integracdo nas direcdes & e 7,
respectivamente. Observa-se que no caso de um ponto de integracdo
tem-se 1 =2-2-1(0,0).

1313
Jo6 06
X Lx N X )L x
13 0,6 n
llﬁ | a X é X
X X X

Figura 181 — Localizacdo de pontos de integracdo de Gauss-Legendre.
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A Figura 181 esquematiza a localizagdo de 2 e 3 pontos de
integracdo em cada dire¢do do caso bidimensional. Observa-se que a
soma dos fatores-peso em cada integracdo € igual a area do dominio
auxiliar de coordenadas normalizadas.

Similarmente, define-se para o caso tridimensional a integral
numérica como:

V=[] fEnodednds
b P (9.10)

123> 1 (E o, LW,

i=1 j-1 k=1

Il

O procedimento anterior permite que se altere 0 nimero de
pontos de integragdo de uma direcdo para outra em fungéo da ordem de
integracdo que se deseja em cada coordenada. Em cada lado de
elementos com igual nimero de nés, é natural adotar 0 mesmo nimero
de pontos de integragdo em cada direcdo.



APENDICE 2
ELEMENTOS FINITOS EM ELASTICIDADE LINEAR

Na parte inicial deste apéndice alguns conceitos fundamentais de
mecanica dos sélidos sdo apresentados para que as equacfes que
caracterizam um problema estrutural sejam definidas. Posteriormente, a
partir da aplicacdo do principio dos trabalhos virtuais e através do
método numérico de elementos finitos define-se 0 modelo discreto para
um problema desta natureza.

2.1) Conceitos fundamentais de mecénica dos sé6lidos

O principal objetivo da mecénica dos solidos consiste na analise da
resisténcia interna e da deformacdo de um corpo sélido submetido a
determinados carregamentos. 1sso exige o estudo da natureza das forcas
gue aparecem no interior de um corpo, para compensarem o efeito das
forcas externas. Sdo consideradas forcas externas todas as forgas que
agem sobre o corpo, incluindo as de reagdo, causadas pelos suportes e
pelo peso do corpo em si.

Os carregamentos que podem atuar sobre um corpo continuo ou
sobre partes deste corpo séo:

a) Forcas de contato ou de superficie aplicadas no contorno do
corpo considerado pelo meio externo. S&o forgas distribuidas, com
unidade de forca por unidade de area (N/m?), representadas por Fy e F,
na Figura 182.

b) Forcas de corpo ou forcas de campo exercidas em cada particula
do corpo pelo meio externo. Estas forcas sdo exercidas a distancia, sem
contato fisico. O peso do corpo, ou seja, as forcas inerciais devido a
aceleracdo a que este corpo é submetido e as forgcas magnéticas séo
exemplo cléssicos. As mesmas tem unidade de for¢a por unidade de
volume (N/m?) e sdo representadas por b na Figura 182.

F

z F

Figura 182 — Corpo em equilibrio no espaco tridimensional.



Apéndice 2. Elementos finitos em elasticidade linear 188

Ao se estabelecer um plano de corte arbitrario no corpo em
equilibrio apresentado na Figura 182, torna-se possivel determinar as
forcas internas decorrentes das externas. Na Figura 183 pode se observar
0 diagrama de corpo livre de uma das partes seccionadas. Entéo, se o
corpo como um todo estda em equilibrio, qualquer parte dele também
deve estar em equilibrio. Além do mais, como um corpo estavel em
repouso estad em equilibrio, as forcas que atuam sobre ele satisfazem as
condi¢des do equilibrio.

Essas forcas internas sdo de natureza vetorial e mantém equilibrio
com as forcas externas aplicadas. Em mecéanica dos soélidos €
particularmente significativo definir a intensidade dessas forcas nas
Vérias partes do corte como resisténcia a deformagdo. Em geral elas
variam de ponto para ponto e ndo sdo obrigatoriamente paralelas ao
vetor normal n. E comum se decompor essas forcas em componentes
paralelas e perpendiculares & secdo AA investigada.

F

z 33

Figura 183 — Corpo seccionado livre com uma forca interna AF.

Como as componentes da intensidade de for¢a por unidade de
area se mantém verdadeiras apenas em um ponto, a definicdo
matematica da tenséo é:

. AF . AF .
ro=tim25 2 Cim 2 . —imE oy
A0 AA Y A0 AA A0 AA

onde o primeiro indice de 7, indica que o plano perpendicular ao €ixo x é
considerado, e 0 segundo designa a diregdo da componente da tenséo.

A intensidade da forca perpendicular a se¢éo é chamada de tensdo
normal em um ponto. As demais componentes da intensidade da forca
agem paralelamente ao plano da area elementar. Essas componentes séo
chamadas de tensoes de cisalhamento e designadas por .
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2.1.1) Tensor de tensoes

Imagine se outros planos de corte passassem sobre o corpo
apresentado na Figura 183 de forma que se isolasse do corpo um cubo
de dimensdes infinitesimais. Todas as tensdes que agem sobre tal cubo
podem ser vistas na Figura 184.

Figura 184 — Estado de tenséo geral sobre um elemento infinitesimal.

A andlise das tensdes na Figura 184, mostra que existem trés
tensdes Normais Ty =0x, Tyy=0y, T,7=0; € seis tensdes de cisalhamento Tyy,
Tyx, Tyz, Tzy, Tax, Te- EM cONtrapartida, um vetor forca f tem apenas trés
componentes F,, F, e F,. Essas podem ser escritas de maneira ordenada
como um vetor coluna:

F F F (10.2)

Analogamente, as componentes de tensdo podem ser agrupadas
da seguinte forma:

T Txy T O 7. T

XX xz X Xy xz
r=\z, 7, 7,|=|7, O, T, (10.3)
Tx sz Ty T sz o,

Essa ¢ uma matriz de representacdo do tensor das tensdes,
conhecido como tensor de tensdes de Cauchy. Ele se trata de um tensor
de segunda ordem que necessita de dois indices para identificar seus
componentes.
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Conforme Popov [62] devido aos requisitos de equilibrio para um
elemento pode-se provar que o tensor de tensdes é simétrico, isto &,

T=T", ou, tj=t;. Dessa forma, os indices para as tensGes de
cisalhamento sdo comutativos, isto é, sua ordem pode ser invertida e o
tensor das tensdes é simétrico. Esta igualdade é muito importante, e
implica na igualdade das tensGes de cisalhamento em planos
mutuamente perpendiculares de um elemento infinitesimal. Além do
mais, € possivel o equilibrio de um elemento apenas com tensdes de
cisalhamento simultaneamente nos quatro lados de um elemento. Isto é,
em qualquer corpo em que existem tens@es de cisalhamento, dois pares
de tais tensdes atuam em planos perpendiculares entre si. A simetria do
tensor de tensdes de Cauchy faz com que seja necessario determinar
apenas seis componentes de tensdo para se estabelecer por completo o
estado de tensbes de um ponto qualquer de um corpo solido.

Sucintamente pode-se dizer que o tensor de tensdes de Cauchy T
representa o estado interno de tensdes para cada ponto x de coordenadas
X, ¥ e z de um solido tridimensional.

2.1.2) Equagdes diferenciais de equilibrio

Agora, deseja-se estabelecer para o elemento apresentado na
Figura 184 a maneira segundo a qual as tensbes devem variar com a
posicdo para garantir a condi¢cdo de equilibrio no dominio, ou seja,
deseja-se determinar a forma diferencial das equacbes de equilibrio
deste elemento. Para que isto seja feito, na Figura 185 apresenta-se este
elemento na sua configuracdo de equilibrio sob a agdo de tensbes e
forgas de campo.

T
X w_

Figura 185 — Elemento infinitesimal com tensdes e forcas de campo atuando.
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Nota-se que para simplificar a representacdo do desenho, apenas
as tensdes que dao origem as componentes de forca na direcdo x foram
mostradas. Na face 1 se indica uma tensdo Ty, enquanto, na face
paralela a face 1, respectivamente a face 2 no desenho, & uma distancia
dx em relacdo a face 1, mostra-se a mesma tensdo, porém com uma
variacdo infinitesimal no seu valor. O mesmo ocorre em relacdo aos
demais pares de faces paralelas do paralelepipedo retangular.

As forcas inerciais ou de campo, tais como as provocadas pelo
peso ou efeito eletromagnético, sdo designadas por b,, e estdo
relacionadas com a unidade de volume do material.

A somatdria das for¢as na diregdo x corresponde a:

>F =0 —>+

or
+—2%dx | dydz — dydz
(TXX ax J y z->()<( y )

0 10.4
{TW + dy] dxdz -z, (dxdz) (104)
oy
+(TZX + 56TZZX dzJ dxdy -7, (dxdy)+b, (dxdydz) =0
Simplificando, a expressao acima se torna:
0
Ot + 8 Oty +b =0 (10.5)
ox oy o

Usando a propriedade de reciprocidade das tensGes de
cisalhamento e efetivando operacdes semelhantes nas dire¢bes y e z,
podem-se estabelecer as equacdes de equilibrio em um ponto do corpo,
da seguinte forma:

XX + 3
oX oy 0z
0 0 0

T Tl e b, =0 (10.6)
x oy &

or, 0ty N or

or, 0ty Ot
+

X

ox oy oz
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Observe que as equagdes de equilibrio incluem quantidades
expressas como funcdes de posicdo, isto é, expressas como tensdes e
forcas de campo, em vez de quantidades discretas, a saber, forgas.
Segundo Shames [63] as equagdes diferenciais acima ndo podem ser
aplicadas em um ponto de aplicacdo de uma carga concentrada, pois,
neste ponto as tensbes tornam-se infinitas. O procedimento correto
consiste em resolver as referidas equagdes diferenciais em regides onde
nado existem cargas concentradas e, entdo, ajustar as solucdes de forma a
levar em conta essas cargas concentradas, as quais sdo consideradas
como condi¢Oes de contorno para este tipo de problema.

Aplicando o conceito de divergente de um tensor, apresentado na
Equagdo (12.70), sobre o tensor de tensdes de Cauchy as expressoes
acima podem ser reescritas da seguinte maneira:

(divT) +b=0 (10.7)

Suponha que este mesmo elemento infinitesimal seja colocado
em movimento. Neste caso para satisfazer as condicGes de equilibrio
faz-se necessario introduzir uma nova parcela de forca resultante da
aceleracdo a que o elemento é submetido, desta forma tem-se que:

2

(divT)+b+p% —0 ou (divT)+b+pi=0  (10.8)

onde p corresponde a densidade volumétrica do material que compde o
corpo em andlise.

2.1.3) Tensor de deformacdes

Como as deformagdes geralmente variam de ponto para ponto, as
definicbes de deformacdo devem relacionar-se a um elemento
infinitesimal. Portanto, considere uma deformacdo linear ocorrendo
numa direcdo, como mostra a Figura 186.

A’ B B’
—
X,u

>

u utAu
AX

Figura 186 — Deformacéo linear unidimensional.
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Durante a deformacéo, o ponto a sofre um deslocamento u. O
deslocamento do ponto B é u+Au porque, além de u, comum a todo
elemento AX, ocorre a distensdo Au no elemento. Assim, a deformacéo
linear é definida como:

g=lim22 =2 (10.9)

Se um corpo sofre deformacdes ortogonais como é mostrado na
Figura 187 (a), que representa o caso bidimensional, as deformacdes
devem ser diferenciadas em cada uma das direcGes x e y. Desta forma,
se u, v e ¢ forem as trés componentes do vetor deslocamento ocorrendo
respectivamente nas direcBes x, y e z, as definicbes bésicas de
deformacdes linear para o caso tridimensional ficam:

L oo

" o Eyy Y g, e (10.10)

Em acréscimo a deformacdo linear, um elemento também pode
sofrer uma deformacédo angular, como é mostrado no plano x-y da Figura

187 (b).
(u+a—udyJ ou
oy
Yy, L Yy, b r
A U+6_Udy A
oy
A : ‘
: ! dy dy T % Jv
S| | V— - ; : = OX
V. | | v
,‘ u+@dx N
u N X u &
X, U X, u
dx dx
(@ (b)

Figura 187 — Elementos carregados nas posicdes inicial e final.
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Como v é o deslocamento na direcdo y, quando se move na
direcdo x, ov/ox € a inclinagdo do lado inicialmente horizontal do
elemento infinitesimal. Analogamente, o lado vertical gira de um angulo
ou/0y. Como decorréncia, o angulo inicialmente reto reduz-se de
(Ov/0x)+(0u/0y). Assim, para pequenas mudangas de &ngulo, a defini¢do
da deformagdo angular associada com as coordenadas xy € obtida a
partir da seguinte equagéo:

ov au
}/xy = }/yx :&4—5 (1011)
Observa-se que para se chegar a esta equagdo, admite-se que
tangentes de pequenos angulos sejam iguais aos angulos em si.
As defini¢bes de deformacdes angulares para os planos xz e yz
sdo semelhantes a do plano xy, sendo obtidas a partir das seguintes
expressoes:

dc ou dc ov
— :_+_, Z: . =4+ — 10.12
yxz 7/zx 8X az 7)’ 7/y ay aZ ( )

As tensdes, linear e angular, definidas anteriormente exprimem o
tensor das deformacd@es, que é bastante analogo ao tensor das tensdes.
Entretanto, torna-se necessario modificar as relagfes das deformacdes
angulares a fim de se obter um tensor, uma entidade que deve obedecer
a certas leis de transformagdo como aquelas apresentadas no Item 4.4).
A correta definicdo do componente de deformacgdo angular como um
elemento de um tensor, é apresentada na Figura 188.

y y y Yxul 2

g ] T2

X X X
Figura 188 — Deformac0es tangenciais.

Seguindo essa sistematica, as deformagfes angulares podem ser
reescritas como:
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Y Ty
R Y

Vv 72
gyZ:gzy: 2y = 2y
Ex =&y :&:&

2 2

(10.13)

Destas equagdes, o tensor das deformagdes que também se trata

de um tensor simétrico, pode ser representado:

£y &y Ex

XX Xy
E=le, &, &,

Ex 7y &

(10.14)

Expandindo seus componentes ele pode ser reescrito como:

au
OoX

1(og
2\ Ox

ou ainda,

1(ov
— —+
2\ oX

ou)y 1(d¢ ov
+—| = =Z=+—
oz) 2\oy oz

ifov ou

2\ ox oy
a_uj Glg
oy oy

gx 7/xy yxz
2 2
E- 3 c Vye
2 o2
Q 7zy gz
| 2

119
2\ ox

1f% .
2\ oy
95
oz

u

+
6zj

ov
oz

(10.15)

(10.16)

A seguir sdo apresentadas algumas manipulacGes matematicas
que permitem provar a simetria do tensor de deformacdes. Inicialmente
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recorre-se a operacdo de gradiente sobre um vetor apresentada na
Equagdo (12.22) para determinar o gradiente do campo de
deslocamentos no sistema cartesiano de coordenadas.

u v u
ox oy oz

yu | v 2v (10.17)
ox oy oz
9% 9 ¢
L oX oy oz ]

Este tensor pode ser reescrito da seguinte forma:
Vu:EVu+qu
2 2
vu zlvleuT +£Vu—£VuT (10.18)
2 2 2 2

Vu = %[Vu +Vu' ] +%[Vu —-vu' ]

Ao se realizar a operacdo definida pela primeira parcela a direita
da igualdade da expressédo (10.18), ou seja:

ou ou au| [au v oc
X oy | |ox ox  ox
w v | o
oXx oy oz oy oy oy
% 2 | |w v %
| OX oy oz | Loz oz oz

N |-

(10.19)

Obtém-se exatamente o tensor de deformacdes apresentado na
Equacdo (10.15). Portanto, pode-se dizer que:

E=S :%[Vu +Vu' | (10.20)
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Ja a segunda parcela a direita da igualdade da Equacdo (10.18)
corresponde ao tensor de rotagdo, dado por:

R= %[Vu —vu' ] (10.21)

Portanto, o gradiente do vetor deslocamentos pode ser escrito
simplificadamente a partir da soma de um tensor simétrico, o das
deformagdes, com um antissimétrico, o das rotagoes:

Vu=E+R (10.22)

2.2) Aplicagio do principio dos trabalhos virtuais (PTV)

Suponha que o elemento infinitesimal apresentado nos Itens
2.1.1) e 2.1.2) pertenca a um COrpo que ocupa uma regido  no espago
tridimensional 913, limitado por uma fronteira I' com normal n, e
dividida em duas regides distintas, conforme se observa na Figura 189.

Figura 189 — Representagdo de dominio e fronteira.

A primeira, 'y, é a parte de I" onde os deslocamentos t€ém valor
prescrito conhecido U . A segunda, I'y, é a parte da fronteira onde séo
aplicadas as forcas de superficie f (forcas por unidade de superficie) de
valor conhecido. No dominio Q atuam as forgas de corpo b (forcas por
unidade de volume).

Baseado nas equagdes de equilibrio apresentadas no Item 2.1.2),
as condicBes de equilibrio para os pontos localizados ao longo do
dominio do corpo apresentado na Figura 189 sdo:

(divT (X)) + b(x) =0 em x € Q) (10.23)

Ja para os pontos localizados nas fronteiras, se estabelece que:
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T(xX)n(x) =f(x) em xeI,

(10.24)
u(x)=oemxel,

As condicdes de contorno nas quais se fixa o valor da derivada da
funcdo incdgnita, no caso o vetor deslocamento u, sdo conhecidas como
condi¢des de contorno naturais ou de Neumann. J& naquela em que se
conhece o valor deslocamento, denomina-se condi¢do de contorno
essencial ou de Dirichlet.

As equacdes diferenciais e as condigdes de contorno apresentadas
na forma tensorial nas Equacfes (10.23) e (10.24) sdo denominadas
Forma Forte. A solucdo analitica destas equacbes de equilibrio nem
sempre pode ser obtida de maneira simples e sistematica para todos os
tipos de problema, 0 que exige a utilizacdo de métodos numéricos de
aproximacdo de equacdes diferenciais.

Para que as condicdes de equilibrio sejam resolvidas pelo método
de elementos finitos elas deverdo ser expressas na forma de equactes
integrais e ndo na forma de equacdes diferenciais. Esta nova forma das
equacdes denomina-se Forma Fraca. A Forma Fraca para as condi¢fes
de equilibrio é obtida a partir da aplicacdo do Principio dos Trabalhos
Virtuais.

Os objetivos do Principio dos trabalhos virtuais sdo estabelecer os
esforcos externos compativeis com os esforgos internos e determinar
uma expressdo local para o equilibrio entre estes esforgos. Este principio
estabelece que, se o corpo esta em equilibrio, os trabalhos externo e
interno sdo os mesmos para qualquer acdo virtual de movimento QO(x)
aplicada sobre o corpo, a partir de sua configuracéo deformada. O termo
virtual significa que o principio é valido para toda e qualquer acao
hipotética de movimento, pequena ou grande, desde que compativel com
a cinematica do problema.

Neste principio a primeira coisa a se fazer é identificar as
caracteristicas principais da solucdo (deslocamento no caso estrutural e
pressdo no caso acustico) para poder procura-la apenas no conjunto de
fungdes que a possuem. O vetor deslocamentos u(x) que soluciona a
equacao diferencial de equilibrio é aquele campo de deslocamentos que
deforma o corpo produzindo um estado de tensGes em equilibrio com os
esforgos externos.

Assim, sdo definidos os seguintes conjuntos de fungdes:
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a)  Conjunto dos deslocamentos cinematicamente admissiveis U,

adm®

E o conjunto de todas as funcdes de deslocamento que satisfazem
as condicdes de serem continuas e diferenciaveis por partes do dominio
e que satisfazem as condicGes de contorno do problema nos pontos onde
se tem deslocamentos prescritos, ou seja:

U, ={u(x):u(x)=U vVxeI'} (10.25)

b)  Conjunto das variagies de deslocamento U,

Suponha que em um dado instante o corpo analisado sofre uma
deformacdo causada por um deslocamento uj(x), sendo que

u (x)eU,,, . Se por algum motivo o corpo sofrer uma perturbagéo, um

novo deslocamento u,(Xx) ocorrerd, sendo que 0 mesmo também pertence
a U,am. A diferenca entre estas duas fungdes arbitrarias uy(X) e u,(x)
pertencentes ao conjunto U,gm, € uma terceira funcdo ((x) que possui o
valor zero em pontos XxeT',.Observe que esta funcdo, 0(x), ndo

pertence mais ao conjunto U.gm Uma vez que o seu valor na fronteira é
nulo. Portanto:

U, ={0(x):0(x)=0VvxeT } (10.26)

Se a fungdo deslocamento u aplicada no lado esquerdo da
equacao diferencial (10.23) for a solucdo exata do problema, o resultado
do lado direito sera zero. Por outro lado, se a funcdo u usada for uma
funcdo qualquer, o resultado ndo serd nulo. Esse resultado sera igual a
um erro, denominado Fun¢do Residuo r(x), ou seja:

(diVT (X)) +b(x) =r(x) em X € Q (10.27)

O nome residuo indica justamente que se a funcdo r(x) ndo for
nula em algum ponto X, a equagdo diferencial de equilibrio néo esta
sendo completamente satisfeita, havendo um erro residual.

Uma forma possivel de identificar se uma funcdo é nula em todo
ponto do seu dominio, consiste em realizar a seguinte operacao:

[ r()-a09d0 (10.28)
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sendo ((x) uma funcdo arbitraria conhecida, pertencente ao conjunto
Uvar. A esta funcdo denomina-se deslocamento virtual. Se o resultado
desta operacdo for o valor zero, existem chances de que a funcéo r(x)
seja zero em todo ponto x. E claro que com isto ndo se pode concluir
gue o residuo seja identicamente nulo dado que o valor zero da integral
pode ser produto de uma escolha particular de G(x). No entanto pode-se
afirmar que a Unica funcdo r(x) que produz um valor nulo na integral
acima para toda fungdo 0(x)eU ., éafuncdo r(x)=0. Isso equivale a

dizer que:

var !

[ r9-ap9de=0 (10.29)

Substituindo a funcdo residuo definida na Equacéo (10.27) na
equacao acima, obtém-se:

[ (iv(T () +b(x)) - 8(x)dQ=0 (10.30)

Eliminando a dependéncia explicita em x e usando a propriedade
distributiva do produto escalar entre vetores, obtém-se:

L(divT)-GdQ+ Lb-OdQ:O (10.31)

Substituindo o integrando da primeira parcela pelo resultado da
operacdo apresentada no Item 4.7), particularmente a Equacdo (12.74),
tem-se que:

L[div(ﬂo) ~T-va]dQ+ Lb- adQ=0

o i i (10.32)
Ldlv(T 0)dQ - LT-VudQ+ Lb-udQ:O

Aplicando o teorema da divergéncia, apresentado no Item 4.6), na
primeira integral da Equacéo (10.32), obtém-se que:

Ldiv(TTG)dQ: L(Tﬁ?l)-ﬂdl" (10.33)
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Usando a definigcdo de tensor transposto apresentada na Equacgéo
(12.41), a expressao obedece a seguinte igualdade:

j‘r(rTa) .ndl" = j‘ra -(Tn)dT (10.34)
Substituindo este resultado na Equacéo (10.32) obtém-se:
[@-n}dr- [T-vadQ+ [ b-0dQ=0 (10.35)

Conforme pode se observar no Item 4.4) a multiplicacdo de um
tensor por um vetor resulta num vetor, e como o produto escalar entre
vetores é comutativo, a Equacdo (10.35) pode ser reescrita como:

J‘F(Tn)-adr— LT-VOdQ+ Lb-GdQ:O (10.36)

Similarmente a Equacdo (10.22) que representa o gradiente do
vetor real de deslocamentos, u, pode-se definir o gradiente do vetor
imaginario de deslocamento, (, como:

VO=E(0)+ R(0) (10.37)
Substituindo a expressao acima na Equacdo (10.36) obtém-se:

J;(Tn)-ﬂdl"— LT-(E(0)+R(O))dQ+Lb-OdQ:O (10.38)

Lembrando que o produto interno entre tensores é distributivo,
gue o tensor de tensdes de Cauchy é simétrico e que o produto interno
entre um tensor simétrico por um tensor antissimétrico é sempre nulo, a
Equacéo (10.38) pode ser reescrita como:

J;(Tn)-OdF—LT-E(G)dQJrLb-GdQ:O (10.39)
A integral sobre o contorno da Equacdo (10.39) pode ser dividida

em duas componentes: A integral na superficie I'r onde Tn=fe a
integral na superficie I';yonde 0=0.
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LT-E(G)dQ—Lb-OdQ—L f.0dr =0 (10.40)

Note que esta expressao representa um equilibrio entre esforgos,
ou seja:

[T-E(@dQ= [b-0dQ+ [ f-0dr (10.41)

Particularmente, se fizermos andlise dimensional de cada um dos
termos que compde a equacdo, obtém-se a unidade de trabalho Nm. O
termo a esquerda da igualdade representa o trabalho virtual interno
enquanto que os termos a direita correspondem ao trabalho virtual
externo.

Logo, no principio dos trabalhos virtuais que resulta na obtengdo
da Forma Fraca das equacfes de equilibrio, Equacdo (10.40), busca-se
uma funcéo u(x) que satisfaca esta equacédo, ao contrario da forma forte
gue procura T(x), b(x) e f(x).

Suponha que este corpo seja colocado em movimento. Neste caso
para satisfazer as condicdes de equilibrio faz-se necessario introduzir na
equacao do principio dos trabalhos virtuais uma nova parcela de forca
resultante da aceleracdo a que o corpo é submetido, desta forma tem-se
que:

LT-E(O)dQ—Lb-DdQ— j” f.0dT
+L[p%j~0dﬂ=0

onde p corresponde a densidade volumétrica do material que compde o
corpo em andlise.
Supondo que a for¢a que origina este deslocamento seja uma

forca harménica, do tipo F =Fe!”, a relagio entre a aceleragio e o
deslocamento ¢ dada por:

(10.42)

2
‘Zt—t‘ S (10.43)
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onde, w corresponde a frequéncia angular de aplicacdo do carregamento,
expressa em rad/s.
Logo, a Equacdo (10.42) pode ser reescrita como:

[T-E@dQ- [ po’u -0dQ- [ b-0dQ
_J'rf ¢ T -0 (10.44)

2.3) Solugdes aproximadas

Algumas vezes dependendo das caracteristicas do problema
tridimensional, eles podem ser representados por modelos denominados
estados de elasticidade planos, 0s quais incorporam hipdteses
particulares de comportamento que permitem a descricdo plana do
fendmeno reduzindo esforgos de modelagem. No presente trabalho estes
modelos ndo serdo abordados, uma vez que, sdo desenvolvidos modelos
tridimensionais e também devido a propria simplicidade da formulacéo
tridimensional que dispensa adicionar hipdteses de comportamento as
equacdes de equilibrio definidas pelo Principio dos Trabalhos Virtuais.

Inicialmente  serdo  apresentadas algumas  manipulagdes
matematicas que permitirdo facilitar a escrita da Equacdo do Principio
dos Trabalhos Virtuais na forma matricial.

Recorrendo ao conceito de produto interno entre tensores
definido na Equacdo (12.61), o produto interno entre o tensor de
deformacGes e o tensor de tensdes de Cauchy corresponde a:

E-T=tr ETT (10.45)

sendo tr o trago de um tensor, o qual é dado pela soma dos termos da
diagonal principal. Substituindo as componentes cartesianas de T e E e
efetuando o produto escalar entre eles obtém-se:

Exx gxy Xz XX Xy Ty
E-T=tr||e, &, €,||Tw Ty Ty

Ex 8zy &y Tux Z-zy Ta
E-T=r,64+7,6,+7,8, +7,,&, 7,8, (10.46)

XZ ™~ X2 IX T IX

T8 Ty + T8, T 1,8,
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Considerando o fato de que os dois tensores sdo simétricos a
Equacéo (10.46) se reduz a:

E-T=r.64t7,8, +7,&, +21,8, +21,&, +21,¢, (10.47)

72717z XZ2™Xxz

Substituindo o valor das componentes de deformacdo definidas
na Equacéo (10.13), obtém-se:

E-T=rt,80 +7&, 7,8, +To Yy + TV 7,7, (10.48)

z7z

Note que o resultado desta operacdo pode ser obtido a partir do
produto escalar entre dois vetores o € &, definidos a partir dos elementos
da diagonal superior dos tensores de tensdes e de deformacGes. Observe:

To | [Ex
Ty W
O-&= T P
Ty | |7 (10.49)
TXZ yXZ
Ty Yy

O-&E=T,8, +Z'yy8yy +7,&, +Z'Xy}/Xy + 707 +Z'yz}/yz

Isto é possivel pelo fato de que os tensores de tensdes de Cauchy
e de deformacdes sdo simétricos. Portanto, a equacgdo do principio dos
trabalhos virtuais pode ser reescrita em funcdo destes vetores da
seguinte forma:

La-g(ﬂ)dQ—L pa’u -OdQ—Lb-OdQ

i (10.50)
—jrf f.0dT' =0

A relacdo linear das tensdes e deformagbes, chamada Lei de
Hooke, permite determinar tensdes em fungdo das deformacdes
produzidas pelo deslocamento real u(x), a mesma é definida por:

oc=Ce (10.51)
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onde, C consiste na matriz rigidez ou constitutiva do material, que
corresponde a inversa da matriz de flexibilidade ou comportamento
definida na Equacdo (10.52).

[ 1/E, -v,/E
v, |E, 1/E,
v, /B, -v,IE
=l 0
0 0
0 0

X

z

-, I E,
-v, lE,

1/E,
0

O © © o o o

yz |

(10.52)

onde, E e G correspondem respectivamente ao médulo de elasticidade e
de cisalhamento em cada uma das direcBes do sistema cartesiano de
coordenadas, e v o coeficiente de Poisson.

Logo, a Equacéo (10.50) pode ser reescrita como:

L(Cs(u))-g(ﬂ)dQ—L po’u -0dQ - Lb-DdQ
—j” f.0dC =0

Por sua vez, o vetor deformacdes pode ser escrito como:

o

Rl> 2>

o

0

A
oy
0

0

0

R

Qo Yo

v
s

ou ¢=Du

(10.53)

(10.54)
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Entdo, matricialmente a Equacdo (10.53) pode ser reescrita como:

Lc D u-D OdQ—a)szu-GdQ

—L b -G dQ—j“ f.0dr=0 (10.55)

O método de elementos finitos deseja obter uma solucdo
aproximada para a forma fraca do problema definido na Equagdo
(10.55). Para isso, sd0 necesséarias aproximacOes para as fungdes
representadas por u(x) e 0(x).

De forma geral, as componentes do vetor deslocamento u(x) séo
aproximadas através das seguintes combinagdes lineares de n fungdes:

u(x) =3 N,
v(X) :iNi(x)vi (10.56)
£(0= 3N (g

sendo Nj(x) as funcbes de interpolacdo globais e os u;, Vi, e ¢ 0S
coeficientes de ponderacdo a serem determinados. Matricialmente pode-
se escrever:

u(x) CINi(x) 0 0 u;
u(x) =4 v(x) :Z 0 N((X) 0 [ (10.57)
s "L o 0 N(X)]ls
ou seja,

U (%) :Z”: N(X) u (10.58)

Analogamente, a aproximacdo para a funcéo ((x) é dada por:
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n

0,00 =>[N;(0] g (10.59)

j=1

A~

~ ~ A T . . ~
sendo 0; = G; V; ¢&; oscoeficientes de ponderacao a serem

determinados.
Substituindo as Equagdes (10.58) e (10.59) na Equagdo (10.55),
obtém-se:

[ DN u-D[N]Q dO

J

-’ [p N,y -[N;] @ dQ =0 (10.60)

_Lﬂb [N J g do-f f[N;]q dr

Define-se a matriz de deformacéao [B,]=[D][N,]. Em forma expandida:

=1
=1

Il
[iN

Il
[iN

o 0

oX

o Ny
oy

B = (10.61)

NN

oy oX

NN

oz OoX

o NN
oz oy |

Sabendo-se que 0; é constante e utilizando o conceito de transposicéo
de matrizes, pode-se reescrever a Equacdo (10.60) como:
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[[B] c Bday
i o - Z o [ p[N;] N dQ u 0 (10.62)
~[[NT bda-[ [N far

Para que esta expressdo seja nula é necessario que o termo entre
colchetes seja nulo, logo:

SL(aTc o] Nnoay
-3 [N b oo [ [N]

(10.63)

com j=1, 2, ..., n. Onde n corresponde ao nimero de nés que compde a
malha de elementos finitos.
Reescrevendo de uma forma compacta:

K-o°M U=F (10.64)

sendo [K] e [M], respectivamente, as matrizes de rigidez global e massa
global, {U} o vetor das incognitas, neste caso representado pelo
deslocamento, e {F} o vetor global dos carregamentos, dados
respectivamente por:

K ZL[ C B dQ
M in TN do
- (10.65)
Uu=>u
F =[N bda+[ [N far

1}
[iN
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Do ponto de vista operacional a construcdo das matrizes [K], [M]
e {F} a partir da integracdo das fungdes de forma ndo se mostra um
procedimento tdo eficaz, portanto, prefere-se fazer uma analise local
para um elemento e da discretizacdo, entdo, pode-se escrever as
aproximac0es da seguinte maneira:

Ne

u',(x) =D NG| u, (10.66)

i=1

sendo n, 0 numero de nds do elemento.
Logo, as respectivas matrizes e vetores locais para o elemento e,
denominadas matrizes elementares s&o:

[k]-3[[8] c [e1]oe
[(m]=3 [, [N, ] [ Jaoe

(10.67)

Fe :niLe[Nej]T b* doe+ [ [Ne] f°dre
i=1

comj=1, 2, ..., Ne.

Desta forma a construgdo das matrizes e vetores globais baseia-se
na superposicdo das matrizes e vetores locais obtidos para cada
elemento da discretizacao.

Observe que no caso estrutural, ao se utilizar o elemento s6lido
H8, tem-se trés graus de liberdade por n6, referentes ao deslocamento na
direcéo x, y e z, logo a ordem das matrizes elementares sera: Se [B°] é
(6x24) e [C] é (6x6), [K®] sera (24x24). Se [N°] (3x24), [M?] sera 24x24
e [F®] sera (24x1), pois {f} e {b} sdo (3x1).

Finalmente, deve-se solucionar o sistema de equacGes algébricas
global, definido em (10.64), a fim de se obter os valores das incdgnitas
{u;} para a aproximacdo. Existem varios métodos para determinar as
funcBes de interpolacdo ou fungdes de forma definidas por {N;}. Os
polindmios de Lagrange, bem como as aproximacges de base utilizando
a piramide de Pascal, sdo muito utilizados com o Método dos Elementos
Finitos, e sdo ditas, nesse caso, fungdes de forma nodais.
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A vantagem de se efetuar uma aproximacgéo do tipo nodal é que
os valores dos coeficientes {u;}, obtidos dessa maneira, representam
fisicamente o valor dos deslocamentos para cada né da malha de
elementos finitos utilizada na discretiza¢do, no caso de um problema de
solidos.

2.4) Mapeamento

No método de elementos finitos é pratico e muito vantajoso
definir a geometria a ser analisada por interpolagdo das suas
coordenadas nodais. Quando se utilizam nessa definicdo as mesmas
funcbes de interpolacdo usadas para determinar o campo de
deslocamento no caso de um problema de elasticidade linear, o elemento
é denominado isoparamétrico.

Assim nos elementos isoparamétricos 0 mapeamento das fungdes
de interpolacéo definidas em um dominio elementar padréo é utilizado
para facilitar a identificacdo da equacdo que define a funcdo de
interpolacdo de um elemento qualquer da malha uma vez que a
determinacdo das mesmas depende das suas caracteristicas polinomiais e
das coordenadas que definem o elemento. Ou seja, segundo Fancello e
Mendonca [64] o objetivo final deste procedimento é permitir
estabelecer um Unico conjunto de funcdes de interpolacédo para cada tipo
de elemento e efetuar a integracdo das matrizes elementares na
configuracdo padrdo do elemento através de uma simples mudanca de
variaveis de integracéo.

O mapeamento de todo o ponto do elemento hexaédrico padrao,
apresentado na Figura 190, para o elemento hexaédrico no dominio real
(x,y,2) pode ser feito a partir das funcGes de interpolacdo deste elemento
hexaédrico linear, definidas pela Equacdo (9.5), usando as seguintes
expressoes:

x &.&n =xN, §&n +xN, §,8,n +..+%Ng &,&,7m
y &.¢&in =yiN; &&m +y,N, &8m +..+ YNy &40 (10.68)
z&¢m =N, £, +7,N, £,8n +..+,Ng §,&m

onde x;, yi € zj s80 as coordenadas dos nés do elemento.
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Figura 190 — Mapeamento do elemento no dominio padrdo para o dominio real.

Como o elemento hexaédrico linear trata-se de um elemento
isoparamétrico as mesmas funcdes de interpolagdo usadas para mapear o
elemento podem ser usadas para interpolar as variaveis de interesse,
nesse caso 0s deslocamentos, a partir das seguintes relagdes:

uxyz=uN &¢n +uN, &,&n +..+UNg &.807
v x,y,z =vyN, &8, +v,N, &8 +..+,N; &,4,7 (10.69)
¢ x¥,2 =N, 6,61 +&,N, &80 +..+gNg &,607

Assim, considere a matriz de rigidez elementar definida na
Equacéo (10.67):

[Kj:ijm[sej C B Jdoe (10.70)

Lembre que originalmente as fungdes de forma foram definidas
em relacdo & x, y e z e a matriz [Be] foi definida em termos das

derivadas parciais das funcGes de forma em relacdo a este dominio.
Porém, agora as fungdes de forma sdo definidas em termos das
coordenadas padrdo ¢ ¢ #, logo, suas derivadas em relacdo a x, y e z
serdo:
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%gg N, o | oN,of N, on
x M TaE o Tar o on ox
N, ON; 0 0N, 8¢ N, 8
N pp = Dule N o6 N o (10.71)
oy E3 8y o 5y on oy
%54 _ON;o& N og N on
oz o o& oz oc oz an oz
ou em forma matricial,
N [og og on ||
ox ox ox ox || 05
N _og o5 o ||aN, (10.72)
oy o oy oy ||og
N | |ag o onf|an,
0z Loz o0z oz]|on

A determinacdo destas equacles torna-se possivel pelo fato de
que é possivel inverter a relacdo apresentada na Equacao (10.68), isto &,
das funcdes x(&, & n), V(& & 1) e z(&, £ n) é possivel se obter as funcbes
d(xy.2), {(xy.2) e n(xy,z)

Observe que a determinacdo do vetor que representa a derivada
das fungdes de forma em relagcdo ao dominio padrdo ¢ ¢ # pode ser
obtida facilmente através do calculo da derivada das funcdes de forma
em relacdo a estas coordenadas padrdo. Por outro lado, a determinacéo
da primeira matriz a direita da igualdade da Equagdo (10.72) é
complicada uma vez que a operacdo necessaria para calcular a fungdo
inversa da Equacdo (10.68), ou seja, as fungdes &(x,y,z), {(xy,2) e
n(x,y,z), ndo é tao simples. Para calcular esta matriz de forma mais facil
utiliza-se o seguinte artificio matemético:

N, AN ax Ny N, &
— XY,z L
oé T x o oy oé @ oé
Moy DX My N2 (10.73)
o¢ ax o oy @ og
on, N X ANy N, oz

z
on X on oy 877 a 877
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em forma matricial,

N [ox oy a (e, N, N,

¢ o5 o0& oS || ax of x
N[ x oy e ffaN | N AN g0
¢ o¢ o¢ og || o ¢ oy

N x| NN

on | on on on |l oz on oz

onde J é a denominada matriz Jacobiana. Os termos que compde a

matriz Jacobiana podem ser facilmente calculados. Por exemplo, as
derivadas em relacdo a coordenada padrdo & sdo obtidas através das

seguintes equacdes:

HELH _ N ECH Ny G
E X, PR ot Xg PR
y &b | MNECy N EL
oy Ty, T
&L N ECm Ny E¢m
o D g T

(10.75)

Observe que os vetores da Equacdo (10.74) sdo 0s mesmos que 0S
da expressdo (10.72), e considerando que a inversa de uma matriz, se
existe, € Unica, a matriz Jacobiana corresponde a inversa da matriz
apresentada na Equacdo (10.72). Logo, pode-se reescrever a Equacédo

(10.72) como:
oN, N,
X os
N _ryag| N
oy oc
N, i
0z on

(10.76)
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Entdo, as derivadas resultantes desta equagdo sdo utilizadas para
calcular cada um dos termos que constituem a matriz | B° |.

Finalmente, faz-se necessario definir um fator que relacione as
diferenciais de volume entre um ponto no dominio padrdo e o ponto
correspondente no dominio real do elemento. Este fator corresponde ao
determinante do jacobiano, que permite estabelecer a seguinte relacéo:

dQ =dxdydz =det Jdédddy (10.77)

Logo, a matriz de rigidez elementar pode ser reescrita da seguinte
forma:

:i [ [[[e] c[B detadedcdn  (10.78)

Em analogia, as matrizes de massa e de forca elementar podem ser
reescritas como:

[m°] Z [ .[.e[N  Jdetddedcdy  (10.79)

) f f f N, T b detddédsdn 1050

+f [N T £ detddedy

2.5) Integragiao numérica

Procurando facilitar a resolu¢do das integrais presentes nas
matrizes elementares, aplica-se a regra de Gauss de integracdo
numérica, de modo que as matrizes possam ser reescritas como:

[K*]=

ME’

P P2 P3 T
[z [B5(&.¢m) ] c[Bﬁ(cfi,e:,n.)]wmvvnwo] (10.81)

i m=1n=10=1

1
iR

[m°]= > (iprZ p[N% (& Gom) T [NO(E o) W W W, J (10.82)

i=L\m=1n=1o0
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P P2 P3
22D [N GG b W,
F® :Z m=1n=10=1 (1083)

+§ 3 [N 1w,

onde, &, ¢, ni s@o as coordenadas dos pontos de Gauss no sistema padréo

de coordenadas e Wy,, W, e W, 0s respectivos pesos de integracao.
Particularmente, nas integrais de volume foram utilizados 8

pontos de integracdo enquanto que nas integrais de fronteira apenas 3.






APENDICE 3
ELEMENTOS FINITOS EM ACUSTICA LINEAR

Nesta secdo sdo apresentados conceitos gerais, hipoteses e
algumas consideracdes que permitem determinar a expressdo que
governa a propagacao sonora em fluidos. Estas equagfes serdo o ponto
de partida para o desenvolvimento da formulagdo do modelo de
elementos finitos desenvolvido para calcular a radiagdo sonora dos
reatores.

3.1) Propagagao sonora em fluidos: Equagao de ondas
planas

Segundo Fahy [65], a esséncia do movimento mecanico esta na
ligacdo das variagcBes temporais e espaciais das grandezas fisicas
envolvidas. No caso de ondas sonoras, as grandezas envolvidas sdo:
pressdo, densidade e temperatura. As mesmas estéo ligadas via relagdes
termodinamicas, cinematicas e dindmicas.

No ar a sua volta, um cubo cujos lados apresentam 1 mm de
comprimento contém cerca de 2,687E+10 moléculas. Do ponto de vista
de acustica é conveniente e cientificamente aceitavel modelar fluidos
como um meio continuo. O modelo discreto molecular é substituido sem
qualquer restrigdo por um meio no qual as propriedades, estado e
comportamento em um ponto sdo expressos em termos de grandezas
governadas pelo estado médio de uma grande quantidade de moléculas
dentro de um “pequeno” volume que contém este ponto. Estas grandezas
sdo conhecidas matematicamente como varidveis do modelo. A regido
pode ser considerada “pequena” quando as mudangas espaciais das
variaveis que a atravessam podem ser expressas exatamente como o
produto dos gradientes espaciais locais das varidveis e a largura da
regido. Comumente o termo utilizado para expressar este conceito
denomina-se elemento de volume.

Numa andlise de elementos finitos espera-se alcangar bons
resultados admitindo uma discretizacdo maxima e exagerada, na qual o
elemento de volume tenha um comprimento correspondente a 4/100,
onde A corresponde ao comprimento de onda no meio de propagacao.
Logo, numa analise cujo meio é o ar atmosférico e o limite superior da
faixa de frequéncias corresponde a 10 kHz, o elemento apresentara um
comprimento de 3,43E-4 m. Para ter-se uma ideia da quantidade de
moléculas contida neste elemento de volume, basta comparar este valor
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com a distancia média percorrida por uma molécula entre choques
sucessivos no ar, 8E-8 m.

O conceito de particula é adotado para descrever o estado
cinematico de um fluido, esta denominagdo corresponde a uma entidade
ficticia que permite expressar o0s vetores médios de posicdo, velocidade
e aceleracdo das moléculas em uma pequena regido que contorna o
ponto de interesse. Note que a velocidade de particula, uma grandeza
vetorial, ndo esta relacionada com a velocidade média das moléculas
associadas, uma grandeza escalar. Na hipétese de meio continuo, um
fluido parado apresenta um vetor médio de velocidade de moléculas
zero.

O conceito de deslocamento continuo de particula implica em que
as moléculas associadas a esta particula ttm um deslocamento médio
nao aleatdrio sobreposto aos deslocamentos randémicos delas, de forma
gue a massa associada as mesmas seja submetida a este deslocamento,
similarmente ocorre com a velocidade e a aceleracao.

As pressdes e temperaturas de equilibrio dos gases que formam os
componentes da maioria dos sistemas de interesse em acUstica
apresentam um comportamento muito préximo de um gas perfeito, para
0 qual se pode escrever:

=RT (11.1)

o

onde p é a pressdo em Pa, T a temperatura absoluta em Kelvin, p a
densidade em kg/m® e R uma constante dada em funcéo do tipo de gas,
que para o ar atmosférico corresponde a 287 J kg *K™.

Em frequéncias dentro da faixa audivel, 20 Hz a 20 kHz, o fluxo
de calor entre as regides de baixa e alta temperatura sdo despreziveis,
porque as mesmas estdo tdo afastadas que os gradientes de temperatura
sdo muito pequenos para produzir uma conducdo de calor significativa.
Conclui-se, entdo, que a propagacdo do som representa um processo
adiabatico no qual a pressdo esta relacionada & densidade da seguinte
forma,

p=ap” (11.2)

onde a € uma constante, e 0 expoente y é a razdo entre calores
especificos a uma pressdo e a um volume constante, correspondente a
1,4 para o ar atmosférico.
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Som € por conseguinte um fendmeno essencialmente nao linear,
como se observa na Figura 191. No entanto, as infimas mudancas de
densidade e pressdo associadas aos niveis sonoros tolerados pelos seres
humanos séo tdo pequenas que o efeito de nédo linearidade tem um efeito
insignificante, de modo que a reta tangente & curva apresentada na
Figura 191, no ponto de equilibrio 0, é uma medida suficientemente
precisa da variagdo da pressao sonora com a densidade.

A

Po

Figura 191 — Relagdo adiabatica entre pressdo e densidade.

Através de relagbes trigonométricas e da definicdo de derivada,
pode-se escrever para o ponto de equilibrio:

tge:m:(@J (11.3)
pP=p \9p)

onde p-po representa a pressao sonora p’. Em condicGes normais de
temperatura e pressdo, o ar possui py = 101.325 Pa e po = 1,21 Kg/m®.
Note que o sub-indice 0 refere-se ao ponto de equilibrio.

A relacédo entre as variagdes da densidade sobre seu valor médio e
as correspondentes variagBes de pressdo sobre seu valor médio
determinam a velocidade de propagacdo do som no meio, que para o0
ponto de equilibrio pode ser obtida a partir da manipulacdo das
Equacgbes (11.2) e (11.3).
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[‘lpj _P7 o [P (11.4)
opJy  Po Po

Assim a Equacdo (11.3) pode ser reescrita da seguinte maneira:

PPy PP (11.5)

p pO pO p[)}/

A constante de proporcionalidade do gas poy € denominada médulo
de compressibilidade adiabatico, que para o ar possui um valor de
aproximadamente 1,40E+5 Pa ao nivel do mar.

O médulo de compressibilidade ou também denominado bulk
modulus, consiste na medida da rigidez de uma substancia ou da energia
necesséria para produzir uma dada deformacdo, sendo definido como a
razdo da variacdo da pressdo correspondente a uma fracionaria
compressao do volume.

dp
-y 11.6
K v (11.6)

O inverso desta grandeza denomina-se compressibilidade (Pa™),
logo, quanto maior o seu valor mais incompressivel é o fluido.

Em alguns casos, as ondas sonoras tomam uma forma
particularmente simples, denominada ondas planas, indicando que cada
grandeza acustica é uniforme ao longo de toda a superficie normal a
direcdo de propagacdo. Entretanto, com a varia¢do do tempo, os valores
de cada grandeza num plano qualquer variam simultaneamente de
acordo com a dependéncia temporal do mecanismo de geracdo da onda
sonora.

De acordo com Blackstock [66], 0 exemplo pratico mais simples
deste tipo de onda corresponde ao campo sonoro gerado por um pistéo-
rigido, que se move em uma das extremidades de um tubo rigido de
secdo transversal constante que apresenta uma terminacdo anecdica na
outra extremidade. Sup8e-se que 0 movimento de particula ndo pode ser
completamente uniforme ao longo de toda a secdo transversal, porque o
mesmo deve ser zero nas paredes, assim sendo, somos forcados a
admitir no modelo que o fluido apresenta uma viscosidade desprezivel.
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A hipétese de que o fluido ndo apresenta viscosidade proporciona
uma grande simplificacdo na andlise de campos acusticos, sendo
justificada pelo fato de que a negligéncia da mesma produz um erro
insignificante na analise da maioria dos problemas préaticos de interesse
de engenharia. As demais hipéteses admitidas neste modelo sdo de que
o fluido é homogéneo, de que suas propriedades sdo independentes da
direcdo, sdo isotropicos e que as perturbacBes acUsticas séo
suficientemente pequenas de modo que 0 mesmo se comporte como um
meio eldstico linear.

Estabelecidas as hipoteses do modelo, retorna-se ao exemplo
anterior, onde as Unicas forcas internas restantes que podem acelerar as
particulas de fluido resultam de variagGes espaciais da pressao sonora,
devido a auséncia de tensdes viscosas de cisalhamento.

Suponha gue o elemento de volume da Figura 192 corresponde a
um volume de controle fixo em relacdo ao eixo de referéncia para o qual
0 movimento do fluido é definido e que uma de suas faces esta
submetida a uma vazdo massica dada por (pu)dydz .

(pit)dydz
Figura 192 — Fluxo de massa através de um volume de controle.

Por tratar-se de um elemento com dimensdes infinitesimais as
variacdes de densidade e da velocidade de particula sofrem pequenas
alteragdes ao longo do elemento. Consequentemente, pode-se definir a
densidade e a velocidade de particula na face localizada em x + dx,
através da expanséo de Taylor:

op 0% p dx?
X+dX) = p+—0dX+——
A( )=p+ X7

+

(11.7)

. 2. 2
u(x+dx)=u +a—udx+a—l:di
OX ox- 2
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De acordo com a defini¢do de elemento “pequeno” os termos de
segunda ordem em diante podem ser desprezados, logo:

p(x+dx) = p+ 2P dx
OX
(11.8)

ax+dx) = a + P
oX

Assim, pode-se afirmar de que a vazdo massica que atravessa a
face do elemento, localizada em x + dx, é dada por:

. op . ou
m, =| p+——dx || U+—dx |[dydz 11.9
x (p o j( o jy (119)

A diferenga instantnea entre as taxas de fluxo de massa que
entram e saem do volume de controle na diregdo x é dada por:

A, = (pu)dydz —(p+a—’0dxj(u +@dxjdydz (11.10)
OX OX

Sabendo que p=p,+p"' e desprezando 0s termos muito
pequenos, a Equagdo (11.10) se reduz a:

AN, =—p, %:J( dxdydz (11.11)

Nas direcOes y e z, as faces do volume de controle também estdo
submetidas a uma determinada vaz&o, portanto, em analogia ao que foi
apresentado para a dire¢do X, pode-se determinar que:

. oV
A, =—p, 5dydxdz

(11.12)

z

Am, =—-p, Z—j dzdxdy
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onde u,v e ¢ correspondem, respectivamente, as componentes do vetor
velocidade de particula u nas direcdes x, y e z.

De acordo com o principio da conservacdo da massa, a taxa
instantdnea do aumento de massa no interior do volume de controle
deverd ser igual a diferenga instantanea entre as taxas de fluxo de massa
que entram e saem do mesmo, como segue

(%Dj dxdydz = A, + A, + Arh, (11.13)
ou seja,
0+ P) gyiyiz =—py | D+ DL % Nakayaz (11.14)
at ox oy o

Substituindo p’ através da relagdo apresentada na Equagdo (11.5),
obtém-se:

op' au N oc
F o yp | =+ 2+ 2 11.15
ot 7p°(ax oy azj ( )

O termo entre parénteses da Equacdo (11.15) é denominado
divergente do vetor velocidade de particula u, logo se pode reescrevé-la
da seguinte maneira:

8Ep = —y p,div(u) (11.16)

onde o produto yp, é o denominado mddulo de compressibilidade
adiabatico e o conceito de divergente é apresentado no Item 4.5) dos
Anexos.

Substituindo o0 médulo de compressibilidade definido na Equacéao
(11.4) e derivando a Equacdo (11.16) em relacdo ao tempo, obtém-se:

p) ,a(div(w)
(atz J_ Pt (11.17)
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O estado cinematico de um fluido em um instante qualquer é
representado em termos da distribuicdo espacial instantanea de seus
vetores velocidades de particula. Baseado nos principios da mecénica
classica, os quais podem ser aplicados a todos os interesses da
engenharia acustica, pode-se afirmar que as taxas de mudancas das
velocidades de particula estdo relacionadas as forcas totais atuantes
sobre elas.

Estas forcas normalmente sdo de dois tipos, as for¢as de campo,
também denominadas de forgas do corpo, e as forcas de superficie. As
forcas de campo ndo sdo muito significativas, pois as mesmas afetam
significativamente a propagagdo sonora somente em longas distancias.
Dentre as mais comuns destaca-se a for¢a da gravidade. J& as forgas de
superficie sdo decorrentes das tensdes normais e cisalhamentos que
atuam no elemento de volume.

Embora forcas viscosas afetem significativamente o movimento de
um fluido muito proximo de superficies s6lidas e dissipem energia
sonora na forma de calor durante a propagacdo do som, o
comportamento geral dos campos sonoros, nos gases e liquidos, pode
ser analisado com uma boa preciséo ao considerar que o fluido apresenta
uma viscosidade desprezivel.

Supondo a auséncia de forgas eletromagnéticas e considerando as
hipoteses feitas acima as Unicas forcas internas remanescentes que
atuam no fluido causando as aceleracdes de particula sdo aquelas de
superficie devido aos gradientes espaciais de pressdo. Logo, todas as
faces do elemento de volume, representado na Figura 193, estdo
submetidas a uma forca correspondente a pressdo atuante naquela
direcéo.

P

o /p+(g—§jdx

P

Figura 193 —Elemento de volume sujeito aos gradientes de pressdo na diregdo X.
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Para determinar as forgas atuantes no elemento se recorre a
segunda lei de Newton. Inicialmente devem ser determinadas as
aceleracbes atuantes no elemento, que se tornam mais perceptiveis
guando se faz uma analogia ao caso de um pequeno barco navegando
sentido a constricdo de um rio, representado na Figura 194.

Figura 194 — Aumento da velocidade de um barco navegando no sentido da
constricdo de um rio.

Mesmo que o fluxo em qualquer ponto ndo dependa do tempo, ou
seja, o fluxo seja constante, o barco é acelerado a medida que se desloca
para a regido onde o fluxo de agua é mais rapido. Matematicamente esta
parcela da aceleracdo é denominada convectiva, sendo calculada pela
razdo entre a diferenca das velocidades final e inicial, e o tempo gasto
para percorrer a distancia entre as duas posi¢Ges. Para um elemento de
volume,

U+@dx —u
o ok _au

= = 11.18
dt =& ox ot OX ( )

a, =

onde ox /ot —u quando ot — 0.

Agora, suponha que houve o rompimento de uma barragem a
montante do rio, a velocidade do fluxo em qualquer ponto ira variar, ou
seja, 0 fluxo torna-se transiente, resultando numa outra parcela de
aceleracdo dada por a, =0ou/ot. Sob estas condi¢Oes a aceleragdo do
barco é uma funcdo do tempo e da posi¢do, como mostra a Equagdo
(11.19).

au . au
a=a +a —»> a=—U+— (11.19)
a +a x T x
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Em ondas sonoras, com amplitudes pequenas o suficiente para
satisfazer a hipdtese de linearidade, a raz&o entre o segundo e primeiro
termo da Equacdo (11.19) é da ordem da razdo entre a velocidade do
som e a velocidade de particula. Desde que as velocidades de particula
sejam tipicamente da ordem de 10° m/s, o primeiro termo pode ser
seguramente negligenciado. No entanto, ndo pode ser negligenciado em
fontes de ruido geradas por escoamentos turbulentos como o de
exaustdo gerado por motores a jato.

Entdo, ao aplicar a segunda lei de Newton na direcdo x, tem-se

{ p- [ p+ (@j dxﬂ dydz = p(dxdydz)@ (11.20)
OX ot

Sabendo que p=p,+p', p=p,+p' € desprezando os termos
muito pequenos a equacao se reduz a:

op' ou
i R il 11.21
o Lo at ( )
Em analogia, nas direcGes y e z obtém-se:
op' v
@_ %
oy ot
(11.22)
op'_0g
az Pa

Utilizando o conceito de gradiente definido no Item 4.3) dos
Anexos, estas equacles de equilibrio de forcas em cada uma das
direcGes, podem ser escritas de forma compacta como:

Vp'+ p, % =0 (11.23)

Ao se aplicar o operador divergente a Equacdo (11.23), obtém-se:
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a5+, 2O _g w20

Substituindo a Equacdo (11.17) na Equacdo(11.24), obtém-se a
equacdo de ondas planas.

10°p
Vip'—— =0 11.25
p o2 o ( )

onde V? corresponde ao operador Laplaciano, definido no Item 4.5) do
Apéndice 4.

A partir deste ponto a pressdo sonora p’ passara a ser representada
simplesmente por p, para facilitar e simplificar o desenvolvimento das
demais equac0es.

Admitindo a propagacdo de ondas sonoras harmonicas, ou seja,
ondas continuas em uma frequéncia constante o, a pressdo sonora p em
um ponto qualquer varia com a frequéncia, como mostra a Equagdo
(11.26):

p = Pel (11.26)

onde P, corresponde a amplitude complexa da pressdo sonora em um
ponto qualquer.

Substituindo a Equagdo (11.26) na Equagdo de ondas planas,
definida em (11.25), obtém-se a equacéo de Helmholtz:

V’P+k’P =0 (11.27)

onde, k =m/c,denomina-se 0 nimero de onda. Note que, embora a
equacdo de Helmholtz seja valida apenas para ondas sonoras de
frequéncia constante, utilizando os principios da transformada de
Fourier e analise espectral, ela pode ser resolvida repetidamente para
gue seja construida a solucdo de ondas periddicas ou transientes.

3.2) Aplicagio do principio dos trabalhos virtuais (PTV)

Considere uma superficie vibrante T'; que esta imersa em um meio
acustico, como se observa na Figura 195.
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Figura 195 — Representacéo da radiagdo sonora de um corpo flexivel imerso em
um meio acustico.

Se T'; é completamente cercado por uma superficie esférica I,
entdo a pressdo sonora irradiada por I'; é obtida através da solucéo da
Equacio de ondas planas, definida anteriormente na Equag&o (11.25), no
volume Q, o volume entre I'; e T, Sujeito as condi¢es de contornos
impostas em I'j e I'e. Portanto:

2
Vzp—ciz%:O em xeQ (11.28)
0

e na fronteira T, baseado no equilibrio de forcas apresentado na
Equacdo (11.21) pode-se estabelecer que:

P___ N,
an_ P a

em x eT; (11.29)

onde v, é a velocidade normal da superficie.

Admitindo que na interface a velocidade normal da superficie é
igual & velocidade de particula normal a superficie, a Equagéo (11.29)
pode ser reescrita como:

op N
P -poU, em x eI (11.30)
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Admitindo que o0 movimento das particulas seja do tipo harménico,

ou seja, u=Ue!*  pode-se definir a velocidade e a aceleracdo de
particula como:

U= jolJe' = jou (11.31)
i =-o’Ue™ = jou (11.32)

Desta forma a condicdo de contorno na fronteira T'; pode ser
reescrita em termos de velocidade de particula como:

P __jpot, emxeT, (11.33)

on

Na fronteira I's suponha que a impedancia acustica Z, definida pela
razdo entre a pressdo sonora e a velocidade de particula, é conhecida,
logo uma nova condigdo de contorno na fronteira T'e pode ser
estabelecida.

P__j poa)zp em xel, (11.34)

on

onde Z representa a impedancia aclstica sobre a superficie T..
Admitindo que o raio da esfera é grande o suficiente de modo que as
ondas que atravessam I'. sdo ondas planas, a impedancia acustica pode
ser definida como:

Z = p,C, (11.35)
Segundo White e Walker [67], em situacBes em que o raio da

esfera ¢ menor, as ondas que atravessam a fronteira I'y comportam-se
como ondas esféricas, isto implica em dizer que:

Z =p,c,[1+1/ jkR)™ (11.36)

onde R ¢ o raio da superficie I'..
Para que a equacdo de ondas planas e as respectivas condi¢des de
contorno nas fronteiras sejam resolvidas pelo método de elementos
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finitos elas deverdo ser expressas na forma de equagdes integrais e ndo
na forma de equacdes diferenciais. Entdo, assim como foi feito no
modelo estrutural aplica-se o principio dos trabalhos virtuais para a
obtencdo da Forma Fraca destas equagoes.

Neste principio a primeira coisa a se fazer é identificar as
caracteristicas principais da solucdo, que neste caso corresponde a
pressdo sonora, para poder procura-la apenas no conjunto de fungdes
que a possuem.

Assim, sdo definidos os seguintes conjuntos de funces:

a)  Conjunto das pressoes admissiveis P,,,.

E o conjunto de todas as funcdes de pressdo que satisfazem as
condi¢des de serem continuas e diferenciaveis por partes do dominio e
que satisfazem as condi¢des de contorno do problema nos pontos onde
se tem pressOes prescritas, ou seja:

Pan ={P(X): p(x)=p Vxel,} (11.37)

b)  Conjunto das variagoes de pressao P,

var

Suponha que em um dado instante 0 meio acUstico analisado
sofre uma perturbacdo causada por uma pressdo pi(x), sendo que
p,(x) € P, . Se por alguma razdo o campo acustico sofrer uma nova
perturbacdo, uma nova pressdo pp(x) ocorrera, sendo que a mesma
também pertence a P,qm. A diferenca entre estas duas fungdes arbitrarias
p1(X) e pa(X) pertencentes ao conjunto P,gm, € uma terceira funcdo p(x)

que possui o valor zero em pontos xeI",. Observe que esta fungéo,

p(x), ndo pertence mais ao conjunto P,y Uma vez que o seu valor na
fronteira é nulo. Portanto:

Po ={P(X): p(X) =0 vx e[} (11.38)

Se a funcdo pressdo aplicada no lado esquerdo da equacdo de
ondas planas (11.25) for a solugdo exata do problema, o resultado do
lado direito sera zero. Por outro lado, se a funcdo p usada for uma
funcdo qualquer, o resultado ndo serd nulo. Logo, uma funcéo residuo
r(x) resultante deste erro pode ser determinada:
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2
Vzp—ciz%:r(x) em xeQ (11.39)
0

Para verificar se a funcdo residuo é nula em todo ponto do seu
dominio, faz-se a seguinte operag&o:

Lr(x) p(X)dQ (11.40)

sendo P(x) uma funcdo arbitraria conhecida, pertencente ao conjunto
Pvar-

Pode-se afirmar que a Unica funcdo r(x) que produz um valor
nulo na integral acima para toda fun¢do p(x)<P,, ,éafuncdo r(x)=0
. Isso equivale a dizer que:

Lr(x) p(x)dQ=0 (11.41)

Substituindo a funcéo residuo definida na Equacdo (10.27) na
equacao acima, obtém-se:

jﬂ[vzp(x)— L azg’tgx)]ﬁ(x)dgzo (11.42)

¢’

Eliminando a dependéncia explicita em x e simplificando a
notacdo da derivada segunda da pressdo em relagdo ao tempo por

obtém-se:
vazde—Lﬁcizde:O (11.43)
0

Usando o conceito de divergente apresentado no Item 4.5), a
equacdo pode ser reescrita como:

. 1.
jﬂ PV - (Vp)dQ - L? ppdQ =0 (11.44)
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A fim de inserir as condi¢Bes de contorno nas fronteiras, faz-se o
uso do conceito da derivada do produto de funcGes, definido no Item
4.7), para estabelecer que:

V- (Vpp) = pV-(Vp) +Vp-Vp

. T (11.45)
pV-(Vp)=V-(Vpp) - Vp-Vp

Substituindo esta expressao no integrando da primeira parcela da
Equacdo (11.44), obtém-se:

[ V-(vpp)d— | vp-Vpda- Cizf)pdgzo (11.46)
0

Ao aplicar o teorema da divergéncia, apresentado no Item 4.6), na
primeira integral da Equacéo (11.46), obtém-se que:

[ pvp-ndr—[ vp-vpda- Cizppdgzo (11.47)
0

Conforme apresentado na Equacdo (12.19) o produto interno da
primeira integral da Equagéo (11.47) pode ser escrito de tal forma que:

~[ Op . 1
Lp(%)dF—LVp-Vde—Lgpde—O (11.48)

Agora torna-s possivel inserir as duas condi¢des de contorno
definidas em (11.33) e (11.34)Substituindo este resultado na Equacédo
(10.32) obtém-se:

-[,p ipot, dri— [ ﬁ(jpowzpjdre
. (11.49)
—LVﬁ-Vde—L—Zﬁde:O
CO

Assim, a forma fraca do problema de acustica linear, formulado
em termos de pressdo sonora e considerando uma perturbacdo do tipo

harménica p = Pe! é dada por:
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. A . . A p
u, dT, — |dT
jo[ p pu, .+ijrep(pozj :

+LVp VpdQ - a)L ppdQ2=0

(11.50)

3.3) Solugdes aproximadas

O método de elementos finitos deseja obter uma solucdo
aproximada para a forma fraca do problema de acustica linear, definido
na Equacdo (11.50). Para isso, sdo necessarias aproximacdes para as
fungdes representadas por p(x) e p(x) .

De forma geral, a pressdo p(x) é aproximada através da seguinte
combinag&o linear de n fungdes:

PO =X N P (11.51)

sendo Nj(x) as funcdes de interpolagdo globais e p; os coeficientes de
ponderacdo a serem determinados.
Analogamente, a aproximacdo para a funcdo p(x) é dada por:

p.(%) =i[N,—(X)] P, (11.52)

j=1

sendo ; os coeficientes de ponderagdo a serem determinados.

Substituindo as Equagdes (11.51) e (11.52) na Equagdo (11.50),
obtém-se:

ja)J'ri[Nj] ﬁj - pou, dI
3 =0 (11.53)
j

N +jwjre[Ni] P | 2o NP dr’,
¢ ( =
TR+ [ VN B p, dQ

-0 L [ p, dQ
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Define-se amatriz B, =V N, . Em forma expandida:

o]
x
B | T (11.54)
oy

oN,
Loz |

Logo, a Equacdo (11.53) pode ser reescrita como:
ja)jri[Nj] B, - pou, dI;
. +jwjre[Nj] p, ,(po Nizpi dee
2.2 A
T [8]p 8 n a0

—szCOiZ [N ] B - N p dQ

-0 (11.55)

Sabendo-se que P; € constante e utilizando uma propriedade de

algebra relacionada a transposi¢do de matrizes, pode-se reescrever a
Equagdo (11.55) como:

ij‘n poun[Nj]Tdri
+ja)jre(%[Nj]T N, drej D

. ~0| (1156)
= Tl+[ [8,] B da - p

_"’ZLé [NJ]T N, dQ p,
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Como a Equagéo (11.56) é nula, independente do valor de p; ,
é necessario que o termo entre colchetes seja nulo, logo:

[[B] B do
Zn: —a)ZLCiz[NJ]T N, dQ | p =)

n
i=1

jof pu,[N; ] dr, (1157)

Il
5N

+jwjre%[Nj]T N, dT,

com o sub-indice j=1, 2, ..., n. Onde n corresponde ao nimero de nos
gue compde a malha de elementos finitos.
Reescrevendo de uma forma compacta:

K, -o*M, +joD, P =—joF, (11.58)

a

sendo que estas matrizes globais necessarias para determinar o vetor das
incdgnitas, neste caso representado pela pressdo sonora {P}, sdo dadas
respectivamente por:

K :JQ[Bj:'T B dQ

ac

M, =Lci2[Nj]T N, dQ
(11.59)

0
N Jre%[Nj]T N, dT,

Fac = _Lpoun[Nj]T drl

O
Il

Do ponto de vista operacional a constru¢do das matrizes [Kqc],
[Macl, [Dac] € [Fac] @ partir da integracdo das fungdes de forma néo se
mostra um procedimento tdo eficaz, portanto, prefere-se fazer uma
analise local para um elemento e da discretizacdo, entdo, pode-se
escrever as aproximacgfes da seguinte maneira:
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e

p%, 00 =Y [ N(0)] p, (11.60)

i=1

sendo ng 0 nimero de nés do elemento.
Logo, as respectivas matrizes e vetores locais para o elemento e,
denominadas matrizes elementares sao:

[Keu]-3 L[] [BJece
(M=% [l T [ Joce

oS A0
o :i P

Ne

Fo = [ oot [Ny ] dre
i=1

comj=1, 2, ..., Ne.

Desta forma, assim como no caso estrutural a construcdo das
matrizes e vetores globais baseia-se na superposi¢do das matrizes e
vetores locais obtidos para cada elemento da discretizagao.

Observe que no caso do problema de acustica, ao se utilizar o
elemento so6lido H8, tem-se somente um grau de liberdade por nd,
referente & pressdo sonora, logo a ordem das matrizes elementares
[K®c], [IM®5c] e [D°4c] sera (8x8) e {F°..} seréa (8x1).

Finalmente, deve-se solucionar o sistema de equacbes algébricas
global, definido em (11.58), a fim de se obter os valores das incdgnitas
{pi} para a aproximacéo.

3.4) Mapeamento

O mapeamento no modelo acustico € idéntico aquele apresentado
para 0 modelo estrutural, exceto para as matrizes [D%] € {F s}, que por
se tratar de uma condicdo de contorno de fronteira requer que o
mapeamento seja feito no espago bidimensional, como serd explicado a
seguir. Embora haja esta diferenca o procedimento € idéntico aquele
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explicado no caso estrutural, uma vez que 0s elementos aqui usados
também sdo isoparamétricos.

Entdo, para as matrizes [K°c] e [M°] definidas no espaco
tridimensional o mapeamento de todo o ponto do elemento hexaédrico
padrdo, apresentado na Figura 190, para o elemento hexaédrico no
dominio real (x,y,z) pode ser feito a partir das funcdes de interpolacéo
deste elemento hexaédrico linear, definidas pela Equacao (9.5), usando
as expressoes:

x &.&n =xN, §&n +xN, §,8,n +..+%Ng &,4,7m
y &.¢&in =yiN; &&m +y,N, &8m +..+ YNy §,&07m (11.62)
z&¢m =N, {8 +7,N, £,8n +..+,Ng §,&m

onde x;, yi € zj S0 as coordenadas dos nés do elemento.

Desta forma, as mesmas fungdes de interpolacdo usadas para
mapear 0 elemento sdo usadas para interpolar a variavel de interesse,
gue nesse caso corresponde a pressdo sonora, a partir das seguintes
relacoes:

P XYz =pN, &6 +P,N, S & +.. 4PNy 567 (11.63)

Assim, para a matriz [K®,] definida na Equacéo (11.61), onde a
matriz [B°] é definida em termos das derivadas parciais das fungdes de
forma em relacdo a x, y e z faz-se necessario usar artificio matematico
que resulta na determinacdo da matriz Jacobiana, uma vez que agora as
funcbes de forma sdo definidas em termos das coordenadas padréo & £
n. Portanto:

N N Ny N
o T T ox o& oy oF o1 Of
NN X Ny N e
& X oL oy o o
oN, oN, ox oN, oy oN, oz
— XY, =——t———+——
on ox on oy on oz oy

em forma matricial,
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N} [ oy a(oN, oN, N,
oG o5 ¢ 0% || ox X o5
Ml oy 2B oy (Nl (11.65)
og | |9¢ d¢ o || oy e
N| | x oy all, N, N,
on) |lon on on|la a on

onde J é a denominada matriz Jacobiana. Observe que a matriz do

lado esquerdo corresponde exatamente a matriz [B®] definida na
Equacdo (11.54)

Entdo, resta apenas determinar o determinante do jacobiano, para
estabelecer o fator que relaciona as diferenciais de volume entre um
ponto no dominio padrdo e o ponto correspondente no dominio real do
elemento, de forma que a matriz [K®,] seja defina por:

[K*, ] :i [ . [[Br][B]detidzdcdy  (11.66)

Em analogia, a matriz [M®,.] pode ser reescrita como:

[Meac]:_nzfl [, Lciz[Nf]T [N ]detddedsdy  (11.67)

Ja para determinar as matrizes [D%c] e {F‘x} como foi
mencionado no inicio desta secdo, 0 mapeamento deve ser realizado no
espago bidimensional, uma vez que estas matrizes dependem de
condicdes de contorno que sdo aplicadas na superficie de andlise, o
deslocamento e a impedancia normal a superficie.

Particularmente, no caso da matriz {F°,.} tem-se interesse na face
interna dos elementos que formam a superficie interna da malha
acustica, como se observa na Figura 196.
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y

Figura 196 — Face do elemento na qual se aplica a condicdo de contorno de
deslocamento.

Observe que a altura da face pode ser calculada facilmente
através da diferencga entre as coordenadas z; e z; ou z39 € Z3;. Por outro
lado, o comprimento da face, representado pelas arestas entre 0s nés 1 e
10 ou 2 e 11, ndo pode ser obtido simplesmente pela diferenca entre as
coordenadas globais de dois ndés, uma vez que a direcdo dos eixos
globais ndo esta paralela a estas arestas. Portanto, para que esta matriz
possa ser determinada faz-se necessario criar um sistema de
coordenadas local x’-y’, sendo que o eixo Y’ coincide com a face do
elemento em andlise, como se observa na Figura 197 para um
determinado elemento.

Figura 197 — Criacdo do sistema de coordenadas local x’-y’. (a) Vista superior
(b) Vista isométrica do elemento.

Para determinar a origem do sistema de coordenadas local,
calcula-se o valor médio das coordenadas x e y dos 4 n6s que constituem
a face interna do elemento em anélise, ou seja, 0s 4 primeiros nés da
matriz conectividade:
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XXX X,

_ YitYo+tYs+Y, (11.68)
4

Yo 1
sendo que o angulo O pode ser determinado através da relagdo
trigonométrica:

6 =tan™ {%] (11.69)

Desta forma faz-se necessario transformar as coordenadas dos
no6s desta face do elemento do sistema global para o sistema local de
coordenadas. Segundo Sciavicco e Siciliano [68] esta conversdo pode
ser feita usando as seguintes matrizes:

-1
Xioc cos@ -send | | x X

= - (11.70)
Yioe sengd  coséd y Yo

onde, Xjoc € Yioc COrrespondem as coordenadas do n6 no sistema local de

coordenadas e x e y correspondem as suas coordenadas no sistema
global de coordenadas.

n z

4 1 10 1

Figura 198 — Mapeamento do elemento no dominio padréo para o dominio real.

Finalmente, o mapeamento de todo o ponto da face interna do
elemento hexaédrico, que corresponde a um elemento padréo bi linear
retangular Q4, apresentado na Figura 198, para o elemento no dominio
real (y’, z) pode ser feito a partir das funcdes de interpolacdo deste
elemento usando as seguintes expressoes:

y' 5177 :y1‘N1 5177 +3/2'N2 5!77

. . (11.71)
+Y;'Ny &7 +Y,'N, &7
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z é:v77 :ZlNl fﬂ] +22N2 5,’7

(11.72)
+Z,N; &n +7,N, &\

onde y; e z; sdo as coordenadas dos nos do elemento e Ni(&7) as fungbes
de forma do elemento, definidas neste caso como:

1
N,== &+1 1-
177 g n
1
N,== &+1 n+1
1‘ (11.73)
N,==— 1- +1
377 s n
1
N4=Z 1-& 1-7g
Sendo assim, a matriz {F°,.} é dada por:
Z [ [ oo, [NyT detadeds (11.74)

onde [J] corresponde a matriz Jacobiana, que neste caso relaciona o
dominio padrdo com o dominio real da seguinte forma:

N [y (N, N[N,
ol _| 9 050y ou O 1 _ R (11.75)
Ny e, aN o,
on on on |l éaz on oz

Particularmente, no caso da matriz [D°%c] onde se aplica a
impedancia, tem-se interesse na face externa dos elementos que formam
a superficie externa da malha acustica, na face superior dos elementos
que formam a superficie superior da malha acustica e na face inferior
dos elementos que formam a superficie inferior da malha acustica, como
se observa na Figura 199.



Apéndice 3. Elementos finitos em acustica linear 242

200

209 209
1 1 B
200 B
, 10 , 10 g
)—x 199 x 199)—)( 199
y y y

Figura 199 — Faces dos elementos onde se aplica a condi¢do de contorno de
impedancia.

Observe que no caso da impedancia aplicada na superficie
externa da malha deve ser criado um sistema de coordenadas local, igual
aquele definido na Figura 197, s6 que posicionado sobre a face externa
do elemento. Logo, para determinar a origem do sistema de coordenadas
local, calcula-se o valor médio das coordenadas x e y dos 4 nés que
constituem a face externa do elemento em analise, ou seja:

KX XX

% 4

yo — y5 + y6 -4'-y7 + y8 (11.76)

Neste caso 0 mapeamento também é idéntico aquele definido
para a condicdo de deslocamento, Equacdo (11.71), sé que neste caso 0s
no6s da face externa é que sdo usados no mapeamento, como mostra a
Figura 200.

3 2 ye 209 200

“ s

4 1 208 189
Figura 200 — Mapeamento do elemento no dominio padréo para o dominio real.

Desta maneira, a equagio que define a matriz [D®,] é dada por:
Ne T
[De“]:;fl [N T [N Joetadedy  aa77)

onde [J] corresponde a matriz Jacobiana definida na Equacéo (11.75).
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Por outro lado, no caso da impedancia aplicada nas superficies
superior e inferior da malha, deve-se criar um sistema de coordenadas
local X’, y’ conforme observado na Figura 201.

Figura 201 — Criacdo do sistema de coordenadas local x’-y’. (a) Vista superior
(b) Vista isométrica do elemento.

Para determinar a origem do sistema de coordenadas local,
calcula-se o valor médio das coordenadas x e y dos 4 nés que constituem
a face superior interna do elemento em andlise, ou seja:

_X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7+X8

B 8

Vit Yot Vi Yat Vst Ve + Yo Y
8

(11.78)

Yo

O mapeamento de todo o ponto da face superior ou inferior do
elemento hexaédrico, que corresponde a um elemento padréo bi linear
retangular Q4 para o elemento no dominio real (x’, y’) pode ser feito a
partir das fungdes de interpolacdo deste elemento usando as seguintes
expressoes:

X168 =X%'N, &8 +%'N, &,¢

(11.79)
+%'N; §.¢ +%'N, &,

y' && =Vi'N &8 +Y,'N, &.¢

(11.80)
+Y3'N; &,¢ +Y,'N, &,.¢
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onde x’; e y’; sdo as coordenadas dos nds do elemento da face superior
ou inferior, como mostram a Figura 202 e Figura 203, e N; (&) as
funcGes de forma do elemento, neste caso definidas como:

1
N=— &+1 1-¢
4
N, = 1 1-¢& 1-¢
f (11.81)
N,=— &+1 £+1
4
1
N,=— 1-¢ £ +1
4
4 X
4 3 208 199
/\ y
2 1 10 1
Figura 202 — Mapeamento quando se aplica impedancia na superficie inferior da
malha.
:' aX
4 3 209 200

2 1 1 2

Figura 203 — Mapeamento quando se aplica impedancia na superficie superior
da malha.

Entdo, neste caso a matriz [D%,] é definida como:

Z f ST[NSJdetadeds  (11.82)

onde, os termos da matriz [N] sdo definidos pela Equacdo (11.81) e a
matriz Jacobiana [J] é dada por:
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ONi | foy' x| [N, N, N

Ool_| 0 deljoy'l o Jol_ 5oy (11.83)
ON; |1 y" X' oN, N, oN; '
oc | lac oc |l axt oc '

Como todo procedimento de calculo deste modelo acustico
baseia-se na conectividade definida para um elemento tridimensional, no
caso das condicdes de contorno de fronteira que séo definidas na face do
elemento, alguns termos das matrizes elementares referentes aos nés que
nao fazem parte da face de interesse tem valor zero.

Especificamente, para a condi¢do de contorno de deslocamento, a
matriz elementar tera os seguintes termos nao nulos.

5678]

X X X X[k
X X X XN
X X X X|w
X X X X[

(11.84)

CO~NO O WN

Ja para a condicdo de contorno de impedancia aplicada na
superficie externa da malha acUstica, a matriz elementar terd os
seguintes termos ndo nulos.

1234567 8]

(11.85)

CO~NO O WN
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X

Para a condicdo de contorno de impedancia aplicada na superficie
inferior da malha acustica, a matriz elementar terd os seguintes termos
n&o nulos.
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12345678

11x X X X

2

3

41x X X X (11.86)
5|x X X X

6

7

8|x X X X

Enquanto que para a condicdo de contorno de impedancia
aplicada na superficie superior da malha acustica, a matriz elementar
terd os seguintes termos néo nulos.

12345678

1

2] X X X X

3] X X X X

4 (11.87)
5

6] X X X X

7] X X X X

8

3.5) Integragido numérica

Procurando facilitar a resolugdo das integrais presentes nas
matrizes elementares, aplica-se a regra de Gauss de integracdo
numeérica, de modo que as matrizes possam ser reescritas como:

<3

[Mme.]= [i p3(Clz[Nf(gﬁ.cﬁ.m)T[Nf(gﬁ,ci,n.)]wmvvnwojj (11.89)

=]

M=

Y [Brcom)] [Bf(é,a,m]wmvvnwoj (11.88)

n=1o0=1

N
1N
3
I

iR

=]

N
iR

m=1n=1o0=1

el

2

MF

( 0[Nje(égiaﬂi):r[Nie(finﬂi)JWmWn]j (11.90)

n=1

3
I
JiN
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[D,.]= [ pl i(’;’[Nf(c;,e:)]T[Nf(fi,ci)]wmvvo)j (11.91)
Ne (P P2 T
P :Z[Z 4 poun[Nje(fivUi)] W, W, J (11.92)

onde, &, ¢, #; sao as coordenadas dos pontos de Gauss no sistema padréo
de coordenadas e W, W, e W, 0s respectivos pesos de integracdo. Aqui
também nas integrais de volume foram utilizados 8 pontos de integracéo
enguanto que nas integrais de fronteira apenas 3.






APENDICE 4
CONCEITOS MATEMATICOS FUNDAMENTAIS

Relembram-se, nesta secdo, algumas nocdes de calculo que sdo
de fundamental importancia para a compreensdao das formulagdes
apresentadas neste trabalho.

4.1) Produto escalar

De acordo com Boldrini et al. [69] o produto escalar de vetores é
um caso particular do conceito mais geral de produto interno, o qual
pode ser aplicado a outras entidades matematicas, tais como funcfes e
tensores.

O produto escalar de dois vetores a e b é o resultado do produto
do comprimento (também chamado de norma ou mddulo) de a pela
projecdo escalar de b em a.

a-b=|a||b|cos® (12.1)

onde 6 é o angulo formado pelos vetores, e |a] e |b|] sdo seus
comprimentos.

Note que ndo é necessario mencionar nenhum sistema de
coordenadas para se obter o valor do produto escalar. A formula acima é
valida independente do sistema de coordenadas.

Graficamente, o produto escalar entre dois vetores pode ser
representado conforme se observa na Figura 204.

/

|A| cosf
Figura 204 — Representacdo geométrica do produto escalar.

Em um sistema de coordenadas ortonormal de n dimensoes, onde
escrevemos os vetores a e b em termos de componentes como:
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a=|a a .. a] e b=lb b .. b (122

O produto escalar entre a e b é escrito como sendo:
a-b=>ah =ab +ab, +..+ab, (12.3)
i=1

A expressdo acima nos fornece uma forma de obter o
comprimento de um vetor qualquer em termos de suas componentes:

la|=va-a=\a?+a} +..+a; (12.4)

O produto escalar de vetores tem as seguintes propriedades:
a) E comutativo

a-b=b-a (12.5)
b) Distributivo em relacdo a adicdo de vetores:
a-(b+c)=a-b+a-c (12.6)
¢) Compativel com a multiplicacéo escalar, tal que
(na)-(n,b) = (n,n,)(a-b) (12.7)

4.2) Produto vetorial

A notacdo do produto vetorial entre dois vetoresae b éax b, e
defini-se como:

axb=n

al|b|send (12.8)

onde 0 ¢ o angulo formado entre a e b (0° < 6 < 180°) no plano definido

pelos dois vetores, e i é o vetor unitario perpendicular a ambos os
vetores.
O problema com esta definicdo & que existem dois vetores

unitarios que sdo perpendiculares a a e b simultaneamente: se i é
perpendicular, entdo -A também o é.
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O resultado correto depende da orientacdo do espaco vetorial, isto
é, da quiralidade do sistema de coordenadas (i, j, k). O produto vetorial
a x b é definido de tal forma que (a,b,axb) se torna destro se (i, j, k) é

destro ou canhoto se (i, j, k) € canhoto.

Uma forma facil de calcular a direcdo do vetor resultante é a
“regra da médo direita". Se um sistema de coordenadas é destro, basta
apontar o indicador na dire¢do do primeiro operando e o dedo médio na
direcdo do segundo operando. Desta forma, o vetor resultante é dado
pela direcdo do polegar.

O produto vetorial pode ser representado graficamente, com
respeito a um sistema de coordenadas destro, como se observa na Figura
205.

axb

3)

bxa
=—axh

Figura 205 — Representac¢do gréafica do produto vetorial.

O vetor unitario, i, j e k para um determinado sistema ortogonal
de coordenadas deve satisfazer as igualdades apresentadas na Equacéo
(12.9).

ixj=k jxk=i kxi=]j (12.9)

Desta forma as coordenadas do resultado do produto vetorial de

dois vetores podem ser calculadas facilmente, sem a necessidade de
determinar-se qualquer angulo. Seja:

a=ai+a,j+ak e b=bi+b,j+bk (12.10)
axb=[a,b, —a;b,,a,b —ab;,ab, —ab] (12.11)

A notacdo acima também pode ser escrita formalmente como o
determinante de uma matriz:
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i j k
axb=det|la, a, a, (12.12)
bl bZ b3

Dentre as propriedades algébricas destacam-se:
a) O produto vetorial é anticomutativo:

axb=-bxa (12.13)
b) Distributivo em relacdo a adicdo de vetores:
ax(b+c)=axb+axc (12.14)
¢) Compativel com a multiplicacdo escalar, tal que
(ra)xb=ax(rb)=r(axb) (12.15)
d) Nao ¢ associativo, mas satisfaz a identidade de Jacobi:
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axh)=0 (12.16)

4.3) Operador gradiente

Suponha que f é uma fungdo que fornece valores escalares, mas
gue depende do vetor posicdo x =(X,y,z) de um ponto do corpo solido.

Denotando esta fungdo por f(x) o seu vetor gradiente € dado por:

o (x)
o f(X),
{Vf (X)}= AL oy {VE0}=1 F(x),, (12.17)
& f(X)
o (x) N
oz

Nesta notagéo recorre-se ao uso do operador nabla, denotado pelo
simbolo V e definido por:
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V:i|+ij+£k (12.18)
ox oy oz

Segundo Fancello e Mendonca [64], o gradiente de uma funcédo
escalar f(x) ainda pode ser definido como uma funcéo vetorial tal que:

Vi (X)- n_af(x)

(12.19)

onde, n é um vetor unitario e of (x)/on é a derivada direcional da

funcéo escalar f(x) na diregéo n.
Seja f agora uma funcéo vetorial dependente das variaveis x, y e
z, ou seja, f="~(xy,z)=f(x). Desta forma, f tem componentes nas

diregdes x, y e z. Logo

£ (X)
{FOOF=11,(x) (12.20)
fZ (X)

Nesse caso, o gradiente de f(x) é dado por

(12.21)

Vf(x){afm o (x) af(x)}

x oy o

Por sua vez como f é uma funcdo vetorial, cada um dos
componentes do lado direito da equacdo (12.21) é um vetor analogo ao
da Equacdo (12.17). Expandindo cada um dos componentes do tensor
tem-se que:

o (x)  of (x)  of (X) ]
OX oy oz
VE(X) = afyaix) afgsx) afgix) (12.22)
of,(x) of,(x) df,(x)
OX oy oz
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ou ainda,
f, (X),, fx(x),y f, (),
vi(x) =| f,(x),, f,(x),, f,(x), (12.23)
£, (%), (%),

Assim, conclui-se que o gradiente de uma funcéao vetorial f é uma
matriz de ordem 3. Na verdade a equacgdo (12.22) é a representacéo
matricial do tensor VT (x) segundo o sistema cartesiano.

As principais propriedades algébricas do vetor gradiente sdo:

a) Multiplicacdo por uma constante k real

Vkf =kVf
b) Adicao
V(g + f)=Vf +Vg
¢) Subtracéo
V(g-f)=Vf -Vg
d) Produto
V(fg) = f Vg + gVf

e) Quociente (sendo g#0)

2

g9 g9

4.4) Tensores

V{ij:gi-ng

(12.24)

(12.25)

(12.26)

(12.27)

(12.28)

Note que ao se multiplicar a representagdo matricial do tensor
Vf(x)dada na Equacdo (12.22) por um vetor v com componentes

cartesianas (Vy, Vy, V), obtém-se como resultado outro vetor, ou seja:
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[of  of, of of, of, «
V,+—V, +—V,
X oy oz . d oy ' o
of, of of X of of of
—~ X Yy =y Yy + Yy + Ly (12.29)
oXx oy oz vy OX oy 7 oz
of, of, of |*° of, of, ,
o 2 —V, + =V, + 2V,
| ox oy o | x ooy @

Assim, de acordo com Bittencourt e Neto [70], define-se um
tensor T como uma transformacdo linear do espago vetorial $ em 9.
Logo, pode-se dizer que um tensor T é uma transformacdo linear que
associa a cada vetor u, outro vetor v através da operacao:

Tu=v (12.30)

Assim, para quaisquer u,v €9, tem-se:

T(u+v)=Tu+Tv VYuved
(12.31)

T(av)=aTv Wed VaeR

De forma geral, dados os vetores uy,u,,...,U, € escalares oy, ay,...,
o as relagBes anteriores podem ser resumidas como:

T(u, + U, +...+a,u,) =Ty, +...+, Tu, =T(u,) =, Tu, (12.32)

O conjunto de todos os tensores forma o espaco vetorial L, se a
adicdo e a multiplicagdo por escalar forem definidas ponto a ponto, ou
seja, S+T e aS (a € R ) sdo os tensores definidos por:

(S+T)v=Sv+Tv (12.33)
(aS)v=a(Sv) (12.34)

A forma com a qual se definiu o conceito de tensor, acima,
permite que se faca uma associacdo biunivoca entre tensores e matrizes.
Dessa maneira, as operagfes matriciais equivalentes as duas Ultimas
operacdes tensoriais sdo, respectivamente, a soma e o produto por
escalar usualmente conhecidos do estudo de matrizes.
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4.4.1) Soma de tensores

A soma de dois tensores S e T em forma matricial é dada por:

S+T =S +T (12.35)

4.4.2) Produto de tensores

O produto ST de dois tensores S e T é o tensor que define a
transformacdo composta,

ST=SoT (12.36)
ou seja,
(ST)v=S(Tv) Wweg (12.37)
As componentes de ST sdo dadas por

ST=ST TS=TS (12.38)

e portanto, de forma geral, o produto de tensores ndo é comutativo, isto
é:

ST =TS (12.39)

Tomando os tensores S, T e V verifica-se, com base na
associatividade do produto entre matrizes que:

(S(TV))v = S((TV)v) = S(T(W)) = (ST)(W) (12.40)
= S(TV)=(ST)VV '
Portanto o produto entre tensores também é associativo.

4.4.3) Tensor transposto

O tensor transposto de S, denotado por S', é definido como o
Unico tensor satisfazendo a propriedade:

u-(Sv)=(S'u)-v uved (12.41)
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Portanto, as seguintes propriedades sao validas

(S+T) =S"+TT
(ST)' =T's’ (12.42)
(ST =S

4.4.4) Tensores simétrico e antissimétrico

Um tensor é chamado simétrico se:

T=T" (12.43)
Por sua vez, T é dito antissimétrico se:

T=-T' (12.44)

Todo tensor T pode ser expresso, de forma Unica, como a soma
de um tensor simétrico S e um tensor antissimétrico W, ou seja:

T=S+W (12.45)
onde:
1 T
S= > T+T (12.46)
1 T
W = 5 T-T (12.47)
De fato,
ST :% T +T :% T+T" =S
1 1 (12.48)
W ==T"-T === T-T" =W
2 2
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4.4.5) Produto tensorial de dois vetores

O produto tensorial a ® b de dois vetores a e b € definido como
uma transformacéo que associa a cada vetor v o vetor (b-v)a, ou seja:

(@®b)v=(b-v)a (12.49)

Para qualquer uyvedeq,BeR, verifica-se a partir da
definicdo (12.49) que:

a®b au+pv =b-(aut+ pv) a (12.50)
a®b au+pv =[a b-u +p(b-v)]a
a®b aqu+pv =a(d-u)a+ gb-v)a (1251)

a®b aqu+pv =a a®b u+p a®bv

Dessa forma, observa-se que a®b satisfaz as propriedades
basicas de uma transformacéo linear sendo, portanto, um tensor. Logo,
em notacdo matricial

2 ab ab, ab
a®b =|a,|b b, b, ={ab ab, ab,|=ab" (12.52)
a, ab  ab, apb,

Além disso, o produto tensorial de dois vetores possui as
seguintes propriedades:

(a®b)’ =(b®a) (12.53)
(a®b)(c®d)=(b-c)a®d (12.54)

4.4.6) Traco

O traco de um produto tensorial de dois vetores (U®vV) é
definido como um escalar dado por u-v, ou seja:

tr(u®v)=u-v (12.55)
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Como consequéncia direta dessa definicdo, tem-se a propriedade
de linearidade do traco

tr[(eu+ Bv) @ W] =(au+ Sv)-w
tri(eu+ V) @wW]=a u-w + B(v-w) (12.56)
trj(au+ gv) @ W]l =atrfu®@w] + Str v w

Como qualquer tensor T pode ser escrito na forma
T =T,;(e, ®e;), o trago de T € obtido como:

trT =tr(T;e, ®e¢;) =Ttr(e, ®e¢;)

(12.57)
trt :Tij (¢ 'ej) =Ty =Ty + Ty + Ty
Logo, o traco de um tensor é definido através da relacéo
trT =T, (12.58)

O trago de um tensor possui também as seguintes propriedades:

trT" =trT (12.59)
tr(ST) =tr(TS) (12.60)

Observa-se também que o espaco de tensores Lj, possui um
produto interno natural definido por:

S-T=tr S'T (12.61)

Outra importante concluséao a respeito de tensores é que o produto
interno de um tensor simétrico S por um vetor antissimétrico W é
sempre nulo.

S-W =0 (12.62)

4.5) Operador divergente
O divergente de um vetor v é definido como:
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divv=tr W (12.63)

Expandindo a expressdo anterior em termos das componentes
cartesianas de v(vy,Vy, V), tem-se que:

N, N OV,
oX oy oz
divv=tr % % % :a\lx+%+a\/Z (12.64)
ox oy oz ox oy oz
aVZ 8VZ aVZ
| ox oy oz |

ou ainda, usando o conceito do operador gradiente,

9
OX
: ol
divv=4—rqv, ¢ =V-v (12.65)
oy
VZ
9
oz

Entdo, pode-se afirmar que o divergente de uma funcdo vetorial
corresponde a uma funcéo escalar.

Por outro lado, o divergente de uma funcdo tensorial T é uma
funcéo vetorial, dada por:

(divT)-v=div T'v (12.66)
Expandindo os termos da equagéo, obtém-se:

To T, Tol [V,

XX Xy Xz
(divT)-v=div||T, T, T,| v (12.67)
T, T, T,| |v

X zy y24 z



Apéndice 4. Conceitos matematicos fundamentais 261

Aplicando o conceito de divergéncia de um vetor apresentado no
Item 4.5), tem-se que:

TV, + TV, + TV,
ATV + TV, + TV, (12.68)
T,V, +Tyzvy +T,V,

(divT).v=

Rl [ 2[>

Realizando o produto escalar e colocando v, vy e v, em evidéncia,
obtém-se:

aTxx aTxy asz
+
ox oy oz
or, oT, aT g
(divT)-v= St et Sl IR (12.69)
OX oy oz y
asz aTZY aTzz Z
oXx oy oz
Portanto, pode se concluir que:
aT)o( aTxy asz
OX oy oz
or, or, ot
divT = 2y Xr (12.70)
OX oy 0z
asz aTZy aTzz
+ +
oXx oy oz

Vale lembrar que o operador Laplaciano no espaco euclidiano n-
dimensional é definido como o divergente do gradiente A=V? =divV.
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4.6) Teorema da Divergéncia

O teorema da divergéncia, também conhecido como Teorema de
Gauss, é o resultado de ligacdes entre divergéncia de um campo vetorial
com o valor da integral de superficie do fluxo definido pelo campo.
Entdo se pode dizer que este teorema postula que a integral da
divergéncia das fungdes é igual ao fluxo destas quantidades através da
fronteira S, permitindo transformar integrais definidas ao longo do
volume V numa integral ao longo da superficie S do corpo, ou vice-
versa. Sendo v um campo vetorial, este teorema implica que:

ov
L Ny +_y+8vz V:J; v,n +v,n +v,n, dS  (12.71)
x oy oz Y

Usando o conceito de divergente, o teorema pode ser reescrito da
seguinte forma:

Ldiv v(x)dV = Lv(x) -n(x)ds (12.72)

onde n corresponde ao campo vetorial das normais a superficie S.

4.7) Derivadas do produto de fungdes

A derivada do produto de duas funcdes a(x) e b(x) é dada pela
seguinte equacao:

% a()b(x) =a'(x)b(x) +b'(x)a(x) (12.73)

Particularmente, no presente trabalho tem-se o interesse em fazer
a operagdo de divergéncia do produto entre o tensor de tensBes de
Cauchy T e o vetor deslocamentos u. A expressao final decorrente desta
operacgao é:

(divT)-u=div(7"u)-T-Vu (12.74)

As etapas algébricas que permitem chegar a esta expressao final
serdo apresentadas a seguir.
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Conforme se observa na Equacgdo (12.29) o produto entre um
tensor e um vetor resulta em um novo vetor, portanto pode-se escrever
que:

T u=v
.
To Txy Tu u T U+T,0+7,0 (12.75)
Ty Ty Ty | YOr=T,U+ T, 047,60
7'.Z)( sz z-ZZ g szu + TyzU + Tzzg

Uma vez que T'u é um vetor, o divergente deste produto é
obtido a partir da aplicagdo do divergente sobre o vetor resultante v. Em
analogia a Equagdo (12.64) que define o divergente de um vetor, pode
escrever que:

div(7"u) = % T, U+ T, 0+7,6 +% T U+T V+T,C

5 (12.76)
+— T U+T, U+T
82 Xz yz zzg
Desenvolvendo as derivadas parciais, tem-se:
div(T"u) = (r,,, U+u, 7,)+ (Tpox U+ 01 T,)
+(z’zx,xg+g,xrzx)+(rxy yUtu,, Xy) (12.77)

+(r ,UHU, yy)+(rzyyg+g,y Zy)

( xz 'z u-+ u’z xz) + (Tyz’z U+U’Z yz) +(TZZ 'z g+ G’Z Tzz)
organizando separadamente as derivadas de T' e de u, obtém-se:

div(T"u) = (r,,,, +7 )u+(7yx’>< Fyy sy Ty, JU

oy H00, )6 + Uy T +U,, T, +U,, T, (12.78)

XX 7yry

+(v, T T, +0,, T, +0, z'yz) + (S0, Ty +g, Ty +6, Ty

xy y Tyarz

+(z

Comparando a primeira a primeira linha da Equacdo (12.78) a
Equacdo (12.69) que mostra o resultado do produto interno entre o
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divergente de um tensor e um dado vetor, conclui-se que a mesma pode
ser reescrita simplificadamente como (div7)-u.

Similarmente a Equagéo (12.22), o tensor resultante da aplicacdo
do operador gradiente sobre o vetor deslocamentos é:

U, U, u,
Vu=|v, v, v, (12.79)
g'x g’y g’z

Ao recorrer & operagdo de produto interno entre tensores
apresentado na Equacdo (12.61), conclui-se que:

T

T Txy T U,X U,y uaz
T-Vu=tri|z, 7, 7,||Vy VYV, V,
Tu sz Ty Six g'y Gz

T-Vu=(r,U,, +7,V,, +7,6,,) +(z U, +7,V, +7,6,,) (12.80)

+(TXZU’Z +TyZV’Z +TZZ§’Z )
Note que o resultado desta operacéo é idéntico a segunda linha da
Equagdo (12.78), de modo que a mesma pode ser reescrita

simplificadamente como 7 -Vu. Entdo, a Equacdo (12.78) pode ser
reescrita da seguinte forma:

div(7"u) =(div7)-u+T-Vu (12.81)





