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Resumo

Avangos recentes na area experimental de armadilhamento de bdsons, levaram a obtencao
de redes de pogos de potenciais, e ou poténcias multiplos onde condensados bosonicos po-
dem ser aprisionados e interagem entre si através do tunelamento. A dinamica deste
conjunto de condensados tem sido muito investigada devido a uma grande quantidade
de fenomenos envolvidos. O auto-armadilhamento quantico macroscépico (MQST - ma-
croscopic quantum self trapping) associados a uma possivel quebra de simetria espontanea
do sistema; Tunelamento macroscopico gerando oscilagoes de Bose-Josephson similares ao
efeito Josephson em supercondutores, sao alguns dos fenomenos quanticos macroscépico
observados.

Partindo de um modelo analitico generalizado de trés modos dado por uma densidade
hamiltoniana, obtemos um modelo que descreve a dinamica semiclassica de condensado
em pogo triplo. O termo generalizado indica que este modelo pode ser aplicamo tanto
para pogos triplos (trimers) quanto para trés niveis (spinores). O modelo semicldssico foi
obtido por meio de uma transformacao de estados coerentes baseado nos operadores do
grupo su(3) seguido de uma transformacao candnica para redugao de vardveis. O princi-
pal propdsito é realizar um estudo sistemético da dinamica semiclassica do sistema com
relacao aos parametros de interagao, inter-conversao e condicoes iniciais, para avaliar e
classificar os diferentes modos coletivos gerados. Ao alinhar o modelo com o sistema fisico
de interesse, o pogo triplo em linha, conseguimos uma reducao dos seis termos de interagao
e trés inter-conversao para um tnico parametro de estudo, o qual é uma razao entre um
parametro de interagao com um parametro de inter-conversao chamado de parametro de
controle. Agora para o estudo sisteméatico temos dois parametros de estudo: A razao
interacao-interconversao e as condicoes iniciais. Assim, poderemos analisar os efeitos das
condicoes iniciais bem como os feitos das interagoes na dinamica de ocupacao entre pogos,
ou seja, os modos coletivos deste sistema. Iremos observar, que neste sistema, havera mo-
dos bem comportados, ou seja, que nao se tornam cadticos com modificacao do parametro
de controle, para as condicoes iniciais fixas. Veremos também que o sistema pode apre-
sentar também um valor critico de interacao para o qual o sistema apresentarda MQST.
Em nossos estudos, sempre temos dois pocos com ocupacoes iniciais iguais, isso induzira
o sistema a uma dinamica populacional a qual tende a um comportamento similar ao
de um pogo duplo, quando os termos nao lineares se sobressaem aos termos de intercon-
versao. Durante a classificacao dos modos coletivos, identificou-se um destes é equivalente

ao comportamento de um poco duplo para quaisquer valores do parametro de controle.



Estes modos sd@o chamados na literatura de modos gémeos (Twin modes).

Apos o estudo realizar um estudo sistemédtico para compreender o comportamento
do sistema, passamos a analisar a dinamica do sistema na presenca de campos externos
dependentes do tempo. O campo externo sera introduzido no modelo por meio de uma
variacao temporal do parametro de controle, ou termos de interconversao, viabilizando
assim, a troca entre modos de oscilacao, bem como realizando o controle populacional. A
variacao temporal para o termo de interacao tem a forma de um pulso step, que elevara o
valor inicial da interagao e depois de decorrido um tempo a interacao voltara ao valor ini-
cial. Este método nos auxiliard na mudanca de modos de vibracao, bem como no controle
populacional, e ainda aprisionara temporariamente o sistema. O aprisionamento tem-
porario, bem como a inversao de populacao, sé foi possivel devido ao estudo sistematico,
pois foi neste ponto que identificamos os melhores modos a serem utilizados para apli-
car o campo externo. Esta chamada inversao de populacao ¢ um fenéomeno idéntico ao
STIRAP (Stimulated Rapid Adiabatic Passage), s que ao invés de Gaussianos usamos
um pulso quadrado. Ao comparar o tempo entre os dois pulsos Gaussianos consecutivos,
notamos que quando o tempo entre os picos destes pulsos é igual ao tempo que o pulso
quadrado permanece ligado. Porém o tempo de pulso ligado é obtido tomando o inverso
da frequéncia natural de oscilacao, sendo esta obtida via transformada rapida de Fourier.
Notamos que o efeito de STIRAP é mais eficiente quando o tempo entre os picos é da

ordem do periodo de oscilagao natural do modo.



Abstract

Recent advances in experimental area of trapping of bosons, led to obtain networks of
potential wells, where bosonic condensates can be trapped and interact with each other by
tunneling. The dynamics of this set of condensates has been investigated on a very large
number of phenomena involved. The macroscopic quantum self-trapping (MQST) associ-
ated with a possible spontaneous symmetry breaking of the system, macroscopic tunneling
generating Bose-Josephson oscillations similar to the Josephson effect in superconductors,
are some of macroscopic quantum phenomena observed.

From a generalized analytical model of three modes generated from a Hamiltonian
density, we obtain a model that describes the semiclassical dynamics of condensate in triple
well. The semiclassical model was obtained through a transformation of coherent states
based on the operators of the group su(3) followed by a canonical transformation to reduce
variables. The main purpose is to perform a systematic study of the semiclassical dynamics
of the system with respect to the parameters of interaction, inter-conversion and initial
conditions, to evaluate and classify the different collective modes generated. Aligning the
model with the physical system of interest, the triple well online, we achieved a reduction
of the six interaction terms and three inter-conversion to a single parameter of the study,
which is a ratio of an interaction parameter with a parameter inter-conversion called the
control parameter. Now for the systematic study we have studied two parameters: The
reason interconversion-interaction and the initial conditions. Thus, we analyze the effects
of the initial conditions as well as the interactions in the dynamic occupation between
wells, the collective modes of this system. We observe that this have non chaotic modes,
which do not become chaotic with modification of the control parameter for the fixed
initial conditions. We will verify that the system can also present a critical value of
interaction for which the system will present MQST. In our studies, we always have two
wells with initial equal occupations; it will induce the system to a population dynamic
which tends to a behavior similar to a double well.

After the systematic study, we analyze the dynamics of the system in the presence of
time-dependent external fields. The outfield will be introduced in the model by means of a
temporal variation of the control parameter, or terms of interconversion, thereby allowing
switching between modes of oscillation, as well as performing the population control. The
temporal variation for the interaction term has the form of a step pulse, which will raise
the initial value of the interaction and after a time the interactions returns to baseline.

This method will help us in changing modes of vibration, as well as population control, and



even imprison the system temporarily. The temporary imprisonment, and the population
inversion, was only possible due to the systematic study, it was at this point we identify the
best ways to be used for applying the external field. This so-called population inversion
is a phenomenon similar to STIRAP (Stimulated Rapid Adiabatic Passage), but instead
of a Gaussian it uses a square pulse. By comparing the time between two consecutive
Gaussian pulses, we note that when the time between the peaks of these pulses is equal to
the time that remains on the square pulse. But the pulse time is obtained by taking the
inverse of the natural frequency of oscillation, which is obtained via fast Fourier transform.
We note that the effect of STIRAP is most effective when the time between peaks is of

the order of the period of natural oscillation of the mode.
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Capitulo 1
Introducao

Uma das principais distingoes entre particulas existentes no mundo quantico esta con-
tida na chamada simetria de troca [1, 2], a qual separa as particulas em duas gran-
des familias: Bésons e Férmions. FEsta simetria, baseada na indistinguibilidade das
particulas e no principio de superposicao [2, 3], tem conseqiiéncias estritamente fortes no
comportamento de bdsons e férmions [4, 5]. Os férmions, particulas de spin semi-inteiro
(n+% comn = 0,1,2,3...), tais como: prétons, néutrons e elétrons, obedecem o principio
de exclusao de Pauli [1, 3], o qual expressa as restri¢oes impostas por esta simetria. Ja para
os bdsons, particulas de spin inteiro (n = 0, 1,2, 3...), esta simetria ndo impoe restrigoes
quanto a ocupacao dos niveis de energia, pois a probabilidade de ocupagao de um estado
aumenta devido ao fato deste mesmo estado ja se encontrar ocupado. Obviamente, esta

simetria tem implicagoes também na estatistica de um conjunto de bésons ou férmions.

Ao resfriar um gas de boésons, sob condigoes especiais até temperaturas proximas do
zero absoluto, teremos o fenémeno da condensagao de Bose-Einstein. A condensacao
para este sistema é a ocupagao macroscopica do estado fundamental, a qual forma um
sistema “macroscopico” com propriedades quanticas. O interesse neste fenomeno esta
na diversidade de efeitos quanticos que podem ser investigados experimentalmente com
profundidade. A estrutura do experimento, possibilita ao condensado um tempo de vida
suficiente para a analise dos diversos fenomenos quanticos que podem ser gerados neste
sistema. O condensado é constituido por milhares de particulas sendo descritas por uma
unica funcao de onda, o que nos da uma impressionante comprovacao da dualidade onda-

particula.

A obtencao do condensado requer um aparato experimental complexo onde um gas
rarefeito de bésons é resfriado em vérias etapas [6-9]. Os parametros que caracterizam a

condensacao em um sistema considerado, teoricamente, espacialmente infinito (despreza-
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—1/2
. ~ . . , . 2
se os efeitos de borda), sdo basicamente o comprimento de onda térmico Ay = (—2’Th >

[10, 11], distancia interatomica (d) e a distancia de interagao entre bésons que é carac-
terizada pelo comprimento de espalhamento a baixa energia (a). O comprimento de
espalhamento a baixa energia nos da uma idéia do alcance em duas particulas passarao a

interagir.

Na formacao de um condensado Bose-Einstein (BEC: Bose-Einstein Condensate) , a
partir de um gas de bosons, as particulas interagem fracamente. Esta condicao é obtida
quando o gas esta diluido, ou seja, as distancias entre as particulas sao muito maiores
que o alcance da interagdo (d > a Fig. 1.1). Nesta condigdo, a densidade alcanca
p ~ 107Bem =3 [10, 11]. Isso permite que em baixas temperaturas, os efeitos associados &

simetria de troca (a condensagao) nao sejam mascaradas pelas interagoes.

Temperatura T: Temperatura T: T=T.it T=0
Alta Baixa Condensaciao Condensado
Bose-Einstein Puro
Velocidade termal v de onda
Densidade d ° de De Broglie
MbOCT'm Agp=d T=

-
<
el
]

gL o2
o] 15 |

Particulas Pacotes de Onda Superposicéo Funcéo de onda
dos pacotes macroscdpica

Fig. 1.1: Comportamento de um gés de bdsons diluidos em fungao da temperatura absoluta.
Diagrama modificado a partir do original em [11]

No gés, os bosons estao muito afastados uns dos outros, mais especificamente, a dis-
tancia entre dois bdsons é muito maior que o alcance de interacao, que é definida pelo
comprimento de espalhamento a baixa energia (d > a). Desta maneira, garantimos que
a grande maioria das colisdes que ocorrem sao bindrias (figura 1.1). Em altas tempe-
raturas, os comprimentos de onda térmicos sao muito pequenos se comparados com a
distancia interatomica e o comprimento de espalhamento, assim podem ser considerados
como particulas (o sistema estd no regime cldssico). No entanto, quando a temperatura se
torna muito baixa, os efeitos quanticos (comportamento ondulatério da matéria) tornam-
se relevantes. Neste caso, os bdosons possuem um comprimento de onda de de Broglie,

Ar e, ao alcangar a temperatura de condensacao (7,), onde Ar ~ d, as fungoes de onda
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comecam a se superpor. Na fase condensada, duas caracteristicas sao importantes: em
primeiro lugar, “todos” os bdsons ocupam o mesmo estado, em segundo, todos adquirem
a mesma fase. Assim conhecendo a funcao de onda para uma particula no estado conden-
sado conheceremos as restantes, pois nestas condigoes, o sistema é regido por esta fungao
[10, 11]. O gas de bésons ao se tornar condensado adquire espontaneamente uma fase
bem definida, ocasionada pela diminui¢ao da temperatura, a isto chamamos de quebra

espontanea da simetria de calibre U(1) [6-8].

O chamado condensado de Bose-Einstein foi previsto pela primeira vez em 1925 por
Albert Einstein, utilizando num gas ideal de atomos as idéias de Satyendra Nath Bose
para Fétons. Muitos anos de estudos tedrico e experimental seguiram-se até que em 1995,
no JILA *, observou-se o primeiro BEC, com a condensacao de um gds de ®*Rb. Nesse
mesmo ano seguiu-se mais duas novas observacoes, na Universidade de RICE com "Li
e a outra no MITT, com ?*Na [6-8]. A importancia do BEC est4 contida na capacidade de
se criar, observar e manipular fendmenos quanticos em laboratério, que antes s6 se tinham
resultados tedricos. Com o sucesso da observacao de BEC em gases de metais Alcalinos,
abriu-se uma vasta janela de possibilidades de fenomenos quanticos possiveis de serem
estudados tanto teoricamente quanto experimentalmente, ocorrendo uma extraordinaria
expansao nas varias linhas de pesquisas. Atualmente estao ocorrendo estudos que bus-
cam aplicacoes tecnoldgicas para este novo estado da matéria. Estudos envolvendo BEC
podem contribuir para viabilizagao do computador quantico. Uma outra possibilidade
que também vem sendo investigada é a viabilizacao de um laser de matéria, muitas vezes
chamado de Boser. O BEC também contribui no desenvolvimento de areas de pesquisa
envolvendo superfluides, superadiancia, controle de velocidade e armazenamento de luz,
entre muitas outras. Uma linha de investigacao que vem se desenvolvendo acelerada-
mente é o sistema multinivel e multipogo (redes dticas) conhecidos de uma forma geral

como sistemas multicomponentes [12-23].

Neste trabalho, focalizaremos o estudo de condensados com trés componentes. Mais
especificamente, o sistema a ser abordado apresenta trés pocos, onde cada um pode apre-
sentar uma populagao de particulas com mesmo tipo de atomo bosonico em seu interior.
Logo, a distingao entre cada uma das componentes é de carater espacial por estarem

localizadas em diferentes pocos.

* Formalmente chamado de Joint Institute for Laboratory Astrophysics
T Massachusetts Institute of Technology
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1.1 Composicao

Os condensados sao constituidos por atomos bosonicos neutros (sem carga) e que por sua
vez, sdo compostos de Fermions, (Prétons, Néutrons e Elétrons). A configuracao de spin
eletronica (J) e nuclear (I) pode ser tal que conferem aos dtomos um valor inteiro de spin

hiperfino (F = J 4 I) [6], o que gera o cardter bosonico.

Experimentalmente, dtomos alcalinos (como ®Rb, 23Na, "Li, etc) sdo os mais uti-
lizados para formar um gds de bdsons, pois a estrutura interna (eletrénica e nuclear)
lhes conferem spin hiperfino inteiro. Os atomos alcalinos no estado fundamental tem spin
eletronico total igual a J = s = 1/2 devido a um elétron ocupando o orbital “s” na camada
mais externa, e os restantes ocupam camadas fechadas [6]. O spin eletronico ao se acoplar
com o spin nuclear podera conferir ao 4&tomo um spin hiperfino com valor inteiro, mas isto
dependerd da configuracao do spin nuclear. Pode-se obter bésons alcalinos isétopos (Ex:
BRbe Ry, ¥K e 1K), bastando os dtomos, de um mesmo elemento, apresentarem
valores de spin nuclear diferentes. Com um atomo, podemos formar dois ou mais bdsons
distintos, bastando estarem em estados hiperfinos diferentes. Com isso podemos formar
misturas de BEC a partir de um gas de bésons de um mesmo elemento, bastando estarem

em estados hiperfinos diferentes, estes sao chamados de bdsons spinoriais.

Atualmente, 9 elementos quimicos (figura 1.2) e 11 diferentes espécies quimicas ja
foram condensadas: 'H, 2He "Li, >Na, 3K, *'K, 2Cr, ®Rb, 8 Rb, 33Cs e Y.

Também j4 se formaram condensados moleculares: 2 Nay, 3 Rby ¢ 8 Rb,.

1.2 Tipos de BEC com multicomponentes

O primeiro experimento com condensados multicomponentes realizado no JILA |, em 1999,
utilizou 8" Rb com uma parte dos bésons no estado |F = 2, my = 2) e a outra no estado
|FF=1,mp = —1), ou seja, um sistema com dois grupos de um mesmo atomo cada qual

em um estado hiperfino distinto [24].

Sistemas multiniveis, como o citado no primeiro paragrafo desta secao, sao formados
por atomos contidos em armadilha tinica dispostos em diferentes estados hiperfinos. A dis-
tinguibilidade aqui, é devido as diferentes ocupagdes em cada estado (ou nivel) hiperfino
. Atualmente existe uma diversidade de fenomenos sendo explorados em sistemas mul-
tiniveis tanto no ambito tedrico quanto no experimental. Dos condensados multiniveis, os
mais estudados sao aqueles constituidos por dois [12, 13] ou trés [14-23] tipos de bésons
(fig. 1.3 -b), distinguidos pela orientacao da projegdes (mf) do spin hiperfino F conhe-

cido como spinor. Estes condensadas sao interessantes por poderem gerar uma gama de
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Elementos ja condensados

lantanideos| 1a | c

actinideos

Fig. 1.2: Tabela periodica com elementos quimicos ja condensados marcados nos quadrados em
negrito. Figura modificada de Halliday-Resnick-Walker - Fundamentals of Physics 7%
ed.

fenomenos que nao ocorrem no condensado de uma componente. Dentre estes fenomenos,
estao os que nos motivaram a produzir este trabalho: o efeito de autoarmadilhamento
quantico macroscépico [25, 26], as oscilagoes de Josephson [25-29] e a dindmica de tune-

lamento [25-33] entre componentes.

Um outro sistema multicomponentes que vem sendo estudado é o sistema multipogo
[34-40] (fig. 1.3-a e b). Este sistema vém sendo explorado tedrica e experimentalmente na
formacao de redes éticas uni, bi e tridimensionais. Nas redes 6ticas, podem ser explorados
os regimes populacionais envolvendo os fenémenos de tunelamento, MQST (Macroscopic
Quantum self Trapping) dentre outros fendmenos que ocorrem em pogos fracamente liga-
dos [29].

Outros tipos de condensados multicomponentes sao aqueles que podem apresentar em
um pogo tdnico: elementos quimicos diferentes ( ¥ Rb com **Na) ou isétopos do mesmo

elemento (Ex: 87 Rb com 85 Rb).

Um outro tipo de sistema multicomponente é a misturar, em um poco tnico, de 4&tomo
com molécula ( ¥ Rb e % Rby). Esse tipo de sistema existe tanto para duas [41-47] quanto

para trés componentes [20-23]. As moléculas sao formadas pela combinagao de dois
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atomos e a interconversao (troca de componentes - dtomos para molécula e vice-versa)
se da pelo processo de associagao e dissociacao através da técnica de foto ou magneto-
associacao. Moléculas heteronucleares bosonicas, podem se originar a partir de ligagoes

tanto a partir de béson-bdson quanto férmion-férmion [48, 49].

Boa parte dos fenomenos relacionados a sistemas multicomponentes citados nos paragrafos
anterior, estao relacionados com a capacidade de interconversao entre as componentes, ou
seja, um boson de uma componente pode se transformar em um boson de outra. Como por
exemplo, mudando de pogo através de tunelamento, ou, por mudar de nivel absorvendo
um féton do laser que acopla estes estados hiperfinos. Quando as componentes nao apre-
sentam a capacidade de interconversao, temos os condensados chamados de multi-espécie

ou alloys.

Nestes sistemas multicomponentes ainda temos a possibilidade de estudar fendmenos
tais como: emaranhamento quantico [50, 51], transparéncia eletromagnéticamente indu-
zida [51-54], fragmentagao [55], tunelamento [18, 40], autoarmadilhamento [56], spin mix
[57-62] e interferéncia [63].

a)
FaVan
ab be
la> 15> ley
___________ &
v 16>
(2773 Qpe
&
e &>

Fig. 1.3: tipos de condensados com trés componetes. a) spinor (tipo A - dois termos de acopla-
mento entre niveis), b) trimer (em linha - dois termos de acoplamento entre pogos) e
¢) com trés termos de acoplamento entre pogos

1.3 Controle Populacional

A capacidade de interconversao entre as componentes tornaram-se mais interessantes
quando favoreceram o desenvolvimento de técnicas de controle populacional. Variando
temporalmente os parametros de interacao ou de interconversao com pulsos, pode-se fa-

vorecer o controle e transferéncia de populagao entre estados ou pocos.
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Uma técnica de controle populacional muito tradicional em sistemas oticos lineares
¢ o STIRAP (Stimulated Raman Adiabatic Passage). Porém vem sendo amplamente
sendo utilizados em sistemas de condensados bosonicos com muitos niveis, como técnica
de controle populacional de dtomos [18, 19] e moléculas [20-23]. Esta técnica aplicada em
sistemas de spinores (fig. 7.1-b)), possibilita, de forma irreversivel, a total transferéncia
da populacao de um estado inicial para um final através de um estado intermediario
conhecido como Dark State [23]. O STIRAP é uma das técnica utilizadas para o arma-
dilhamento coerente de populagdo (CPT - Coherent Population trapping). Esta técnica
envolvendo trés niveis (fig. 7.1-b) é bem conhecidas no ambito da ética quantica [18, 19,
mas também é possivel no ambiente da condensacao de Bose-Einstein. Para efetivar a to-
tal transferéncia de populacao do estado de partida para o estado alvo, o STIRAP utiliza
dois pulsos Gaussianos superpostos por um tempo 7. Os pulsos sao produzidos por laser
na frequéncia de Rabi, sendo que po pulso Stokes (S) liga o estado intermedidrio com o
estado alvo e o pulso Pump (P) liga o estado inicial com o intermedidrio. Estes pulsos
sao disparados em uma sequéncia contraintuitiva: primeiro o pulso Stokes que acopla dois
estados vazios (alvo com intermedidrio) e depois o Pump que liga o estado inicial (cheio)

com estado intermediario.

Em sistemas multipocos podemos inserir a dependéncia no tempo, por meio de pul-
sos, de forma equivalente ao utilizado em sistemas de spinoriais, gerando um fenémeno
equivalente ao STIRAP [64-71] (fig. 1.3-a). Isso s6 é possivel devido as similaridades exis-
tentes entre os modelos de multipogos e multiniveis. Através de uma sequéncia de pulsos
gaussinanos, podemos gerar o equivalente a um STIRAP ciclico [66, 69, 71] (fig. 7.1-c).
Utilizando um pulso gaussiano podemos gerar um transporte adiabdtico em sistema com

dois pogos [70].

Na figura (fig. 1.3) temos trés sistemas de trés componentes distintos. O representado
pela letra “a” é o nosso objeto de estudo, o poco triplo em linha. Ele apresenta duas
barreiras, o que indica a possibilidade de interconversao de |a) para |b) e de |b) para |c).
Com isso, o modelo que representara a dinamica deste sistema apresentara somente dois
termos de interconversao. Ja o representado pela letra “c” apresentara trés termos de

interconversao. A letra “b” representa um sistema de bésons spinoriais.






Capitulo 2

Objetivos

2.1

2.2

Objetivo
Mostrar que um efeito equivalente ao STIRAP pode ser produzido por pulsos qua-

drados.

Mostrar que com duas condigoes iniciais iguais o sistema de poco triplo apresenta

um comportamento equivalente ao de dois modos.

Objetivos Especificos

Obter um modelo semicléssico por meio de uma transformacao de estados coerentes
de SU(3);

Realizar um estudo sistematico para classificar os modos coletivos padroes deste

sistema;
Encontrar condi¢oes que levam a modos bem comportados;

Realizar estudo espectroscopico para avaliar a fragmentacao da frequéncia dos mo-

dos utilizando transformada rapida de Fourier;

Realizar a transicao temporal entre modos pré selecionados utilizando pulsos qua-

drados;

Comparar a dinamica semicldssica com a quantica nos limites cldssicos (N grande

nimero do particulas) e quanticos (N pequeno).






Capitulo 3

O modelo

Em sistemas de condensados de duas componentes tais como os de dois niveis [32] ou de
dois pogos [12, 13, 29, 30, 70, 72], temos uma quantidade de fenomenos interessantes, entre
eles, o tunelamento e o autoarmadilhamento. Como o modelo abordado é equivalente ao
de trés modos, teremos uma diversidade maior de fenomenos a serem estudados, além
dos jéa citados. Este modelo, o de trés modos, apresenta temos que permitem a troca
de populagao (interconversao) entre os componentes, que no caso de trés niveis sao as
populacoes de cada estado hiperfino, e no caso dos pocos, sao as populagoes contidas em
cada um deles. Os sistemas de trés pocos e de trés niveis sao muito semelhantes e isso se
reflete no modelo que os descreve. Ao final do capitulo obteremos o modelo de trés modos,
o qual é descrito em termos dos operadores de destruicao e criagao. Porém o modelo de

partida é uma densidade hamiltoniana a qual sera descrita a seguir.

3.1 Descricao do modelo generalizado

Vamos aqui utilizar o modelo generalizado que descreve a dinamica dos condensados com
trés componentes interagentes e acoplados. Este modelo é conhecido como de trés modos
e ¢ dado, em segunda quantizagao, pela seguinte estrutura de densidade Hamiltoniana de

muitos corpos.

jiz - j@) + j?élir + jgmﬁ + %Cop‘ (31)

A densidade hamiltonian 3.1 apresenta trés diferentes elementos: O elemento H, 6 res-
ponsavel pela energia cinética e potencial. O termo de interagao de particulas de mesmo
tipo é representado por A Ja 0 Ay & responsavel pela interagao entre as particulas
diferentes tipos respectivamente. Ja o termo %%COP descreve a interconversao de particulas

entre as componentes. Uma descricao mais completa de cada termo serd descrito a seguir.
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Como estamos utilizando segunda quantizacao na representagao de Heisenberg, cada
termo da densidade hamiltoniana é composta de operadores de destruicao \i/i(r’ ,1) e de

criacao \flz(r’ ,t) de particulas numa posi¢ao r’ em um tempo t.

O termo %, descreve o comportamento das componentes no interior de cada poco.

. . H2V2 .
I, = XZ: Tl(r,t) {— 2772 + V(r) + ei] U, (r, 1) (3.2)
onde i = a, b ou ¢ denomina cada uma das componentes e V(r) e ¢; estao relacionados

com a armadilha.

%ir = Z\i/j(r,t) |:+% /d?”/ \ijj(r/7t) Gi(r/ - I') \:A[Ji(rlaw :| \ii(rut)? (33)

As interagoes entre todos os bdsons, aqui considerados, sao do tipo G;; = U; ;0(r' —r)
[6-10], Também conhecidas como interagao de contato entre duas particulas, sendo que
cada uma destas se encontra em diferentes posicoes espaciais r e . A intensidade da
interagao entre bdsons de mesma componente (i = j) é dada por

47Th2 a;

Ui 3

my;

que leva em consideracao a massa m; das particulas das componentes em questao, e o
comprimento de espalhamento a; abaixa energia. As constantes ¢;, sao parametros que
permitem um controle externo de cada componente via ajuste de lasers e geralmente sao

chamados de detuning.

O termo da hamiltoniana que trata da interagao dos Bosons de diferentes tipos é dado

por.
2 1 I\ T / / T INAT,
Ao =5 3 [ dr" W) Goyle’ = 1) W) (o), (3.4
i

Quando as componentes estao misturadas em um 1nico poco, as particulas de diferentes
componentes colidem e a intensidade da interagdo entre os diferentes Bésons (i # j) é
ArhZa.s , . .
dada por U;; = =2 onde a;; é o comprimento de espalhamento entre as particulas que
mij

colidem e m;; é a massa reduzida. A unidade de U;; é Jm? (energia X volume).

Temos que 7., é o termo responsavel pela interconversao:

Hy = Y Qi (O] ()T (r)e" 4+ 0y (r) Tl (r)e201). (3:5)

i



3.2. Equacgoes de Movimento 39

Os termos de acoplamento €); ;, para os sistemas multipogos, carregam a informacao

sobre o potencial externo V(r) [71].

Na expressao acima 3.5, o termo de acoplamento é dependente do tempo e no caso de
sistemas multiniveis o valor de A, ; esté relacionado com a diferenca entre a frequéncia do
laser e a frequéncia entre os pares de niveis a serem acoplados [73]. A méxima capacidade
de interconverter a populacao de um nivel ¢ para um j é obtido quando A;; = 0. Em
sistemas multipocos, este termo exponencial nao existe. No caso de trés niveis, em (2, ;
carrega a informacao sobre o tipo de acoplamento entre os niveis que no caso atomo-

atomo, em (); ; estd a informagao sobre a frequéncia efetiva de Rabi e Raman [73].

A Hamiltoniana para o sistema generalizado é obtida integrando-se a equacao 3.1 no

volume

H= / A (r)d’r. (3.6)

Com a hamiltoniana poderemos obter as equacoes de movimento.

3.2 Equacoes de Movimento

A dinamica do sistema representada por meio das equagoes de movimento de Heisenberg,

A ~

ihW,(r,t) = [W;(r, t), H], (3.7)

para cada componente ¢ = a, b e ¢ equivale a seguinte equacao variacional

g 0H
Zh\:[[i(r,t> = m

(3.8)

Ambas equacoes acima descritas podem ser utilizadas na obtencao das equacoes de
movimento generalizadas, porém optamos por utilizar 3.7. Com a utilizacao das relacoes
de comutacio bosonicas para operadores de campo, [¥!(r'), ¥, (r)] = ; ;6(r' — ), obtemos

as seguintes equagoes de movimentos nao lineares acopladas:

h*V? Qap Qac

ih, = |— F V() + €| Uy + =200, T, + Uy U0, 0, 4 U, UI0.0, + “20, 4 20,
- 2m, 2 9 2
(3.9)
o h2V? . e o Upasrs - e o Qu e Qs
ih, = |— ot Vi(r) + eb] Uy + Uy Ui, 0, + 71’\1/2%% + Up UI0, 0y, + 2"% + 71’\1/
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h2 2 . A A . A
— _2V +V(r) +e. \Ifc—l—Uac\I/l\Ila\Ilc—kUbC\I/z\I/b\Ifc—i—7\112\118\116—1—
ma

Qac 2 ch 2
v, \
2 + 2

As equagodes acima sao equagoes de schroedinger nao lineares acopladas.

3.3 O modelo de 3 modos

Aqui vamos obter uma hamiltoniana descrita em termos dos operadores de criagao e
destruicao de particulas para cada um dos trés pocos. O ponto de partida sera a equacao
densidade hamiltoniana 3.1. Para atingir tal objetivo, iremos utilizar a seguinte descri¢cao

para o operador campo,

U, (r,t) =ty (3.10)
Ul () = il

Onde u;r e u; sao os operadores criagao e destruigao de particulas com distribuigao ¢y e
®u,; respectivamente. Cada operador u; esta relacionado com os indices de cada pogo da
seguinte forma: u; = a , ug = b e ug = c¢. O mesmo serve para as fungoes espaciais ¢,
onde: ¢y, = Ga, Quy = P € Guy = P . Os operadores u; obedecem a relacao de comutacao

bosonica usual:

[ui, 'LL;] = 5”

Se ¢ = j temos 0;; = 1 esei # j 0;; = 0.

E como estamos descrevendo o estado condensado, a base relacionada com os opera-

dores u no espaco de Fock apresentam a seguinte forma:
ING,0,...,0; N2 0,...,0; NE, 0, ..., 0) = | Ny, Ny, No). (3.11)

Entao substituindo os operadores campo da relagao 3.10 na Hamiltoniana 3.1 e através

da relacao 3.6 obtemos:

A hamiltoniana acima 3.12 é chamada de hamiltoniana de trés modos. Nesta aproximacao,

b
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os parametros de interacao e de acoplamento sao modificados pelas integrais de super-

posicao:

gi = /Qﬁz[— hQV2 +¢€ + V(r)]¢fd3r,

Qmi

No= U / il
N = Uiy [ loiflo P (3.13)
Q= Qi,j/[¢f¢j+¢i¢;]d3r-

O termo &; carrega informagoes sobre o tipo de armadilha, V' (r) e detuning €;, junto
com o termo cinético. Como solucao aproximada para ¢ pode-se utilizar uma funcao
de onda espacial que descreve o estado fundamental. Os parametros &;, Q;;, A\; e A;;

apresentam unidades de energia.

As equacoes de movimento de Heisemberg relacionada com a hamiltoniana 3.12 sao

obtidas utilizando a relagao 3.10 sobre as equagoes 3.9 que adquirem a seguinte forma:

A )\a TN 2N PPN ab 7 ac ~
tha = E,a+ 7aTaa + Aapbtba + Nyoctéa + %b + %c,
(3.14)
> 7 “iA7 Ab jas PN ab ~ C A
ihb = &b+ Anatab+ Z2H10b + heclch + Qab | %’c,
RPN ~ N "7 A )\cAAA Qe . Qlpe 2
thé = E.6+ Ageatac + \pebTbé + ?CTCC + at - b
o que nos da a seguinte relagao
ikt = [, H], (3.15)

onde H ¢ dada pela hamiltoniana de trés modos 3.12 e o u; representa cada um dos

operadores a, b e ¢ associados as populagoes.

A Hamiltoniana 3.12 em termos dos operadores de criacao e destruicao bosonicos,
juntamente com sua base, pode ser reescrita em termos do operadores do grupo SU(3),
que sera tratado no proximo capitulos para estudar a dinamica semiclassica e quantica.

Daqui por diante assumiremos i = 1.






Capitulo 4

Formalismo SU(3)

O modelo, dado pela Hamiltoniana 3.12, obtida no capitulo anterior e reescrita abaixo 4.1,
seré agora da trabalhada em termos dos operadores do grupo SU(3) para realizar trans-
formacao de estados coerentes que resulte em uma Hamiltoniana semiclassica, conforme
descrito no apéndice A. Feito isso, utilizaremos a transformacao canonica, apresentada
no apéndice B, para diminuir o nimero de variaveis com o auxilio do nimero total de
particulas N, pois esta é uma quantidade fixa e com isso podemos utiliza-la como uma
espécie de vinculo. Em seguida buscando um alinhamento com nosso objeto de estudo, o

poco triplo em linha, o resultante serda um caso particular do modelo generalizado.

Ao final do capitulo anterior, obtemos a Hamiltoniana em termos dos operadores de

criacao e destruicao de bdsons,

Os parametros J\;;, nos indicam as interagoes entre componentes do mesmo tipo, A; ; sao
as interagoes entre componentes diferentes e também a intensidade de interconversao entre

as componentes Qg

4.1 Formalismo SU(3)

O formalismo que nos auxiliard no tratamento da Hamiltoniana de trés modos 4.1 per-
tence ao grupo SU(3). Seguindo as notagoes utilizadas em [74], bem como a metodologia
matemaética fundamentada em [75, 76], iremos primeiro reescrever a Hamiltoniana de trés
modos termos de geradores da algebra SU(3) e a seguir vamos obter uma descrigdo semi

classica utilizando estados coerentes do SU(3).
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Os operadores bosonicos desta algebra sao denotados da seguinte forma em se utili-

zando uma representacao similar a de Schwinger da seguinte forma:
Como sao operadores bosonicos, e a relacao de comutagao ¢ dada por,
[Kij, Kuj] = Kijbio+ Ky j0iy, (4.3)

lembrando que i e j sao iguais a 1, 2, 3, e a relagao de comutacao 4.3 é obtida a partir

da relagao de comutacao bosonica,

A relagao 4.3 caracteriza uma algebra de Lie, onde temos nove geradores K;; desta algebra
parai=7jei# j.

Assim obtemos Hamiltoniana escrita em termos dos operadores do grupo SU(3):

3 3
Bo= Y& Rty oMKy (K1) + 5 Skl (49)
1 < . .
+ 7 oKy + Kjy)
2,7
i
onde os indices 7,7 = 1,2,3. O operador relacionado com o nimero total de particulas é

representado por,

=1
O formalismo de SU(3) com suas varia¢oes também foi utilizado para tratar este tipo de

sistema nas referéncias [16, 17, 38, 39, 56], porém com objetivos distintos & desta tese.

4.2 Estados coerentes SU(3)

Para viabilizar e facilitar os cédlculos, vamos utilizar as seguintes notagoes
In1,n2,n3) = [N —ng — nz, ng, ng) = |ng,ng), (4.7)

onde utilizamos a populagao total como vinculo, para assim reduzir o nimero de variaveis.
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A base de partida para a contagem dos estados, também conhecida como auto estado

de vacuo, sera

0) = |N,0,0). (4.8)

A transformacao unitaria serd realizada pelos operadores:

O‘ — eV Keq1 + p K3,1' (49)

T vt K1 + p* Kis
U'=e ,

onde UUT = 1.

A~ I/n2un3 R . N n
vy = UI0) = 3 2 (Kaa)™ (Ksa)™[0), (4.10)
n2,n3 ’ ’
(§]
N —ny—nz)\? . .
n2, ng) = (( N nZI n2;3) ) (K51)" (K31)™0). (4.11)

Com a base de partida |0) = |N,0,0). Desta forma temos que a base de estados coerente

nao ortogonal |v, 1) pode ser escrita da seguinte forma:

|V7 :U’> = Z Dnz,m(’/v M)|n27n3> (4'12)
ng,n3
onde fizemos
N' 1/2
Dy, . (V, =" "s 4.13
2 S(V M> Vo (TLQ' n3! (N — TNg — ’I’Lg)') ( )

A base de estados coerentes 4.12, nao esta normalizada, o se segue entao é a normalizagao
desta.

4.2.1 Normalizacao

Como 4.12 nao estd normalizada, entao (', p'|v, u) = N, por isto vamos reescreve-la da

seguinte forma:

1
|V’ :u> = ./T/ Z DnQ,ns(V7 ﬂ)|n27n3>' (4'14)

n2,n3
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Nesta nova descrigao, temos que a condi¢do para normalizagao é: (v, u|v,u) = 1. E com

isso obtemos:

N2 = S D = S (2 (o =) 4019)

ng,n3 n2,n3 ’ ’

Esse resultado nos leva a seguinte relacao:
N =1+ )+ |u)N? = 2N (4.16)

sendo Z = (14 |v|* + |u|?) e N é a norma.

4.2.2 'Transformacgao para os estados coerentes

Para efetuar um tratamento semiclassico, similar ao de campo médio dado pela equacao
de Gross-Pitaevskii, vamos calcular o valor médio da hamiltonina nos estados coerentes.

Com a base normalizada, vamos supor A como um operador genérico pertencente ao

grupo SU(3), cujo valores esperados na base coerente sao

A <V)M|A|V’ M>
(A SUNTATR (4.17)

Para obter a transformacao da Hamiltoniana 4.5 dé-se tomando o valor esperados com
relacao a nova base, como indicado em 4.17, da seguinte forma: <H v Onde tomamos

a transformacao termo-a-termo, utilizando-se da propriedade de completeza e que,

|V7 M) = Dnz,ﬂ:s(ya ”)|n7m>' (418)

Vamos utilizar os resultados fornecidos no apendice A, onde foi feito o calculo completo

da transformacao dos termos da Hamiltoniana 4.5.

(Kis) = N = (o +1uP) (4.19)
(Ky9) = |V|2%, (4.20)
(Kag) = I (4.21)

(w2 = 3 (1= P+ ) [1+ (1= G0 ) v - ) (a2)
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) = Wk [k (5] (123
= g [l (M) (1.21)
(Raken) = WP 1 (v 4 1uP)|. (4.25)
(ko) = WP (M550, (4.26)
(Raak) = WP [ 5 () (a.27)
(K1) = V*%, (4.28)
(K1) = V%, (4.29)
(Ka3) = V*M%a (4.30)
(Kya) — y,ﬁ%, (4.31)
(K31) = u*%, (4.32)
(Kis) = u%. (4.33)

A

Entao o valor esperado da Hamiltoniana (H), , adquire a seguinte forma:

: N
(Hyvp = &t 2 [AulvP + Aulul = APl + Au ) + Ayl

arz(V + V") + ans (V4 vpt) + oz (p + )]

. Onde os parametros efetivos sao:

Ay = 2(N =D+ — A, (4.34)
Ay = 2(N = 1)[Aa + Ae — Aad, (4.35)

E = e+ (N—-1)AN, (

A, = gp—ca+ (1 =2N)A\s+ X+ (N — 1)\, (4.37

A, = ec—eo+ (1 =2N)A\s + A+ (N — 1)\, (
Avy = =NV = DAas = e+ Ao — 2Ad]. (
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E conveniente escrever as variaveis v e pu do estado coerente em termos de novas
variaveis ligadas a populacao relativa de cada poco e diferenca de fase. Esta mudancga
de variaveis, corresponde a uma outra representacao dos estados coerentes, dado pelas

varidveis § e ¢ (vide detalhes em [79]), da seguinte forma:

8 = Zm (4.40)
- z/f/?’ (4.41)
Z = o = (-1, (1.42)
Onde,
B = ]]\Q i02=0n), (4.43)
¢ = \/Z i(0s=0n), (4.44)
LA \/? (4.45)

Sendo os 6; as fases relacionadas com cada uma das i componentes. Relacionando

entao 4.40 e 4.40 obtemos assim as relagoes

= )it 4.46

v Nle ’ ( )
N3 i(63—061)

= 4/ ¢ 4.47

H Nle ) ( )

1 N1

Fazendo as devidas substituicoes nos valores esperados de K ;, obtemos:

(Kii) = Ni (4.49)
(KZ2) = N {1+N,- (%)} (4.50)
(Ki;K;;) = NN, (%) (4.51)

(Kij) = /NiNje =%, (4.52)
(Kl) = (Ki))" = (Kj.), = /N;Nje =%, (4.53)
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(4.54)
Entao (H) adquire a seguinte forma:
3 3
1 (N—-1
H = > &Ni+5 | —— Xii N}
= yaieg () e
3
1 (N—-1

)
i#£]

3
+ Z Q5 5/ NZN] COS(QZ‘ — (9])

.7/7‘].
i#]

Por intermédio do método variacional dependente do tempo podemos mostrar a que
N; e 0; formam um par canonico bem como obter as equacoes de movimento canonicas
relacionadas como a hamiltoniana 4.55. As equagoes de movimento relacionadas a Ha-

miltoniana 4.55 sao:

. 1/N-1 N;
Gj = €j + 5 <T> Z (2 — 6j71)>\ﬂNZ -+ ; aji J COS(@Z' — Qj)

VNN,

i#]

(4.56)
\ N;
i
As quais podem ser obtidas pelas seguintes equagoes de Hamilton:
. OH
0, = — 4.57
. OH
N, = ——— 4.58
J 8‘9] ( )

onde Nj e 6; formam um par canonico.

O préximo passo é reduzir o nimero de variaveis introduzindo um vinculo, que para
nos, serd a populacao total N = N, + N, + N, por ser um numero fixo. Para realizar a in-
trodugao deste vinculo, utilizaremos o rigor matematico do formalismo de transformacgoes

canonicas.
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4.2.3 Equacoes de Gross-Pitaeviskii

Uma maneira usual de se descrever a dinamica populacional de condensados Bose-FEinsiein
é através das equagoes de Gross-Pitaeviskii 4.59. As equagoes de Gross- Pitaeviskii sao
equacao de movimento, de carater semiclassico, obtidas das equagoes 3.9 através de um

tratamento de campo médio (Vide apéndice C).

. 7 h2v2 ]- Qac

ihe = [——+eat VIOat 5D (2= 00i)Uasltl Yo+ 5 e
J

. V2 1 Qq Qe

ity = [~ = e+ VOt Y (20Ul v+ — v+ = e, (459)
J

L h2V? Qpe

Zhwc = [ om +€c+v wb+ Z - cz Ucy’¢]’2 % wa+7bwb

A partir das equagoes Gross-Pitaeviskii podemos obter uma dinamica populacional se-

miclédssica (Vide apéndice C) por meio das seguintes equagoes:

0, = e;+= DNl + az—jcos(é’i—H»)
J J Z 0ji)Aj g J \/z—NJ J

(4.60)

N, = —QZ aji N —Z sin(6; — 6,)
17£j j

Comparando estas equacoes 4.60, obtida no apéndice C, com as equagcoes 4.56, notamos
uma sutil diferenca entre as duas. As equagoes 4.56 foi obtida utilizando-se o tratamento
com estados coerentes e a equacao 4.60 foi obtida a partir da equacao de Gross-Pitaeviskii.
As equagbes 4.60 levam em consideragao um grande nimero de particulas (N > 1), o que
da um cardter semiclassico as equagoes de Gross-Pitaeviskii. No tratamento de estados
coerentes nao ha esta restrigao, por isso os termos de interagao entre bosons Az, j carregam
junto consigo o termo (N 1) que é uma consequéncia do tratamento de estados coerentes.
O termo (N 1) permitira uma comparagao, no capitulo 8, entre uma dinamica puramente
quantica e a sua respectiva semicléssica para N grande e para N pequeno. Note que para
N>1 ( - ) ~ 1, tornado as equagoes 4.56 e 4.60 idénticas.
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4.3 Transformacao Canonica

Para um entendimento do comportamento de um sistema de trés modos, faremos uma
transformacao canonica, demonstrada no apéndice B, tal que as equacoes de movimento
resultantes facilitem a resolugao numérica. Como consequéncia da transformagao, ha
a reducao do numero de variaveis, bem como o de equagoes de movimento, utilizando
o numero total de particulas como vinculo, ja que é uma quantidade conservada nesta
dinamica. As novas coordenadas sao escritas em termos das populacoes, da seguinte

forma:

N = Ng+ Ny + N,
N, = N, (4.61)
N, = N.

O fato de ter escolhido estas novas variaveis é que elas possibilitam uma simplificacao
da Hamiltoniana, além de terem uma interpretagao fisica direta. N é nossa populacao
total que sera utilizada como um vinculo do sistema por ser constante. NV, e N, sao as
populacoes do poco 2 e do poco 3 respectivamente. A populacao do poco 1 pode ser escrita
em termos das novas variaveis e do vinculo: N, = N — N, — N,,. A matriz transformacao

(B.4 descrita no apéndice B na pédg. 123) utilizada aqui é identico a utilizada em [36].

Apés a transformacao canonica, conforme o apéndice B, os pares canonicos para as

novas coordenadas devem ser escritos da seguinte forma

YN = eaa
o0, = —0,+ 0y, (4.62)
op = —0,+0..

A averiguacao da canonicidade desta transformacao pode ser obtida através do parénteses

de Poisson,

{05, N} oa.Na) = {96 Nj}00,N0) = 0ij-

Para obter o modelo escrito nos termos das novas coordenadas canonicas, temos que

escrever as populagoes em termos destas, como se segue:

Ny = N—-N,— N,

N, = N,, (4.63)
N, = N,
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ea = @N,
O, = ©on+ @, (4.64)
0. = on+ e,

Cada par canonico é formado por uma variavel nimero de particulas e outra variavel
angulo (fase) formando o par (IV;,p;), com i = N, v, u, onde este par é formado pelas
variaveis de indices iguais. A excecao é o Numero total de particulas N, que nao tem

indice, porém seu par é fase global ¢y

Considerando a energia por particula,

(H) _
N - H
com
N, N,
n=— m=—
N’ N’
a Hamiltoniana adquire a seguinte forma:
1 2 1 2
H = [AE, + AE, n + AE,, nm + AE, m + §Ann + §Amm]
+ 204 v/nmcos(p, — @)
+ 2045 /(1 —n —m)ncos(p,) (4.65)

+ 2004c \/(1 —n —m)mcos(g,),

e as constantes efetivas de interagao sao dadas por:

A, = 2(N —1D)[Aa + X — 220), 4.66)

A, 2(N — 1)[Aa + Ae — 2Xae), (4.67)

AFE, g0+ (N — 1), (4.68)

AFE, ey + (N = 1)[—= Ao + 2a), (4.69)

AE,, en+ (N = 1)[=Xs +2X.], (4.70)

AE"m (N - 1)[/\tl - >\ab - )\ac + /\bc}- (471)

E ainda temos que
=), a=&—-&) e e =(E—-E&).
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Estes termos contém as informacgoes sobre a energia de ponto zero, devido agao do po-
tencial de armadilhamento e da energia translacional do sistema. Se os termos &,,&, e &,
forem nulos, os termos de acoplamento também serao nulos, ja que nestes estao também
embutidos os mesmos termos referente ao potencial de armadilhamento e energia trans-
lacional. Quando &, # &, # &. obtemos uma sequéncia de pogos com diferentes energias
de ponto zero, ou seja assimétricos (figura 4.1-a) e para obter a forma simétrica (figura
4.1-b), consideramos &, = & = & = &,. A forma simétrica da figura 4.1-b pode ser
obtida entao considerando a mesma geometria e profundidades para os trés pocos. Ha
uma outra configuracao simétrica que pode nos trazer vantagem, e é dada pela figura
4.1-c onde &, > &. = &,, ou seja, os pocos laterais sao menos profundos que o pogo do

meio.

a)

Fig. 4.1: Configuracao de pogos em linha com relagao as energias de ponto zero. Estas energias
estao relacionadas a profundidade dos pogos potenciais locais. a) Configuragao as-
simétrica, b) configuracdo simétrica com trés pocos idénticos e ¢) configuragao simétrica
com dois pocos iguais.

Com esta nova Hamiltoniana, temos (%‘N = 0, o que indica que seu par canonico, N ,é

uma constante de movimento. As equacoes de movimento para as novas variaveis podem

ser derivadas da Hamiltoniana 4.65 utilizando as equagoes de Hamilton:

. oH
wi = 8_Ni’ (4-72)
. oH
N, = ——. 4.
i ( 73)

Teremos no total, quatro equacoes de movimento nao lineares acopladas. Até aqui, o

modelo ¢é generalizado, agora, iremos direcionar o modelo ao objeto de estudo.

4.4 Reducao do Modelo Semiclassico Generalizado

Este procedimento consiste em diminuir o nimero de termos de interacao e de inter-

conversao, e com isso, trazer para mais préximo da realidade fisica de um sistema de
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condensados armadilhados em poco triplo em linha. Buscando um sistema fisico, o qual
possa reduzir o nimero de parametros, utilizaremos trés pogos geometricamente idéenticos
para tal objetivo e com mesma profundidade representado, pictéoricamente, pela figura
4.1-b.

Primeiramente, vamos igualar os termos de acoplamentos a,, = a5 = « e desligar o
acoplamento entre os pocos “a” e “c” fazendo a,. = 0, pois com isso, teremos barreiras
idénticas com trés pocos em linha, estando os pogos “a” e “c” nas extremidades. Além
do mais, devemos lembrar que sobre as interagoes A; e \;; existe a influéncia da integral
de superposicao, entao, para que a igualdade A\, = A\, = A\, = U, seja possivel, temos
que considerar que os trés pogos apresentam mesma geometria. Além disso, no interior
de cada poco temos um tunico tipo de atomo, logo, todos interagem da mesma forma.
Como cada componente se encontra separada por barreiras, entao nao podem interagir
umas com as outras, logo, A;; = 0. Lembramos que ¢,j = a,b,c. Considerando que
os pocos apresentam a mesma profundidade, as energias de ponto zero serao ideénticas

Ea=&E =E. =&, assim,

A, = (N = 1)U, A, = (N - 1)U, (4.74)
AE, = —(N — 1)U, AE,, = —(N — 1)U, (4.75)
AE,,. = (N — 1)U, AE, = % + (N = 1)U, (4.76)

Para finalizar, vamos multiplicar a Hamiltoniana H por i

_H 1 N -1 9 9
E= 5 = 50+A0{2 + < N > [ +m”+nm— (n+m)|}
+ Vnmcos(¢, — @) (4.77)
+ V(1 —n—m)ncos(p,).
Onde temos a equivaléncia:
U,N
= 4.
Ao 50, (4.78)

Obtido o modelo que descreve o pogo triplo em linha, iremos agora reduzir o niimero

de condigoes iniciais.
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4.5 Condicoes iniciais

Com o intuito de reduzir o nimero de condigoes iniciais, fracionamos a populacao das

componentes b e ¢ em relagao a populagao da componente a:

1
oa = —————— 4.79
" l4+u+wv ( )
)
oy = ———— 4.80
fhob 1+u+wv (4.80)
U
oc — 4.81
" 14+u-+w ( )

Isto reduz as condigoes iniciais de 3 para 2 e desta forma fracao de populagao para o poco

b e c é baseado na populacao do pogo a. Note que

V= Nop/MNoq U = Noe/Noa- (4.82)

4.6 Equacoes de movimento

As equacoes que determinam a dinamica do condensado em poco triplo em linha sao

obtidas utilizando as equacoes de Hamilton:

oFE

R — 4.
OF
= — 4.84
e
OFE
- = 4.
OFE
n o= ———— 4.86
m Do (4.86)
0 que gera
n = /(1 —=n—m)nsin(p,) — vnmsin(p, —¢,)
(4.87)
. N -1 m
b = h () G-z 5 T sl - )
1-2n—-m
cos(y)

2y/(1—=n—m)n
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o= Jamsin(g, - ) (4.85)
(4.89)
Gy = —Xo (%) (1—n—2m)+ 2\/T;_m cos(pu — ¢v)

n

2 (1—=n—m)n cosl)

Estas equacoes formam um sistema de equacgoes diferencias nao lineares acopladas, as
quais serao resolvidas numericamente. No préximo capitulo iremos avaliar os modos

coletivos que ocorrem neste sistema.



Capitulo 5
Estudo do sistema

Neste capitulo, realizaremos uma classificacao dos diferentes regimes de oscilacao existen-
tes no condensado armadilhado em pogo triplo descrito pela Hamiltoniana 4.77 da pagina
54. Como ja confirmados em [15, 36, 39], neste sistema existe caos, o que nao é interesse
deste trabalho. Esta classificacao foi gerada para avaliar sob quais condi¢oes ocorrem os
modos bem comportados (sem caos). Os elementos utilizados na classificagdo dos regimes

foram as condigoes iniciais (v e u) e o parametro de controle A,,.

5.1 Tipos de Condicoes Iniciais

Para facilitar a classificacao dos diferentes regimes oscilatérios, primeiramente caracteri-
zamos as condicoes iniciais existentes. Para minimizar a quantidade de condicoes iniciais,
nos restringimos sempre em utilizar duas populagoes de partida iguais com as fases sempre
iguais a zero. Essa restricao gerou 6 diferentes tipos de condigdes iniciais conforme a fig.
5.1.

e para v = 1 com u > v reproduz Ny, = Ny < N (figura 5.1-A);
e para u = 1 com v > u reproduz Ny, = Ny < Ny, (figura 5.1-B);
e para v = u < 1 reproduz ny = Nee < Nye (figura 5.1-C);

e para v = 1 com u < v reproduz Ny, = Nep > N (figura 5.1-D);
e para u =1 com v < u reproduz N, = Nee > Nop (figura 5.1-E);

e para v = u > 1 reproduz nyp = Nee > Ny, (figura 5.1-F);
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= u= v=u
A) B) 0
.y v=u<]
u>1
D) E) F)
u<l : <l v=u>]

Fig. 5.1: Tipos de configuragoes de estados iniciais. Nas configuracoes B e E as ocupagoes
iniciais sdo simétricas e as restantes sao assimétricas. As configuragoes A e C, bem
como as D e F apresentam simetria por rotacao de .

5.2 Tipos de Regimes do Sistema

A classificacao dos diferentes regimes seguiu o seguinte procedimento: (1) Escolhia-se o
tipo de condigao inicial, (2) fixava-se os valores para u e v, e (3) avalia-se os modos gerados
para diferentes valores do parametro de interacao A\,. Esse processo foi repetido para cada
um dos tipos de condigoes iniciais, sendo que sempre utilizamos as fases iniciais iguais a

Zero.

Através da descricao do paragrafo acima geramos os graficos D.1, D.2, D.3, D.4, D.5 e
D.6 dispostos no apéndice D na pag. 137. No apéndice, cada um dos graficos representa
um tipo de condicao inicial e dentro de cada um destes, indicado pelas letras de A a H,
a ordem de ocorréncia dos regimes a medida que A, decresce. Dessa forma, é possivel
observar a sequéncia na qual cada um dos modos ocorrem para cada tipo de condicao
inicial.

O sistema em estudo apresenta uma grande diversidade de modos oscilatérios, no en-
tanto, os dois regimes que sempre ocorrem: os autoarmadilhados e nao autoarmadilhados.

Os regimes mais especificos, porem nao menos interessantes,[15, 38| séo:
e Cadticos;

e Modulados;
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e Modos Gémeos (Twin Mode);
e Um pogo vazio (Single depleted well-SDW);

e Dimero aparente (Dimer like).

5.2.1 O autoarmadilhamento

O fenomeno de autoarmadilhamento ocorre quando ha em média uma populagao fixa no
interior de um dos pocos em comparacao com a média populacional de um dos outros dois
pocos restantes. Este fenomeno pode ser definido matematicamente através da diferenca
entre as médias temporais das populagoes de dois pocos. A diferenca das médias é dada

por:

Zi = N;(t) — Ny(t), (5.1)

onde N;(t) e m designam a média populacional durante um tempo t. Os indices
iej,com i # j, podem assumir as nomenclaturas a, b, ¢ que denominam os pogos. Se
zZ # 0 temos o autoarmadilhamento, e caso seja igual a zero, nao. Este fenémeno é con-
sequencia da dominancia dos termos de interacao direta sobre os termos de interconversao
na Hamiltoniana 5.5, 5.6, 5.3-C e 5.4 .

5.2.2 Modos bem comportados

Os regimes bem comportados mostrados na fig. 5.2, aparecem em 2 dos 6 tipos de
condicoes iniciais. Os dois tipos de condi¢oes que nao geram modos cadticos, sob qualquer
valor do parametro de controle, sao as condigoes do tipo B e E. Nas condicoes do tipo B
e E note que sempre u = 1, ou seja, as populagoes iniciais dos pogos da extremidades sao
iguais, o que torna a dinamica de ocupagao sempre simétrica (fig. 5.1 B e E). Os modos
bem comportados apresentam um regime de oscilagao periddica para qualquer valor de
Ao-

5.2.3 Modos caoticos e modulados

Nas condigoes do tipo A, C, D, e F', os regimes cadticos surgem em um limiar de transigao
entre o regime autoarmadilhado e o ndo autoarmadilhado (ou entre forte e fraco acopla-
mento -fig. 5.3-A). A transigdo do autoarmadilhado para o nao autoarmadilhado , passa

pelo cadtico, como dito, porém, para pequenos valores de \,, o caos se dissipa dando ori-
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Fig. 5.2: Modos bem comportados sao periddicos nao apresentam amplitude modulada. A di-
reita a dinamica temporal da populacao e a esquerda o equivalente espago de fase

gem a um regime com amplitude modulada. A modulacao da amplitude também ocorre

quando o sistema estd autoarmadilhado (fig. 5.4-B)

5.2.4 Dimero aparente

O modo também chamado de dimer-like [15], apresenta caracteristicas interessantes: as
populagoes dos dois pogos mais vazios em ¢ = 0 oscilam defasadas de 7/2 entre si, e 0 pogo
mais cheio permanece com a média populacional fixa (figuras 5.5) em um valor préximo
ao inicial. Estes modos ocorrem quando os sistemas se encontram em fraco acoplamento

e sempre na condicao inicial do tipo A e C.

5.2.5 Modos de um poco vazio

Este reguime é chamado de single depleted well - SDW e também obtidos em [15, 37, 38].

A dinamica deste regime é caracterizado pela defasagem de 7/2 entre am populagdes dos
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Fig. 5.3: A - Modos modulados, B - Modos caédticos e C - Modos autoarmadilhados.

Nas

condigoes iniciais do tipo A, C, D e F os modos cadticos ocorrem na transicdo en-
tre os regimes de forte e fraco acoplamento

pogos das extremidades (fig. 5.6), em quanto o modo relacionado com a populac¢ao do

poco do intermediario oscila em torno de uma média préoxima de zero. Este modo também

é uma espécie de dimero aparente, mas nao na forma como foi apresentada em [15].

O SDW ocorre em nosso sistema quando temos as condicoes iniciais dos tipos D e
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Fig. 5.4: Modos Modulados em forte regime de autoarmadilhamento

F. Note que existe uma simetria rotacional entre as condigoes D e F, com isso, ambos
podem gerar regimes equivalentes para o mesmo valor de A,. Na condi¢ao do tipo D,
quem permanece com a média populacional proxima de zero é o pogo "¢’ (da esquerda) e
no tipo F é o pogo "a”(da direita). Este modo ocorre quando o sistema estd em regime
de forte autoarmadilhamento, porém para valores positivos, a variacao populacional entre

0s pocos mais cheios em ¢t = 0 é maior.

5.2.6 Modos Gémeos

Nos modos gerados pelas condi¢oes B e E, além de serem bem comportados (fig. 5.2),
apresentam a dinamica populacional dos pocos "a”e ”c¢”sempre iguais. Este tipo de regime
chamado de Twin Modes [37, 38], ou seja, modos gémeos, porém em ambas referéncias, o
modelo estudado pelos autores apresenta um termo de interconversao, chamado de cross-
colision (nao adotado neste trabalho) e trés termos de interconversao ligados (a < b,

b S cec & a, neste estudo adotamos somente dois, a <= b e b < ¢). O tipo de
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Fig. 5.5: Modos dimero aparente sao produzidos quando temos utilizamos as condicGes iniciais
do tipo A e C em um regime de forte autoarmadilhamento

poco, adotado pelos trabalhos citados é tridimensional e do tipo paraboldide em uma

configuracao espacial equivalente a apresentada na fig. 1.3-c na pag. 32.

Como temos dois modos oscilatérios iguais nos pocos dos extremos e um modo distinto
no poco do meio, ficamos com um sistema de dois modos somente. O modelo para os
modos gémeos, pode ser obtido por duas transformacoes canonica consecutivas sobre a
Hamiltoniana 4.55. Toda a reducao da Hamiltoniana de trés para dois modos esté contida

nos apendices E e G. O resultado das transformagoes nos leva a seguinte Hamiltoniana:

A 1
H:AE++AE,2+522+O 5(1 — 22) cos ¢, (5.2)

onde os parametros efetivos sao
3 .
AE—i— = g)\o(Qj - 1)7 (53)

AE = i/\o(Qj _), (5.4)
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Fig. 5.6: Modos com um pogo vazio sao produzidos quando utilizamos as condicoes iniciais do
tipo D e F em um regime de forte autoarmadilhamento

A = 2%(2;’-1). (5.5)

Note que AE_ é que da a simetria ou assimetria da superficie de energia 5.7. Para

AFE_ =0 e superficie é simétrica e para AFE_ # 0 ela é assimétrica.

A configuragdo da Hamiltoniana 5.3 ¢ idéntica a obtida nas ref. [26-29] utilizando
os operadores do grupo SU(2). Isso mostra que os modos gémeos sao na verdade, um

sistema de dois modos. Isso gera a seguinte superficie de energia 5.7.

5.2.7 Efeito Josephson

O efeito Josephson é uma troca coerente de pares de cooper entre dois semicondutores
fracamente ligados por um finfssimo (&~ 107%m) isolante, chamado de jungao. Estes efeito
foi descoberto pelo laureado Brian D. Josephson (Nobel 1973) em 1962. Quando estas

trocas coerente entre dois supercondutores é induzida por uma tensao externa, o efeito
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[ ao:%, e, =22, ¢ = -6, Mot =10 }

Fig. 5.7: Superficie de energia para AF_ = 0, a direita, onde e, = e, =4 e, =7e AE_ # 0,
a esquerda, onde ¢, = ep = . =4

¢ conhecido como efeito Josephson do Tipo CA (Corrente alternada). Temos também o
tipo CC (Corrente continua) no qual a jungao nao sofre a agdo de um potencial externo
e os pares fluem através do isolante de maneira contraintuitiva. Entao, a troca coerente
de populacao de pares ocorre via tunelamento através do isolante. Uma caracteristica
importante, é que devido a alta coeréncia neste tipo de oscilacao ha uma alta variabili-
dade na populacao de cada semicondutor. Na literatura este efeito é caracterizados pela
sigla SJJ - Superconductor Josephson Junction, ou ainda, JJS - Juncao de Josephson Su-
percondutora. Este efeito também pode ser observado em hélio superfluido separado por

uma pelicula nanoporosa, sendo observada em 3He em 1997 e em *He em 2001.

Em condensados de Bose-Einstein, o efeito Josephson pode ser obtido em utilizando
um pogo duplo [26-29] no qual a troca de dtomos de cada pogo ocorre via uma barreira
de potencial. Este tipo de sistema é chamado de Jungao de Josephson Bosonicas (JJB)
(Bosonic Josephson Junction - BJJ). Outro tipo de JJB sdo os condensados bosonicos

spinoriais, que utiliza dois niveis hiperfinos ligados via acoplamento Raman.

Uma especial realizagao deste efeito em sistema de trés pogos é quando ocorre os
modos gémeos, os quais podem apresentar todas as caracteristicas de JJB estudadas até
o presente momento. Note que o parametro efetivo AE_ em 5.3, sempre serd diferente
de zero, ou seja, teremos uma superficie de energia assimétrica 5.7. Para obtermos uma
superficie de energia simétrica, temos que usar diferentes energias de ponto zero nos pogos,
da seguinte forma:

Eq = E. =€ F &y, (5.6)
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e utilizando a relacao,
Ao(27 —1
Ep =€+ %, (57)
onde j = N/2. As relagbes 5.6 e 5.7 podem ser obtidas se utilizando um pogo potencial

na configuracao 4.1-c¢ na pagina 4.1. podemos gerar uma configuracao simétrica para a

2
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o 3 +
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Fig. 5.8: Superficie de energia para AE_ = 0 obtida com as relagoes 5.6 € 5.7. ¢, = e, =4 e
Ep = 7

superficie de energia. Note que pela relagao adotada nas energias de ponto zero em 5.6
mantém a simetria entre dos pogos nas condicgoes iniciais onde u = 1. Isso ird manter
os modos gémeos (fig. 5.8) e produzir a superficie simétrica. Dessa simetria surgem os

varios regimes oscilatorios gerados pela Hamiltoniana de dois modos E.22.

5.3 FEfeitos de forte interacao

Forte interacao é a condicao onde temos os termos de interagao direta sobressaem sobre
os termos de interconversao. Os termos de interconversao permitem a troca entre a troca
de populagao entre os pogos, porém os termos de interagao direta podem inibir, ou nao, a
interconversao dependendo da intensidade do parametro de controle \,, ja que este fornece

a relagao entre o parametro de interagao direta U, e o parametro de interconversao a.. Os
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Fig. 5.9: Efeitos relacionados a Hamiltoniana de dois modos 5.2

termos de interagao direta sao importantes por estarem ligados a nao linearidade, que por

si s6 dao o caracter bosonicos ao modelo.

Em sistemas bosonicos, o aumento da probabilidade de ocupagao de um estado au-
menta devido a este estado ja estar ocupado. Este interessante efeito bosonico, mantém
o sistema numa dinamica populacional idéntica a dadas pelas condicao inicial quando os
efeitos de interconversao sao fracos perante aos de interacao direta (ndo linearidades).
Neste caso, os efeitos das nao linearidades da equagao de Gross-Pitaeviskii sao mais for-
tes. Por exemplo, se temos dois pocos cheios e um vazio, a dinamica populacional sera
mais forte entre os dois mais cheios. Por outro lado, se temos dois pogos vazios e um
cheio, a dinamica terd maior forca entre estes os dois vazios. Lembrando que estamos
considerando o limite classico.

O sistema estudado apresenta efeitos de tunelamento, o que permite a troca de particulas

entre os pogos, porém no limite quantico (para poucas particulas) este efeito da manu-

tencao da quantidade de particulas em cada poco é destruido pelo efeito de tunelamento.
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Sempre que temos duas populagoes iniciais idénticas junto com uma disparidade popu-
lacional muito grande em relacao a populacao distinta as outras duas iguais, nas condigoes
de iniciais do tipo A, C, D e F isso ira afetar a dinamica populacional de forma a pro-
vocar um efeito de dimero aparente, ou seja, o sistema terda um comportamento parecido
com um poco duplo. Sob estas condigoes, os dois pocos que apresentarao maior dinamica

populacional serao sempre os que terao populacoes idénticas.

O twin mode é um caso a parte devido a simetria populacional do sistema que fara
com que a dinamica seja sempre idéntica a de um pogo duplo, independente da relacao

de intensidade entre os termos de interagao e interconversao.

5.4 Assinatura do comportamento de dois modos em poco triplo

Quando temos v = 1, nas condigoes iniciais, obtemos os modos gémeos, o que é um
comportamento muito caracteristico. No entanto, estes regimes oscilatorios sao o unicos

que apresentam modos anarmonicos (fig. 5.10)

[ A =-0.6944,1=1,v=10, M=1{]]
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Fig. 5.10: Modos anarmonicos sao uma assinatura do comportamento de dois modos em nosso
sistema de poco triplo.

Pelo que se estudou até aqui, a condicao onde u = 1 sao as unicas que produzem

os modos anarmonicos no poco triplo. Os modos anarmonicos sao muito comum em
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sistemas de dois modos [26-28], com isso podemos usar este modo para caracterizar um
comportamento de dois modos em pogo triplo. Uma outra assinatura do comportamento
de dois modos do poco triplo é a nao ocorréncia de caos, para qualquer valor da \,, nos

modos gémeos.






Capitulo 6
Fragmentacao

Neste capitulo faremos uma analise dos regimes do poco triplo, para diferentes valores
do parametros de controle A, nos concentrando nos dois tipos de condi¢oes que originam
os modos gemeos, que como vimos, sao tais que v = 1. Vamos reutilizar os valores de
Ao, U € v utilizado no capitulo anterior para uma melhor comparacao entre os graficos aqui
produzidos e os produzidos no capitulo anterior. Em se variando os parametros descritos
vamos avaliar os espectros de frequéncias que devam surgir. O espectro serd obtido
utilizando-se a transformada rapida de Fourier (FFT-Fast Fourier Transform). FEsta

transformada nos permitem passar do dominio de tempo para o dominio de frequéncia.

Aqui nos interessa determinar a frequéncia de dominio (wy), ou seja, é aquela que tem
o pico de maior intensidade e nem sempre é a primeira que aparece no espectro, como
sera visto. Os picos de frequéncia subsequentes sao sub-modos que compoem o espectro.
Em alguns modos temos o surgimento de sub-frequéncias w,, multiplos da frequéncia de
dominio (wy). Se estas subsequéncias sao nimeros inteiros (m) da frequéncia de dominio,
é porque a trajetéria no espago de fase é fechada, obtendo assim, uma avaliacao se os
modos sao periodicos.

Wi = MW (6.1)

Dizemos que o espectro esta desfragmentado quando nao existe sub-frequéncia ,ou apenas,

algumas poucas sub-frequéncia (fig. 6.1). Quando um modo apresenta muitos picos de

frequéncias, temos a sua fragmentacao (Por exemplo: fig. 6.2 - E até H e fig. 6.3 - C,
D, F e G). Quando hd um tnico pico, o sistema estd em uma condi¢do de maxima de

harmonicidade (figura 6.1).

Como se trata da avaliacao da desfragmentacao, os modos cadticos e modulados ja
sao descartados automaticamente por possuirem um espectro de frequéncia altamente

fragmentado. Resta entao analisar os modos bem comportados, porém dentro dos modos



iz0
0,8
0,6
0,41

6,24

72 Capitulo 6. Fragmentacao

{wd=0.21875000}

oy 1—
e
-

Fig. 6.1: Em cada uma das trés linhas (A, B e C) de gréficos temos: com evoluc¢ao temporal com
seus respectivos espaco de fase e de espectro de frequéncias dos modos para diferentes
valores de v na condicao inicial do tipo B. Nos graficos fixado A, = 1/60 e u = 1 e
utilizamos v = 5,50 e 500 consecutivamente.

bem comportados existem os modos anarmonicos, bom, o proprio nome ja diz tudo, eles
também sao altamente fragmentados, porém periddicos. (Ex.figura6.2 letra G e 6.3 letras
C e G). Os modos anarménicos sdo uma assinatura de um sistema de dois modos, pois s6

ocorrem quando u = 1, ou seja quando temos os modos gémeos.

A importancia desta analise do espectro, esta na possibilidade de se obter o periodo
modo por intermédio da frequéncia de dominio (w,;) do espectro. Este periodo serd utili-
zado no controle populacional no préximo capitulo para criar uma sincronia entre pulsos

e os picos dos modos.

Note pelos graficos na fig. 6.4 que os modos de menor fragmentacao sao aqueles que

nao apresentam “quinas” ou “bicos”, nas figuras do espaco de fase. Em outra palavras
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Fig. 6.2: A sequéncia de A até H temos os graficos da evolugao temporal com seu espectro de
frequéncias do modo. Nesta sequéncia foram escolhidos v a u dentro da condicao do
tipo B para permanecerem fixos e modificarmos \, de forma decrescente de 5/30 até

—2/3.

quanto mais eliptico ou mais suave a curvatura, menor a fragmentacao.
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Fig. 6.3: sequéncia de A até H temos os graficos da evolugdo temporal com seu espectro de
frequéncias do modo. Nesta sequéncia foram escolhidos v a u dentro da condigao do
tipo E para permanecerem fixos e modificarmos A, de forma decrescente de 1 até —2.

Corresponde aos modos da figurar D.5 da pagina 142
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Fig. 6.4: Sequéncia de A até H temos os graficos de fase com seu espectro de frequéncias do
modo. Nesta sequéncia foram escolhidos v a u dentro da condi¢ao do tipo E para
permanecerem fixos e modificarmos A, de forma decrescente de 29/100 até —8/3. Cor-
responde aos modos da figurar D.2 da pégina 139






Capitulo 7
Controle Temporal de Populacao

A capacidade de interconversao entre as componentes tornaram-se mais interessantes
quando favoreceram o desenvolvimento de técnicas de controle populacional, por variar
temporalmente o valor da intensidade dos parametros relacionado com os termos inter-
conversao na Hamiltoniana do modelo. Até aqui a dinamica do sistema era avaliada
com o parametros de interagao ou de interconversao constantes (independente do tempo).
A partir de agora iremos avaliar a dinamica do sistema levando em consideracao a de-
pendéncia temporal destes parametros. Essa dependéncia temporal favorece o controle e

transferéncia de populagao entre estados ou pogos.

(2273 Qpe

e B

Fig. 7.1: tipos de condensados com trés componetes. a) spinor (tipo A - dois termos de acopla-
mento entre niveis), b) trimer (em linha - dois termos de acoplamento entre pogos) e
¢) com trés termos de acoplamento entre pogos

Uma técnica de controle populacional de dtomos [18, 19] e moléculas [20—23] muito
tradicional é o STIRAP (Stimulated Raman Adiabatic Passage) [19]. Esta técnica apli-

cada em sistemas de spinores (fig. 7.1-b)), possibilita, de forma irreversivel, a total
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transferéncia da populacao de um estado inicial para um final através de um estado inter-
medidrio conhecido como Dark State [23]. O STIRAP é uma das técnica utilizadas para
o armadilhamento coerente de populagao (CPT - Coherent Population trapping). Esta
técnica envolvendo trés niveis (fig. 7.1-b) é bem conhecidas no ambito da dtica quantica
[18, 19], mas também ¢ possivel no ambiente da condensagao de Bose-Einstein. Para efeti-
var a total transferéncia de populacao do estado de partida para o estado alvo, o STIRAP
utiliza dois pulsos gaussianos superpostos por um tempo 7. Os pulsos sao produzidos por
laser na frequéncia de Rabi, sendo que do pulso Stokes (5) liga o estado intermedidrio
com o estado alvo e o pulso Pump (P) liga o estado inicial com o intermedidrio. Estes
pulsos sao disparados em uma sequéncia contraintuitiva: primeiro o pulso Stokes e depois
o Pump. Para que o transporte populacional seja eficiente, a intensidade do parametro
de interconversao « tem que ser forte, e o sistema tem que estar proximo da ressonancia,

ou seja o detuning A é pequeno 7.1.

Em sistemas multipocos podemos inserir a dependéncia no tempo, por meio de pul-
sos, de forma equivalente ao utilizado em sistemas de spinoriais, gerando um fenomeno
equivalente ao STIRAP [64-71] (fig. 1.3-a). Isso s6 é possivel devido as similaridades

existentes entre os modelos de multipogos e multiniveis.

Em sistemas de poco triplo pode-se gerar também o equivalente a um STIRAP ciclico,
onde a populagao troca de pogo por efeito de uma sequéncia de pulsos gaussianos [66, 69—
71] (fig. 7.1-c).

Nesta parte do trabalho iremos avaliar a possibilidade de controle de populacao e as
possiveis transicoes entre os modos do sistema por utilizar pulsos do tipo quadrado e step.
O pulso step serd usado somente para mudar o modo de oscilagao (um espécie de excita¢ao
dos modos) e pulso quadrado sera utilizado para tentar armadilhar temporariamente e
também inverter a populacao entre dois pocos. A inversao produzida é um processo
equivalente ao do STIRAP (Stimulated Raman Adiabatic Passage) [18-23, 64-71].

A funcao utilizada como meio para realizar a variacao temporal no parametro de
acoplamento ou interacao chama-se protocolo. Neste trabalho utilizaremos 4 diferentes
tipos de protocolos, um ¢é dotado de duas fungoes gaussianas e outras trés diferentes
dotadas da funcao Heaveside. Cada um dos pulsos sera utilizado de maneira diferente, o
pulso step serd utilizado para modificar a intensidade do parametro de controle, sendo que
o termo de acoplamento nao muda sua configuragao. Ja em outra etapa, onde o objetivo é
a inversao de populacao e o autoarmadilhamento temporario, usaremos o pulso quadrado
para ligar e desligar os termos de acoplamento sendo que o parametro de controle A, nao

muda sua intensidade.

No capitulo 5 estao os resultados do estudo sistemaético, onde descrevemos os diferentes



7.1. Pulso step 79

tipos de modos coletivo que o sistema apresenta. Além do entendimento de como os
diferentes modos ocorrem, nos condensados armadilhados em poco triplo em linha, para
duas populagoes iniciais iguais, buscavamos selecionar os melhores modos para realizar

trés tipos diferentes transi¢ao populacional, como segue abaixo:

e Transicao entre modos- Consiste em transitarmos de um modo para outro modifi-
cando o valor de \,, com um pulso step. Para realizar esse processo selecionamos
os modos bem comportados, onde u = 1 *, pois seu comportamento se aproxima de
um comportamento harmonico por apresentar um frequéncia bem definido e baixa

fragmentacao.

o Aprisionamento tempordrio- Este processo consiste em desligar, com um pulso qua-
drado invertido, o termo de acoplamento durante um tempo e ligarmos novamente,
fazendo com que um dos pocos dos extremos fique vazio e outro completamente
cheio. Os modos com u > v = 1 (Condicao inicial do tipo AT) e A\, < 1 (Condigao
inicial do tipo C*) produzem modo com baixa fragmentacio quando o valor de \, é
muito pequeno, além do mais, as populacgoes dos pogos dos extremos oscilam entre
0 e 1. Um outro fato interessante destes modos, é a defasagem de 7/2 entre estes
modos, o que gera possibilidade de aprisionamento das populagoes dos pogos dos

extremos em tempos diferentes.

e [nversao de populagao - Este processo apresenta grandes similaridades com o STI-
RAP, porém ao invés de dois pulsos gaussianos, utilizaremos um pulso quadrado
para inverte as populacoes dos pocos dos extremos. O modo utilizado é o mesmo

utilizado no aprisionamento temporério.

Para produzir os trés tipos de pulsos, utilizamos a funcao Heaviside representada por

O, os quais serao descritos a seguir.

7.1 Pulso step

Esse seré utilizado para promover mudancas de um modo para outro ao variar bruscamente

o parametro de controle, o qual passa a apresentar a seguinte forma:

Aolt) = Ao[1 + (% et —t)], (7.1)

* A condicao inicial do tipo B apresenta v = 1 com u > v e reproduz nyq, = nep < N (figura 5.1-B) e
a condigao inicial do tipo E apresenta v = 1 com u > v e reproduz n,q = nNep < N (figura 5.1-E)

tA condigao inicial do tipo A apresenta v = 1 com u > v e reproduz ny, = Nep < N (figura 5.1-A)

 As condicdo inicial do tipo C apresenta v = u < 1 e reproduz Ny = Nee < Noq (figura 5.1-C)
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lof-----

Ao

Aoy
A(t) =4, (1 + [A__ 1] [et—-t)—0(t—-t.— r)])

Fig. 7.2: Pulso step utilizado para produzir a transigao entre modos pela modificacao brusca do
valor do parametro de controle de A\, para A.s

onde )\, serd o nosso parametro de controle inicial e A,f, serd o parametro de controle
final e t. é o tempo no qual o pulso sera ligado. O valor de t. é calculado com base na

frequéncia de dominio do modo, obtida via FFT da seguinte forma:

b = na(—), (7.2)

Wq
como wid é o periodo do modo analisado, entao o tempo t. durara ng vezes o valor desse
periodo. Dessa forma interpreta-se que se ng4 é inteiro (1, 2, 3,...), ele indicara o nimero
de picos entre 0 e t.. Desta forma o pulso, tipo step, serd ligado em um “pico” do modo,
ou seja, justamente em um ponto onde o valor populacional é igual a populacao inicial

(em t=0).

7.2 Pulso Quadrado

O pulso quadrado serd aqui utilizado como uma chave que liga e desliga os termos de
interconversao. A equagao 7.3 gerard nestes termos uma varia¢ao brusca de 0 (desligado)
para 1 (ligado). J& a equagao 7.4 produzird nos parametros de interconversao uma variagao
brusca de 1 para 0. Estes pulsos permanecerao ligados ou desligados durante um tempo
o = ny/wg, sendo que utilizaremos valores para n; inteiro (1,2,3...) no aprisionamento
temporario e semi-inteiro (0,5; 1,5; 2,5;...) na inversao de populac¢ao. Os protocolos para

os dois tipos de pulsos quadrados sao respectivamente:
o) =[(O(t —t.) = Ot —t. — 0))], (7.3)

Ot) =[1-O(t—t.) +O(t —t. — o). (7.4)

A t. terda a mesma forma que a equacao 7.2, porém ng poderd assumir valores semi-inteiros

também.
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2 [ 1 _
0 (| —
o)=0@—t)—0(t—t.—1) ot)=1-0(@—-t)+0(t—t,—1)

Fig. 7.3: A esquerda temos o pulso quadrado que sera utilizados para produzir a inversao de
populacao. J4 a direita temos o pulso quadrado invertido que serd utilizado no aprisi-
onamento temporario da populagao
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Fig. 7.4: Modos com condicoes iniciais do tipo A, onde u > v = 1 e A\, < 1, ou C, onde
u=v<Klel, <1 Estas condigoes sao ideais para a realizacao do STIRAP e da
inversao de populagao com pulsos quadrados devido a defasagem entre as populacoes

O pulso do tipo quadrado sera utilizado na inversao de populagao onde ny tera va-
lores inteiros e o valores semi inteiros. Ja o pulso quadrado invertido serd utilizado no
aprisionamento temporario e ng pode assumir valores inteiros ou semi-inteiros conforme
a populacao que queremos aprisionar. ¢ inteiro quando utilizados em modos bem com-

portados.

Os modos caracterizados pelas condigoes iniciais do tipo A (u > lewv = 1) e C
(u=1v < 1), com A\, < 1 (regime de forte acoplamento ) serdo os utilizados para
produzir o aprisionamento e a inversao. Esta combinagao de condigao inicial e parametro
de controle, produz uma defasagem temporal de 7/2 (fig. 7.4) entre as populagdes das
extremidades. Esta defasagem de 7/2 em (fig. 7.4) é o que torna este modo interessante,

pois é com este tipo de modo que se consegue produzir STIRAP.
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Fig. 7.5: Acima um exemplo de oscilagdo harmonica: estd plotado a funcao cosseno (cos 2mwt)
cujo periodo é T'= 1/w. Nesta figura temos o; = 47. Com isso temos na figura acima
o0 tempo 01 = 02 = 03

7.3 Ponto de transicao entre modos

No tratamento a seguir, tomamos como pressuposto um comportamento harmonico dos
modos a serem utilizados, onde a temos a relagao inversa entre periodo e frequéncia. Com
isso, poderemos sincronizar o tempo t., onde o pulso sera ligado, com os tempos onde
os “picos” dos modos oscilatorios ocorrem. Pois é sobre os “picos” que os valores das
condigao iniciais se repetem, assim, podemos obter a sincronia entre tc e os picos através

do periodo (wid) utilizando a equagao 7.2.

Toda transicao entre os modos sera realizada nos pontos onde as condicoes iniciais
se repetem, ou seja sobre os “picos”. Baseando-se nisso, construimos o tempo t. de
forma que as condigoes iniciais em t = 0 (n4(0), n.(0), n.(0)) seja a mesma em ¢t = ¢,
(n(0) = na(te), np(0) = np(te), ne(0) = ne(t.)), ou seja, no ponto da transigdo entre os
modos. Assim, o modo de oscilac@o seguinte, em ¢ > t., seja conhecido pelo valor de \,¢
pois terd a mesma condicao inicial do modo anterior. A forma de t. foi construida supondo-
se em oscilagoes harmonicas, com isso, quando o modos dos sistema forem harmonicos
suficiente, as transigdes ocorrerao sempre em (14(0), n.(0), n.(0)). Em uma oscilagdo
harmonica, dentro da medida de n vezes o periodo, temos a distancia horizontal entre

dois pontos de mesmo valor do eixo vertical como na figura 7.5.

Para valores de ¢ entre 0 e t. o pulso step se encontrard desligado, de maneira que
o modo neste intervalo de tempo serda dado pelas condic¢oes iniciais e pelo valor e A,.
Quanto t = t. o pulso ¢é ligado fazendo com que A, salte instantaneamente para o valor

Ao f permanecendo neste valor por um tempo indefinido (pulso step eq. 7.1) . J& o pulso
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quadrado, (eq. 7.3) serd utilizado para ligar e desligar o termo de interconversao, entao
sua variacao é de zero para por um, permanecendo neste valor um tempo o e depois
retorna a zero. Este pulso quadrado serd utilizado na inversao de populacao entre os
poco das extremidades, semelhante ao processo de STIRAP. Também utilizaremos uma
variagao do pulso quadrado, definido como pulso quadrado invertido (eq. 7.4) que sera
utilizado no aprisionamento temporario de populacao. A diferenca para o pulso quadrado,
aqui definido, é que em t = t. vai de um para zero, desligando o termo de interconversao

depois retorna a um.

7.4 Transicao entre modos

Aqui o intuito é avaliar a transicao entre modos bem comportados variando a intensidade
do parametro de controle A\, bruscamente através do pulso step. Os modos bem com-
portados apresentam as condicoes iniciais com v = 1. A transicdo sempre ocorrera nos
“picos” dos modos, pois sao neles que as condic¢oes iniciais irao se repetir, para sincronizar

o tempo onde o pulso serd ligado . utilizamos os valores ngy sendo inteiro.

Para valores de t entre 0 e t. o pulso se encontrara desligado, de forma que o modo
neste intervalo de tempo sera dado pelas condicoes iniciais e pelo valor e A,. Quanto
t = tc o pulso é ligado fazendo com que )\, salte instantaneamente para o valor A,f

permanecendo neste valor por um ou indefinido (pulso step eq. 7.1).

Na figura 7.6 foram utilizados o valores para obtencao dos modos da figura D.2 e na
figura 7.7 dos da figura D.5 respectivamente. O intuito é obter o modo final igual aos das

figuras de referéncia D.2 e D.5 para qualquer valor de ng4, mas isso nao foi possivel.

Os modos alvos apresentaram somente uma similaridade com os modos dos graficos
de referéncia para os valores iniciais ny. Pelas figuras 7.6 e 7.7 o pulso step ¢ eficiente
para realizar uma transicao entre modos, mas deixa muito a desejar quando se trata de
obtermos os modos gerados por \,; idénticos aos das D.2 e D.5. Isso é a falta de sincronia,
fazendo com que o modo obtido por A, nao se inicie exatamente sobre as condigoes
iniciais em t = t. (n.(0) = n4(te), np(0) = ny(t.), ne(0) = n.(t.)), como pressupomos.
Esta desregulagem em ¢ = ¢, é devido ao modo inicial, dado por A,, nao ser harmonico o

suficiente.
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Fig. 7.6: Os graficos lado a lado acima apresentam as mesmo valores de u, v, A\, € A,¢. Sendo
que os graficos da esquerda apresentam ng = 4 e os direita sdo para ng = 32. Note que
para ng = 4 os modos finais sao similares aos modos da figura D.2.
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7.5

Nesta etapa iremos utilizar o pulso quadrado invertido 7.4 para aprisionar o sistema por
um breve periodo de tempo. A equagao 7.4 representada por O(t) estard multiplicado
aos termos de interconversao na Hamiltoniana do modelo. O processo consiste no sistema

iniciando com o termo de interconversao ligado e apds um tempo t. ele serd desligado

Aprisionamento temporario de populacao

permanecendo neste estado por um tempo o e depois sera religado.
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Fig. 7.8: Modo com u =1 e v = 10 sendo que a figura A, com seu respectivo pulso B, apresenta
ng =4, ja a figura C apresenta ng = 32

Na figura 7.8 o pulso ¢ eficiente para tornar o sistema armadilhado por um breve
periodo de tempo. Os modos antes e depois do armadilhamento deveriam ser iguais, mas

existe uma pequena diferenca devido ao fato de que no ponto de transicao, em t = t., nao

ocorre exatamente sobre as condigoes iniciais em t = 0.
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Fig. 7.9: Modo com u = 1/500 e v = 1/500 sendo a figura A, com seu respectivo pulso B,
utilizou-se o ng inteiro, ja a figura C utilizou-se o ng semi-inteiro.
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Na figura 7.9 utilizamos a configuragao de condigao inicial do tipo C (figura 5.1 na
pagina 58) onde toda a populagao se encontra no pogo “a”, ou seja o da extremidade
esquerda. A condicao inicial do tipo C nao foi considerada como sendo um tipo de
configuracao que tenha modos bem comportados, mas pode apresentar um bom compor-
tamento se o valor do parametro de controle for pequeno suficiente. Fazendo A\, pequeno,
o termo que domina é o de interconversao, gerando grandes amplitudes de oscilagao (entre
0 e 1) na dindmica populacional. A condic¢ao inicial ideal para se produzir o efeito da
aprisionamento temporario é u = v > 1 com A, > 1. Estas duas condi¢oes nos dao uma
populacao toda contida inicialmente no poco da esquerda e ao dominio do termo de de
interconversao sobre os de interagao. Estas condigoes sao as mesmas utilizada na execucao
do STIRAP. No STIRAP os termos nao lineares (interagao direta) podem destruir o efeito

de transporte.

A diferenca entre os dois gréaficos da figura 7.9 é justamente o valor de t.. Na figura
A foi usado valores de ng inteiro e na figura B semi-inteiro, isso fez com que ocorresse o

aprisionamento de diferentes populagoes.

7.6 Inversao de populacao

Nesta etapa, com o pulso quadrado 7.3, vamos tentar transferir toda a populacao contida
no poco “a”’ na extremidade esquerda para o pogo ”c¢’na extremidade direita. O pulso
quadrado, tem a funcao de manter inicialmente o termo de interconversao desligado de
0 até t. onde é ligado, permanecendo ligado por um tempo o e em seguida desliga-lo.
Durante o tempo que permanecera ligado o sistema estara livre para oscilar conforme o

valor do parametro de controle.

Para proceder a inversao utilizaremos a condicao inicial do tipo C, nas mesmas
condigao que foi utilizada no aprisionamento temporéario (v = v > 1 com A, > 1),
aliado a o pulso quadrado da equagao 7.3 (multiplicado aos termos de acoplamento).
Para que a inversao ocorra, temos que utilizar o os valores de t. com ny inteiro e semi
inteiro para para n; em o. Se utilizarmos n; inteiro, o sistema oscilara e voltard ao pogao
de partida. E graca s a defasagem do modo que esta inversao é possivel, inclusive para o
STIRAP. das extremidades. A inversao se torna eficiente quando o valor de ngy é pequeno,
ou seja, o sistema fica livre para oscilara algumas poucas vezes depois de t.. Se o valor
de ng for grande, o efeito da anarmonicidade serda maior, o que diminuira a eficiéncia da

mnversao.
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7.7 Porque o STIRAP é possivel?

O estudo sistematizado para classificagao e compreensao dos modos gerados pelo modelo

estudado foi de vital importancia para as conclusoes que se seguem abaixo.

A condicao inicial necessaria para a realizacdo do STIRAP coincide com uma das
classificadas por nés, a qual é do tipo C (u = v < 1), porém, a condicao A (u > v = 1)
pode ser utilizada também. Para poder gerar o STIRAP a populagao tem que estar
toda contida em um dos niveis (no nosso caso um dos pogos) da extremidade e em um
regime de forte acoplamento (forte regime de interconversao), traduzindo para os termos
utilizados neste texto, obtemos u = v < 1 e A\, < 1. Mas porque essas condi¢oes devem

ser importante na producao do STIRAP?

Primeiro porque toda populacao estd inicialmente em um tinico pogo, segundo porque
temos um forte regime de interconversao, e terceiro, o regime gerado, por estas condicoes,
é um regime onde a populagao dos pogos mais cheios oscilam defasadas de 7/2 e invertem
sua populacao periodicamente quando o valor da intensidade do termo de interconversao, o
acoplamento, for constante. Se nao fosse por essa este inversao total periédica, o STIRAP

nao seria possivel.

Para se conseguir produzir o STIRAP sobre as condigbes de contorno citadas, temos
que ajustar temporalmente a distancias entre os picos dos pulsos Gaussianos (Delay) bem
como a largura, de forma a produzir a méaxima eficiéncia na troca de populagao. Logo
isso nos leva a crer que ha uma espécie de sincronia entre picos dos pulsos e o tempo da
inversao populacional (1/2w,) no regime selecionado . Ao averiguar isso, notamos que a
distancias entre picos necessarias para produzir o STIRAP eficiente é justamente metade

do periodo de oscilagao dos modos que estao defasados 7.11. O tempo

- 2%1 (7.5)
entre picos de populacoes diferentes e consecutivos, onde wy é a frequéncia de dominio
obtida por FFT (fig. 7.11-D). Este tempo ¢, ¢ justamente o tempo entre os picos conse-
cutivos da populacao N, e o da N, ou seja, é tempo necessario para ocorrer uma inversao
(fig. 7.11-B). Isto justifica a importancia a andlise do espectro de frequéncias na deter-
minacao do tempo entre picos dos pulsos gaussianos. Porém, analise realizada mostrou
que nao s6 a distancia entre os picos é importante, mas, o a largura é determinante na
obtencao de 100% de transferéncia da populacao do poco a para o poco c. Pensado nisso,
mapeamos a largura do pulso Lg e o tempo entre picos (Delay-Dly) no qual produziam

100% de transferéncia. Isso gerou um mapa de eficiéncia para um determinado valor de
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100% de eficiéncia, em vermelho, surgem.

Ao 7.12.

7.7.1 Mapa de Eficiéncia

O mapa de eficiencia, para um dado valor de \,, mostra que existe uma faixa restrita de
valores, onde a relagao Lg x Dly que produzem 100% de eficiéncia (em vermelho). Note
pelo mapa de eficiéncia (multicolor) que na regido em vermelho na figura 7.12; a maior
faixa de Dly estd ao entorno do valor de DIy = —1/2w, onde para v =v =1/500 e \, =
1/300 é de —8.8275862. Avaliando 5 diferentes pontos na figura 7.13, referenciados com as
letras de A até E, onde temos 100% de eficiéncia, encontramos diferentes tipos de regimens

de troca de populacao. Note pelos gréficos estao com seus respectivos pulsos, onde o pulso
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pump é tracejado e o stokes é pontilhado. Quando temos DIy negativo, é porque o pulso
pump vem primeiro que o stokes, como os que produzem o STIRAP (fig. 7.13-C), porém
hé regimens com 100% de eficiéncia com Dly positivo. O interessante é regime dado
pela letra A, que além de possuir um DIy positivo, nao apresentam superposicao entre os

pulsos pump e stokes.
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Capitulo 8

Dinamica Quantica SU(3)

Neste capitulo avaliaremos a dinamica quantica para o modelo de trés niveis. Isto servira
como base de comparagao entre os modos avaliados no capitulo 4, no qual abordamos a

dinamica semiclassica para o mesmo modelo.

8.1 O modelo

Considerando como ponto de partida, a Hamiltoniana ?? escrita em temos dos geradores

do grupo su(3) obtida no cap. 4 e reescrita abaixo:

3 3 3
~ o 1 o o 1 ~ ~
H = 2;5 Kiit ZlA i (K =1) + 5 ZZJ‘:/\M‘KZ‘JKM (8.1)
= = vy
1 < . .

+ 5 Y (K + Kj),

2]

i#£]

TR ‘S 5 ;
Lembrando que, Kj; = Kj; e que K;; = uTiuj, onde u; e ul; sdo respectivamente os

operadores de criacao de destruicao de bosons.

8.2 Diagonalizacao

Para realizar a diagonalizacao iremos utilizaremos a base |n,m) = |N —n —m,n, m), nao
diagonal, que foi utilizada como ponto de partida na transformacao de estados coerentes

no cap. 4. Esta é a melhor base pelo fato que

(K K] =0
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e também
[Kl,QaKLB] = [K1,1,K2,3] = [Kz,z,f(l,s] = [—f(s,s,f(m} =0.

A partir da equacgao de Schioedinger,

f{|wu> - EI/|¢1/>7 (82>

e realizando a expansao dos estados |¢,) em termos da base |n,m) utilizando

sendo que Cy, = (n,m|1,), sdo os autovetores e

n+m<N

SED I

n,m n=0 m=

[e=]

onde ja inserimos a restricao sob os estados n +m < N. Note que esta restricao nos gera

N, = (NH)QM estados.

Multiplicando a equagao de Schroedinger 8.2 por (n/, m/|, pela direita, obtemos:
(', m/|H|p,) = E, (n',m'|1p,) (8.4)

Entéo utilizando a completeza ), [n,m)(n,m| =1 obteremos uma equagao secular de

autovalor e autovetor, da seguinte forma:

> (! m![Hn,m)(n,mlw,) = E, Y (0!, m|n,m)(n,m|e,)

> (' w![Hln,m)CY,, = Ey0u nbm mCh (8.5)
> (! w![Hln,m)CY,, = E,Cl o,

que em notacao matricial adquire a seguinte forma:

[H — E1]C =0, (8.6)

[(N41)(N+2)]2
4

niveis de energia v apds a diagonalizacao desta ma-

sendo H a matriz Hamiltoniana que contém os elementos (n’, m’|H|n, m), com

elementos, logo teremos M

triz, o que concorda com [40]. A matriz coluna C contém os elementos C” . sabendo que

n,m?
cy.. = 1 é a matriz identidade e E, os autovalores. Logo, temos condicoes de

v
n',m’»
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obter os elementos da matriz Hamiltoniana, avaliando os valores esperados para cada um

dos operadores K, utilizando o seguinte procedimento:
<Tl,/ m/|f(|n7 m) = <K>n,m (87)

j& introduzindo a notagao reduzida para o valor esperado de K. Ao realizar a operacao

obtemos:

22)mm = N6 nOontm (8.8
33)nm = MO nOm/m (8.9
W nm = (N = Kys — Ks3)nm = (N =1 = m)0u 10 m 8.10
22,2 nm = n25n’,n5m’,m 8.11
Sadnm = 0w O 8.12
Pam = (N = K35K33))nm = (N =1 —m)26, 1.0m/ m 8.13
12)nm = V(N = (0= 1) = m)0u n10mm 8.14

2nm = V(n+ 1Moy n_10m mi1
3hnm = Vn(m+1)6y n+15m',m—1
wm = V(N =1 — (m — 1)) 0O/ m1
=V (m+ 1)(N — 1= )0 Ot 41

(
(
(
(
)o (
Y e e S (8.15
(
(
(
(

Ao dividir os elementos matriz Hamiltoniana por N obtemos obtemos a seguinte forma:

1 R
Hy mrinm = N(n/ m/|H|n,m)
1A, 5 Ap
+ \/n (n—1) —m)0n n—10m’ m + \/(n + 1)(N —n —m)dn nt10m/.m

\/m —-—n— - 1))6n',n m/,m—1 + \/(m + 1>(N —-—n- m)(sn/:ném/vnﬂ’l

+
-+ \/ n + 1 mfsn/’n,l(sm/,erl —+ 1/ n(m + 1>6n’,n+15m’,m71] (820)

e as constantes efetivas de interagao sao dadas por:

A, = N[}\a + A — 2)\(11)], (8.21)
A = N[Ao+ Ae — 2Xac)s
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A

AE, = &,+ ?“(N - 1), (8.23)
AE, = e+ NQAw— )+ Aa— M), (8.24)
AEn = em—+N(ae— )+ Oa — o), (8.25)
ABnmm = N[Aa— b — Aac + Mool (8.26)
com
g0 = (€a),
en = (&b—€a), (8.27)
Em = (ec—¢€q)-

sendo as energias de ponto zero em relagao a energia de pondo zero do pogo da extremidade

esquerda.

8.3 Reducao do Modelo Quantico Generalizado

Primeiramente, vamos igualar os termos de acoplamentos oy, = ap. = « e desligar o aco-

(1) [P

plamento entre os pocos “a” e “c” (ay. = 0), ,pois com isso, teremos barreiras idénticas
com trés pocos em linha, estando os pocos “a” e “c’nas extremidades. Além disso, deve-
mos lembrar que, além dos acoplamentos, sobre as interacoes \; e \;; existe a influéncia
das integrais de superposicao, entao, para que \; = U,, temos que considerar os trés
pocos tendo a mesma geometria. No interior de cada pog¢o temos ainda um unico tipo
de atomo, logo, todos interagem da mesma forma. Agora, ja que cada componente se
encontra separada por barreiras, entao nao podem interagir umas com as outras, logo,
Aij = 0. Lembramos que i e j = a,b,c. Considerando que os pogos apresentam a mesma
profundidade, as energias de ponto zero serao ideénticas: ¢, = ¢, = €, = €,. Para finali-
1

zar, vamos multiplicar os elementos da matriz Hamiltoniana Hy msn,m POT 55, assim as

constantes efetivas de interacao adquirem seguinte forma:

A, = 2NU,, A = 2NU,, (8.28)
AE, = —NU,, AE,, = —NU,, (8.29)
AE,,, = NU,, AE, = g—a Y UL(N —1). (8.30)
onde NU
Ay = 0 (8.31)

2a
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e a Hamiltoniana adquire a seguinte forma:

1 A
En/7m/;n’m = m(ﬂl, 77’1/'.[’.]'717 m>
N —1

1
En/’m,m’m - {€ + /\0[5 (T) * n2 + m2 +nm = (n + m)]}én’,ném’,m

1
ﬁ[\/n(N —(n—1) =m0 n-10mrm + V(A DN =1 — M) s 10 m

4+  \/ (TL + 1)m(5n/,n,1(5m/7m+1 =+ 4/ n(m + 1)5n/,n+15m’,m71] (832)

Note que A, foi o inico parametro que restou, e tem a mesma forma do parametro
de controle 4.78, como no sistema semiclassico tratado nos capitulos anteriores. Este
termo carrega a razao entre os dois parametros mais importantes na Hamiltoniana: a
interagao direta U, e o acoplamento « os quais controlam a intensidade dos termos de
mesmos nome. A energia de ponto zero € = ¢,/2a é um referencial para a contagem do
restante das energias do sistema. Na Hamiltoniana é somente um termo translacional, o

qual em nossos estudos sempre manteremos um valor fixo.

8.4 Dinamica Quanticas

Nesta secao vamos superpor os estados semiclassicos com os quanticos, com o intuito de
obter uma evolucao temporal dos estados semicléssicos sob efeito dos estados quanticos.
Utilizando-se de métodos numéricos, obtemos as autoenergias E;; = E,/ psinm € autove-

tores CY = CV, relativos a equagao 8.5 de autovalores e autovetores.

A solucao dependente do tempo é dada por,

0, () = e 2EaNat]y, ), (8.33)
) = 2 Cil ol ). (8.34)

Para conseguirmos fazer a comparagao com a evolugao semi-cldssica, vamos utilizar como
condigao inicial, os estados coerentes semi-cldssicos |v, 1), cuja evolugao temporal é dada

por,

w(t), ult)) = e, ). (8.35)

Na base |n,m) o estado coerente pode ser escrito como

[V, 1) = Y Dua (v, 1) |, m), (8.36)

n,m
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onde

Vn Mm N[ 1/2
Do (v 1) = 1+ [v]2 + |2 N/2 <(N —n— m)!n!m!) [ m), (8.37)

onde utilizamos as condigoes iniciais para v e p dadas por

Ny .
v = ,/ﬁe“@—@l), (8.38)

N; ,
= /e, 8.39
p N, (8.39)

Ento utilizando a relacao de autoestados de 7 (completeza),

i ) (] = 1, (8.41)

onde N, é o numero de estados. Substituindo a eq. 8.41 na eq. 8.36, podemos escreve-la

CO1MO:

w(t), w(1)) = €SN Dy (v, 1O 1), (8.42)

n n,m
j& que C7% = (¥y|n,m). Substituindo a eq. 8.34 em 8.42 obteremos a relacao desejada,

mas antes, atuamos com o operador evolucao temporal sobre o estado. Com isso,

V(1) p(t)) = e HENN NN D, O O i, 1), (8.43)

n n,m n,m
Podemos reescrever a equacgao 8.43 acima da seguinte forma
(t), u(t)) = Ka(v, i, t)|, ), (8.44)

onde
Kiu(v, i t) = e 2BNtN N D WO O (8.45)

n n,m
Os valores esperados para Ki1, Koy e K33 sdo dados por:

W01 OO, 00 = S0 ST K a1 ) K (v, ) i 17| Ko, )

nmnm

= Z!Kﬁmvu, )P (N —n—m), (8.46)

:x
Sx
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<V,<t>’ﬂ/(t)|K22|V(t)v:u(t» = ZZK;L’,m’(’/7Mlvt)Kﬁ,ﬁz(V’/“L7t)<ﬁ/’m/|f{22|ﬁam>

R

= Y Kam(v ) n, (8.47)

m

(W (), 1 O Kalo (), u(t)) = Y Ky (V1 8) K (v, s ) (i 0| K|, 1)

/

St

q:x

/
I

3
R
St
R

)

|K~,ﬁz(y7:u’7t>|2 m. (848)

I
1

8.5 Comportamento do sistema em termos do N

Vamos avaliar nesta secao os efeitos quanticos em se comparando com seu equivalente

semiclassico para N pequeno e para N grande.

E visivel em 8.1 e 8.2, para N pequeno, que os efeitos de forte interacao sao supri-
mido pela interconversao devido a pouca ocupacao dos pogos. Os efeitos bosonico sao
suprimidos mesmo no regime de forte interagao devido ao efeito de tunelamento e a baixa
probabilidade de ocupacao do estado devido a baixa ocupacao deste. Note que para
N = 10 os efeitos semiclassicos ja passam a predominar, tornando as dinamica quantica

e semicldssica similares.
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= LV =
N ’ 500 ° 500 N 500 500
11,01 1j1,0-
9,8 09,8+
0,6 0,6
0,4 - 0,4
9,2 - 0,2
a T T T T T 0 -
0 30 100 150 200 250t 0 100 200 300 400 500t
t
| """ Ma Classico Wb Classico Me Classico | | Ma Quintico Mb Quéntico Me Quintico |
1 1 1 1
= py=— = = =—— u=——7>~1 =3, M=10
N [‘V SOO,M 500,10 B,M 10] . N [V 500 i 300 A
I, v e v s e 2 o 2t s 110
0,8 0,87
0,6 - 0,67
E
0,4 0,4
0,2 0,2
] T T T T T 0 T T T T T
0 50 100 150 200 250 t [/ 100 200 300 400 Joe t
t
| """ Ma Classico Wb Classico Me Classico | | Ma Quéntico Nb Quéntico Ne Quéntico |

Fig. 8.1: A dindmica quéntica e seu equivalente semicldssico para N =3 e N = 10
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g i bl BLLL o ™ = T
(/] 30 160 150 200 230
| ---- Ma Classico Mb Classico Ne Classico |
2 1
== = = ,M =10
h=govThusgg ]

I710-

Nb Classico Nc Classico |

IEIIO 12|0 f

0 T T T T T
o 30 100 130 200 230
| Ma Quéntico Nb Quéntico N Quéntico |
2 1
== y=1,u=—- >M=10
N. [%; RO T
1,0
0,81
0,6
0,4
0,2 -
0 50 100 150 200 230 t
| Ma Cudntico Mb Qudntico Me Qudntico |

Fig. 8.2: A dinamica quéntica (a direita) e seu equivalente semicléssico (a esquerda) para N = 4

e N = 10 a direta






Capitulo 9
Conclusoes

Neste trabalho estudamos um condensado Bose-Einstein multicomponente, onde os bdsons
se encontram armadilhados em 3 pocos fracamente ligados por barreiras. O modelo se-
miclassico que descreve o comportamento deste sistema foi obtido por meio de um trata-

mento de estados coerentes com base nos operadores do grupo su(3).

O estudo do modelo apresentou caracteristicas interessantes as quais serao descritas

abaixo:

e Para duas populagoes iniciais iguais com u # 1 e um fraco acoplamento, o sistema de
poco triplo apresenta um comportamento de pogo duplo aparente. Sob esta mensa
condicao inicial e um forte acoplamento o sistemas apresenta modos modulados ou

cadticos conforme o valor do parametro de controle.

e Sob a condigao inicial u = 1, ocorre o regime chamado de twin mode, modos gémeos
em portugues. O twin mode é caracterizado pela oscilagao em fase e mesma am-
plitude, de duas das trés populacoes. Este regime oscilatério é um comportamento
de dois modos puros e é o Unico regime que nao apresenta caos pois para qualquer

valor \,.

e Oscilacoes nomeadas como anarmonicas s6 ocorrem nos modos gémeos e caracteriza
um comportamento critico do sistema, pois este tipo de oscilagao, comum em siste-
mas de dois modos, indica a presenca de um ponto de cela na superficie de energia.
Esta superficie é obtida de uma Hamiltoniana de dois modos que descreve os mo-
dos gémeos, obtida a partir da Hamiltoniana de trés modos por uma transformacao

canonica.

e O sistema pode ser mais facilmente manipulado temporalmente quando o modo os-

cilatério for o mais harmonico possivel. Estes modos sao obtidos nos modos gémeos
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e nos modos com u # 1 quando A\, < 1. As condigoes iniciais v = u < 1 com A\, < 1
se apresentaram como as melhores modos para se realizar o armadilhamento tem-
porério e a inversao de populagao utilizando pulsos quadrados. Coincidentemente

esta condicoes sao as mesmas necessarias para se obter o STIRAP.

Com um pulso quadrado podemos realizar uma transicao populacional equivalente
ao STIRAP quando o tempo de duracao do pulso é metade do valor do periodo modo
oscilatério do sistema. A maior eficiéncia da transigdo do tipo STIRAP (pulsos

gaussianos) ocorre quando os picos tempo entre os pulsos é da ordem do perfodo.

O mapa da eficiéncia nos mostra que existem varias regices onde ha 100% de trans-
feréncia populacional do poco 1 para o poco 3 por intermédio de pulsos gaussianos.
A forma contraintuitiva dos pulsos gaussianos nao é a unica forma de se conseguir

100% de transferéncia de populagao.

Uma analise do espectro de frequéncias, por meio de FF'T, mostrou-se necessario na
determinacao o melhor tempo de delay entre pulsos gaussianos que produzira 100%

de transferéncia populacional.

Os efeitos da nao linearidade (terno de interacao), diretamente relacionados aos
efeitos bosonicos, sao responsaveis pelo auto armadilhamento e com isso também

pelo comportamento de dois modos.

Quanticamente, para N pequeno, a manutencao da populacao em um poco super-
populado (efeitos bosonico) em um regime de fraco acoplamento (forte interagao),

sao suprimidos mesmo no regime de devido ao efeito de tunelamento.
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Apeéendice A

Estados coerentes SU(3)

Utilizando a base dada pelo estado de Fock |Ny, Ny, N3) = [N — (n+m),n,m) = |n,m)

]

i

e os operadores: Populacao a

atua na base da seguinte forma

ai| ;)
af|N:)
ala;|N;)

VNiN; - 1)
VvV N; + 1|N; + 1)

N;|N;)

A base de partida para os estados coerentes é |N,0,0) = |0)

onde o operador atua na base da seguinte forma

a; = K; e Abaixamento dldj = Kj; onde o operador
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A.1 Transformacao

A transformagao de estados coerentes da algebra SU(3) é unitdria e é realizada através

do seguinte operador.

U = evk21+ltK31 (AlO)
U = e Katwks (A.11)
e a base de estados coerentes é
vy = Uo) (A.12)
= e”K21+“K31\0) (A.13)
VTZILLTTL n m
= Z (m) K3 K31|0) (A.14)

Os valores médios sao dados por

1 <V7M|A‘V7 N> 1
A),, = WHAKE Al A15
< > s <I/,,u‘l/, ,U> < ,U| | :u>/\/ ( )
_ (0|UAUo) (A.16)
(v, plv, p)

Sendo (v, u|v,u) o termo de normalizagdo N desta base de estados coerentes. E

(v, | A|v, p)  0s valores médios j& normalizados. Entéo sabendo que

n: m! 1/2
KRERI0) =3 (%) n,m) (A17)

N —n—m)!

n,m
agora substituindo A.17 em A.14 obtemos a relacao entre a base de estados coerentes

lv, i) n e a base de Fock |n,m)

1 NI 1/2
iy = 0 X v i (g mamarm) ) (A.15)

Para obter a normalizacao fazemos

I = <V7”|V7 M)N (Alg)
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2 2n 2m i N'
N = % ™ Iu /\/((N—n—m)!n!m!) (4.20)
N? = [+ aP) = 2 (A21)
N = (L o + [aP)¥2 = 2 (4.22)

podemos escrever A.18 da seguinte forma

W= . S i v A.23
= e 2 ) (429)
= ZDnm(V7 N)|nvm> <A'24)
lembrando que
] N 1/2
(v, pln, m)nr (v, 1) [1+ [v]2 + [p2]V2 veop ((N —n— m)!n!m!) (A.25)

Estamos prontos para obter a transformacao da Hamiltoniana A.26

3 3 3

A A 1 ~ A 1 INEDN

H =Y Kii+ >N Kig (K —1) + 3 S oNKiK; o (A26)
=1 i,7=1 0,J

i#]

3
1 . .
t 7 Z: Qij(Kiy + Kj).
i#j
Vamos tomar o valor esperado da Hamiltoniana A.26 termo a termo:

<I:I>V7M = <’4N|I:]|Va M)N

Doravante utilizaremos somente |v, 1) normalizados abandonando a notagao |v, u)

<K22>1/,u = <Va/i’f(22"/7ﬂ>
- Z<V7M’K22‘n;m><n7m‘yau>

n,m

— Zn (v, pln,m){n, m|v, u)

n,m
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> 0 (v, uln,m)P?
Zn | Dy (v, 1)

1 2n 2m N!
ng%”'”' Il ((N—n—m)!n!m!

v|* N 2(n—1) |, 12m (N -1)!
N nzn; i il (N —n—m)l(n—1)m!

|V‘;]\{V-§ﬂv_l
V> N

(A.27)

segundo Radcliffe [75] podemos usar a seguinte notagao para obter o mesmo resultado.

onde p = |v|? e 0 = |pu|?

0

n = pa—p (A.28)
m = 0% (A.29)
(v, | Kaa|v, 1)
Z(Vaﬂ‘K22’n7m><nam’Vmu>

n,m

S0 (vl m) i, mlv, )

in (v, pln, m)[?

S Dy, )

%% el <(N — n]—wm)!n!m!)
% %; pa%pn o ((N —n ]—V!m)!n!m!)
%pa%; pro” ((N—n]—wm)!n!m!)

RN
7N,

(1+p+0)¥
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PN (A.30)

(A.31)

<V7 M|K22|Va :u>

Z(Va ,u|f(22|na m)(”a m|y, :u>
Z m <V7 :u’na m> <n7 m'”? /vb>
> m (v, pln,m)|?

Zm |Dn,m(V7H)|2
1 2n 2m N!
@; m ™ il ((N—n—m)!n!m!
1 d W om N!
Wﬂzﬂ;”%p 7 ((N—n—m)!n!m!)

1 0 0 m N!
Waﬁ_azm pe ((N—n—m)!n!m!)

(A.32)

(A.33)

<[A(11>1/,u = <V7M‘N_[A(22_K33’ymu>
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= Z<V7/~L|N|V7 :u> - <V’/~L|K22|V7 :U’> - <V7:u|f(33|y’ /~L>

= <N> <K22>l/,,u, - <[A(33>1/,u
\WQ |l
= N- N A.34
NV (A.34)
v pl?
= Na- A
NI=T =) (A.35)

~

<K222>V,u = <VaM|K22f(22|V,/L>

= Zn(y,M|K22|n,m><n,m|u,u>
= >0 (v, pln, m)(n, mlv, p)
= > 07 [y, uln,m)[?

= > 0 [Duw(v, )|’ (A.36)

— 1 2 2n 2m N!
B QFNZ ™ ul ((N—n—m)!n!m!

1 N!
B .,@?N'Oappapz & < —n—m)!n!m!)

1 0
@Pa—ppa—p(l +p+o)

0
- - = 1 N—-1
ap (I1+p+o)

(p(L+p+ )"+ (N = 1)L+ p+0)" )

===

< (2" + pP(N —1)2ZV?)

-1
= % (1 + %) <A37)

I 7\ (1 N W’V——l)) (A.38)

A

(K&)wp = (v, p|KasKaslv, 1)
= Zm<yaﬂ‘f(33|n>m><n7myyaﬂ>

n,m
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— Z m? (v, p|n, m){n, mlv, 1)

= 3 (v ) (4.39)
= ZmQ |Dn7m(y’ ,U)|2 (A40)

_ 1 2 2n 2m N'
B QPN% m | ((N—n—m)!n!m!

_ L 9 QZ n m N
~ 2895 0o pe (N —n—m)nlm!

- i%a(l +p+ O')N_l (A.41)

cl+p+o)" T+ (N-1)1+p+0)"7?)

UQPX]_I + o?(N — 1)0@?’6_2)

_ UN(1+U(N—1)> (A.42)
N

T (1 | Py — 1)) (Aa3)

~

(Ki)vu = w,ul(N = Koy — Ksg)*[v, 1)
= (v, ,u|N2 + f(§2 + f(§3 — 2N(K22 + Kas + 2K22K33)|V, )
= (v, 1Nl 1) + (v, pl K3olv, ) + (v, | K3 v, 1)
—2(v, p| N Koz + Kss|v, 1) + 2(v, p| Koa Kgs |, 12)
= (N)ou+ (K5 + (K)o
_2<Nk22>u,,u + 2<Nk33>u,,u + 2<[A(22[A(33>u,u

N2+ﬂ(1+J(N_1))+pN<1+M)

z z z z
N N PSR
—2N (% + %) 2<K22K33>V,,u (A'44)

Precisamos calcular <IA(22K33>,,,# pra obter <K121>l/,,u>l/,,u

<K22K33>V,u = Zm(u,u|f(22|n,m>(n,m|u,,u)

n,m
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= Zm n (v, pln, m)(n, m|v, )

= Zm n (v, pln, m)? (A.45)
= Zm n | Dy (v, ;L)|2 (A.46)

_ 1 2n 2m N'
B ffNZ mn vl Jul <(N—n—m)!n!m!

1 NI
N 60'08pr o ( —n—m)!n!m!)

o N O 0
oN 0
- e (1+p+a> o
N (N -1
- P g;N )(1+p+a)N*2
_ poN(N—1) ks
Al
cN (N-1
_p a%(w2 ) (A.47)
vl u> N (N -1
_ e gz( ) (A48)

Substituindo este resultado em A.44 e com um pouco de manipulacao algébrica obte-

mos que (K2,) adquire a seguinte forma.

(KH)

N N -1
= N ) 1o e ) B ()

Z

Z <V7M‘<N - [A(ZQ - R33)K22’n7 m><n7mly7 /L>

n,m

Zn <Va,u|N - [A(22 - K33|n,m>(n,m|y, :u>

n,m

SN == m) v, alnm) (v, o)

n,m

D (N —n—m) n (v, uln,m)|

n,m

SN =1 —m) [ Do 1)

n,m
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N!
_ o 2n 2m
B ffNZ " n ™ lul ((N—n—m)!n!m!)
1 0 0 N!
= N -
7N =05 P, papz & <(N—n—m)!n!m!)
1 0 0
= W o5 =gy (1+p+a)?
N 0 0 _
isto resulta em...
NN —1)p (p+0)
7 { 7 (A.50)
NN =1y v + |wf?
— 1— A51
7 7 (A.51)
(K11 K33)0, > m (v, p|(N = Ky — Ks3) Kasln, m) (n, m|v, )

n,m

Zm (v, p|N — Koy — Kssln, m){n,m|v, p)

n,m

SN == m) m (v i, ) o, 1l )

n,m

> (N —n—m)m |(v, uln,m)|’

n,m

D (N —n—m) m |Dym(v, p)?

n,m

N!
o 2n 2m
ffNZ " m ™ ((N—n—m)!n!m!)
1 0 8 N!
ﬁa\f 700 p@p 8azp o ((N—n—m)!n!m!>
1 0 0, 0

- i N
v N —oo- pap)080(1+p+0)

N 0 0
— (N —0— — p— 1 N-1
n (N — oo pap)a( +p+o0)

isto resulta em...
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_ N(Nﬁzl)a [1_(;);0)} (A.52)
_ N(N;;)\m [1 || ;rm} (A.53)

Vamos obter os termos acoplamento:

<Kl2>v,u

Z V(N —n—m+ 1) (v, uln — 1, m)(n, m|v, u)

Z \/n(N —n—m-+ 1) D:(z—l,m(ya M)Dn,m(yv :u)

1
@Z V(N —n—m+1) vty |uP

1
@Z V(N —n—m+1) v |

N1 n? V2 NI V2
((N—n—m—l—l)!n(n—l)!m!) ((N—n—m)!n!m!)

1 n m
e O Pl

NN ) v Vi 12
)In!m! <(N )!n!m!)

—n—-m

(WD (IN —n —m

1 2n 2m N!
Ny % ™ ™ n ((N —n —m)nlm!
1 on 1 om0 N!
PNy ; 1™ 1u p@p ((N —n —m)Inlm!

1 0 on | 12m N!
QPNy*pa_an; W™ lul <(N—n—m)!n!m!)

1 0
- 5= N
ngy*pap( +p+o)
N
—QZNV* (1+p+o)V!
p N ffﬂ(f—l

vy
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<K13>V7u

S
=R

(A.54)

§

(Kot)uy = ((K12))o (A.55)
= ((Ki)u,)" (A.56)
=z gN (A.57)

Z Vm(N —n —m 4+ 1) (v, pln,m — 1) {(n, m|v, u)

Z \/’ITL(N —n—m-+ 1) DZ,m—l(”a M)Dn,m(y? M)

1
WZ \/m(N—n—m—l—l)VQ",u*m_l,um

((N —n-m ]—V!U)!n!(m - 1)!) ) ((N —n ]_V!m)!n!m!> )

]_ *— n m
WZ V(N —n—m+1) g uf?

N!m? V2 N! V2
((N—n—m+1)!n!m(m—1)!) ((N—n—m)!n!m!)

1 n m
e 2 P

NN ) v v 12
WA DN — 1 —m)inim! QN MMmJ

—n—-m

1 2n 2m N!
PN px ; o™ 1™ m <(N —n —m)Inlm!
1 on | 1om O N!
N RZ; o™ 1 790 ((N —n —m)nlm!

1 0 om | 12m NI
QPNM*U((?_U; ™ lul ((N—n—m)!n!m!)
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1 0
— QFN,UJ*O'(?—O_(l +p+a)

= 4 p o)
GN
o N {1
vl
#e N

yff

~

(A.58)

o E

(Ksv = ((Kis)")uu (A.59)
= ((Kis)u,)" (A.60)
- £ gN (A.61)

<K23>V,M = Z \% m(n—f-l)(y,,u|n+1,m—1><n,m|y,u>
= Z V m<n + 1) D:(L+1,m71(1/7 M)Dn,m(y7 :U’)
1 X7 n *M— m
= WZ Vm(n + 1) vty ety

N v NI 1/2
N—-—n—1-m+Dl(n+1)(m-1)! ((N—n—m)!n!m!)
1 *— * n m
= @Z Vm(n 4+ 1) gty |

Ntm V2 N! V2
((n+1)(N—n—m)!n!m!) ((N—n—m)!n!m!)
v

*
2n 2m
= > P lul
Z n,m

e
N mQW/ﬁ/}k) v NI 1/2
(A (N —n —m)inlm! ((N —n - m)!n!m!>
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V* n m
= E}WE:WF“M m(

lnlml)

_ V* 2n 2m 2
- X W (uv

N!
)vn|m|>

_ v 3 2n 2m
e I (o

v* 8<
wrN 790
%(1 +p4+o)N !

vio N fi-1
i
Ve N
W<
viu N
QP

—l—p—l—a)

N!
—n— m)!n!m!)

Entao o valor esperado da Hamiltoniana <I:I ) adquire a seguinte forma:

<]f[>l/,ﬂ = go—i_féf

N
7 [Dulv* + Aulpl -

Al pl + Ayt + Aylp)?

ar2(v + 1) + aos(V p + vpt) + onz(p + 1))

(A.62)

(A.63)
(A.64)

(A.65)






Apeéendice B
Transformacao Canonica

Temos que uma relagao entre as varidveis antigas p; = N;j e as novas variaveis P; = Z;

sao conhecidas e dadas pela seguinte relacao

N = N,+ N,+ N,
N, = N, (B.1)
N, = N,
que na forma matricial fica
N 1 11 N,
N, |=1010 N, (B.2)
N, 0 01 N,
de modo que na notagao matricial obtemos
P=Tp (B.3)
Onde a matriz T é a matriz transformacao.
111
T=1]1010 (B.4)
0 01
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sendo ainda os vetores p e P sao:

P=| N, (B.6)

Cada um dos vetores acima citados possui seu par canonico para p temos que seu par é

q e para P temos Q

Temos ainda que a relacao entre q e Q nos é fornecida por:

Q=(T")q (B.7)

onde T~! ¢ a inversa da matriz transformacao (T~!)! é matriz a transposta desta inversa.

Os vetores sao

Q= ©2 (B,g)

Com isso em se conhecendo a matriz transformacgao obtemos:

1 -1 -1
T'=]10 1 0 (B.10)
0 0 1
(&4
1 00
(THY'=] -1 10 (B.11)
-1 0

com estes resultados obtemos que p = T7'P e q = T'Q ja que [(T)!]~! = T* entao

temos as seguintes grupos de relagoes canonicas: As antigas sao:
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N, = N, (B.12)
N. = N,
9& = ¥
Oy = o1+ (B.13)
0. = o1+ 3
As novas sao:
Y1 = ea
Y2 = —9(1 + 9(, (B14)
Y3 = _ea + 90
(B.15)
N = N,+ N,+ N,
N, = N, (B.16)
N, = N.
(B.17)

Parénteses Poisson

E claro que a transformacao acima nos gera a relagao entre os pares canonicos de ori-
gem p,q e nos ajuda a encontrar a relagao entre os novos pares canonicos P, Q em se

conhecendo uma unica relagao entre que no nosso caso foi enter p, P.

Mas por vias de fato podemos averiguar se a transformacao foi corretamente feita em

se utilizando os parénteses de Poisson que sao dados pela seguinte relacao.

wnren-S[(8) (%) - (@) (@) -5

a=1

@ £[82) () - () () o

a=1

Onde o indice a, 1, 7 indicam o elemento do vetor no qual estes sao indices, que nos nosso

caso, cada um deles vai de 1 até treés.






Apendice C
Equacoes de Gross-Pitaeviskii

O modelo tedrico que descreve um condensado com um numero grande de bdsons em
temperaturas muito baixas é dado pela equagao de Gross-Pitaeviskii. Esta equagao obtida
por meio de campo médio e tem carater semi-cldssico e também ¢é chamada de equagao

de Schrodinger nao linear.

A parti de agora iremos obter as equacoes de Gross-Pitaeviskii para o sistema conden-
sado com trés componentes. A teoria de Bogoliubov consiste em decompor o operador

campo W, (r,t) em duas partes:

A A

U, (r,t) = i(r, t) + Vi(r, ) (C.1)

Onde temos um campo classico 1; que descreve o comportamento das particulas no
estado fundamental e o operador campo V! responsavel pela descricao do restante das

particulas fora do estado fundamental.

Como W! é responséavel pela parte excitada, na teoria de Bogoliubov, ela é somente
uma pertubacao. Como estamos tratando de bdosons diluidos e em temperaturas proximo
de zero, iremos considerar que o seu valor esperado seja igual a zero (V.) ~ 0. Com isso,

temos que: (¥;) = o,

O estado descrito por (@J possui uma fase muito bem definida, isto corresponde a
uma quebra de simetria de Gauge em sistemas de muitos corpos e que tem um significado
de parametro de ordem. A simetria de Gauge para o condensado corresponde a simetria
da fase relativo ao grupo unitario unidimensional (U(1)). A simetria é quebrada esponta-
neidade justamente quando ocorre a transicao de fase e o condensados assume uma certa

fase, mesmo o sistema nao tendo uma fase preferencial para assumir.
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Com essa aproximagao, as equacoes 3.9 adquirem a seguinte forma semiclassica:

. i h2v2 Qac

ih ¢a = [ om + €, + V wa + = Z - az Uaj|¢]|2 % 7¢ca

hay, = [— h2v2+ + V()| + = Z — 0p.0) U |13 + 2y, (C.2)
? b = om €p b b,i)Ubj | W g e .
o h2V? 1 Qe Qpe

ihte = [~ + et VIO +353 . @=0)Uslsl v+ S+ "0

J
Onde j assume os indices a, b e c.

O sistema equacgoes de equacoes diferenciais acopladas acima sao equagoes do tipo
Gross-Pitaevskii e servem para descrever a dinamica do sistema condensade com trés
componentes. Apesar de C.2 e 3.9 terem a mesma estrutura matematica, ha diferencas.
As equagoes do sistema 3.9 nos dao a descrigao exata para os operadores \i/j. Existem
independente se a simetria de Gauge é quebrada ou nao. Ja o sistema C.2 é uma apro-
ximagao que pressupoe a quebra de simetria, j4 que em um condensado todos os bosons
estao no estado fundamental e apresentam a mesma fase, por isso sao todos podem ser
descritos por uma unica funcao de onda ;. %; nos da a descricao somente da parte

condensada, as quais também sao chamadas de funcoes de onda macroscépica.

As equagbes de Gross-Pitaeviskii sdo validadas quando ha pouca deplegao (perdas
de particula pelo condensado), ou melhor, quando as interagoes entre as particulas nao

ocasionem excitagoes.

Para o sistema acima temos a seguinte estrutura matricial:

a Yo
ih| Wy | =H| (C.3)
Ve Ve
Onde
Eat 320 (2= 1000)Uailtsl? g Lo
53 Ep + 5 225 (2= 106,) Uil D
&3 5 Eet 520 (2= 106 Uil
(C.4)
e & = —h;zz + €. + V(r), sdo as energias de ponto zero (em se desconsiderando as

interagoes) de cada nivel (cada componente).
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C.1 Dinamica populacional

Utilizando as equacoes de Gross-Pitaeviskii Vamos agora proceder uma separacao des
varidveis, da seguinte forma: 1; = nje "% ¢;(r) implicando em % = [n; — injé]ewgbj (r).
Fazendo a substituicao desta equagao, para cada uma das “j” componentes, obteremos
um sistema de equagoes diferenciais acopladas que descrevem a evolugao temporal de cada

uma das componentes. Considerando h = 1 obtemos:

(@ 75+ 1505105 = €j ni b + (5 > (2=8)Ujn? 16:f) i+ > Qi nigie ) (C.5)

% iJ
i#£]

Substituindo e'%~%) por cos(§; — 6;) + isin(f; — ;) e separando a parte complexa da
imaginaria ficamos com o seguinte sistema de equagoes.

. 1 1
by &5 = &5 midy + (5 ) (2= 8)Unf |6il) nyd; + 5 > Qi nigi cos(0; — ;)

2 =
) ]
i#]

(C.6)
. 1 .
—n; ¢; = 52 Qji nigi sin(0; — 0;)
o

*

. . . e .. 1) .
O procedimento seguinte consistird em multiplicarmos pela esquerda —2 e integramos no
J
volume considerando ¢, a qual é uma funcao de onda plana normalizada para o estado
fundamental, o que é vélida para a parte condensada na aproximacao de Bogoliubov.

Utilizando os resultados 3.13, isto nos da:

Qj = gj + (5 Z (2 — 6]71))\327112) + 5 Z Cl/ji n— COS(QZ' — 9]) (C?)
! i
1
hj = —5 Z Qj; Ty Sin(@i - 03> (08)

0]
i#]

Como estamos tratando o interior do condensado onde temos densidade homogénea:

N; = / |¢|*dr = n}

L — . . — 1 N; ~ ~ .
obtemos que n; = /N; e n; = 5 .E entao fazendo uso destas equacoes no sistema

/Ny
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C.7, obtemos:

. 1 1 N;
9]' = gj + 5 Z (2 — 5],1)>\31Nz + 5 ; aji Fj COS(ei — 9]) (Cg)
i#]

: 1
Nj = _EZ Qj; \/NiNj 5111(01—6’]) (C]'O)

2%
i#]

Reescrevendo as equagoes de movimento acima para utilizarmos a notagao matricial ela

adquire a seguinte forma

éj = €J+ Z ]z ij —|—Z Qi \/—j_ COS(@i—ej) (C].l)
N;N;

Z#J
' N
Nj = —22 Qg Nj F 8111(6’1- —9]) (012)
i,j J
i#j

Note que que 6; e N; sao pares canonicamente conjugados em se considerando a Hamil-

toniana
H=> (5N +5 Ny Z NiNiNj + Y aji /NiN; cos(0; —6;)  (C.13)
J 1#] zlsﬁ]J

e as equacoes de movimento para o par canonico acima citado é dada por:

: oH
. oH

Isto nos dé os seguintes sistema canonico de equacoes acopladas que descreve classicamente

o sistema com trés componentes:

—1 6 |=H, | N, (C.16)



C.2. Transformacgao Canénica 131

onde
Eq + 22 Aab + @apcos(0y, — 0p)  Aae + Qgecos(b, — 6,)
Ho=| A+ \/— cos(f, — 6) gy + & Xoe + 20, cos(0, — 6,.)
Aac + \/O‘L cos(0y, — 0.) e + \/% 005(9 0.) €c + %
e
N, N,
Ny, | =Hy| N (C.17)
N. N.
sendo

0 205\ / 3 50 — 05)  20tac/ F= sin(be — 0a)

Hy = | 2044/ %“ sin(0, — 6) 0 20upcy / %‘; sin(6p — 0.)

—204c4/ %‘1 sin(0, — 0a) —2apey/ 3 Ny sm(@b 0.) 0

C.2 'Transformacao Canonica

Buscando um entendimento coerente do comportamento de um sistema de trés modos, va-
mos buscar uma transformacao canonica, demonstrada no apéndice I, tal que as equagoes
de movimento e a resolucao numérica, seja facilitada. Como consequéncia desta trans-
formacao, ha a reducao do nimero de variaveis utilizando o nimero total de particulas
como vinculo, ja que é uma quantidade conservada nesta dinamica. As novas coordenadas

sao escritas em termos das populagoes, da seguinte forma:

N = N,+N,+N,
N, = N, (C.18)
N, = N,

O fato de escolhermos estas novas variaveis é que elas possibilitam uma simplificacao da
Hamiltoniana, além de terem uma interpretacao fisica direta. N é nossa populacao total
que sera utilizada como um vinculo do sistema por ser uma constante. N, e N, sao as
populacoes do pogo 2 e do pogo 3 respectivamente. A populacao do poco 1 pode ser

escrita en termos das novas varidveis e do vinculo: N, = N — N, — N,
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Em comparagao com as varidveis utilizadas em outros artigos [14, 15, 50, 55, 56| esta
sao mais simples e de interpretacao direta, bem como nos propicia uma transformacao
canonica mais facil. O interessante é que se trocarmos ciclicamente os indices a, b, ¢ na

estrutura acima F.16, a estrutura da nova Hamiltoniana nao sera modifica.

A escolha do formato destas varidveis nao nos impossibilita o estudo de fendémenos
como MQST, bem como também viabiliza uma comparacao com o sistema de dois niveis
como em [72]-[77].

Apés a transformacao candnica, conforme o apéndice (I), os pares candnicos para as

novas coordenadas devem ser escritas da seguinte forma

YN = ea
Yy, = —0, + 0, (C.lg)
o = —0,+0,

A averiguacao da canonicidade desta transformacao pode ser obtida em se utilizando os

parénteses de Poisson.

{60;, N} by = {0is Nj}oano) = 05

. Derivando no tempo as novas coordenadas, temos:

N =0

N, = N, (C.20)
N, = N,

on = b,

¢, = —0,+0, (C.21)
G = —ba+0.

Note que se utilizarmos N = N, + N, + N, com base nas equacoes C.17 obteremos N = 0,

pois N é uma quantidade conservada.

Para obter o modelo escrito em termos das novas coordenadas canonicas, teremos que

escrever as populagoes em termos destas como se segue:

N, = N—N,-N,
N, = N, (C.22)
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N, = N,
9(1 = ©N
O, = N+, (C.23)

0. = ON T ©Pp

Com esta parametrizagao iremos reduzir o numero de equacoes de 6 pra 4 facilitando
assim, a resolugdo numérica, ja que o vinculo (N) foi inserido nestas novas coordenadas.
Entao, Fazendo as devidas substituicoes, as equagoes de movimento C.11 adquirem as

seguintes formas:

N, = 200 /(N = N, = NN, sin(p,) + 205 /NNy sin(g, — ¢,)
(C.24)

N
gby = &y + AVN + AVNV + AV/,LNM + abc—u COS(QDM - SDV)
JN,N,
N —2N, - N, N,
+ v cos(py) — Qac
VN =N, - NN, VN -N,- NN,

cos(p,)

N, = 2au4 \/(N — N, — N,)N,sin(¢,) + 204, \/(N — N, — N,)N,sin(p,)

(C.25)
. N,
Oy = e+ AN+AN,+A,N,+ abc\/N—,,—M cos(, — ¢u)
N, (N —N,—2N,)
—Qly COS(W, ) + Qe COS
ab\/(N—NV—NM)NV (pv) + JIN=N, SN, (¢u)
Sendo

A, = 2[A\] (C.26)
Ay = o+ X — 200 (C.27)
Ay = Do+ A — 27 (C.28)
A, = [_/\a + /\ab] (029)
Auu = [/\a - >\ab - )\ac + /\bc] (030)
A, = [+ Al (C.31)
(C.32)
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as novas constantes de interagao.
E ainda temos que ¢, = (& — &,), e, = (€. — &) € & = (&,).

Estes termos contém as informacoes sobre a energia de ponto de zero e devido acao
do potencial externo e da energia translacional do sistema. Os termos &,,&, e & nao
podem ser zerados pois se forem, os termos de acoplamento também ficarao zerados pois
embutidos en seu interior temos os mesmos termos de potencial e energia translacional.
Quando temos &, # &, # £, obtemos uma sequéncia de pogos com diferentes energias de
ponto zero, ou seja assimétricos (figura C.1-B). Mas para obter a forma simétrica (figura
C.1-B), & = & = & = &,. A forma simétrica pode ser obtida utilizando-se a mesma

geometria para os treés pogos.

b)

Y Y Y

Fig. C.1: Configuracao de pocos com trés termos de acoplamentos

Vemos que as equagoes de movimento acima podem ser originadas da Hamiltoniana

H = &EN + ¢,N, + ¢,N,
+ A, NN, + A, N,N, + A, NN,
1 1 1
—A, N? —A, N? —A! N? C.33
+ 2 v + 2 2] 1% + 2 (9 ( )
+ 205170 \V/ NVN;L COS(QOS - 902)

+ 20 /(N = N, = N,)N, cos(p,)

+ 2004¢ \/(N — N, — N,)N, cos(p,)

Com esta nova Hamiltoniana, temos gTH = 0, ou seja N, pode ser obtido a partir de N, e
N, por meio da constante de movimento N de acordo com a relacao N, = N — N, — N.,.

A dinamica temporal das populacées IV, e N, sera obtida pela integracao numérica das



C.2. Transformacgao Canénica 135

equagoes de movimento.

- oM
on = SN (C.34)
: OH
N = =50 (C.35)

Note que esta estrutura das equagoes de movimento a partir de uma Hamiltoniana sao
conservadas, justamente pelo fato que as transformacoes utilizadas sao do tipo canodnica.

Considerando a energia por particula

H
N-

, a Hamiltoniana adquire a seguinte forma:

1 1
H = AE, + AE,n + AE,, nm + AE, m + §Ann2 + §Amm2

+ 20 v/nmcos(p, — @)
+ 204 /(1 —n —m)ncos(p,)

+ 20, \/(1 —n —m)mcos(p,)

Sendo
N, N,
n=-— m=—
N’ N
e as constantes efetivas de interacao sao
A, = N[+ A — 220 (C.36)
A, = N+ A —2)] (C.37)

AE, = e,+N)\, ( )
AE, = &, 4+ N[\ + Ay (C.39)
AE, = e,+ N[+ A (C.40)
AEn, = N[Aa— Aap — Aac + Ase (C.41)
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Apeéendice E
Pontos Criticos no Twim Mode

Para as condigoes iniciais com u = 1, que geram os chamados twin modes, ou "modos
s Y )

gémeos”, pra qualquer valor de A, (figura E.1), estes modos gémeos tem o mesmo tipo

de comportamento em toda a evolugao N,(t) = N.(t) quando usamos a mesma condigao

inicial.

|

u=1,v=ID,Nfof=10” ! u=1,v=11—U,Nrof=IDH

0,8+ 0z

N

0,6

zlﬂ’ 2 ki 0 1 2 Ao

o
N Classica | [+ Ma Cldssico M Classico Ne Classico |

[~ Ma Cléssico Hb Classicn

Fig. E.1: Modos da condigao inicial do tipo B e E (twin modes). A média temporal da
populacao N;(t) em fungao do parametro de controle \,. Note que N,(t) = N.(t) para
todo A,

Com isso, é como obtivessemos um sistema de dois modos, um par os modos gémeos
N,(t) = N.(t) e o outro para o modo solitdrio N,(t). Isso nos leva a realizar uma trans-

formacao canodnica de nosso modelo de modo a gerar os modos gémeos.
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O modelo de partida sera

+ Z Q5 5/ NZN] COS(@Z‘ —

E.1 'Transformacao Canonica

Para se obter a Hamiltoniana geradora do twin mode iremos utilizar uma transformacao

canonica simples baseada na dinamica estudada até entao, onde temos a seguinte relacao:

N,(t) = N.(t)
P12(t) = Pa3(t) = ¢

(E.2)
(E.3)

Onde ¢ij, com i # j, indica a diferenga de fase entre o poco do meio e os das extremidades.

Com isso tiramos que 6, = 0..

N, = N,
N = N,+ N, + N, (E.4)
N, = N,
Sendo que a N, é a populacao dos modos gémeos.
¢ = 9(1 - Hb
on = Oy (E.5)
¢ = 00 - eb

A averiguacao da canonicidade desta transformagao pode ser obtida em se utilizando os

parénteses de Poisson.

{0, Nj} o) = 1Pis Nj}(00,N0) = 0ij
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Para obter o modelo escrito em termos das novas coordenadas canonicas, teremos que

escrever as populacoes em termos destas como se segue:

N, = N.
N, = N—2N, (E.6)
Ny = N,

0o = OnN+09

O = on (E.7)
0. = on+ 0

Cada par canonico & formado por uma variavel nimero de particulas e outra variavel
angulo, onde o par é formado pelas variaveis de indices iguais. A exce¢ao é o Numero

total de particulas NV, que nao tem indice, porém seu par é ¢y

Esta transformacao nos leva a redugao do espago de fase onde 6, = 6. ¢ Na = Nc com

isso a Hamiltoniana ficard em funcao de duas varidveis.

H = [ea+ NN —=1D]N+[ea — 26+ e+ (N —1)( A + Ny — 4N\y) + aap) Ny
N -1
+ (—N>[>\a F4Xp + Ao — 2Aap — 2 pe + Aae) N2 (E.8)
+ 2[agy + e/ N (N — 2N,;) cos ¢

Considerando a energia por particula

H
= =
N
com n = % ,a Hamiltoniana adquire a seguinte forma:

H = e+ MN—1)+[ea — 26+ €.+ (N = 1) Ao + Ny — 4Xp) + 2000]n
+ (N = D[Aa +4X + Ae — 20 — 220 + Aac]n? (E.9)
_l_

2[aap + ape]/n(1 — 2n) cos ¢

Porem podemos proceder a uma outra transformagao canonica compativel com a algebra

de momento angular SU(2)

Ny, — 2N,
2

J =
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_ N+ 2nN, (E.10)
2
Isso nos da
¢j = 9b+9‘r
o = 0,—0, (E.11)

As novas coordenadas canonicas aqui sao z e ¢ que nos indicam respectivamente a dife-
rencga de populacao e diferenca de fase entre a populacao dos modos gémeos com o modo

solitario. ¢, é a fase global e 0. = 6, = 0..

2N, = j—=
Ny = j+= (E.12)

Lembrando que n, = N,/N = (1 — 2n) podemos usa-la como relagdo acima, que agora

fica:
2N, = (j—=2)
(1-2N;) = j+z (E.13)
Isso nos da
¢ - 97’ + ¢b
en = 0. — o (E.14)

A Hamiltoniana adquire a seguinte forma:

A /1
H:AEJ+A&Z+§T+ﬂ)§Q—WW%¢ (E.15)

€L = &q+¢E.+ 2 (E.16)
E. = g4+ €E.— 25 (E.17)

Com

1 25 —1
AE, = g{25+ + 200 + (Mg + Ae + 4N + Ao + 2Aap + 2Ape+) %} (E.18)
(2 - 1)
2

1
AE_ = _Z{E‘ + (Ao + A — 40 + Aae) } (E.19)
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1 27—1
A = g@m+%+4&-2&y-%m+2&0£%7l E.20)
0O = (Oéab—i-()ébc) (E21)
Fazendo £ = H/N obtemos:
A, 1
H=AFE,+AFE _z+ 5% +0 5(1 — 2%)cos ¢ (E.22)

onde z = Z/j. Note que é a forma de uma Hamiltoniana de dois modos muito conhecida
na literatura [26-28, 77, 78].

E.2 Analise dos pontos criticos.

Os pontos criticos da superficie de energia, espaco de fase, estao onde as derivadas da
energia F(z,¢) em relagdo a sua varidveis s@o nulos. Através destas podemos calcular o
maximo e o minimo de energia e as populacoes nestas energias, além de outras relagoes
importantes para o estudo do plano E X z. Estes pontos sao solucoes estacionarias das
equagoes de movimento (eq. E.22 2 =0 e ¢ = 0. Assim, poderemos classificar em qual

faixa de energia os tipos de trajetérias ocorrem conforme se altera o acoplamento a.

0 = 2a+2(1—22) sing (E.23)
20z

0 = AFE_+ Az — ————— cos E.24

) Y (E.24)

E.2.1 Pontos criticos Para AE_ =0

Da equacgao E.24 os pontos de méximos e minimos para ¢ e os limites laterais para z.

-1< 2z <1
Para % > 0, Gmaw=0 ¢ Gpmim =1 (E.25)
Para % < 0 ) (bmax =T € (bmzm =0

e da equacao E.23 tiramos os ponto criticos para z.
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Note que temos tres solugoes para z, porém, na equacao E.27 vemos que o sistema apre-
sentard somente uma unica solugao se

2 (5) <o

E.2.2 Método de analise dos pontos criticos

Para exemplificar a nossa analise vamos tratar o caso simétrico,(AE_ = 0) no caso do
acoplamento atomo-atomo, visto que este permite um tratamento analitico simples. No
caso assimétrico (AE_ # 0), podemos utilizar um método analitico um pouco mais ela-
borado para os pontos criticos, ja que o polinémio gerado a partir de E.23 de ordem 4
completo. A natureza dos pontos criticos sera obtida através do estudo do Hessiano, que

tem a seguinte forma

9*E 0’E
022 020p
Hessiano(zerit, Qerit)= (E.28)
9*E 0*E
020p Op?

Zerity,Perit

O determinante do Hessiano determina se os pontos criticos sao ponto de sela ou de

maximo ou minimo. As condicoes sao:

Hess(zerit, perit) = det(Hessiano) > 0, max. ou min. (E.29)
Hess(zerit, perit) = det(Hessiano) < 0, sela (E.30)
(E.31)

E.2.3 Analise dos Pontos criticos

A condi¢ao para AE_ = 0 é conhecida como condigao de equilibrio. O resultado dos

determinantes dos Hessianos em cada par de pontos criticos fica:

Hess(0,0) = Hess(z5,0) = —v2aA <1 — %) (E.32)

Hess(0,m) = Hess(z5,m) =V2aA (1 - @> (E.33)

A
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Fig. E.2: Superficie de energia para AE_ =0e \, =
Vaa)’
Hess(z,,0) = A*|1— (Ta> (E.34)
/3 2
Hess(z,,7) = A* |1+ (_a) (E.35)

A

. Veja na figura da superficie de energia a existéncia de um ponto de sela. Avaliando

as condicoes acima, o ponto de sela aparece em z.. = 0 na superficie de energia em uma

faixa restrita dos valores do parametro de controle

. Desta forma,

Para

=~ Q

Para

=~ e

(E.36)

(E.37)
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(E.38)
E.2.4 Pontos criticos Para AE, # 0
Da equagao E.23 obtemos o seguinte polindmio completo de ordem 4.
2AFE_ 200 AFE? 2AFE_ AE?
4 3 - 2 - _
S z—l—(T—i- e —1)2" — 17T he =0 (E.39)

Para obter as raizes da equacao G.3, para AFE, # 0, aplicamos dois métodos analiticos.
O primeiro chama-se método de Ferrari que reduz a quantidade de termos de um polinémio
de quarta ordem completo. Sendo que esta nova forma pode ser reduzida a um polinomio
de 2 porém gera uma equacao auxiliar de terceira ordem. Ja esta polinomio auxiliar pode
ser resolvido se utilizando do método de Tartaglia ou método de Cardano que reduz a

ordem de 3 e reduz de 2 a ordem do polinémio.

Toda a descricao detalhada da obtencao das raizes da equacao G.3 através dos dois

método acima citados, estd no apendie E na pagina 145.

A raizes reais obtidas sao entao,

1 M 2M M AE_
- = - — — — —)2 — S ——
21 5 \/2(u+v 3)+\/ 2u+v+ 3 )+4\/(u+v+ 6) L A
1 M 2M M AFE_
- = - _ il Y- B S
2 5 \/2(U+U 3)+\/ 2(u+v+ 3) 4\/(u—|—v+ 6) L T
(E.40)
1 M 2M M AE_
- - il S il e o2
23 5 \/Z(u—i—v 3) \/2(u+v—|— 3 )+4\/(u—|—v+6) L oA
1 M 2M M AE_
- = el Y O el W il I St
24 5 \/2(u+v 3) \/2(u+v+ 3) 4\/(u+v+ 6) L A
onde
—AE? 247
M = (o + 55 -1 (E.41)
AE_ 202
N o= =+ ) (E.42)
AE? AE? 202
L= S5 (Gm+5 -V (E.43)
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Note que estas respostas sao gerais e sao validas para o caso simétrico também. Com
estas raizes verificamos que a condigcao para a existéncia do ponto de sela é

AE? 2402

|
i T Az S

(E.44)

Como a nossa Hamiltoniana esta dividida por 2a entao essa equagao adquire a seguinte

forma.
AE? 1 1
<

A2 Toaz Sy

e lembrando que A\, = A\, = A\, = ), e asinteragoes de pocos diferentes sao iguais a zero.

(E.45)

temos que:

AE - ixo(zj _ ) (E.46)

A = 2%(2;‘-1) (E.47)

Se a condicao de existéncia de sela for obedecida, todas as raizes acima citadas serao reais,

caso contrario somente duas destas serao reais .

E.3 modos Gémeos

Resolvendo as equacoes de movimento, para AE_ # 0, obtemos os seguintes os mesmos

resultados para os modos gémeos obtidos através do modelo de trés modos.
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Modos Gémeos
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Fig. E.3: Superficie de energia para AE_ #0e A\, =



Apeéendice F
Transformacao Canodnica Twin mode

Temos que uma relagao entre as varidveis antigas p; = Nj as novas varidveis P; = Z; sao

conhecidas e dadas pela seguinte relacao

N, = N,
N = N,+ Ny+ N, (F.1)
N, = N,
que na forma matricial fica
N 100 N,
N |=]1111 Ny (F.2)
N- 0 01 N,
de modo que na notagao matricial obtemos
P=Tp (F.3)
Onde a matriz T é a matriz transformacao.
1 00
T=1111 (F.4)
0 01
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sendo ainda os vetores p e P sao:

P=—| N (F.6)
N,

Cada um dos vetores acima citados possui seu par canonico para p temos que seu par é

q e para P temos Q E ainda que a relagao entre q e Q nos é fornecida por:

Q=(T"")q (F.7)

onde T~! é a inversa da matriz transformacao (T~1)! é matriz a transposta desta inversa.

Os vetores sao

q= O (F.8)

Q= ) (F.9)
¥

Com isso em se conhecendo a matriz transformagao obtemos:

1 0 0
T'=| -1 1 -1 (F.10)
0 0 1
e
1 -1 0
(M=o 1 0 (F.11)
0 -1 1

com estes resultados obtemos que p = T™'P e q = T'Q ja que [(T~1)!]"! = T entao

temos as seguintes grupos de relagoes canonicas: As antigas sao:

N, = N,
N, = N-2N, (F.12)
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As Novas sdo:

P2

= NT

= P2+

= (p2

= P2+

= ‘9(1_011

= Qb

= ec_eb
N,

Na + Nb + Nc
N,

(F.13)

(F.14)

(F.15)

(F.16)

(F.17)






Apéndice G
Pontos criticos Para AE, # (

NOTA:Os caracteres N, u e v utilizados neste apéndice nao apresentam relagao com os

caracteres do utilizados no corpo da tese

Da equacao G.2

0 = 2o Vv2—222 singp (G.1)
2
0 = AE_+Az— QL Cos (G.2)

— 9,2
obtemos o seguinte polinomio completo de ordem 4.

. 20E.

200 AE? 5 2AE_ AFE?
z0+ e -

A z+(A+ A2 —1)z ¢ he =0 (G.3)

e da G.1 obtemos os limites laterais para z e os pontos de maximos e minimos para ¢

1<z2<1 (G.4)
Para% > 0, bpar=0 € Gmim=r (G.5)
Para% < 0, rar =T € Gmim=0 (G.6)

Para obter as raizes da equacao G.3, para AFE, # 0, vamos aplicar dois métodos conse-
cutivos para obter as as raizes de um polinomio de quarta ordem completo. O primeiro
chama-se método de Ferrari que reduz a quantidade de termos um polinomio de quarta 4
completo. Sendo que esta forma pode ser reduzida a um polinémio de ordem 3 completo,
por se obter uma das raizes. As raizes deste novo polinomio pode ser obtidos em se utili-

zando um segundo método chamado de método de Tartaglia ou método de Cardano que
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reduz a ordem de 3 e reduz de 2 a ordem do polinomio.

G.1 Método de Ferrari

Pelo método de Ferrari podemos reduzir o polinomio acima G.3 utilizando a seguinte
transformagao: z = x — 1% onde 0s a; os coeficientes do termo de ordem i. O fator de
reducao fica entao:

2(z) =0 — ——. (G.7)

Fazendo as devidas substitui¢oes, obtemos a nova forma:

'+ M2* + L = Nz (G.8)
onde
—AE? 24?2
M = W + F -1 (G9)
AFE_ 20/
N = T(l + F) (G.10)

AE%* AE* 242

L= awlre r

—1) (G.11)

somando a parcela —Maz? + 2v/Lz? em ambos os lados do polinémio completamos o

quadrado do lado esquerdo.
(22 4+ VL) = (2VL — M)z® + Nz (G.12)
Note que pela equagao acima somente teremos as raizes reais se L > 0 O que nos da a

seguinte relagao
AE? AE? 202

4A2(4A2+A2—1)20 (G.13)
O que gera
AE? 202
e + e > 1 (G.14)

Se L < 0 temos um numero menor de pontos criticos. Continuando o método de Ferrari*,
temos que completar o quadrado do lado esquerdo utilizando uma variavel auxiliar, que

para nés é y. O termo que serd somado nos dois lados é 2(z? + \/f)y—l—yZ. Assim obtemos:

(22 +VL+y)?=2WL+y)—M2>+ N+ (VL + y)? — L (G.15)

* Desenvolvido pelo matematico italiano Lodovico Ferrari. O qual foi aluno de Girolamo Cardano e
auxiliou seu mestre no desenvolvimento da solucao para equacoes quadratica e ctbica
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Note que, para que o lado esquerdo ser quadrado perfeito,

N:2\/2(\/f+y)—M\/(\/f +y)? — L (G.16)

A equacao G.15 adquire a seguinte forma:

(2* +VL+y) = <\/2(\/E+y)—Mx - \/(\/Z + y)? — L)2 (G.17)

Tomando a raiz quadrada dos dois lados obtemos

(x2+\/z+y):i(\/2(\/3+y)—Mx+ \/(\/Z+y)2 —L) (G.18)

0 que gera uma equacao do segundo grau

$22F\/2(\/E+y)—M:BZF\/(\/Z+y)2 — L+VL+y=0 (G.19)

Cujas raizes sao:

fo:i% (\/2(\/f+y)—Mi\/—2(\/Z+y)—Mi4\/(\/f + y)? — L) (G.20)

entao as raizes do polinomio de origem G.3 sao dados pelarelagao entre z(z) G.7 ,

- %(\/2(\/f+y)—M+\/—2(\/Z+y)—M+4\/(\/E by - L)

n = —; (\/2(\/Z+y)—M+\/—2(\/f+y)—M—4\/(\/f + oy - L)
G.

21)

(
23 = <\/2(\/Z+y)—M—\/—Q(x/Z+y)—M+4\/(\/Z+y)2 —L)

1
2

2 = —% (\/2(\/E+y)—M—\/—2(\/f+y)—M—4\/(\/f + y)? — L)

Porem, estes resultados estao vinculados aos valores de y que sao obtidos em se resol-

vendo a equacao G.16, que adquire a forma de um polindmio completo de ordem 3. Note
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que para que o lado esquerdo ser quadrado perfeito,

y> 4+ (3VL — M/2)y* + (2VL — MV L)y — N{

Novamente insisto, v/L continua sendo parte da solucio.

G.2 Método de Tartaglia

=0

(G.22)

O método desenvolvido por Niccolo Tartaglia porem divulgadas por Girolamo Cardano,

o método consiste em reduzir um polinomio de orden 3 completo pra um incompleto e

resolver esta nova forma com auxilio de uma equacao de ordem 2.

Nossa equagao cubica de partida é .22, e utilizando o fator de reducao

(3VE - M/2)

yla) =a— 3
obtemos a nova forma, para o polinémio cubico.
M N2 M? LM
3
(g — — -
ot st
A solucao para este tipo de equagao e dada por:
a=u-+v
0 que gera
M N M3
3,.,3
(=4 0 7
u” +v° + (3uw (12+ ))(u+v) s 18T
o polinomio acima G.26, é resolvido em se fazendo
M
3 = (—=+1L
uv (12 + L)
M3 LM
3,3 2
- N2 7
u” + v + 108 3

LM
3

(G.23)

(G.24)

(G.25)

(G.26)

(G.27)

(G.28)

0 que gera um sistema nao linear que pode ser simplesmente resolvido, reescrevendo-o na

CO1mMo

27

(G.29)

(G.30)
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Isso gera uma equacao do segundo grau para u?,

M3 LM
(u3)2 — (N2 + 108 ~ T)u3 +—=(—=+ L)3 (G.31)
Onde o discriminante é

A= LMy LA (G:32)

a solucao para u e v fica entao
L N2—|—M3 LM + ! N2+M3 2 AN M+L (3G33)
2 108 3 4 108 3 27 \ 12 ‘

1 M3 LM 1 M3 LM\? 1 /M 3
2 N2 — ) =/ N2 — ) —— (=4 34
2( T 108 3) \/4( " 108 3) 27(12+ )(Gg)

As solugdes para y da equagao G.16 é obtida juntando a relagao G.25 com G.23, que nos

da

N
I
_—»

<
Il
_—»

vy = u+v—L;M/2) (G.35)
Y2 = U+v+\/7§(u—v)i— M%/Q) (G.36)
Ys = u+uv— ?(u — )i — (3\/5%/2) (G.37)

note que somente teremos raizes reais para y se L > 0 e o termo caracteristico VL + Y

em G.22 em termos de u e v adquire a seguinte forma:

M 3
VL + Y23 =u+v+ 3 + %(u — )i (G.38)
Agora as raizes de z adquirem a seguinte forma:

1 M 2M M AE_

— —[4/2 _ = ) il S il D i

2 5 \/(u+v 3)—|—\/ (u+v+ 3 ) + \/(u—l—v+ 6) oA
1 M 2M M AFE_

= —=[4/2 - = —2 )4 b B

2 5 \/(u—l—v 3)+\/ (u+v+ 3 ) \/(u—l—v—i— 6) A
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1 M M AE_
23 = 5(\/2(u+v§ \/ 2u+v+—)+4\/(u+v+g) - LW)
1 M M AE_
- __ _ ) )2 _ -
24 = 2(\/2(u+v 3 \/ 2u—|—v+ ) 4\/(u+v+ 6) L ZA)

PAES %(\/2(u+v+(u+v)i—%)

+\/—2(u~|—v—(u~|—v)z'+¥)+4\/(u+v+(u—l—v)z’—|—%)2 — L_Ai)

2y = —% (\/Q(U%—v—i-(u—l—v)i—%)

+\/_2(u+v_(u+“)i+%)—4\/(U+v+(u+v)i+%)2 — Li—i)

(G.40)

zy = %(\/Q(u—l—v%—(u—kv)i—%)

—\/—2(u—|—v—(u+v)i+%)+4\/(u+v+(u+v)i+%)2 — LT)

zy = —% (\/2(u+v+(u+v)i—%)

_\/_2(“+v_(“+“)i+¥)—4\/(U+v+(u+v)i+M)2 - LAQ_i)

6

"

N —

(\/2(u+v ~(utv)ie %)
AR

—I—\/—2(u—|—v+(u+v)i—l—%)+4\/(u+v—(u+v)i+%)2 — LW)

zy = —% (\/Z(U—i—v—(u—kv)i—%)
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+\/—2(u+v+(u+v)i+¥)—4\/(u+v—(u+v)i+%)2 — LAi)

6
(\/Q(U—Fv—(u—l—v)i—%)

—\/—2(u+v+(u+v)i+%)—l—él\/(u—l—v—(u—i—v)z’—k%)? — LAi)

"

N —

6

—\/—2(u+v+(u+v)i+¥)—4\/(u+v—(U+v)i+%)2 — LAQ—?\)
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