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INTRODUCAO

Na realidade, pode parecer, a principio, que a matematica nao tem uma aplicacdo clara e
imediata nos problemas do mundo em que vivemos; isso, muitas vezes, pode criar no aluno, um
certo desapontamento.

Porém, a Matematica estd presente em nossas vidas desde uma simples contagem ou um
simples troco até seu uso em complexos computadores.

N&o ha ramo da Matematica, por mais abstrato que seja, que ndo possa um dia vir a ser
aplicado aos fendmenos do mundo real.(GIOVANNI & CASTRUCCI, 1985)

Sempre existe algum aluno que faz a seguinte pergunta para o professor apds a explicacédo
de um novo contetdo: Para que serve isso?

E ai que surge a necessidade de buscar estabelecer nas aulas, uma relagio entre o contelido
e 0 mundo fora da escola.

Neste trabalho vamos estar sugerindo algumas aplicacbes praticas para os professores
trabalharem com os alunos, ou mesmo despertar o interesse dos professores para este tipo de
abordagem.

O trabalho foi dividido em dois capitulos.

O primeiro capitulo fala do problema da construcdo de um tunel que é muito interessante
por ter sido feito na antiguidade, alguns resultados simples de geometria e instrumentos
rudimentares de medicao possibilitaram sua execucao ha 2500 anos.

No segundo capitulo, trabalhamos com volumes dos sdlidos geométricos, prisma e
cilindros, através da medigcdo de embalagens encontradas no nosso dia-a-dia. Fizemos também
uma experimentacao, propondo aos alunos o célculo de volumes de algumas embalagens.

O bom professor é aquele que ajuda o aluno a descobrir, construir e pensar. E encontrar
aplicagdes significativas para a matéria que estd expondo, € um desafio e deveria ser sua

constante preocupacao, tornando assim as aulas mais produtivas e atraentes para ambas as partes.



APRESENTACAO

A missdo dos educadores € preparar as novas geracdes para 0 mundo em que terdo que
viver. Isto quer dizer proporcionar-lhes o ensino necessario para que adquiram as destrezas e
habilidades que vao necessitar para seu desempenho, com boa eficiéncia.

Por isso, como o mundo atual é rapidamente mutavel, também a escola deve estar em
continuo estado de alerta para adaptar seu ensino. Em caso contrario, se a escola descuida-se e se
mantém estatica ou com movimento vagaroso em compara¢do com a velocidade externa, origina-
se um afastamento entre a escola e a realidade ambiental, que faz com que os alunos se sintam
pouco atraidos pelas atividades de aula e busquem adquirir por outros meios os conhecimentos
que consideram necessarios para compreender a sua maneira 0 mundo externo, que percebem
diretamente ou atraves dos meios massivos de comunicacao.

Aos professores de matematica compete selecionar entre toda a matemaética existente, a
classica e a moderna, aquela que possa ser Util aos alunos em cada um dos diferentes niveis da
educacdo. Para a selecdo temos de levar em conta que a matematica tem um valor formativo, que
ajuda a estruturar todo o pensamento e a agilizar o raciocinio dedutivo, porém que também € uma
ferramenta que serve para a atuacdo diaria e para muitas tarefas especificas de quase todas as
atividades laborais. Quer dizer, o sentido da matematica deve ser um constante equilibrio entre a
matematica formativa e a matematica informativa. A primeira, mais estavel, e a segunda , muito
variavel segundo tempo, o lugar e a finalidade perseguida pelos alunos.

No que diz respeito a didatica, seja no nivel que for, o ensino da Matematica deve estimular
a criatividade, mostrando que a matematica é como um edificio em construgdo, sempre
necessitando de modificacOes e adaptacdes.

Um dos objetivos essenciais (e ao mesmo tempo uma das dificuldades principais) do ensino
da matemaética é precisamente que o que se ensine esteja carregado de significado, tenha sentido
para o aluno.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN, 1999):
Numa outra dire¢do, as habilidades de visualizagdo, desenho, argumentacéo I6gica e de
aplicacdo na busca de solucBes para problemas podem ser desenvolvidas com um
trabalho adequado de Geometria, para que o aluno possa usar as formas e propriedades

geomeétricas na representacao e visualizacdo de partes do mundo que o cerca.
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Essas competéncias sdo importantes na compreensdo e ampliagdo da percepcdo de
espaco e construcdo de modelos para interpretar questdes da Matematica e de outras
areas do conhecimento. De fato, perceber as relacdes entre as representacdes planas nos
desenhos, mapas e na tela do computador com os objetos que lhes deram origem,
conceber novas formas planas ou espaciais e suas propriedades a partir dessas
representacdes sdo essenciais para a leitura do mundo através dos olhos das outras

ciéncias, em especial a Fisica.

Segundo Tahan (1961), as conclusfes dos experimentadores em relagédo aos problemas

matematicos foram as seguintes:

1. Os dados do problema devem ser familiares, proprios da experiéncia da crianca,
isto é, devem constituir uma situacdo em que a crianga possa facilmente imaginar
encontrar-se nela;

2. O caréter principal do problema deve consistir em haver uma razéo para resolvé-
lo, isto &, se a crianca estiver na situacdo descrita no problema, sentira uma necessidade
real de encontrar a solucdo que o problema reclama;

3. O vocabulério e a estrutura da redagéo do problema devem encontrar-se dentro da

capacidade de leitura da crianga; (p.94)

E sempre importante apresentar um novo conceito matematico através de atividades

apropriadas, pois a redescoberta do mesmo ajuda o aluno a construi-lo e adequéa-lo a sua rede de

conhecimentos, combatendo o deséanimo dos que se véem como fracassados na Matematica.

Torna-se, entdo, importante, a introdugdo de novas metodologias de ensino onde o aluno

seja sujeito da aprendizagem, respeitando-se 0 seu contexto e levando em consideracdo 0s

aspectos recreativos e ludicos das motivacdes préprias de sua idade, sua imensa curiosidade e

desejo de realizar atividades em grupo.

Ja dizia Tahan (1961):

A matematica, para ser usada no curriculo da educacgdo geral, deve ser submetida a um
rigoroso processo de selecdo e adaptacdo. Certas caracteristicas dessa matéria devem ser
rigorosamente excluidas. Para ser apresentada aos jovens alunos, essa ciéncia deve
perder seu aspecto de esoterismo. Ela deve tratar direta e simplesmente de umas poucas
idéias gerais mas que sejam de uma importancia de longo alcance. Nossos programas de
ensino deveriam ser planejados com o fito de ilustrar, com simplicidade, uma sucesséo
de idéias de Obvia importancia. Para fins de Educacdo, a Matematica consiste no estudo
das relacGes de quantidade e das relagdes de espaco.

Isto ndo é uma definicao geral da Matematica, a qual, na minha opinido, é uma ciéncia

muito mais geral. O objetivo a ser visado, no seu ensino, é fazer o aluno familiarizar-se
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com o pensamento abstrato, saber como este se aplica a circunstancias concretas e
particulares, e saber como aplicar métodos gerais a sua investigacdo Idgica.

Com este ideal educativo em vista, nada pode ser pior do que a acumulacdo, sem
qualquer objetivo, de teoremas nos nossos livros didaticos, que derivam sua importancia

do simples fato de que os alunos podem ser obrigados a prendé-los, e os examinadores

poder armar sobre eles questdes complicadas.(p.106)

Os didatas, depois de longos estudos psicologicos, afirmam que o aprendizado esta
diretamente ligado ao ato de descobrir.

Por isso, que alguns pedagogos defendem o método da redescoberta, o qual consiste em
levar o aluno a passar, sucessivamente, pelas diversas fases que conduzem a descoberta.
Obviamente, ndo é possivel fazer a recapitulacdo do processo primitivo das descobertas, ja que as
condicdes da vida social sdo diferentes, e o préprio professor se encarrega de fornecer nocdes
subsidiarias que esclarecem o assunto. Por outro lado a escolha dos assuntos precisa se adaptar as
possibilidades da escola e, também, ao tempo escolar.

Esse método desenvolve o gosto pelas investigacdes experimentais e desenvolve as qualidades de
ordem e a iniciativa pessoal.

“Os alunos precisam ser conduzidos de forma a terem a oportunidade de “descobrirem”,
por si proprios, algo de “novo”. Pode haver maior alegria para a inteligéncia do que a de um
descobrimento ? Pitagoras sacrificou um hecatombe as Musas por lhe haverem concedido o
privilégio do descobrimento do teorema que traz ainda hoje seu nome. Arquimedes exclamou de
jubilo: “Eureka!” (Achei!) quando em meio do banho, descobriu o famoso principio hidrostatico,
a que seu nome ficou também para sempre ligado. Por que privar os alunos, na escola, da
estupenda alegria do Eureka?!

O aluno, que descobriu algo de “novo”, fica ansioso e motivado para novas descobertas,
dedicando-se ao trabalho com redobrado interesse e esforco. Se, na verdade, nada descobre de
realmente novo, que importa? O melhor professor € o que, mais cedo, consegue tornar-se...
dispensavel.”(TAHAN,1961: 241)

“As aplicacdes constituem para muitos alunos de nossas escolas, a parte mais atraente da
matematica que estudam. Se forem formuladas adequadamente, em termos realisticos, ligados a
questdes e fatos da vida atual , elas podem justificar o estudo, despertando o interesse da classe.

Encontrar aplicacOes significativas para a matéria que esta ensinando é um desafio e deveria ser
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uma preocupacdo constante do professor. Elas devem fazer parte das aulas, ocorrer em muitos
exercicios e ser objeto de trabalhos de grupo”(LIMA, 2001: 156).

Mas para isso, as defini¢bes precisam ser bem valorizadas pelo professor e bem entendidas
pelos alunos. Como problemas da vida real ndo aparecem acompanhados de formulas, a
conceituacdo dos conteudos precisam ser adequadas, afim do aluno poder decidir diante de um
problema o que deverd ser usado.

Um dos defeitos importantes do ensino ¢ a falta de aplicacdes para os temas estudados em
classe. Diante disso, o professor devera organizar seu curso para conseguir o equilibrio entre a
aplicacdo prética e os conceitos; ao conseguir isso, terd dado um passo importantissimo na misséo

de educar.
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CAPITULO I

O TUNEL

Por dois pontos distintos passa uma, e somente uma linha reta. Na pratica, no problema a
seguir, ha uma montanha entre os pontos A e B; temos uma régua cujo comprimento é menor do
que a distancia entre esses pontos e além disso, ndo conseguimos avistar B, estando em A. Mas,

mesmo assim, o problema foi resolvido.
1. A Histéria:

Ocorreu em Samos, no ano de 530 antes de Cristo. H& 2500 anos, toda aquela regido era
habitada por gregos. A ilha de Samos ainda pertence a Grécia, e fica a menos de 2 quilémetros da
Costa da Turquia. Samos também pertence a historia por ser a terra natal de Pitagoras.

Por volta de 540 antes de Cristo, subiu ao trono um tirano de nome Policrates. Era um
grande defensor das artes e das ciéncias, mas oprimia 0 povo, e as relagbes com 0s povos
vizinhos também ndo eram faceis. Para garantir a protecdo do seu reino, iniciou a construcéo de
uma muralha de cerca de 6 km em torno da cidade. E para resistir a um cerco prolongado, teria
que garantir que a agua das fontes, que ficavam do outro lado do monte Castro, ndo faltaria..
Entdo colocou em agdo os seus engenheiros, que viram a possibilidade de conduzir a &gua de uma
nascente pelo interior da montanha até a cidade.

Decidiu-se assim, abrir um tunel.

Surgem entdo, dois grandes nomes dessa nossa historia, Eupalinos e Teodoro. O primeiro
por ter sabido usar, com muito sucesso, um fato elementar de Geometria Plana para resolver um
problema de Engenharia. E 0 segundo, por ter o mérito, segundo os Gregos, de ter inventado a
chave, o esquadro de carpinteiro, o torno, a fundigdo do bronze, e até o aquecimento central.

A melhor entrada e a mais conveniente saida do tanel foram escolhidas pelos assessores de
Policrates. Eram dois pontos, um de entrada e outro de saida.

Cavar a montanha ndo seria arduo, pois foram capturados muitos escravos pelos navios
piratas de Policrates, a rocha era calcarea e haviam também operarios experientes. Eles

trabalharam durante quinze anos.
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Eupalinos, para reduzir o tempo de realizacdo da obra, propds que se iniciasse a obra em
duas frentes, comecando a cavar simultaneamente nos pontos de entrada e saida, encontrando-se
as duas turmas no meio do tanel.

Na realidade, no local onde os tuneis se encontram existe um desnivel, 0 que mostra que 0s
tineis ndo estavam exatamente no mesmo alinhamento. Mas este erro, de uns 9 metros na
horizontal e 3 metros na vertical, ndo pode ser visto com grande importancia, ja que as equipes
souberam 0 momento e o ponto certo em que deviam fazer a ligacdo entre os tlneis. E esse
desnivel foi feito da melhor forma para o escoamento das dguas, uma vez que o tanel vindo da
nascente estava mais acima do que o outro vindo da entrada, provando que o tunel foi realmente
cavado em duas frentes. E se 0s erros envolvidos na medigdo foram os arredondamentos, eles
foram feitos de modo inteligente, de forma a facilitar a descida da agua.

Eupalinos ndo deixou obras escritas. Mas Heron de Alexandria publicou muitos livros, em
um deles, a “Dioptra”, Heron descreve o dioptro, um instrumento usado para medi¢do de angulos.

Este tunel, construido hd 25 séculos, também é mencionado pelo historiador grego
Herddoto. E em 1882, arquedlogos alemdes, escavando a ilha de Samos, o encontraram. O tlnel
era um pouco mais alto que um homem comum, e também um pouco mais largo que seus
ombros, havia uma vala funda para os canos d’agua e aberturas no teto para renovacdo do ar e
limpeza de detritos. E seu comprimento real é cerca de 1Km. Como foi resolvido o problema na

época € 0 que veremos a seguir.

1.1 Primeira Resolucéo:

A principio, Eupalinos usou um teorema de Geometria, que foi 0 seguinte: Se dois

triangulos retangulos tém catetos proporcionais, seus angulos agudos séo iguais.

. . b b «
Na figura a seguir, se —=— entdo Lab=/a'b' e Lac= Za'c'.
cC c

a a
C 9
: c

b v’




Demonstracéo:

a’+b*=c’
r’b? +b*=c?
c=+r’b?+b?

c=bvr?+1

bx = ay
h=&
X

s N
p
X
z
0°<a<90°
senﬁz5
z
X
senf = ———
yvr? +1
a
sena = —
c
seng = ——>
bvr? +1
L AN PE
X
seng = —
yvre +1
sena = senf

Angulos agudos com mesmo seno so iguais.

Portanto,

o= p

15
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Sabe-se que este € um caso particular de semelhanca de triangulos. (Os triangulos dados
tém um angulo (reto) igual, compreendido entre lados proporcionais).

Mas Eupalinos ndo usou precisamente o teorema acima e sim sua consequéncia imediata,
que enunciaremos agora:

Sejam abc e a’b’c’ triangulos retangulos com um vértice comum. Se os catetos b e ¢’ sdo

. L b b . ) s~ .
perpendiculares e, além disso, tem-se — = —, entdo as hipotenusas a e a’ estdo em linha reta.
C c'

b’ a’

A afirmacéo acima decorre imediatamente da anterior pois a soma dos angulos em torno do
vértice comum aos dois tridngulos é igual a dois angulos retos.
Na figura a seguir, o contorno curvilineo representa o monte, A € o ponto de entradae B é a

saida do tinel.

A partir do ponto B fixa-se uma diregdo arbitraria BC e, caminhando ao longo de uma
poligonal BCDEFGHA, formada por segmentos tais que cada um deles forma um angulo reto
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com 0 seguinte, atinge-se o ponto A, tendo evitado assim as areas mais escarpadas da montanha.
(Nao ¢é dificil imaginar um instrumento O6tico rudimentar que permita dar com precisdo esses
giros de 90 graus).

Anotando-se o comprimento de cada um dos lados da poligonal, determinam-se facilmente
0s comprimentos dos catetos AK e KB do triangulo retangulo AKB no qual AB é a hipotenusa e
0s catetos tém as dire¢des dos lados da poligonal considerada.

Calcula-se entdo a razdo r = AK/KB. A partir dos pontos A e B, constroem-se dois
pequenos triangulos retdngulos cujos catetos ainda tenham as direcBes dos lados da poligonal e,
além disso, em cada um desses triangulos, a razdo entre os catetos seja igual a razdo r entre 0s

catetos do triangulo retangulo AKB:

b "
1 n
1 L.:-na' b:r
CI ¢ c
b
K B

Agora € s cavar 0 morro, a partir dos pontos A e B, na dire¢cdo das hipotenusas dos
tridangulos pequenos.

Isto resolve o problema se os pontos A e B estiverem no mesmo nivel: cava-se sempre na
horizontal e o plano horizontal é facil de determinar, por meio de vasos comunicantes ou por
Outros processos.

No caso em questdo, A e B nédo estdo no mesmo nivel, ja que é preciso que B seja mais
baixo, para possibilitar o escoamento da agua, e é por isso que ele foi escolhido como ponto de
saida. Mas ndo ¢ dificil calcular a diferenca de nivel d entre A e B. Basta ir registrando a medida
que se percorre a poligonal BCDEFGHA, a diferenca de nivel entre cada vértice e o seguinte. Na
pratica, isso pode ser feito utilizando-se estacas de mesmo tamanho em cada Vvértice da poligonal

e medindo seus desniveis com uma corda, por exemplo.
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Desnivel (d)

Tendo d, consideramos o triangulo retangulo AMB, no qual o cateto AM é vertical e tem
comprimento d. O comprimento da hipotenusa AB se determina pelo teorema de Pitagoras,
através dos catetos do triangulo AKB. O desenho abaixo mostra um corte na montanha,
mostrando os pontos A, M e B.

A

. AM . T . .
A razédo - s nos informa como controlar a inclinagdo da escavacdo: a partir do ponto

A, cada vez que andarmos 1 unidade de comprimento ao longo do tinel, devemos “descer” s
unidades, como uma escada.

Uma simulacdo com medidas é feita a seguir:

40m
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Anotando-se o comprimento de cada um dos lados da poligonal, determinou-se o0s
comprimentos dos catetos MK = 26,5m e KB = 8m do triangulo retangulo MKB no qual MB é a
hipotenusa e os catetos tém as direcdes dos lados da poligonal considerada.

Pelo teorema de Pitagoras calculamos MB:

(MB)?2 = (MK)?2 + (KB)?

(MB)? = (26,5)2 + 82

(MB)2=702,25 + 64

(MB)2 = 766,55

MB = 27,68m

Como M e B ndo estdo no mesmo nivel, é preciso calcular d , a diferenca de nivel entre o
ponto real A e B; suponhamos que o desnivel seja d = 10m.

Entao:

(d)? + (MK)? = (AK)?
102 + (26,5)2 = (AK)?
AK = 28,32m

(d)? + (MB)? = (AB)?
102 + (27,68)2 = (AB)?
AB =29,43m
~ AM d
Calculamos agora a razdo —— = —
AB AB

ﬂ = i = 0’33m =5
AB 29,43
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O valor s = 0,33m nos indica quanto “descer” na escavagao:

A

Im
0,33m

Partindo do ponto A, cada vez que percorrermos 1 unidade na horizontal, descemos 0,33m

na vertical.

Para os trabalhadores que comecam em B, cada metro escavado na horizontal deve ser
seguido de 0,33m escavados na vertical, para cima.

E o angulo de entrada KBM no plano, sera dado pelos pequenos triangulos retangulos

construidos através do teorema usado por Eupalinos, considerados no plano AKB.

Observe que a razédo % ¢ 0 seno do angulo que AB faz com o plano horizontal.

A
y -
Os pequenos triangulos
formados sdo semelhantes a
AMB.
\ 4
A
\‘

M B

Deste modo, partindo uma equipe do ponto A e outra do ponto B , havera o encontro das

duas turmas no meio do tunel.
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1.2 Segunda Resolugéo.

Colocam-se verticalmente duas estacas suficientemente altas, uma em A e outra em B, de

modo que tenham a mesma altura acima do solo.

Entao, quando os postes estdo na vertical e AA’=BB’, a reta A’B’¢ paralela a reta AB.

Os postes devem ser suficientemente altos para permitirem fazer alinhamento de A’com
B’.

Deste modo, os pontos A, A’, B e B’ definem um plano. Assim, a equipe que comeca em
A deve trabalhar no plano AA’B’(estes pontos sdo todos visualmente acessiveis na zona A) e a
equipe que comeca em B deve trabalhar no plano BB’A’.

Como AA’=BB’e AA’//BB’, o quadrilatero [AA’BB’] ¢ um paralelogramo ¢ a reta AB ¢
paralela a reta A’B’. Com um instrumento muito rudimentar é possivel obter a amplitude do
angulo correspondente a inclinagdo que A’B’faz com a horizontal. Por outro lado, os angulos

BAD e ABD so complementares, o0 que permite obter igualmente a amplitude do angulo ABD.

4B
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Deste modo, cada equipe saberia qual a inclinagdo a produzir na sua parte do tdnel.

Este processo ndo permitia prever nem o custo nem o tempo de duracdo da obra e tornava
impossivel localizar, no interior da montanha, a posicdo de um grupo em relacéo ao outro. Assim,
poderiam estar a trabalhar a poucos metros um do outro sem saberem. Tudo isto porque ainda ndo
se sabe a distancia entre A e B. Para obter esta distancia, comeg¢amos calculando o desnivel d e 0
afastamento a. A colocacdo de postes verticais do mesmo tamanho e a utilizacdo de traves
horizontais para unir esses postes permitem obter estes dois valores. Nao vamos esquecer que 0S
gedmetras do Egito eram considerados “esticadores de cordas” e construiram piramides gigantes

que chegaram aos nossos dias.

Baseando-nos na figura, temos:

a=Ya, d=>h->k, e AB=+va’+d?

Podemos também obter o desnivel e o afastamento utilizando conhecimentos
trigonométricos mais profundos, da seguinte maneira:
Consideremos dois pontos P e Q quaisquer numa montanha, mas de modo que seja possivel

avistar um a partir do outro.
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Suponhamos que [QQ’] ¢ vertical e com quatro unidades de medida de comprimento. Por
estarem proximos, ¢ ainda possivel obter, por medi¢do direta, P’R e RR’ que vamos supor iguais
a6 e 1, respectivamente.

Se [R’R] for vertical, os tridangulos [P’RR’] ¢ [P’QQ’] sdo semelhantes. Assim, chamando

de x a distancia de R a Q, tem-se? :%6, 0 que permite concluir que x = 18. Deste modo, a

distancia de P’a Q ¢ 24.

O afastamento horizontal de P e Q € dado por a = P’H = 24cos(a), ¢ o desnivel vertical
entre os mesmos dois pontos ¢ dado por d = PP’+ QH , resultando a expressao d = PP’+ 24sen(a),
sendo [PP’] vertical. Supondo o = 60°, teremosa =12 e d = 24,4.

Quando escrevemos a equacgdo reduzida de uma reta no plano, estamos acostumados a
destacar o papel igualmente importante desempenhado pela declividade e pela ordenada na
origem.

Mas a declividade de uma reta é, com certeza, a caracteristica mais importante da reta, uma
vez que a importancia da ordenada na origem sé € evidente quando a representacdo da reta esta

associada a um referencial. Por outro lado, a declividade da reta esti diretamente relacionada

com a inclinacéo da reta em relacéo a direcao horizontal. A declividade da reta AB é —, e como a
a

=12 e d = 24,4 a declividade da reta AB sera igual a % =2,0333..., ou aproximadamente, 2.

Na prética, isto significa que, partindo de um ponto P da reta, € possivel obter mais pontos da reta
procedendo da seguinte forma: partir de P, avancar 1 unidade para a frente e, em seguida, avancar
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2 unidades na vertical. Assim, a equipe A teria de escavar 1 unidade na horizontal e 2 na vertical

e a equipe B, 1 unidade na horizontal e 2 na vertical.

Desta forma, independente de quem trabalhar mais rapidamente, as equipes vao encontrar-

se no interior da montanha.

1.3 Sugestao Para Sala de Aula:

Objetivo:

Ao trabalhar esse problema pratico e real, espera-se que o aluno resolva a situacdo-

problema fixando ainda mais os conteudos utilizados. Mostra-se também que com conteudos

relativamente simples o problema foi resolvido.

Contetidos:

Razéo e Proporcao;

Relagcbes métricas no triangulo retangulo(Teorema de Pitagoras);
Semelhanca de triangulos;

Perpendicularidade;

Poligonos;
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Desenvolvimento da atividade:

1. Organizar a classe em grupos de 4 a 5 alunos;

2. Entregar a situacdo-problema descrita com tudo o que foi usado, mas sem as medidas;

3. Cada grupo deverd ler e entender como foi feito, havendo discuss@es na sala de aula entre os
grupos;

4. Sugerir que facam simulacdo com medidas, incentivando-os a usar numeros racionais e
irracionais, chamando a aten¢do que na natureza a maioria das medidas ndo sdo dadas em
ndmeros inteiros;

5. Propor a construcdo da maquete de uma montanha, com materiais simples, como massa de
modelar, palitos, barbante, para observar ainda melhor o que acontece realmente;

6. Observar se os alunos realmente compreenderam que até mesmo sem fazer a mira de um
ponto ao outro da montanha, ou até mesmo esticar um fio, o problema, através de teoremas
simples, foi resolvido;

7. Sistematizar os conceitos envolvidos;
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CAPITULO I

TRABALHANDO COM VOLUMES

Neste capitulo iremos trabalhar com o volume dos solidos geométricos comumente
encontrados em nosso cotidiano: Prismas e Cilindros. Apds uma breve exposi¢do do volume do
prisma e do cilindro, apresentaremos uma atividade desenvolvida com alunos da 52 fase (3° ano)
do Ensino Médio da Escola de Educacdo Basica Doutor Paulo Fontes situada em Floriandpolis,

Santa Catarina.
2. Principio de Cavalieri:
O Principio de Cavalieri pode ser entendido usando, por exemplo, pilhas de caixas

idénticas, isto é, de mesmas dimensdes. E imaginemos ainda a formacdo de dois sélidos de

formato diferente formados com essas caixas, como mostram as figuras abaixo:

Ambos os solidos possuem a mesma base, a mesma altura e ocupam o mesmo lugar no

espaco, ou seja, ttm o mesmo volume. E se tém o mesmo volume, dizemos que eles sdo sélidos

equivalentes.

O Principio de Cavalieri diz:
Dois sélidos, S1 e S2, de mesma altura e bases com mesma area contidas no mesmo plano
o tém o0 mesmo volume se qualquer plano g paralelo a « determinar em S1 e S2 secgOes

transversais com areas iguais.
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2.1 Volume do Prisma:

Consideremos um prisma qualquer e um paralelepipedo reto-retangulo ambos com a
mesma altura e bases de mesma area apoiados num mesmo plano horizontal.

Qualquer outro plano horizontal que cortar os dois sélidos determinaréd figuras iguais as
suas bases. Logo, pelo principio de Cavalieri, eles ttm o mesmo volume:

Vprisma = Vparalelepipedo

ComO Vparalelepipedo = Ap.h, entéo,

Vprisma = Ap.h

O volume de um prisma € igual ao produto da area da base pela altura.

2.2 Volume do Cilindro:

Consideremos um cilindro e um prisma, ambos com mesma altura e bases de mesma area,
apoiados num mesmo plano horizontal

Qualquer outro plano horizontal que cortar os dois sélidos determinara figuras iguais as
suas bases.

Logo, o principio de Cavalieri assegura que o cilindro e o prisma tém o mesmo volume, ou
seja:

Veilindro = Vprisma

Como Vprisma = Ab.h, entd0, Vilindro = Ap.h

Sendo a base do cilindro uma circunferéncia cuja area é nR?, temos:

Vilindro = TR2.h

O volume do cilindro é igual ao produto da area da base pela altura.
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2.3 Experimentagéo:

Esta atividade foi desenvolvida na Escola de Educacéo Basica Doutor Paulo Fontes, situada
em Santo Antonio de Lisboa, Florianopolis. Trabalho este, aplicado na 5% fase (3° ano) do
periodo noturno, composta por vinte e seis alunos com faixa de idade entre dezesseis e dezessete
anos.

Comecei a lecionar nesta escola este ano, fazendo mais ou menos quatro meses que estou
com a turma. Tendo observado que é uma classe muito criativa e dedicada, me impulsionei ainda
mais na aplicagdo desta atividade.

Foi trabalhado com a turma até agora o conteldo de Geometria Espacial. Poliedros,
Prismas, Piramides e Cilindros. Ja tendo esta bagagem de conteudos, observando a boa
participacdo da turma, e juntando as idéias da minha monografia, decidi desenvolver uma
atividade pratica com os alunos.

Apos a criacdo da situagdo-problema, dividi a sala em cinco grupos de quatro alunos, e dois
grupos de trés alunos, e entreguei a atividade para cada grupo fazer em casa, com o0 prazo de uma
semana para ser entregue, exigindo que relatassem passo-a-passo o raciocinio de cada questéo.

E a atividade foi entregue sem nenhuma sugestdo de como se fazia qualquer uma das

questdes.

Objetivo:

Espera-se com estas aplicacOes praticas que o aluno seja capaz de resolver situagdes-
problema sobre solidos geométricos. Especificamente, objetiva-se que o aluno seja capaz de
calcular area e volume, converter medidas de massa e volume e, principalmente, estabelecer uma
conexdo do contetdo escolar com situacdes que se apresentam no dia-a-dia, através da idéia das
aproximagoes.

Uma atividade ligada a realidade do aluno, torna o contetdo mais atraente, e a

aprendizagem mais eficaz.
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Conteudos envolvidos na atividade:

e Areadas figuras geométricas planas;
e Medida da circunferéncia;

e ConstrucBes geométricas;

e Conversao de unidades de medidas;
e Porcentagem;

e Volume de sélidos;

2.4 Atividade:

Varias embalagens tém formato de cilindros e prismas: latas de leite condensado, caixas de
suco, latas de ervilha, de sardinha, etc.
Vemos também que algumas embalagens trazem a massa do produto e ndo o seu volume. E o
caso do leite condensado, das ervilhas e da sardinha. J& outros, como suco e leite, trazem o
volume do produto.

1) Considerando-se a lata de leite condensado (marca Nestlé), explique:

a) Por que o produto é dado em gramas e ndo em litros?

b) Qual o volume da lata?

¢) Qual o volume do produto?

d) Qual a porcentagem do volume da lata que néo é ocupado pelo produto?

2) Considerando-se uma lata de sardinhas, vé-se que o formato de sua base ndo é um
poligono, nem uma circunferéncia, nem uma elipse. Desenvolva um método para

calcular o volume aproximado de uma lata de sardinhas.

3) Considerando uma caixa de suco, calcule o volume da caixa e a massa do suco.

Qual a porcentagem do volume da caixa que nédo é ocupada pelo produto?
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Antes de aplicar o exercicio, foi feita uma analise a priori :

1) a) Porque sendo um produto denso, ele se assemelha mais a produtos com medidas de massa,

do que com medidas de volume.

1) b) A principio desenha-se no papel a base da lata de leite condensado, resultando uma
circunferéncia com raio desconhecido.

Como fazemos para encontrar o raio de uma circunferéncia dada?

Tragamos duas cordas quaisquer e achamos a mediatriz de cada uma delas; onde elas se
encontrarem sera o centro da circunferéncia. Com isso, tragamos o didmetro e consequentemente
achamos o raio.

Apds fazer isso encontramos:

Diametro (D) =7 cm
. 7
Raio (R) = > =3,5¢cm

Altura (H) 27,5 cm
Vem:

Area da base (Sb) = nR2
Sb =7 (3,5)2
Sh=12,251 cm?

Tendo a altura e a superficie da base, achamos o volume:
V=Sb.H
V=12251x7,5

V =91,875n

V = 91,875 x 3,141
V1= 288,62 cm3

1) ¢) Temos a quantidade do produto dado em medidas de massa na embalagem, mas agora
queremos o volume. Para isso colocamos o produto num recipiente graduado com medidas de

volume. Com isso achamos V2 = 280 ml.
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1) d) Para achar a porcentagem entre 0s volumes, precisamos primeiramente que os dois estejam
com as mesmas unidades, entdo trabalharemos com os dois em mililitros (ml).

Temos:

1 m3=1000 L

Mas,
1m3= 10°cm3
1000 L = 10%ml

Entdo, 10° cm3 = 10° ml

Logo, 1cmé=1ml

Portanto, o volume da lata, que é igual a aproximadamente 288,62 cm3, corresponderd a
aproximadamente 288,62 ml.
Ou, o volume do produto que é igual aproximadamente 280 ml, corresponderd a

aproximadamente 288,62 cm3.
Entdo, calculando a diferenca entre o volume da lata (V1) e o volume do produto (V;) (vacuo),
temos:

V1-V2=288,62 - 280=8,62mlou 8,62 cm?3

Em porcentagem:

288,62 —100%
8,62 — X
8,62
X = -
288,62
X = 0,0298
X =298 %

A porcentagem do volume da lata que ndo é ocupado (vacuo) € de 2,98%.

2) Para calcularmos o volume da lata de sardinhas, precisaremos primeiro desenvolver um

método para calcular a &rea da base. Abaixo listaremos alguns métodos:
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1° Método:

Com a medicdo da embalagem através de algum instrumento bom e com a area da base

desenhada em papel milimetrado para facilitar os calculos, temos o seguinte desenho:

I=
]

3Cm

I=-
(%]

G

Altura (H) = 2,2cm
Raio (R) = 3cm

Sabendo-se que A; , Az, Az, A, representam um quarto de circunferéncia, entéo:
1 R . A
A=A+ A+ Az+A, =4 x 3 nR? = R?, isto &, a 4rea da circunferéncia.

Tomando rt = 3,141, temos:

A=(3)>n=9n
A=9 x 3141
A = 28.269 cm?

Sendo B, a area de um quadrado de 6 cm de lado, temos:
B=6" = 36 cm?

Logo, a area da base (Sp), sera:

Sp,=A+B

Sp = 28,269 + 36

Sy = 64,269 cm?
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Calculando agora o volume, teremos:
V=5 .H

V =64,268 x 2,2

V =141,3918 cm®

2° Método:

Fazendo da mesma forma que o primeiro método encontramos desta vez:

Como mostra a figura abaixo:

x>
N
2/
w

0
A

Altura (H) =2,2cm
Raio (R) = 2cm

Sabendo-se que A; , Az, Az, A, representam um quarto de circunferéncia, entéo:
1 o . A
A=A+ A+ Az+A, =4 x 3 nR? = 1R?, isto &, a rea da circunferéncia.

Tomando & = 3,141, temos:
A= (2%t =4n

A=4x 3,141

A =12,564 cm®
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Sendo B; e B areas de um quadrado de 2 cm de lado, temos:

B=B;+B;
B=2x2°=2x4
B =~ 8cm’

Como C ¢ area de um retdngulo de base (b) igual a 8 cm e altura (h) igual a 6 cm, temos:
C=bxh

C=8x6

C = 48 cm®

Logo, a area da base (Sp) sera:

Ss=A+B+C

Sp=12,564 + 8 + 48

Sy = 68,564 cm’

Calculando agora o volume, teremos:
V=5 .H

V =68,564 x 2,2

V =150,8408 cm®

3° Método:

Neste método, desenhando a area da base da lata em papel milimetrado, tracamos uma
circunferéncia ao seu redor, e medimos como de costume.

O raciocinio neste caso consiste em calcular os dois pedacos de circunferéncia que sobram, e
subtrair o resultado do valor total da area desta circunferéncia, encontrando assim a area da base
da lata.

Para isso, calcularemos a area do triangulo, e em seguida diminuiremos da area do setor circular
resultando a parte de circunferéncia que queremos, dai é s6 multiplicar por dois, pois sdo
simétricas, e teremos as duas partes para diminuirmos da area total da circunferéncia achando
assim a area da base da lata.

Em seguida, teremos o desenho esbocado, e a resolucao passo-a-passo:
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10,4cm

120°

Raio (R) =z 6 cm

Altura da lata (H) =2,2 cm

Angulo do setor = 120°

Base do triangulo (b) = 10,4 cm

Altura do triangulo (h) =z 3cm

Essas medidas podem ser encontradas tanto por medicdo, como também por Razles

Trigonomeétricas no Tridngulo Retangulo (seno, cosseno, tangente).

Ay = R’a L= 36x120
360° 360

Tomando = = 3,141, temos:

Agetor = 12 x 3,141

Asetor = 37,692 cm?

n=12n

Calculando agora a area do triangulo:

bxh 10,4x3
Atriangulo = 5 = >

Atriangulo ~ 15,60 sz

Para achar o pedaco da circunferéncia que queremos, fazemos:
Asetor - Atriangu|0 = 37,692 - 15,60 = 22,092 sz
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Como sdo dois pedagos, e sdo simétricos, e chamando-os de P,temos:
P =2 x 22,092

P =~ 44,184 cm?

Calculando a éarea da circunferéncia, e tomando = = 3,141, obtemos:
Acire = R®

Agirc = 11(6)” = 367

Acirc. = 36 x3,141

Acirc. = 113,076 cm?

Calculando a éarea da base, teremos:
Sp = Acirc- P =113,076- 44,184

Sy = 68,892 cm?

Finalmente vamos calcular o volume:
V=5H

V =68,892 x 2,2

V =151,5624 cm®

4° Método:

Neste método interpretamos a area da base como sendo a juncdo de um retangulo com dois

trapézios laterais, esbocado na figura abaixo:
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Calculando primeiramente a area dos trapézios:

Por medicdo constata-se que os trapézios B1 e B2 sdo iguais, entdo precisamos apenas calcular
um deles e multiplicar por dois, obtendo C :

Base maior (B) = 6cm

Base menor (b) = 3cm

Altura (h)= 1,75 cm

Entao:

1= (B+b)xh _ (6+3)x175
2 2

Os dois trapézios juntos sera:

C=2x 6,75z 15,75 cm?

Calculando agora a area do retangulo A:
Base (b) =8,5cm

Altura (h) =6 cm

A=bxh=85x 6=51cm?

B =45 x15=7,875cm?

A area total da base da embalagem sera:
C+A=1575+51=66,75cm?
Calculando o volume da lata:

Altura da lata (H) = 2,2 cm

Superficie da base (Sb) = 66,75 cm?

V =Sb x H =66,75 x 2,2

V 146,85 cm?

5° Método:
Esse método consiste em calcular a area da base da lata, através da area aproximada do retangulo

mostrado na figura abaixo, juntamente com a area dos dois pequenos retangulos formados na

lateral:
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Calculando a area do retangulo lateral B1:
Base (b) = 0,8 cm

Altura (h) =5 cm

Bi=bxh=08x5

B1 =4 cm?

Como B1 e B2 por medic¢éo sao iguais temos:
B1=B2 =4 cm?

E chamando de B a area dos dois juntos obtemos:
B=B1+B2=2 x4

B=8cm?

Calculando agora a area do retangulo A:
Base (b) = 10,4 cm

Altura (h)=z 6 cm

A=bxh=10,4 x 6

A =624 cm?

A superficie da base (Sb) sera:
Sbh=A+B=8+624

Sb=70,4 cm?

Calculando entdo o volume:
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Altura da lata (H) = 2,2 cm
Superficie da base (Sb) = 70,4 cm?
V=SbxH=704x 2,2

V =154,88 cm?3

6° Método:
Um outro método quando se quer determinar a area de uma figura irregular curvilinea, é sobrepor
0 desenho desta base, numa folha de papel milimetrado, como haviamos feito até agora para

determinarmos mais facilmente as medidas.

Observe a figura abaixo:
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Se contarmos 0 numero de quadrados inteiramente contidos na figura, e supondo que eles megam
1 cm2 | poderemos dizer que a area da base sera de 60 cm?2 . Essa medida € uma aproximacao por

falta da area da base da embalagem.
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Mas, se contarmos 0 nimero de quadrados que tém alguma parte contida na figura, diremos que a
area seré de aproximadamente 72 cm?2 . Nesse caso, essa medida € uma aproximacgao por excesso

da area da base da embalagem.

Calculo do volume por falta:

Sabendo -se que a altura da lata (H) é de 2,2 cm, temos:
V =Sb.H

V=60x2,2

V 2132 cm3

Calculando o volume por excesso:

V =Sb.H

V=72x22

V 158,40 cm3

Observagdo: Se quisermos obter uma area mais aproximada da medida real, basta utilizar

quadrinhos de tamanhos cada vez menores.

3) Ao medir a embalagem de suco escolhida, notamos que € um prisma quadrangular regular,
com as seguintes medidas:

Altura (H) = 19,7 cm

Aresta da base (a) = 7,2 cm

Calculando o volume da caixa de suco:

Sb=a2=(7,2)2=51,84 cm?

V =Sb.H=51,84 x 19,7

V 21021,25 cm?

Calculando agora a massa do suco:
Como o suco se assemelha a agua temos:
1Kgégua=1L

1000 g = 1000 ml

A quantidade(volume) de suco informado na embalagem é de 1 L.



Portanto, a massa de suco serd 1 Kg ou 1000 g.

Calculando a porcentagem do volume da caixa que ndo é ocupado pelo produto (vacuo):
Volume do suco (V2) —» 1 L =1000 ml

Como ja vimos, 1 cm3 =1 ml, entdo:

Volume da caixa (V1)— 1021,25 cm3 = 1021,25 ml

V1-V2=1021,25- 1000 = 21,25 ml

1021,25 ml — 100%
21.25ml — X

Lo 2125
1021,25

X =0,0208
X =2,08%

A porcentagem do volume da caixa que ndo € ocupado pelo produto sera de 2,08%.

2.5 Analise da Experiéncia:
Foram entregues 7 trabalhos.

12 Questao:

Considerando-se a lata de leite condensado( marca Nestlé), explique:
a) Por que o produto é dado em gramas e nao em litros?
Respostas:

e Trés grupos responderam:
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“Porque ¢ dado todo o peso e ndo s6 o peso do produto em si; 395¢g tudo e 392 o produto”.

¢ Dois grupos responderam:
“Pela diferenga de densidade”.
e Um grupo respondeu:
“Porque ¢ dado o peso do produto e ndo do conteudo”.
e Um grupo substituiu a lata de leite condensado por uma lata de fermento em pdg,

justificando que fermento é solido e nédo liquido.



b) Qual o volume da lata?

Respostas:
GRUPO RAIO(cm) ALTURA(cm) VOLUME(cm?)
Gl 8,75 8,1 357,66
G2 3,75 8,1 357,66
G3 3,74 9 395,04
G4 3,75 8,1 357,66
G5 3,74 9 395,64
G6 3,75 9 395,04
G7 lata de fermento |2,5 7 137,41

Observacgdo: Nenhum grupo justificou o célculo do didmetro da lata utilizada.

¢) Qual o volume do produto?

Respostas:

GRUPO VOLUME DO PRODUTO
Gl 373,669

G2 350 ml

G3 373,66 g

G4 350 ml

G5 373,66 ¢

G6 373,669

G7 lata de fermento 37,5cm?
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d) Qual a porcentagem do volume da lata que ndo é ocupada pelo produto?

Respostas:
GRUPO PORCENTAGEM (%)
Gl 2,14
G2 2,14
G3 4.7
G4 2,14
G5 4,7
G6 4,7
G7 lata de fermento 14
22 Questao:

Considerando-se uma lata de sardinhas, vé-se que o formato de sua base ndo é um poligono,
nem uma circunferéncia, nem uma elipse. Desenvolva um método para calcular o volume

aproximado de uma lata de sardinhas.

Respostas:

GRUPO METODO VOLUME APROXIMADO
Gl 2 135,175 cm?3

G2 2 142,05 cm?3

G3 2 113,4 mcm?

G4 2 135,175 cm?

G5 2 135,17 cm?3

G6 2 113,49 cm3

G7 * 9(8 +3w) cm3

* N&o usou nenhum dos metodos analisados a priori . Observou a figura como a unido de um
cilindro com um paralelepipedo, calculou o volume de cada um deles e somou os resultados,

achando o volume total da embalagem.



44

32 Questao:

Considerando uma caixa de suco, calcule o volume da caixa e a massa do suco.

Qual a porcentagem do volume da caixa que ndo é ocupada pelo produto?

Respostas:

GRUPOS DIMENSOES [VOLUMEDA | MASSADO |PORCENTAGEM
(cm) CAIXA(cm?3) suco (%)

Gl 115; 47, 39 |210,795 — 5,12

G2 115, 47, 39 |210,795 — 5,12

G3 16,5, 95, 65 |1040,3 — 3,87

G4 115; 47, 39 |210, 795 — 5,12

G5 115, 47; 39 210,795 — 5,12

G6 16,5, 95, 65 |1040,3 — 3,87

G7 18, 16, 7 1260 1Kg 20

Observacdo: Como ndo estava especificado no problema, os grupos usaram embalagens de suco

diferentes, por isso a indicacdo das dimensdes na tabela.

Observagoes:

1. Nenhum grupo resolveu corretamente a questdo 1c). Além disso, quatro grupos
responderam a questdo 1c) usando medida de massa (gramas). Também na questéo 3,
somente um grupo calculou a massa do suco. Observou-se assim que 0s alunos

desconhecem as relagfes entre medidas de massa e volume.

2. Ainda na questdo 1c) e 1d), verificou-se que os alunos desconhecem o conceito de

densidade e sua influéncia nas embalagens.

3. Verificou-se que todos os grupos cometeram erros de calculo, devido a falta de atencéo.
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4. Verificou-se que seis grupos tiveram dificuldade em explicar os procedimentos utilizados

nas resolugoes.

5. Todos os grupos utilizaram corretamente a formula para o calculo de volume.

O que fazer apds a analise da atividade?

Sugestdes.

» Elogiar os acertos;

» Falar sobre densidade, talvez até propor ao professor de fisica que faca isso, fazendo uma
ponte entre as duas disciplinas. Dai entdo retomar o problema e fazer outros exercicios

para fixag&o do conceito;

» Relembrar notacdo cientifica, para auxiliar nas transformacdes que envolvem ndmeros

grandes;

» Falar sobre interpretacdo das medidas de massa e volume e propor mais problemas para

fixar as idéias;
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CONCLUSAO

Houve uma grande satisfacdo em fazer este trabalho, ja que se trata de um contetido que
esta sendo muito discutido nas escolas em geral.

Esta nova forma de abordagem nédo s6 da matemaética, mas de outras disciplinas tambem,
estd sendo praticamente uma exigéncia de diretores de escolas perante a insatisfacdo dos alunos
em relacdo a simples aplicacdes de férmulas, sem saberem aonde querem chegar.

Tal situacdo deixa os alunos num estado de comodidade, desinteressados pela matéria,
chegando a dizer que a matematica ndo serve para nada. Os alunos sentem necessidade de
enxergar o porque das aplicagdes de um contetdo, e demonstram grande satisfacdo quando sdo
sugeridas atividades nesse sentido.

Na apresentacdo do trabalho, foi mostrado que pensadores ha muitos anos atras ja falavam
iss0 e que sO hoje, alguma coisa realmente esta sendo feita para mudar esse quadro.

Na experiéncia que fiz com meus alunos, observei suas dificuldades em interpretar, atraves
dos conceitos matematicos ja estudados um problema rotineiro em nossas vidas; ndo ha o
costume de olhar as coisas ao nosso redor cientificamente, quebrando o tabu de que a matematica
sO é utilizada em calculos complexos de engenharia, computagdo, entre outros. Ela também ¢é
aplicada em coisas relativamente simples com as quais nos deparamos diariamente.

Esse trabalho que foi feito com os alunos deixou claro que o modo de abordagem dos
conteudos, ndo se relacionam com o mundo fora da escola. Causando entdo os problemas citados
acima.

No trabalho, sugerimos algumas idéias, afim de ao menos despertar no leitor o interesse
para essa nova abordagem do ensino. No entanto, ndao é tdo simples trabalhar com este tipo de
atividade. Uma dificuldade é escolher atividades praticas que ndo sejam s atraentes, mas que
também envolvam conteldos pertinentes, para assegurar a aprendizagem e fixacdo dos contetidos
envolvidos.

E preciso relacionar mais o saber escolar com o saber praticado fora da escola, de modo
que os alunos aprendam a gostar da matematica e percebam o quanto esta € importante para suas

vidas.
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