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Resumo

Neste trabalho fizemos um estudo sobre métodos de operadores de fatoracao
em mecanica quantica. Inicialmente, estabelecemos as idéias gerais envolvidas no
procedimento de fatoracao de Infield e Hull, apontando as vantagens desse método
na resolucao de equagoes diferenciais em mecanica quantica nao relativistica, as-
sim como as dificuldades que se apresentam na resolucao da equacao de Riccati,
que desempenha um papel fundamental nessa abordagem. Derivamos as compo-
nentes do operador momento hermitianas em coordenadas esféricas e utilizamos a
componente radial para construir operadores escada para o dtomo de hidrogenio.
Como contraponto ao método de Infield-Hull, desenvolvemos, outra metodologia
para a resolugao da equacao de Schrodinger, intrisecamente relacionada ao conceito
de grupos de simetria; entretanto essa técnica levou a operadores escada compostos
por operadores diferenciais lineares de segunda ordem. Por fim, obtivemos opera-
dores escada com dependeéncia linear nas componentes radiais das coordenadas ou
no operador momento. A construcao de operadores com tal caracteristica foi feita
com o auxilio de quantidades conservadas andlogas as quantidades classicas para
potenciais coulombianos. Numa primeira situacao, os operadores escada obtidos
possuiam a caracteristica de dependerem nao-linearmente nas coordenadas dos o-
peradores momento e posicao, mas, com a ajuda de novos operadores, foi possivel

encontrar duas fatoracoes, em que a condicao de linearidade fosse satisfeita.

Palavras-chave: EDOQ'’s, operadores lineares, equacao radial, simetrias, vetor

de Pauli-Lenz
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Abstract

In this work we studied factorization operator methods in quantum mechanics.
Initially, we established the general ideas involved in the Infield-Hull factorization
procedure, pointing out the advantages of this method in the resolution of the dif-
ferential equations in non-relativistic quantum mechanics, as well as the difficulties
presented in the resolution of Riccati’s equation, which plays a fundamental role
in this approach. We derived the hermitian components of the operator momen-
tum in polar spherical coordinates and employed the radial component in order to
construct ladder operators for the hydrogen atom. As an alternative to the Infield-
Hull factorization, we developed another method of solving Schrodinger equation,
strictly related to the concept of symmetry groups; however, this technique lead
to ladder operators composed by second-order linear differential operators. Fi-
nally, we derived ladder operators linearly dependent on the radial component of
coordinates and canonical momentum. The construction of operators with such
properties was accomplished by using conserved quantities analogous to the clas-
sical ones for Coulomb potentials. In the former situation, the ladder operators
exhibited a non-linear dependency on the coordinates and momenta, but, with the
aid of new operators, it was possible to find two distinct factorizations where the

linearity condition was satisfied.

Key-Words: ODE’s, linear operators, radial equation, symmetries, Pauli-Lenz

vector.
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Introducao

Na fisica, quando elaboramos modelos que visam descrever o comportamento de
sistemas, frequentemente recaimos em equagcoes cuja incognita é uma funcao que
aparece sob a forma de derivadas de ordem 1,2,..., N. Tais tipos de equagoes sao
as chamadas equagdes diferencias (ED’s). Recebem a denominacdo de equagao
diferencial parcial (EDP) quando a solucao da equagao for uma fungao de vérias
variaveis ou equagao diferencial ordindria (EDO) quando a solugdo da equacao

depender explicitamente de apenas uma variavel.

Conhecendo as condigoes iniciais e/ou as condigoes de contorno do problema
fisico em questao, poderemos determinar a variagao das propriedades estudadas e
consequentemente fazer previsoes que possam ser verificadas experimentalmente.
Entretanto, para esse fim, necessitamos, antes de tudo, resolver a equagao difere-
ncial correspondente. Neste ponto comecam a surgir dificuldades, pois existem
muitas ED’s que nao possuem solugao analitica e algumas de dificil solucao, por
nao satisfazerem ao Teorema de Existéncia e Unicidade, restrito a classe das ED’s

lineares [1].

Na mecanica quantica, é recorrente usarmos operadores que possuem a
propriedade de fatorar o operador hamiltoniano. Dessa forma, a tarefa de resol-
vermos equacoes diferenciais de segunda ordem ¢ substituida pela de resolvermos
duas equagoes diferenciais de primeira ordem. Métodos de resolucao de equacoes

diferenciais por operadores possuem uma rica estrutura matematica que ainda mo-



tiva estudos de interesse puramente matematico, na teoria espectral de operadores

lineares [2].

Na formulacao hamiltoniana da mecanica quantica, operadores diferenciais
de fatoragao de primeira ordem podem ser obtidos para um potencial arbitrario,
ou seja, dado um potencial especifico, do tipo oscilador harmonico ou proporcional
a uma poténcia arbitraria de r, podemos derivar uma equacao que forneca os ope-
radores escada (operadores que aumentam ou diminuem o estado quantico de e-
nergia ou momento angular); porém, por levarem a equagoes de dificil solu¢ao, nao
estaremos interessados em explorar métodos usuais de se obter tais operadores,

envolvendo relacoes de recorréncia algébricas.

Solugoes por método de operadores sao introduzidas em cursos de nivel ele-
mentar em mecanica quantica. Um problema muito didatico para ilustrar o método
é o oscilador harmonico simples. Neste problema, os livros didaticos definem ope-
radores diferenciais com determinadas propriedades algébricas, e mostram as van-
tagens do método em termos operacionais. No entanto, a estrutura matematica
e a aplicagdo do método sao mais amplas. O primeiro tratamento sistematico do
problema de fatoragao em mecanica quantica nao relativistica foi desenvolvido nos
anos 50, por Infeld e Hull [3]. Mielnik utilizou um método de fatoracdo modificado
para estudar o oscilador harmonico, obtendo uma familia de potenciais exatamente
soluveis, que sao diferentes do potencial do oscilador harmonico, mas que possuem
o mesmo espectro [4]. Fernandes, no mesmo ano, aplicou esse método para estu-
dar a parte radial do 4tomo de hidrogénio, e obter uma familia de novas solugoes
para potenciais radiais que possuem o mesmo espectro [5]. Somado a isso, temos a

aplicacdo da mesma técnica no contexto da mecanica quantica supersimétrica [6].

Em se tratando de mecanica quantica, os operadores correspondentes a
observaveis fisicos, devem ser hermitianos. Dessa forma, um tema de interesse de
nosso trabalho é a procura por operadores diferenciais de fatoracao construidos a
partir de outros operadores fundamentais, que exibem essa propriedade. Em geral, o

operador hamiltoniano é composto por um termo cinético, ao qual podemos associar



um operador diferencial correspondente ao momento, e um termo de potencial,
usualmente representado por uma poténcia especifica do operador de posicao. A
idéia é fatorar o hamiltoniano em operadores escada que dependam de operadores
momento e posicao com propriedades de hermiticidade e linearidade. O método
de fatoracao de Infeld e Hull nos leva a equagao de Riccati, que é uma equagao
diferencial nao linear de primeira ordem. Além disso, a metodologia presente no
trabalho de Infeld e Hull nao fatora o operador hamiltoniano original, mas sim um

operador hamiltoniano transformado.

Em contrapartida, a variedade de procedimentos de fatoracao, levou alguns
pesquisadores a estudar as possiveis relacoes entre as diferentes abordagens. Miller,
apos um estudo detalhado, concluiu que os diferentes métodos sao casos particu-
lares na teoria de representacoes das dlgebras de Lie [7]. De fato, intimeros estudos
foram feitos com a intengao de se obter o espectro correspondente ao operador
hamiltoniano dado, através da identificacao de operadores que geram &lgebras as-
sociadas a determinados grupos de simetria. Em nosso trabalho, dedicamos um
capitulo para o estudo de uma elegante abordagem em que o espectro é obtido na-
turalmente, com a construcao de operadores que satisfazem relagoes de comutacao
tipicas da simetria so(2, 1). Tais operadores, sao construidos a partir de operadores
diferenciais de segunda ordem, diferentemente dos operadores do método de Infeld

e Hull, por exemplo, que sao de primeira ordem.

Abordagens baseadas em operadores que satisfazem algebras de outros gru-
pos de simetria sao consideradas na presente dissertagao. Examinar o papel de
quantidades conservadas em mecanica quantica, que surgem de potenciais radiais,
também é interesse de nosso trabalho. Na teoria classica, o potencial coulombiano
fornece uma quantidade vetorial conservada, correspondente ao chamado vetor de
Laplace-Runge-Lenz. No contexto da mecanica quantica, estudamos quantidades
conservadas analogas; no entanto, devemos levar em consideragao a nao comuta-
tividade das componentes dos operadores de posi¢ao e momento na construgao dos

operadores auxiliares. Assim, no Capitulo 3, construimos operadores escada para o



problema de coulomb utilizando o de vetor de Pauli-Lenz, que é o analogo quantico

do vetor de Laplace-Runge-Lenz.



Capitulo 1

Aspectos Basicos dos Operadores
de Fatorizacao

Neste capitulo iremos introduzir classes de operadores diferenciais em Mecanica
Quantica com o intuito de fatorizar equacgoes diferenciais de segunda ordem, as
quais determinam o comportamento de sistemas fisicos. Antes porém daremos
um tratamento mais detalhado aos operadores de momento e de fatoracao e sua
representacao em coordenadas esféricas. Como resultado, derivaremos operadores
de momento hermitianos para a coordenada radial. Além disso, iremos utilizar

estes operadores para fatorar o hamiltoniano.

Iniciaremos com uma breve revisao do método de fatoragao utilizado por Infeld

e Hull, de forma a obter a chamada equacao de Riccati.

1.1 Fatoracao do Hamiltoniano em Operadores
Lineares

Numa primeira abordagem, partiremos da equagao de Schrodinger indepen-

dente do tempo em uma dimensao,



[—*? + ()Y (v) = EY(z). (1.1)
Para fins de praticidade, a equagdo (1.1) pode ser escrita na forma adimensional

H(a) = -2 1 V@)l (2) = ebla), (1.2)

dz?

onde v(z) denota um potencial que pode apresentar uma singularidade semelhante
aquela do atomo de hidrogénio (isto é, um potencial do tipo %) ou um potencial do
tipo oscilador harmonico, nao singular, sendo que ambos devem ser fungoes reais.
Naturalmente, a funcao 1) deve ser de quadro integravel, ou seja, queremos que a

integral [ |1|” dz seja finita.

A idéia do método de fatoracao é reduzir uma equacgao de segunda ordem a
um produto de operadores diferenciais, denotados por a e a', acrescido de uma
constante denotada por £. Evidentemente, a forma dos operadores ir4 depender
do tipo de potencial para o sistema estudado. A equacao de Schrodinger pode ser

fatorada com o auxilio dos operadores

d

0= [+ Bpla)], af = [~ 4 By(a)]; (1.3

de fato, podemos constatar que produto desses operadores, acrescido de uma cons-

tante €, aplicado em uma funcao dependente de x fornece

(aa) +2] F @) = {2+ B@)]s + By (@) +2} £ (2)
dx dx

::{ji_@@+@@mf+vm—vwﬁfwu®

e, da ultima linha, chegamos a conclusao desejada, que (aTa) + e = H desde que a

equacao abaixo seja satisfeita:

!/

—B,(z) + B(x) +e -V (z) =0, (1.5)



conhecida como equagao de Riccati [3], [8], onde o indice p refere-se a uma solugao
particular da equacao de Riccati. Até a década de 80, acreditava-se que o método da
fatoragao havia sido completamente explorado. Entretanto Mielnik [4] introduziu

uma maneira diferente de abordar o problema.

A idéia de Mielnik foi considerar, nao uma solucao particular da equacao de
Riccati, mas sim uma solucao geral. Como um primeiro exemplo de aplicacao do
método, consideremos o oscilador harmonico simples. Podemos resolver a equacgao

de Schrodinger para determinar a fun¢ao de onda para o potencial V(z) = %k’x?

Ao resolvermos diretamente a EDO poderemos recair nos chamados polinomios
de Hermite, no entanto, estaremos inicialmente interessados nos resultados obtidos
através do método de fatorizacao de Infeld-Hull. Como resultado, temos os valores
e = le f,(x) = x, que solucionam a equacao de Riccati para o potencial do oscilador
harménico [3]. Consequentemente, podemos escrever a equagao relacionando o

Hamiltoniano aos operadores escada como

d2
H——ﬁ%—m = aa' + 1. (1.6)
Com isso, algumas relacoes de comutagao envolvendo os operadores de abaixamento
e levantamento, relacionando-os ao operador Hamiltoniano, podem ser derivadas.

Inicialmente, calculamos o comutador {a, aT]:

d d d d
o] 1@ = {igh +all o ol - [ el + ol 1 @)
@) d 40 21 (2)
= T L ap ) oL 2 o)+ T
b ()~ e f () fo (2) =2 (2), (L.7)

de modo que {a,aq = 2. Similarmente, os comutadores [H, a| e {H , aq sao dados

por



(H,al f = (Ha—aH)f:{(aaT—l—l)a—a(aaT—{—l)}f
= (ad'a — aaa®) f

= a(a'a —ad")f = —2af (1.8)

e, portanto, [H,a] = —2a. De forma andloga, [H, aT} = 2al.

Os operadores a e a' sao de fato operadores de abaixamento e levantamento.
Utilizando as relagoes de comutagao acima, junto com a equacao de autovalor

H,, = e, teremos

Haly, = (a’fH + 2aT) Un
= af (€ +2) Y,

isto ¢, se 1), é um autoestado de H com autovalor ¢, entdo av, também é um

autoestado de H com autovalor acrescido de 2 unidades. De modo andlogo temos:

Hay, :(Z(E_Q),lvbna

ou seja, 1, ¢ um autoestado de H com autovalor €, entao awy, também é um

autoestado de H com autovalor subtraido de 2 unidades.

Assim, podemos observar que a equacao de Schrodinger foi fatorada nos ope-
radores a e af, com a condicao que a equacao de Riccati fosse satisfeita. Dessa forma,
o problema de resolver a equacao de Schrodinger foi substituido pelo de resolver
a equacao de Riccati. Infelizmente, a equagao de Riccati nao possui um método
geral de resolugao; trata-se de uma equagao diferencial nao linear de segunda ordem.
Nos proximos capitulos, introduziremos outra metodologia de fatoragao do operador

hamiltoniano, sem a necessidade de resolvermos a equacao de Riccati.



1.2 Operadores de Fatorizacao para a Coorde-
nada Radial do Atomo de Hidrogénio

Nesta sec¢ao, iremos abrir mao momentaneamente de trabalharmos com fatores
adimensionais. Tal abordagem se deve a conveniéncia de ilustrar a maneira usual de
fatorar o hamiltoniano do atomo de hidrogénio em coordenadas esféricas, que trans-
forma a equacao de Schrodinger original para a coordenada r em uma equagao que
possui a mesma forma da equagao de Schrodinger unidimensional em coordenadas
cartesianas.

Como é bem conhecido, o hamiltonioano para o atomo de hidrogénio pode ser

escrito como H = —%VQ + V(7). Devido a simetria do hamiltoniano, é natural

utilizarmos coordenadas esféricas, escrevendo-o na forma

P10 (,0 L?
M=o ( ar> oz TV, (1.9)
onde p é a massa reduzida da particula e
1 0? 1 0 0
2 — _p2 - — 1. 1.1
h [serﬂ@ 0p? + senf 00 (‘96"989)] (1.10)

Nesse sistema de coordenadas, podemos resolver a equagao de Schrédinger usando o
método de separacgao de variaveis. Na notacao usual, podemos desacoplar a equagao

de Schrodinger, supondo uma solucao do tipo

Ynim (T7 0, 90) = Ru (T) Y (07 90) ) (111>

a qual, apos sua substituicao, fornece

HERy (1) Yim (0,0) = ERu (r) Yim (6, 0)

B2 1d(,d LYy (0, )
- _ﬂ im (6, 0) e (T dr) Ry (1) 4+ Ry (1) T

+V (1) R (1) Yim (0, 0) ; (1.12)

9



multiplicando ambos os lados por % G

1 .
—————— e isolan rm n
i@ © isola do o termo que depende

apenas da variavel radial, obtemos

4 <7~2d> Ry (r)—QM—TQ[V (r) = E]Ru(r) = 1(1+1)Ru(r),  (1.13)
LY} (0,0) = RAL(1+1)Y, (0,0).(1.14)

Temos agora duas equagoes diferenciais, uma ordinaria para a parte radial e outra

parcial para a parte angular.

Podemos simplificar a equacao radial com a substituigao

u(r)=rR(r), (1.15)
de forma que

dR 1du 1 1| du

= 2 = 2 e o 1.1

dr [r dr uﬁ} 72 lr dr u] ’ (1.16)
d ( ,dR d [ du du  d*u  du  dPu
- ) = e gyl = 22 _—— — =r— 1.17
dr <T dr) dr [T dr u] dr + Tarr T dr T e (1.17)

Assim, podemos escrever a equacao diferencial para a coordenada radial na forma

(1.18)

conhecida como equagao radial. A forma dessa equacao € idéntica a da equagao

de Schrodinger unidimensional exceto pelo termo G

2u 12 )
%l(ltl) + V (r), teremos portanto uma equacao dife-

rencial analoga ao caso unidimensional. Para resolvermos essa equagao diferencial

se definirmos o chamado

potencial efetivo V¢ (r) =

podemos usar o método de operadores e assim fatorar o hamiltoniano, descrevendo-
o como um produto de dois operadores. Inicialmente, considerando uma particula
livre, teremos V (r) = 0 e, consequentemente, a tltima esquagao pode ser escrita

na forma

10



Hyu = Eu, (1.19)

com H; dado por

nd? R+
H=—-——+_— L+ )
2udr?  2u  r?

No caso da particula livre, podemos entao definir os operadores

(1.20)

ih d l
A = — 4 - 1.21
l V2 (dr + r) ’ ( )

ho(d
A= (D), 1.22
! V2 < dr + 7") ’ (1.22)

de fato, o operador hamiltoniano é exatamente o produto dos eperadores definidos
acima, ou seja, H; = AITAZ. Para ver isso basta aplicar o produto AlTAl a uma funcao

teste, dependente de r:

t _ th d I\ h d 1
st = |-G (5t v (7))
- Pt )
rdr

21 dr?  rdr = r? r2
RPd:f  1(l+1
L A Y (1.23)
241 dr? r2
No caso do atomo de hidrogénio, onde V = —f, ¢ natural supor que os ope-

radores que fatoram o hamiltoniano sejam diferentes. De fato, definindo os ope-
radores A; = i (i + £> — Wk o pf— i (—% + %) + W2k toremos

V2p \ dr T 2lh Nom 2lh
ho(d 1\ ik
AT A S B
(A7) [m( dr 7’>+ 2171]
h(d 1\ ivek)
V2p \dr 2lh

11



— ZQ _i_‘_l i_‘_l f_é _i_l_l f

2 dr r ) \dr r 21 dr r
E(d 1 uk?f
‘m(mﬂv>f+m%2

h? d? dl 1d I?
= —|———4+——4+—=|f

dr?  drr rdr r?

E( d 1 d 1 k2 f

—m<iﬁ++d*‘>f+mm2
RPEf ORI+ k| pktf

_ _hay )k 1.24

241 dr? ta, 241 72 + 21212 ( )

2 2 2 2 .
de modo que A}Al gu CZQ + g—ul(%l) — % + lehé, ou seja, H; = ATAZ

1252
Neste ponto, observamos que, apés a substitui¢ao (1.15), a equagao de Schrodin-

ger foi reescrita de forma simplificada e, posteriormente, fatorada. No caso da

particula livre a fatoracao é feita somente pelo produto A;Al, enquanto que para

um potencial central devemos acrescentar uma constante.

No entanto, pode-se questionar a necessidade da substitui¢ao (1.15), antes de
fatorar a equagao de Schrodinger em operadores de levantamento e abaixamento,
uma vez que, sem tal substituicao, preservamos o espaco de Hilbert original da
teoria. Além disso, podemos estudar o papel das equacoes de Heisenberg na teoria.
Na proxima secao abordaremos tais espectos sutis e daremos um novo tratamento

ao problema de Coulomb e ao oscilador isotrépico.

1.3 Quantizacao de Bohr-Dirac e a fatoracao do
Hamiltoniano de Coulomb

Em segoes anteriores, tratamos de um ponto de vista puramente técnico a
questao de fatorar um dado operador hamiltoniano. Outros aspectos, tais como a
discussao de como o sistema de coordenadas em que o hamiltoniano quantico foi

escrito antes de ser fatorado, nao foi analisado. Tendo em vista que o tratamento

12



usual do problema parte do hamiltoniano quantico escrito em coordenadas carte-
sianas, transformando posteriormente os operadores diferenciais para coordenadas
esféricas, cabe aventar a possibilidade de se dispensar um tratamento em que o
hamiltoniano seja inicialmente escrito em coordenadas esféricas, partindo da teoria

classica formulada nesse sistema.

Um resultado fundamental bem conhecido da Mecanica Quantica é que, na
representacao de Schrodinger, a derivada total do valor esperado de um operador
corresponde ao valor esperado do comutador entre esse operador e o operador hamil-

toniano [9], ou seja

d . /0A
) = (A H) +in (=), (1.25)

onde h é a constante de Planck e H é o operador Hamiltoniano. Para fins praticos,

ih

A representarda um operador correspondente a um observavel de posigao e/ou mo-
mento generalizados, sem dependéncia temporal explicita. As equagoes de Hamilton

classicas, podem ser consideradas como o andlogo da equacao (1.25), dadas por

inc ch
= 1.26
dt aplc Y ( )
dpic ch
= — . 1.27

Podemos formular o chamado principio da correspondéncia de Bohr , enunciando-o

da seguinte forma:

“Se um sistema quantico tem andlogo cldssico, entao no limite h — 0 os valores
esperados de quantidades quanticas tornam-se os correspondentes das quantidades

observdaveis classicas”

Uma leitura atenta deste enunciado indica que o mesmo trata de sistemas
quanticos que possuem analogo classico e fornece uma prescricao para obter o limite
classico, sem entretanto fornecer uma regra de quantizacao livre de ambiguidades
com relagao ao ordenamento de operadores diferenciais associados aos observaveis
fisicos. Por essa razao devemos complementar tal principio com as chamadas regras

de quantizacao. Nesta secao determinaremos as componentes do operador momento
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em coordenadas esféricas no contexto da formulacao hamiltoniana da mecanica
quantica originalmente proposta por Dirac, onde (1.25) é decorréncia das equagoes
de movimento de Heisenberg para os operadores. A seguir mostraremos que o ope-
rador momento sera diferente daquele usualmente apresentado na literatura, na
situagao em que o hamiltoniano quantico é escrito originalmente em coordenadas
esféricas de forma andloga ao hamiltoniano classico, admitindo a validade de (1.26)

e (1.27), como equagoes envolvendo os respectivos operadores.

Iniciaremos nosso tratamento considerando inicialmente o hamiltoniano dado

por

—

2 2
D L
= Z V() 1.28

usando a equagao (1.26) podemos escrever a equagao (1.28) como

dr OH
dt Ipr
0
Opr
pr

Y

1

2
LC
2 2ur?

+V (7”):|

ou seja, p, = ur. Neste ponto, consideramos a equacao de Heisenberg para p,, que
indica que devemos calcular o comutador entre H e r. Assumindo que o hamilto-

niano em coordenadas esféricas seja dado por
210 (,0 L?
H:—<2 >+ +V(r), (1.29)

onde p é a massa reduzida da particula e

. 1 0 1
L* = —1? l 0 + 0 (sen@aﬂ : (1.30)

sen20 002 senf 06 00

podemos fazer a identificacao

e 0
2 o (50
Pr= r2 Or (r 8r>
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e assim calcular o comutador na equagao de Heisenberg. Aplicando-o a uma fungao

f (r), temos

210 (,0 L?
[H,T'}f = [_2/1,7’287" (T a,r')_’_W“}_V(T),T’]f

P10 (4,0
a [—2ur287’ (T 87’)’761‘][
P10 (,0 10 (,0
T 2ur?or (T ar> Tf”ﬂ??% (Tar /

= —ﬁii <r2f—1—r3df> + hjl <2rdf +r2d2f>

212 dr dr 2T dr dr?
n(d
- 5 ad)
ou seja, ,
[H,r] = —hu (i + i) , (1.31)

de forma que, da equagado de Heisenberg para 7 = p,/u, obtemos a componente

radial do operador momento linear

hifo 1
pr== (87‘ + T) : (1.32)

O operador p, tem a propriedade de ser um operador hermitiano, diferentemente do
operador momento considerado em [8], por exemplo. Além disso, pode ser mostrado
que o operador p, pode ser usado na fatoracao do hamiltoniano em coordenadas
esféricas. De fato, mostraremos a seguir que o operador p, pode ser obtido de uma

combinacgao simétrica do operador gradiente, ou seja,
o=t (7G5 7); (1.33)
21

para provar a equagao (1.33), partimos do operador gradiente em coordenadas

esféricas .

o 60 o 0
— —,
or rdf rsenf Oy

—

(1.34)

3>
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levando em conta que, nesse sistema, 7, 0 e » sao ortogonais entre si. O primeiro
termo da equacgao (1.33) é dado por
- 0
T = —
v 87/.7

para calcular o segundo termo, teremos que fazer uso de uma fungao teste f (r), de

(1.35)

forma que

LLof L 00F g o
or rdf  rsenf Dy
of | ,f
— 4+ 2=. 1.
or + r (1.36)

Substituindo as equagoes (1.35) e (1.36) em (1.33) recuperamos (1.32). Até este

§.ff —

ponto, demonstramos que o operador p, pode ser obtido da equagao de Heisenberg
e que podemos relaciond-lo a uma combinagao escalar simétrica do operador nabla
com o vetor unitario 7. No entanto, pode ser mostrado que esse procedimento
pode ser aplicado as demais coordenadas, ou seja, podemos derivar os operadores
Po € pp, das equagoes de Heisenberg, construindo produtos escalares simétricos.

Considerando o hamiltoniano dado em (1.28) , podemos reescrever L? como

L* = p? +p}, (1.37)
onde
—h? 9?
2
= —— 1.38
Pe sen?6 dp?’ (1.38)
—h? 0 0
2
— - H— 1.39
Pe sent 00 (sen 39) ’ (1.39)
de forma que esse hamiltoniano possa ser escrito de forma andloga a expressao
classica ) ) )
_ b p@ Py

T2 + 2ur?  2ur?

+V(r). (1.40)

Utilizando novamente a equacao (1.26) para os respectivos operadores é possivel

escrever a equacao (1.40) como

do oH

at— Ope
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o [pr vl | p
Ope |21 2ur?  2ur?
o
pur?’

+V(r)

substituindo (1.26) e (1.27) na equagao de Heisenberg,

0
Y _0.H
thgp = 10, H],

podemos calcular o comutador entre 6 e H no segundo membro desta tltima:

[0, H] f(0,¢) OHf — HOf

2 2 2
= 9<pT+ Pe | Db +V(r)>f

2 2ur? o 2ur?

N A
1% 0
<2p * 2412 * 212 * Oﬂ)) /

1 1 0 0 0
o 2ur? lesenﬁﬁﬁ <sen9 ) U sen9 o6 <8€n986’> Qf]
1 1 d df 1 d df
O 2ur? {esenﬁde <sen9d9> send d lsen@ (f + 6d0>] }

1 0 df d*f
= —cosf— 7
2412 [senﬁ < R en d6’2>1

11 df > f
- ~cosh 09 1 hsent® ) geoso
2 senﬁl cosOf + sent) g+ bsend g a8

1 f ot df
ur? 2 df

isto é,

1 (cotf 0

A equacao de Heisenberg fica entao
@ i
dt h

i1 (wd 0
 hwr?\ 2 00
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ou seja,

ou ainda,

_pg _ i [cotgh I
Ty = — = < 5 ae)' (1.42)

A seguir, mostraremos que o operador 7y, a exemplo do operador p,, pode ser

obtido de uma combinacao simétrica do operador gradiente, a saber
h ,~ = - A
”:Z(Q'VJFV'H)' (1.43)

Para provarmos que 7y pode ser expresso de acordo com a equagao (1.43), partire-
mos da equacao (1.34). Para o primeiro termo, o produto g 6 fornece um 1nico
termo nao nulo, o termo que contém o produto escalar 0 - é, de forma que
A e ]_ a
0-vV=——;
v r 00

para o segundo termo, a exemplo do calculo feito para p,, devemos calcular o

(1.44)

divergente de funcoes vetoriais
- . o 60 o 0 -
v-0fbe) = ( 5*?@ meneagﬂ 0
0 9 edf df L Je df

= + f@ do " rsenf @
ﬁ
rsent dp
_1d g
= a0 + . cot 6,
de modo que
5 g=19 1o (1.45)
viv= rdd r ' '
Substituindo (1.44) e (1.45) em (1.43) teremos
h /» - - = 10 1 10
5 (0-v+v-0) = (T%Jr t6+89>

_hgltg
- a9 2
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que corresponde & equagao (1.43). Procedendo de maneira anéloga, temos, para a

coordenada ¢,

dp _ OH
dt Op,
pr?’
devemos calcular o comutador na equacao de Heisenberg
dy
h— = |p, H 1.46
th— = [, H], (1.46)
aplicando a mesma funcao teste:
2 2 2
2 D Do
H]f (6 = == - Vv
[, H] f (0, ¢) [@0, 2 + 21 + 22 send + (T)] f
2
[
- [@’ QNTQ] f

1 N i -t 9 ;
o 2ur? 7 sen?6 0p? sen?6 0p? 7

— _h2 de_i f+ ﬁ
 2ur?sen?d SOdg02 dp dego

_ " 4
 r?sen2f do’
isto é,
I
H=——+—.
l, H] pursen26 dp
Com esse resultado, a equagao (1.46) fica
dy i
o o H
p - v, H]
N
 hur?sen20 0p
_ Pe
pur?’
ou,
)
Pe = sen20 O’
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ou ainda,

mz“—ﬁ( ! a). (1.47)

~ rsenf i \rsenf Oy
A exemplo dos operadores 7y e p,, o operador 7, pode ser escrito como uma com-
binacao escalar simétrica envolvendo o operador nabla. Para completar os calculos
que fornecem as propriedades das componentes do operador momento, partimos
novamente do operador nabla em coordenadas esféricas, para demonstrarmos que

uma combinagao simétrica fornecera exatamente a equagao (1.47.) Considerando a

equacao
[ N
mo= o (6 VT 9), (1.48)
verificamos que seu primeiro membro é dado por
., - 1 0
vv= rsend Oy’

enquanto que o segundo membro fornece
- ., (.0 60 g 0\ .
Vel = <T8T+r09+rsen9&p> 2
s 00 0 0f f0 06 fo 0 1 0Of

or + r Y00 + r 00 ' rsenf dp ' rsend dp
L of
rsenf O’

recuperando assim a equagao (1.48)

1.4 Operadores Escada em Coordenadas Esféricas

Na se¢ao anterior, consideramos o hamiltoniano de uma particula sujeita a um
potencial central, escrito em coordenadas esféricas, a partir do qual derivamos as
componentes do operador momento a partir de principios fundamentais, de acordo
com o método de quantizagao canonica, preservando a forma funcional do hamilto-
niano classico. Dando prosseguimento a esse procedimento, derivaremos operadores

de abaixamento e levantamento, de forma que o hamiltoniano seja fatorado. Além
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disso, esses operadores serao escritos em termos da componente radial do operador
momento a qual, como vimos antes, é hermitiana no espago de Hilbert das solucoes

da equacao de Schrodinger radial.

1.4.1 O Potencial Coulombiano

Conforme (1.13), o hamiltoniano referente ao problema de autovalores associ-

ado a coordenada radial da particula é dado por

d <d> Rt (1) = 20 1V (1) = E) Bot (1) = +1(1+ 1) Rt (1)

dr \' dr h?
para o potencial V' (r) = —%, esta equacao equivale a
R*d>  h*d  RA(I+1) k
r e e T PR (r) = ERuy (r). 1.49
[ 2udr?  prdr * 2412 r] (r) t(r) (1.49)

Definindo os operadores

1 ho kp
A= ——p—i|= =], 1.50
= ()] 10

1 (Rl kp
Al — - = 1.51
! m[p’““@ m)] (1.51)

/{32
(A}Al - 252’;) R (r) = ERw (). (1.52)

Para verificar a validade da equagao (1.52), basta aplicarmos os operadores definidos

em (1.50) e (1.51) sucessivamente, a uma fungao f (r), fornecendo

i = o) b (-2

21



1 {Afd 1\ (bWl kup hifd 1\ (Wl ku
=l ) R B G ) 0w
~ L (B2 (M)

241 dr?  rdr rdr  hldr hir

2
(UMt ) (1t )

r2

r dr 72 hl dr  hlr

20 r
W f K*df I
S A L L
20 dr ur dr 2ur 2h°1
ou seja,
P d> h*d R+ k Ku k21
Algyy=——— - 42 2 =H+ ——. 1.
e 2 dr?  prdr + 2412 r * 2h°12 L 2h212 (1.53)

1.4.2 O Oscilador Isotrépico

No caso do oscilador isotrépico temos V (r) = kr?, de forma que a equagao de

Schrodinger radial é escrita como

P d2 n*d  R(L+1)
Toudr  grdr T 22 W] Ry (r) = ERy (1) ; (1.54)

a exemplo do problema de Coulomb, podemos definir os operadores
1 hl
T - .
A = 5 lpr +1 <7“ - \/2uk:7“>] : (1.55)
1 (Rl
A = 5 lpr —1 (7" - \/2uk:7">] : (1.56)

h(d 1
Pr="s\ar "7)

Dessa forma, podemos escrever a equacao (1.54) em termos dos operadores AlT e A,

novamente, com

R d?> r*d RA(141) ) ; k
C2udr? urdr + 212 +kr ] Ry (r) = (AIA + hl 2#) Ry (1)
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ou, equivalentemente,

H, = A}A+hl,/ﬁ.
24

De fato, podemos aplicar o produto AlTA a uma funcao dependente de r, fornecendo

o resultado

1 [ (n ,
A;Af = _pr—kz(r—\/Q,uk‘r)} [pr—z

1 hi d 1 hi hi
@ h (r — \/2ukr> <d + r> + (7’ — \/2ukr> ( — \/2#/{7”)] f
_ _R&p nd
 2udr?  rpdr
h (hldf Rlf I —— df hlf
244 (7’ dr  r? 2ukf = 2de T
h (hldf Rlf — df —
+ﬂ (T‘dT + 7 - 2/111{77“% — 2/ubk7f> +
1 (B2 f
— — 2hly/2 2
+2M< ukf + 2pkr f)
> d2f  h*df (z + 1) 2

P> hrd RA(I+1)
A= 7
: 2udr?  rupdr T 2412 — Al = Hi = Al
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Capitulo 2

Simetria so(2,1) e o Tratamento
Algébrico

Nesta secao analisaremos o setor radial do potencial de Coulomb e o oscilador
isotrépico, baseado na algebra SO(2,1) [10],[11] . A idéia é aplicar um tratamento
algébrico de forma que o espectro do hamiltoniano, referente ao sistema fisico em
questao, seja obtido sem a necessidade de se resolver diretamente a equacao de
Schrodinger. No entanto, como ficara claro a seguir, apesar de tal objetivo ser
alcancado, os operadores diferenciais que decompoem a equacao de Schrodinger
nao sao todos de primeira ordem. Isso ird nos motivar a procurar mais adiante um
tratamento algébrico, que fatore o hamiltoniano em operadores construidos a partir

de observaveis fisicos.

2.1 Algebra do grupo nio compacto SO(2,1)

A existéncia de simetrias nas leis que regem o comportamento de sistemas
fisicos é um indicativo do elegante comportamento que a natureza parece possuir.
No entanto, a nocgao intuitiva de simetria que possuimos pode nao ser eficiente
para classificarmos sistematicamente as simetrias existentes. Felizmente, pode ser
delegada a chamada Teoria de Grupos a tarefa bem sucedida do estudo rigoroso do

conceito de simetria de um ponto de vista puramente abstrato.
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Historicamente, o conceito de abstrato de Grupo teve origem nos estudos
de Evariste Galois (1811-1832) e Niels Henrik Abel (1802-1829) , com o intuito de
resolver equagoes polinomiais [12]. Mas foi em meados do século XX que se comegou
a perceber a utilidade dos grupos em fisica. Apés um periodo de desenvolvimento da
Mecanica Quantica, entre 1924 e 1928, os estudos de H. Weyl e E. Wigner indicaram
que a Teoria de Grupos poderia ser usada como um poderoso instrumento de anélise
em Mecanica Quantica. Desde entao, numerosas aplicagoes foram feitas na fisica e

em outras ciéncias [12].

O foco de nosso interesse é a aplicacao da Teoria de Grupos em Mecanica
Quantica, especificamente em problemas que envolvem potenciais centrais que a-
presentam simetrias sob rotacoes. Para o caso do potencial coulombiano o grupo
que pode ser associado a sua simetria sob rotagbes é o grupo SO(2,1) e a sua
dlgebra associada [13]. A algebra so(2,1) deve obedecer as seguintes relagoes de

comutagcao:

(L1, Ly] = iLs, (2.1)
[Ly, Ls] = il (2.2)
(L1, L3] = —ily (2.3)

enquanto o chamado operador ou invariante de Casimir [10] dessa algebra é dado

por

C—I2—I2—I%
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2.2 O Potencial Coulombiano

Inicialmente, partiremos da equacao de Schrodinger radial obtida anterior-

mente, dada por

" (j) Rt (1) = 22 [V-(r) = B Rt () = L0+ 1) B ()5 (24)

conforme a substituigdo proposta, R = £, a equagao (2.4) fica

h* d*y [ " [(1+1) +V(r)| v = E. (2.5)

“ond? ”
Para facilitar o tratamento algébrico que segue, escreveremos a equagao de Schrodin-
ger em coordenadas atomicas. Nesse sistema de unidades, grandezas fisicas funda-
mentais como massa do elétron, constante de Planck, carga elementar e constante

de forga eletrostatica sao normalizadas a unidade, ou seja, m, = h = e = 47eg = 1.

. . 2
Dessa forma, o potencial coulombiano fica V (r) = —Z—' consequentemente os auto-

valores de energia passam a ser escritos como F = Ao substituir esses valores

2 o992 "

de potencial e energia na equagao (2.5), teremos como resultado
de L1+ 1) —QZ Z 2
dr2 r? r

W= By, (2.6)

A equagao (2.6) pode ser escrita de uma forma mais compacta. Para isso, podemos
fazer a substitui¢do de varidvel p = Zr, junto com t (r) — ¥ (p). Devido a essa

definicao, devemos calcular as derivadas de i em relagao a r levando em conta
d*y(p) _ 22 d*y

agora que v depende de p. O resultado dessa derivada ¢ — 5~ = %5 dp2 , de modo
que equagao (2.6) se reduz a
> 1(+1)
_'Odip2 + +p w = 2nw, (27)

escrita de uma forma ideal para o préximo passo, no procedimento de reconhecer

a simetria que a equagao (2.4) possui.
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Com base na equagao (2.7), podemos definir dois operadores w; = p e wy =

2 4L :
—pj? + % e assim reconhecer (2.7) como

[wy + ws] ¢ = 2na). (2.8)

Todavia, estamos interessados nas propriedades dos operadores w; e ws. A seguir,
verificaremos que o comutador [w;, ws] fornecerd um operador de grande importancia
para resolvermos a equacao (2.7). Sendo f(p) uma funcdo teste, o comutador

[wy, ws] é dado por

2  1(1+1) > 1(+1)
[wi, w3l f = p —Pdipz‘F P e dp? pf
> f d ( df
- e iy I+
pdp2+(+)f+pdp<pdp+f> (+1)f
daf
= 20— 2.
ou seja, [wy, ws] = 2pd%. Se definirmos wsy = —ipd%, teremos o comutador funda-
mental
[U}l, w3] = 2@11)2 (210)

De modo andlogo, aplicando o comutador [wy, ws] a uma fungao teste, teremos

. d o d
[wi,wol f(p) = p l—wdp] f- l—wdp] pf
d d
= —ip2dJ; +ipf + —z‘pzd“;
= iwlf?
ou seja,
[wl,wz] = iwl. (211)

Por fim, o comutador [ws, ws] pode ser obtido da mesma forma, o que fornece

2 2
s = () () () ()
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: <(fzi>§>p<;£l§>< A))-(5) (+2)
+ .
R EVANT:

2
d
= zpdé+2p ﬁ—zl(l%— )d£+d(l+1)f_

f, &f df
1) 2L
pd,o(d +pd2 +zl(l+)dp
d> 1.
= —@pd‘§+2l(l )f;:w}gf
ou seja,

[U)Q,U)g] = iw:;. (212)

Com base nos operadores wy, ws € ws, podemos definir 3 novos operadores, os quais

satisfazem a algebra da simetria so(2,1):

1
T1 = 5 (w3 - wl) 5 (213)
T2 = W2, (214)
1

De fato, podemos constatar que os operadores definidos em (2.13), (2.14) e (2.15)
satisfazem as relagoes (2.1), (2.2) e (2.3). Iniciando pelo célculo do comutador

[T1, T3], teremos

1
[le T2] = 5 (wswz - w1w2) - 5 (w2w3 - 7~U2w1) )

Utilizando (2.12) e (2.11) para comutar os termos w;ws € wows, teremos

1 . 1 .
[TI, TQ] = 5 (U)g’LUQ — 1w — ’U)le) — 5 (w3w2 + 1ws — ’U)le)

1. .
= —5t (w1 + ws) = —iT5,
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De forma anéloga, temos para os operadores 17 e T3,

1
2 2 2 2
(w3 + waw; — wiws — w1> - - (w3 + wiws — wywy — wl)

[Tla T3] - 4

DO | — | =

(w3w1 — wlwg) s

ou, de (2.10),

[Tl,Tg] = —’iU}Q = —ZT2 (216)

A ltima relagao de comutagcao, [T, T3] , é dada por

1
[T, T3] = = (wews + wowy) — = (w3wy + wyws)
2 2
) )
= 5 (w3 + wl) = ’LTL (217)

Assim, verificamos que as relagoes de comutagao entre 77, T e T3 correpondem
a dlgebra so(2,1). Desta forma, a escolha dos operadores T;, Ty e T3 mostrou-se
acertada, permitindo a identificacdo do grupo de simetria associado & equagao (1.1).
Neste ponto, é util examinarmos algumas propriedades dos operadores 17, T e T3

quando aplicados a uma autofuncao .

Uma vez que pretendemos obter o espectro do hamiltoniano apenas com o uso
de operadores, isto é, através de meios algébricos, em que os estados quanticos serao
reconhecidos em termos da atuagao dos operadores de abaixamento e levantamento,
definidos com base nos operadores T, T» e T3 [10], devemos considerar a atuagao
de T3 sobre 1),;. De acordo com a equagao (2.15), podemos reescrever a equagao
(2.8) como

Tng’l = TLI/JUJ. (218)
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Assim (2.7) torna-se uma equagao de autovalores para T3, e esta relaciona-se ao

nimero quantico principal n e, consequentemente, a energia do sistema.

Para obtermos o espectro de energia do sistema, definiremos os chamados

operadores de transi¢ao, dados por

Ty =T, +iTy. (2.19)

A aplicagao do produto 7375 a 1),,; fornece

Ty = T (Ty £ iT5) iy y;

utilizando as relagoes de comutacao definidas em (2.16) e (2.17) para comutar 737}

e T35 respectivamente, temos

T3Tyvpyy = (T 4+ T1T3) Yy £ (—iTy + ToT3) Py
= (iTo +Tin) Yy i (—i11 + Ton)
= Tint 1)y, Ty (n+ 1)1,
= (nx1)(Th £iT3) Yy
= (n+1) Tty (2.20)

Assim concluimos que 7.1, é autofunc¢éo de T3 e, de acordo com a equagao (2.20) ,
a aplicacao de T a 1) fornece a autofungao correspondente a um estado com n
acrescido ou diminuido de uma unidade, ou seja, T41),; < ¥,+1,. Resta agora a
determinacao da constante de proporcionalidade entre T’ 1, ; € 1,11, que pode ser

obtida com a ajuda da relacao 7% T%:

(Ty+iT) (T FiTy) = +i(BT - VD) — (-T2 — T2+ T2) + T2
= i (iT3) — (-T2 - T} + T3) + 3. (2.21)
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Os termos entre parénteses constituem justamente o invariante de Casimir da
algebra, cujo autovalor é dado por Cy = [ (I + 1) [10]. Antecipando a atuagao

dos operadores Cy e T3 sobre as autofungoes, a equagao (2.21) torna-se

Visando determinar a constante de proporcionalidade entre 7.1, ; € ¥4, deve-

mos impor a normalizacao das autofuncoes. Na notagao de Dirac, podemos escrever

|k [® (ya b0
- <¢v,l |T:|:TZF| wv,l>' (223)

<wvi1,l in1,z>

Por outro lado, de (2.22),

|]'{"|2 <wv,l|wv,l> = <wv,l |TL (n + 1) =1 (l + 1)| ¢v,l>
= [n(nx1) =L+ D] (Polth), (2.24)

isto é,

kP =[nn+1)—1(1+1)] (2.25)

ou, escolhendo a fase sendo igual a unidade, temos finalmente

k=yn(n£1)—1(+1), (2.26)

de forma que

Tty = Jn(n£ 1) —1(l + 1)ihpsry.

Assim, os operadores T , também chamados de operadores escada, atuam levan-

tando ou abaixando a energia do estado quantico no problema de Coulomb.

31



2.3 O Oscilador Harmonico Radial

Nessa secao aplicaremos o mesmo método da segao anterior para resolver o
oscilador harmonico. Para esse problema, os autovalores de energia e o potencial
sdo, respectivamente, £ = hw (20 +1+3/2) e V (r) = 1pw?r?. Dessa forma, a
equacao de Schrodinger é dada por

h? d? RPI(l+1) 1
_zuchz* [ZM (T2 )+2Mw2r2]u:hw(gv+l—|—3/2)u, (2.27)

onde p é a massa reduzida do sistema, w a frequéncia angular, [ o niimero quantico
de momento angular e v o nimero quantico vibracional. Fazendo a transformagao

§=2,ondea= ,/Miw, a equacao (2.27) pode ser escria como
R ES!

+;§2—(2v+l+3/2)]u:0.

2 d&? 2 &
Definindo os operadores w; = %fz e ws = % [—%% + W;U}? teremos
1,1 1d*u 1(1+1) 1 1d?u 1(0+1)]1,
[wi,ws] [ = 55 5 [_2d§2+ 2 f—= B —5@4‘ 2 55 f
_f L
e, portanto,
{ |—el ]
wi, w3 =&— + —.
1, W3 dg 9
Definindo wy = _71 (5 d% + %), podemos entao escrever
[wl, ’UJ3] = 2Z'UJ2 (228)
Assim, os operadores
1
T1 = 5 (w3 — 'lUl) y (229)
Ty = we (2.30)
1
Tg = 5 (w3 + wl) s (231)



satisfazem a algebra so(2,1). O autovalor correpondente ao operador de Casimir

da dlgebra ¢ dado por Co = ; [l (I+1)— ﬂ. Uma vez definidos operadores de

4

transigao, de acordo com (2.19), podemos calcular a constante de proporcionalidade

entre 1, € ¥,11;. Assim, como na segao anterior,

<wvi1,l‘wvil,l> = ‘k‘z <wv,l‘wv,l>
= (o [TeTx[hvy)-

A partir do produto

. . n/n
T:tT = (Tl + ZTQ) <T1 + ZTQ) = 5 (2 + 1> — OQ,

obtemos
<77Z)11:|:1,l|wv:|:1,l> - |k:|2 <77Z)v,l|1/}v,l>
n/n
= <wv,l 5 <2 + ]-> - 02 ¢v,l>a
isto é,
2 _ n(n _
=3 <2i1) Ca

B (2v+1+4+3/2) (2v+1+3/2 1{ 3

= 5 5 +1 1 I(1+1) 1
de modo que

o, — J (21)+l2+3/2) <2v+l2+ 3/2 | 1) j 411 [z 1+1) _i

i

¢U:|:1,l'

(2.32)

Desse modo, demonstramos que os dois potenciais exatamente soliveis cor-

respondem a diferentes realizagoes da dlgebra so (2, 1). Naturalmente, os operadores

de transi¢ao da algebra so(2,1) desempenham o papel de operadores escada para

ambos potenciais radiais estudados.
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Capitulo 3

Operadores de Fatoracao Lineares
para o Problema de Coulomb

Neste capitulo daremos prosseguimento ao nosso programa de fatoracao. No
entanto, a procura por operadores de abaixamento e levantamento para o problema
de Coulomb ganhard um novo ingrediente, emprestado do formalismo da Mecanica

Classica.

Classicamente, no problema de forcas centrais, especificamente no caso de
potenciais do tipo k/r, estamos interessados nas quantidades conservadas que cor-
respondem as integrais de movimento [14]. Entre elas, podemos destacar o vetor
de Laplace-Runge-Lens para uma particula de massa M, momento angular Le
momento linear p,

A= (ME)Y 'L x p+r'F.
Em Mecanica Quantica, ao descrevermos o comportamento de alguns sistemas
fisicos, também podemos construir quantidades conservadas, assim como na teoria
classica. Tais quantidades possuem andlogos classicos e um exemplo bem conhecido
¢ o chamado vetor de Pauli-Lenz, o operador associado ao vetor de Laplace-Runge-
Lenz [15], dado por
a

A= (—2Ma?n2H) " {%2

(Cxp—pxL)+ r—lf] : (3.1)
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onde H e a sao, respectivamente, o Hamiltoniano do sistema e o raio de Bohr. Neste
capitulo utilizaremos o vetor de Laplace-Runge-Lenz para constuir os operadores
escada para o problema de Coulomb. No entanto, para obtermos os geradores da
algebra do respectivo grupo de Lie e, consequentemente, os operadores escada, sera

necessaria a introducao de outro operador

vetorial, que, assim como o vetor de Laplace-Runge-Lenz, é uma constante de

movimento.
3.1 O Operador Vetorial Nao-Linear C

Um resultado conhecido é que se um sistema classico possui constantes de
movimento cujos parénteses de Poisson definem uma algebra de Lie, entao é possivel
encontrar, para um sistema quantico simples, operadores cujos comutadores sirvam
para o mesmo proposito. Sabe-se que, em mecanica cldssica, o potencial Coulom-
biano leva a simetria SO(4) do hamiltoniano [16]. Esse fato sugere a procura, no
contexto da mecanica quantica, de geradores de uma simetria analoga. Para este
fim, utilizaremos o operador vetorial definido na equacgao (3.1) e, além deste, neces-
sitaremos construir outro operador vetorial, de forma a obter o operador vetorial

correto associado aos niimeros quanticos que caracterizam os estados do sistema.

Assim, podemos definir o operador F=r1¢xL+ h2apL?, de forma que as

seguintes relacoes de comutacao sejam satisfeitas:

I?, Fg| = —2ihAL?, (3.2)
2%, A] = 2WA+2ihF, (3.3)
(Li, F;] = iheiFy, (3.4)
[Li, Aj] = iheyAy, (3.5)

onde g é um operador que comuta com todos os demais operadores. Podemos somar

as equagoes (3.2) e (3.3) e usar as propriedades dos comutadores, de forma a obter
02 Avify) = [[2iFg)+ 124

35



— 2hAL%g+ 202 A + 2ihF
= 1 (A+iFg) (2+ 20" I%)
+2ihF (1 — hg — E292> .

Para que o ultimo termo dessa equagao seja nulo devemos fazer
g=g =21 (14+25)",

com S = (5_2[7 + i)i, de forma que a equagao (3.6) se reduz a

L2, A+iFg*| = 0* (A+iFg*) (24 2n ' *g%).

Além disso,

1\ 3

ohVI2gt = 2h <S2 - 4) 21 (1+25)"!
= 4(515) (S:F;) (14+25)7"
= —(1F29);

substituimdo a ltima relagdo na equacao (3.7), obtemos

L%, A+iFg*| = 1* (A+iFg*) (1+25).

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Por fim, podemos usar os comutadores (3.4) e (3.5) para obter um novo comutador,

necessario aos célculos a seguir. Inicialmente, podemos reescrever o comutador (3.4)

na forma
{Lz‘aiFjgi] = _hgiijkgi7

ou, especificamente, para a coordenada z,

[Lz, z’Fjgi] = —heuFrg™.

(3.9)

De maneira semelhante, podemos escrever a equagao (3.5) para a componente z do

momento angular, obtendo assim
[Lz, AJ] = ihézjkAk.
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Agora podemos somar as equagoes (3.10) e (3.9), resultando

(Lo Aj) + [ Le, g7

Definimos entao os operadores

= |L., Aj +iF;g*]
= ih€zjkAk—hézijkgi

e (Ax +iFkg®) . (3.11)

A, £iA,,
F, +iF,,
/Y—!—iﬁgi,
Ay —i—iFigi

Com esses resultados, podemos passar a estudar agora a aplicagao do operador

C* = A+ iFg¢* no ket |n,1,m). Utilizando a relagio de comutacao (3.8), resulta

L.L2CE|n,l,m) = L, [(Ai + iFigi) L? 4+ h? (A:t + iFigi) (1+ 25’)} |n, l,m),

ou, levando em conta que S satisfaz a equacao de autovalores

Sln,l,m) =

LZEQCI\n, l,m) =

1
(l + 2> |n,l,m>,

L. [(As +iFeg®) L1+ 1)] |n, 1, m)

+L. |1 (Ax +iFeg®) (1 £ 20 £1)] |n, 1, m)

= I+ +1+1)L.CEn,l,m),

(3.12)

Antes de prosseguirmos com o céalculo, necessitamos obter o comutador [LZ, C’i]

De (3.11), temos o par de equagdes

L., Ay + iF,g*]
L., Ay +iF,g%|

(3.13)
(3.14)

= ih (A, +iF,g%),
= —ih (A +iFg®);
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multiplicando o ultimo comutador por ¢ e em seguida somando com o comutador
(3.13) , obtemos

L. As+iAy +iFg* +i(iF,g*)| = [L., AL +iF.g*|
hA, +ihA, +ihF,g" — hF,g° = hA, +ihF g*
= h <A+ + Z'F+gi) ;
similarmente, multiplicando (3.14) por i e somando com (3.13),

L., A —iA, +iFg* —i(iF,g*)] = [L., A —iF_g*]
~hA, +ihA, — ihFyg* — ihFg® = —h(A_+iF_g%),

de forma que
{Lz, Ai + ZFigi} = +h (Ai + ZFigi) .

Substituindo essa rela¢ao em (3.12), resulta

L.L2CEln,l,m) = K (I1+1)(1+1+1)[CEL, + hCE] |n, 1,m)
= I+ 1)(I+1+£1D)h(m=E1)CE|n,l,m),

portanto, da tltima linha concluimos que C¢ é o operador escada para os niimeros

quanticos [ e m.

3.2 Fatoragao do Operador CT

Nessa se¢ao iremos fatorar o operador CE, gerando novos operadores que po-

dem ser lineares em p ou em 7.

3.2.1 Fatoracao em operadores lineares em p’

Admitindo a decomposi¢ao

—U*R*, (3.15)



decorre imediatamente as seguintes relacoes:

Ci = Cy+iC,
= —UiRiJrz U R*

h2 B> Y
= = 5 (UF +iUf) RE = ?UiRi
(§]
ct = Cf —iCcE
— ?UiRi '§2U;'ER¢
- (o) R = e

Para que de fato a equagao (3.15) seja satisfeita, os operadores U= e R* devem ser

dados respectivamente por

- 1
U = +ir' %< L+hr 7S+ 3):
+ - 1 /= ]- —1 -1 1 -1
R = +ir (r~1?)—h<S:F2>r + ha (Siz) .

Para verificarmos que a equagao (3.15) é valida devemos inicialmente reescrever
U=. Para isso podemos usar a identidade A x (é X 6) =B (/Y ﬁ) — (/Y é) ﬁ,
e assim obter

P x (i x p) =7 (7 p) - (7) B,

de forma que,
. 1
U* = i 7 (7 p) F i~ (%) 5+ 7' (S % ).
Tomando o produto UXR* teremos

. 1
U*R* = |%ir '7 (7 p) Fir " (7®) P+ hr 7 (S + 5)

1 1\ !
x [:I:ir_l (7 7) = h <S:F2> 7 4 ! (S:I: 2) ]
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1
= ) i) (S )
1 —1
i (7 ) a) (Si 2)
A DU N L A
+rp (7’ T ~p) + ihrp (S F 2) r " Fihrpa (S + 2)
1 1
iihr“(Si ) (7 p) — hPr 1*(Si 2) (S:F 2) r!

1 -1
2 1 1
B2y (Si 2) (Si 2) .

Para prosseguir o calculo, devemos usar as seguintes relagoes
7ot = ikt (3.16)
[_’, 7“_1} = ihr T (3.17)
Comutando (7- p)r~te (7 p) (S F %) r~!na primeira linha e ;5(5 F %) r~! na ter-

ceira linha, obtemos, apds alguma algebra

R A IS

+rpr g4 RPa e

1 -1
+iha v 17 (7 - p) (S + 2>
1 —1
Tiha 'rp (S + 2)

. 1 1 1\ !
mp(sﬂ)(“zﬂ“z) ’

comutando o termo pr~! na segunda linha e fazendo a substituicao (S F %) (S + %) =

A~2L? na tltima linha, obtemos
U=R* = —r*7|(F-p)° + [?]
+p (7 P) 4+ ihr 27 (F - p) + h?a r 7
+ih*a~ {r YW (7 p) — rp+ aph” } 7’1(5:&5)-1
= (PP DR ) + D]+ B ) + B

a1 [ 1N\
it [ (R ) — 4 aph 217 £ (5 + 2) . (3.18)
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Na tultima linha da equagao acima termo L2 pode ser simplificado usando uma
identidade vetorial apropriada. No entanto, as identidades vetoriais necessitam ser
rederivadas, uma vez que tais vetores se comportam como operadores diferenciais
atuando sobre autofungoes, sendo necessario levar em conta a nao comutatividade

das coordenadas de posiciao e momento. Assim, o termo L? pode ser escrito como

-,

L = (Fxp)-(Fxp)

= &ijk&ilmTiPETIPm

= (5jl5km - 5jm5kl) TiPeTiPm

= TPxTjPx — TjPkTkDy;
sendo o comutador entre p'e 7 dado por [r;, pi| = thd,i,, podemos comutar os termos
DrTj € Tip; € assim obter

-,

L? = r, (rjpe — ihdji) pr, — 750K (PiTk + 1hk;)

<

— 2th7 - D' — 7Pk

R

P’
p? — 207 p— ryp; (ripe — 3ih)
p* = (7 p)° +ihi' -

Substituindo essa identidade no termo entre chaves na equacao(3.18) , obtemos

UR* = {—7“27?(7:2232) + (7 p) + h2a_1r_177}

i (Si ;)F.

O primeiro termo da equacao anterior € justamente o operador A. Para verificarmos

+ih’a [r7 (P p) — v+ aph T L]

isso, inicialmente calculamos a identidade vetorial

LXp—pXL = €ikEjimTiPmPk + Ekji€kimPiTiPm
= — (0it0km — OimOr) "iPmPr + (0i10km — SimOrt) D5 T1Pm
= —TiPrDPk + TEPiPr + PjTiPm — PiTID;-
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Comutando os termos 7xp;, p;7; € p;ri,

Lxp—pxL = =2 +7p p (7 P) — thp' + 7P Pm
= 2/ + (7 p) — thp'+ (pmrj + ihdjm) pj
= 27" +2p(7 p),

o operador A pode ser escrito como

A = Zi?f(ljxpﬁ 14 E)—l—r I
= ah? {—_']52—1—]7(77-]5')}—1—7"_17_"

Assim, se o primeiro termo de (3.18) for multiplicado por ah ™2, temos exatamento
o operador A Jdo segundo termo da equagao (3.18) é exatamente o operador F g%,

bastando reescrevemos o operador F gT, definido
gTF = (T_lf’x L+ h_zapLQ) g+, (3.19)
como
ihQaleﬁgi = ih*a™! (T’IFX L+ 7'f2apL2> g+
Portanto, (3.18) é equivalente a equagao

ih2aU*R* = A+ iﬁgi = C_"i,

e, consequentemente, a equagao (3.15) fica demonstrada.

3.2.2 Fatoragcao em Operadores Lineares em 7

A intencdo agora é fatorar o operador C* em operadores lineares em 7. Com

tal proposito, podemos propor uma fatoracao do tipo

— 1 —
Cc* = 5z’i‘flavizﬁgi (3.20)
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onde os operadores V* e P* sao dados respectivamente por

VE = +ip! (ﬁx E) +hp P (S + ;) , (3.21)
PE = i () (5 — 2MH) + p (5 + 2MH) <S n ;)
F2p~t (P —2MH). (3.22)

A seguir iremos demonstrar a equacio (3.20). Substituindo H = (2M) ' p? —
h? (Ma)~" v~ no segundo termo da equacio (3.22) e, em seguida, tomando o pro-

duto com ih'aV*. Como resultado, temos
=1 yrd 1 (2 1 =1 vt 1 (o2 2.-1 -1 1
th™aV=p (p —|—2MH) <SiQ> = th "aV™p (2p —2h°ra )(Sj:2>
1
= 2% 'aVEp (S + 2>
1
—2ihVEp it (S + 2) ,
. . . ~ + —1 1 -1 1L
ou ainda, substituindo a relagao g* =h {:t (S + 5)} no ultimo termo,
1 1
ih~taVEpt (7 + 2MH) <S + 2) — 2ih LV <5 + 2)
F2VEp T ()L (323)

Para avancarmos nos calculos, necessitamos explicitar os operadores VT e reescrevé-

los através da relacao

(Fx L) = —exjichmpriom
= - (6jl5im - 5jm5u) P;iTiPm
= —p; (pirj +ihdy;) + (rip; — ihdy;) p;
= —pi(rp; — ihdy;) — 2ih (p), + (7), p°

= |-P( )+ ihp + 7p’]

)

Comparando essa expressao com o resultado anterior Lxp— P X L= —27p? +
2p' (7 - ), obtemos

L7 I U

pr:—i(Lx —pr>+th.
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Assim, V* pode ser escrito como
e Lz oo 1> 1
V= =Fp {2 (pr—pr) —zhp] + hp p(S:l:Q);
usando esse resultado na equagao (3.23) obtemos

| 1 |
ih 'V~ (5 + 20 H) (5 + 2) = 2ina |5 oL x gy (s + 2)

(52}

+2ifa [ip~ (i) p (s + ;) +2ih [hp_lﬁ (s + 1)] » (5 + 1)

2 2
F2iVEp ! (gi)_l :

1. -
+2ih " ta j:z'p’1§ﬁ>< L

somando e subtraindo as quantidades 2r—17 e 2ir—! (7” X [_:), substituindo a relagao

S? = (h_2f/2 + i)e reagrupando termos, chegamos ao resultado

ih taVEp~ (p+2MH) (S’ + ;) =2 {éi —ri7E ivip’lrfl] (gi>_l—22'7°’177><f.
Resolvendo esta equagao para éi, obtemos
C* = &ih 2V (P +2MH) +17'F
+iVEp r T i WP x L (gi) .

O préximo passo é somar e subtrair +1ih~2aV*p~! (7 ' — 2ih) (p* — 2M H) (¢*)
0% = w naVp ! (7o) (o — 2MH) (g°)

i;m—lavip—l (p* + 20 H) (S + ;) (%)

:Fh_la‘_/'ip_l (p2 — 2MH) (gi)

ZF;h_QaVip_l (7 p— 2ih)71 (p2 — 2MH) (gi>

+r P+ Vip_lr_l +Tir i L (gi> )
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Esta equacao pode ainda ser escrita na forma

1 -
c*t = §ih_1aVi[:Fih_1p_1 (7" p) (p2 — QMH)

1
-1 2 +
+p~t (p? + 2MH) <Si2> (¢%)
F2p~! (p* - 2MH)] (%)
1 -
+[:F§n—2avip*1 (7 — 2ih) ™ (p2 - 2MH)

—H"*lf(gi)il + Z'Vipflr’l (gi) ! ir 7 x [j} (gi) ,

onde o termo entre os primeiros colchetes é o operador P* e o termo no interior

dos 1ltimos, definido por
AT = q:;h%ﬂ?ip—l (7 p— 2ih) " (p2 —2MH
+T_1F(gi>_1 + iVip_lr_l (gi>_1 ir T x E,
de forma que C* se reduz a

G = L~ aV*P* (%) + A% (g*).

Contudo, através de cdlculo direto, apesar de extenso, o termo A (¢*) é nulo [16].

Dessa forma, fica demonstrada a validade da equagao (3.20).

3.2.3 Operadores escada U e V

Os operadores W* e Wi sdo operadores escada para os ntimeros quanticos [ e m,

onde W pode ser V ou U. De fato, partindo das relacaoes de comutagao
L., W] = +hWi,
[L%Wﬂ = +on*W* (S + ;)

e da equagao de autovalor S|lm) = (S + %) |lm) [16], teremos:

L*WEl,m) =

1
WEL+1) £ 20°WE (l + 2)} |1, m)
= (£ (+1+1)R*WE,m),
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ou seja,
WL m) = 5[l £ 1,m);

de modo analogo, temos

L*WEL,m) = h(m+1)R* (I +1)(1+1+1)|l,m),
LPWE|l,m) = h(m—1)r*(1—1)I+1-1)|l,m),

indicando as relacoes

WELm) = hyll+1,m+1),
WE|l,m) = ko[l —1,m — 1),

onde 3, v e § sao fatores que comutam com L? e L.
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Conclusoes e Perspectivas Futuras

Neste trabalho discutimos o problema geral de se encontrar solucoes fisicas
de equacoes diferenciais que aparecem na Mecanica Quantica, através de métodos
que fatoram o hamiltoniano, com o intuito de determinar o espectro de autovalo-
res de observaveis fisicos. Iniciamos uma abordagem elementar de fatoracao, em
que a parte radial do hamiltoniano do atomo de hidrogénio foi fatorada em opera-
dores lineares nas coordenadas e momentos canonicos, em coordenadas esféricas.
Apresentamos em linhas gerais o metodo de Infield e Hull, que sistematiza o pro-
cedimento de obtencao dos operadores escada para um potencial especifico. Uma
caracteristica marcante desse método, que foi evidenciada, foi a necessidade de

buscarmos solucoes da equagao de Riccati associada.

Notamos que ao derivar essa equacao, substituimos a tarefa de resolvermos a
equagao de Schrodinger independente do tempo em uma dimensao, pela de resolver-
mos a equacao de Riccati. Desse modo, o método usual de resolucao da equagao
de Schrédinger por polindmios de Hermite é substituido pelo método de Infield e
Hull, que requer a resolucao da equagao de Riccati. Ainda sob a dtica do método
de Infield e Hull, introduzimos operadores de fatoracao para a coordenada radial

do atomo de hidrogénio.

Em segoes subsequentes, fizemos algumas modificagoes no procedimento
usual. A simetria do hamiltoniano original em coordenadas esféricas levou-nos a

modificar a forma dos operadores escada. Comparando as equagoes (1.21) e (1.22)
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com as equagoes (1.50) e (1.51), percebemos que a forma das duas permanece inal-
terada se definirmos um operador momento do tipo (1.32). Para justificar a escolha
desse operador momento, utilizamos na secao 1.3 uma metodologia em que admiti-
mos a validade das equacgbes de Hamilton classicas. Assim, a derivada total do
operador posicao foi relacionada com o operador momento, e, em seguida, obte-
mos a forma explicita do operador momento a partir da equacao de Heisenberg.
Relacionamos entao o operador momento a uma combinacao simétrica do operador
gradiente, e aplicamos esse procedimento as coordenadas angulares, resultando em
operadores angulares similares aos definidos na maioria dos livros-textos. Por fim,
utilizamos os operadores momento para obter os operadores escada para os poten-

ciais coulombiano e oscilador isotrépico.

No Capitulo 2, restringimo-nos ao setor radial do hamiltoniano do 4tomo
de hidrogénio e empregamos um método algébrico diferenciado para resolver seu
espectro. A exemplo do método de Infield-Hull, o método estudado na Capitulo
2, baseado na identificagao dos operadores correspondentes aos geradores do grupo
de simetria, nao resolve diretamente a equagao de Schrédinger. Usando o fato que
a algebra so(2,1) possui relagbes de comutagao definidas, procuramos identificar
os operadores do hamiltoniano do d4tomo de hidrogénio que satisfazem as mesmas
relagoes de comutacao e, consequentemente, a algebra associada a simetria so(2, 1).
Uma vez identificados os operadores que satisfazem a algebra, é natural estudar
alguns invariantes da mesma. O invariante de Casimir é um operador construido
de forma a comutar com todos geradores da algebra, possuindo papel importante
ao efetuarmos os calculos que relacionam operadores escada ao espectro do sistema
fisico. Ao escrevermos a equagao de Schrodinger na forma adimensional (2.7), iden-
tificamos os operadores entre colchetes tal que esta fosse reescrita sob a forma (2.8),
assegurando que os operadores wy, wy € w3, levassem ao grupo de simetria correto,
uma vez que estes se relacionam com os geradores da élgebra via equagdes (2.13),
(2.14) e (2.15). Mostramos que o operador definido em (2.15) estd relacionado ao

nimero quantico principal.
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Denominados operadores de transi¢ao, definimo-los na equagao (2.19) e
entado mostramos que os mesmos servem como operadores escada, com respeito
aos niveis de energia do sistema, sendo a constante de proporcionalidade entre
os estados determinada com ajuda do Casimir da algebra. Na secao seguinte,
estudamos o oscilador harmonico radial. Reescrevemos a equacao de Schrodinger
para o mesmo sob uma forma propicia a construcao dos geradores da algebra e
dessa forma aplicamos o mesmo esquema do caso do potencial coulombiano. O

invariante de Casimir usado para este problema diferiu por um fator constante.

No ultimo capitulo, estudamos a abordagem de Lange para obter os opera-
dores escada, em que usamos quantidades conservadas no potencial coulombiano
analogas a certas quantidades classicas, bem conhecidas. Tal método possui, além
do aspecto intuitivo de usar quantidades invariantes quanticas andlogas as cldssicas,
o mérito de gerar os operadores corretos para as coordenadas. O vetor de Pauli-
Lenz é a quantidade quantica associada ao vetor Laplace-Runge-Lenz e, junto com o
vetor F', vimos que as relagdes de comutacio definidas em (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5)
nos levam a definir os operadores C*. Com certo esforgo algébrico, mostramos
que os operadores C* sio operadores escada para os nimeros quanticos angulares.
Entretanto, restou ainda a inconveniéncia de c* dependerem de forma nao linear

dos operadores de posicao e momento.

Nas secoes seguintes estudamos a decomposicao de C*. Obtivemos uma
decomposigao em que os mesmos dependiam linearmente de r e outra decomposicao
com dependéncia linear em p. A decomposicao de C* em operadores lineares em p
foi obtida com auxilio da definicao de dois novos operadores. Por meio de calculo
direto, verificamos a consisténcia da decomposicao, derivando identidades vetoriais
que levam em conta a nao comutatividade dos operadores de posicao e momento.
A decomposicao em operadores lineares em r mostrou-se um tanto mais trabalhosa

algebricamente.

Por fim, questoes tedricas levantadas em nosso trabalho nos remetem em

dire¢ao a determinadas idéias como perspectivas futuras, relacionadas a fatoragao
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de operadores hamiltonianos. Como é bem conhecido, no trabalho seminal de Infield
e Hull, parte-se de uma equacao diferencial transformada, sendo feita a observagao
que a equacao diferencial original deve obedecer a certas condigoes para que seja
possivel efetuar uma transformagcao e colocé-la sob uma forma padrao, envolvendo
um unico operador diferencial de segunda ordem. Ainda nesta mesma linha, defini-
mos operadores escada de uma forma geral, recaindo na equagao de Riccati. Porém,
os operadores escada definidos na secao 1.4, os quais foram construidos usando o
operador momento radial correto, obtido na secao 1.3, nao fatoram a equacao dife-
rencial padrao usada por Infield e Hull, mas sim a equagao diferencial original. Com
isso foi possivel construir operadores escada de uma forma geral para o hamiltoniano

nao transformado, como seria desejavel.

Ainda, quanto ao hamiltoniano nao transformado, escrito em coordenadas
esféricas, podemos estudar a equacao diferencial que os operadores escada devem
satisfazer, de acordo com o esquema de Ferndndez [3]. Por iltimo, ressaltamos que
métodos de fatoragdo podem ser relacionados a outros programas de quantizagao.
A integracao funcional é uma ferramenta incorporada a linguagem da fisica tedrica
nas ultimas décadas, e o aparato mateméatico necessario a resolugao das integrais
de trajetéria é muito variado. Nesta perspectiva, a fatoracao do hamiltoniano
de sistemas fisicos em formas sesquilineares nos operadores de levantamento e
abaixamento possibilita que os funcionais geradores, construidos como integrais
de trajetoria na representacao holomérfica, sejam escritos de forma adequada a

determinacao dos propagadores da teoria.
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