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normalizado (NLMS), LMS no dominio transformado (LMS-DT) e
gradiente estocdstico com restricdes (Constrained Stochastic Gradient -
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Capitulo 1
INTRODUCAO

As pesquisas referentes a sistemas adaptativos compreendem
diferentes tépicos, dentre os quais se podem destacar: projeto de novos
algoritmos de adaptag@o e estruturas de filtros adaptativos, determinacio
de parametros 6timos e modelagem estatistica do comportamento do
sistema adaptativo. A presente tese tem seu foco, principalmente, neste
dltimo tépico, desenvolvendo modelos estatisticos mais realisticos de
alguns importantes algoritmos adaptativos. Adicionalmente, utilizam-se
as expressdes dos modelos obtidos para uma melhor compreensdao do
funcionamento dos algoritmos adaptativos selecionados para estudo,
visando projetd-los corretamente e aplicd-los com sucesso em situagdes
préticas.

Em geral, a modelagem estatistica dos sistemas adaptativos' é
uma tarefa complexa e, apesar dos esforcos até entdo realizados, ndo
existe ainda uma teoria unificada de andlise para todos os algoritmos
encontrados na literatura [1], [2]. Assim, a modelagem estatistica deve
encaminhar-se seguindo as particularidades associadas a cada tipo de
algoritmo de adaptacdo considerado. E por isso que o presente trabalho
se restringe a modelagem de algumas variantes dos algoritmos
adaptativos baseados no gradiente estocdstico. O membro mais
importante dessa familia é o algoritmo LMS (least-mean-square).
Particularmente, sdo apresentados aqui novos e mais precisos modelos
para trés destacados algoritmos dessa classe, considerando o sinal de
entrada normalizado, a saber: algoritmo LMS normalizado (NLMS),
algoritmo LMS no dominio transformado (LMS-DT) e algoritmo do
gradiente estocdstico com restri¢des (CSG). Além do mais, uma versio
melhorada para o algoritmo CSG é proposta como também parametros
de funcionamento 6timo para o algoritmo LMS-DT sio apresentados.

A drea de filtragem adaptativa € abrangente, interligando
diferentes conceitos, tais como cdlculo diferencial e integral, processos
estocdsticos e teoria da informagdo. Visando uma clara apresentacio
desses conceitos, este capitulo € dividido em duas partes.
Primeiramente, sdo apresentados os fundamentos da filtragem adaptativa
e o interesse da modelagem dos sistemas adaptativos; em seguida, sdo

! Cabe ressaltar que na literatura da 4rea os termos sistemas adaptativos, filtros adaptativos e
algoritmos adaptativos sdo utilizados indistintamente.
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detalhados o estado-da-arte da modelagem dos sistemas adaptativos aqui
considerados e as contribuicdes especificas deste trabalho de pesquisa.

1.1 DEFINICAO DO PROBLEMA DE MODELAGEM DE SISTEMAS
ADAPTATIVOS

Para compreender a operacio de um sistema adaptativo,

primeiramente, € apresentada uma breve revisdo dos fundamentos da
teoria de estimagao linear.

1.1.1 FILTRO DE WIENER

Os primeiros trabalhos na &drea de estimacdo linear foram
realizados, de forma independente, por Kolmogorov [3] e Wiener [4],
respectivamente, no final da década de 1930 e inicio da década de 1940.
Kolmogorov desenvolveu um abrangente trabalho sobre predicéo linear
para processos estocdsticos em tempo discreto. Por outro lado, Wiener
formulou o problema de predi¢do linear em tempo continuo, derivando
uma formulagdo explicita para o estimador 6timo, conhecida como
equacdo de Wiener-Hopf [5]. Para tal, Wiener considerou o problema de
estimacdo de um processo corrompido por ruido aditivo, que ¢é
basicamente um problema de filtragem.

Em 1947, Levinson [6] formulou o problema de filtragem de
Wiener em tempo discreto (veja Figura 1.1), assumindo a seguinte
forma matricial:

Rw =p (1.1)

onde w_ ¢é o vetor de pesos 6timos do filtro de Wiener que minimiza o
erro de estimagdo e(n) no sentido quadritico médio, R € a matriz de
autocorrelagdo do sinal de entrada x(n), p € o vetor de correlagio
cruzada entre o sinal de entrada x(n) e a resposta desejada d(n). A

solucdo da equagdo (1.1) nem sempre € vidvel do ponto de vista pratico,
visto que se requer o conhecimento a priori das estatisticas dos sinais
envolvidos no processo. Por outro lado, através de algoritmos
adaptativos, podemos tornar tal solugéo vidvel do ponto de vista pratico.
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Filtro y(n) _ +

) d(n)
linear

x(n) ——»|

e(n)

Figura 1.1. Representagdo em diagrama de blocos do problema de
filtragem estatistica.

Dentre os principais algoritmos de adaptacdo conhecidos na
literatura, o algoritmo LMS € um dos mais utilizados, fornecendo um
mecanismo iterativo capaz de atingir a solu¢do dada em (1.1),
considerando estimativas instantineas ao invés das estatisticas dos sinais
(veja Figura 1.2). Tal caso € discutido na préxima secao.

1.1.2 ALGORITMO LMS

O sistema adaptativo mais utilizado por sua simplicidade e
robustez é o que emprega o LMS como algoritmo de adaptacdo
associado a um filtro com resposta ao impulso finita. Tal estrutura foi
concebida por Widrow e Hoff em 1965 no contexto de um estudo sobre
reconhecimento de padrdes (comumente referido na literatura como
Adaline) [7]. O algoritmo LMS atualiza cada peso do filtro na direcdo
oposta ao gradiente da funcio custo, projetado sobre o hiperplano dos
pesos. A func¢do custo considerada é definida como o sinal de erro ao
quadrado. A dire¢do de atualizacdo dos pesos € estimada diretamente
utilizando o produto do vetor de sinal de entrada do filtro e o sinal de
erro de estimagdo. Esse procedimento faz com que o algoritmo LMS
apresente duas desvantagens. Em primeiro lugar, a velocidade de
convergéncia é afetada pelas variacdes de amplitude do sinal de entrada.
Isto é, quando o nivel de poténcia do sinal de entrada € alto, o algoritmo
LMS amplifica o ruido do gradiente podendo acarretar uma
instabilidade no sistema. Por outro lado, se o nivel de poténcia do sinal
de entrada é baixo, a convergéncia torna-se muito lenta [8]. Outra
desvantagem € que a convergéncia também ¢ afetada (torna-se mais
lenta) quando aumenta a dispersdo dos autovalores da matriz de
autocorrelacdo do sinal de entrada [8], [9]. Assim, diversas técnicas vém
sendo propostas na literatura visando contornar tais problemas, levando
a novos e aprimorados algoritmos.
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. ()
Filtro Y —
x(m) linear adaptativo 4()

Mecanismo de
adaptacao dos pesos

Figura 1.2. Diagrama de blocos de um filtro adaptativo.

Uma maneira de se entender melhor o funcionamento dos
algoritmos adaptativos e quais parametros dominam seu comportamento
¢ através de sua modelagem estatistica. Em particular, é de interesse
obter equacdes descrevendo o comportamento médio do vetor de pesos e
da curva de aprendizagem. Por exemplo, os modelos estatisticos
permitem inferir valores de parimetros do algoritmo que garantam a
estabilidade e determinar expressdes para diversas figuras de mérito, tais
como o erro em excesso, desajuste, velocidade de convergéncia e passo
de adaptacdo 6timo.

1.2. MODELAGEM ESTATISTICA DE ALGORITMOS NORMALIZADOS

A modelagem de sistemas adaptativos é uma tarefa ndo trivial,
requerendo um vasto conhecimento de diversas ferramentas
matemadticas e de andlise de sinais, apresentando grandes desafios
tedricos que persistem até o presente momento [1]. Assim, o presente
trabalho visa contribuir com um melhor entendimento de uma classe
particular de algoritmos adaptativos através da proposta de novos
modelos estatisticos. Os algoritmos abordados aqui sdo os seguintes:
LMS normalizado (normalized least-mean-square - NLMS), LMS no
dominio transformado (LMS-DT) e algoritmo do gradiente estocdstico
com restricdes (constrained stochastic gradient - CSG).

1.2.1. MODELAGEM DO ALGORITMO NLMS
O algoritmo NLMS foi apresentado na literatura de forma

independente por Nagumo e Noda [10] e Albert e Gardner [11] em
1967, porém, a terminologia atual de LMSS normalizado foi proposta por
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Bitmead e Anderson [12] em 1980. O algoritmo NLMS normaliza a
estimac¢do do gradiente, segundo a norma euclidiana ao quadrado do
vetor de sinal de entrada, fazendo com que a velocidade de convergéncia
ndo seja afetada pelas variagdes da poténcia do sinal de entrada. O
algoritmo NLMS € o mais popular dentre os algoritmos com sinal de
entrada normalizado.

Na bibliografia disponivel sobre modelagem de algoritmos
normalizados se destaca o trabalho de Rupp [13], o qual propde a
modelagem do algoritmo NLMS considerando apenas independéncia
estatistica entre o vetor de pesos e os dados de entrada. O uso de uma
unica hipétese simplificativa fornece um modelo preciso; porém, leva a
um obstdculo matemdtico no cdlculo dos valores esperados do tipo

E[M} a2

x' (n)x(n)

sendo aqui x(n) o vetor de sinal de entrada. O cdlculo exato desses

valores esperados para o sinal de entrada sendo um processo aleatério
esfericamente invariante® e correlacionado envolve a solu¢do de uma
integral hipereliptica de alta ordem.

Diversos autores vém evitando o cédlculo destas integrais usando
muitas vezes aproximagdes mais ou menos grosseiras ou ndo vélidas [8],
[14]-[18]. Assim, em [8] € utilizada a seguinte aproximacao:

E[X(n)x (n)}~ Elx(mx" (m] _ 1 13

x"(mx(n)| EX"(mx(n)] No>

onde o € a variancia do sinal de entrada e N €é o nimero de pesos do

filtro, levando a resultados de modelagem satisfatérios para filtros
adaptativos tendo um nimero grande de pesos e se o sinal de entrada é
nao-correlacionado. Em [14] e [15], sdo associados o Principio da
Média (PM) [19] e a hipédtese de independéncia do sinal de entrada [8]
para obter a aproximacao

% Do Inglés spherically invariant random process — SIRP; processo estocdstico estaciondrio no
qual as fungdes de densidade conjunta podem ser calculadas a partir de uma fungdo de
densidade unidimensional (o processo gaussiano é um caso particular do SIRP) [13].
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xx'm]_ [ 1 e
E[XT (n)x(n)}: E[XT (n)x(m} Exx =yt 49

Apesar de esta estratégia simplificar notavelmente a matematica
envolvida, a hipétese de independéncia nio € apropriada para sinais de
entrada correlacionados nem o PM € vdlido para filtros de curto
comprimento, resultando em um modelo bastante limitado.

Posteriormente, em [16], apenas o PM é considerado para obter
uma solu¢do aproximada de integrais hiperelipticas, sendo os resultados
satisfatérios para sinais de entrada correlacionados, entretanto, ainda
restrita as condi¢des de aplicacdo do PM.

Uma outra estratégia, proposta em [17], consiste na utilizacdo de
uma abordagem baseada em equagdes diferenciais estocdsticas (EDE)
(stochastic differential equation — SDE). No entanto, tal abordagem ¢
restrita a passos de adaptacdo infinitesimais, sendo necessdria também a
determinagéo do célculo de valores esperados com termos normalizados.

Recentemente, em [18], € apresentada uma nova estratégia de
andlise do vetor de erro nos pesos do algoritmo NLMS. Esse
procedimento néo invoca o principio da independéncia, ndo requer que o
passo de adaptacdo seja pequeno e evita também o célculo de valores
esperados com termos normalizados. No entanto, ndo sdo fornecidas
expressdes que possam ser lteis para o projeto do algoritmo adaptativo.
A busca de um equacionamento para a curva de aprendizagem e outras
estatisticas de primeira e segunda ordens, seguindo tal estratégia, leva ao
cdlculo de valores esperados com termos normalizados, recaindo assim
no problema antes mencionado que é determinar valores esperados
dependentes do cédlculo de integrais hiperelipticas.

Um dos objetivos deste trabalho € obter um modelo para o
algoritmo NLMS com a maior precisdo possivel. Para tal, existe a
necessidade de se considerar um minimo de suposicdes simplificativas.
Particularmente, procura-se obter uma formulacdo fechada da proposta
de modelagem discutida em [13], propondo-se um método aproximado
para calcular os valores esperados envolvidos sem utilizar o PM. Tal
procedimento leva a um modelo mais preciso dos até agora encontrados
na literatura sem restringir a ordem do filtro adaptativo, especialmente
quando considerados sinais de entrada correlacionados.
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1.2.2. MODELAGEM DO ALGORITMO LMS-DT

O algoritmo LMS-DT foi proposto por Narayan et al. [20]
objetivando melhorar as caracteristicas de convergéncia do algoritmo
LMS padrio. Especificamente, o algoritmo LMS-DT reduz o grau de
correlagdo do sinal de entrada do filtro, dessa forma, aumentando a
velocidade de convergéncia do algoritmo. Essa descorrelagdo é obtida
por meio da combinacio de dois processos. Primeiro, uma
transformac@o do sinal separa o sinal de entrada em sub-bandas, obtendo
uma matriz de autocorrelacdo quase diagonal; em seguida, o contetdo
energético em cada sub-banda é normalizado, reduzindo a dispersdo dos
autovalores da mencionada matriz.

Para normalizar o conteido energético em cada sub-banda, é
necessdrio estimar a varidncia da sub-banda. O procedimento de
modelagem deve considerar tal condi¢do para obter um modelo preciso.
Contudo, quando considerado o impacto do estimador na modelagem,
surge uma importante dificuldade, especificamente, valores esperados
do tipo

E[D™' (m)R(n)] (1.5)

devem ser determinados, com ﬁ(n) e ﬁ(n) sendo matrizes que

dependem do sinal de entrada (o acento circunflexo indica que tais
matrizes surgem de um processo de estimagdo). Para resolver (1.5),
vérias aproximacdes vém sendo utilizadas [8], [21]-[24]. A que produz
resultados mais precisos € a apresentada em [24]. Nessa referéncia, o
PM ¢ utilizado para separar valores esperados do tipo (1.5), como

E[D™' (m)R(n)] = E[D™' (n)]E[R(n)] (1.6)

onde E[ﬁ(n)] ¢ diretamente determinado a partir das caracteristicas

estatisticas do sinal de entrada; entretanto, E[]S"l(n)] é obtido

calculando de forma aproximada as integrais que surgem do operador
valor esperado [24]. A aplicacdo do PM resulta em expressdes simples,
porém existem casos de interesse pritico que nio sdo bem modelados.
Assim, buscando um modelo preciso em todas as condi¢cdes de operacdo
do algoritmo, o PM ndo € o mais recomendado.
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Neste trabalho, é proposto um modelo em que o valor esperado
(1.5) é calculado sem invocar o PM, objetivando uma maior
generalidade. O modelo proposto € derivado considerando ambientes
ndo-estaciondrios (planta variante no tempo). Essa situacdo tem grande
importancia prética, sendo o caso estaciondrio obtido diretamente a
partir das expressdes propostas. Expressdes para o erro em excesso,
desajuste e passo de adaptacdo para o minimo erro em excesso Sao
também derivadas. Além do mais, uma expressdo que relaciona o grau
de ndo-estacionaridade com o desajuste do algoritmo é fornecida.
Comparagdes entre resultados obtidos a partir de simulacdes de Monte
Carlo (MC) e das expressdes tedricas confirmam uma muito boa
precisdo do modelo proposto. Todas as simulagdes apresentadas no
neste trabalho foram obtidas utilizando o software Matlab®.

1.2.3. MODELAGEM DO ALGORITMO CSG

O algoritmo CSG foi proposto por Morgan em 2003 [25], [26],
visando resolver um problema de autovalores generalizados. Para tal, é
maximizada uma fungdo objetivo envolvendo uma razao de polindmios,
conhecida como razdo de Rayleigh [25]. Na literatura técnica, existem
vérios algoritmos utilizados para resolver o problema de autovalores
generalizados, como, por exemplo, o algoritmo quase-Newton [27] e o
algoritmo do gradiente estocdstico (SG), também discutidos em [25] e
[26]. Porém, o algoritmo CSG se destaca por apresentar um menor custo
computacional (da ordem do nimero de pesos) com uma ligeira reducio
na velocidade de convergéncia.

Até o momento, na literatura, nfo existem analises estatisticas do
comportamento do algoritmo CSG. Portanto, neste trabalho é proposto
um modelo para tal algoritmo, considerando a condi¢cdo de passo de
adaptacdo pequeno. O algoritmo CSG, aqui discutido, € utilizado no
contexto de arranjos de antenas em sistemas celulares para obter os
pesos 6timos, visando maximizar a razdo sinal/ruido-mais-interferéncia
(signal-to-interference-plus-noise ratio - SINR) do sistema [25]. Nessa
aplicacdo, os sinais considerados sdo representados por nuimeros
complexos, situacdo que permite obter expressdes fechadas para os
valores esperados envolvidos.

Uma das contribui¢des originais deste trabalho é que, através do
modelo proposto, € identificado um comportamento andmalo
(denominado aqui comportamento ndo-balanceado) quando o algoritmo
GSC ¢ utilizado no controle de arranjos de antenas em sistemas
celulares sob certas condi¢des de trabalho. Utilizando as expressdes do
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modelo estatistico do algoritmo CSG, € obtida uma explicagdo tedrica
para a existéncia de tal comportamento, bem como € proposta uma
versdo melhorada desse algoritmo visando contornar tal problema.

1.3. ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente trabalho de tese estd organizado como segue. No
Capitulo 2, é proposto um modelo estocdstico preciso para descrever o
comportamento do algoritmo LMS normalizado (NLMS), considerando
sinais de entrada correlacionados e um ambiente estaciondrio. No
Capitulo 3, um modelo estocdstico para o algoritmo LMS-DT, levando
em conta um ambiente ndo-estaciondrio € proposto, derivando-se
também expressdes para o erro em excesso, desajuste e passo de
adaptacdo para o minimo erro em excesso. No Capitulo 4, é apresentado
um modelo que descreve o comportamento médio dos pesos e a razao
sinal/ruido-mais-interférencia do algoritmo CSG, considerando uma
aplicacdo de arranjo de antenas. No Capitulo 5, uma versdo melhorada
para o algoritmo CSG ¢é proposta. Finalmente, o Capitulo 6 apresenta as
conclusdes desta tese de doutorado e sugestdes para trabalhos futuros.






CAPITULO 2
UM MODELO PRECISO PARA O ALGORITMO LMS NORMALIZADO

2.1. INTRODUCAO

Neste capitulo, é proposto um modelo estocdstico preciso para
descrever o comportamento do algoritmo LMS normalizado (NLMS),
considerando sinais de entrada correlacionados obtidos através de
processos aleatdrios esfericamente invariantes (SIRP). Tais processos
podem descrever tanto sinais gaussianos quanto uma ampla gama de
sinais ndo-gaussianos, incluindo aqueles com funcdo densidade de
probabilidade marginal laplaciana, K, e Gama. Esses processos sdo de
grande utilidade para modelar uma classe importante de sinais reais
usados em aplicagdes de filtragem adaptativa. O modelo obtido
apresenta melhores resultados do que outros concorrentes existentes na
literatura, com sua precisdo confirmada através de simulacdes
numéricas.

2.2. EQUACAO DE ADAPTACAO

A Figura 2.1 ilustra o diagrama de blocos do algoritmo NLMS.
Nessa figura, x(n) representa o sinal de entrada; d(n), o sinal desejado;

y(n), o sinal de saida; e(n), o sinal erro de estimag@o; w;(n), os pesos
do filtro adaptativo e z(n), o ruido de medicéo.

A equacido de atualiza¢do dos pesos do algoritmo NLMS ¢é dada
por [8]

e(n)x(n)

1 =
wn+D)=wn)+u T X

(2.1

onde

e(n)=d(n)— x! (m)w(n)+ z(n) 2.2)
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¢ o erro de estimagdo w(n) =[w(n) wn—1)--- win—N + l)]T representa
o vetor contendo os N pesos do filtro adaptativo, z(n), um ruido de
medicdo, i.i.d., com média zero, variancia Gf e ndo correlacionado com
qualquer outro sinal do sistema. O pardmetro [ controla a velocidade
de convergéncia do algoritmo. O vetor de entrada ¢
x(n)=[x(n) x(n—1)---x(n—N + 1)]T, sendo Gi a variancia do processo

{x(m)}.

A~ - x(n—N+1
x(n) N x(n-1) = x(n=2) | = x(n—N+1)
v \ .l v 1 P
] wo(n) wi (@) wa(n) wy-1(17)
Algoritmo de
adaptacio

d(n)

;lx
e(n) D"

k{/‘ > v(n)
h

z(n)
Figura 2.1. Diagrama de blocos do algoritmo NLMS.

2.3. COMPORTAMENTO MEDIO DO VETOR DE PESOS

Substituindo (2.2) em (2.1) e tomando o valor esperado de ambos
os lados da expressdo resultante, obtém-se

T
Elw(n+1)1= E[W(n)]+ uE [X(")d(") } - pEI:X(n)X (”)W(")} + ME{ x(m)z(n) }

T( x" (n)x(n) x" (m)x(n)

x (n)x(n)
2.3)
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Para determinar os valores esperados em (2.3), consideramos que
w(n) e x(n) sdo estatisticamente independentes (assumindo condi¢do

de adaptacdo lenta) [8]. O quarto termo do lado direito de (2.3) € zero,
decorrente do fato de z(n) apresentar média nula [8]. Assim, podemos
reescrever (2.3) como

T
E[w(n+1)]= E[w(n)]+ ME{ X(n)d (n) }_HE{M

X! (n)x(n) X! (n)x(n)

E E;

:lE[w(n)].

2.4)

O ponto principal agora é determinar os valores esperados E, e
E, de (2.4). O procedimento para determinar tais valores esperados é

notavelmente complexo, visto que, para tal, € requerido o célculo de
uma integral hipereliptica de alta ordem. Para a solucdo dessa integral
ndo se dispde de uma expressdo fechada, como pode ser verificado na
literatura [28]. Em [13], E; e E, sdo resolvidas considerando filtros

adaptativos de até quarta ordem. Recentemente em [14] e [15], E, e E,

tém sido calculados associando o PM e a hipdtese de independéncia (HI)
do sinal de entrada. Essa estratégia, denominada aqui PM/HI, simplifica
notavelmente a matemdtica envolvida. No entanto, a hipétese de
independéncia ndo € verdadeira para sinais de entrada
autocorrelacionados. Lembrando que o propésito do algoritmo NLMS ¢é
particularmente focado no tratamento de sinais correlacionados, ignorar
tal correlagdo (com o objetivo de simplificar a matemética) pode levar a
um modelo impreciso. Por exemplo, utilizando o procedimento
apresentado em [14] e [15], os valores esperados E, e E, sdo,

respectivamente, dados por

1 1
E|l— |E[d = .
LT(H)X(HJ Xl 2.5)
c
E|l— |Exmx )] =———— 2.6)
xT (n)x(n) (N -2)c> '
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onde R=E[x(nx (n)] e p=E[d(n)x(n)] sdo, respectivamente, a
matriz de autocorrelagdo do sinal de entrada e o vetor de correlagéo
cruzada entre o sinal desejado e o sinal de entrada. Os valores esperados
(2.5) e (2.6) sdo verdadeiros se o processo {x(n)} € gaussiano,

independente e de média zero [29]. No caso de dados correlacionados,
(2.5) e (2.6) tornam-se aproximagdes imprecisas.

Recentemente, Lobato et al. [16] invocaram o PM associado a
uma solucdo aproximada de integrais hiperelipticas, estratégia chamada
aqui PM/AIH (aproximacdo da integral hipereliptica), obtendo uma
solucdo satisfatéria para sinais de entrada correlacionados, porém
restritas as condicdes de aplicacdo do PM.

As estratégias baseadas no PM supdem a ergodicidade do
processo de entrada, produzindo nesse caso resultados aceitaveis se a
dimenséo do vetor x(n) for suficientemente grande. Além do mais, visto
que um processo gaussiano estaciondrio € o dnico SIRP ergédigo [13],
ndo se pode usar o PM para um processo SIRP nédo-gaussiano.

Barrault et al. [17] usaram uma abordagem baseada em equagdes
diferenciais estocasticas (EDE) (stochastic differential equation — SDE).
Tal abordagem fornece predi¢des satisfatérias unicamente para valores
de passo de adaptacdo proximos da unidade.

Procurando entdo considerar um minimo de suposi¢des
simplificativas, este trabalho visa a generalizacdo da proposta de
modelagem do algoritmo NLMS discutida em [13], apresentando agora
um caminho aproximado (porém bastante preciso) para calcular as
integrais hiperelipticas de alta ordem, levando a um modelo preciso para
sinais de entrada correlacionados.

Consideremos agora o termo E, de (2.4) e definindo a matriz

_x(mx" (n)

X! (n)x(n)

X(n) Q@.7)

o valor esperado de cada elemento de X(n) é (por definicdo) expresso
como

x(n—i+Dx(n—j+1)| T T x(m—i+Dx(n—j+1)
E = Y d
[ X' ()x(n) _J;, _J;, X (n)x(n) Sy dx
N integrais

(2.8)



Um modelo preciso para o algoritmo LMS normalizado 41

onde f,(x) representa a funcdo densidade de probabilidade
multivariada do vetor de entrada x(n). A fungdo densidade de
probabilidade de um sinal x(n) SIRP, correlacionado de ordem N,
pode ser representada por

fu(x'R7'x, N) (2.9)

1
X)=——w
JrV det(R)

com det(-) denotando o determinante da uma matriz e f,(,N) é uma

fungdo que descreve um processo SIRP ndo-correlacionado de ordem N.
Agora, definindo uma funcdo auxiliar (como em [13]), denotada

por f; ;j(®), dada por

]o]o x(n—i+Dx(n—j+1)

XTX

fij(@)= f,&" L'x ,N)dx

v
JaV det(R) % -

%’_/
N integrais

(2.10)

para i=1,....N e j=1...,N, onde L= (R_1 +20)I)_1, o valor
esperado (2.8) pode ser alternativamente escrito como

{E[X]}. = £ (0. @2.11)

i,J

Diferenciando (2.10) em relacdo a o, utilizando a defini¢do de
correlagdo cruzada e integrando a expressdo resultante, obtém-se

2[RI+20R)™];

.« . 0 =
7., © l JaeT+ 20R)

onde I representa a matriz identidade.

Na literatura técnica, ndo existe uma expressdo fechada para o
calculo da integral (2.12), sendo que o principal obsticulo € a presenca
do operador raiz quadrada em seu denominador. Assim, utiliza-se um

(2.12)
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procedimento aproximado para resolver tal integral, conforme detalhado
a seguir.

Visto que a matriz de autocorrelagio R €, em geral, definida
positiva, podemos utilizar o seguinte procedimento para calcular a
integral em questio:

i) Decompor R de acordo com R =QAQT, onde Q ¢ a matriz de

autovetores de R e A € uma matriz diagonal na qual seus
elementos sdo os autovalores 7»,- de R. Assim,

E[X(n)]=QHQ" (2.13)
em que H é uma matriz diagonal, com elementos dados por

M

T 1
h, = dm
k £ Jdet(I+2m0A) (1+20A,)

(2.14)

ii) Expressar o determinante do denominador de (2.12) como um
polindmio P(®) de ordem N, tal que

N N
JP(@) =/det +20A) = \/H 1+20),) \/2” ay[J(0- ).
i=1

i=1
(2.15)

Em (2.15), o coeficiente a, € dado por ay = Hki e as raizes do
i=l
polindmio sdo ; =—1/(2A;) , para i =1,2,...,N.

iii) Substituir pares de autovalores 7»,- de R adjacentes por sua média

geométrica com multiplicidade dois [16], dada por

l; =J7u2q_17uzq, g=12,..,N/2 com N par. (2.16)
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Nesta linha, um polindmio aproximado € obtido, tendo raizes
com multiplicidade dois. Logo, (2.14) € reescrito como segue:

h ET Ldo
0

NI2 '
(1+201,) [T +201,) (2.17)
g=1

Visto que estamos interessados apenas nas solu¢des positivas de
(2.17), o operador raiz quadrada junto com os termos quadraticos podem
ser substituidos por um operador valor absoluto, resultando em

h ~J‘ lid(l)
1= N/2 '
° [Ta+201)

q=l1

(1+2m},) (E15)

O intervalo de integracdo de (2.18) é ®w=0, implicando que o
valor absoluto pode ser desconsiderado, dando lugar a

h;

N

J‘ lid(D
N/2 ’
0 (1+200)[ JA+201,) @19

q=1

Logo, considerando que em (2.19) hi somente raizes reais e
distintas (o0 caso mais recorrente para sinais de entrada correlacionados),
a expansdo em fragdes parciais do integrando de (2.19) nos permite
obter uma solucdo fechada para essa integral. Assim,

N/2
h = | D A, In(A)+B;In(},) (2.20)
2\ay | g2t

com

AN N2
— q 1 q "
i x'q—xigx'q—x'j (2.21)
J#q
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I (2.22)

A,
i }\‘q

N/2
B.:
=11

O valor esperado E; em (2.4) é obtido utilizando um vetor

auxiliar através de um procedimento similar ao considerado em (2.8)
-(2.12). Assim,

v -1
E{ x(n)d(n) } }: {[I+20R] p}idm (2.23)

X (mx(n) || 3 JdetT+20A)

e, utilizando a decomposicdo R = QAQT, obtemos

X! (n)x(n)

E{M} - QA'HQ p. (2.24)

Finalmente, substituindo (2.13) e (2.24) em (2.4), a expressdo do
vetor dos pesos médios (modelo proposto) é dada por

E[w(n+1)]=[I-pQHQ" 1E[w(n)]+uQA'HQ p. (2.25)

De acordo com os resultados obtidos nas simulagdes de Monte
Carlo (MC) (200 realizagdes), a matriz representada por E, tem menor
dispersdo dos autovalores do que a matriz R (evidenciando a vantagem
do algoritmo NLMS sobre o LMS). O método aqui proposto para
calcular E, preserva tal caracteristica. Em contraste, quando E, ¢
obtido usando o PM, a dispersdo dos seus autovalores difere da obtida
por simulacdo. A Tabela 2.1 apresenta uma comparacao entre os valores
de dispersdo considerando os parametros utilizados no primeiro
exemplo da Secdo 2.5. Nesse exemplo € verificada a diferenca existente
entre os modelos utilizando PM e o aqui proposto, indicando que o novo
modelo prediz muito bem o referido parametro.
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Tabela 2.1. Dispersao dos autovalores de E,.

Meétodo Simulacdes PM Método
utilizado de MC proposto

Dispersao dos

16,47 35,11 16,67
autovalores

2.4. CURVA DE APRENDIZAGEM

Nesta secdo, uma expressdao que descreve o comportamento do
erro quadratico médio (EQM) do algoritmo NLMS ¢é determinada. Para

tal, € definido o vetor de erro nos pesos como v(n)=w(n)—w,, onde
w, € o vetor de pesos 6timo. Assim, o erro de estimacdo pode ser

€Xpresso como

e(n)=d(n)—x" (n)v(n)—x" (MW + z(n) =e,(n)—x" (n)v(n) (2.26)
com
e, (n)=d(n)—x" (Mw,+ z(n). (2.27)

Elevando ao quadrado ambos os lados de (2.26), determinando o
valor esperado da expressdo resultante e usando o Principio da
Ortogonalidade [9], obtém-se

E[e*(n)]= e, + E[x" (n)v(n)x" (n)v(n)] =

T (2.28)
= epip T U[R K(m)]= e, +A k(1)

onde e . = E[eg (n)] denota o erro minimo, K(n) = E[v(n)vT (n)] é a

min
matriz de covariancia do vetor de erro nos pesos (momento de segunda
ordem), A denota o vetor contendo os autovalores A, de R e k(n) ¢ o
vetor com os elementos da diagonal principal da matriz

K'(n) = QTK(n)Q. Note que (2.28) é completamente determinada se o
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vetor k(n) é conhecido. Para tal, subtraindo w, de ambos os lados de

(2.1), determinando o produto externo V(I’l)VT(I’l), tomando o valor

esperado de ambos os lados da expressdo resultante e pré- e

pés-multipicando por Q" e Q, respectivamente, obtém-se a seguinte

recursdo para k(n) [13]:
k(n+1)=Bk(n)+pu*(N - 2)m e, s

onde B ¢é uma matriz cujos elementos sdo dados por

LW, i# ]
Y ll-ouk 4300, 0=

com
17 AMdodo,
W] o
"+ 2007 [T +20A)
k=1
€

A dodo,

=

~.

Il
S — 3
@'—;8

O i-ésimo elemento do vetor s €

-1+
0 /H (1+ 200, (1+ 20,4,
k=1

dodw,

— .
(142021 + 201 ;) /H(1+ 20,A;)
k=1

(2.29)

(2.30)

2.31)

(2.32)

(2.33)
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1
m, LT (n)u(n)} (2.34)

onde x(n)=Ju(n) [13]. A matriz J ¢ tal que R=JJ', obtida por
fatoracdo de Cholesky. Para determinar (2.29), é requerido o computo
de vdrias integrais hiperelipticas duplas [veja (2.31), (2.32) e (2.33)].
Dessa forma, aplica-se o procedimento anteriormente proposto [veja (i)-
(iii) da Secdo 2.4]. Assim, considerando que todas as raizes sdo reais e
distintas, a expansdo em fracdes parciais dos integrandos de (2.31),
(2.32) e (2.33) nos permite obter uma solu¢do fechada para tais
integrais. Entdo, nés obtemos, respectivamente,

N/2

DA, { [1+1n(7» )N+ [1+1n(x )} + 5, In(A,)}-
4 aN q= 1 7\41 q
(2.35)
N/2
my j=——={3 Ci ; M+ IAD]+ ¢, [1+In(A)]+c [1+In(h )]}
4 [lN g=1
(2.36)
c
N/2 1 1
5 = {ZA [ 1(7» N+Bl—+—WA)I}  (2.37)
4 (lN g=1 q }\4 }\4
para
AMAA N2 QAN
c . = AR
i,j.q , , ’ a7 2.38
(ki—kq)(lq_kj)ﬁ;lq A (2.38)
€
A N2 A
¢, =——[1:—"+ (2.39)
VS YOy
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2.5. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Considerando um problema de identificacdo de sistemas, alguns
exemplos sdo mostrados para confirmar a precisdo do modelo proposto.

A planta w, usada ¢ obtida a partir de uma janela de Hanning

normalizada, tal que liw [I=1. O sinal de entrada ¢ gaussiano e

correlacionado, obtido de um processo AR(2) dado por

x(n)=ax(n—1)+ a,x(n—2)+v(n), (2.40)

onde v(n) € um ruido branco com varidncia Gf. Os pesos do processo
AR sdo a,=0,61 e a, =-0,85, resultando em um sinal de entrada
correlacionado com 7y =74 () denota a dispersdo dos autovalores da
matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada). O ruido de medi¢do z(n)

tem variancia G? =10"* (SNR =40dB). Para todos os exemplos, o
parametro de controle do passo de adaptagdo é 0,1u,,., sendo que a

méxima velocidade de convergéncia ocorre quando W, =1.

A Figura 2.2 mostra o comportamento médio do vetor de pesos
obtido por simulacdes de MC como também através dos seguintes
modelos: PM/HI [14], [15], PM/AIH [16] e o proposto neste trabalho. A
planta utilizada é um vetor com 8 elementos (janela de Hanning

normalizada) dado por wp:[0,000 0,1162 0,3773 0,5867 0,5867

0,3773 0,1162 O,OOO]T. Através dos resultados apresentados,

verifica-se a precisdo obtida usando o modelo proposto, particularmente
durante o regime transiente. Para evidenciar melhor a precisdo do
modelo proposto, a Figura 2.2(b) apresenta, em detalhes, o regime
transiente para o peso w,(n), cujo valor em regime permanente €

0,5867.
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Figura 2.2. Comportamento médio dos pesos para sinal de entrada
gaussiano e correlacionado y =74, para uma planta de comprimento
N =8. (Linha cinza) Simula¢des de MC. (Linha tracejada) modelo

PM/HI [14], [15]. (Linha pontilhada) modelo PM/AIH [16]. (Linha
escura sélida) modelo proposto. (a) Curvas dos pesos. (b) Detalhes do

regime transiente do peso w; (n).
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Para avaliar a dependéncia do modelo em relacdo ao nimero de
pesos, a Figura 2.3 mostra diversas curvas de aprendizagem utilizando
plantas e filtros adaptativos com 6, 8, 16 e 64 pesos, considerando sinais
de entrada correlacionados com dispersdo de autovalores % iguais a 57,

74, 135 e 254, respectivamente. Em todos os casos, sdo apresentados os
resultados obtidos por simulacdes de MC (média de 500 rodadas
independentes), considerando o modelo PM/HI [14], [15], modelo
baseado em EDE [17], modelo PM/AIH [16] e o modelo proposto. A
partir dessas curvas, € novamente verificada uma precisdo muito boa do
modelo proposto para todos os comprimentos de filtro e dispersdes de
autovalores considerados. Note que quanto maior for o nimero de
pesos, mais o modelo PM/AIH [17] aproxima-se do modelo proposto
para sinais de entrada gaussianos [veja Figura 2.3(d)].
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Figura 2.3. Curva de aprendizagem (EQM) para sinal de entrada
gaussiano e correlacionado: resultados de simulacdes e modelos. (a)
N=6e y=57.(b) N=8¢ex=74. (c) N=16¢e 3 =135. (d) N=64
e x =254
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Na Figura 2.4, sdo apresentadas comparacdes entre simulagdes de MC,
modelo PM/HI [14], [15], modelo baseado em EDE [17], modelo
PM/AIH [16] e modelo proposto, considerando trés sinais SIRP
correlacionados com fungdes de densidade de probabilidade marginal
laplaciana, K, e Gama generalizada. Os processos SIRP sdo gerados

como descrito em [30], tendo média zero e varidncia unitaria. Os sinais
correlacionados sdo obtidos através de um processo AR(2) com

coeficientes a; =1,67 e a, =-0,85. A dispersdo dos autovalores é
X =883. A varidvel m, ¢ obtida conforme discutida em [13]. Para os

trés casos apresentados, ¢ utilizada a planta w,, obtendo novamente

uma precisdo muito boa quando utilizado o modelo proposto tanto para
o regime transiente quanto para o regime permanente. Note que oS
modelos PM/HI [14], [15], baseado em EDE [17] e PM/AIH [16] ndo
consideram a ndo-gaussianidade do processo de entrada, falhando assim
na predi¢do do comportamento do algoritmo.
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Figura 2.4. Curva de aprendizagem (EQM) para sinal de entrada SIRP
correlacionado com fun¢do densidade de probabilidade marginal: (a)
K. (b) Fun¢do Gama generalizada. (c) Laplaciana.
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2.6. CONCLUSOES E COMENTARIOS FINAIS

Neste capitulo, foi apresentado um modelo estocdstico para o
algoritmo LMS normalizado assumindo apenas uma hipdtese
simplificativa: independéncia entre os pesos do filtro adaptativo e as
amostras do sinal de entrada. Em fun¢do do procedimento de andlise, o
modelo obtido é mais complexo do que outros apresentados na
literatura, porém muito mais preciso. Essa precisdo pode ser atribuida ao
fato que o modelo proposto acompanha a reducdo na dispersdao dos
autovalores das matrizes envolvidas, caracteristica que ndo pode ser
reproduzida se utilizado o PM.

A determinac¢do das expressdes do modelo proposto requer o

cdlculo de N integrais hiperelipticas simples, para o momento de

primeira ordem, e N 2+N integrais hiperelipticas duplas para o
momento de segunda ordem. Essas integrais podem ser calculadas a
partir das expressdes fechadas propostas.

O presente trabalho fornece, adicionalmente, novas ferramentas
de andlise para serem utilizadas na modelagem de outros algoritmos tipo
NLMS, como também serve para melhorar a precisdo de modelos
existentes obtidos através de outras estratégias, tais como os baseados
em EDE [17] e na conservag¢do de energia [1], visto que tais modelos
também requerem o célculo de valores esperados similares.






CAPITULO 3
ANALISE ESTOCASTICA DO ALGORITMO LMS NO DOMINIO
TRANSFORMADO PARA AMBIENTE NAO-ESTACIONARIO

3.1. INTRODUCAO

O algoritmo LMS no dominio transformado (LMS-DT) foi
proposto por Narayan et al. [20] objetivando melhorar as caracteristicas
de convergéncia do algoritmo LMS padrdo. O algoritmo LMS-DT ¢é
similar ao LMS, porém tendo seu sinal de entrada pré-processado por
uma transformagdo ortogonal com N sub-bandas, seguido de um
processo de normalizacdo que equaliza o conteido energético de cada
sub-banda. Na prética, para implementar o processo de normalizacdo,
sdo necessdrias estimacdes da poténcia do sinal de entrada em cada sub-
banda. Para tal, € utilizada uma medida da variancia do sinal de entrada
através de uma janela deslizante de comprimento fixo (JDCF).

Com vistas a modelagem, devido ao processo de normalizacio,
uma importante dificuldade encontrada é o cdlculo de valores esperados
tais como

E[D™' (m)R(n)] (3.1)

onde ﬁ(n) e ﬁ(n) sdo matrizes que dependem dos dados observados.

Para calcular (3.1), varias aproximagdes simplificativas sdo geralmente
consideradas [21]-[24]. Em particular, os resultados mais precisos sao
obtidos aplicando o método apresentado em [24], no qual o Principio da
Média (PM) € utilizado para separar (3.1) em dois valores esperados.
Assim,

E[D™ (mR(m)] = E[D™ (m)]ER(n)] 2

onde E[ﬁ(n)] ¢ facilmente determinado enquanto E[]A)"1 (n)] é obtido

calculando de forma aproximada as integrais que surgem da operacio
para obter o valor esperado. O PM resulta em expressdes simples,
apresentando precisdo satisfatdria se grandes janelas de observacdo sio
utilizadas. No entanto, tal condi¢do ndo € comumente encontrada em
situagOes praticas, pois implica aumento de custo computacional. Assim,
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procurando por um modelo mais preciso, independentemente do
comprimento da janela de observa¢do, o uso do PM ndo é o mais
recomendado.

Neste capitulo, é proposto um modelo que considera os seguintes
pontos:

i) Valores esperados semelhantes a (3.1) sdo calculados sem invocar
o PM, fazendo com que o modelo proposto seja muito mais
preciso do que outros encontrados na literatura.

i) O modelo proposto é derivado considerando ambientes ndo-
estaciondrios (planta variante no tempo) por duas razdes: tem
maior importincia pratica; e o caso estaciondrio pode ser obtido
diretamente a partir das expressdes propostas.

iii) Expressdes para o erro em excesso, desajuste e passo de
adaptacdo para o minimo erro em excesso sdo também derivadas.

iv) Um modelo simplificado considerando um ambiente nio

estaciondrio € proposto e seus limites de aplicabilidade sdo
mostrados e discutidos.

Este capitulo € organizado com segue. A Secdo 3.2 descreve o
modelo utilizado para caracterizar a planta variante no tempo. A Secéo
3.3 é dedicada a deriva¢do do modelo proposto para os momentos de
primeira e segunda ordens do vetor de pesos e a curva de aprendizagem.
Na Secdo 3.4 sdo derivadas expressdes para o erro em excesso, passo de
adaptacdo para o minimo erro em excesso, desajuste e também sdo
relacionados o grau de ndo-estacionaridade e o desajuste. A Secdo 3.5
apresenta modelos simplificados que descrevem o comportamento do
algoritmo LMS-DT. Na Secido 3.6, resultados de simulacdes numéricas
sdo mostrados. Finalmente, a Secdo 3.7 apresenta as conclusdes do
capitulo.

3.2. AMBIENTE NAO-ESTACIONARIO

Nesta secdo, a formulagdo bdsica do algoritmo LMS-DT para sua
operagdo em um ambiente ndo-estaciondrio € introduzida. Para realizar
uma andlise sob tal condicdo, é usual assumir que os sinais envolvidos
variam de acordo com um dado modelo matematico. Dessa forma, o
sinal desejado d(n) € modelado por

d(n)=y°(n)+z(n) = X¥ (n)ywi(n)+z(n) (3.3)
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onde y°(n) é a saida da planta, xp(n) =Tx(n) =[xr(n) xp ;1)

< X N-7 (m)]" é o vetor do sinal de entrada no dominio transformado,

T denota uma  matriz de  transformacgdo ortogonal,
x(n)=[x(n) x(n—1) --- x(n—N+1)]T é o vetor do sinal de entrada,
assumindo {x(n)} um processo estaciondrio gaussiano de média zero e
variancia 62, w°(n)=[w’(n) wi(n) --- wy_;(m)]" é o vetor da planta
variante no tempo e w (n) =Tw® (n) =[w, (n) wi,(n) -+ wi v (W', o
vetor da planta no dominio transformado. O ruido de medicdo €

denotado por z(n) e tem média zero e varidncia (5?.
Finalmente, a lei que descreve a evolucdo da planta é

wi(n+1)=awi(n)+n(n) (3.4)

onde n(n) caracteriza o processo de perturbacio da planta, tendo média
zero e matriz de autocorrelacdo @, a varidvel a pode tomar qualquer

valor entre O e 1, e w% (0), inicializagdo do vetor da planta variante
podendo tomar um valor arbitrario.

Usualmente, andlises de algoritmos adaptativos em ambientes
ndo-estaciondrios disponiveis na literatura consideram a=1 e/ou
wp(0)=0 [31], [32]. Assim, para tal situacdo, tem-se um modelo
restrito, sendo que o valor médio da planta ndo se modifica ao longo do
tempo. Além do mais, o modelo dado em (3.4) para a=1 é pouco
aplicdvel, visto que representa um sistema instdvel (com crescimento
irrestrito da varidncia) [31]. Neste trabalho, as derivagdes obtidas
consideram um valor genérico para a, resultando em um modelo mais
realista e geral.

3.3. MODELO PROPOSTO

Nesta secdo, sdo derivadas expressdOes analiticas para os
momentos de primeira e segunda ordens do vetor de pesos adaptativos.
Para tal, iniciamos a andlise considerando a equacfo de atualizagcdo do
vetor de pesos no dominio transformado dada por

wr(n+1)=wr(n)+2uD ™ (n)e(n)xy (n) (3.5)



60 Andlise estocdstica do algoritmo LMS-DT para ambiente ndo-estaciondrio

onde wr(n)=[wro(n) wr(n) - WTJ\,_](n)]T € o vetor de pesos do

filtro adaptativo,

e(n)=d(n)—y(n) (3.6)

com y(n)=XTT(n)wT(n), caracteriza o erro de estimacdo, W
representa 0 passo de adaptacdo e
ﬁ(n)zdiag[(s%(n) 612(11) 6?\,_1(11)], a matriz de normaliza¢do do
passo de adaptacdo, com 6,-2(11) sendo a estimativa instantanea da

variancia da i-ésima sub-banda. Na pratica, uma JDCF ¢ utilizada para
estimar a variancia de cada sub-banda. Assim,

. 1
62 (n)= Mx{i ()X (n) (3.7)
com
X, () =[x, () x; (n=1...x, ,(n=-M+D T (3.8)

sendo o vetor de sinal de entrada transformado para a i-ésima sub-banda
e M denotando o comprimento da janela de observagao.

Agora, substituindo (3.3) em (3.6) e a expressao resultante em
(3.5), obtém-se

wo(n+)=w,(n)+ Z,UIA)’1 (n)x; (n)[xi (mywy(n)+ z(n) - Xi (n)w,(n)].
3.9

Utilizando o vetor de erro nos pesos no dominio transformado,

definido como v (n) =wqy(n)—wy(n), (3.9) é reescrita como

vp(n+1) =[1=2uD™" (0)x (0)XT () ]V (1) +

+2uD™ (W)X () 2(n) — W (n +1) + WS ()
(3.10)
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onde I denota a matriz identidade. Finalmente, substituindo (3.4) em
(3.10), a equagdo de atualizacio em termos do vy(n) € dada por

vr(n+1) = [1-2uD" (n)xp (n)x1 (n)]v (1) +

+2uD ™ (0)x1 (m)2(n) + (1 — @)W () — (n).
3.11)

O passo seguinte € entdo determinar os momentos de primeira e
segunda ordens de (3.11).

3.3.1. CONSIDERACOES DE ANALISE

Antes de dar continuidade ao desenvolvimento em questdo, as
seguintes consideragdes sao assumidas:

i) n(n) e n(m), para m # n, sdo descorrelacionados.

ii) n(n), vy(n) e Xp(n) sio estatisticamente independentes entre
Si.

iii) z(n) é descorrelacionado com qualquer outro sinal no sistema.

iv) O vetor w(n) € inicializado para n =0, isto é
w1 (0)=w7(n) o (3.12)
(o] o, e
com W (0) tomando um valor arbitrario.
3.3.2. MOMENTO DE PRIMEIRA ORDEM DE v (1)

Tomando o valor esperado de ambos os lados de (3.11) e levando
em conta as consideragdes (i)-(iv), obtém-se

Elvi(n+1D]={I-2u E[D™! (n)Xy (n)x% (MBE[vy(n)]+(1—a)a" w3 (0)
P

(3.13)

onde o dltimo termo do lado direito representa a média do processo
AR(1) dado por (3.4). Agora, o ponto chave é determinar a matriz P,
cujos elementos sdo dados por
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—XT”'(H)X”(”)} (3.14)

p, j)= E{ Py

Assim, utilizando a definicdo de valor esperado [37], (3.14) é
calculada como segue:

oo oo

Pl j) = Mf j

X1, (n)xT j (n)

ZXT,(n k)

M+1 integrais j—(

S ) i (3.15)

onde fy(x; ;) representa a fungdo densidade de probabilidade conjunta
para sinais  gaussianos do vetor  x; ;(n)=[xp;(n)xp;(n—1)

cxp;(n=M +1) xp ;(m)]", dada por

1 e—x,j(n)R X ()2

JeD" ! det(R, )

fX(Xi’j)= (3.16)

onde R; j = E[x;, (n)x (n)] e a matriz de autocorrelacdo do vetor

x; ;(n). O Apéndice 1 apresenta em detalhes o procedimento seguido

para determinar (3.15), resultando em
pG., j)=Mqr H,Q7\r; ; (3.17)

onde  Qp; representa a matriz de  autovetores  de
Ry, = E[XT’i(n)x%i(n)], com Xr;(n) definido em (3.8), qp; denota o
vetor que contém a primeira linha de Qr;, r;; = E[Xr;(n)xp ;(n)] €0

vetor de correlagdo cruzada entre sub-bandas, e H;, uma matriz
diagonal com elementos dados por

M2

hi(l,l)_ mr ZAllqln(llq)+B,,1n(7u,,) (3.18)
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com
M
a; :H}\‘i,k’ (3.19)
k=1
M2 ’
A, = A PNy 1‘14—’12 A
il ~ A7 ’ ’ 3.20
Mg =Nis a2 Mg =A; 620
J%q
e
M2 o) A
i,l"™,q
B, =]]—"" 3.21)
g=1 }\‘i,l _A'i q

onde A,,, para k=L..,M, sio os autovalores de Ry, e

A =\ Miagahin, para g=1,2,..,M /2 com M par.

Agora, substituindo (3.17) em (3.13) e expressando o resultado
em forma escalar, obtém-se

N
J=1

(3.22)

onde vy, (n) denota o i-ésimo elemento do vetor v (n).

Na Secdo 3.6.1.1 (Exemplo 1), a precisdo de (3.22) € verificada.
Também, a Secdo 3.5 apresenta um modelo simplificado obtido
utilizando algumas considerag¢des adicionais as (i)-(iv), apresentadas na
Secdo 3.3.1.

3.3.3. MOMENTO DE SEGUNDA ORDEM DE v (7)

O momento de segunda ordem do vetor de erro nos pesos no
dominio transformado é obtido a partir de K(n)= E[VT(n)v¥(n)].
Assim, transpondo ambos os lados de (3.11), efetuando o produto
vr(n)vi(n) e tomando o valor esperado de ambos os lados da
expressao resultante, obtém-se
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El
——

E[vy (n+1)vy(n+1)] = E[v, (0) vy (0)]+ (1= @) E[v, (m)W5" (m)] = E[v, ()" (n)]
—2u(—a) E[D™ (n)x, (X% () Vo (m)wS" (n)]

E3

—2u(1—a) ELw; (m)v; (X, (0x; (1D ()]

E4

+2UE[V, (m) 2(n)x; (D™ ()] = 20 E[v., () V5 ()%, ()X (m)D™ (m)]

— 2 E[D™ (m)x, (m)x; (m) v, (n)Vy ()]

—4p” E[D™ (m)x,. (m)x; (m) V(1) z(m)x; (m)D™ ()]
+2uE[D (m)x, ()X (W) v, ()M ()]

+2UE[D™ ()%, (m)2(n) vy ()]

— 4y’ E[D™ (n)x (m) 2(m) vy (m)x, (m)x; (m)D™ ()]

E6

+412 EID™ (n)x, ()X (n) V4 () vy ()% ()X (1)D™ ()]

+4p” E[D™ (m)x, (n)2* (m)x; (m)D™ (n)]

+2u(1-a) E[D™ (m)x, (n)z(m)w; " (n)]

= 2uED (mx, (m)z(n)n" ()]

+(1-a)E[ws.(n)vy(n)]

+20(1-a) W}, (m) z()x; (mD™ (m)] + (1 - @)’ E[w; (w5 (n)]
—(1-a)E[w; (nm" (m)] - El(n) vy ()]

+20EMm)vy ()X, ()X (D™ ()] - (1- @) E(m)ws." (m)]

= 2uEM(n)z(m)x; (D™ (W)]+ E(mn’ (n)].

(3.23)
3.3.3.1 Aproximagées para determinar (3.23)

Os valores esperados do lado direito de (3.23) sdo determinados
utilizando as consideragdes (i)-(iv) da Secdo 3.3.1. Assim, das
caracteristicas de z(n) e mn(n), todos os termos que contém tais

varidveis sdo iguais a zero, com excecdo daqueles com () e

N (m)M(n). Também, podem ser obtidas as seguintes aproximacdes:
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Considerando que v..(n) e wy(n) sdo descorrelacionados, obtém-se
ED) E[v, (myw}" (m)]= E[v(m]E[w}" (n)], (3.24)

E2) E[D' (n)x, (X% (n) v, (m)w." (n)] = PE[v, WIE[wW."(n)]  (3.25)
(S

E3) E[w (n)vE(n)x, (m)x-(m)D ™ (n)] = ElwS (m]E[VE(m)PT.  (3.26)

Também, utilizando a consideragdo (ii), os valores esperados E4
e E5 podem ser aproximados por

E4) E[v, () vy (W)X, (W)X} (m)D™ ()] 2 E[v, (0)vV} (m)]1E[X, ()X} (1)D ™ ()]
=K(n)P"
(3.27)

€

ES) E[D™ (m)x, (n)X} () vy () V3. ()] = E[ID ™ (n)X, ()X} (W) E[V (n) V3 ()]
=PK(n).
(3.28)

Considerando que os sinais envolvidos em (E6) sdo
conjuntamente gaussianos [9] (isso torna-se um fato quando o valor de
M ¢ grande), obtém-se
E6) E[D™' (n)x, (n)x; () V.. (n)Vy ()% ()X (m)D™ ()]

(3.29)
=2PK(n)P" + Str[K(n)R, ]

com
S = E[D' (n)x, (m)x1.(m)D™" (n)]. (3.30)

Na Secdo 3.4.5 € apresentada uma verificacdo das aproximagoes
(3.24)-(3.29). No Apéndice 2, um método aproximado para calcular S é
apresentado. Na literatura, tal matriz € comumente calculada utilizando
0 PM para todos os seus elementos; diferentemente aqui, o cdlculo dos
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elementos da diagonal principal de S é feito sem utilizar essa
aproximagdo. O PM ¢ reservado para os elementos fora da diagonal
principal, sendo que eles tém menos importincia na modelagem.
Fazendo assim, S é determinada de forma mais precisa do que utilizando
puramente o PM para obter todos os seus elementos (veja Secdo 3.6.3),
porém, € preciso o cdlculo de N integrais hiperelipticas.

Finalmente, considerando as caracteristicas de z(n), (E7) resulta

cm

E7) EID™ ()%, (m)2* (0)x; (D™ ()] = 331)
= EID (n)x, (WXL (m)D ' (n)E[Z*(n)]=Sc>.

Assim, pode-se reescrever (3.23) como segue:

K(n+1)=K(n)- 2uK(m)P"-2uPK(n)+4u°S o7 + (1-a)*K°(n)
+(1—a)E[wS(m]E[v1(m)]I - 2uP") + 8u*PK(n)P" + @

+(1—a)I - 2uP)E[vy (m)E[wS" ()] + 4u*S tr[K ()R ]
(3.32)

com

K°(n) = E[w$(m)w$" (n)] = (a®)"K°(0) + 1;—(1). (3.33)

A expressdo (3.33) é obtida transpondo ambos os lados de (3.4),
efetuando o produto w7 (n)w%T (n), aplicando o operador valor

esperado a ambos os lados da expressdo resultante e utilizando (iv) da
Secdo 3.3.1. Assim,

K°(0) = E[w$ (0)w3T (0)]. (3.34)

Note que a matriz ® pode ser uma matriz cheia. Por outro lado,
na literatura [31], [32] € usualmente assumida diagonal. Esse fato torna
(3.33) um modelo mais abrangente.
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3.3.4. CURVA DE APRENDIZAGEM

Nesta secdo, uma expressdo para a curva de aprendizagem ¢é
derivada.  Substituindo (3.3) em (3.6) e  considerando

v (n) =wg(n)—wi(n), o sinal de erro pode ser escrito como

e(n) =x; (MW (n) + z(n) —x; (n) [VT (n)+ws (n)]z z2(n) = x;.(n) vy (n).
(3.35)

Elevando ao quadrado (3.35), aplicando valor esperado a ambos
os lados da expressdo resultante e considerando as propriedades de
independéncia de z(n), tem-se

E[e’ (n)]= E[Z° (n)]+ E[ vy (n)x, (n)x}(n) v, (n)]. (3.36)

O segundo termo do lado direito em (3.36) é manipulado como
segue:

E[vy (mx, (m)%1.(n) V()] = tr{ E[v; () v (W)X (m)xX; ()]

; (3.37)
= tr{R E[v, (n)vi(m)]}

onde tr(-) € o operador trago. Assim, definindo K(n) = E[VT(H)V¥ (n)] e

substituindo (3.37) em (3.36), a curva de aprendizagem € dada por

E[e*(n)]=0" + t[R, K(n)]. (3.38)

Finalmente, utilizando (3.32) e (3.38), a curva de aprendizagem
para cada instante n pode entdo ser determinada. Assim,

E[*(n)]=02+ tr{RTK(n—l)—Zp.RTK(n—l)PT +(1-a)RE[vy(n—D]IE[wST (n-1)]
+(1-a)RE[w$ (n—=D]E[vE(n—1)]- 2uRPK(n—1) + 4u’R ;S 62
+4u 2R PK(n—DPT + RS tu[K(n—DR; [} +(1—a)’R;K° (n—1) + Ry @
~20(1- )R PE[vy (= DIE[WS" (1= 1)]-2u(1 - @)R E[w§ (1 = DIE[vT (n = DIP" }.
(3.39)
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3.4. ANALISE

Nesta secdo, expressdes para o erro em excesso, desajuste, passo
de adaptacdio para o minimo erro em excesso e grau de ndo-
estacionaridade sdo derivadas e discutidas, determinando como tais
pardmetros afetam o comportamento do algoritmo.

3.4.1. ERRO EM EXCESSO DE REGIME PERMANENTE

Por definicdo, o erro quadritico médio em excesso (EQME) ¢é
dado por [9]

&...(n)=E[*(n)]-0> =tu[R,K(n)]. (3.40)

O EQME em regime permanente é obtido fazendo n — oo,
Assim,

Eexe (0) =i E[E, (m)] = lim E[e’ ()] - o7 = r[R, K (). (3.41)

Entdo, de (3.11), efetuando o produto ]A)(n)VT(n+1)V$(n+l),

tomando o valor esperado da expressdo resultante, fazendo n — « que
resulta em K(n+1)=K(#n)=K(~) e tomando o traco da matriz

resultante, obtém-se

Cexe (2) = i(l —a)tr{ E[D(e0)]E[ vy (c2)W;" ()]}
E8
+ LT { E[X; (0)X] (22) V. (0) V7 (00)X; (20)X; (00) D7 (e0)]}

1 T
—E(l—a)tr{RTE[VT(M)WE ()1}

+ ucsftr(P) + 4_1!~l 1- a)tr{E[f)(oo)]E[W§ (o) vy (=0)]}

1 T 1 - o
3 (1-a)tr{ E[wy () v ()[R } + m (1—a)’ tr{ E[D(o0)]K" (e0) }

+itr{E[ﬁ(oo)]<1>}.
4u

(3.42)



Andlise estocdstica do algoritmo LMS-DT para ambiente ndo-estaciondrio 69

Em (3.42), a propriedade tr(AB)=tr(BA) e as consideracdes
(i)-(iv) da Secdo 3.3.1 sdo utilizadas. Assim, assumindo que

lim E[v, (n)]=0 e, de (3.33), 1imK°(n)=1 ! —®, (3.42) pode ser

rescrita como

€. (00) = po’tr(P) + D))
2u(l+a)
(3.43)

E8

+ P tr{ E[Xy (00)Xp (90) V. (90) V1 (00) X (00)X 1 (50) D7 (00)] } .

Agora, rearranjando E8 como

E8) tr{ E[X; (00)X7(00) V. (00) V7 (00)X (22)X; (o0)D ! (c0)]}
= E{x; (o0)D (c0)x; (c0)tr[X] (00) vy (e0) Vi (o) (e0)]} (344
= tr(P)r[R, K (0)] = tr(P)E, ., (o0).

e ap6s algumas simples manipulacdes algébricas, a expressao resultante
para o erro em excesso ¢

éexc (OO) =

- E[D(c0)|®} |.
FR——— tr{E[D(c)] }J (3.45)

24(P ;
(ucztr( )+2|.1(1+a)

3.4.2. DESAJUSTE

O desajuste M € obtido a partir de (3.45), o qual € dado por

Moy =S utr(P)+G—;2tr{E[f)(oo)]<I>} (3.46)
Emin  1—putr(P) 2u(l+a) :

onde & ;. = G?. Note que (3.46) € composto pela soma de dois termos

_ uu(P)

-y (3.47)
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_ 200+ )52 ] tr{ E[D(2) @} .

M,
1—ptr(P)

(3.48)

O primeiro € igual ao desajuste no caso estaciondrio (estd sempre
presente no sistema), o segundo € um termo originado da ndo-
estacionaridade. Assim, o desajuste para o caso ndo-estaciondrio € maior
do que aquele observado no caso estaciondrio.

Na Figura 3.1, € ilustrada a superficie de desajuste obtida
variando os parametros | e a. Os valores dos pardmetros utilizados na
Figura 3.1 sdo os mesmos do Exemplo 5, Secdo 3.6.1.5. Observe que o
desajuste € uma funcdo convexa em relacdo ao passo de adaptagdo U,
mostrando a existéncia de um passo de adaptagdo W . para o minimo
desajuste (que € coincidente com 0 minimo erro em excesso) como uma
funcdo do pardmetro a. Além do mais, pode-se inferir que o desajuste
tem um comportamento inverso em relacdo ao pardmetro a. Na Figura
3.2, curvas individuais para (3.47) e (3.48), como também para (3.46)
sdo ilustradas, utilizando como varidvel independente (L para um dado
valor de a=0,999. Note que o termo devido a parte estacionaria M, ¢
uma funcgfo crescente do passo de adaptacdo. Assim, para adaptacdo
lenta, tal termo tende a ser pequeno. Por outro lado, a parte nao-
estaciondria M, € uma fungdo convexa do passo de adaptacdo. A curva
combinada, dada por (3.46), é também uma funcido convexa de U,

apresentando sempre um valor maior do que o observado no caso
estaciondrio.
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Figura 3.1. Desajuste (3.46) como uma fungdo de U e a.
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0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
Passo de adaptacao, u
Figura 3.2. Desajuste como uma fun¢do de . (Linha pontilhada) M,

dada por (3.47). (Linha tracejada) M, da (3.48). (Linha continua) M
obtida por (3.46).
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3.4.3. PASSO DE ADAPTACAO PARA O MiINIMO ERRO EM EXCESSO

O passo de adaptagdo que minimiza o EQME ¢é obtido derivando
(3.45) em relagdo a | e igualando o resultado a zero. Dessa forma, tem-

Se

0y (=) _ orep’ + 2000 — ) _
op (-pey)?

0 (3.49)

onde ¢, =tr(P) e ¢, = tr{E[ﬁ(w)]d)}. Resolvendo (3.49) para

2(1+a)
W, obtém-se
o’2(+a)
_ tr{ E[D(c0)]®} tr{ E[D(c0)|®} tr(P) (3.50)
™ 2(l+a) o’ '

z

Agora, considerando que (I>=GTZII, sendo c5121 a variancia do

vetor de perturbacdo da planta, resulta em

I+ 6’ 2(1+a) 4
Noo, No:o; tr(P) (3.51)

" 2(1+a) o’

z

3.4.3.1. Comentdrios sobre (3.51)

Nas Figuras 3.3(a) e 3.3(b) € ilustrado o passo de adaptacdo
6timo como funcdo da variancia da perturbacdo da planta 6]21 e o fator
a, respectivamente. Observando a Figura 3.3(a), pode-se verificar que
(3.50) é uma funcdo crescente, apresentando saturacOes para niveis
muito baixos e muito altos de 6121. Esse comportamento pode ser
interpretado como discutido a seguir. Primeiramente, para valores muito
baixos de Gi, o cendrio € de um ambiente estaciondrio. Nessa situacdo,
quanto menor for o passo de adaptagdo menor serd o desajuste e,
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portanto o passo para minimo erro é igual a zero. Segundo, na medida
em que 6]21 aumenta, um maior valor do passo de adaptacdo é necessario
para obter o minimo erro em excesso. Esse é um resultado intuitivo,
sendo que um aumento em Gf] gera mudancas mais rdpidas na planta e,
portanto o filtro adaptativo deve variar também mais rdpido para poder
acompanhar a planta. Finalmente, para valores altos Gi, o desajuste

M ¢ principalmente afetado pelo termo ndo-estaciondrio M ,. Nessa

situagdo, o valor do passo de adaptacdo para 0 minimo erro em excesso,
ou desajuste, pode ser obtido como segue:

IM, _ tr{E[D(e)]®} 9 1 3:52)
ol 26°(1+a) ou| r(P)u’ —p '
o qual, apos fazer % =0, resulta
1
My _ )
" 2tu(P) (3.53)

Note que (3.53) s6 depende das estatisticas do sinal de entrada.
Por outro lado, da Figura 3(b), observa-se que reduzindo o valor de a (o
qual estd relacionado com mudancgas rdpidas dos valores dos pesos da
planta) um maior valor do passo de adaptacio € requerido para
acompanhar tais mudancas.
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Figura 3.3. Curvas do passo de adaptagdo para o minimo erro em
excesso: (a) G, varidvel e a fixo; (b) o, fixoe a varidvel.



Andlise estocdstica do algoritmo LMS-DT para ambiente ndo-estaciondrio 75

3.4.4. GRAU DE NAO-ESTACIONARIDADE

Nesta secdo, uma expressdo para o grau de nio-estacionaridade é
derivada. Esse pardmetro € definido como [32]

B2 1]
y(n) 2 {E[T(n)]} (3.54)
onde
Yoine () =[W3 (n+1) = w§ (m]" xp(n) (3.55)

¢ a saida devido a diferenca w7 (n+1)—wy(n) (filtro incremental). O

numerador de (3.54) representa a poténcia de saida do filtro incremental
(indicativo das mudancgas da planta) e o seu denominador denota o EQM
minimo. Agora, substituindo (3.4) em (3.55), obtém-se

n—1

Youne (M) =[(a=DW(m)+n(m)] x (m)={(a - D[a"W}(0)+D_a“n(n—1-k)]
k=0

+n(n)} Xy (n).
(3.56)

Note que (3.56) é derivado para a #1, contrastando com o que é
visto na literatura [31], [32]. Considerando a independéncia entre n(n) e

X1 (n) e ahipétese (iii), (3.56) pode ser rescrita como

) 5 2_a2n +a2n+1
EL3ine ()] = (1= @) @™ a{K° (R |+ === = u(@Ry). (357)
+a

Agora, substituindo (3.57) em (3.54) e lembrando que Gg é a
variancia de z(n), tem-se

(1—(1)2[12" 2_a2n +a2n+1 12
Wvﬂ={——77—%HK%®RTH"——T————4ﬂ®RT% . (3.58)
Z o, (l+a)
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De (3.58), vemos que \(n) apresenta as seguintes
caracteristicas:

a) Evolugdo exponencial, iniciando pelo valor mdximo

W(0) = (1~ ) t[K° ()R ]+ (@R )} (3.59)

Z

e convergindo assintoticamente para

172
(o) :L[M} . (3.60)

c, 1+a

b) Para a#1, o grau de ndo-estacionaridade é maior que para

a=1.
¢) Para a =1, (3.59) e (3.60) resultam iguais a
1
Y|, =w(0) = y(e) =—[tr(®R ) 3.61)

S

que ¢ freqiientemente dada na literatura [31], [32].

3.4.5. RELACAO ENTRE O DESAJUSTE E GRAU DE NAO-
ESTACIONARIDADE

Nesta secdo, uma relacdo entre o desajuste e o grau de ndo-
estacionaridade € estabelecida considerando o ambiente ndo-estacionario

dado por (3.3) e (3.4). Para tal, consideramos uma expressdo alternativa
para o erro em excesso, dada por

Eexe (M) = E({XT (0w (1) = wi ()]} ). (3.62)

Substituindo (3.4) em (3.62) e rearranjando a expressdo
resultante, obtém-se

E e (1) = E({x7 (m)[Wr (n) —aw§ (n= D1} ) + E{[x] ()m(n — DI’} (3.63)
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Multiplicando ambos os lados de (3.62) por a’ e considerando
(3.4), resulta

e () = E({x] (Wlawy (n) - aw§ (w1} )

5 5 (3.64)
= E({x] (mlawy (m) = w§ (n+ D11 )+ E{[x] ()m(m)}.

Assim, adicionando (3.63) com (3.64) e fazendo uso das
propriedades de n(n), obtém-se

o) =— | E(IXF 0wy (- aws (2= D1)?)
It+a (3.65)

+E({x$ (m)lawy (n) — wS (n+1)] }2) + 2tr((I)RT)J.

De (3.65), a seguinte desigualdade pode ser estabelecida:

2 2
Eoxc () 2 5 r(®@Rp) > —tr(®Ry) (3.66)
l+a l+a
sendo 1+a* <1+ a. Finalmente, dividindo (3.66) por Emin» tem-se
n 2
Sexe (1) > 5 tr(®PR7). (3.67)

Cmin  (1+a)0;

O lado esquerdo de (3.67) € igual ao desajuste do algoritmo e o
lado direito € igual ao quadrado do grau de nio-estacionaridade em
regime permanente, i. e.,

M(n) >y (). (3.68)

Assim, de (3.68), podemos concluir que:

1) Se y(eo)>1, as variacdes na planta sdo muito rdpidas para

que o filtro seja capaz de acompanhé-las, resultando em um
grande valor de desajuste.
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2) Se & .(n)>§& ., que implica M(n)>1, o sinal d(n) é

uma melhor estimativa de y°(n) do que y(n) gerado pelo
filtro adaptativo [32].

3) Finalmente, se Wy(eo) <1, o algoritmo pode acompanhar as
variacdes da planta com um minimo erro de estimacao.

3.5. MODELOS SIMPLIFICADOS

Nesta secdo, modelos simplificados utilizando algumas
aproximagdes adicionais as (i)-(iv) da Secdo 3.3.1 sdo derivados.

3.5.1. MOMENTO DE PRIMEIRA ORDEM UTILIZANDO O PM

O modelo apresentado em [24] é modificado para considerar o
comportamento do algoritmo em ambos os casos, ambiente estaciondrio
e ndo-estaciondrio. Assim, aplicando o PM no termo P de (3.13), obtém-
se

E[vIM (n+ )] = (I - 2uED ™ () IR 1Y E[VEM (n)] + (1 - a)a" W (0)

(3.69)

onde os elementos de E] [ﬁ_l (n)] sao calculados como indicado em [24],
resultando em

1 M M2 ) .
E Lz—(n)} = ﬁ Z G, In(2; ) i=12,...,N, (3.70)
com
=11 ;bq_kxj ' (3.71)
j=1 ML i,q

J*q
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3.5.2. MOMENTO DE SEGUNDA ORDEM E CURVA DE APRENDIZAGEM

De forma similar ao realizado em (3.69), aplica-se o PM a (3.32)
para obter
K™ +1) = K™ (n) - 2uK™ ()R E[D ™" ()] - 2uE[D ™" () IR K™ (1)
+(1-a)Elvy"” (mIEwS" (m)]+(1-a) Elw§ (m]E[vy" " (n)]
+ 42 E[D ' (m]1 2R K™ ()R 1 + Rytr[R KM (m)[JE[D ™ ()]
+ 42 ED ™ ()R E[D ™ ()] 62 + (1-a)* K° (n)
—2u(1-a)E[D™' ()R E[vy" (m)]E[w" (n)]
—2u(1-a) E[w§ (m1E[vi" T ()] R E[D ™" ()] + @
(3.72)

onde K™ (n) = E[v?™ (m)v"™ ().
Finalmente, de (3.72) e da definicdo da curva de aprendizagem
considerando o PM, resulta

Elep (m]=0 + tu[R, K™ ()], (3.73)

3.5.3. ERRO EM EXCESSO

2

A expressio para o EQME utilizando o PM ¢é obtida
generalizando o procedimento apresentado em [24], resultando em

uo tr{ E[D~ (n)]Ry } +
PM _ 1

T - nte{ EID” (m) Ry } | +

1 NP P N2
—zu(lw)tr({E[D ]} q))

Note que, invocando o PM, os valores esperados P e S sdo
determinados separando-os como E [IA)’l (n)IR, e
E[IA)"(n)]RTE[IA)"(n)] , respectivamente. O modelo simplificado
baseado no PM se aproxima assintoticamente do modelo apresentado

quando o comprimento da janela de observacdo M ¢é aumentado
(M >32 aproximadamente), nesse caso ambos os modelos sdo
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coincidentes. Assim, podemos concluir que, nessa situagdo, o PM prové
uma predi¢do razodvel, utilizando expressdes menos complexas. Na
Secdo 3.6.3, sdo apresentados, para propdsito de comparagéo, os valores
de P e S obtidos utilizando simula¢des de MC, PM e o método aqui
proposto.

3.6. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta se¢do, o modelo proposto € aplicado a um problema de
identificacdo de sistema visando avaliar sua precisdo para sinais de
entrada gaussiano correlacionado, obtido a partir de um processo auto-
regressivo AR(2) dado por

x(n)=ax(n—1)+a,x(n—2)+v(n) (3.75)

onde v(n) é um ruido branco com variancia 63, o qual é ajustado para
que a variancia de x(n) seja unitdria, q; =0,18 e a, =-0,85 sdo os
pesos do processo AR(2). A dispersdo dos autovalores do sinal de
entrada para N =8 é x =46,1. Os pesos da planta variante sdo obtidos
de acordo com (3.4). Seus valores iniciais sdo selecionados como

wr(0) = ——— (3.76)
W, .«W

aux aux
com o vetor w, .  =T[sinc(0) sinc(1/N) --- sinc(N—l/N)]T. Os
elementos de n(n) sdo amostras de um ruido branco com matriz de

autocorrelagcao (I)=G$]I. Nos exemplos considerados, sdo usados

a=0,999¢ dois niveis de ruido aditivo,c> =—40dB e o =-60dB,
resultando, respectivamente, em graus de ndo-estacionaridade inicial
y(0)=0,2075 e y(0)=0,588, para cada nivel de ruido aplicado, e
final (o) = 0,200, para as duas condicdes. A transformada do cosseno

discreta (TCD) é a transformada ortogonal aqui utilizada. A TCD é uma
das aproximacgdes mais utilizadas para a transformada de Karhunen-
Loeve (TKL). Simulagdes de Monte Carlo (MC) sdo obtidas
considerando 200 realiza¢6es independentes.
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Para os casos ndo-estaciondrios, os pesos sdo inicializados por
o
w(0)=wrp(n) o (3.77)

visando avaliar o comportamento de rastreamento do algoritmo. No caso
estaciondrio, os pesos sdo inicializados com zeros para se avaliar o
comportamento do algoritmo no modo de aquisicdo [31]. Para
propdsitos de comparagdo, o comportamento do algoritmo predito pelo
modelo baseado no PM (veja Secdo 3.3.10) € também apresentado.

3.6.1. VERIFICACAO DO MODELO PROPOSTO

3.6.1.1. Exemplo 1

Neste exemplo, um filtro com N =8 pesos e uma janela de
observacdo de M =8 amostras sdo considerados. Nessa condi¢do, o
passo de adaptacdo para o minimo erro em excesso € .. =0,0257. Na
Figura 3.4, o momento de primeira ordem do vetor de erro nos pesos ¢

mostrado para G? =-40dB e w=0,1u,. [veja Figura 3.4(a)],
62=-60dB e p=0,lu,, [veja Figura 3.4(b)] e ©.=—-40dB e
w=0,5u,. [veja Figura 3.4(c)]. Para uma melhor visualiza¢do, somente

quatro pesos sdo apresentados. A Figura 3.5 mostra a curva de
aprendizagem (EQM) para os dois niveis de ruido e os dois passos de
adaptacdo indicados anteriormente. Para esse exemplo, o método
proposto mostra-se superior ao baseado no PM, atingindo um excelente
casamento com as simulacdes de MC. Também, observa-se uma
diminuicdo na precisdo dos modelos apresentados quando o passo de
adaptagdo é aumentado.
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0,04

0,03
002"

0,01

Elvy, (m]=Elvy4(n)]

-0,01

0 2000 4000 6000 8000 10000
Iteracoes

(©

Figura 3.4. Exemplo 1. Curvas do comportamento médio do vetor de
erro. De cima para baixo: E[vy;(n)], para i=1, 2, 4, 3. (Linhas cinza)

simulacdes de MC. (Linhas pontilhadas escuras) modelo baseado no PM
(3.69). (Linhas continuas escuras) modelo proposto (3.22). (a)

u=01lu,, e o-=—40dB. (b) p=01lp, e o©.=-60dB. (c)
1=0,5u,. e 6 =—40dB.
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Figura 3.5. Exemplo 1. Curvas do EQM para M =8. (Linhas cinza)
simulacdes de MC. (Linhas pontilhadas escuras) modelo baseado no PM
(3.73). (Linhas continuas escuras) modelo proposto (3.38). (a)

n=0,,,., o-=-40dB e 6> =-60dB. (b) p=0,54,,., 6. =—-40dB
e 6. =—60dB.
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3.6.1.2. Exemplo 2

Este exemplo utiliza os mesmos parametros do Exemplo 1,
exceto M, que € aumentado para 16 visando atingir uma melhor
estimativa da variancia. As curvas de EQM sdo ilustradas na Figura 3.6,
observando-se agora um bom ajuste das simulagées de MC para os dois
modelos considerados, baseado no PM e proposto.

107
‘ o’ =-40dB
10 .\"w /
I M(‘ “""(' Y TP Sy U 3T e ) oy ey = g
104}
>
o4 5
m ; a2 =-60dB
105} WL
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10-7 L L | L
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Figura 3.6. Exemplo 2. Curvas do EQM para M =16. (Linhas cinza)
simulagdes de MC. (Linhas pontilhadas escuras) modelo baseado no PM
(3.73). (Linhas continuas escuras) modelo proposto (3.38). (a)

u=0,ly,,, o-=-40dB e 6> =-60dB. (b) p=0,54,,, - =—40dB
e 62 =—60dB.

3.6.1.3. Exemplo 3

Neste exemplo, a maior parte dos pardmetros do Exemplo 1 é
mantida, exceto M, que é aumentado para M =64, visando obter uma
melhor estimativa da varidncia. Os resultados obtidos para a evolucdo
do EQM sdo mostrados na Figura 3.7. Note que, nesse caso, o modelo
baseado no PM e o modelo proposto apresentam quase O mesmo
comportamento, visto que agora o valor de M favorece a aproximacio
do PM.
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Figura 3.7. Exemplo 3. Curvas do EQM para M = 64. (Linhas cinza)
simulacdes de MC. (Linhas pontilhadas escuras) modelo baseado no PM
(3.73). (Linhas continuas escuras) modelo proposto (3.38). (a)

=01k,

62 =-40dB e 62 =-60dB. (b) u=0,51,,, ©

e 6. =—60dB.
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3.6.1.4. Exemplo 4

Neste exemplo, o caso estaciondrio é considerado como um caso
particular do nfo-estaciondrio (a¢=1 e grau de ndo-estacionaridade

y=0). De novo, é considerado dois valores de passo de adaptagdo,
w=0,00257 e p=0,01285. Outros pardmetros utilizados sdo: N =8 e

M =8. Os resultados obtidos sdo mostrados na Figura 3.8. Note que
agora uma redugdo no valor do EQM ¢é observada, visto que o termo
correspondente a ndo-estacionaridade em (3.45) é zero. Note também
que o modelo proposto apresenta um casamento muito bom com as
simulacdes de MC.

10’

0 2000 4000 6000 8000 10000
Iteragdes

(a)
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10’
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Itcracdcs
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Figura 3.8. Exemplo 4. Curvas do EQM para o caso estaciondrio.
(Linhas cinza) simulacdes de MC. (Linhas pontilhadas escuras) modelo
baseado no PM (3.73). (Linhas continuas escuras) modelo proposto

(3.38). (a) u=0,lu,,, ©=-40dB e 6> =-60dB. (b) u=0,5u,.,
62 =-40dB e 6. =—60dB.

3.6.1.5. Exemplo 5

Neste exemplo, resultados de simulagdes de MC para o erro em
excesso sdo comparados com os resultados preditos a partir de (3.45) e

(3.74). A mesma entrada correlacionada dos exemplos anteriores com

(5% =—40dB ¢ utilizada. Sdo consideradas janelas de observacdo que

viode M =8 até M =128. A Figura 3.9 ilustra os resultados obtidos,
mostrando uma satisfatéria predi¢do obtida a partir de (3.45) em todos
os casos e um aumento gradual de precisdo da predicdo de (3.74) a
medida que o valor de M é aumentado.
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Figura 3.9. Exemplo 5. Resultados de comparagdo para o erro em
excesso. (Valores marcados com X) simulagdes de MC. (Linhas
pontilhadas) modelo baseado no PM (3.74). (Linhas continuas) modelo
proposto (3.45). (a) M =8.(b) M =32. (c) M =64. (d) M =128.
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3.6.2. VERIFICACAO DAS APROXIMACOES DA SECAO 3.3.3

Nesta secdo, simula¢des numéricas demonstrando a validade das
aproximagdes (3.24), (3.25), (3.27) e (3.29) sdo apresentadas. As
aproximagdes (3.26) e (3.28) sdo semelhantes as (3.25) e (3.27),
respectivamente, e, portanto ndo serdo aqui verificadas. A Figura 3.10
ilustra (3.24) considerando os casos apresentados no Exemplo 1 e
Exemplo 3, utilizando M =8 e M =64, respectivamente, e

0? =—40dB. Na Figura 3.10(a), é apresentada a evolucio dos primeiros

quatro elementos da diagonal principal das matrizes de cada lado de
(3.24) para o Exemplo 1. A Figura 3.10(b) mostra o mesmo padrio de
apresentacdo da Figura 3.10(a) agora para o Exemplo 3. A partir dos
grificos obtidos, verifica-se a pertinéncia da aproximagdo utilizada,
levando em conta o excelente casamento entre as curvas.

0,08
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0,06
0,05t

0,04

0,03
0,02

0,01

Elementos da diagonal de (3.24)

0

-0.01 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Iteragoes

(a)
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0,06 [
0,051
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0,03
0,02

0,01

Elementos da diagonal de (3.24)

0

_0’01 1 1 1 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Iteragoes
(b)
Figura 3.10. Teste da Aproximagdo (3.24). (Linhas cinza continuas)

{E[VT(n)w%T(n)] }i; (determinado por simulagdes de MC). (Linhas

tracejadas escuras) {E[VT(n)]E[wf’FT(n)]}i’i. De cima para baixo:

i=1,2,3,4 (a) M =8 e (b) M =64.

Nas Figuras 3.11, 3.12 e 3.13, o padrio de apresentacdo da Figura
3.10 é reproduzido, dessa vez para as aproximacgdes (3.25), (3.27) e
(3.29). Em geral, é observado um bom casamento entre simulacdes e as
expressoes utilizadas. S6 € percebida uma pequena discrepancia na Fig.
3.13(a), decorrente do fato dos sinais envolvidos ndo serem gaussianos
para M =8. Pode ser concluido que todas as aproximagdes utilizadas
sdo vélidas dentro das condi¢des em que foram aplicadas.
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Figura 3.11. Teste da Aproximagdao (3.25). (Linhas cinza)
{E[]A)_l(n)xT (n)x¥ (n)vy (n)wffT (n)]};; (determinado por simulagdes de
MC). (Linhas tracejadas escuras) {PE[VT(n)]E[W%T(n)]}i,i. De cima
para baixo: i =1,2,3,4. (a) M =8 e (b) M =64.
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Figura 3.12. Teste da Aproximagcdo (3.27). (Linhas cinza)
{E[VT(n)V¥(n)XT (n)x¥ (n)lA)_l(n)]}l-’i (determinado por simulacdes de
MC). (Linhas tracejadas escuras) [K(n)PT]
i=1,2,3,4. (a) M =8 e (b) M =64.

De cima para baixo:

it
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Figura 3.13. Teste da Aproximagdao (3.29). (Linhas cinza)
{ED™" (m)x1 (m)x1.(n)Vy (m)V1 (m)xp (W)x1. (W)D ™' (m)]};;  (determinado

por  simulagdes de  MC). (Linhas tracejadas  escuras)
{2PK(n)PT+Str[K(n)RT]},-’l-. De cima para baixo: i=1,2,3,4. (a)
M =8 e(b) M =64.
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3.6.3. RESULTADOS DE COMPARACAO PARA AS MATRIZES PE S

Nesta secdo, sdo apresentados os resultados de comparagdo entre
os elementos da diagonal principal das matrizes P e S calculados
utilizando simulagdes de MC, o PM e o método proposto. Os parametros
considerados sdo os mesmos do Exemplo 1. Os resultados obtidos para
as matrizes P e S sdo mostrados nas Figuras 3.14 e 3.15,
respectivamente.
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1 09 ® ® ® ® ® od

1 2 3 4 5 6 7 8
Indice dos elementos

Figura 3.14. Teste de aproximacdo da matriz P (3.14). (‘x’)
Simulacdes de MC. (‘0”) PM. (‘0’) Método proposto.
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Figura 3.15. Teste de aproximacdo da matriz S (3.30). (‘x’)
Simulacdes de MC. (‘0”) PM. (‘0”) Método proposto.

3.7. CONCLUSOES

Este capitulo apresentou um modelo estatistico para o algoritmo
LMS-DT operando em ambiente ndo-estaciondrio. Adicionalmente, o
caso estaciondrio pode ser obtido a partir do modelo desenvolvido. A
andlise realizada € independente da ordem do filtro e do comprimento da
janela de observacdo usada para estimar a poténcia do sinal em cada
sub-banda. Expressdes para o erro em excesso, desajuste e passo de
adaptacdo para o erro minimo em excesso sdo também derivadas. Além
do mais, uma expressdo matemadtica que relaciona o grau de ndo-
estacionaridade e o desajuste do algoritmo foi apresentada.
Comparagdes entre os resultados obtidos a partir do modelo proposto e
simulacdes de MC confirmam uma precisdo muito boa das expressoes
apresentadas.



CAPITULO 4
MODELAGEM ESTATISTICA DO ALGORITMO CSG APLICADA PARA
UM ARRANJO ADAPTATIVO DE ANTENAS

4.1. INTRODUCAO

Nos dltimos anos, as redes de comunicacdo sem fio vém
experimentando um aumento crescente no nimero de usudrios, gerando,
assim, sérios problemas em ambientes densamente urbanizados, visto
que o espectro de freqiiéncias estd se aproximando do limite de sua
capacidade [33]; nesses casos, células setorizadas sdo utilizadas. Para
superar a barreira de limitagcdo do espectro, € necessdrio reduzir o
tamanho das células, aumentando assim a reutilizacdo de freqiiéncias.
Por exemplo, em um esquema de sete células por cluster, com trés
setores de 120° por célula, a quantidade de freqiiéncias portadoras
oferecida a cada setor é 1/21 do total de freqiiéncias disponiveis. Um
esquema de trés células por cluster incrementa a capacidade por um
fator de aproximadamente 7/3 (veja Figura 4.1). Porém, a distincia entre

células com cocanais interferentes decresce por um fator de +/21/9,
aumentando o nivel de interferéncia entre canais [33].

(a) (b)

Figura 4.1. Configuracdes do sistema celular: (a) esquema de 7 células
por cluster; (b) esquema de 3 células por cluster.
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Uma estratégia para reduzir a interferéncia entre canais € utilizar,
na estagdo de rddio base (ERB), arranjos de antenas com diagramas de
irradiacdo conformados segundo a posicdo dos terminais méveis da
prépria célula e do cocanal.

Idealmente, toda ERB deveria conhecer a posicdo de todos os
terminais méveis da drea, obtendo assim uma solugdo 6tima global. No
estado de desenvolvimento atual, isso ndo € ainda possivel de ser
implementado. Nos dias de hoje, tudo o que uma ERB conhece sobre os
terminais moveis das células vizinhas € determinado através dos sinais
do enlace reverso (uplink) do arranjo. Com essa informacdo disponivel,
pode ser usada uma abordagem em que as células vizinhas reduzam a
poténcia transmitida na dire¢@o dos terminas méveis do cocanal; assim,
a interferéncia é reduzida globalmente.

Nos sistemas em que a comunicacdo bidirecional (full-duplex) é
realizada através da técnica de divisdo de freqiiéncia (FDD — frequency
division duplex), um canal € utilizado para o enlace reverso e outro
préximo para o enlace direto (downlink). Para sinais com freqiiéncias na
faixa dos gigahertz, comumente usadas em comunicacdes celulares, as
freqiiéncias portadoras dos enlaces (reverso e direto) estdo
suficientemente separadas para que o desvanecimento (fading) nao afete
ambos os enlaces da mesma forma. Apesar disso, as bandas de ambos os
enlaces em FDD estdo geralmente proximas, o que faz com que a
geometria do ambiente de propagacdo seja similar, resultando assim em
matrizes de covaridncia similares [34]. Em [35] e [36], essa propriedade
€ explorada para o controle do arranjo adaptativo considerando
estimativas das matrizes de covariancia, tanto do sinal do enlace direto
quanto do sinal interferente (ambas obtidas a partir dos sinais do enlace
reverso). Em [25], esse procedimento é utilizado para estabelecer uma
funcdo objetivo, cuja maximizac¢do aproxima uma solucdo 6tima global
em uma rede cooperativa, sem a necessidade de comunica¢do entre
células. A partir dessa func@o objetivo, € obtido o algoritmo do
gradiente estocdstico com restricdes (CSG). O CSG € um algoritmo de
baixa complexidade computacional, com uma velocidade de
convergéncia satisfatéria [25].

O desempenho do arranjo adaptativo pode ser avaliado através da
funcdo de distribuicdio de probabilidade (FDP) da SINR
(signal-to-interference-plus-noise ratio), denotada por F(y),levando em
conta um conjunto amplo de condi¢cdes de operacdo. Assim, faz-se

necessdrio considerar um nimero grande de combinagdes de angulos de
chegada tanto para o sinal do enlace reverso quanto para os sinais
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interferentes de cocanal. Dessa forma, a avaliacdo de desempenho do
algoritmo requer um nimero grande de simulagdes; considerando, além
das muitas combinac¢des de angulos de chegada, numerosas realizagoes
do algoritmo para se obter valores médios. Nesse caso, torna-se
importante dispor de um modelo apropriado que descreva o
comportamento do algoritmo adaptativo, permitindo obter essa
informacdo utilizando agora expressdes analiticas ao invés de
simulacdes. Assim, neste trabalho, sdo propostos modelos analiticos
para o momento de primeira ordem do vetor de pesos do arranjo
adaptativo e para a curva de SINR. Esses modelos sdo derivados
assumindo passos de adaptacdo pequenos, condi¢do essa em que O
sistema apresenta uma convergéncia suave.

4.2. ALGORITMO CSG

O diagrama de blocos de um arranjo adaptativo de antenas é
mostrado na Figura 4.2, no qual o sinal de enlace direto € dividido em
N ramos. Cada um desses sinais € multiplicado pelo seu

correspondente peso complexo w;(n) com i=1,...,N. O objetivo do
algoritmo adaptativo € ajustar os pesos do arranjo, visando aumentar a
poténcia irradiada na dire¢do do terminal mével da propria célula B e
reduzir a poténcia do sinal transmitido a terminais méveis Fr- das

células  vizinhas (cocanal). Tais poténcias s8o expressas,
respectivamente, como

Pe=w'Rcw 4.1

Poc = WIRW 4.2)

onde W =[w, w,..wy]" denota o vetor de pesos complexos, e Ry e

R sdo, respectivamente, a matriz de covariancia do sinal do enlace
reverso € a matriz de covaridncia do sinal interferente de cocanal.

Assim, o algoritmo de adaptacdo deve maximizar a seguinte func¢do
objetivo [25]:
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- W R W
w'(Ree +Ry)w

&

4.3)

onde R, ¢ a matriz de covaridncia do ruido aditivo. Aqui serd

considerado que o ruido aditivo € i.i.d com variincia unitdria; portanto
R, =I, sendo I a matriz identidade. Note que o vetor de pesos

complexos w em (4.3) é a varidvel independente daquela funcdo
objetivo deterministica. O algoritmo CSG, dado em [25], é obtido a
partir de uma interpretagdo intuitiva de (4.3), considerando w(n) no

2

lugar de w, onde w(n) ¢é agora variante no tempo, resultante do

processo adaptativo discutido a seguir. Assim, utilizando o algoritmo de
descida mais ingreme (steepest descent algorithm) para a poténcia do
sinal interferente e o algoritmo de subida mais ingreme (steepest ascent
algorithm) para o sinal do enlace reverso, consegue-se maximizar (4.3).
Entretanto, essa estratégia pode resultar em baixa velocidade de
convergéncia quando a atualizacdo dos pesos fizer com que os termos
do numerador e do denominador de (4.3), simultaneamente, aumentem
(ou diminuam).

v v v
s(n)  u(n)
A (&) WM
Algoritmo
Adaptativo
A A A

(n)

»

Figura 4.2. Diagrama de blocos de um arranjo adaptativo de antenas.

Uma solugdo heuristica para tal problema € utilizar um esquema
de atualiza¢do em dois estdgios. No primeiro estdgio, o numerador de
(4.3) é adaptado mantendo o denominador fixo; no segundo, o
denominador € adaptado, mantendo o numerador fixo.
Matematicamente, esse processo pode ser implementado incorporando
uma matriz de projecdes na equagdo de atualizagdo. O algoritmo CSG



Model. estatistica do CSG aplicada para um arranjo adaptativo de antenas 103

utiliza o sinal de enlace reverso s(#) e o sinal interferente de cocanal

u(n) para estimar as matrizes de covaridncia Ry e R,

respectivamente. Assim, para o caso de dois interferentes, as equacgdes
de atualizacdo dos pesos sdo, conforme [25], dadas por

R, () R, ()

vi(n)=w(n)+u, | I- ~- > R (mw(n), (4.4)
[w @[” oy
0= ) 1= (”) R, +R, (W) @45)
S I’l
€

v, (n)
wn+l)=—2— 4.6
V>0 *o

onde ﬁs = s(n)sH (n) e ﬁuk =u, (n)u? (n) sdo estimativas instantaneas
de Rjc e R, respectivamente. Em (4.4) e (4.5), u, € U, sdo os
passos de adaptacdo. O vetor de pesos € normalizado a cada atualizagao,
mantendo o termo wIw em (4.3) invariante.

4.3. MODELAGEM ESTATISTICA DO ALGORITMO CSG

Nesta secdo, é desenvolvido um modelo estocastico que descreve
o comportamento do vetor de pesos, sendo utilizado para determinar
expressdes para a SINR. Para tal, é assumido que os elementos dos
vetores de entrada s(n) e wu,(n), para k=12, sio amostras de um

processo estocdstico. Em conseqiiéncia, a mesma suposicio ¢é
considerada para o vetor de pesos.

4.3.1. MOMENTO DE PRIMEIRA ORDEM DO VETOR DE PESOS
O primeiro passo para se obter o modelo que descreve o

comportamento dos pesos € aplicar o operador valor esperado em (4.6).
Assim,
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Elwn+ = E| -2 | (4.7)
[[v2 ()

7

O célculo do valor esperado (4.7) ndo € uma tarefa trivial.
Contudo, considerando que a evolugdo de v,(n) € suave (condi¢do de

dispersdo pequena, isto €, quando o desvio padrido é muito menor do que
a média), a seguinte aproximacdo pode ser aplicada [37]:

- Elv,(m)]
E[w(n+1)]= By, o0l (4.8)

Uma dispersdo pequena em v,(n) € garantida na condicdo de

passo de adaptacdo pequeno. O vetor de pesos e o sinal recebido sio
assumidos independentes, o qual é também justificado na condig¢do de
passo de adaptacdo pequeno [8]. Entdo, tomando o valor esperado de
ambos os lados das expressoes (4.4) e (4.5), obtém-se

E[v,(n)]= Elw(n)] + 1, ([-RY —RY )R E[w(n)] 4.9)
€
E[v,(m)]= E[v;()] -, A-RY)R, +R, DEWm]  (4.10)
s(n)s" (n) u, (mu, " (n)
onde R? =E|l—| ¢ RE =E| -tk | sio matrizes de
s (n)s(n) k u! (muy (n)

covaridncia normalizadas e RS=E[ﬁs(n)] e Ruk =E[ﬁuk (n)]. O

cdlculo das matrizes RY e lek ¢ apresentado no Apéndice 3.

Agora, substituindo (4.9) em (4.10) e a expressdo resultante em
(4.8), obtém-se a expressdo final para 0 momento de primeira ordem do
vetor de pesos. Assim,

AE[w(n)]
JEW! () BE[w(n)]

Elw(n+1D]= 4.11)
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com

A=[T+p,T-R} -RYOR -, A-ROR, +R, )] (4.12)

B=A"A. (4.13)

A expressdo (4.11) também pode ser interpretada através do
método da poténcia, utilizado para obter o autovetor associado ao
autovalor dominante de uma matriz diagonalizdvel. Assim, o valor em
regime permanente para o vetor de pesos médio é o autovetor associado
ao autovalor dominante de A [38].

Neste ponto, € importante observar que a andlise do vetor de erro
nos pesos, definida como a diferenca entre o valor atual do vetor de
pesos e os pesos Otimos, ndo pode ser aqui aplicada, visto que para o
caso de arranjo de antenas ndo existe somente um vetor de pesos 6timo
[25].

4.3.2. RAZAO SINAL/RUIDO-MAIS-INTERFERENCIA (SINR)

Maximizar a SINR € o objetivo fundamental do arranjo
adaptativo no problema aqui tratado e, portanto, o comportamento da
SINR ¢é um importante indicador do desempenho do algoritmo
adaptativo. Por defini¢do, a SINR é dada por

_ E[Rc)] i
E[Pec(n)]+0; .19

onde A-(n) € a poténcia instantdnea do sinal ttil, F--(n), a poténcia

2

instantanea do sinal interferente e o

a poténcia do ruido aditivo. Por

simplicidade, aqui serd considerado G%l =1. Assumindo que o vetor de

pesos e os sinais de enlace direto sdo independentes, a SINR pode ser
expressa como

E[w" (mR;cw(n)]
Elw! (mRew(n)]+1

Y(n) = (4.15)
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A expressio (4.15) pode ser reescrita por

t[R K (n)]

Y= R Ko+ 1

(4.16)

onde K(n)= E[w(n)wH(n)] ¢ o momento de segunda ordem do vetor

de pesos.

De (4.16), conclui-se que conhecendo o comportamento do
momento de segunda ordem do vetor de pesos pode-se também
conhecer o comportamento da SINR.

Uma das caracteristicas do algoritmo CSG € a pouca
variabilidade obtida entre diferentes realizacdes. Entdo, um modelo que
descreva o comportamento do algoritmo deve ser simples o suficiente
para justificar sua aplicacdo no lugar de simulagdes de Monte Carlo.
Visando a simplicidade do modelo, a seguinte aproximacdo ¢é
considerada:

E[K(n)] = Elw(n)w (n)] = Eflw(m)]E[w (n)]. 4.17)

Tal aproximacdo € bastante utilizada na andlise do algoritmo
LMS, apresentando resultados aceitdveis [39], sendo valida para passos

de adaptacdo pequenos. Assim, o comportamento da SINR ¢
determinado a partir de

_ E[w! ()R cE[w(n)]
V) =—— .
E[w" (n)]RcE[w(n)]+1

(4.18)

Finalmente, para obter (4.18) pode ser utilizado o modelo do
momento de primeira ordem do vetor de pesos (4.11).

4.4. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta secdo, sdo apresentadas comparacgdes entre resultados
obtidos por simulacdes de Monte Carlo (MC) e a partir do modelo
proposto. Os resultados sdo divididos em trés grupos: FDP da SINR em
regime permanente, convergéncia da SINR e convergéncia dos pesos.
Em todas as simulagdes desta secdo sdo consideradas duas fontes
interferentes e as matrizes de covaridncia sdo obtidas utilizando o
modelo de sinal apresentado em [25].
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4.4.1. FUNCAO DE DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADES DA SINR

Para o enlace reverso, € assumido que o angulo de chegada do
sinal do terminal mével da prépria célula 6, e os angulos de chegada

dos sinais interferentes, 8, e 8, , sdo tomados em valores discretos

(uniformemente espacados e quantizados a cada 4°) dos conjuntos
0, =(-60°, 607), 0, = (-36°, -12°) e 0,, = 12°,36%),

respectivamente. Para cada combinacdo de angulo de chegada, duas
matrizes K em regime permanente sdo determinadas, uma por
simulagdes de MC e outra utilizando o modelo proposto. As matrizes
K obtidas so substituidas em (4.16), obtendo assim as correspondentes
SINR. O conjunto resultante de SINR ¢ utilizado para calcular a FDP
segundo o método proposto em [25], tanto para os resultados obtidos
por simulacdes de MC (200 realizagdes independentes) quanto para os
obtidos pelo modelo proposto. Sdo consideradas quatro situacdes
resultantes da combinacdo de dois valores de abertura de angulo de
chegada, A, =A, = 3°e¢ 30°, e dois valores para o ndmero de elementos
por arranjo, N =4 e N =8. O conjunto de pardmetros para os quatro
casos €: [ =12 caminhos de desvanecimento independentes e passos de
adaptagdo P, =, =0,01. Para os sinais de enlace direto, é considerada
uma razdo sinal-ruido SNR =36 dB e uma razio interferéncia-ruido
INR =15 dB, representando uma situagdo pratica usual [25]. A
Figura4.3 mostra uma predi¢do muito boa obtida com o modelo
proposto. Cabe aqui ressaltar que para obter a FDP € necessdrio
considerar diversas condi¢des de operacdo do algoritmo e, portanto, a
proximidade entre as curvas da FDP obtidas por simulagéo e através do
modelo proposto reflete uma predicdo adequada em cada uma das
situagdes consideradas. Adicionalmente, pode-se observar que as curvas
da FDP para oito elementos estdo concentradas mais a direita do grafico
do que as correspondentes FDP para quatro elementos. Esse fato indica
um melhor desempenho do arranjo para um maior nimero de elementos.

4.4.2. CONVERGENCIA DA SINR

Para avaliar a convergéncia da SINR, denotada por Y(n), sdo

consideradas as mesmas quatro situacdes descritas anteriormente;
porém, € selecionada apenas uma combina¢do de angulos de chegada
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0, 6, e 6,,. Também, o valor do passo de adapta¢io ¢ modificado,

visando obter o maior valor de SINR em regime permanente para a
combinacdo de angulos considerada. Os demais pardmetros sdo
mantidos. A Figura 4.4(a) mostra os resultados de simulagcdes de MC e
do modelo proposto para valores de abertura de angulo de chegada

iguais a A, =A, =3" para N=4 e N=8. Para o caso de N =4, ¢
utilizado pg =p, =0,05=0,1n .., onde u . € o passo de adaptagio
maximo que pode ser considerado sem que se tenha divergéncia do
algoritmo, e, para N =8, é considerado p,=p, =0,01=0,1pn,. . A
combinacdo de  angulos de chegada  selecionados  sdo:
0, =60, 6, =—16"¢ 0, =36". A Figura 4.4(b) apresenta os resultados

para A, =A, =30°, considerando novamente duas situagdes: N =4 e
N =8. Para o caso de N =4, ¢ utilizado p, =p, =0,01=0,1p,, e,
para N =8, u,=u, =0,007=0,1n,.,..

Nota-se, neste exemplo, um casamento satisfatério entre
simulacido e modelo proposto. Os pequenos descasamentos observados
podem ser atribuidos a utiliza¢do da aproximacdo (4.17). A Figura 4.4
ilustra o comportamento do algoritmo sob uma das condi¢des de
trabalho consideradas para obter a Figura 4.3. Novamente, verifica-se
um melhor comportamento do algoritmo quando utilizado um maior
nimero de antenas no arranjo. Além disso, é ainda observada uma
reducdo de desempenho do algoritmo com o aumento da abertura do
angulo de chegada.

4.4.3. CONVERGENCIA DOS PESOS

Para avaliar a precisdo do modelo do vetor de pesos, sdo
consideradas as duas situacdes descritas na Figura 4.4(a), mostrando, em
cada caso, os resultados de simulacdes de MC e do modelo proposto,
tanto para a parte real quanto para a parte imagindaria dos pesos. Todos
esses resultados sdo verificados na Figura 4.5, onde € constatado um
excelente casamento tanto em regime transiente quanto em regime
permanente. Esse fato € conseqiiéncia da forma de cdlculo das matrizes

de covariincia normalizadas RlN considerada. Qualquer imprecisdo no

célculo das matrizes de covaridncia normalizadas levaria o modelo a
valores em regime permanente diferentes dos obtidos por simulagao.
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Figura 4.3. Comportamento da fun¢éo distribuicdo de probabilidade da
SINR. Simulagées de MC (linha cinza); modelo proposto (linha

tracejada escura). (a) FDP para quatro elementos e A, =A, =3". (b)
FDP para quatro elementos e A, =A, =30". (c) FDP para oito
elementos e A, =A, =3". (d) FDP para oito elementos e A, =A, =30°.
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Figura 4.4 Comportamento de convergéncia de 7y(n). Simulacdes de
MC (linha cinza); modelo proposto (linha tracejada escura). (a)
Comportamento  para A =A, =3".  (b) Comportamento  para

A, =A, =30".
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Figura 4.5. Comportamento dos pesos. Simula¢gdes de MC (linha cinza);
modelo proposto (linha tracejada escura). Situacdo para N =4: (a)
Parte real dos pesos. (b) Parte imagindria dos pesos. Situagdo para
N =8: (c) Parte real dos pesos. (d) Parte imagindria dos pesos.
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4.5. CONCLUSOES

Neste capitulo, € apresentado um modelo estatistico para o
momento de primeira ordem do vetor de pesos do algoritmo CSG
considerando hipdtese de adaptagdo lenta e um problema de controle de
arranjos de antenas. A partir desse modelo, pode ser predito o
comportamento da SINR tanto em regime transiente quanto em regime
permanente. O modelo apresentado prediz satisfatoriamente o
comportamento do algoritmo para uma ampla variedade de condi¢des de
trabalho, como pode ser verificado através da fungdo de distribui¢do de
probabilidade da SINR. Tal precisao é conseqiiéncia da forma de cédlculo
das matrizes de covaridncia normalizadas, a qual & uma das
contribui¢des deste trabalho. O estudo do algoritmo CSG utilizando o
modelo proposto permitiu identificar um comportamento andémalo de
seu funcionamento e, portanto, sugerir uma forma de compensa-lo, a
qual é o objeto do préximo capitulo.



CAPITULO 5
CONSIDERACOES SOBRE O COMPORTAMENTO DO ALGORITMO CSG

5.1. INTRODUCAO

Neste capitulo, utilizando as expressdes do modelo estatistico
proposto no Capitulo 4, verifica-se a existéncia de um comportamento
andmalo do algoritmo CSG, aqui denominado comportamento
nao-balanceado. Tal comportamento tem origem na ndo maximizacio da
funcdo objetivo original do algoritmo CSG. As expressdes que
descrevem o comportamento médio dos pesos permitem obter dois
importantes objetivos neste trabalho, a saber:

i) Explicar o comportamento ndo-balanceado do algoritmo CSG.

il) Sugerir uma modificacdo no algoritmo CSG padrdo visando
compensar o comportamento ndo-balanceado.

O algoritmo modificado é chamado improved CSG (ICSG). As
expressdes apresentadas apenas consideram o caso de dois interferentes;
contudo, o procedimento pode ser generalizado para trés ou mais
interferentes. Resultados de simulagées numéricas sdo utilizados para
mostrar o desempenho do algoritmo proposto.

5.2. EQUACOES DE ATUALIZACAO

Para facilitar a leitura desta tese, as equagdes de adaptacdo dos
pesos do algoritmo CSG sdo reproduzidas a seguir:

R, (n) R, ()

vi(n)=w(n)+u, | 1- ~- > R (mw(n) (5.1)
(CC U]
€
R, R R
vy ()= v, (n) —, | I- “(”Z [R,, (m)+ R, (mIw(n) (5.2)
s

com
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v, (n)

N=—2"
R

(5.3)

onde ﬁszs(n)sH(n) e ﬁukzuk(n)ukH(n) denotam matrizes de

covariancia estimadas. Os pardmetros [L, € [, sdo os correspondentes
passos de adaptacdo do algoritmo. O vetor de pesos é normalizado a
cada iteracio, mantendo o termo w"(n)Iw(n) da fungdo custo
constante.

5.3. COMPORTAMENTO NAO-BALANCEADO

O propoésito desta se¢do € identificar, através de exemplos, a
degradacdo de desempenho do algoritmo CSG para algumas condi¢des
especiais de operagdo. Posteriormente, mostra-se que tal fendmeno tem
uma explicagdo tedrica, decorrente de uma combinagdo de dois efeitos:
(a) um ou mais angulos de chegada do sinal interferente apresentam
valores numéricos proximos ao do adngulo de chegada do sinal de enlace
reverso; e (b) os angulos de dispersdo dos sinais envolvidos sio
pequenos. Em todas as simula¢des apresentadas neste capitulo, as
matrizes de covaridncia sdo determinadas segundo o procedimento
discutido no Capitulo 4, considerando doze caminhos de dispersdo
independentes (/ =12). Para os sinais de enlace direto, é considerada

uma razdo sinal-ruido SNR=36 dB e uma razdo interferéncia-ruido
INR =15 dB, representando uma situagdo pratica usual [25]. Para as

simulacdes de Monte Carlo (MC), sdo consideradas 100 realizag¢tes
independentes.

Definidas as condi¢des de operagdo, primeiramente, &
considerado um caso no qual o algoritmo CSG tem um comportamento
padrio e, em seguida, outra situacdo ocorrendo um comportamento
nao-balanceado.

5.3.1.CAsOI: 6,6, e 6, DISTANTES

Para o canal de enlace reverso, o dngulo de chegada do sinal é

6, =60 e os angulos de chegada dos interferentes sdo Gul:—12° e

GUZ =36°. Outros pardmetros sdo: dispersio do angulo de chegada
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A, =A, =3, nimero de elementos do arranjo N =4, passos de

adaptagdo u, =u, =0,05=0,1p,,,, (veja Figura 5.1).
5.3.2.CASOII: 6, =6,

Os parametros utilizados sdo os mesmos que os considerados no
Casol, exceto que agora 6,=86, = —-12°. A Figura5.1 mostra a

evolugcdo da SINR do algoritmo CSG para os Casos I e II avaliados.
Note que hd uma nitida degradagdo de desempenho do algoritmo,
observada pela curva da SINR para as condi¢gdes definidas no Caso II.
Na Figura 5.2, apenas a poténcia radiada para o terminal mével (TM)
dentro da prépria célula é mostrada. A Figura 5.3 apresenta o diagrama
de radiacdo do arranjo de antenas para o Caso II, considerando que o
algoritmo adaptativo atingiu o regime permanente. De acordo com essa
figura, observa-se que, nas condi¢des para o Caso II, o TM nio recebe
poténcia suficiente da ERB, indicando que o servico foi interrompido.

N=4,1=12,0,=[60°-12°], 0, =-12°.0
e =k, =0.05

=365, A, = A, =3,

u,

40

351

301

25

SINR (dB)

20

151

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Iteracdes

Figura 5.1. Evolu¢do da SINR para os casos considerados. (Linha
cinza) Caso I. (Linha escura) Caso II.
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40

Py (dB)

15 L

1 1 1 1 1 Il
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Iteragoes

Figura 5.2. Evolugdo da B para o Caso IL

N=4,1=12,0,=-12°.0, =-12°.0, =36 A, =A, =3 p =p, =005

]

0

1,5

120\ S : e / 120

-150

180
Figura 5.3. Caso II. Diagrama de radiacdo. Terminal mével da propria
célula (o). Interferentes (X).
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5.4. ANALISE

Nesta secdo, é discutida a causa da degradacdo do algoritmo
CSG, usando o modelo do comportamento médio dos pesos do referido
algoritmo apresentado no Capitulo4. A partir dessa discussdo, ¢é
proposta uma modificacio no algoritmo CSG, melhorando
significativamente o seu desempenho para algumas condi¢des especiais
de operacao.

5.4.1. COMPORTAMENTO MEDIO DOS PESOS

As expressdes do modelo que descrevem o comportamento médio
dos pesos sdo reproduzidas a seguir:

E[v,(n)]
Elwn+1)]=——2——
[w(n+1)] [E, (] (54
sendo
Elv,(m)] = E[v;(m] -, A-ROR,, +R, ) E[w(n)] (5.5)
€
Elv,(n)]= Efw(n)]+p, - Ry —RY )R E[w(n)] (5.6)
H H
onde R} =E{M} e RY =E{w:l sdo as matrizes
s (m)s(n) ‘ w (myuy (n)

de covariancia amostral normalizada.

Entdo, substituindo (5.6) em (5.5) e a expressdo resultante em
(5.4), obtém-se a seguinte expressdo para o comportamento médio dos
pesos:

A E[w(n)]

E[w(n+1)]=
JEWH (m)]APA Elw(n)]

(5.7

com

A=T+p I-Ry -RIOR, -, A-RI(R, +R,). (5.8)
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5.4.2. DISCUSSAO SOBRE O COMPORTAMENTO NAO-BALANCEADO

O Caso II, apresentado na Secdo 5.3, indica a existéncia de uma
perda evidente de desempenho do algoritmo CSG para algumas
condi¢des especiais de operacdo. Nesta secdo, esse comportamento
andmalo do algoritmo é discutido.

O algoritmo adaptativo, que controla o arranjo de antenas, deve
ajustar os pesos do arranjo de forma que a poténcia radiada para o TM
da prépria célula seja maximizada e que a poténcia radiada para os TMs
de cocanal, minimizada. Assim, quando ocorre o comportamento
ndo-balanceado, o algoritmo CSG prioriza a minimizag¢do da Fr- em
detrimento da maximiza¢do da B-. Com a ajuda do modelo do

algoritmo, € possivel entender tal comportamento, o qual é discutido a
seguir.

No caso em que o sinal s(n) tem o mesmo angulo de chegada do
sinal interferente u,(n) e os angulos de dispersdo dos sinais envolvidos
sao semelhantes, as matrizes de covariancia R; e R, sdo
aproximadamente iguais. O mesmo ocorre para as matrizes de

covaridncia das amostras normalizadas R) e Rllfl . Assim, substituindo

R, por Ry e Rlljl por RF em (5.6) e apds aplicar a propriedade

distributiva no segundo termo, obtém-se

Elv,(m)] = E[w(n)]+ u (R E[w(m)] - RIRE[w(n)] - R} RE[w(n)]}.
(5.9

Considerando que qualquer matriz R e sua correspondente
versdo amostral normalizada RN t8m os mesmos autovetores (veja
Apéndice 3), entdo, para cada produto da forma RNR, podemos
escrever

RYR = QANQMQAQ! = QANAQ! (5.10)

onde Q € a matriz de autovetores de R, e A ¢ AN sdo matrizes

diagonais contendo os autovalores A; e klN (para i=1,2,..., N) de R
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e RN, respectivamente. Quando a dispersdo do angulo de chegada for

pequena (por exemplo, A=3"), as matrizes de covaridncia obtidas a
partir do modelo de sinal utilizado em [25] t€m uma grande disperséo
entre seus autovalores, resultando em um autovalor dominante A;, isto
é A >>XL, >..>ky. Por sua vez, a matriz RN tem também um

autovalor dominante cujo valor é ligeiramente menor do que 1 (veja
Apéndice 4). Como resultado, podemos considerar as seguintes

aproximagoes: ANA =0A e RYR = oR, para 0 < o<1, obtendo-se
R?RSE[w(n)] = oR E[w(n)]. (5.11)
Substituindo (5.11) em (5.9) resulta

ELv, ()] = Elw(m)]+p,{(1- R E[w(n)]- R} RE[w(m]}.  (5.12)

Analisando (5.12) observa-se:

i) O termo R E[w(n)] objetiva maximizar a poténcia radiada ao
TM da prdpria célula. Isso é inferido do fato que o gradiente do

numerador da fungdo custo (2.1) é RycE[w(n)] e R, ¢

equivalente a Ry..

i) O termo RuNzRSE[w(n)] evita radiar poténcia ao TM de

cocanal. Esta caracteristica € intrinseca a natureza do algoritmo.

Como resultado, o termo Rli R E[w(n)] em (5.12) é dominante

quando comparado com (1-o)R E[w(n)], sendo que sob as condigdes
do comportamento ndo-balanceado, Ot torna-se aproximadamente igual
a 1. Nesse caso, constata-se através das expressdes do modelo que o
algoritmo CSG d4 mais importancia a minimizacdo da interferéncia de
cocanal, ndo entregando poténcia suficiente para o TM da prépria célula.
Um efeito similar ¢ observado quando R, =R, ou R, =R, =R,.
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5.4.3. ALGORITMO CSG MODIFICADO

Nesta sec¢do, uma modificacdo no algoritmo CSG é proposta. O
algoritmo modificado ¢é denominado improved CSG (ICSG),
compensando o comportamento ndo-balanceado do algoritmo CSG
padrio discutido anteriormente. Assim, considerando as expressdes do

modelo para o caso critico R, =R, uma possivel compensagdo para o
comportamento ndo-balanceado consiste na reducdo do efeito de
RuNzRSE[w(n)]. Tal reducdo deve ser proporcional a diferenca entre

R.E[w(n)] e Rllfl R, E[w(n)]. Uma forma direta para fazer isso &

incluir o fator (1—¢«) multiplicando o termo RLI:IZ R E[w(n)] em (5.12).

Assim, obtém-se a expressdo compensada como

Elvi(n)]= E[lw(m)]+p {(1-0)RE[wW(n)]-(1- (x)RLI:IZRSE[W(n)] }.
(5.13)

Esta solugdo é determinada utilizando as expressdes do modelo.
Agora, devemos determinar como as equagdes de atualizacdo do
algoritmo CSG devem ser modificadas para incluir o efeito da
compensacdo. Dessa forma, serd utilizado o caminho inverso ao seguido
para obter (5.12). Assim,

oR, R, =R} RI'R, (5.14)

R RIR =R RIR,. (5.15)

Entdo, substituindo (5.15) em (5.14) e a expressdo resultante em
(5.13), obtém-se

Elv,(n)]= E[w(n)]+ U {R; E[w(n)] - Rffl R, E[w(n)] -
(5.16)
-R{ R, E[w(m)]+ R} R} R, E[w(n)]}.
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Portanto, a inclusdo do vetor RN RNR JElw(n)] em (5.6)
compensa o comportamento ndo-balanceado quando Rul =R,.

Similarmente, para o0  caso Ru2 =R,, o termo
RNRNR JE[w(n)] deve também ser incluido na expressdo de

atuahzagao (5.6), obtendo-se

Elv,(m)]= Elw(m)]+p I-Ry R} +RIRY +

5.17
+R{ R} R, E[w(n)]. C-17)

Em situacdes ndo criticas, o produto de matrizes RN RNR e
RN RN R, pode ser desprezado em comparagdo com R, RNR e

R?ZR levando a um comportamento similar ao algoritmo CSG

padrio. Visto que um melhor desempenho é verificado considerando as
expressdes do modelo (5.17), podemos entdo formular o algoritmo

ICSG incluindo estimagOes instantdneas das matrizes Rlljl R?Z e

S

R} R}

Uy

para [40]

nas expressoes do algoritmo CSG. Portanto, (5.1) é modificada

R, R, R, R,
TR T W
LR Ry |
||uz<n>|| Joyof?

vi(n)=wmn)+u | I-
(5.18)
R (m)w(n)

com as expressoes (5.2) e (5.3) permanecendo inalteradas.
O algoritmo proposto também melhora o desempenho do

algoritmo CSG padrdo para R, =R, =R,. Note que o algoritmo
ICSG tem carga computacional similar a do algoritmo CSG, com ordem
de complexidade O (N).
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5.5. DESEMPENHO DO ALGORITMO ICSG

Esta secdo avalia o desempenho do algoritmo ICSG
comparando-o com aquele do algoritmo CSG padrdo. Assim, trés
exemplos sdo apresentados. Para cada algoritmo, as curvas obtidas a
partir de simulagdes de MC e através de predi¢cdes do modelo sdo
mostradas objetivando validar a abordagem proposta.

5.5.1. EXEMPLO 1

Neste exemplo, o caso R, =R ¢ considerado. Os pardmetros

utilizados sdo N =4, 6,=6, =-12°, 6, =36", A;=A,=3" ¢

u, =u, =0,05=0,1n,,,. A Figura 5.4 mostra a evolugdo da SINR para
os algoritmos CSG e ICSG. Na Figura 5.5, o diagrama de radiacdo do
arranjo de antenas € mostrado considerando que os pesos do arranjo
tenham atingido o regime permanente.

u

21,0 —= = o
205, ICSG - Simulagdes de MC

ICSG - Modelo

2007 CSG - Model

- oaclo
19,5} 4
19,0

18,5

SINR (dB)

18,0

175¢ N=4,1=12,0,=-12, 0, =-12°, 0, =36’

17,0 SNR=36dB, INR=15dB, A, =A, =3, u, =p, =0,05

16,5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Iteracoes

Figura 5.4. Exemplo 1. Curva da SINR. Algoritmo CSG: (linhas cinza)
simulacdes de MC; (linhas tracejadas escuras) predi¢gdes do modelo.
Algoritmo ICSG: (linhas tracejadas cinza) simula¢cdes de MC; (linhas
pontilhadas escuras) predi¢des do modelo.
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M=41=12,06,=-12°, 0

=-12°, 0, =36", A=A, =3, p =y, =0.05
0

u;

1,5

1 90

/120

150
(a)

M=41-12,8,--12",8, =-12°, 8, =36, A, =A, =3", p, =p, =005

u

(b)

Figura 5.5. Exemplo 1. Diagrama de radiacdo. Terminal mével da
prépria célula (o). Interferentes (X). (a) Algoritmo CSG. (b) Algoritmo
ICSG.
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5.5.2. EXEMPLO 2

Neste exemplo, o caso R, =R, ¢ avaliado. Os pardmetros
utilizados sdo N =8, 6,=6, =36", 0, =-36", A=A, =3 e

u, =p, =0,01=0,1u,,... A Figura 5.6 mostra a curva da SINR para os

algoritmos CSG e ICSG e a Figura 5.7, os diagramas de radiacdo
correspondentes para o regime permanente.

21,0 P —

= ICSG - Modelo /

ICSG - Simulagdes de MC

20,5

20,0
o) CSG - Modelo
o
St
v 19,5
E CSG - Simulagées de MC
9]
19,0

N=8 =12, 0,=36",0, =-36", 0, =36’

18,5 SNR=36dB, INR=15dB. A, =A, =3, p, = p, =001

1 8’0 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Iteracdes

Figura 5.6. Exemplo 2. Curvas da SINR. Algoritmo CSG: (linhas cinza)
simulacdes de MC; (linhas tracejadas escuras) modelo. Algoritmo
ICSG: (linhas tracejadas cinza) simulacdes de MC; (linhas pontilhadas
escuras) modelo.
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M=81=12,0,=36", 8, =-36", 0, =36", A=A, =3", p, =y, =0,01

(a)
M=81=120,=360, =36, 0, =36, A, =A, =3", u,=p, =001

0

1,5

-90 90

120\ ST /120

180
(b)
Figura 5.7. Exemplo 2. Diagramas de radiacdo. Terminal mével da

prépria célula (o). Interferentes (X). (a) Algoritmo CSG. (b) Algoritmo
ICSG.
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5.5.3. EXEMPLO 3

Neste exemplo, o caso R, =R, =R, ¢ considerado. Os

pardmetros utilizados sao N =8, 6,=0°, 6, =-12°, 0, =127,

B! uz

A=A, =3 e pn,=n,=0,05=0,1n,,,. A Figura 5.8 mostra as curvas
da SINR para os algoritmos CSG e ICSG e a Figura 5.9, os
correspondentes diagramas de radiacio em regime permanente. As
figuras apresentadas mostram um bom casamento entre simulacdo
numérica e o modelo proposto, a pesar de pequenos desvios para o
algoritmo CSG padrdo, validando assim os aspectos tedricos
considerados.

Os diagramas de radiag@o, apresentados nas Figuras 5.5(a), 5.7(a)
e 5.9(a), mostram que durante o comportamento ndo-balanceado do
algoritmo CSG padrdo, o TM nio recebe poténcia suficiente da ERB,
indicando que o servigo foi interrompido. Por outro lado, as antenas
controladas pelo algoritmo ICSG [veja Figuras 5.5(b), 5.7(b) e 5.9(b)]
fornecem poténcia suficiente ao TM em todas as condi¢des de operagado
consideradas.

30

o - aata - WAD" " Bt "—-"—w-v——\-ﬂ'*—-'—"v'—"—u---
\ ICSG - Modelo

25 |k
¥ ICSG - Simulagdes de MC

20

15 |
CSG - Modelo

10

/CSG - Simula¢des de MC

SINR (dB)

0 | pic =36dB, pee =15dB;
M=4,1=12,

A=A, =3, u,=p, =0,05

5| 0,=0". 0, =-12°,0, =12'

-10

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Iteracoes

Figura 5.8. Exemplo 3. Curvas da SINR. Algoritmo CSG: (linhas cinza)
simulagdes de MC; (linhas tracejadas escuras) modelo. Algoritmo
ICSG: (linhas tracejadas cinza) simulagdes de MC; (linhas pontilhadas
escuras) modelo.
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M=4,1=12,8,=0",0

uy

120

1801

210\

M=4,1=12,0,=0".0, =-12°, 6, =12",

270
(b)
Figura 5.9. Exemplo 3. Diagramas de radiagdo. Terminal mével da
prépria célula (o). Interferentes (X). (a) Algoritmo CSG. (b) Algoritmo
ICSG.

=-12°, 8, =12,
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5.6. CONCLUSOES

Neste Capitulo, foi discutido um comportamento indesejado do
algoritmo CSG. Tal anomalia surge quando estio combinadas as
seguintes situacdes: um ou mais angulos de chegada dos sinais
interferentes apresentam valores numéricos préximos ao angulo de
chegada do sinal dtil. A essa condi¢do tem-se associada também uma
dispersdo pequena do angulo de chegada dos referidos sinais. Entio,
baseado no modelo que descreve o comportamento médio dos pesos, o
comportamento nao-balanceado do algoritmo CSG foi explicado e uma
versdo melhorada do algoritmo CSG (ICSG) foi apresentada.



CAPITULO 6
CONCLUSOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

6.1. CONCLUSOES

Neste trabalho, foi desenvolvido e aplicado um conjunto de
ferramentas de andlise que auxiliam na modelagem estatistica de trés
destacados algoritmos adaptativos. Em particular, foram considerados
aqueles algoritmos baseados no gradiente, que usam o sinal de entrada
normalizado. Eles sdo os algoritmos NLMS, LMS-DT e CSG.

No Capitulo 2, foi apresentado um modelo estocdstico para o
algoritmo NLMS, assumindo apenas uma hipdtese simplificativa:
independéncia entre os pesos do filtro adaptativo e as amostras do sinal
de entrada. Decorrente dessa abordagem para obter o modelo, as
expressdes obtidas sdo matematicamente mais complexas do que outros
modelos similares disponiveis na literatura. Entretanto, os modelos
derivados s3o mais precisos para ambos o0s regimes, transiente e
permanente. Essa precisdo € devido ao fato que as matrizes envolvidas
no modelo sdo calculadas sem utilizar o Principio da Média (PM).

No Capitulo 3, foi discutido um modelo estatistico para o
algoritmo LMS-DT. Para tornar a andlise mais geral, o caso nao-
estacionario foi considerado; adicionalmente, o caso estaciondrio é
obtido a partir do modelo desenvolvido como um caso particular. A
andlise realizada é independente da ordem do filtro e do comprimento da
janela de observagdo utilizada para estimar a poténcia do sinal em cada
sub-banda. Os modelos resultantes apresentaram um casamento muito
bom com os resultados obtidos por simulacdes de Monte Carlo.
Expressoes para o erro em excesso, desajuste, passo de adaptagdo para o
minimo erro em excesso e a relacdo entre o grau de ndo-estacionaridade
e o desajuste foram também derivadas.

No Capitulo 4, modelos analiticos para o momento de primeira
ordem do vetor de pesos e para a curva de SINR do algoritmo CSG
foram derivados, considerando a hipétese de adaptacdo lenta. Em geral,
foi observado um bom casamento entre as curvas descritas por
simulacdes e aquelas obtidas através do modelo, tanto em regime
transiente quanto permanente. Utilizando as expressdes deterministicas
obtidas, foram avaliadas as particularidades do comportamento do
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algoritmo CSG, quando utilizado em arranjos de antenas aplicados em
sistemas celulares.

No Capitulo 5, foi apontado um comportamento indesejado do
algoritmo CSG. Tal anomalia surge quando estdo combinadas as
seguintes situagdes: i) o sinal ttil e um ou mais sinais interferentes vém
aproximadamente da mesma direcdo (dngulos de chegada proximos); ii)
o angulo de dispersdo de cada um dos sinais € pequeno. Entdo, baseado
no modelo que descreve o comportamento médio dos pesos, o
comportamento ndo-balanceado do algoritmo CSG foi explicado,
permitindo que uma versdo melhorada do algoritmo CSG fosse
proposta.

O presente trabalho fornece, também, novas ferramentas de
andlise para serem utilizadas na modelagem de outros algoritmos tipo-
NLMS. Também servem para melhorar a precisdo de modelos existentes
obtidos através de outras estratégias, tais como os baseados em equagdes
diferenciais estocdsticas [17] e na conservagdo de energia [1],
requerendo o cdlculo de valores esperados semelhantes aos considerados
nesta tese.

Especificamente, o fato de considerar valores esperados como
E{X(n)xT (n)/[xT (n)x(n)]} sem o uso do PM ndo apenas possibilita
modelagens mais precisas (como as discutidas nos Capitulos 2 e 3),
permitindo também evidenciar o comportamento ndo-balanceado do
algoritmo CSG, ndo sendo possivel usando o PM.

Os resultados obtidos deste trabalho de pesquisa deram origem a
12 artigos publicados em eventos nacionais, internacionais e revista. A
seguir, sdo listados tais artigos:
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the modified DNLMS algorithm for Gaussian data,” Proc. IEEE

International Telecommunication Symposium (ITS 2006),
Fortaleza, CE, Brasil, Sep. 2006, pp. 1-5.

2) J. E. Kolodziej, O. J. Tobias e R. Seara, "Célculo aproximado
de integrais hiperelipticas aplicado a modelagem estatistica do
algoritmo NLMS," Anais do XIII Encuentro de Educacion
Matemdtica en Carreras de Ingenieria — IV Internacional
(EMCI 13), Obera, Argentina, Out. 2006, pp. 1-11.
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3) J. E. Kolodziej, O. J. Tobias e R. Seara, “Modelagem de
algoritmos adaptativos normalizados para sinais gaussianos e
ndo gaussianos,” Anais do 5° Encuentro del Grupo
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antenas,” Anais do XXV  Simpdsio  Brasileiro de
Telecomunicagées, Recife, PE, Brasil, Set. 2007, pp. 1-6.

6) J. E. Kolodziej, O. J. Tobias, R. Seara e D. R. Morgan, “On the
constrained stochastic gradient algorithm behavior in wireless
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analytical model for the constrained stochastic gradient
algorithm,”  Proc. 16th  European Signal Processing
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Telecomunicagdes, Blumenau, SC, Brasil, Out. 2009, pp. 1-6.

6.2. TRABALHOS FUTUROS

Dentre as propostas para dar continuidade ao presente trabalho de

tese seguem algumas sugestdes:

Aplicar as ferramentas aqui desenvolvidas a outros algoritmos
adaptativos. Por exemplo, os algoritmos adaptativos em sub-
banda que guardam muita proximidade com o LMS-DT. Tais
algoritmos t€m muita importancia préitica devido a tendéncia
atual de utilizar algoritmos facilmente paralelizaveis.

Derivar modelos que relacionem a velocidade de convergéncia
com valores da SINR em regime permanente para os algoritmos
CSG e ICSG, permitindo assim, a partir delas, obter expressdes
para o passo de adaptacio 6timo.

Modelar os algoritmos adaptativos aqui estudados em condicdes
de adaptagdo rapida. Nessa condi¢do de trabalho, a hipdtese de
independéncia entre o vetor de pesos e os dados ndo poderia ser
mais considerada.
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APENDICE 1
CALCULO DA MATRIZ P

Neste apéndice, é proposto um método aproximado para o cilculo
da matriz P, cujos elementos estdo dados por

(A1.1)

=]

&; (n)

Para tal, € definido um vetor, dado por

M -1
S =— 3 x2 (- k) =—xT, (L, () (AL2)
Ma" M J

com I, =diag[l...10]. Utilizando (Al.2) e considerando processos
—
M
conjuntamente gaussianos, (A1.1) pode ser calculado através da seguinte
expressdo:

oo oo

. 1T, —,jR,],]/z
p(l’ .]) Ml j j T ] ¥ X d
\/(27:) Tdet(R; ;) = o %ijLX;
%/_J
M +1 integrais
(A1.3)
onde Rl- .= E[x; ] ¢ a matriz de autocorrelagdo de x; ;. Em (A1.3),

i,j l J
o indice de tempo n foi desconsiderado por s1mp1101dade. Para
determinar (A1.3), utiliza-se um procedimento similar ao apresentado no
Capitulo 2. Entdo, definindo uma func¢do auxiliar, denotada por

fri,j(®), com elementos dados por
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oo oo

Xr,i¥ -x L} 12
fr i,j(m) M+l .[ .[ <! S X, s dxi,j
\/(27:) Tdet(R; ;) = o %X
%/_/
M +1 integrais
(Al.4)
com
L, ;(@)=Qolg+R;)™ (ALS)
o valor esperado (A1.1) pode ser alternativamente escrito como
PG, j)= fr, j0). (A1.6)

Essa fungdo auxiliar permite resolver (A1.3) considerando uma
Unica integral, como mostrado na seqiiéncia. Assim, diferenciando

(Al.4) em relagdo a ®, o termo X; ]stz ; do denominador € eliminado,

resultando em

i (@) —M JdetlL; ()] o o
do  Jla®,,) "

(A1.7)

com

oo oo

M+l I I X, ¥, ;€ RO gy
Jen det[Llj(o))] ~
%,_/

M +1 integrais

o (@)= i)

(A1.8)

A expressdo (A1.8) pode ser vista como a correlacdo cruzada

entre xr; e xp;, sendo essas varidveis amostras de um processo
conjuntamente gaussiano com matriz de covaridncia L, ;(®). Como
Xt

i © Xxp; sdo, respectivamente, o primeiro e o (M +1)-iésimo
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elemento do vetor x;;, o fator o ;(®) pode ser substituido pelo

(I, M +1)-iésimo elemento da matriz L; j (®). Assim,

oy i,j((’o) -M[2wR; I +IM+1)_1Ri,j]1,M+1
o0 JdetQoR; T +1y,,))

(A1.9)

onde I,,,, denota uma matriz identidade de dimensdes

(M +1)xX(M +1). Considerando a autodecomposi¢io
R; ;I QS”AS”QS”, onde Q;; e A, ; sdo, respectivamente, a

matriz de autovetores e a matriz de autovalores de R; I, obtém-se

af;’j((l)) M[Qg;](zwAsz]+IM+1) QS—l] 11]11‘4"'1
o \/det(Z(oA +1,,)

(A1.10)

A expressdo (A1.10) pode ser reescrita de forma mais compacta
como segue:

afi,j(m) MqSlj(Z(DASl j M+1)_1Qs_,},jre,i,j
ow \/det(ZmAs’i’ i)

(Al.11)

onde ¢, ; ¢ um vetor contendo a primeira linha de Q; ; e r.; ; € um

vetor contendo a dltima coluna de R, ;. Simplificacdes adicionais

podem ser obtidas analisando a estrutura de Q Da definicdo da

i, j°

autodecomposi¢do temos que

Qr; 0

Qgi i =
N T -1
ri,jQT,iAT,i 1

(A1.12)

onde Qr; e Ag; sdo matrizes contendo 0s autovetores € 0S

autovalores, respectivamente, de Ry, 1, ; =E[Xr;(n)xp ;(n)] € um
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vetor de correlacdo cruzada entre bandas e 0 € um vetor nulo de

. . -1 _
comprimento M. Considerando agora que Q,; /Q;; ; =I,,,,, podemos

obter
: Qr, 0| | Q 0
T N (A1.13)
-1, QA1 Qr; 1 -1, ;Rp; 1
Além disso, podem ser estabelecidas as seguintes relagdes:
I
Leij = Al.14
d 65 ( )
e
4 =[q3”} (A1.15)

com qt; =[g;; ¢»-.-q; M]T contendo o primeiro elemento de cada

autovetor de Ry ;.
Agora, substituindo (A1.13), (A1.14) e (A1.15) em (A1.11), resulta

(A1.16)

- T
;. (@) M |:qT,i T CoAg; ; +1y ) : Qr,1; ;

Considerando a estrutura de R, ; /I, os primeiros M elementos

(autovalores) de Ag; : s@o coincidentes com os autovalores de R, e o

8,0, J

ultimo € igual a zero, levando a

afl-’j((n) B —Mq¥,i(2®AT,i +1y )_IQ%iri,j

do [det QoA +1,,)

Entao, considerando

(A1.17)
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)
5 frii@do = fi ;=)= fri ;(0) (AL.18)
0

eque fr; ;(0) =0, obtém-se
Lo T T
p(, j)= MqT,iHiQT,iri,j (A1.19)
onde os elementos da matriz diagonal H; sdo dados por

h (1) = T ! do

[ ' A1.20
O a+20h;)), [Ta+201,) ( )
k=1

Na expressao anterior, A, ,, para k=1,..,M, sdo os autovalores

da matriz Ry ;. As integrais de (A1.20) podem ser resolvidas seguindo

o procedimento apresentado no Capitulo 2. Assim, obtém-se

M/2

IBE [Z A I\ )+ B I )] (A1.21)
ll\/T
onde
M
a; =[x (A1.22)
k=1
Ao, M2oN
_ i,q”¥i,l i,q"i,j
ha =iz, 0 U, 5, (a123)
J#q
c
M2 )0
B, =[] -—bTha
g I_[7L v (A1.24)

gq=1
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APENDICE 2
DETERMINACAO DA MATRIZ S

Neste apéndice, um novo procedimento para determinar os
elementos da matriz S ¢é discutido. De acordo com a abordagem
proposta, os elementos da diagonal principal de S sdo calculados sem
utilizar aproximagdes, as quais conduzem, muitas vezes, a imprecisdes
no processo de modelagem. Nessa abordagem, os elementos fora da
diagonal principal s@o calculados utilizando o Principio da Média (PM).
Assim, os resultados obtidos com o método proposto sdo mais precisos
quando comparado com aqueles obtidos considerando outros métodos
disponiveis na literatura.

Para calcular os elementos da diagonal de S, um procedimento
similar ao apresentado no Apéndice 1 € considerado. Assim, utilizando a
definicdo formal do valor esperado de processos conjuntamente
gaussianos, tem-se

(=) oo T 1
$(i.i) = [ i e e JRL AT
1/(2n) det(Rp;) o o (X7;%7,)°
—
M integrais
(A2.1)

Aqui também é definida uma fungdo auxiliar, denotada por
g; (), escrita como

2
Xr I Mo )
((D — T,i . G ¥ xr ;M ( )XT’I/ZdXTJ
,/(27:) det(R ;) (XTzXTz)
M integrais
(A2.2)
com
M, (0)=Qol,, +R{ )™
Note que

5(i,i) = g;(0). (A2.3)
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Agora, derivando parcialmente duas vezes (A2.2) com respeito a

®, o termo (XLXTJ-)2 do denominador de g;(®) € eliminado, obtendo-

N+
g, (@) M?Jdet[M; ()]
= P: (@) (A2.4)
0w Jdet(Ry,)
com
B; (w) = 1 ,[ j x%,ie_X¥'iM;1(w)XT’i/ZdXT,i-

J QoM det[M; ()] = (A2.5)
—

M integrais

O fator B;(®) representa a variancia do sinal x;(n), portanto, € igual ao

(1,1)-iésimo elemento da matriz M; (). Dessa forma,

9%g;(®) MZ[(z(DRT,i +1y )_1RT,i I

A2.6
oo’ det(2wR,;+1 ) (828)
Considerando a autodecomposi¢ao de Ry ;, obtém-se
9°g,(0) _ M qr,; oAy, +1y) ' qr,
gi(®) _ T, i ) v (A2T)

oo’ JdetQoAy,+1,,)

Assim, os elementos da diagonal de S podem ser calculados
utilizando

s(i.D) = M>qr,Uar, (A2.8)

onde U; é uma matriz diagonal auxiliar com elementos dados por

u, (1, 1) :Djo T M doydw,.

J o A29
P07 (14 20y, [T A+ 20000 -
k=1
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Para determinar a expressdo anterior, pares de autovalores A; , de

R, sdo substituidos por sua média geométrica com multiplicidade

dois. Assim, considerando que as raizes sdo todas reais e diferentes, a
expansdo em fragcdes parciais de (A2.9) permite obter uma solugdo
fechada para a integral. Assim,

u;(l,1) =

A

g=1 "Yi,q il

M/ZAll
> 14 In(2)] )] +T[1+1n(le DIt (A2.10)

o

Os elementos fora da diagonal principal de S sdo calculados
utilizando primeiro o PM através de

. X1, X1, 1
s(z,J)=E! Tm’}:E!AZAZ}E[xTJxT,,-] (A2.11)
Gicj GiGj

e em seguida, considerando que as varidncias estimadas sdo ndo-
correlacionadas umas com as outras, resultando em

.. X1 i, j 1 1
s, j) = E| =551 | = E| = |Elep pop S 1E| = |. (A2.12)
6,67 &; 62

Finalmente, seguindo o procedimento apresentado em [24],
obtém-se

1 M M/2
E|— \/_ZC ), i=12,...,N (A2.13)
com
M2 )\ N
_ Lg "L,]
Cf,q—H—k Y (A2.14)
J

J#*q
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APENDICE 3
CALCULO EXATO DAS MATRIZES DE COVARIANCIA NORMALIZADAS

Neste apéndice, uma metodologia de cdlculo para as matrizes de

covaridncia normalizadas RY, definida como

RY - p| X' A3
X x1(n)x(n) '

¢ apresentada. Esse procedimento é similar ao apresentado no Capitulo
2, com a diferenca que aqui € considerando um vetor de sinais
gaussianos complexos x(n), com matriz de covariancia R.

Para determinar o valor esperado em (A3.1), é definida uma
funcdo matricial auxiliar Fc(®), cujos elementos sdo dados pela
seguinte expressao:

f(ci,j((’)

j xlxj —xHLc_lde
—00

L det(R) ’[O X'x (A3.2)
N integrais

1ntegr41 S

com L?C1 =R + ol Note que

H
E{M} =F.(0). (A3.3)

xT(n)x(n)

Diferenciando (A3.2) com respeito a ® e utilizando as
propriedades da func¢do densidade de probabilidade gaussiana complexa,
obtém-se

T{R[I+oR]" }

fei; (0= j iR, 4O (A3.4)
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Agora, utilizando a decomposi¢io R = QcAcQ(, onde Qe éa
matriz de autovetores de R e A é uma matriz diagonal contendo os

autovalores k;c, para i =1,2,...,N, de R, tem-se

H
E{x(n)x (n)

x" (n)x(n)

} Q:-HQ(. (A3.5)

Assim, o valor esperado (A3.1) é determinando a partir dos N
elementos da matriz diagonal Hg, dados por
?\’C

e (k, do. A3.6
etb= j(1+oox‘c)det(1+m1\c)m (A30)

A integral (A3.6) pode ser entdo calculada utilizando expansio
em fragcdes parciais. Como exemplo, considere-se o caso em que todos
os autovalores sdo diferentes, situacio comumente encontrada na

pratica, resultando na seguinte expressao para os elementos de H:

he (k k) = Alka+A2kln(kC)+ZB In(AL)

2 (A3.7)
i#k
com
C\N-2
A5 = )
HO“C kc (A3.8)
t¢k
50 MM
ik — N
A=A -2 (A3.9)
p
€
c M
Api = =AM Z WEaC (A3.10)

l¢k
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APENDICE 4
VERIFICACAO DO AUTOVALOR DOMINANTE

Neste apéndice, verifica-se a condi¢do de autovalor dominante da
matriz de covaridncia amostral normalizada quando ocorre o
comportamento ndo-balanceado descrito no Capitulo 5. Para tal,
considera-se que as matrizes de covariancia t€m grande dispersdo de
autovalores quando A — 0. Nesse caso, as seguintes relagdes sdo
vélidas:

1imﬁ—o i<i

vy =0, (A4.1)
c

1imﬁ— i<j

Hoxj = oo, J- (A4.2)

Os autovalores da matriz de covaridncia amostral normalizada
sdo dados por (A3.7). Para considerar o autovalor dominante, devemos
fazer k =1 em (A3.7), obtendo

N
he(LD) = AGAT + Ay In(AD)+ Y. B In(AL). (A4.3)
i=2

Analisam-se a seguir cada um dos termos de (A4.3) utilizando
(A4.1) e (A4.2):

i) Considerando o coeficiente Afcl, temos

C\N-2 C\-1
lim AS = lim ) = fim — ) =)™
AS0 A—>0H(;L;C _;b;C) A0 A (Ad.4)
1#1 H 1_E
*

o qual resulta no lim ASAC =1.
A—=0 7
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i) Agora, para o coeficiente Aéc |, temos

x([:
lim A21 == lim xCAHZ =1lim y =0.
j#l kc XC A=055 l—ﬁ (A4.5)
}\‘(C
J
E A . . C Cy _
m conseqiiéncia, lim A, In(A;")=0.
A—0 7
iii) Finalmente, para o coeficiente BS, obtém-se
C 4 C\N-1
hmB = lim M ) = lim ! =0, i#1
A-0 1T AS0 AE - %C)H(XC —AF)  A-0 }Lic A"
1#i 7\‘([: -1 H _F
1 1#i i

(A4.6)

resultando em hm ZB ln(kc) 0. Agora, usando (i), (ii) e (iii) em
=2

(A4.3), tem-se lim hc (LD =1.
A—0

Entdo, considerando os outros autovalores, i.e., hq(k,k) para
k #1, e utilizando novamente (A4.1) e (A4.2), obtém-se

lim A CAC =i 00" —fim — -0
H o H(?&C —A7) A0 - ASY T (A4
1#k 1k 7“@
lim Ay, =— lim kcAl D —=——=—1lim xCAl (> ——==0
A=0 J#k (5:_ k A /;tkl }\'
2C
J
(A4.8)
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A AHN!

! =0, j#k

A0 I
1#j

oquelevaa lim hic(k,k)=0 para k #1.
A—=0

lim BY, = lim = lim
kT AS0 (NE _kf)n (;JJC ALy a0 {7&]? B

(A4.9)





