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RESUMO

Investigamos a estrutura de estrelas hibridas levando em conta duas construgdes
diferentes. Uma é baseada na condicao de Gibbs para a coexisténcia de fases
e considera a existéncia de uma fase mista para as densidades intermedidrias,
entre as densidades onde a matéria é composta por hddrons e as densidades
onde a matéria € composta por quarks, a outra, é baseada na construgio de
Maxwell, e ndo possui fase mista. Neste trabalho a fase de hadrons € descrita
pelo modelo de Walecka nao-linear (WNL) e a fase de quarks pelo modelo de
Nambu-Jona-Lasinio (NJL). Concluimos que os resultados da matéria estelar
macroscopica sdo dependentes do modelo, mas, ndo sdo significantemente
diferentes para as duas construgdes.

Palavras-chave: Estrelas Hibridas. Fase Mista. Modelo de NJL.






ABSTRACT

We investigate the structure of hybrid stars based on two different constructi-
ons. One is based on the Gibbs condition for phase coexistence and considers
the existence of a mixed phase at intermediate stellar densities, between the
density where matter is composed of hadrons and the density where matter is
composed of quarks, the other is based on the Maxwell construction, and no
mixed phase is obtained. In this work the hadron phase is described by the
non-linear Walecka (NLW) model and the quark phase by the Nambu-Jona-
Lasinio (NJL) model. We conclude that the macroscopic stellar matter results
are model dependent but not significantly different for both constructions.
Keywords: Hybrid Stars. Mixed Phase. NJL Model.
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1 INTRODUCAO

Entender os processos envolvidos na explosdo de supernovas, na criaco
de objetos estelares compactos e em sua evolugdo temporal, requer um grande
esforco multidisciplinar com investigacdes em dreas tdo distintas como a
fisica nuclear e de particulas, termodinamica, teoria quantica de campos e
astrofisica.

1.1 EXPLOSAO DE SUPERNOVA

Quando uma estrela com massa entre 10 e 25 M, (massas solares),
ndo é mais capaz de fundir matéria em seu nicleo de forma a liberar ener-
gia, e portanto ndo ha nada que impeca o seu colapso gravitacional, a estrela
passa por um processo catastréfico chamado de explosdao de supernova. O
remanescente de uma supernova € uma gigantesca nuvem de poeira, cons-
tituida das camadas mais externas da estrela que sdo expelidas na explosao,
com um pequeno objeto compacto em seu interior, que €, na verdade, o an-
tigo nidcleo degenerado da estrela. Caso a massa do nicleo remanescente
seja grande o suficiente (da ordem de ~ 1.4 M) vamos ter o que é chamado
de protoestrela de néutrons. Uma protoestrela de néutrons, é uma estrela
de néutrons que ainda possui neutrinos aprisionados em seu interior, e por-
tanto apresenta uma temperatura elevada. Alguns poucos segundos apés a
explosdo, a estrela tornar-se-a novamente transparente aos neutrinos, que irdo
embora, resfriando-a. O objeto resultante ao fim deste processo € uma estrela
de néutrons fria, degenerada e estdvel.

1.2 ESTRELAS COMPACTAS

Estrelas compactas, que estdo divididas em dois grupos - estrelas de
néutrons e ands brancas - sdo cinzas de estrelas luminosas. Este é o destino
que aguarda os ndcleos de muitas estrelas. Qualquer objeto que seja formado
no fim da vida de uma estrela luminosa em particular, ird viver em muitos as-
pectos, imutdvel desde o momento em que foi criado. As estrelas de néutrons
podem tomar varias formas: estrela de hiperons, estrela hibrida, estrela de
quarks ou estrelas estranhas. Da mesma forma, ands brancas tomam formas
diferentes, com respeito a espécie nuclear dominante. Um buraco negro é o
destino provavel apenas para as estrelas mais massivas (acima de 25 M,).
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1.2.1 Protoestrela de Néutrons

Estrelas de néutrons evoluem de uma inicialmente quente protoestrela
de néutrons, cheia de neutrinos e fétons, formada do colapso de uma estrela
massiva seguida da ejecdo em uma supernova da maior parte da estrela pro-
genitora. A energia levada pela ejecdo é uma pequena fragdo, da ordem de
porcento, da energia que serd levada embora logo depois pelos neutrinos. A
fonte da energia € a energia de ligacdo gravitacional da estrela de néutrons (até
100 MeV por nucleon). Esta protoestrela de néutrons inicial ndo € isotérmica
e tem no interior temperaturas de varias dezenas de MeV (1 MeV ~ 10°K)e
uma alta densidade, assim até mesmo os neutrinos tem um tempo de difusdo
longo comparado com a escala de tempo dindmica do colapso. De fato, a
maior parte dos neutrinos escapa em aproximadamente 10 s carregando quase
toda a energia de ligacdo, em 20 s a temperatura cai rapidamente para 10 MeV
em seu interior e apenas alguns MeV na superficie. Apos isto, a estrela esfria
por mais emissdo de neutrinos, por raio-X e depois por emissdo de fétons,
levando alguns milhdes de anos para cair a uma temperatura na superficie de
10° K, tornando-se o que conhecemos como estrela de néutrons.

1.2.2 Estrelas de Néutrons

Estrelas de néutrons sdo as menores € mais densas estrelas conheci-
das. O termo “estrela de néutrons”é sugestivo e a0 mesmo tempo enganador.
Sem duvida estrelas de néutrons contém néutrons em seu interior mas elas
também podem conter outros barions, como prétons e hiperons e até mesmo
podem conter nicleos de matéria quarkionica em alguns casos. Desde as bai-
xas densidades de suas atmosferas até as altas densidades presentes em seus
nucleos, a constitui¢ao destes objetos compactos € fonte de grande discussio
na literatura [1-8]. Para as baixas densidades podemos ter prétons, néutrons,
elétrons e possivelmente neutrinos. Para as altas densidades a matéria estelar
se torna muito mais complexa, podendo incluir hiperons, kaons e até mesmo
quarks desconfinados.

1.3 EQUACOES DE ESTADO

Muitos trabalhos ja foram realizados a respeito da construcio de equacdes
de estado para a descricdo de objetos compactos [1,9]. Quando uma certa
equacdo de estado € obtida, ela € utilizada como entrada para as equacdes de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) [10,11] cuja solug@o nos dé a estrutura
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da estrela compacta, que € caracterizada por sua massa e raio. Uma equacio
de estado sé pode ser considerada apropriada ou inapropriada quando nos
baseamos em observacdes astronomicas. Porém, devido as dificuldades ex-
perimentais na medida da massa e do raio destes objetos compactos, muitas
incertezas existem, apesar de alguns resultados observacionais serem conhe-
cidos. Ainda € incerto, por exemplo, se as estrelas de néutrons sdo compostas
apenas por hadrons e 1éptons, necessarios para assegurar o equilibrio quimico
e a neutralidade de cargas [12-14], se sdo estrelas quarkidnicas [15,16], com-
postas por quarks desconfinados, ou mesmo se sao estrelas hibridas, contendo
ambas as matérias hadronica e quarkidnica em seu interior [2-4]. Cada uma
destas possibilidades € representada por uma grande variedade de modelos re-
lativisticos e até mesmo ndo-relativisticos usados para construir as equacdes
de estado.

Nos concentraremos na descri¢do das estrelas hibridas, as quais sdo
fonte de intensa discussao na literatura [1-8,17-23]. A discussdo presente em
[7] é particularmente interessante porque a existéncia de estrelas de quarks
mostrou-se questiondvel para os célculos realizados (que dependem forte-
mente de uma parametrizacdo especifica). Contudo, é salientado que a possi-
bilidade de uma populag@o mista (ou hibrida) é compativel com os célculos
da nucleacdo de matéria quarkionica dependente do modelo, o que reforga o
interesse em calculos de estrelas hibridas como objetos compactos. Célculos
recentes mostram a importincia do mecanismo de nucleagdo em processos de
transi¢do de fase da matéria hadronica para matéria quarkidnica [24,25].

Neste trabalho, a fase de hadrons é descrita pelo modelo de Walecka
nao-linear (WNL) [26] e a fase de quarks pelo modelo de Nambu-Jona-Lasinio
(NJL) [27,28]. Duas construcdes diferentes sdo abordadas: uma com uma
fase mista para as densidades intermedidrias e outra sem fase mista, onde as
fases de hadrons e de quarks ficam em contato direto. No primeira caso o
potencial quimico do néutron e do elétron sdo continuos através da matéria
estelar, que € a lei termodinamica padrao para a coexisténcia de fases, conhe-
cida como condi¢do de Gibbs. No segundo caso, apenas o potencial quimico
do néutron é imposto a ser continuo e o potencial quimico do elétron so-
fre uma descontinuidade. Esta condi¢do de apenas um potencial quimico ser
continuo para ambas as fases resulta da construcio de Maxwell.

Em nossa aproximacdo ignoramos efeitos de superficie e de Cou-
lomb para a estrutura da fase mista, assim os 1éptons estdo sendo conside-
rados como um gas de Fermi livre. Contudo, € vélido notar que a densidade
de energia na fase mista deve depender das contribui¢des eletromagnéticas
e de superficie, conhecidas como efeitos de tamanho finito. Em [29-31]
foi demonstrado que para uma tensdo superficial fraca a equacdo de estado
assemelha-se aquela obtida com a construcdo de Gibbs, enquanto para uma
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tensdo de superficie forte a equacdo de estado assemelha-se aquela obtida
com a construcdo de Maxwell. As diferencas entre as estruturas estelares
obtidas com ambas as construcdes sdo discutidas ao longo de todo o traba-
lho. Um calculo similar foi realizado em [31], aonde os efeitos das diferentes
fracGes de 1éptons em protoestrela de néutrons com neutrinos aprisionados
¢ investigado. Embora o resultado para temperatura zero tenha sido apresen-
tado também, sua validade quando for¢amos o aprisionamento de neutrinos sé
€ académica porque o caminho livre médio dos neutrinos para 7 = 0 € maior
do que o raio da estrela de néutrons. Enquanto em [31] nenhum hiperon é
incluido na fase hadrdnica, em nosso trabalho eles sdao levados em conta para
duas parametrizacdes do modelo de WNL assim a combinacido com a versao
SU(3) do modelo de NJL é consistente.

Iremos considerar também que nossas estrelas encontram-se a uma
temperatura igual a zero. O argumento por trds desta aproximacio é que, a
temperatura da estrela cai em um curto periodo de tempo para menos de um
MeV e isso € frio para a escala nuclear. Na verdade, esta energia térmica é
muito menor que a energia de Fermi dos nucleons, entdo podemos considerar
com boa aproximagao, que as estrelas de néutrons se encontram em uma tem-
peratura igual a zero. Vamos desconsiderar também qualquer tipo de rotagcdo
que a estrela possa possuir. Estas aproximacdes sdo usuais na constru¢do da
equacdo de estado dos objetos compactos e tornam os calculos dos modelos
aqui utilizados muito mais simples.

1.4 MOTIVACAO

A principal motiva¢do para este trabalho é o fato de que muitos as-
trofisicos argumentam que a fase mista no interior das estrelas hibridas é
apenas uma escolha hipotética que nio pode ser testada. Além disso, al-
guns autores calcularam teoricamente quantidades macroscopicas como raio
e massa para as estrelas hibridas com e sem fase mista e concluiram que a
diferenca nio € significante [32] ou que a regido correspondente a fase mista
hadrons-quarks € muito estreita [30,33]. Apesar de as equacdes de estado
para as estrelas hibridas serem obtidas com diferentes combinacdes de mode-
los para as fases de hadrons e de quarks, todas as discussdes a respeito do uso
da construcdo de Gibbs ou de Maxwell, foram baseadas no modelo de sacola
do MIT para a descrigdo da fase de quarks. O modelo de sacola do MIT [34]
¢ um modelo muito simples, que ndo reproduz alguns aspectos necessarios
da cromodinamica quantica (QCD) para as altas densidades, como a sime-
tria quiral, por exemplo. Como € facilmente observado na literatura, todos os
resultados para estrelas compactas sao dependentes do modelo utilizado. As-
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sim, antes de excluir completamente a necessidade do uso da construgio de
Gibbs e consequentemente a existéncia da fase mista em estrelas hibridas, é
desejavel que outro célculo, com um modelo diferente para a fase de quarks,
seja considerado. Esta € a base dos célculos e discussdes que seguem.

1.5 OBJETIVOS

Em trabalhos envolvendo estrelas quarkidnicas [15,16] ou hibridas [2-
4], é observado que o modelo de NJL da resultados um tanto diferentes dos
obtidos com o modelo do MIT. O fato do modelo de NJL incorporar a sime-
tria quiral e de o quark estranho aparecer apenas em densidades muito mais
altas do que os quarks u e d sdo a principal razao para as diferencas. Os
célculos para estrelas hibridas sdo feitos aqui com o modelo de NJL, assim,
as conclusdes previamente obtidas para estrelas hibridas construidas com o
modelo do MIT podem ser confirmadas ou refutadas.

As consequéncias da inclusdo do quark-s no modelo de NJL para altas
densidades ¢ analisada através de uma comparagdo entre as duas versdes do
modelo, i.e., SU(2) e SU(3). Sempre que a versao SU(2) do modelo ¢ utili-
zada na descricdo da matéria quarkionica, a fase de hadrons correspondente
¢ livre de estranheza, ou seja, nenhum hiperon é considerado. Dois conjun-
tos de pardmetros sdo utilizados em cada caso, assim a dependéncia com o
modelo ¢é estabelecida.

No capitulo 2, 0 modelo de Walecka nao-Linear (WNL) € introduzido,
sao feitos os cdlculos para a obtencdo de suas equagdes de estado e os resulta-
dos das relagdes massa-raio para estrelas hadronicas. No capitulo 3, o modelo
de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) € apresentado, e assim como no capitulo 2 sd@o
feitos os célculos para a obtengdo de suas equagdes de estado e dos perfis
das estrelas quarkidnicas. No capitulo 4, sdo construidas as estrelas hibridas,
em duas versdes, com e sem fase mista, e € feita a discussao dos resultados
obtidos. No capitulo 5 apresentamos as conclusdes finais.



20



21

2 0 MODELO DE WALECKA NAO-LINEAR

Utilizaremos o modelo de Walecka ndo-linear (WNL) para descrever
a fase de hadrons da estrela.

O modelo de WNL descreve a interagdo entre barions, mediada por
mésons, € leva em conta aspectos relativisticos da matéria nuclear. Os mésons
responsaveis pelo acoplamento entre os barions sdo: o méson escalar-isoescalar,
representado pelo campo ¢, o méson vetorial-isoescalar, representado pelo
campo ®, e o méson vetorial-isovetorial, representado pelo campo p, res-
ponsdvel pela descricdo das propriedades da matéria nuclear assimétrica.

De um ponto de vista tedrico, a cromodinamica quantica (QCD) re-
presenta a descricdo mais profunda da interagdo forte e seria a ferramenta
ideal na descricdo das estrelas de néutrons. No entanto, o comportamento
altamente ndo linear da QCD na escala de energia hadrdnica, impossibilita
qualquer célculo tedrico, o que nos leva a procura de descri¢des fenome-
noldgicas das estruturas da matéria nuclear. Uma das aproximacdes alterna-
tivas é a hadrodinamica quantica (QHD) [26], uma teoria quéntica de cam-
pos relativistica baseada em uma densidade lagrangiana local, a qual usa os
campos dos barions e mésons como graus de liberdade relevantes. Este mo-
delo produz uma estrutura consistente para a descri¢c@o de tais sistemas rela-
tivisticos de interacdo de muitos corpos. Baseado nisso, Glendenning apre-
sentou [35] um tratamento muito compreensivel da matéria em estrelas de
néutrons usando versdes estendidas do modelo que incluiam 1éptons, termos
ndo lineares e o octeto barionico.

O modelo de Walecka em sua forma mais simples possui apenas dois
mésons: o méson escalar o, responsdvel por descrever a parte atrativa do
potencial entre os bdrions e o méson vetorial @, que descreve a a parte re-
pulsiva. Apenas com os estes dois mésons o modelo é capaz de reproduzir
corretamente os fendmenos de saturacdo da matéria nuclear, no entanto da
resultados para o médulo de compressao, massa efetiva do nucleon e energia
de simetria em pouca concordancia com os valores empiricos. A adi¢do dos
termos ndo-lineares (—%ch3 e —4%164) faz-se necessdria para reproduzir-
mos corretamente os valores do médulo de compressdo e da massa efetiva do
nucleon.

Os mésons 0 e ® ndo fazem distin¢do entre os nucleons (e consequen-
temente nenhum dos outros bérions), isto ndo € um problema quando esta-
mos tratando da matéria nuclear simétrica (nimero de néutrons = nimero de
prétons), porém, no interior de nossas estrelas impomos o equilibrio 8 e por-
tanto estamos lidando com matéria nuclear altamente assimétrica (niimero de
néutrons # nimero de prétons # nimero de outros barions). Para descrever



22

esta assimetria e assim conseguirmos distinguir e representar corretamente
os diferentes tipos de barions utilizamos o méson isovetorial p, que leva em
conta a terceira componente de isospin dos barions.

Para os célculos a seguir, e em todas as outras se¢des no decorrer deste
trabalho, consideraremos a temperatura das estrelas igual a zero (T = 0).

2.1 FORMALISMO

Apresentaremos a seguir o modelo de WNL em duas formulagdes
possiveis, uma contendo todo o octeto baridnico, e portanto incluindo matéria
estranha, e outra mais simples, apenas com nicleons, e sem matéria estranha.
A formulagdo sem matéria estranha serd utilizada em conjunto com o mo-
delo de NJL SU(2) na constru¢ao de uma equacdo de estado adequada para
descrever estrelas hibridas sem matéria estranha em seu interior.

2.1.1 A Lagrangiana do Modelo de WNL

A densidade lagrangiana do modelo de Walecka ndo-linear, tem a se-
guinte forma:
ZLWNL = Zharions T Ziésons 2.1

onde

Losrions = Z‘I_/i [y (i0* — gi* — gpiTi- P*) — (mi — g6i0) | Wi, (2.2)

Lrnésons = % (duodtc —mio?) - %KGS - %lc“ _ %Q“VQ#V
i oot — Lp -P”V+lm2f5 pH (2.3)
2 ek 4 PR '
€
Quy = dywy — dyay, 2.4)
Py = dupPy — dyPyu — ngi(ﬁu X Pv), (2.5)
i

A soma em i vai de 1 a 8§ quando o modelo leva em conta todo o octeto
baribnico, i = p, n, A, =, 2%, Xt Z~, E*, e vai de 1 a 2 quando apenas
os nucleons sdo considerados, i = p, n. Na lagrangiana gsi, gwi € gpi S40
as constantes de acoplamento dos mésons O, ® e p respectivamente para o
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barion da espécie i, T; é a matriz de isospin € m; € a massa do bdrion i. A
notagdo para p* indica que ele é um quadrivetor no espago-tempo e vetor no
espago de isospin, ou seja, o méson p € um tripleto de quadrivetores

I L i
pr=1(p P P P (2.6)

0 Yy z
P3 Py P3 P3
Para melhor compreensao podemos identificar os termos na lagrangi-
ana, sendo eles:

W Yu oM Wi — Wim; y; (bérions)

cinéticos ou livres 1 (dpod*o —mio?) (méson o)
(+termos de massa) _IEQ#VQ“V + %m%zva)“ o*  (méson )
—3Puy -PHY 4 5mopy - p* - (méson p)

goiVio Y, (entre bérions, através do meson ')
—8oiViYu@H"y; (entre barions, através do meson ®) .
—8piWiT;i- p*y;  (entre barions, através do meson p)

potenciais
ou de interag@o

Nem pions ou kaons foram incluidos na lagrangiana por que eles desa-
parecem na aproximag¢do de campo médio, a qual utilizamos neste trabalho,
nao consideramos também a possivel contribuicdo do condensado de pions e
kaons. A contribuicdo do campo eletromagnético também desaparece para a
matéria homogénea, e seu efeito ndo serd levado em conta.

2.1.1.1 Aproximagdo de Campo Médio

Utilizaremos a aproximacdo de campo médio, que € muito usual para
o modelo de Walecka. Quando a densidade de bari6nica ¢ muito grande, de
forma que o niimero de quanta trocado entre os nucleons € intenso o suficiente
para que as flutuacdes quanticas sejam despreziveis, os campos mesdnicos
comportam-se como campos cldssicos. Assim os nucleons movem-se como
particulas indendentes que interagem através de um campo médio comum a
todos e o problema de muitos corpos reduz-se a um problema de um corpo
sob a influéncia de um potencial efetivo.

Além disto assumiremos que o sistema seja estatico para os campos
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mesdnicos, ou seja, removemos a dindmica do problema, de modo que:

806 =0,
0Py = 0. @.7)

Considerando simetria esférica, ndo deve haver dire¢do preferéncial
para matéria barionica (espago isotrépico), afim de obter simetria por translacao
e rotagdo devemos entdo remover os componentes espaciais dos campos @
e p*, portanto:

(@) =0,

(pf) =0, 2.8)

onde j,u = 1,2,3 s@o as componentes espaciais. Da invariancia por rotacio
em relacdo ao eixo Z no espaco de isospin, vem:

(1) =(m2) =0, (2.9)

restanto apenas 73 e i = 0, assim:
(T-pH) = (tip} + 12ph + T3pl) = T3p§ = T3p03 (2.10)
Podemos entdo escrever de forma compacta:
6 — (o) = 0y,
o* — (") = duom,

Pt — (B*) = (p3) = 84108” pos. (2.11)

Portanto ndo hé corrente de matéria nuclear (matéria homogénea), as-

sim:
oto =0,
Hawy, =0,
8“;3“ =0. (2.12)

Aplicando agora a lagrangiana as aproximagdes de campo médio, ela
toma a seguinte forma:

Z = Z Wi [ 0" —m; — gai®0 — gpit0T3iP03 | Vi
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2 m2 m2
m K A
20+ "2 0} + -2 piy — S0 — -, (2.13)
onde
m; = m; — 8500, (2.14)

€ a massa efetiva do bérion i e 73; € a projecao da matriz de isospin e repre-
senta o estado de carga de cada um dos bérions.

2.1.2 Equacoes de Movimento

Dada a lagrangiana (2.1), aplicamos a equagdo de Euler-Lagrange

0.7 0.7
@<%%®>—8qza (2.15)

para cada um dos campos em questdo (g=V;, 0, @, e p), redefinimos as cons-
tantes de acoplamento dos bérions da seguinte forma

8ci = Xo8o>
8wi = Xo8w,
8pi = Xp&p> (2.16)

e aplicamos as aproximacdes de campo médio.
Obtemos assim as seguintes equagdes de movimento:

(170" — goixe Y’ @ — 8piY T2iP03 — mi — g5i00) Wi = 0, (2.17)
K A 3 8o
%:*ﬂg%*@g%+gafﬂm (2.18)
o =Y 22xon;, (2.19)
T Mo
8p
P03 = Y, =5 xp Taini, (2.20)
i Mp
onde

, 2.21)

_ m¥ [PFi 2d
”si:<'//i'l’i>:71/0 Pep

2
T
p2 + m;kZ
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é chamada densidade escalar do barion i e

I

S N N LB N
nﬁwMW%%—Www—rA Gnp 3P (2:22)

¢ a densidade do nimero de barions da espécie i, Y = 2 é o fator de dege-
nerescéncia (neste caso temos apenas a degenerescéncia de spin) e pr; € o
momento de Fermi do barion i.

2.1.3 Potenciais Quimicos

O potencial quimico dos bdrions (ou energia de fermi u;(pr;)) corres-
ponde aos autovalores da equacgdo de Dirac.
Reescrevendo a Equagdo (2.17) em termos da massa efetiva temos:

(Yo" —m; — gwiYo@ — 8piYoT3iP03) ¥ = 0, (2.23)
remanejando os termos
7’0301%' = (—iy- V+ Bmj + gwiTo@o + gpiYoT3iP03) Vis
e lembrando que
o7V +mi )y =y (@- 5+ Bmi)ys =y Ef v, (224)
onde utilizamos as seguintes relagdes
g=v"P=v'B, =5,
7=Bi = pi=pa=a
—id-V=20-p, (2.25)
obtemos assim

i10°Wi = (Ef + 8aiYo® + &piYo T3iP03) Vi, (2.26)

onde E] = 4 /p%l- +ml*f2.

Portanto o potencial quimico do barion i e consequentemente os auto-
valores da equagdo de Dirac sdo dados por

Wi = \/ P+ m;% 4 8wi® + 8piT3iP03- (2.27)
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2.1.4 Equacao de Estado

Iremos considerar nossas estrelas como sendo constituidas de um fluido
perfeito. Um fluido perfeito € aquele no qual a pressdo € isotrOpica no refe-
rencial de cada elemento de fluido e a tensdo de cisalhamento e o transporte
de calor sdo inexistentes.

2.1.4.1 Tensor Energia-Momento

Para um fluido perfeito o tensor energia-momento ¢ definido por

.

Aplicando a definicdo do tensor energia-momento a lagrangiana de
campo médio, obtemos a seguinte expressao:

T +m%() 2+m/23 ) mg 5 K 3 Ay +Y 10
uv = —8uv () POz — Oy — 200 — 5,90 WiYuovVy,.
2 2 2 0T T Vit oV

(2.29)
Expressdes para a densidade de energia e pressdao podem ser facil-
mente obtidas entdo através das seguintes relagdes:

€= <T00> (2.30)
© 1
P=3(Ti). (2.31)

Utilizando a definicao do tensor energia-momento, obtemos as seguin-
tes expressdes para a densidade de energia e pressao.

2.1.4.2 Densidade de Energia

Too = Y. wiino my o My o, omE o, K 5 A (2.32)
00 = 2 Wit oooYi — —= ) — —=Po3 + —-0) + 065 + 570, .
i 2 2 2 60" 24
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da equag@o de Dirac temos que

i10°W; = (G- P+ 8ai o @0 + 2pi 0 T3iP03) Wi, (2.33)

assim

WiYdoW; = Wiipd v; = W;(a P+ Bmi )i+ W:gwiwoll/i + W;gpiTSip% Vi,
(2.34)
portanto

= 2(wil@ - p+ B | yi) + ) (Wil gwi oo W) + Y {lgpiTaipos| y)

—7“’(00 p03—|—760—|— 660—|—24 (2.35)
utilizando as Equagdes (2.19) e (2.20), obtemos
2 2 )‘
;“Ul‘a P+ﬁm1 |Wl>+7w0 +7P03+70'0 + 60'0 + — 24
(2.36)
onde
dp 5 ~2
i+ B i) = 7 [ SE 2w = 25 [ [
(2. 37)
finalmente
1 bri 2 * mZ 2 mlz) 2
EWNL = Pl (Z,:/O p dPW) +7‘”a)0 4—7p03
+m—%’ 2y Ko & (2.38)
2 0T g0 T '
2.1.4.3 Pressao
30 = gZ}WV;%Wﬁ%’% + PG~ 06— £ 05 — 510, (2.39)
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utilizando as relagdes (2.25) e as definicdes do Apéndice A, obtemos

Widy;0;¥i = —iW7-Vyi = =iyl &V = vl d- pys, (2.40)
assim
1 — my 5 My o, my o, K 5 A
PZ§;<sz’\0"l)\‘l’i>+7%+7Po3—7§%—g%—ﬁ%a (2.41)
onde 5 s .
o d 1 d
wla-pv) =7 [ G p = [ e 4
i p24m?
finalmente
PFi 4’d m2 2
PwnL i Z/ pap +7wa)02+ 2p§3
i 0 p2_’_m;f<2
2 K A
—% 3~ <%~ 550 (2.43)

2.1.5 Octeto Barionico

Na Tabela 1 mostramos algumas propriedades dos nucleons e hiperons
que formam o octeto baridnico.

Barion M MeV) Q J; B T3 S Composi¢ao
p 93828 +1 1/2 1 +1/2 0 uud
n 93957 0 1/2 1 —1/2 0 udd
A 1,L115.6 0 1/2 1 0 -1 uds
rt 1,189.4 +1 1/2 1 41 -1 us
x0 1,1925 0 1/2 1 0o -1 uds
- 1,1973 -1 1/2 1 -1 -1 dds
=0 1,3149 0 1/2 1 +1/2 =2 uss
E- 1,3213 -1 1/2 1 —1/2 -2 dss

Tabela 1: Octeto baridnico. M é a massa, Q € a carga, J; é o spin, B é o
nimero baridnico, 73 € a terceira componente do isospin e S € a estranheza.
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2.1.6 Parametros

Dois conjuntos de parimetros foram escolhidos e eles sdo dados na
Tabela 2. Os seguintes pardmetros sdo iguais para ambos 0s conjuntos: xs =
0.7, xp = xp = 0.783.

Para as simulagdes as massas dos nucleons e hiperons foram escolhi-
das da seguinte forma

my, =mp =939 MeV,

mp = 1116 MeV,

my+ = myo = my- = 1193 MeV,

mgz+ = mg- = 1318 MeV, (2.44)
e as massas dos mésons
mg = 400 MeV,
mg =183 MeV,
mp =770 MeV. (2.45)

Nas tabelas e gréficos a seguir, GM1 e GM3 representam o modelo de
WNL utilizando as parametrizagdes de mesmo nome [36]. Os prefixos 'n’ e
’nh’ foram adicionados para indicar se as somas foram feitas sobre os nucle-
ons (n), ou sobre os nucleons mais hiperons (nh). Assim, GM1n representa o
modelo de WNL na parametrizagdo GM1 considerando apenas a existéncia de
prétons e néutrons, enquanto GM 1nh, leva em conta todo o octeto baridnico.

(¢o/ms)  (g0/mo)’ (gp/mp)2 K
[fm?] [fm?] [fm?] K/M A [MeV] m*/M
GMI 11.79 7.149 4411 0.005894  -0.006420 300 0.7
GM3 9.927 4.820 4.791 0.017318  -0.014526 240 0.78

Tabela 2: Conjuntos de pardmetros para o modelo de WNL. Constantes de
acomplamento que levam a uma energia de ligagdo por nucleon % =—16,3
MeV, densidade py = 0.153 fm 3 e coeficiente de energia de simetria Asym =
32.5 MeV, para matéria nuclear saturada com compressdo K e massa efetiva
m*. M =939 MeV ¢é a massa do nucleon.
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2.2 INCLUSAO DOS LEPTONS

Estamos lidando com matéria estelar em equilibrio-f3 tanto para a fase
quarkidnica quanto hadronica, e portanto, os elétrons e mdons tem de ser in-
troduzidos. Eles serdo incluidos como um gés de férmions livres obedecendo
a seguinte densidade lagrangiana:

Leptons = Y Wiy —m)yy, =€ ,u. (2.46)
1

Aplicando a equagdo de Euler-Lagrange a equacdo (2.46), obtemos a
seguinte equacido de movimento

(i ™ —my)y = 0. (2.47)

O potencial quimico do 1épton [ fica,

W =/ g, +mj. (2.48)

O tensor energia-momento fica

Tuv = Y iWYuov i (2.49)
I

Expressdes para a densidade de energia e pressdo em uma aproximagao
de campo médio tornam-se:

1 PFI
&:?;A Pdp/p>+m? (2.50)

PF1

- ) == 251)

p? +m
onde pr; é o momento de Fermi do 1épton /.
A densidade de elétrons e muons € dada por
3
Pri
372

Nas simulagdes utilizamos m,- = 0.511 MeV e m,- = 105.66 MeV
para os valores das massas préprias dos elétrons e do mions respectivamente.

ny = (2.52)
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2.3 EQUACOES DE TOLMAN-OPPENHEIMER-VOLKOFF

Para construir os perfis estelares e assim poder descrever a estrutura
das estrelas de néutrons utilizaremos as equacdes da relatividade geral co-
nhecidas como as equagdes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) [10,11].
Estas equacdes sdo deduzidas a partir das equagdes de Einstein considerando
a estrela como uma distribuicdo de matéria esfericamente simétrica, estatica
e que se comporta como um fluido perfeito. No sistema natural de unidades
as TOV possuem a seguinte forma:

dP(r) [P(r)+&(r)][M(r) +4rrP(r)]
dr rlr—2GM(r)] (2:53)

dM(r)
dr
onde P € a pressdo, M € a massa gravitacional, € é a densidade de energia e
G ¢ a constante da gravitag@o universal.

As equacdes de TOV podem ser integradas desde a origem, com a
condigdo inicial M(0) = 0 e um valor arbitrario para a densidade central de
energia £(0), até a pressdo P(r) ir a zero para um raio R. Como pressdo zero
significa que a atracao gravitacional da estrela nao pode suportar mais matéria
sobreposta, R define o raio gravitacional da estrela e M(R) sua massa gravi-
tacional. Para uma dada equagdo de estado, existe apenas uma unica relacio
entre a massa e densidade central de energia £(0). Entdo, para cada possivel
equacgdo de estado, existe uma tnica familia de estrelas, parametrizadas por,
digamos, a densidade central de energia ou a pressao central.

A massa baridnica M}, (ou massa propria) das estrelas é dada por [1]

—1/2
Mb:/pdV:/0R47rr2p(r) {12(;”:(”} dr, (2.55)

onde p =npmy € a densidade da estrela, que € dada pela densidade do nimero
de bérions vezes a massa do niicleon.

M,, é a soma dos elementos de massa em todo o volume da estrela,
ela inclui as contribui¢cdes da massa de repouso e da energia interna - cinética
e de interag@o (outra que ndo gravitacional) - dos constituintes da estrela.
Este papel particular da interacdo gravitacional que ndo entra na expressiao
para a densidade de energia, e que contribui para a massa gravitacional (ener-
gia total) da estrela através das equacdes de campo da relatividade geral, é
devido a natureza de longo alcance da interacdo gravitacional. A diferenca
E, = M}, — M é chamada energia de ligagdo gravitacional, e é a energia gasta

—=4nr’e(r), (2.54)
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para mover os elementos de massa infinitesimal pdV do infinito até formar a
estrela.

2.4 MATERIA HADRONICA

Para construirmos as equagdes de estado da matéria hadronica, vamos
impor a estabilidade 3 e a neutralidade local de cargas elétricas. Conside-
raremos o estagio apds a desleptonizacdo, quando a entropia é mixima e ja
ndo temos mais neutrinos aprisionados. Neste caso o potencial quimico dos
neutrinos € zero.

2.4.1 Equilibrio Quimico

Na evolugdo da protoestrela de néutrons muitas reagdes quimicas dife-
rentes podem ocorrer. A carga elétrica e o niimero barionico sdo conservados
em uma escala longa de tempo em comparacio com o tempo de vida da es-
trela. No nucleo da protoestrela de néutrons, a energia de Fermi dos nucleons
excede a massa dos hiperons e estas particulas podem ser produzidas em pro-
cessos da interacdo forte com conservagdo da estranheza, em reacdes como

n+n—n+A+K°. (2.56)

No entanto, a estranheza nfo € conservada na escala de tempo da es-
trela, uma vez que ocorre difusdo de neutrinos e fétons para a superficie da
estrela e processos como

K' =2y, K —p +v,, (2.57)

ndo podem mais ser revertidos.

Neste processo de evolucdo a estrela alcanca o equilibrio quimico,
um estado degenerado onde, do ponto de vista de sua composi¢do hadronica
e leptdnica, reacdes adicionais nao sdo possiveis. Como um exemplo, em
um sistema degenerado ideal de prétons néutrons e elétrons em equilibrio
quimico, os niveis de particulas sdo preenchidos de uma forma que o decai-
mento S do néutron ou o processo inverso de decaimento § do préton ndo
sd0 mais energeticamente favoraveis. Assim

n<p+e +v, (2.58)
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o que nos leva na seguinte relagdo para os potenciais quimicos

Hp = Uy — Ue, (2.59)

pois estamos considerando que o potencial quimico dos neutrinos € zero.
Da mesma forma o equilibrio com respeito a reagao

e U+ Vet Vy, (2.60)

nos informa que
He = Hy.- 2.61)

De modo geral, se levarmos em conta os graus de liberdade do oc-
teto baridnico e léptons (elétrons e mions), a seguinte equacao de equilibrio
quimico vale [1]

Hi = billy — gille, (2.62)

—

ondei=p,n, A, X7, 20, 2T &, e, u. b; representa o niimero baridnico
e g; a carga elétrica da espécie i. Desta forma, as condi¢des para de equilibrio
quimico requeridas para a estabilidade 3, impostas através de dois potenciais
quimicos independentes L, e l,- podem ser sumarizadas em

Hyo = Uz0 = UA = Hp,

Us— = Uz— = Up + U,
Hy+ = Hp = Hp — He—- (2.63)

Quando o sistema é constituido apenas de prétons e néutrons a tnica
condicao para o equilibrio quimico € a dltima em (2.63).

2.4.2 Neutralidade de Cargas Elétricas

Para a neutralidade local de cargas elétricas devemos ter

Y aini+ Y qm =0, (2.64)
i 1

Onde ¢g; e g; representam, respectivamente, as cargas elétricas dos bérions
e 1éptons. Quando o sistema € constituido apenas de prétons e néutrons, a
somatdria sobre os bdrions que aparece nas equagdes acima € restrita aos
prétons.
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2.4.3 Resultados

A Figura 1 mostra o grifico da densidade de energia versus pressao
para a matéria hadrdnicas (MH), onde utilizamos as seguintes expressoes para
a densidade de energia e pressio

EMH = EWNL + & (2.65)

Pvia = PwnL + P, (2.66)

onde os termos referentes aos 1éptons foram apresentados na se¢do 2.2, res-
peitando as relagdes entre os potenciais quimicos e densidades dos hiddrons e
Iéptons que asseguram o equilibrio quimico, e a neutralidade de cargas.

As relacdes massa-raio, ou perfis estelares, para a matéria hadrdnica
sao apresentados na Figura 2 e Tabela 3. Elas foram obtidas através da
solucdo das equagdes de TOV para as equacdes de estado apresentadas na
Figura 1. Na Tabela 3 mostramos a mdxima massa possivel Mpyax, @ massa
baridnica Mjn,x, 0 raio R e a densidade de energia no centro da estrela &
relacionados a massa maxima das estrelas hadrdnicas.

As trés linhas presentes na Figura 2 correspondem a restricdes obser-
vacionais. Algumas propriedades das estrelas de néutrons sdo determinadas
pela medida do redshift gravitacional das linhas espectrais produzidas na fo-
tosfera das estrelas de néutrons, o que prevé uma restricdo direta na razio
massa-raio (M/R). Um redshift de Z=0.35 de trés diferentes transi¢des do es-
pectro de raios-X do bindrio EXO 0748-676 foi obtido em [37]. Este redshift
corresponde a uma razdo M /R=0.15 M>/Km. A linha superior corresponde
a esta restri¢do, cuja validade continua controversa [38]. Por outro lado, a
estrela de néutrons 1E 1207.4-5209, a qual estd no centro dos remanescente
de supernova PKS 1209-51/52 também foi observada e duas caracteristicas
de absor¢do na fonte do espectro foram detectadas [39]. Estas caracteristicas
sa0 associadas com a transi¢ao atdmica do hélio uma vez ionizado na atmos-
fera da estrela de néutrons com forte campo magnético. Esta interpretacdo
leva a um redshift da ordem de Z=0.12~0.23. Este redshift impdem outra
restricdo para a razdo massa-raio dada por M /R=0.069~0.115 M-/Km. Esta
restri¢do € representada pelas duas linhas mais abaixo. Como podemos ob-
servar todas as curvas obtidas sdo consistentes com as medidas de [37] e [39]
por cruzarem as trés linhas.

Para descrevermos a crosta das estrelas de hddrons utilizamos a equacao
de estado BPS [40] para matéria fria em densidades muito menores do que a
densidade de saturagio nuclear.
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Mmax Mbmax R &
Modelo [Mo] [Mo]  [Km] [fm*]
GMIn 2.390 2.892 11.992 5.595
GMI1nh 2.006 2.325 11.851 5.908
GM3n 2.042 2421 10.933 7.048
GM3nh 1.710 1.946 10.980 7.151

Tabela 3: Perfis estelares das estrelas hadronicas. Mdxima massa gravitacio-
nal My, massa baridnica Mp,,x € raio R. & € densidade central de energia.
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Figura 1: Equacgdo de estado para as estrelas hadronicas
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Figura 2: Relacdo massa-raio para estrelas hadronicas.
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3 O MODELO DE NAMBU-JONA-LASINIO

Descreveremos a fase de quarks das estrelas utilizando o modelo de
Nambu-Jona-Lasinio (NJL).

O modelo inclui a maior parte das simetrias da QCD, incluindo a si-
metria quiral (a lagrangiana permanece invariante frente a uma transformagao
g — €'%5q) e sua quebra, que é essencial no tratamento dos hddrons mais leves
[41].

O modelo de NJL também inclui uma interagc@o escalar-pseudoescalar
e a interacdo de seis férmions 't Hooft, que modela a quebra de simetria axial
U(1)4. No entanto, o modelo supde quarks pontuais desconfinados, e ndo é
renormalizével, requerendo regularizacdo através de um cutoff (A) no espaco
dos momentos. A massa do quark estranho néo pode ser escolhida igual a dos
quarks ndo-estranhos em célculos realisticos. Isto implica em uma quebra
explicita da simetria SU(3), e portando (Ss) # (i), até mesmo para potenci-
ais quimicos iguais. Em particular, o limite quiral ndo é uma boa aproximacio
para o modelo com massas realisticas.

3.1 FORMALISMO

Introduziremos a seguir o modelo de NJL em suas duas apresentacdes
SU(2) e SU(3). Na forma SU(3) o modelo € mais complexo e leva em conta
a existéncia de 3 sabores de quarks, up, down e strange, representados por
u,d,s. Em sua forma SU(2) temos apenas os dois quarks mais leves u e d.

3.1.1 A Lagrangiana do Modelo de NJL SU(3)

O modelo NJL em sua forma SU(3) ¢ definido pela densidade lagran-
giana:

AL = q(iY" Oy —m)q+ Ly + L, 3.1
onde
qu m, 0 O
q= qd s m= 0 mgy 0 s (3.2)
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onde g¢ € o campo do quark (f = 1,2,3 para u,d,s) e i é matriz da massa
corrente, vamos utilizar que m,, = my,

8

L4 =G Y [(GAaq)* + (Giv52aq)’] (3.3)
a=0
(]
Ls = —K[det;g(1+¥)g+det;g(1 — 15)q], (3.4)

s@o os termos de interagdo de quatro e seis férmions respectivamente, onde
Aqs (0 < a < 8) sdo as matrizes de Gell-Mann no espago dos sabores com
Ao = m I; proporcional a matriz unitdria e normalizadas de forma que
Aahp = 284p. L corresponde a interacdo de °t Hooft e é um determinante no
espaco dos sabores, da forma

detr(G0q) = Y €jt(3u0qi)(3a0q;) (30 qr), (3.5)
ijk

onde i, j, k sdo os indices de sabor.

O modelo contém 5 pardmetros, a massa propria dos quarks m, = my
e my, as constantes de acoplamento G e K, e o cutoff no espaco dos momentos
A.

3.1.1.1 Aproximagdo de Campo Médio

Em uma aproximacgdo de Hartree, ou de campo médio, encontramos
para %4 e £ os seguintes resultados

L4 =4G Y (Grap)drar —2G((Guqu)’ + (Gaga)” + (@sqs)*) (3.6)
7

Lo =—2KY (Gra1ar1)(Gr+2ar+2)arqr +4K(Guqu)(@aqa)(@sqs), (3.7)
-

a soma em f € feita sobre todos os sabores (1,2,3) = (u,d,s). O condensado
de quarks (Gyqy) é dado por

(Grqr) = —iNe Tr S¢(p), (3-8)

onde S¢(p) = (" pu — m})’1 ¢ o propagador do quark de sabor f, N. =3 é
o nimero de cores e o traco deve ser tomado apenas nos indices de spin. Por
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definicao (g4qa) = (Guqu) € (4595) = (qaqa)

Substituindo estas expressdes na Equacao (3.1) e rearranjando os ter-
mos obtemos a seguinte densidade lagrangiana para o modelo de NJL em uma
aproximacdo de campo médio:

AL = Zq_f[i?’“au — (my —4G(Grqys) +2K(Gr197+1)(Gr+297+2))]ar
-

—2G Y (drqs)* + 4K (Guqu)(Gaqa) (Gsas)- (3.9)
f

3.1.2 Equacoes de Movimento

Resolvendo a equagdo de Euler-Lagrange (2.15) para a lagrangiana
(3.1) em relag@o ao campo gy (para 0 campo gy, encontra-se a equagio con-
jugada) e aplicando a aproximacdo de campo médio, obtemos a equagdo de
Dirac para a matéria uniforme

iy — (my —4G(Grqr) +2K(Gr197+1){@r+297+2)))ar = 0. (3.10)
3.1.2.1 Equacio de Gap

O termo entre parénteses na Equagdo (3.10) é chamado massa consti-
tuinte dos quarks m*,

my =my —4G(Grqs) +2K(Grr197110(Gr+297+2)- (3.11)

A Equacio (3.11) é mais conhecida como equacdo de gap.
ParaT =0, (Grqy) fica

3 3m PF
(Grar) = N/ “p 3E* = f ! ——=—=dpO(A~pry),
p? +m
(3.12)
onde pry € o momento de Fermi do quark de sabor f e 0 € a funcdo degrau.
O cutoff no espaco dos momentos A deve ser adicionado para regu-
larizar as integrais, uma vez que o modelo de NJL ndo é renormalizdvel em
3+ 1 dimensdes (diferentemente do modelo de Walecka).
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3.1.2.2 Densidade de Quarks

A densidade do nimero de quarks de sabor f, para T = 0, é dada por

3

PEf 4
=2 ) P dpO(A—pry), (3.13)

. &>

ny={q}qs) =2Ne / ﬁ
o modelo de NJL também pode ser utilizado para estudar as propriedades
do vécuo e quando tanto o potencial quimico quanto a densidade sdo zero
(t =n=0). No entanto estamos tratando aqui de matéria estelar extrema-
mente densa e portanto vamos desprezar os efeitos de viacuo do modelo em
razdo das outras propriedades, que sdo muito mais pronunciadas para as altas
densidades.

3.1.3 Potenciais Quimicos

Escrevendo a equacdo de Dirac (3.10) em termos da massa constituinte
dos quarks m*,

(iyuo* —m})qr =0, (3.14)

Assim como na Secdo 2.1.3 podemos encontrar o potenciais quimicos dos
quarks através dos autovalores da Equacido (3.14), assim,

Wy =/ PE+mi, (3.15)

é o potencial quimico do quark de sabor f.
3.1.4 Equacao de Estado

Dada a lagrangiana de campo médio em (3.9), devemos encontrar ex-
pressdes para a densidade de energia e pressdo a fim de obtermos a equagdo
de estado do sistema. Para isto, utilizaremos a definicdo do tensor energia-
momento, e a partir dele obteremos expressdes para a densidade de energia e
pressao.
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3.1.4.1 Tensor Energia-Momento

Aplicando a definicdo do tensor energia-momento (2.28) a lagrangiana
de campo médio, obtemos a seguinte expressao

3
Tuv = —8uv | —2G Y (Grar)* +4K(Guqu)(Gaqa)(d@sas) | + Y Grivudvay-
f

f=1
(3.16)
Utilizando as defini¢Ges de densidade de energia e pressdo, em um pro-
cesso andlogo ao da se¢do 2.1.4, e lembrando que o fator de degenerescéncia
dos quarks é dado por Y = 2N,, onde N, € o nimero de cores, encontramos a
seguintes expressdes para a densidade de energia e pressao.

3.1.4.2 Densidade de Energia

DFf 2
eNIL = — nz/ Z4m 9(/\ PFf)
+2GZ<‘7fo> — 4K(Guqu){Gaqa) (dsqs) — Evacs (3.17)
f
onde &, foi adicionado para assegurar que € = 0 no vacuo (P = 0).

3.1.4.3 Pressao

A pressdo pode ser obtida da expressdo

PaL = —SNJL+Z#fnf, (3.18)
f

3.1.5 O Modelo de NJL SU(2)

O modelo de NJL, em sua forma SU(2) pode ser obtido de maneira
analoga ao SU(3). Neste caso o cdlculo matricial é completamente diferente,
o vetor dos campos dos quarks s6 tem duas componentes, a matriz da massa
corrente € uma matriz 2 X 2 em vez de 3 x 3, e na lagrangiana no lugar das
matrizes de Gell-Mann utilizamos as matrizes de Dirac (0 < a < 3), com
Ao = I¢, além disso o termo de interagdo de seis férmions ndo existe portanto,
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Quark M 0 J, B B s ¢ T ¥
u 1.5a33MeV  +2/3 12 1/3 +1/2 0 0 0 0O
d 35260MevV  —-1/3 1/2 1/3 -1/2 0 0 0 0
5 10473 MeV  —1/3  1/2 1/3 0 -1 0 0 0
¢ 1277097 GeV  +2/3  1/2 1/3 0 0 +1 0 0
t 420700 Gev  +2/3 1/2 13 0 0 0 +1 0
b 1712£21GeV_ —1/3 12 1/3 0 0 0 0 +I

Tabela 4: Quarks. M € a massa, Q € a carga, J; € o spin, B é o nimero
baridnico, 73 € a terceira componente do isospin, S € a estranheza, C € o
charme, T a superioridade e B’ a inferioridade.

K=0.

Apesar de todas estas diferencas, os calculos sao muito semelhantes
e podemos dizer de maneira simplificada que, para obtermos as equacdes
do modelo de NJL SU(2) a partir das equagdes do modelo de NJL SU(3),
devemos apenas negligenciar os termos relacionados ao quark estranho nas
equacdes (3.11), (3.17), (3.18). Isto é, fazer (Gsqs) = ts = n; = 0.

Os cdlculos para o modelo de NJL SU(2) foram feitos neste trabalho a
titulo de comparagdo, para que se possa observar a importancia da adi¢do do
quark estranho.

3.1.6 Quarks

Na Tabela 4 mostramos algumas propriedades dos seis quarks u ("up-
para cima), d ("down- para baixo), s ("strange- estranho), ¢ ("charm- char-
moso), ¢ (top- superior) e b (“bottom- inferior). O quark s introduz “’stran-
geness”’(estranheza) no sistema, quantidades semelhantes foram associadas
aos outros quarks, assim, o quark ¢ tem “charmness”’(charme), quark b tem
“bottomness” (inferioridade) e o quark # tem “topness”(superioridade).

3.1.7 Parametros

Os conjuntos de pardmetros do modelo de NJL utilizados neste traba-
lho sdo dados na Tabela 5.

Nas tabelas e graficos a seguir, SU(3) representa o modelo de NJL
levando em conta o quark estranho e SU(2) representa o modelo de NJL sem
o quark estranho.

Os trés parametros do modelo de NJL em sua forma SU(2) foram ajus-
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tados para os valores experimentais da massa do pion my, para a constante de
decaimento do pion fr, e para o condensado de quarks (iu). Enquanto a
massa e a constante de decaimento do pion sdo bem determinados, existe
grande incerteza na medida do condensado de quarks. Para o modelo de NJL
SU(3) temos 5 observaveis bem conhecidos, fr, mz, a massa do kdon mg, a
massa do méson 1 my, e a massa do méson 7’ myy, € portanto podemos deter-
minar com precisao um pouco melhor os parametros do modelo. No entanto,
cabe notar, que em nenhum dos casos os pardmetros podem ser unicamente
determinados. Os detalhes do ajuste podem ser vistos em [41-43].

SU@2)setl SU@2)set2  SUB)RKH  SU(3)HK
AlMeV] 664.3 587.0 602.3 631.4
GA? 2.06 2.44 1.835 1.835
KAS - - 12.36 9.29

My, a[MeV] 5.0 5.6 5.5 5.5
mg[MeV] - - 140.7 135.7
m?, ,[MeV] 300 400 367.7 335
m[MeV] - - 549.5 527
()3 [MeV] -250.8 -240.8 2419 -246.9
(5s)3 [MeV] - . 2577 267.0
Eyac[fm™4] -3.88x1072  248x1072  -421x1072 -5.02x10°2
FrMeV] 92.4 92.4 92.4 93.0
mz[MeV] 135.0 135.0 135.0 138
mx[MeV] - - 497.7 496
my[MeV] - - 514.8 487

my [MeV] - - 957.8 958

Tabela 5: Conjuntos de pardmetros para os modelos de NJL SU(2) e SU(3).
m* é a massa efetiva no vécuo, (iiu) = (dd) e & é a constante que garante que
€ € zero no vacuo (P = 0).

3.2 MATERIA QUARKIONICAS

Assim como na Se¢do 2.4, para a matéria quarkionica devemos im-
por também a estabilidade-f3 e a neutralidade de cargas. Novamente vamos
considerar que o potencial quimico dos neutrinos € zero.
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3.2.1 Equilibrio Quimico
Dada a reacdo (2.58), podemos analisd-la ao nivel dos quarks, de

forma que ela se resume a
udd < uud+e~ + V,, (3.19)

pensando nos potenciais quimicos, e lembrando que o potencial quimico dos
neutrinos € zero, temos entao

B (3.20)

e da Equagio 2.56 podemos inferir que, lembrando que K° decai em
raios 7,
Hs = Hg. (3.21)

Assim as relagdes entre os potenciais quimicos das diferentes particulas

[¢N

Ms = Mg = Wy + U, He— = .u'/,r . (3.22)
3.2.2 Neutralidade de Cargas Elétricas

Para a neutralidade local de cargas devemos ter a seguinte relagcao entre
as densidades de particulas

1
M- +ny- = g(Znu — g —ng). (3.23)
3.2.3 Resultados

A Figura 3 mostra o grafico da densidade de energia versus pressdo, ou
equagdo de estado, para a matéria quarkidnicas (MQ). Ele é obtido resolvendo
as equacdes para energia e pressao

&MQ = eNiL + & (3.24)

Pvg =PuL + B, (3.25)

respeitando as relacdes entre os potenciais quimicos e densidades dos quarks
e 1éptons que asseguram o equilibrio quimico e a neutralidade de cargas.
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A variag@o nas curvas do modelo SU(3) € devido ao aparecimento do
quark estranho.

As relacdes massa-raio, das estrelas quarkidnicas sao apresentados na
Figura 4 e Tabela 6, eles foram obtidos através da solucdo das equacdes de
TOV para para as equagdes de estado apresentadas na Figura 3. Na Tabela
6 mostramos para a mixima massa gravitacional possivel Mpx, a massa
baridnica Mpnmax, O raio R e a densidade de energia no centro da estrela &.
Como pode-se notar as estrelas construidas com os modelos SU(2)set2 e
SU(3)RKH sido estrelas de baixa massa, possuindo uma massa gravitacio-
nal menor do que 1.4 M.,. Elas possuem uma massa baridnica menor do que
a méxima gravitacional e portanto sua energia de ligacdo gravitacional E,
possui sinal trocado em relagdo as outras estrelas deste trabalho, ou seja, a
massa do nimero equivalente de nucleons que constituem a estrela disperso
no infinito € menor do que sua energia gravitacional. Isto ndo significa que
estas estrelas de baixa massa, caso formadas, sdo instdveis, apenas que sua
formacgdo por compactacio ndo libera energia para abastecer a supernova.

A comparagdo com resultados experimentais é feita através das trés
linhas de redshift que impdem restricdes para a razdo massa-raio que foram
explicadas na Sec¢do 2.4.3.

As estrelas quarkidnicas ndo possuem crosta, pois elas nao estao li-
gadas pela atracdo gravitacional e sim pela forca forte, por isso a diferenca
tao grande entre as Figuras 2 e 4 para as massas mais baixas. A crosta rare-
feita das estrelas hadronicas faz com que a densidade de particulas va a zero
quando a pressao vai a zero, enquanto para as estrelas quarkidnicas, por ndao
terem uma crosta, a densidade assume um valor finito quando a pressao vai a
Zero.

Mmax  Mpmax R &
Modelo [Mo]  [Mo]  [Km]  [fm™*]
SU2)setl 1.827 2.096 12.114  6.547
SU(2)set2 1.289  1.247  7.159  12.699
SUB)RKH 1230 1.224  7.996 8.375
SU3)HK 1.446  1.520  8.881 7.697

Tabela 6: Perfis estelares para as estrelas quarkidonicas. Mdxima massa gra-
vitacional My, massa baridnica M.« € raio R. & € densidade central de
energia.
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Figura 3: Equacdo de estado para as estrelas quarkidnicas com e sem matéria
estranha.
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Figura 4: Relacdo massa-raio para as estrelas quarkidnicas com e sem matéria
estranha.
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4 ESTRELAS HiBRIDAS

Estrelas hibridas sdo objetos compactos que contém uma transi¢do
de fase da matéria hadronica para a matéria quarkidonica em seu interior.
Para a fase de hadrons utilizaremos as equagdes de estado apresentadas na
Secdo 2.4.3 para a matéria hadronica e para a fase quarks utilizaremos as
equagdes de estado da Se¢do 3.2.3. Consideraremos duas possibilidades para
a transicdo de fase, em uma a transicdo sera suave seguindo as condi¢des
de Gibbs para coexisténcia de fases, e portanto a estrela conterd em seu inte-
rior uma fase mista, constituida por hadrons e quarks desconfinados. Na outra
possibilidade, utilizaremos a constru¢do de Maxwell e a transicao de fase serd
abrupta ou seja as fases de quarks e de hadrons vao estar em contato direto.

A transicdo de fase entre a matéria hadronica e quarkidnica € um
exercicio tedrico plausivel para as estrelas de néutrons devido as altas ener-
gias, pressdes e densidades presentes em seus nicleos.

4.1 ESTRELAS HIBRIDAS COM FASE MISTA

A seguir construiremos uma fase mista constituida por hadrons e quarks,
a qual interpola entre a fase de hadrons (FH) e a fase de quarks (FQ). Na fase
mista a neutralidade de cargas nao é imposta localmente e sim globalmente.
Isto significa que as fases hadronica e quarkionica ndo sdo neutras separada-
mente. Ao invés disto, o sistema prefere rearranjar-se de forma que

xplC+(1—x)pt +pl=0, @.1)

onde p/’ é densidade de cargas da fase i, x é o fragdo de volume ocupada pela
fase de quarks, e pcl. ¢ a densidade de carga elétrica dos 1éptons. De acordo
com as condi¢des de Gibbs para coexisténcia de fase, o potencial quimico do
néutron, do elétron e a pressao tem de ser idénticos em ambas as fases, i.e.,
FH F FH F FH F
pit = ke I = e e prH = pre, 4.2)

)

onde a densidade de néutrons na fase de quarks € obtida por

Ly = [+ 244, 4.3)

para implementarmos as duas fases em um unico c6digo, devemos reescrever
o potencial quimico dos quarks em termos do potencial quimico do né€utron e
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do elétron, assim

o = (Mo —2,-) /3, Ha = phs = (tn + M) /3 (4.4)

Como consequéncia a densidade de energia, a pressdo e a densidade
total de bérions ficam:

(&) = x4+ (1—x)ef + ¢, (4.5)
(P)y=xP" %+ (1—x)P+ P (4.6)
e
(np) = xngQ + (1 —x)nkH, 4.7
onde a densidade total de barions é definida para a fase de hadrons por
ngH = Zn;, 4.8)
i
e por
e =Yy %f 4.9)
f

para a fase de quarks.

4.1.1 Resultados

Na Figura 5 mostramos as equagdes de estado das estrelas hibridas
com fase mista. Elas foram construidas pela superposicio das equacdes de
estado da matéria hadrénicas e quarkionicas, mais a equacao de estado para a
fase mista.

Na Figura 6 e na Tabela 7 os resultados estelares para as estrelas
hibridas com fase mista sdo apresentados, bem como as comparagdes com
os resultados experimentais.

Devido ao fato das estrelas hibridas conterem matéria hadrdnica, mais
uma vez devemos adicionar a crosta das estrelas as equagdes de estado. Fare-
mos isso novamente através da equacio de estado BPS [40].

Na Tabela 7 além de, como antes, mostrar a densidade de energia no
centro da estrela &y, apresentamos também €y,;, que € a densidade de energia
do fim da fase de hadrons e inicio da fase mista e £ynax que € a densidade de
energia do fim da fase mista e inicio da fase de quarks.
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Minax Mpmax R & Emin Emax
Modelo Mo]  [Mo] [Km]  [fm™*]  [fm™*]  [fm*]
GM1nhxSU(3)RKH com f.m. 1.945 2.242 12.568 4.979 3.454 7.797
GM1nhxSU(3)HK com f.m. 1.909  2.192 12.666 4.876 2.357 5.023

GM3nhxSU(3)RKH com f.m.  1.704 1.938 11.176 6.820 5.424 13.437
GM3nhxSU(3)HK com f.m. 1.700 1.934 11.198 6.772 4.772 12.797

Tabela 7: Perfis estelares das estrelas hibridas com fase mista. Maxima massa
gravitacional M,x, massa baridnica Mjpn,x € raio R. & € densidade central
de energia, €yin € a densidade de energia do fim da fase de hadrons e inicio
da fase mista, €ynax € a densidade de energia do fim da fase mista e inicio da
fase de quarks.

4.2 ESTRELAS HIBRIDAS SEM FASE MISTA

Muito mais simples que o caso anterior, precisamos apenas encontrar
o ponto aonde
ufH = yfe ¢ pri — pre (4.10)

e entdo construir a equagdo de estado. Neste caso, o potencial quimico do
elétron sofre uma descontinuidade quando passa da matéria hadronica para
a matéria quarkidnica como era esperado devido ao uso da construgdo de
Maxwell.

4.2.1 Resultados

Nas Figuras 7 e 8 podemos observar as equacdes de estado para as
estrelas hibridas sem fase mista, o plateau mostra uma clara transi¢do de fase
entre a matéria hadrénica e quarkidnica. Na Figura 7 temos as equacdes
de estado para o modelo de NJL SU(3) que contém o quark estranho e na
Figura 8 temos o modelo de NJL em sua forma SU(2) e portanto sem o quark
estranho. As equagdes de estado da Figura 8 foram construidas para que
possamos observar a importancia do quark-s e as diferencgas entre a matéria
comum e a matéria estranha. Sempre que o quark estranho aparece na fase de
quarks da estrela, temos hiperons na fase de hadrons correspondente. Quando
o modelo possui apenas quarks u e d na fase de quarks, a fase de hadrons
contém apenas nucleons.

Nas Figuras 9, 10, e na Tabela 8 temos os perfis estelares para as estre-
las hibridas sem fase mista e as comparacdes com as restri¢des experimentais.

Na Tabela 8 mostramos a densidade de energia no centro da estrela &,
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€max € a densidade de energia do fim da fase de hadrons e inicio da transi¢do
de fase, e £n,x € a densidade de energia do fim da transi¢@o de fase e inicio da
fase de quarks. A diferenca entre as densidades de energia do inicio da fase
de quarks e do fim da fase de hadrons. Caso a densidade central de energia
da estrela hibrida sem fase mista resida na transi¢ao de fase, entdo é dito
que o modelo ndo tem energia suficiente para completar a transicdo de fase e
portanto a estrela ndo € estavel.

A crosta das estrelas mais uma vez foi adicionada através da equagdo
de estado BPS [40].

Minax Mpmax R & Emin Emax
Modelo Mo]  [Ms]  [Kml  [fm '] [fm Y1 [fm Y]
GMInxSU(2)setl sem f.m. 1.835 2.108 11.259 6.464 0.986 1.241
GMI1nxSU(2)set2 sem f.m. 2227  2.638 13.085 4.810 3.234 5.689
GMInhxSU3)RKH sem fm.  1.970 2276 12.542 6.615 4.221 6.607
GM1nhxSU(3)HK sem f.m. 1.906 2.189 12.821 4.538 3.384 4.000
GM3nxSU(2)setl sem f.m. 1.836 2.110 11.287 6.464 1.117 1.303
GM3nxSU(2)set2 sem f.m. 2.018  2.381 11.484 8.300 5.439 8.295
GM3nhxSU3)RKH sem fm.  1.710 1.946 10.977 7.161 8.044 11.895
GM3nhxSU(3)HK sem f.m. 1.710 1.946 10.972 7.179 7.801 11.119

Tabela 8: Perfis estelares das estrelas hibridas sem fase mista. Maxima massa
gravitacional Mp,x, massa baridnica Mjn,x € raio R. & € densidade central
de energia, &ni, € a densidade de energia do fim da fase de hadrons e inicio
da transicdo de fase £n,x € a densidade de energia do fim da transicao de fase
e inicio da fase de quarks.

4.3 DISCUSSAO

Na Tabela 9 mostramos todos os perfis estelares, que ja haviam sido
apresentados anteriormente, em uma Unica tabela para podermos comparar e
compreender melhor os resultados obtidos.

Como podemos observar, para a matéria estranha (quark-s) os resulta-
dos estelares dependem basicamente da escolha entre a parametrizagdo GM1
ou GM3 para a fase de hadrons, sendo que GM1 sempre produz estrelas com
maior massa maxima e raio que GM3. No caso da matéria sem estranheza
temos estrelas quase que puramente quarkionicas para as combinagdes com
a parametrizacdo SU(2)setl e estrelas quase puramente hadrOnicas para as
combinagdes com a parametrizagdo SU(2)set2. Os perfis estelares GM 1n x S-
U(2)setl e GM3nxSU(2)setl sdo quase idénticos, como pode ser melhor ob-
servado nas Figuras 8 e 10.
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Podemos notar também que GM1 produz uma fase de quarks muito
mais larga, tanto para a construcdo de Maxwell quanto para a de Gibbs, en-
quanto GM3 produz uma fase mista muito mais larga, quando ela existe.
Essas duas consideracdes sdo completamente independentes da escolha da
parametrizacdo para a fase de quarks, o que significa que a largura de cada
fase é ditada pela escolha da parametrizag¢@o da fase de hadrons, pelo menos
para os modelos aqui estudados.

As estrela hibridas sem fase mista construidas com os modelos GM3n-
hxSU(3)RKH e GM3nhxSU(3)HK, nio sdo de fato estrelas hibridas e sim
estrelas hadronicas, pois, a densidade de energia em seus nticleos nao é grande
o suficiente para gerar a transi¢do de fase da matéria hadronica para a matéria
quarkidnica. A estrela hibrida sem fase mista construida com a parametrizagdo
GM1nxSU(2)set2, ndo ¢é estavel, pois sua densidade central de energia cai
dentro da densidade de energia da transicao de fase.

Analisando os resultados da Tabela 9 e baseado na precisao de nossos
célculos e na dificuldade experimental da medida dos raios das estrelas de
néutrons, € justo dizer que o método utilizado na construcio da equagdo de
estado, i.e., 0 uso da mais rigorosa condi¢do de Gibbs ou o simples uso da
construcdo de Maxwell produz resultados praticamente indistinguiveis para
as massas gravitacionais e raios.
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Minax Mpmax R & Emin Emax
Estrela Modelo [Mo)] Mo [Km] [fm=*  [fm™*  [fm™ 4
Quarkidnica  SU(2)set] 1.827 2096 12114  6.547 - B
Quarkionica  SU(2)set2 1.289  1.247 7.159 12.699 - -
Quarkiénica ~ SU(3)RKH 1230 1224 7.996 8.375 - -
Quarkiénica ~ SU(3)HK 1446 1520 8.881 7.697 - -
Hadronica GMIn 2390 2892 11992 5595 - B
Hadronica GMInh 2006 2325  11.851 5.908 - -
Hibr. s/ fm.  GMInxSU(2)setl 1.835 2108 11259  6.464 0.986 1.241
Hibr. s/ fm.  GMInxSU(2)set2 2227 2638  13.085  4.810 3.234 5.689
Hibr. s/ fm.  GMInhxSUGB)RKH 1970 2276 12542  6.615 4221 6.607
Hibr. s/ fm.  GMInhxSU(3)HK 1.906  2.189  12.821 4538 3.384 4.000
Hibr. c/fm. GMInhxSUGR)RKH  1.945 2242 12568  4.979 3.454 7.797
Hibr. ¢/ fm.  GMInhxSU(3)HK 1909 2192 12666  4.876 2357 5.023
Hadronica GM3n 2042 2421 10933  7.048 - B
Hadronica GM3nh 1710 1946 10980  7.151 - -
Hibr. s/ fm.  GM3nxSU(2)setl 1.836 2110 11287  6.464 1.117 1.303
Hibr. s/ fm.  GM3nxSU(2)set2 2018 2381 11484 8300 5.439 8.295
Hibr. s/ fm.  GM3nhxSUB)RKH  1.710  1.946 10977  7.161 8.044 11.895
Hibr. s/ fm.  GM3nhxSU(3)HK 1710  1.946 10972  7.179 7.801 11.119
Hibr. ¢/ fm.  GM3nhxSU3)RKH  1.704 1938  11.176  6.820 5.424 13.437
Hibr. ¢/ fm.  GM3nhxSU(3)HK 1700 1934  11.198  6.772 4772 12.797

Tabela 9: Perfis estelares.

Miéxima massa gravitacional Mp,x, massa
baridnica Mjynmax € raio R. & € densidade central de energia, €u,in € a den-
sidade de energia do fim da fase de hddrons e inicio da fase mista para as
estrelas hibridas com fase mista ou inicio da transi¢ao de fase para as estrelas
hibridas sem fase mista, e €y, € a densidade de energia do inicio da fase de
quarks e fim da fase mista para as estrelas hibridas com fase mista ou fim da
transicdo de fase para as estrelas hibridas sem fase mista.
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Figura 5: Equag@o de estado para as estrelas hibridas com fase mista.
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Figura 6: Relacdo massa-raio para as estrelas hibridas com fase mista.
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Figura 7: Equacdo de estado para as estrelas hibridas sem fase mista com
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Figura 8: Equacdo de estado para as estrelas hibridas sem fase mista sem
matéria estranha.
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Figura 9: Relacdo massa-raio para as estrelas hibridas sem fase mista com
matéria estranha.
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Figura 10: Relacdo massa-raio para as estrelas hibridas sem fase mista sem
matéria estranha.
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5 CONCLUSAO

No capitulo 1 apresentamos uma pequena introdugdo as estrelas de
néutrons assim como as motiva¢des para a realizacdo deste trabalho. No
capitulo 2 o modelo de Walecka nao-linear (WNL) foi introduzido, e os resul-
tados para as estrelas hadronicas foram obtidos. No capitulo 3 o modelo de
Nambu-Jona-Lasinio (NJL) foi apresentado, e os resultados para as estrelas
quarkidnicas foram obtidos. No capitulo 4 construimos, com base nas estre-
las puras, as estrelas hibridas em suas duas versdes, com e sem fase mista, e
discutimos os resultados.

Supondo que estrelas hibridas sdo possiveis remanescentes de explosoes
de supernova, sua constitui¢do se torna importante apenas se suas quantidades
macroscépicas puderem ser comparadas com observagdes astrondmicas. En-
quanto alguns célculos praticamente excluem a existéncia de estrelas hibridas
[44] favorecendo estrelas de quarks, outros excluem as estrelas de quarks em
favor das estrelas hibridas [7]. Todas estas conclusdes sdo obviamente depen-
dentes dos modelos utilizados e foram conseguidas com o uso do modelo de
sacola do MIT para descrever a fase de quarks.

Estrelas hibridas possuem uma fase de hadrons descrita neste trabalho
pelo modelo de Walecka nao-linear (WNL) [26] e uma fase de quarks. Ao
invés de utilizarmos o usual modelo de sacola do MIT [34] para a construg@o
da fase de quarks, optamos por usar o0 modelo de NJL [27,28] para checar
alguns dos resultados anteriores sobre a existéncia da fase mista dentro das
estrelas hibridas.

Se a fase de hadrons é constituida de prétons e néutrons, a correspon-
dente fase de quarks possui apenas quarks u e d e a versdo SU(2) do modelo
de NJL € usada. Se o octeto baridnico é possivel na fase de hadrons, os
quarks u, d e s estdo presentes na fase de quarks que, por sua vez, é descrita
pelo modelo de NJL SU(3).

Concluimos que os resultados sao muito dependentes do modelo uti-
lizado, como era esperado. A possibilidade de uma fase de quarks é pratica-
mente excluida. Nossos cdlculos sugerem que estrelas de néutrons estaveis
sdo ou puramente hadronicas ou carregam uma fase mista em seu interior.

Com respeito a existéncia da fase mista, podemos ver que os resultados
estelares dependem muito pouco da escolha entre as constru¢cdo de Maxwell
ou de Gibbs. Portanto, € razodvel dizer que a construcdo de Maxwell dé re-
sultados satisfatorios, apesar de ndo obedecer as leis termodindmicas padrdes
para a coexisténcia de fase em sistemas com potenciais quimicos independen-
tes.

Os efeitos da supercondutividade de cor estdo fora do ambito deste
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trabalho, porém € importante ressaltar que ele pode desempenhar um impor-
tante papel na descri¢do da matéria nas estrelas de néutrons [41]. A fase de
cor-sabor-travado (CFL) pode tornar-se em uma fase supercondutora (2SC)
antes da matéria ser hadronizada, o que pode ser verificado quando lemos o
diagrama de fase da QCD das altas para as baixas densidades (observem as
figuras em [41,45], por exemplo). Esta transi¢do descontinua entre as fases
CFL e 2SC na presenca de massas realisticas para o quark estranho certa-
mente afeta a descri¢ao das estrelas hibridas.
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APENDICE A - Convencdes






Tensor métrico:

67

1 0 O
guv = &M = 8 _01 _01 (A1)
0o 0 O
Coordenadas contravariantes de um quadrivetor:
= (0 xh x2x3x) = (1,x,,2) = (1,%). (A.2)
Coordenadas covariantes:
Xy = guvx" = (x0, —x1, —x2,—x3) = (1, —x,—y, —z) = (t,—X). (A.3)

Produto escalar entre quadrivetores:

AyB* = Aug" By = AoBy —A1B) —AsBy —A3B3 = AgBy—A-B. (A.4)

Derivada contravariante e covariante:

d J -
h__- _—( _
8 8)6\/ (at’ V)’

0 J -
‘%Zaxv:(awV)v

onde d d d Jd d 4
Vzgl—i_aiyj—i_aizk: (
Quadridivergéncia:
dAg = -
HA, = —=——+V-
MAy o +V-A,
92 )

Matrizes de Pauli:

0 1 0 —i

6 = (61,62,63).

aaaiyvaiz

(A5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)

I 0
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Matrizes de Dirac:

I O 0 G
W=( ) ,7=(~ ) : (A.12)
0 -1/, =0 0/,.4

=07, =7, (A.13)

10
1_<0 1). (A.14)



