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tempo, com uma contribui¢ao cientifica inestimével e o exemplo de que sempre vale a

pena investir naquilo que se acredita.

E inacreditdvel como os resultados nos parecem naturais e simples uma vez descober-
tos, e quao dificeis sao os caminhos que a eles conduzem enquanto ainda nao descobertos.
Do mesmo modo a dirigibilidade dos aeroplanos, uma vez conhecida, serd facilmente ob-
tida pelas maos de técnicos. Inventada, porém ela so poderd ser por um génio de primeira
grandeza. E este inventor nao deverd ser apenas um génio, ele tem que ser também
um heroi. So a duras penas poder-se-d desvendar os segredos dos elementos ainda nao
conquistados. Apenas aqueles que possuem a bravura de confiar sua vida a estes novos
elementos e a arte de vagarosamente se esquivar de suas armadilhas terd a chance de
derrotar o dragao que ainda hoje esconde do homem o segredo desta descoberta. O in-
ventor do aeroplano manobravel obrigatoriamente sequird o exemplo do maior de todos os
descobridores, Cristévao Colombo, que nao apenas pela sua bravura, mas também pela sua
intuicao definiu o exemplo a ser sequido por todos os descobridores do futuro. "Se nao
colocares sua vida na empreitada, nunca atingirds grandes objetivos”. Deize que aqueles
que nao conhecem suficientemente as maravilhas da tecnologia do nosso século riam das

tentativas de voar.

Palavras premonitorias pronunciadas por Ludwig Boltzmann em conferéncia de 1894.
Infelizmente, Boltzmann morreu um pouco antes de Santos Dumont realizar o primeiro

bem sucedido voo com o 14-bis em 23 de outubro de 1906.

'Extraido do editorial da edicio especial da Revista Brasileira de Ensino de Fisica: Um tributo a
Boltzmann no centenario de sua morte, ISSN 1806-1117
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Resumo

As aplicacoes da Magnetohidrodinamica vao desde o controle de reacoes termonucle-
ares ao desenvolvimento de ligas em reatores a plasma. Dentre as aplicagoes podemos
destacar também o uso de modelos tedricos que possibilitam a simulagao em computador
da evolucao do arco-elétrico em dispositivos de comando e protegao, como disjuntores e
contatores. A previsao dos campos eletromagnéticos e hidrodinamicos nos dispositivos
citados é de fundamental importancia para o entendimento da influéncia da geometria
interna no decaimento da corrente com o tempo e a conseqiiente extingao do arco-elétrico,
colaborando com o desenvolvimento de dispositivos mais seguros e otimizados.

A proposta deste trabalho é a simulagao de modelos em Magnetohidrodindmica utili-
zando modelos cinéticos discretos capazes de recuperar o acoplamento entre as equacoes
eletromagnéticas e hidrodinamicas no continuo. Baseado no trabalho de Paul Dellar [I],
Philippi [2] e Shan [3] foi proposto uma equagao de relaxacao [1] capaz de recuperar a
equacao resistiva para o eletromagnetismo acoplada, via forca de Lorentz, a equagao dis-
creta de Boltzmann. Construimos aqui dois modelos que diferem entre si pelo tipo e pela
forma de introducao da forca de Lorentz na equagao discreta de Boltzmann capazes de
recuperar sem termos espurios a equacao de Navier Stokes e a equagao de balango da
energia interna para fluidos. A validacao dos modelos foi feita através da comparagao
entre solugoes simuladas e analiticas do escoamento de um fluido magnético em um canal,
Hartmann Flow. Também foi estudada, utilizando os modelos propostos, a influéncia do
campo magnético sobre os coeficientes de transporte.



Abstract

Magnethohidrodynamics is applicable from thermonuclear reactions to alloys deve-
lopment in plasma reactors. Among the applications we can also dettach the use of
theoretical models in order to have a computer simulation of the electrical-arch evolution
in controlling and protection devices such as circuit breakers and electric meters. The
prediction of the mentioned electromagnetic and hidrodynamic fields is of major impor-
tance to understanding the influence of internal geometry in current lapse with time and
the consequent extintion of the electric arch, contributing to the development of safer and
better optimized devices.

The plan of this work is to simulate models in Magnetohidrodynamics by using discret
kinetic models in order to recuperate the connection between the eletromagnetic and
hidrodynamic equations in the continuum. Based on the work of Paul Dellar [I], Phillipi
[2] and Shan [3] was proposed a relaxation equation [I] that could retrieve the resistive
equation to the conected electromagnetism, via Lonretz force, the Boltzmann equation.
Two different models in relation to the kind and form of introduction of the Lorentz force
in the Boltzmann equation were built. The validation of the models was obtained by
the comparison between both analytic and simulated solutions of the flowing of magnetic
fluid in a channel, Hartmann Flow. It was also studied, using the proposed models, the
influence of the magnetic field over the coefficient of transport.



1 Motwacao

Neste capitulo iremos introduzir de forma fenomenologica os principais conceitos refe-
rente a fisica do plasma acarretando no entendimento qualitativo da criacao e interrupc¢ao
de descargas elétricas. Nosso objeto de estudo, as descargas elétricas, sao produzidas pela
interrupgao de uma corrente estabelecida entre contatos elétricos. Estas descargas defi-
nem regioes com temperaturas entre 300K a 30.000K e ocorrem em ambiente atmosférico.
Nas regioes de altas temperaturas o meio se ioniza tornando-se sensivel a a¢ao de campos
elétricos e magnéticos. A evolucao dos campos nestas regioes podem ser descritos através

do acoplamento entre as equagoes da hidrodinamica e do eletromagnetismo.

Levantaremos de forma simplificada os principais conceitos que caracterizam o gis em

estudo.

1.1 Fenomenologia e Aplicacao

O plasma propriamente dito é um gas ionizado constituido de particulas positivas,
negativas e neutras em constante atividade de ionizagao e recombinagao. Sem perda de
generalidade, podemos apenas considera-lo como um gés constituido de particulas positi-
vas e negativas. Por ser um gas ionizado, o plasma é capaz de conduzir correntes elétricas
e interagir com elas respeitando os vinculos impostos pelas equacgoes eletromagnéticas
e hidrodinamicas. Podemos usar alguns parametros e conceitos para definir um pouco

melhor a natureza fisica do plasma [4] [5]. Sao eles:

Neutralidade: Qualquer volume macroscopico no interior de um plasma apresenta
carga elétrica efetiva nula. Isto se deve ao fato das cargas elétricas positivas e negativas

estarem em continuo equilibrio, ou seja, uniformemente distribuidas no espaco.

Comprimento de Debye (Ap): Uma caracteristica importante do plasma ¢é a
sua capacidade de blindar qualquer potencial estatico. Se algum potencial elétrico for

introduzido em seu interior, por algum eletrodo positivamente carregado por exemplo, as



cargas negativas que se encontram livres tenderao a aproximar-se, blindando o potencial.
A distancia entre a origem do potencial e a regiao em que a neutralidade do plasma é
recuperada ¢ denominada de comprimento de Debye. Um dos requisitos para podermos
chamar um fluido ionizado de plasma é ser o comprimento de Debye muito pequeno
quando comparado a outras dimensoes fisicas de interesse como por exemplo, no nosso

caso, a distancia entre os contatos elétricos.

Parametro de Plasma (g): Define-se parametro de plasma g como sendo o inverso
do ntimero de particulas dentro de uma esfera de Debyd'] A descri¢do de um plasma tem
significado estatistico apenas quando o ntimero de particulas dentro da esfera de Debye

for grande g << 1

Freqiiéncia de Plasma (w,): Seja um plasma em equilibrio. Se colocarmos um
eletrodo carregado em seu interior, isto induziré, nas proximidades do mesmo, uma sepa-
racao de cargas e um potencial entre elas. Se tirarmos esse eletrodo, as cargas tenderao
a voltar as posigoes de equilibrio pela acao do potencial criado entre elas. Assim quando
retornarem as posicoes de equilibrio, terao adquirido velocidade, o que induzirda uma
nova separacao entre as mesmas e assim por diante. Isto induzira uma oscilagao com
uma freqiiéncia bem definida que dependera, entre outras coisas, da densidade de carga
do plasma. Usualmente este tipo de fenémeno é utilizado para inferir indiretamente a

densidade do plasma.

Esta oscilagao pode deixar de ocorrer se a densidade de particulas neutras for aumen-
tada gradativamente de forma que o niimero de colisoes entre as particulas carregadas e
neutras for maior que o nimero de colisoes entre as particulas carregadas. Desta forma
é natural exigir que a freqiiéncia de oscilacao do plasma seja maior que a freqiiéncia de

colisao do fluido w, > v, ou w,7 > 1, onde 7 = % é o tempo de relaxagao [| do fluido.

Os trés parametros mencionados caracterizam bem o plasma, e de maneira geral
podemos dizer que para um fluido ser considerado plasma deve satisfazer os seguintes

requisitos:

1¢ Quasi-Neutralidade } \p << I

2% Comportamento Coletivo: g << 1.

!Esfera de Debye [6] caracteriza-se pela esfera definida pelo raio vetor com médulo igual ao compri-
mento de Debye

20 tempo de relaxacdo é dado pelo inverso da freqiiéncia de colisdo, ou seja, é o tempo médio entre
duas colisoes.

30nde I é o comprimento caracteristico.



3% Colisoes Infrequentes: w, 7 > 1.

Todos esses conceitos sao para delinear brevemente a natureza do plasma. Veremos
nas segoes e nos capitulos posteriores que o plasma é um fluido muito semelhante aos
fluidos convencionais como o ar, por exemplo. A diferenca basica esta na sensibilidade
que o fluido apresenta a aplicacao de campos elétricos e magnéticos. Trabalharemos aqui

com uma abordagem cinética da mecanica dos fluidos e do eletromagnetismo.

1.2 Conceitos basicos em interrupcao de correntes

Vamos iniciar enunciando a lei de Lenz [5],

"No caso de uma varia¢cao em um sistema magnético, sucede algo que tende a se opor

a varia¢ao”

A lei de Lenz nada mais é do que a lei de indugao magnética e pode ser matematica-

mente descrita pela relacao,

__%
e=—— (1.1)

onde ¢ ¢é a diferenga de potencial induzida pela variagao de um fluxo magnético ¢ =
N B -7 ds em um circuito de drea A qualquer. De maneira geral podemos supor que

¢ = ¢(i) onde i é a corrente estabelecida sobre o circuito de area A, de forma que,

dt —  didt  dt = di

onde L é definido como sendo a indutancia do sistema e depende apenas das caracteristicas

_do _ _dodi __ ,di L=% (1.2)

geométricas de um circuito qualquer c.

E comum encontrarmos a analogia entre indutancia e inércia em um sistema mecanico.
Assim associa-se "resisténcia” & interrupc¢ao de uma corrente, com a "inércia”’ que a mesma
estabelece sobre o sistema. Deve-se tomar cuidado com essa analogia para nao associar
esta aparente inércia ao fluxo de massa dos elétrons estabelecido pela corrente i. Deve-se
entender a indutancia como um efeito intrinseco do sistema magnético com origem na lei
de Lenz. E importante entender que a lei de Lenz é um primeiro principio, assim como a

conservacao da energia por exemplo, e portanto é uma lei empiricamente estabelecida nao



podendo ser deduzida de nenhum outro primeiro principio. Quando houver davidas, deve-
se usar sempre a lei de Lenz em sua forma original para concluir sobre efeitos magnéticos

induzidos.

Agora estamos de posse das principais idéias requeridas para o entendimento da cri-
acao e interrupcao de descargas elétricas sobre contatos elétricos. Vamos imaginar uma
corrente elétrica ¢ estabelecida entre contatos elétricos fechados em um certo circuito
qualquer c. Qualquer tentativa de interrupcao da corrente pela abertura dos contatos
elétricosﬂ7 segundo a lei de Lenz, sucederd algo que tenderd a se opor a esta varia(;é(ﬂ
Este "algo” é a tensao de arco, que é a diferenca de potencial que se estabelece sobre os
contatos elétricos a fim de reestabelecer a corrente de origem, mantendo deste modo o
fluxo magnético do sistema constante. Neste caso, a abertura dos contatos é feita sob am-
biente atmosférico, portanto o ar entre os contatos exercera o papel de dielétrico. Quanto
maior a rigidez dielétrica do ar maior sera a resisténcia oferecida pelo mesmo ao reesta-
belecimento da corrente e portanto maior serd o potencial elétrico induzido na tentativa

de reestabelecer a corrente.

Neste jogo entre a tentativa do potencial de arco reestabelecer a corrente, e a rigidez
dielétrica oferecida pelo ar, serao induzidas sobre as vizinhancas dos contatos elétricos
pequenas correntes devido ao alto potencial que estarao submetidos os elétrons superficiais
aos contatos elétricos, o que acabara por arrancé-los, gerando pequenas correntes que por
efeito Joule ionizarao as regioes superficiais dos contatos. Deste modo serao libertados
elétrons colaborando com uma reagao em cascata que contribuiré com o restabelecimento
gradativo da corrente original. Portanto o potencial de arco sera tao mais intenso quanto

mais abruptaﬁ for a interrupg¢ao da corrente.

A energia armazenada sob forma de potencial de arco pode ser associada ao conjunto
do trabalho das forcas externas sobre os contatos elétricos a fim de interromper & corrente
estabelecida 7 pela abertura dos mesmos. Portanto quanto maior for o trabalho das forgas
externas sobre os contatos elétricos a fim de abri-los, maior serd o potencial de arco

estabelecido sobre os contatos elétricos.

Uma outra forma de visualizar o que acabamos de descrever é usar a analogia da

4A abertura pode ser forcada por sistemas mecanicos, como molas ou sistemas hidraulicos por exemplo,
ou pela atuacao de forgas de natureza qualquer.

5A variacdo aqui diz respeito & variacao da corrente com o tempo como exposto pela Equacao ,
ou de maneira mais fundamental a variagao do fluxo magnético ¢ em uma area ds qualquer definida sobre
um circuito genérico ¢ como mostra a Equagao .

6Neste caso mais abrupta significa % cada vez mais elevado. Uma interrupg¢ao instantanea, segundo
a Equacao , induziria % — oo que induziria um potencial de arco ¢ — oo.



inércia devido a corrente estabelecida i. A partir do mesmo sistema descrito acima, ou
seja, contatos fechados e corrente i estabelecida. Quando for¢camos a abertura destes
contatos, os elétrons que “escoam” de um lado ao outro encontrarao uma barreira, devido
ao estabelecimento do ar dielétrico entre os contatos, e tenderao a se acumular em uma
das extremidades do contato, e consequentemente do outro lado a densidade de cargas
experimentara um declinio. Esta variacao na densidade de cargas nas extremidades dos

contatos elétricos é a origem do potencial de arco. Ela serd tao intensa quanto mais

abrupta for a variacao da corrente durante a interrupcao.

Em uma situacao onde a interrupcao da corrente é feita em ambiente de baixa pressao,
é esperado um potencial de arco extremamente expressivo devido a maior capacidade
dielétrica e portanto maior capacidade de interrupc¢ao em um tempo significativamente

menor, ou seja, uma interrupc¢ao extremamente abrupta.

Nas regioes entre os contatos elétricos sera criado um fluido com temperaturas de até
30.000K que goza das propriedades 1%, 2% e 3% citadas na secao anterior. Este fluido,
como discutimos, tera a capacidade de blindar potenciais externos. Portanto, nas regioes
proximas aos contatos elétricos, o arco—elétricdﬂ experimentara uma regiao de nao neutra-
lidade, e de variacao de potencial, devido ao acimulo de cargas nas regioes proximas aos
contatos, tentando blindar o potencial de arco que se estabelece sobre os contatos. Na
literatura [7], estas regides sao denominadas de queda de potencial de dnodo e queda de

potencial de catodo respectivamente.

Uma vez estabelecido o arco-elétrico a corrente fluird dos contatos elétricos pela co-
luna de arco até que, por algum motivo, sua temperatura caia a um valor tal que nao
teremos elétrons livres suficientes para manter a corrente. Portanto o mecanismo bésico
na interrupcao do arco elétrico é aumentar ou restabelecer a rigidez dielétrica entre os
contatos, aumentando a distancia |§| entre eles mais rapidamente do que o estabelecimento

das regioes ionizadas e ou baixando a energia interna do arco.

O mecanismo base pelo qual o plasma perde energia ﬂ interna é pela evaporacao dos
contatos elétricos e dos materiais metélicos introduzidos em seu interior. O conjunto

desses materiais metalicos ¢ denominado de caAmara de extingdo. A camara de extingao é

"Estaremos usando as palavras “arco-elétrico”, "arco” e “plasma’” como sinénimos.

8A abertura de contato que experimentasse uma velocidade incrivelmente superior ao que os me-
canismos atuais proporcionam seria suficiente para que a distidncia entre os contatos aumentasse mais
rapidamente do que a capacidade que o sistema teria de favorecer o aparecimento de correntes superficiais
induzidas aos contatos. O preco que se pagaria por isso seria a de um potencial de arco extremamente
elevado em contrapartida a uma interrupgao extremamente abrupta da corrente estabelecida i.
9Estamos desconsiderando perdas por radiacdo.



um conjunto de placas dispostas em torno da regiao em que o arco-elétrico é estabelecido.
Devido aos efeitos magnéticos induzidos pela corrente que passa entre os contatos, e
pela magnetizacao das placas da camara, o arco é aprisionado e evapora o material que
constitui a camara até que sua energia interna nao seja mais capaz de ionizar o meio,

estabelecendo rigidez dielétrica e interrompendo a corrente.

Figura 1: Estdgios envolvidos na criacao e extingao do arco-elétrico.

Para que o balanco de energia no processo de criagao e extingao do arco-elétrico
fique claro, observemos a Figura . Na figura os retangulos sao representagoes dos
contatos elétricos, as linhas estabelecidas entre eles representam o campo estabelecido
devido ao potencial de arco, os simbolos + e — representam o actimulo de cargas devido
a separacgao dos contatos e as linhas horizontalmente dispostas representam a camara de
extingao, sendo W todo o trabalho exercido sobre os contatos forcando sua abertura e @)
a dissipacao de energia final provocando erosao sobre os contatos, placas de extingao e

perdas de calor para o ambiente.

No passo zero, no topo da figura, os contatos encontram-se fechados e uma corrente



11 esta estabelecida. Em seguida, da esquerda para a direita de cima para baixo, os
contatos se abrem devido a aplicacao de trabalho W sobre os mesmos, e neste instante,
imediatamente apos a aplicacao de W, inicia-se o actimulo de cargas na extremidade dos
contatos devido a variacao da corrente de um valor ¢; para um valor imediatamente inferior
79, € um leve potencial elétricoﬂ se estabelece entre os contatos. No passo seguinte a
corrente continua com sua tendéncia de queda, devido aos valores crescentes de resiténcia
que os elétrons experimentam em funcgao da separagao dos contatos, e mais cargas se
acumulam, estabelecendo um alto potencial elétrico ¢ ~ %. No terceiro passo, peniltima
figura da esquerda para a direita, o potencial elétrico experimenta valores suficientes para
romper a rigidez dielétrica, e neste instante se estabelece uma descarga elétrica gerando
energia suficiente para ionizar o meio diminuindo ainda mais a resisténcia a passagem
da corrente. No tltimo passo, toda a energia liberada pela descarga evapora parte dos
contatos elétricos e sistema de camara de extingao, fazendo com que o arco perca energia
interna diminuindo a densidade de elétrons livres estabelecendo altos valores para a rigidez

dielétrica e terminando por interromper a corrente.

O balanco de energia envolvido no processo pode ser descrito esquematicamente pela

relacgao,

2

0 1 —_——— 3 4
W — Féxr — de ~ ﬁét—ﬂ%z ot — 9 (1.3)

0 passo: Contatos fechados e aplicagao de trabalho W sobre os mesmos.

1% passo: Contatos abrindo devido a aplicacao de w = Féx e estabelecimento de um

ténue potencial de arco.

2% passo: Contatos abertos e estabelecimento de forte potencial de arco.

3% passo: Descarga elétrica e producao de efeito Joule.

4% passo: Energia dissipada sob forma de calor, erodindo contatos e camara de extin-

Gao.

Esta é a descricao basica dos mecanismos de criagao e extingao do arco-elétrico. En-

tender a dindmica do plasma na geometria interna aos mecanismos de prote¢ao, como

0Potencial elétrico é equivalente a potencial de arco.



disjuntores, é fundamental para entender a relagao entre o decaimento da corrente com o
tempo, o potencial de arco e o desgaste experimentado por mecanismos, permitindo assim

otimizar e desenvolver produtos menores e mais confiaveis.

1.3 Modelos teoéricos, experimentacao e softwares co-
merciais

E fundamental que a experimentacdo ande lado a lado com os modelos teéricos. A
experimentagao é usada na validacao e na extracao de parametros de ajuste para os
modelos tedricos. Um exemplo é a queda de potencial experimentada pelo plasma, nas
regioes proximas aos contatos elétricos, em fungao de um determinado potencial de arco. A
queda de potencial experimentada pelo plasma nas regioes proximas aos contatos elétricos
depende da capacidade de blindagem]] do plasma, portanto dependera basicamente da
sua constituicao como fluido e da sua capacidade de ioniza¢ao e recombinagao em funcao
da temperatura. A capacidade de blindagem ou o conhecimento da queda de potencial
é importante para podermos saber qual potencial o plasma estard submetido e assim,
podermos inferir a corrente na coluna de plasma. O conhecimento deste fator é um

exercicio experimental e fornece os pardmetros de ajuste para a simulacao.

A experimentacao, de forma geral, contribui para a melhoria do entendimento da feno-
menologia da interrupgao, auxiliando o engenheiro na escolha dos parametros relevantes

na execuc¢ao da simulagao.

O assunto plasma é extenso e abrange desde modelos quanticos usados para o en-
tendimento da estabilidade em ntcleos de estrelas, fusao nuclear controlada a aplicagoes
como soldas ou no nosso caso, disjuntores. O mais importante a salientar é que, apesar
de estarmos tratando com um gas extremamente quente, com temperaturas da ordem de
30.000K, o foco de nossa fenomenologia esta na evolugao do plasma desde sua criagao até
sua extingao. A descri¢gao dessa dinamica passa por modelos que devem levar em conta
variagoes de temperatura desde a temperatura ambiente 300K a temperatura de 30.000K.
Portanto as equacoes relevantes para a descricao em questao passam pelo acoplamento
das equacgoes da hidrodinamica com as equagoes do eletromagnetismo. Neste caso a visco-
sidade desempenha um papel importante pois ao passarmos pelos valores de temperatura
de 300K a 30.000K os efeitos viscosos nao poderao ser desprezados. Caso diferente seria

tratarmos sobre a estabilidade do plasma em um regime em que sua temperatura variasse

HDepende do comprimento de Debye Ap.



na regiao dos 30.000/". Neste caso uma boa aproximacao seria tratar o plasma como um
fluido nao viscoso como em modelos para nucleo de estrelas e em reagoes de fusao nuclear.
Portanto nosso objetivo aqui é resolver o acoplamento entre as equagoes hidrodinamicas

e eletromagnéticas.

A abordagem convencional, na area de contatos elétricos, é tratar a magnetohidrodi-
namica a partir das equacgoes macroscopicas. Existe uma extensa literatura a respeito.
Métodos bem estabelecidos para a solucao destas equagoes sao os métodos de volumes
finitos, usados comumente para tratar as equacoes hidrodinamicas e de elementos finitos,
usadoﬂ comumente para as equagoes eletromagnéticas. A grande maioria dos mode-
los em magnetohidrodinamica sao modelos "engenheirados” por nao tratar a solugao das
equagoes macroscopicas pela aplicacao direta de algum método matemaético, mas sim a
partir de softwares comerciais. Esses modelos sao baseados no acoplamento entre um
primeiro software que resolve as equagoes da hidrodinamica, e um segundo software que
resolve as equacgoes eletromagnéticas. As solu¢oes de um conjunto de equagoes sao as con-
digoes iniciais do outro conjunto de equacoes e vice-versa. Esse acoplamento é feito via

construcao de um terceiro software que gerencia a transmissao e recepc¢ao dessas solucoes.

Nossa abordagem sera a da teoria cinética dos gases a partir da discretizagao da equa-
cao de transporte de Boltzmann. Esses modelos sao conhecidos como modelos de Lattice
Boltzmann - LBM. E possivel, como veremos ao longo desta tese, tratar as equacoes
eletromagnéticas a partir da equagao de Boltzmann. Modelos em teoria cinética objeti-
vam a solugao das equagoes macroscopicas da hidrodinamica via solugao da equacao de
Boltzmann. Isto significa que existe um procedimento bem definido que possibilita asso-
ciar a solugao dos campos da equacao de Boltzmann aos campos vetoriais e escalares da
hidrodinadmica. Este procedimento é conhecido como procedimento de Chapman-Enskog.
Portanto quando falamos em solucao das equagoes eletromagnéticas via teoria cinética,
queremos dizer que é possivel a partir da equagao de Boltzmann, via procedimento de

Chapman-Enskog, chegar as equagoes eletromagnéticas.

A vantagem de tratar a magnetohidrodindmica, via volumes e elementos finitos, é
a seguranca de estar usando um método muito bem fundamentado e testado com uma
imensa literatura a respeito. A desvantagem é de estar tratando o problema explicita-
mente do ponto de vista macroscopico. Tratar o problema do ponto de vista mesosco-

pico@, via equagao de Boltzmann, possibilita uma visao mais fundamental da fisica que

12N30 que os métodos nao possam ser usados de forma, inversa.

13Lattice, em ingés, se refere a grade, ou seja, sao modelos cinéticos baseados na equacao de Boltzmann
feitos em um espago discreto em forma de grade. LBM sao as iniciais para Lattice Boltzmann Method.

14 Mesoscopica se refere a escala que fica entre a escala atomica e a escala macroscopica.



10

rege a magnetohidrodindmica. Este ponto de vista favorece por exemplo a imposicao de
condigoes de contorno genéricas, o que nao ¢é possivel em modelos estritamente macros-
copicos. Modelos mesoscopicos possibilitam tratar o plasma de maneira mais realista.
Plasma essencialmente é um fluido miscive[™| de um fluido neutro, um fluido eletrénico e
um fluido i6nico. O tratamento de fluidos misciveis de duas fases ou mais é extremamente
complicado via métodos de volumes e elementos finitos aplicados as equagoes macrosco-
picas. Tratar o plasma a partir de modelos baseados em trés fluidos com condigdes de
contorno genéricas é se aproximar de uma descri¢ao mais rica do ponto de vista fisico, o

que acreditamos, possibilitaré extrair mais informagao e com melhor qualidade.

Uma outra vantagem do LBM ¢ o tempo computacional e a paralelizacao direta do
codigo. Em geral LBM possui um tempo computacioal significativamente menor que
modelos baseados na solu¢ao das equacoes macroscopicas via volumes e elementos finitos.
Um exemplo bem sucedido da aplicacao de LBM com fins comerciais é o da empresa
EXA através do software Powerflow para a simulacdo da aerodinamica. De maneira
geral a industria automobilistica tem migradd’| dos softwares convencionais para o uso
do Powerflow, em parte pelo ganho em tempo computacional e em riqueza de detalhes na

solucao dos campos hidrodinamicos.

Modelos em LBM sao relativamente recentes se comparados aos bem estabelecidos
volumes e elementos finitos. Tratar o problema do arco via modelos LBM traré no minimo
uma visao diferente e, acreditamos, abrira perspectiva para a construcao de um modelo
mais eficiente tanto do ponto de vista de tempo computacional como na qualidade e na

abrangéncia das informagoes que sao passiveis de serem extraidas.

O objetivo deste trabalho é mostrar a solidez do método para aplicacoes de interesse
na area de contatos elétricos, apontando um caminho para a construcao de modelos que

de fato superem os resultados dos modelos convencionais.

15Fluidos misciveis sdo aqueles que quando misturados formam uma fase homogénea.
http: / /www.exa.com
17Ver portifslio de clientes em: http://www.exa.com
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2 Eletromagnetismo

Neste capitulo [5] introduziremos os conceitos mais importantes para o entendimento

das equagoes do eletromagnetismo.

2.1 Leil de Gauss

Consideremos o campo elétrico £ em um ponto 7 de uma carga puntual ¢ localizada

na origem do sistema de coordenadas,

5 q T
b= ey i (2.1)

onde &y é a permissividade do espago livre e r =| 7.

Seja uma superficie fechada qualquer s em torno da carga. A componente normal n

da integral de superficie sobre o campo E & dada por,

]{E-nds: d fr'”ds L L (2.2)
s 47T€Q s

r3 dreg Js 12

Lembrando que o angulo sélido €2 é definido pela fracao da area perpendicular ao raio

vetor com origem no centro de coordenadas dividido pelo raio ao quadrado ou seja,

go= BT (2.3)

r2 r2

e para uma superficie fechada esfericamente simétrica, sem perda de generalidade,

n-r r?sin(0) df d¢
Q:/sdQ:/ﬁds:/s — dr (2.4)

r2

Voltando para a integral de superficie do campo elétrico,
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q [n-T q
——ds = — 2.5
s 47'('80 s r2 s €0 ( )

Levando em conta o principio de superposicao do campo elétrico, de que o campo
elétrico total gerado por uma distribuicao de cargas é igual & soma vetorial dos campos

de cada carga sobre o ponto,

Ey=Ei+Ey+ -+ + E, (2.6)

Neste sentido consideremos uma distribuicao de N cargas encerradas em uma super-

ficie s e o campo gerado por elas sobre esta superficie,

%(E1+E2+...En).ﬁd5— q (7}+:§+..-+2'“>~ﬁds (2.7)
s 2

dmeg Js \ 11 2

Para as cargas que estiverem internas a superficie S, o produto interno 7; - n > 0 é

maior que zero. Como o angulo solido é independente da superficie tomada,

Ti Norho
— - hds=41 = Z%—Q-n:élﬂ]\f (2.8)
S ’I“Z i=1 S T’L
ou seja,
- g o
fﬂwn@— 4xN = NL (2.9)
S TEQ €0

que é igual a carga liquida interna a superficie S. Ou seja,

fﬁ#umz%“ (2.10)

€0

ou na forma diferencial,

V- E="2 (2.11)
onde p é a densidade de carga.

Portanto o fluxo total do campo elétrico sobre uma superficie fechada é igual a carga
liquida dentro da mesma superficie. Esta é conhecida como lei de Gauss para o campo

elétrico.

Considerando ainda o campo elétrico E fixo para todo o instante de tempo t, per-
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cebemos que este é um tipico campo conservativo. Para visualizarmos isso considere-
mos um deslocamento qualquer dl no espaco em coordenadas esféricas, portanto dl =
r df 0+ rsin(f) d¢ ¢. Coloquemos a carga no centro dos eixos coordenados. Seja um

circuito fechado ¢ externo a carga ¢. A integral de linha sobre c,

fﬁ-df: ! flf-(rdeéwsm(e) dé §) =0 (2.12)

dreg Je r?

Nao precisamos considerar a componente radial do deslocamento pois, para voltar no

mesmo ponto elas sempre se cancelardo. Usando a defini¢ao de rotacional [§],

WZWXE).TALZO (2.13)

lim
AS—0  AS
onde AS é qualquer superficie definida pelo circuito ¢ e n o vetor unitario normal a

area definida pelo circuito fechado c. E a Equagao (2.12)) também pode ser escrita como,

VxE=0 (2.14)

Lembramos que estas situagoes sao para campos nao dependentes do tempo.

2.2 Corrente Elétrica

Consideremos agora a natureza das cargas em movimento. A carga liquida transpor-
tada Q(t) através da diferencial de area ds por unidade de tempo é definida como sendo

a corrente elétrica,

_ 4

I=
dt

(2.15)

Seja um meio condutor com apenas um tipo de portador de carga [ O ntimero
desses portadores por unidade de volume sera representado por N. Desconsiderando o
efeito da temperatura sobre as velocidades, consideremos os portadores de cargas todos
com a mesma velocidade 5 Durante um tempo dt cada portador percorrera a distancia
or = 5 - n 0t na direcao n normal & diferencial de area ds. Uma diferencial de corrente

portanto fica,

1O portador de carga, neste caso, é o elétron. Em um meio ionizado estaremos considerando também
os fons
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_6Q gNE-adtds
ot ot

e se mais de um tipo de portador de carga estiver presente,

dl = Ng&-nds (2.16)

dl = <Z Niqié> -h ds (2.17)

que é a corrente que flui através da diferencial de area ds. A quantidade vetorial entre
parénteses tem dimensao de corrente por unidade de éarea e é definida como sendo a

densidade de corrente f,

J = Z Nigi&; (2.18)

dl = J-f ds (2.19)

A densidade de corrente J e a densidade de cargas p. nao sao quantidades indepen-

dentes e estao relacionadas pela equacao da continuidade.

Considerando o principio da conservacao da carga, a variacao total da distribuicao de

cargas p. dv no tempo sob um volume de controle V' devera ser nula,

d
%/V,ocdv =0 (2.20)

Usando o teorema de transporte de Reynolds, apéndice C2 conseguimos [9],

d ope = . B
dt/vpcdv_/v<0t + V- (pe u)) dv =10 (2.21)

onde 4 é a velocidade dos portadores de carga . Definindo J = p.@ conseguimos,

8pc S5 o
-J = 2.22
Pe ¥ T=0 (2.22)

que ¢é a equagao da continuidade para a corrente elétrica, onde p. é a densidade de carga.

2No caso de estarmos trabalhando com a aproximacdo de um fluido para o plasma, a velocidade dos
portadores de carga serda a mesma do campo hidrodinamico
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2.3 Forca magnética

A for¢a de Coulomb sobre uma carga ¢ localizada em 7 devido a carga ¢; localizada

na origem, ¢ dada por,

- 1
= qq 7

2.23
dreg 13 ( )

Isso se as cargas estiverem em repouso. Se as cargas estiverem em movimento, com
velocidades £ e & havera uma forca magnética adicional exercida pela particula com

velocidade E sobre a particula com velocidade 51 dada por,

= Ho 991 »
F, = - 2.24
A r? (& % ) ( )

E o campo magnético B pode ser definido como,

Fy =q(¢x B) (2.25)

O que nos permite definir o vetor indugao magnética como sendo,

5_ Modp T

isso simplifica o entendimento de que toda carga elétrica em movimento gera um campo
magnético que é proporcional ao produto vetorial da sua velocidade pelo raio do vetor no
ponto de medida do campo B. Se estiver presente um campo elétrico e magnético, a forca

total sobre a carga teste é dada por,

F=q(E+&xB) (2.27)
que é conhecida como for¢a de Lorentz.

O campo magnético, Equagao (2.26) e o campo elétrico, Equacao (2.1, obedecem
ambos ao mesmo principio de superposi¢ao e seus moédulos possuem o mesmo tipo de

decaimento 7% com a distancia. Porém suas magnitudes sdao bem discrepantes,

= <

o v

&1
Fe > (2.28)
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onde ¢, &, & sao respectivamente os modulos EI da velocidade da luz, da velocidade da

carga ¢q e da velocidade da carga ¢;.

De posse da defini¢ao de indugao magnética definiremos agora a lei de Ohm e a lei de

Ohm generalizada.

Em alguns tipos de metais a temperatura constante, observa-se que a densidade de

corrente é linearmente proporcional ao campo elétrico,

J=0E (2.29)

onde o é a condutividade elétrica e n = % ¢ a resistividade elétrica. No caso geral

o =o(E). A relacdo Equacio 1) é conhecida como Lei de Ohm .

No caso de um fluido condutor, como o plasma por exemplo, a densidade de corrente
serd proporcional ao produto # x B, onde u é a velocidade hidrodindmica. Podemos assim

sugerir a Lei de Ohm Generalizada ,

—

J =0 (E+ix B) (2.30)

onde E é o campo elétrico externo sobre o plasma, e @ o campo de velocidades do fluido

que ¢ obtido através de um processo de média sobre as velocidades microscopicas &.

2.4 Nao observancia de monopolos magnéticos

As intmeras experimentagcoes feitas por Oersted e Ampére podem ser generalizadas e

entendidas através da lei de Biot e Savart . Seja J(7) a densidade de corrente sobre um

circuito ¢; localizado a partir de uma origem O sobre um ponto 7, e seja B(75) o campo

magnético induzido pela densidade de corrente J(7;) no ponto 7 sobre um circuito ¢y

B(r3) = @/v J() x (72— 71) doy (2.31)

_471' ‘FQ—Fl‘B

onde v; é um volume definido sobre o circuito ¢;, lembrando que,

v (1) - —ér&(i) Ll T (2.32)

r r2 r3

3Sempre quando nos referirmos ao médulo de alguma quantidade vetorial 5 faremos isso simplesmente
suprimindo a notagao vetorial | £ |= &.
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onde r é o modulo de 7.

Queremos saber qual é o divergente de B (75) em um ponto 7 sobre o circuito ¢y devido
a0 campo magnético induzido B (75) para uma dada distribuigdo de densidade de corrente
J (71) definida sobre todo o dominio 7 no circuito ¢;. O dominio 7 ou o circuito ¢; tem
um sentido genérico e refere-se a todo o dominio, excluindo o ponto 75, que contribui de

alguma forma para o campo magnético resultante B (75) medido sobre o ponto 7. Para

facilitar os calculos vamos definir ¢(ry) = 2221

= [R-npP
sobre a equagao (2.31)

. Finalmente atuando com o divergente

—

V., - B(rs) « V,, - (/ J(7) x V(rs) dvl) = / (Omd Erim dvr +

+ / (Jk(‘?m@l(b Eklm ) dvl =0

—

onde o primeiro membro depois da igualdade na equagao acima se anula pois J(7]) nao
depende de 75, ou seja o campo magnético em cada ponto é a soma das contribui¢oes do
campo magnético gerado por cada particula em todo o dominio, menos no ponto 75. O
segundo membro se anula devido a antisimetria do tensor ey, contraido na quantidade

simétrica 0,,0; de forma que,

V-B=0 (2.33)

Que ¢é a representacao matematica da observagao experimental da Equagao ([2.31))
feitas por Biot e Savart e indica a nao existéncia de monopolos magnéticos. Ou seja,
toda linha de campo magnético B que sai de uma superficie fechada retorna & mesma.
Percebemos que esse nao ¢ o mesmo caso do campo elétrico, Equagao , que tem
origem na carga e vai para o infinito com fluxo nao nulo para qualquer superficie fechada

sobre qualquer distribuicao liquida de cargas.

2.5 Lei de Ampére

Continuemos a considerar campos que nao dependem do tempo. Para correntes esta-

cionarias,

4Estamos considerando ¢(r2) dependente apenas de % pois para fins de calculo 7 estéa fixo
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V-J=0 (2.34)

e podemos obter uma importante relagao para o campo magnético. Tirando o rotacional

da Equagao de Biot e Savart (2.31)),

Vi, x B(F: / Vi, X ( ) x (7 — “)) duv, (2.35)

| 75 — 7 |3

Observemos que V,, nao opera sobre .J(7). E para facilitar os calculos

T (2.36)

W= S50
| 75 — 7 |3

Retornando ao rotacional da Equagao ([2.35))

4%2/1, Vi, X (_’(Fl) X 0 (Fg)) dv, = @/v (ﬁ(ﬂ)ﬁ% A — (J(F) - ﬁfg)w) dvy (2.37)

E o primeiro membro depois da igualdade pode ser reescrito em termos da funcgao

delta de Dirac, Equacao B.5]

—

Vi, % B(7) / T(7)4md (7 — ) dvy — ZO / (J(7) - Vi) dv (2.38)

™

O ultimio termo da Equacao (2.37)) pode ser integrado por partes. Simultaneamente

T2 7‘1 _ v 7' —7‘2

faremos a mudanga de variavel Vmw Ay

Integrando o dltimo termo da Equagao ([2.37)) por partes,

[ ) Vs i dvn = [ V- (JF) @) doy [ Vo ST doy (2.39)

Integrando o divergente que vem logo em seguida da igualdade na equagao acima para

uma regiao onde J = 0,

/ﬁq (T ) dvy =0 (2.40)

e podemos concluir que,
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/ J(71) -V, 10 doy =0 (2.41)

Substituindo os ultimos resultados na Equacao ([2.38) podemos reescrever a Equagao
(2.35)),

Vi, x B(i) = %OT T(7) 4 8(7 — 71) dvy = o J () (2.42)
ou seja,
Vi X B(7) = po J(7) (2.43)

que é conhecida como a forma diferencial da Lei de Ampére

2.6 Inducao Eletromagnética

Até agora estivemos considerando campos que nao mudam com o tempo. A equacao

que caracteriza a eletrostatica é,

VxE=0 (2.44)
que é uma consequéncia direta da lei de Coulomb. Ou seja, o campo elétrico estatico é

irrotacional.

Para o caso de campos nao conservativos, podemos definir a forca eletromotriz sobre

um circuito ¢ fechado,

]fﬁ Al = (2.45)

A origem da forca eletromotriz pode ser de natureza diversa. Em especial, sabemos
pela experiéncia que a variagao de fluxo magnético sobre um caminho fechado ¢ gera uma

forca eletromotriz induzida, que pode ser escrita como,

dp
- 2.46
£ o (2.46)

onde ¢
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@z/é-ﬁds (2.47)
S
é o fluxo do campo magnético sobre a area S definida pelo caminho fechado c.

Este resultado é conhecido como a lei de indugao eletromagnética de Faraday. A
lei, Equacao ([2.46) é independente da maneira com que o fluxo magnético varia e é
um principio fundamental independente, nao podendo ser obtido de outros principios

fundamentais como o principio da conservacao da energia por exemplo.

Unindo os resultados da Equagao (2.46) e Equagao (2.45) podemos escrever

Lo d
j{E-dl:—%/gB-ﬁds (2.48)

Se a area S do circuito ¢ for fixa e nao variar com o tempo, podemos passar a derivada
temporal para dentro da integral, e usando o teorema de Stokes reescrevemos a Equacao
(2.48)) como,

. . 9B
VXE=-"> (2.49)

que ¢é a forma diferencial da lei de Faraday.

Com base no resultado da Equagao (2.49) podemos enunciar a Lei de Lenz :

Lei de Lenz 2.6.1 No caso de uma variagao em um sistema magnético, sucede algo que

tende a se opor a variacao.

2.7 Equacoes de Maxwell

Para encontrarmos o conjunto de equagoes conhecidas como equacoes de Maxwell
precisaremos analisar um pouco mais a Equagdo de Ampére (2.43)). Perceberemos que em

algumas situacoes ela falha, e assim Maxwell propos sua generalizacao.

Imaginemos um capacitor de placas paralelas sendo carregado por uma corrente I.

Segundo a equagao de Ampére, para uma distribuicao de densidade de corrente J a

integral de linha do campo magnético sobre um circuito fechado ¢ é dada por,

ff?-df:uo/sf.ﬁds:mJ (2.50)
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onde S ¢é a superficie definida pelo circuito fechado ¢ que corta a se¢ao reta do fio que
carrega o capacitor. E a integral de linha do campo magnético B sob um circuito fechado
¢ é igual a toda a corrente que passa pela superficie S. Calculando a mesma integral de
linha, Equacao sobre o mesmo circuito ¢ porém considerando uma superficie s; que

passa entre os capacitores, teremos que,

fﬁdﬁq@/iﬂdazo (2.51)

pois entre as placas do capacitor a densidade de corrente .J é nula. Esta é uma incoeréncia

da lei de Ampeére pois o resultado deve ser independente da superficie S tomada.

Se observarmos a equagao de Amperé na sua forma diferencial,

V x B = poJ (2.52)

tirando o divergente da equacao acima e lembrando que estamos carregando um capacitor

0
de placas paralelas, portanto 37 # 0

V- (VxB)=mV - J=0 (2.53)
que ¢é inconsistente com a conservagao da carga. Deste modo precisamos introduzir algum

termo do lado direito da Equacao 1' para que o divergente de J nao seja nulo.

Pela equacao da conservacao da carga,

—0 (2.54)

e entao,

v(vXBqu7J:—m (2.55)
ou utilizando (2.11))
— — — — = apc - - (9E
V(VXB)sz-J+at:v-@wwf%%) (2.56)

E a lei de Ampére generalizada pode ser escrita como,
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- . OE
V x B = /J()J“F&ga (257)

O conjunto conhecido como equagoes de Maxwell pode ser escrito como,

Lei de Ampére generalizada,

V x B = o] + e9—— 2.58
V x tod + €0 ot ( )
Lei de Faraday,
- . OB
E=—— 2.
V x 5 (2.59)
Lei de Gauss,
v.E="L (2.60)
€0

E a nao observancia da existéncia de monopolos magnéticos ou lei de Biot e Savart,

V-B=0 (2.61)

Podemos observar a simetria das equagoes acima, onde a variagao temporal de um
campo é a variacao espacial do outro campo e vice-versa. A simetria s nao é perfeita

pela nao existéncia de monopolos magnéticos.

Para simplificar as contas, estaremos usando nos capitulos seguintes unidades em que

as constantes i, € sejam iguais a 1.
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3 Magnetohidrodindmaica:
acoplamento entre as equacoes
eletromagnéticas e hidrodindmaicas

Como discutimos no capitulo de introducao, plasma é um fluido constituido por elé-
trons, fons e particulas neutras. Os modelos aqui tratados serao simplificados e terao
o objetivo de entender o escoamente de um fluido sob a acao de campos magnéticos e

campos elétricos induzidos.

A equacao consagrada da mecénica dos fluidos é conhecida como equacgao de Navier
Stokes [9]

2 =
Or(pug) + Oa(puats + Pdag) — 10 |Optia + Ontig — géagv Ul =0 (3.1)

A descrigao da dindmica de um fluido pela Equagao de Navier Stokes assume a
hipotese de que o fluido pode ser descrito por campos vetoriais e escalares continuos depen-
dentes da posigao 7 e do tempo ¢, como a densidade p(Z,t), a quantidade de movimento

por unidade de volume pil, onde 4 = @(Z,t) e a pressao p(Z,t), onde p é a viscosidade.

Vamos denotar como fluido magnético qualquer fluido que por algum motivo seja

capaz de responder a campos elétricos e magnéticos externos e induzir campos internos.

Para modelar tal fluido, vamos introduzir na equacao de Navier Stokes um termo

fonte J x B igual a forca de Lorentz,

2 . L. L .
Ot(pug) +0n(ptiatip+pdas) — 10 |Optie + Oatig — géagv | = p(E4+JxB)sg+pF, (3.2)

Neste caso, a hidrodinamica, regida pela equagao de Navier Stokes, fica sob a influéncia

dos campos E e B e da densidade de corrente f, onde F é uma forca de corpo. Estes
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campos podem ser a soma dos campos externos mais campos induzidos. Para cada modelo

iremos clarificar se os mesmos sao induzidos ou externos.

Além da equacao de Navier Stokes, precisamos de mais duas relagoes de campo, que

sao a equacao da conservacao da massa,

op = L
% + V- (pu) =0 (3.3)

e de uma equagao que relacione a densidade de corrente J com os campos F, B e 4. Esta

relacao é a equagao constitutiva conhecida como equacao de Ohm generalizada,

J =0 (E+iix B) (3.4)

A evolucao espago-temporal dos campos E e B serdo dadas pela solugao das equagoes
de Maxwell conjuntamente com a equagao constitutiva para a densidade de corrente.
Portanto os trés grupos de equagdes, hidrodinamica (3.2)), (3.3), eletromagnéticas (2.58)),
(2.59), (2.60]), (2.61]) mais a relagao constitutiva para a densidade de corrente (3.4) deverao

ser resolvidas simultaneamente para assim obter a evolugao espago-temporal de todos os

campos envolvidos.

Devemos ressaltar que nao existe acoplamento explicito entre os campos eletromag-
néticos induzidos ou externos E| e a equagao da energia. A influéncia desses campos sobre

a equacao da energia sera resultado de uma analise que abordaremos no capitulo 3.

Nos topicos seguintes iremos expor dois modelos com os quais trabalharemos nos

capitulos seguintes.

3.1 Reescrevendo J X B como um divergente total

A forma com que trataremos o termo de acoplamento JxBea equacao constitutiva
para a densidade de corrente, resultard em modelos magnetohidrodinamicos distintos.
Nesta secao iremos reescrever o termo de acoplamento de maneira a interpretar os campos
J e B em forma de pressao magnética. Para isso vamos reescrever o termo fonte J x B

na Equacao (3.2) como um divergente total.

Sendo o plasma um fluido ionizado com carga efetiva nula, onde as cargas positivas e

1Para nao ficarmos escrevendo o tempo todo “campos eletromagnétcos induzidos ou externos”, iremos
apenas nos referir aos campos como eletromagnéticos.
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negativas estao em equilibrio, podemos desconsidera o termo %—? ~ 0 na Equacao ([2.58)),
O - - -
——+VxB=J 3.5
o que implica,
VxB=J (3.6)
E a forca de corpo pode ser reescrita como,
fxéz—gxf:—gx(ﬁxg) (3.7)
Usando a identidade vetorial
]_ — — — — — — — —
§V<B~B>:B-VB+B><(V><B) (3.8)
podemos reescrever a forca de corpo,
R
J><B=B-VB—§V<B-B) (3.9)

Precisamos agora trabalhar o termo B - VB e transformé-lo em um divergente total.

Usando V - B = 0 conseguimos escrever,

B-VB=V-(B B) (3.10)
E o termo de acoplamento fica,

I

R /o 1,
(JxB%_N%<BB—QB Qﬁ_@<m%—2b@@ (3.11)
onde T = dap€ap € 0 tensor identidade.

Utilizando o resultado, Equagao (3.11]), podemos reescrever a Equacao (3.2)),

2Estamos construindo um modelo que desconsidera campos externos. A preocupacio aqui é com
a geracao de campos eletromagnéticos internos ao plasma. Neste sentido para qualquer rearranjo de
cargas elétricas, pela propriedade de neutralidade discutida no capitulo Motivagao, qualquer tentativa
de estabelecimento de potenciais estaticos, as cargas sofrerdo rearranjo interno que tendera a blindar tal
potencial, de forma que o aparecimento do termo %—If pode ser desprezado para qualquer ponto no interior
do fluido.
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1 2 =
O(pug) + 0q (puau/g —babs + (p + 262)5a5> — 10, {%ua + Oqug — §5aﬁv . 1‘[} —pFs =0,
(3.12)

E o campo magnético é reinterpretado como uma contribuicao aos termos de pressao

termodinamica e pressao hidrodinamica.

Para este modelo tratamos a densidade de corrente J na Equagao 1} através da lei
de Ampére J=V x B.

Precisamos ainda introduzir a informacao fenomenolégica da geracao dos campos
eletromagnéticos induzidos pelo escoamento do fluido. Esta informagcao estd na Equacao

de Ohm generalizada ([3.4)).

O acoplamento fenomenoldgico entre os campos induzidos e hidrodindmicos sera tra-

tado na secao seguinte.

— .

3.2 Dinamica dos campos E e B no interior do plasma

Consideremos a Equagao de inducao eletromagnética (3.6) e a Equagao constitutiva

para a densidade de corrente ((3.4)),

J=VxB (3.13)

J=o(E+iixB)- (3.14)
Igualando as duas ultimas equacoes,

—

o (E+iixB)=VxB, (3.15)

E+i@xB=n(V xB) (3.16)

onde n = %, ou seja,

E=—ixB+n(VxDB)- (3.17)
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Substituindo a Equacgao (3.17)) na Equagao (2.59) conseguimos

B = L
aatJer(—ﬁxBJrn(VxB)):O (3.18)

que resume a dinamica dos campos eletromagnéticos no plasma.

A igualdade, Equacao (3.15)), e a obtengao do campo elétrico induzido, Equagao (3.17)),
garante a introducao da informacao fenomenologica entre os campos eletromagnéticos
induzidos e hidrodinamicos na evolu¢ao do campo B através da Equacao 1' que é o

suficiente para a obtencao da evolucao dos campos envolvidos.

Aplicando o divergente sobre a Equacao (3.18)),

V- (%f) = (ﬁ X (U x —nV x é)) (3.19)
que implica
aﬁ * g —d = N — — —
5 =V (Vx(ixB-nVxB))=0 (3.20)

concluindo com,

9~ -
—V-B=0 3.21
By (3.21)
garantindo a manutencao da Equacgao 1' na evolugao do campo B na Equacao (3.18))

De maneira definitiva, a equacao de evolucao dos campos eletromagnéticos para o

plasma pode ser resumida por,

— =V x (ix B=n(Vx B)) l¢.5- (3.22)

onde V-B =0¢é condigao de contorno.

3.3 Modelos magnetohidrodinamicos

Em resumo, destacamos aqui o conjunto de equagoes que caraterizam dois modelos

magnetohidrodinamicos distintos:
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Modelo baseado em uma modificagao do segundo momento hidrodinamico,

Oep + 0a (pua) =
1 2. =
Or(pug) + O <puau5 babsg + (p + 2b2)5a5) — (10, {(%ua + Oqug — §5QBV : ﬂ’] —pFs =0

Oy (pe) +V - (pit) +pV - T+ V -7 — pu

(Ot + Oatig) — 12)6 : ﬁaaﬁ] Dz = 0

—

—+Vx(—ﬁx§+n(§xB}):0

Modelo completo,

Op + 0u (pug) =0
2 = .
De(pus) + Ou (puatis + pdap) — 110a [agua + Oati — 3005V - u} —pFs—p(iix B) =0

. . . D -
9, (pe) +V - (pi) + pV - T+ V - G— [(aﬁua + Oatg) — =V ﬁaaﬁ] Dy = 0

8@?4—Vx (—ﬁxB+n(§x§)):

que sao a equagoes da conservacao da massa, balanco de quantidade de movimento, ba-
lanco de energia interna e, e equacgao resistiva para o campo magnético B, onde ¢ é o

vetor fluxo de calor.

O modelo baseado na modificacao do segundo momento hidrodindmico é construido
pela introdugao da Equagao de Ampére diretamente no termo de acoplamento Jx B
na equacao de Navier Stokes, enquanto o modelo completo trata explicitamente a acao
do campo magnético B sobre o campo hidrodinamico através da introducao do termo de

acoplamento i X B na equacao de Navier Stokes.

Em resumo podemos dizer que a diferenca basica entre os dois modelos esté na forma
com que tratam a densidade de corrente no acoplamento J x B. No modelo classico
J =V x B e no modelo convencional .J = pt, construindo dois termos de acoplamento
distintosfxéz(ﬁxé) XEzﬁ-(ﬁ—%bﬁ)eiXEzpﬁXé

Os capitulos seguintes tém por objetivo recuperar os modelos completo e o baseado na
modificacao do segundo momento hidrodinamico através de modelos cinéticos apropriados.
Os modelos cinéticos que serao desenvolvidos serao para a aproximacgao de um fluido. Isso

justifica a nao introdugao do efeito Joule na equagao de balango para a energia interna.
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4 Conceitos gerais em teoria
cinética

Neste capitulo iremos construir e recuperar os principais resultados da teoria cinética
dos gases. Partindo de uma construgao mecéanica para um sistema de N particulas defini-
das sobre o espago (6N + 1) dimensional, 3N dimensoes de espaco Nz, 3N dimensdes de
velocidade N 5 e tempo ¢, denominado espaco de fase p, daremos um sentido estatistico a
este sistema definindo sobre ele uma fungao distribuigdo de particulas f = f(Z, 5’, t) que
nos dara a distribuicao, ou o estado configuracional do sistema de N particulas para cada
ponto (Z, 5, t) deste espago. Em seguida construiremos a equagao que governa a dinamica

desta fungao e a relacao dela com as quantidades e equagoes de transporte macroscopicas.

4.1 Construcao da equacgao de transporte de Boltzmann

Considere um gas monoatoémico constituido de IV particulas de massa m limitado a um
volume V' do espago [10] [11]. As colisoes entre as particulas deste gas acontecem aos pares
de forma que o caminho percorrido pelas particulas antes de sofrerem uma colisao, livre
caminho médio, é muito maior que o didmetro das particulas. A funcao distribuicao de
velocidades f (:E', {, t), em um dado volume inﬁnitesimald,u = dxq dxy dxs d&q déy dEs dt,
especificara o nimero de particulas N (92”, g, t) que se encontram em uma regiao do espago
entre T e ¥+ dZ com velocidades entre E e é’ + dg em um dado instante de tempo ¢ através
de

N (%€ 1) = f(#8t) du= f (1) dry dry drs d&y dSy désdt (4.1)

Portanto a evolugao temporal da funcao distribuicao f (f, 5, t) nos trard o conheci-

mento completo do estado configuracional do sistema de N particulas. A medida em

1Escolheremos de acordo com a conveniéncia umas das notacdes du = d3z d3¢ dt = di d€ dt =
dxy dzo drs d&; d&s d€s dt para indicar volume no espago de fase
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que o tempo passa, e com a atuagao de alguma forca externa F , tanto as posicoes como
as velocidades das N particulas mudarao, ou seja, para uma dada variacao de tempo
t — t + 0t cada posicao e cada momento das N particulas sofrerao as respectivas atuali-

zagdes ¥ — ¥+ 07 e €—> §+ 5515, ou seja,

F

F(Z 40t €+
m

ot t+0t) = f(,6,t) + (g{) (4.2)
col

onde E ¢é a velocidade das particulas limitadas ao volume du, e (%) z é o operador de

colisao, de forma que na auséncia de colisoes ou em algum estado de equilibrio (%) = 0
e f(@+ 5(515, §+ gét, t+dt)=f (f, {, t) de forma que a fungao distribuigao permaneceré

invariante no tempo.

Expandindo série de Taylor o lado esquerdo da Equacao (4.2]) conseguimos,

- 0 0
. Vg + a)f = ((95) l (4.3)

Para expandir em série de Taylor a fungao distribuigao de velocidades f(Z + 5575, E +
%51&, t + 0t), estamos considerando que a variagao da funcao distribui¢do ao longo de um
intervalo de tempo 0t é muito pequena, onde 6t é grande comparado ao tempo médio
de uma colisao e pequeno comparado ao tempo médio entre duas colisdoes. Desta forma,
estamos assumindo que a fung¢ao distribuicao permanecera constante ao longo de uma
distancia da ordem do tamanho das particulas, e variavel ao longo de uma distancia
da ordem do livre caminho médio, de forma que o tempo médio para se percorrer essa

distancia é muito maior do que dt.

Antes de avaliarmos o termo de colisao propriamente dito deveremos ter em mente

algumas hipoteses relacionadas as colisdes entre particulas, citando [I1].

1% Hipotese: Para um gas rarefeito somente as interagoes entre os pares de particulas

sao levadas em consideragao.

2% Hipotese: O efeito das forcas externas sobre as particulas durante a colisao é

pequeno em comparacao com as forcas que agem entre as particulas.

3% Hipotese: Em qualquer posicao ¥ e tempo t as velocidades de duas particulas
nao estao correlacionadas, ou seja f (E, 5) =f (5) f (51) sao func¢oes independentes. Esta

suposicao é conhecida como suposicao do caos molecular.

2Entende-se que em um estado de equilibrio a entropia é maxima e as colisdes ndo poderdo mais alterar
o estado macroscopico do sistema
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Levando em conta as hipoteses acima, para avaliarmos o termo de colisao devemos
relacionar o fluxo de estados no espago de fase y com a mudancga de estados de velocidades
pré-colisionais & e & para estados de velocidades pos-colisionais £ e &' em funcao do

parametro de impacto definido pelo potencial existente entre as N particulas.

Desta forma, imaginemos duas particulas com velocidades assintéticasHpré—colisionais
¢ e &, onde a velocidade relativa é definida por § = & — &, onde | § |= g, e apos a colisao

assumem estados pos-colisionais £’ e &', conforme mostra a Figura

Figura 2: Particula com velocidade 51 colidindo com particula de velocidade 5 centrada
no ponto O. De forma que § = 51 —5 € a velocidade relativa.

Fixando a particula com velocidade E no ponto 0, consideremos o cilindro de base
b db de e de comprimento g At. O nimero de particulas com velocidades entre 51 e

51 + dé} contidas neste cilindro de colisao é dado por

f(7,6,t) & g At b db de (4.4)

onde b é o parametro de colisao e € o angulo de rotacao para fora do plano de colisao.
As particulas contidas neste cilindro irao colidir com todas as N = f (:E’, E, t) d{ particulas
com velocidades entre 5 e 5 + dg centradas em um ponto 0 qualquer do espago em qualquer

instante ¢, anulando estados pré-colisionais & e & criando novos estados pos-colisionais &’
-
e&.
Portanto o niimero de particulas contidas no cilindro de colisao vezes o nimero de

particulas centradas no ponto O dara o niimero de colisoes que anularao pontos do espaco

de fase [}| com estados &,

3Ver discussdo sobre colisdes binarias no apéndice A

4Na quantidade abaixo suprimimos as diferenciais dZ e dg pois estamos interessados no nimero de
colisoes que anulam pontos do espaco de fase com estados de velocidade 5 para qualquer ponto Z e 5 do
espaco de fase
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f(7,6,t)dé g Atbdbde- f(7,€,1) (4.5)

Se dividirmos a Equagao (4.5 por At e integrarmos sobre todos os valores de veloci-
dade 51 variando de —oo a 400, sobre o angulo azimutal ¢ variando de 0 a 27 e sobre o

parametro de impacto b variando de 0 a b ou seja,

(Z);f/j/o%/obf(f,é,t)dégbdbdef(f,g,t) (4.6)

obteremos o nimero de estados pos-colisionais £ e &' criados, ou o ntmero de estados

pré-colisionais £ e & anulados em um certo instante de tempo t.

Neste raciocinio levamos em conta as colisoes que anulam estados pré-colisionais & e
&1, porém devemos levar em conta também as colisdoes que criam estes mesmos estados
pré-colisionais, e o balango entre as colisoes que criam e anulam estes estados nos daréa o

fluxo total de estados no espaco de fase u

Valendo-se das hipoteses anteriores onde as colisoes binéarias entre particulas com
velocidades assintoticas pré-colisionais E e é as levavam a um estado de velocidade pos-
colisional E’ e E’ 1, podemos inferir, em um raciocinio inverso e levando em conta a si-
metria dos sistemas mecanicos sobre reversao temporal, que particulas com velocidades
assintoticas pré-colisionais é’ e 5 1, ap6s uma colisao inversa terao velocidades assintoticas
pos-colisionais é’ e {1, de forma que estas serao as colisoes que criarao pares de particulas
em um estado de velocidade { e 51 no espaco de fase. Portanto o numero de colisoes que
criam particulas em um estado de velocidade 5 e ﬂ para qualquer regiao do espaco ¥ e

tempo t é,

( ) /m/%/ 7,E,,t) d*¢ g At b dbdef (7.6 1) (4.7)

onde o jacobiano da transformacao de coordenadas ¢ unitario, de modo que df_; dg ] =
dg d&
Portanto, de acordo com as equagoes (4.3)), (4.6]) e (4.7), a evolugao da fungao distri-

buicao de velocidades no espago de fase é dada por,

f+§Vf+— Vef = /m/%/ (f1f = fif) g b db de dé, (4.8)

¢é conhecida como equacao de transporte de Boltzmann , onde f (f, {, t) =ff (f, 5’ , t) =
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fl7 f<f7§:7t) Efl ef(fught) Ef{

Na auséncia de forcas externas,

EV = [ [T [ (A~ fir) g b b de d; (4.9)

Ou para simplificar a notagao, iremos nos referenciar a equagao de Boltzmann como,

of - = F
a‘f‘g'vrf‘f‘a'

Vef = (81&) | (4.10)

A busca da teoria cinética é a sintese de modelos fisicos com base na simplificagao do

operador de colisao,

alf = [T [ - hif) b b de iy (411)

E de forma geral, podemos escrever o operador de colisao como,

Qlf] = —f /_:O/O%/Obflgbdbde dé+/_;oo/()2ﬂ/()bfif/gbdbde &, (412)

ou

- 00 T b, R
of =&+ [ [ [ s g b de d, (1.13)

onde,

5 400 2w b 5
V() = / / / fi g bdbde dE, (4.14)
—oo JO 0
representa a freqiiéncia de colisdao. A frequéncia de colisao depende explicitamente da

velocidade relativa das particulas g =| 51 — 5 |, portanto estara ligada diretamente a

temperatura do gas.

A funcao f no primeiro membro do lado direito da Equacao (4.12) nao depende
do processo de integracao pois no momento anterior a colisao as particulas alvo é’ nao

dependem da velocidade das particulas incidentes, portanto pode ser tirada da integral.

A partir deste ponto e para facilitar a notacao, trataremos o conjunto de integrais
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Jre e fé’ apenas como uma integral simples | de maneira que as integrais e seus limites
estarao definidas por suas diferenciais db de d&; e qualquer mudanca nos limites sugeridos

acima sera previamente comentada.

Uma importante informacao que pode ser extraida da equacgao de Boltzmann é relativa
a situagao de equilibrio macroscopica. Nesta condigao, sob o ponto de vista mesoscopico,
o sistema experimenta o nimero maximos de estados acessiveis de forma que as colisoes

nao alteram mais o estado macroscopico do sistema, tornando o lado direito da equacao

(#.9), ou seja

A =hf (4.15)

Operando com logaritmo de ambos os ladoﬂ da Equacao (4.15)),

Inf0 +Inf0 =Inf+Inf (4.16)

Levando em conta a preservacao da massa, quandidade de movimento e energia res-
pectivamente representadas pelas quantidades 1, £ e £2, a forma mais geral possivel para

In f sera uma combinacao linear dos invariantes colisionais 1, £ e &2,

In f© = ME2V0 + MoV + €0V (4.17)

Onde M, M5 e V sao constantes a serem determinadas H pelos vinculos,

| 10d = p
| fOéss = pi
/f<o>m;2d3§ — Zka (4.18)

onde D é o nimero de graus de liberdade das N particulas livres. E conclui-se com a

obtengao da consagrada distribuicao de equilibrio de Maxwell Boltzmann,

50s indices 0 nas funcdes f abaixo, sdo para evidenciar o estado de equilibrio macroscépico

. 2
6A Equacdo (4.17) pode ser convenientemente escrita como In f(© = —W; (§ + V) + In Wy onde

continuamos com 3 constantes a determinar em uma combinagao linear dos invariantes colisionais 1, £ e

52
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D/2 (E—a)2
f<0>:p< m > o~ Srrm (4.19)

Fica evidente a ndo dependéncia de f(© em #. Portanto um fluido em equilibrio
pode ser representado ponto a ponto pela funcao distribuicao de velocidades de Maxwell

Boltzmann.

4.2 O operador de Bhatnagar Gross e Krook - BGK

O modelo de colisdo conhecido como BGK [6] [] [12] f] ¢ frequentemente utilizado na
representagao do operador de colisao [f] por sua simplicidade e pelos resultados que
proporciona na recuperagao das equagoes macroscopicas conforme veremos no capitulo

seguinte.

O ponto central na constru¢ao do modelo BGK é supor que o fluido pode ser repre-
sentado por sucessivos estados de equilibrio locais. Neste sentido cada ponto do fluido
ﬂpode ser aproximado por uma funcao Maxwelliana. Valendo do raciocinio anterior na
construcao da equacao de Boltzmann e do fato de que o estado das particulas poderé ser
localmente representado por fungoes Maxwellianas podemos dizer que o ntimero de coli-
soes que restituem estados de velocidade 5 no cilindro de colisao, Equagao , podem

ser representadas por,

+oo 27 b, = +oo 2w b . 5
/ / / fif g bdbde d&:/ / / FYF g b db de dE, (4.20)
—oo JO 0 —oco JO 0

Levando em conta que

= [T - A gt ~0

Podemos aproximadamente dizer que o estado final f das particulas incidentes ten-
derao ao estado Maxwelliano e que o estado final das particulas alvo nao dependerao da
velocidade das particulas incidentes de forma que podemos reescrever a Equacao (4.20)

aproximadamente como,

"Ver pagina 295 da referéncia citada.

8Ver pagina 40 da referéncia citada.

9Por ponto de fluido entendemos que o fluido pode ser representado por um campo continuo, associando
a cada ponto fungoes escalares e vetoriais
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[ ns gvavacas = [T [ g bav a g (4.22)

Substituindo a Equacgao (4.22)) na Equagao (4.12) conseguimos,

Qf] = —f /_ZO/O%/ObflgbdbdedéJrfo /_J:O/O%/Obf{)gbdbdedé (4.23)

Como estamos supondo estados de equilibrio local, vamos impor localmente a igual-

dade entre os primeiros momentos,

1 1
[l & |re=[| ¢ |10« (4.24)

- = - -

£-¢ £-¢
que nos permite escrever que os estados das particulas incidentes f; poderao ser localmente

representados por estados Maxwellianos na média,

+o00 27 b N +o0o 27 b o
[ [ [ hgvavdeds = [~ [ [ 12 gbavdedg; (4.25)
—oo JO 0 —oo JO 0

Substituindo a Equagao (4.25]) no primeiro membro da Equacao (4.23),

Qlf] = —f /_;OO/O%/Obffgbdbdedé+f° /_:o/()%/[)bf{)gbdbdedfl (4.26)

que é conhecido como operador de Krook-Bhatnager-Gross ou BGK. De maneira mais

simples podemos reescreve-lo como,

Q] = v(&) [FE) - £(&)] (4.27)

onde,

V() E/_;OO/O%/Obf{)gbdb de dE (4.28)

é a freqiiencia de colisao.
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4.3 Conexao entre os estados macroscopicos e micros-
coHpicos

Nesta segao [I3] vamos fazer a conexado entre a fungdo f definida sobre o espago
de fase u e as fungdes macroscopicas da densidade p, da quantidade de movimento por
unidade de volume pu e energia por unidade de volume pe, onde e é a energia interna do
sistema; a equacao de transporte de Boltzmann e as equagoes de conservacao da massa,

da quantidade de movimento e do transporte de energia.

Primeiramente definiremos a relagao entre f e p, pu e pe,

Nivel de descricao mesoscopico:

4

Nivel de descrigao macroscoépico:

—

p pii pe

Em seguida a conexao entre as equacoes de transporte,

Nivel de descrigao mesoscopico: Equacao de Boltzmann

Y& Vof+ L Vef = [T I 1 (F1f = fif) g b db de dE;

4

Nivel de descrigao macroscopico: Equagao de Navier Stokes

p(%ﬂzﬁﬁ) :—§p+p§+u(v2ﬁ+%ﬁ(ﬁﬁ))

Nivel de descricao macroscopico: Equagao da Energia

S (op -3\ _ 2.7 2 28 7.7 0w Ouy) Oy _
p3<6tp 3) 3V q—|—3770(35”V U= B2, ~ Bz, ) 0m

E natural entendermos a partir da definicdo de f que as quantidades macroscopicas

deverao ser tomadas por um processo de média sobre a funcao f. Neste sentido podemos
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definir a densidade do fluido para cada ponto (Z,t) do espago como sendo a soma de todas
as particulas com velocidade entre menos infinito e mais infinito que estao sobre o ponto

Z no tempo t, ou seja,

p(@1) = [ 17 E 0 (4.20)

Analogamente definimos a velocidade por unidade de massa de um ponto de fluido
como sendo a média das velocidades microscopicas pela densidade de particulas em um

ponto T em um certo instante de tempo t,

_JEfd
J fdg

A construgao das quantidades, Equagao (4.29) e Equagao (4.30)) nos permite escrever,

(1) (4.30)

pi = [ €rag (4.31)

Para a construgao de algumas quantidades macroscépicas precisamos definir veloci-

dade peculiar ,

=€~ (4.32)

que descreve o desvio da média das velocidades microscopicas. No equilibrio termodina-

mico as velocidades peculiares coincidem com as velocidades microscopicas. Usando os
resultados, Equacao (4.29), Equacao (4.30) e Equacao (4.32) podemos concluir que,

/cafdg: /gafdg— ua/fdg: Plhy — Uap =0 (4.33)

Considerando o fluxo de quantidade de movimento microscépico e considerando os

resultados, Equagao (4.29), Equagao (4.30)) e Equacao (4.32)) podemos escrever,

Hag = /fafgfdg: PUsUB + /CQCdeg (434)

Podemos reconhecer o ultimo termo da Equagao (4.34)) como sendo o tensor tensao,

Pap = /cacﬁfdg (4.35)
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Analogamente a energia cinética total do gas pode ser escrita como,

[ meae= ot v 5 [ mesac (4:36)

E o dltimo termo da Equagao (4.36]) pode ser identificado como a energia interna por

unidade de volume,

pe = ;m/CQfdg (4.37)

O fluxo de energia pode também ser escrito como,

1 - 1 1 o
5 [ €a8E = ua (pet 5pu?) + wipag + 5 [ cac®fi (4.38)

De forma analoga, o ultimo termo da Equacao (4.38]) pode ser identificado com o fluxo

de calor,

Go = ;m/CaCQfdg (4.39)

Deve-se tomar cuidado com a identificacao da Equacao como sendo produzida
por um gradiente de temperatura. E intuitivo pensar assim e na maioria dos casos a
quantidade ¢, estaré sempre ligada ao fluxo de calor em alguma direcao o devido a um
gradiente de temperatura nesta mesma direcao. Mas de maneira genérica devemos enten-
der a Equagao (4.39) como estando associada a um fluxo nao convectivo de energia. Isto
ficara claro nos capitulos seguintes quando no caso da aplicacao de um campo magnético
perpendicular um fluxo de um fluido i6nico tivermos ¢ # 0 entre dois pontos de mesma

temperatura.

Do ponto de vista fenomenologico e em geral para fluidos e gases existem dois modelos

bem conhecidos,

Fluido de Euler, ou fluido nao viscoso: Para fluidos com essa classificacao estaremos
desprezando efeitos de viscosidade, condutividade térmica e efeitos associados a transfe-

réncia de energia por colisoes. Para esses fluidos,

Djk = PO =0 (4.40)



40

Fluido de Navier-Stokes, ou fluidos viscosos: Neste caso estaremos considerando efei-

tos viscosos,

ou; Ou ouy,
pik = M( -+ k->+)\6x Ojk — POjk

J

Portanto tanto a informacao viscosa quanto a nao viscosa estao contidas no tensor pjy.
Para evidenciarmos os efeitos viscosos vamos subtrair de p;; a contribui¢ao nao viscosa.

Definimos assim o tensor tensao viscoso Pjy,

P = pjx — poji (4.42)

Usaremos o tensor tensao viscoso quando quisermos evidenciar eveitos viscosos.

4.4 Equacao geral de transferéncia

Nesta secao estamos interessados na obtencao, a partir da Equacao de Boltzmann
(4.9), das equagoes de conservagao da massa, transporte de quantidade de movimento
e energia. Para isso [14] [ [11] [[Y] vamos multiplicar a Equacdo de Boltzmann (4.10)

por uma fungao arbitraria Q(Z, {, t) com decaimento no infinito mais rapido do que f, e

proceder com um processo de média,

[Q2 i+ [ Q6 Suta+ [ QL s — [ Qoinié (4.43)

Eliminando as derivadas sobre a funcao f, caracterizando assim o processo de média,

of - 0 . 90 -
Qi = = [ fQdg - [ r5ea

- 5@ (%)

of .- 0 q 0Q -
J 5,0 = 5 [aseiE- g5l

Opsgina 166 da referéncia citada.
Hpagina 44 da referéncia citada.
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- - (60) - <§J aQ>

[ B5tau - /8@ FrQ) i~ [ G 1aiE~ [ BridiE

oQ
_ _<Ea@> (4.44)

onde

[ 3¢ BIQE = EfQ I = 0 (1.45)

pois f possue decaimento no infinito com £ mais réapido que qualquer func¢ao com depen-

déncia nas velocidades &.

E a equagao geral de transporte fica,

ga- (G o - (ag) - (Rg2) 1@ )
onde,
= [Qaind  <x>=[sgad (4.47)

e indice repetido indica soma. Chamando a atencao para o fato de que no resultado,

Equagao (4.46]) usamos,

OF;
43

o que pode a principio gerar alguma duvida quando F' é a forga de Lorentz,

—0 (4.48)

F=¢xB (4.49)

mas devemos lembrar que F), é independente de &,

F,=¢B, - .8, (4.50)
e o resultado, Equagao (4.48)) fica garantido.
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4.5 Equacoes de balanco macroscépicas

Para recuperarmos a equacao da conservacao da massa fazemos () = m = 1 na

Equagao (4.46]) e cada um dos seus termos fica,

S =
aij(@@) = aijpa
i) -
o8 -

I(1) = 0

E obtemos a equacao de conservagao da massa,

ap 0
i ) = 4.51
ot Ox; (puj) =0 (4.51)

Para a equacgao de balanco de quantidade de movimento Q = mc;, = ¢,. Calculando
termo a termo a Equagao (4.46)),

;(QQ = gt<c’f>_0
0Qr\ ouy, Ouy,
<at> - < 6t> o
8(;2;}5;> = 81(%5]’) 8(9] (crej — crug)
_ Oy
81‘j




e conseguimos a equagao de balanco de quantidade de movimento,

D Opje .+
—uy, = (F) — =2 1,
onde,
Dt — ot 7 ox;
e

I, = /Ck Q[f]dé

43

(4.53)

(4.54)

(4.55)

Os valores assumidos por I, dependerao da escolha do operador de colisao Q[ f]

Para a equagao de balanco de energia interna colocamos () = %mc .

calculando termo a termo a Equagao (4.46)),

0(Q) _ 10() _dpe _30p
ot 2 ot ot 20t

Utilizando a Equagao (4.58)),

E novamente,

(4.56)

(4.57)
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ij = DPjk — pCSjk (458)

podemos reescrever os ultimos dois termos do lado esquerdo da Equacao (4.57)),

i Vp+ Py <8uk> (4.59)

Utilizando a Equacao (4.59) podemos reescrever a Equacao (4.57) como,

Dp 5 = 2|4 - ouy,
—+-pViu==|1j—V-G§—Pjp | — 4.60
Dt 3PV 3[0 1 J’“(axjﬂ (4.60)
Utilizando a equacao da conservagao da massa,
> 1 Dp
N 4.61
V-u Dt (4.61)
Substituindo a Equagao (4.61)) na Equacao (4.60)),
Dp 5pDp 2. = Ouy,
— ———— == |1y —V-§— Py | — 4.62
Dt 3p Dt 3[0 4= ik (8@- (4.62)

5 D _5 Dp 5kDp
3 — 3) = — — - —— 4.
g P r7) = 5 3p Di (4.63)
Substituindo a Equagao (4.63])) na Equagao (4.62)),
5 D 5 2| = 8uk
i (pp3)=2|Ih—V G- Py | = 4.64
p3Dt(pp3) 3[0 V.q Jk<axj>] (4.64)

que é a equacao da energia interna. Se ao invés de Q = ¢? tivessemos recuperado a

equacao da energia por @ = £2 terfamos obtido a equacao da energia total.
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4.6 Calculo dos coeficientes de transporte baseado em
uma expansao Ad-Hoc da fungao distribuicao em ve-
locidades moleculares

Estamos interessados na construgao de uma equacao de evolugao para o tensor tensao
viscoso Pj, e para a condugao de calor g;. Lembrando da equacao geral de transporte

il
0 0Q 0qQ 0Q\ _ ;
G@- (5 L -(s52)- (r5)=i@  us

Calcularemos a equagao de transporte para a quantidade ) = mcic; = ¢ic; e definindo

Pijk =< CiCj - ¢ > termo a termo a Equacao (4.65)) fica,

aat@ka? = ;(Ckcﬁ = gtpkj
—<a§f] = —<—a€;;kcj %l:;ck> =0 onde (¢)=0
a(z,j (€ Qrj) (;il {acjer) + aal (wejer) = 8?&1 (Pijk + wpj)
_ <§l8£§j> _ <&8u1<;cj —l—& > _ g;“;plj N g;bjplk
_ <P}5§2§j> _ <Fz [cj <5kl (?,;2 ) + e (% ggj)b = — (Fiej — Fiop) = My,
f(Qk-j) = —1// (f — f(o)) crc;d* 6 = —v (prj — pox;) = —v Py (4.66)

Somando os resultados, equagoes (4.66) a equagdo de transporte para o tensor tensao

viscoso fica,

o .9
atP* T B,

ou;
]plk> — My, = —vPy, (4.67)

4 —
pl] 85L’l

( ) Ouy,
+u + | =—
Pijk 1Pk 92

Seguindo o mesmo procedimento iremos calcular a equacao de transporte para o calor

qr, onde @y, = 3c%¢; com a forca de Lorentz F} = — (E + € x §>z’

0 0

a@?k) = &Qk
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< 0 > 81/4 1 8’uk 8ul 3 8ul
- O p

= Eplk+2 BN —;Pu = ot Plk+§§

88% (Qr&y) = o, (/f ¢ ckcjd3€+/f0 Ckujdgg) 8] (;Pﬂcll +UJ‘1k)

0Qr\  Oup 1 Quy, 8un 1
- <§l8xl> = T%pnmk + 587l% +u 0 <pnk + 25nk p]j)
_ Ouy, L1 1 Ouy, N ouy, < N 35 )
- axn Prmk 9 a lQl Up—=— a Pnk 9 nk P

(RO = (R (oen S = (B € B, (e s 2
= <(El + €tmnCm B + €mntin By) (clck + ;c25kl)>
— |(E+ixB) (pw o) + (7 B),
Q) = /(f £ ) S ReddE = —z//f CerdE = —vg, (4.68)

Unindo os termos, equagoes 1) e desconsiderando a acao de campos externos E a

equagao de transporte para o calor fica,

D;tk _7(E_‘+ﬁ><§)k7% %p;jk
3 ou,; ou; - - O 0 /1
. Z 5,) -3 - E+i4x B i ( e . )
<p]k+ o Oik (815 “”axl +( tTu )j + ot o oz g Piknn Uk

+ pmnka +%g i (§+§)k:_VQR

E finalmente,

(4 S L 0 (1 )
ot (pjk * 2p5jk> p O, + Ox; gPiknn 0
8 (9uk

P +(q+ B), = —va

(4.69)

Precisamos colocar as equagoes de transporte viscosas, Equagao (4.67) e Equagao
(4.69) na dependéncia completa dos termos de viscosidade p;j, e condugao de calor g;. Le-
vando em conta a aproximacao de equilibrio local, vamos expandir f em série de poténcia

e calcular as quantidades pj;i; e M, em funcao das quantidades pjj e gx.



p = /fd3§ = /f(o) (1 + AjCj —f- BjijCk + CjCQCj) d3§ =

- / FOBe + A, / FOcd% + By, / FOcedie + O / FORede

e isto implica que Bj; =tr(B) =0

Para calcularmos A; usaremos a identidade (c;) = 0,

<Ck> = /fckd?’f = /f(o) (1 + AjCj + BjijCk + CjCQCj) de3€
= Ajpéjk —I—p5k3T C’jéjk =0

e isto implica que,

A

— J

O =%
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(4.70)

Precisamos ainda calcular Bjj e Ay, e sabendo Aj saberemos C;. Seguindo com nosso

objetivo, vamos calcular p;; e concluiremos por calcular Bjy,

pie = [ Feod = [ 1O (14 Auea+ Buncacn + CucPen) cjerd’s

= [19adc+ [ [Ocad e+ B [ fOcmenod’ =

Usando a Equacao (4.42),
P = pjr. — poji
podemos concluir da Equacao (4.71]),

P.
By = —2
I 9kT p

Para calcularmos A, seguiremos com o calculo de ¢,

(4.71)

(4.72)

(4.73)
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1 1
Qg = i/fCQde?)g = 5/f(o) (]_ + Ajcj + Bijij + CjC2Cj) cZde?’f
1 1
= 5A]-/f(o)cjc2ckd3§—i— §Cj/f(0)c2cjc2ckd3€ =
1 35

5
= ik‘Tp (Ap + TETCY)
E utilizando a Equagao (4.70) conseguimos,

_
pkT

De posse dos resultados, Equagao (4.74), Equagao (4.73) e Equagao (4.70) podemos

finalmente concluir,

A, = (4.74)

PDjk = /f(o) (AnCanCle + CnCZCanCle) d’¢
7
= —qn (0j00k1 + 0k0n1 + 0510nk) + Qng (0jn0ki + 0k0n1 + 0510nk)
2
5 (¢j0k; + @jk + qrdj) (4.75)

da mesa forma,

Pikjj = /fCle02d3§ = kT (5p du: + TPu) (4.76)

E também podemos calcular My,

My = (Few—Fiey) = ([E+0x B] oo~ [E+0x B )

= (€mnCmBncr) + (€rmnCmBnc;) (4.77)
Definindo w; = — B, podemos reescrever a Equagao (4.77)),
Mjk = Wp (ejmn <Cmck> + €kmn <Cmcj>)
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= Ejmnwnpmk + Ekmnwnpmj (478)

De posse dos resultados, Equacao (4.78)), Equagao (4.75)), Equacao (4.76) e Equagao
(4.58), podemos reescrever a Equagao de transporte viscosa (4.67)

0

0 0
Pk + Bz, (P + wpji) + (apz] 92 le) — Mj, = —v Py,

como,

0 2 0 0
ot (p 0ji + Pir) + 5 8 (@0k; + q0 + qioj1) + 3xl [w; (pdjr + Pji)]
ou ou;
+ B, k(P5g1+ )+873j(29 o + Pi)
+ wpy, ((—:jnumk + €knmPmj) = —VPj (4.79)

E a Equagao de transporte para o calor (4.69)),

3%
ot

3 5. >1apm n 0 <1 n )
POk a5 | 3Pjknn Uj;qy
277 ) p Oy, Ox; \277 /

8 auk o —

<p]k +

como,
oqr 1 8 8
2 3
+ 5 (@n0jk + qjOnk + qk0nj) =— oz, I 4gq qj 8 ( ) = —vqy, (4.80)

4.6.1 Freqiiéncia de colisao muito maior que a freqiiéncia de os-
cilacao do plasma w, >> v

O objetivo, de na secao anterior, calcularmos as equagoes de transferéncia para o
tensor tensao viscoso e para o calor ¢ justamente entender a relagao entre eles Py, g e

as quantidades p, p, T' e 4. Para chegarmos nessas relagoes vamos supor que a freqiiéncia
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de Colisé v = 1 ¢ suficientemente grande, como é natural de se intuir em gases, de

T

forma que podemos expandir o tensor tensao viscoso e o fluxo nao convectivo de energia

na seguinte forma,

7L 72
_ 70 Jk jk
Pje = Zj+ =%+ 5+ (4.81)
D. D3
Qe = Di+ —F+ 4 (4.82)

Podemos agora substituir respectivamente as expansoes, Equacao (4.81) e Equacao
nas equacoes de transporte viscosa, Equacao e de transporte de calor, Equa-
cao (4.80) e coletar os termos de poténcia 1%, v~ e v=2. A justificativa de tratarmos
os coeficientes Pj, e qi separadamente é de que sao estes termos independentes, ou seja,
a coexisténcia de ambos colabora com termos fontes independentes nas equagoes hidro-
dindmicas e de transporte. Podemos portanto tratar fenémenos hidrodinamicos viscosos

isotérmicos ou, nao isotémicos € nao viscosos.

Seguindo este raciocinio, e desprezando os termos que dependem de ¢, vamos subs-

tituir a expansao, Equacao (4.81) na Equagao de transporte viscosa (4.79)),

0 Zy 7 Ou, dp 0 A VA7
at<p51k+zm++ lk) + Owp 8 +5ku;8 —i—[uj‘ (Zlk—i-ylk—k lk)]

Oz, v?
71 Z!
0 “jk Jk
+ <p5]k -+ ij y + V2>
21 71
+ (péﬂ + 25+ = 4 g’“) +
v v

zZl zZl 71
+ wmlelmn<zo ++>+ekmn<Z0 —1—7”“—1——

1£k

Z}
= _VZ]QZ Zlk_i

Agrupando os termos E em v e considerando campos magnéticos de baixa intensidade,

ou seja “m <L 1,

121 & 0 tempo de relaxacio

13Na consideracao acima, onde [ # k implicard na nulidade de um dos termos sublinhados, pois para
esta escolha teremos Py, para [ = k o que implica como vimos P;; = 0
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vhe Zy = 0
WO -7k = (aatpélk>+5lkpg +5lkuj§ +p§x;5]k+pgu’;5
- (e
_ (Dt+pv i) 5lk+p(§x+g§;’;) (4.83)

Levando em conta respectivamente a equagao da conservagao da massa e a equagao

da energia independente de gy,

Dp

_ 4.84
Dt+pV u=0 (4.84)
s Do sy
pdﬁ(pp =0 (4.85)

podemos concluir que,

Dp 5pDp 5 =
_opbp 5 & 4.86
Dt 3pDt 3PV (4.86)

Substituindo a Equagao (4.86) na Equacao (4.83)),

2. o
~ Zj,=p <—35lkv U+ o+ > (4.87)
Usando a Equacao(|4.87)) e Equagao (4.81]) conseguimos o tensor tensao viscoso,

. 2 =3 oy ouy, Db
Py, = p <35lkv U A 89@7) p=72 =07 (4.88)

Portanto quando “» < 1 recuperamos a equagao de Navier Stokes.

Seguindo o mesmo raciocinio, desprezando termos proporcionais a Py, e substituindo

a Equacao (4.82) na Equagao de transporte do calor,

0 D Dz 1 0
at<D0+k+ ) - <p5Jk+ k+3P51k) pan(p5nj+Pnj)
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d (5 7 WDl nD?

oz, v?
2 DY D2\ 9
+ S (DY Py S ) T
5 o v v? ) Ox,
ou D! D?
+ == <D2 + = 4 ;)
T, v v
D! D? D?
v v v
(4.89)

Agrupando os termos em poténcig 7| de v e considerando campos magnéticos de baixa

intensidade “= <1,

DY =0
1 0p 3
_5|.pop 0 (P
2| pOxp Oz \ p
5 0 (p 5 0T
= ——p— = ——pk—— 4.
2p8xk (p) 2pk8xk (4.90)

5p, 0T aT bkp  5kp
T 2v O0xi Oaxk 0 v 2 T (4.91)

4.6.2 Freqiiéncia de colisao da mesma ordem de grandeza da
freqiiéncia de oscilacao do plasma w. ~ v

Os resultados obtidos na secao anterior foram obtidos no limite da nao influéncia do
campo magnético “» < 1. Em outras palavras, quando a freqiiéncia de giro de uma
particula livre submetida a um campo magnético externo, conhecida como freqiiéncia de

ciclotron, é muito menor do que a freqiiéncia de colisao o campo magnético exerce apenas

B B
140Onde E indica permutacao e soma simétrica nos indices n e k, ou seja, E Anc—k = Anc—k +
[nk] nk n n
B B
A=+ A==
k Cn n Ck
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um efeito de forga de corpo tanto a nivel mesoscopico quanto a nivel macroscopico, como
veremos na sec¢ao seguinte. Nesta aproximacao o efeito do campo magnético se limita a
equacao de balango de quantidade de movimento. A medida que a freqiiéncia de ciclotron

Wm

se aproxima da freqiiéncia de colisao ~ 1 efeitos magnéticos comecam a influenciar
os coeficientes de viscosidade 7 e condutividade térmica A\ [14]. Se pensarmos em uma
particula livre em um campo magnético constante, a freqiiéncia de ciclotron w,, definira
a freqiiéncia de oscilagao das particulas carregadas em suas trajetorias circulares. Trans-
pondo essa idéia para o nivel molecular perceberemos que o campo magnético tera agao
na deflexao das particulas durante suas trajetorias pelo livre caminho médio influenciando
portanto os coeficientes de transporte. Quando “» < 1 as particulas colidem entre si
muitas vezes, antes de sofrerem a influéncia de um ciclo de ciclotron. Desta forma o efeito

magnético sobre as particulas é percebido apenas através do termo de for¢a de corpo na

equacao de Navier Stokes u x B e nao influencia os coeficientes de transporte.

Considerando a Equacgado de transporte para o calor (4.69)) sob a expansao, Equagao
(4.82)), a Equacao (4.89) no limite %= ~ ].E| Coletando os termos proporcionais a v ~ w,

e fazendo B = byé, com w, = by

D() = O
o 510 (p
Substituindo a Equagao (4.92) na Equagao (4.82)),
We ., . T S5pk
_ e D — do—— Ay = — 4.
%= (7€), 09z, =5 (4.93)

Explicitamente a condutividade térmica pode ser escrita como,

X2 0T Aorw, or . oJr oT

. = ———— Al — +Ag—
4 v2+w,0r  v? 4w, dy L8x+ Hay
_ _)‘wacal_f_ AoV 87T__)\ 87T+)\67T
W = V24w, 0r 124w, 0y e Lay
oT
z — —Ao—=—
a 092

E de forma matricial,

5Estamos denotando w,. como sendo a freqiiéncia de ciclotron
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@ | =| 2w AL O aT' /0y (4.94)
q- 0 0 X oT/0z
onde,
)\01/2 )\wac
= = 4.
AL V2 + w, =02 4w, (4.95)

Que pode ser entendido como um efeito similar ao efeito Hall eletronico porém térmico.
Em outras palavras o campo magnético provoca uma assimetria na condutividade térmica,

transformando A\g em um tensor,

ae =i (VT), (4.96)
De forma que,
=2 (VT)  ES = (VT), (4.97)

que colabora com o entendimento de ser ¢; o fluxo de energia nao convectivo, pois neste

caso teremos ¢, # 0 em uma regiao de gradiente de temperatura nulo.

Considerando o mesmo processo de analise, levando em conta a Equagao de transporte

We

viscosa (4.67)) sob a expansao, Equagao (4.81) no limite “* ~ 1, e agrupando termos da

ordem de w, ~ v,

Zlok =0
8ul auk 0 0
-7} = —M —pdii + =——pdiy + — (u;po, —pd
Ik Ik + 8mjp jk 8ij 1+ oz, (u;pou) + 8tp Ik
B oi=—5pou Vi
ou Ouy, ou; D dp
— _M %) —0 —9,
Ik + 6xkp+ 8x1p+ axjp lk‘{'ujaxj th 5 Ok
ou ou 25
= —My+p 871,’[ + aixk — §V Uy (498)
k 1

Substituindo a Equagao (4.98) na Equagao (4.81)),
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v \dz,  0z; 3
= v My + 10 frs (4.99)
onde,
Guj (9uk 2o
e el A v ANy A 4.100
Jii oxy, * Oz, SV U0k; ( )

Utilizando a Equagao (4.78)),

Ma:y = We (Pyy - me) me = _chpxy
My, = —2w.Ps, M., =0
M,. = —w,P,, M,. = w.P,, (4.101)

Substituindo a Equacgao (4.101)) na Equacao (4.99) podemos reescrever o tensor tensao

como,
P,. — Vﬁlwcpyz = nOfxz Pyz + Vﬁlwcpzz = nOfyz
2w,
Pzz:770fzz Pxx_Tny:n()fx:c
We We We
Py + 7Pxoc - 7Pyy =102y 27ny + Pyy = 1ofyy (4.102)
Usando a identidade f,, + f,, = —f.. podemos facilmente determinar P,,, P,, e P,
através do sistema,
2w,
Paz = TPW +0Py, = nofux
We We
y + Py Ly NoJfay
2w,
0P, + TPmy + Pyy = nofyy = _nﬂfx:p - nofzz (4103)

Que tem como solugao,
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o (fuo + 22 fuy =2 (%) 1)

me = 2
1-4(%)
Pmy . Mo (fxy - 21;)Cfx:p _2 %fzz)
1-4(%)
o (feo+ 25 oy (142 (%)) £2:)
P, = (4.104)

A anélise da influéncia do campo magnético sobre o tensor tensao é um pouco menos
intuitiva do que a analise feita sobre a condutividade térmica. Para facilitar podemos ver

a influéncia de B sobre Pj; nos limites em que B — 0 e B — o0.

Analisando a Equacao (4.104) na situacao onde B =0 podemos concluir sobre a

forma convencional do tensor tensao,

Pir = nofir (4.105)

E na situacao onde B — oo podemos concluir que,

1
Px = nOfmz Pyy = _inszz
Pffy = 0 PZZ = nszz (4106)

O que torna Pj; levemente diferente para campos magnéticos intensos w. > v
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4.7 Calculo dos coeficientes de transporte baseado em
uma expansao assintotica de Chapman-Enskog

Nas secoes anteriores com base em um processo de média da quantidade () sobre a

equagao de Boltzmann pudemos escrever a Equacao geral de transporte (4.46]),

gl -5+ 60 - (652) - (F32) - 1)

A partir desta equacgao é possivel com a devida escolha da funcao () construir qualquer

equacao de transporte macroscopica. Porém quantidades como o fluxo de calor ¢ e o
tensor tensao viscoso Pj; devem ser obtidas de forma fenomenoldgica como feita através da
analise, Equacao e Equagao (4.82)). Nesta segao estaremos interessados na obtencao
dos mesmos coeficientes g, e Pj; com base nas hipdteses do equilibrio termodinamico
local e de que a freqiiéncia de colisao v seja suficientemente pequena para que o gas
possa ser descrito pelo operador BGK. Assumiremos também, como feito durante todo o
desenvolvimento até aqui, que a forca externa Fj na equacao de Boltzmann seja a forca

de Lorentz,

Fy=(E+¢x é)j (4.107)

O primeiro passo no procedimento de Chapman-Enskog [6] se baseia essencialmente
na hipoétese do equilibrio termodinamico local, o que nos permite expandir f em série de

poténcia € < 1,
f:f(0)+€1f1+€2f2+... (4.108)

e identificar o primeiro termo com a distribuicao de equilibrio de Maxwell Boltzmann. O

equilibrio termodinamico local implica para os momentos,

Pik = /f(o)cjckd5:p5jk (4.109)
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O que implica,

/f““d{ - 0
/f<n>§'d§' — 0 n>0
/ ™24z = 0

(4.110)

E os termos de nao equilibrio sao identificados com as ordens superiores na expansao,

Equagao (4.108)),

1 —
qr, = Zenqz = §/f(”)c2ckdc

Pk = Y € ;-‘k:/f(”)cjckd(? (4.111)

O segundo passo consiste em relacionar os coeficientes de expansao € com os tempos
caracteristicos de fendmenos fisicos. Assim, de forma fenomenolégica, podemos identificar

dois tempos caracteristicos,

to = €t=t
t = et=cet (4.112)

que sao escalas associadas aos efeitos de pressao € e efeitos difusivos €.

Os termos da expansao, Equagao (4.108) sao conhecidos como ntimero de Knudsen e

possuem uma interpretacao de escala na forma,

€ <1 (4.113)

o h
T. L
onde § é o tempo na escala mesoscopica, h escala espacial mesoscopica, T, tempo carac-

teristico e L. espago caracteristico.

Sabemos da fenomenologia que os tempos mesoscopicos ¢ e caracteristico 7T, se mani-
festam na escala macroscopica de forma independente sob efeitos dominados pela pressao

termodinamica p, termos viscosos Pj; e conducao de calor ¢;. Portanto as equacgoes
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macroscopicas devem levar em conta a independéncia nas escalas temporais de forma a
podermos definir,
. 0 0 0

0
0 = - 4.114
¢ Oto te oty Oto + Eatl ( )

0
ot
Ou partindo exclusivamente da rela¢do, Equagao (4.112]),

g Oty 0 0Oty 0 0 e, (4.115)

ot oo,  oton o, o

Substituindo a relagao, Equacao (4.108) nas equagoes macroscopicas, Equacao (4.51)),

Equacao (4.53)) e Equacao (4.64]), e usando o operador BGK, Equagao (4.27) o que implica

[Ak::[AO:a

ap

8t+87xj(puj):0

D Opj S

oy = (F,) — =< I

'ODtul’C (i) Ox; t

;D _5 2 |» = 8uk
3 — 3)=—|[ -V -0— P | —
p Dt(pp ) 3[0 V-q yk(axj>]

Substituindo agora a Equacao (4.114)), separando os termos por ordem em €" e usando
a Equacao(4.42)), obteremos o conjunto de equagoes,

gt'eraj(puJ)—O
gt/;:() n >0
S+ g = (P - f;f;
o
g;‘: 87;7; 0 n>0
pg;zo(pp 3)+pguja(z,j(pp ) —zﬁ i
péa(zn (pp—%) - _g (gﬁ —i—p?kgzl;> n >0 (4.116)

16Ver resultados (]4.52[), (]4.55[) e q4.56[)
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0

As equagoes de ordem €’ ou n = 0 sao as equagoes de conservagao da massa, Euler

e de energia nao convectiva. Efeitos viscosos serao percebidos em poténcias de €™ para
n > 0. Para recuperar as equacoes viscosas convencionais precisamos da ordem n = 1.
Para isso precisamos da relacio f) = f(f(©). O terceiro passo no procedimento de

Chapman-Enskog é adimensionalizar a equagao Boltzmann dividi-la em ordens €" e obter
a relacio (M) = f(l)(f(o))

Partindo da equacao de Boltzmann,

of - of = Of

— =4+ F-—==0Q 4.117
5+ gt F e =0l (.117)
Para adimensionalizar a Equacao (4.117)) devemos ter em mente que os termos envol-

vidos na forca de Lorentz F; = (E +& X B) _estao na escala macroscopica, pois B e E
J
sao macroscopicos e £ no termo de forca é proporcional a densidade de corrente .J, o que

nos leva a concluir que [F}] = £¢, onde [«] indica unidade.

Desta forma a adimensionalizagao dos termos fica:

) L T2
9~ “os =t
o* 0 o ho
- = ch = T
ot ot o0& 0 9¢
&= 2{ Q* = 60 (4.118)

Lof Rl 0°f Lobs 0f 1
S R O 21 _ Lo 411
T, ot oLt or Tmal o el ] (4.119)

Multiplicando por § a Equacao (4.119)), substituindo a Equagao (4.113]) na Equacao
(4.119) e supriminto os indices * para simplificar a notagao, obteremos a equacgao de

Boltzmann adimensionalizada,

of = of = Of 1
a_i_g.aiijF. ag_gg[f] (4.120)
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Agora de posse da equacgao adimensionalizada, podemos de forma coerente, usar as
relagoes, Equacao (4.108]) e Equagao (4.114)) separando a equagao de Boltzmann em ordens

de €. No entando precisamos primeiro saber como sera a expansao em [ f| em fungao da

expansao Equacao (4.108]) e a escolha do operador BGK. Substituindo a
em Q[f],

U = I = [ (1F = f1f) g b db de €y

Ou seja,

Q

sor] - o(geriger)
-/ (Ze”fi(”)Ze”‘f“m) —Ze”ff”)zemﬂm))gbdb
= 2 e / (f{(:;f'(’”) - ff’”;(m)) gb i dé,

> (707

I
)

—- -
™
— — <

™M
»
<
V)
/N
~
Py
=]
)
s
PEN
=
=
~
=
»
&
N—

de maneira que,

onde,

De forma que,

Equacao
(4.121)

de d&,

f(O)) +J (f(2)|f(0)>]
(4.122)
(4.123)
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_l’_
g2 = (f(0)|f(1)) +J (f(O)’f(Z)) +J (f(l)‘f(0)> + (f(2)’f(0))
' (4.124)

Substituindo o operador BGK, Equacao (4.27), na Equagao (4.122]),

.y (f _ f(0)> =3 e gn (f(O)’f(l)’...’f(n))

0 (O 4 ef 0 4 2O _ fO) = JO (FO) L0 (§O (1) 4 27 (O 500, §)

O que nos permite concluir,

JO =0
JO = o
J& = @ (4.125)

Finalmente substituindo a Equagao (4.125)), Equacao (4.108)) e equacao (4.114) na
Equacao (4.120]), e separando em ordens de €” conseguimos,

Jm>(fan) - 0
afO L 9f@  _ 9fO)

M (O M) — ) F.
TOOSN) = Gt T oF
af L ofM o 9fM 90
@ (O 1) @) _— . F.
JO(IOSOS) = A& T o o

Nos resta agora calcular,

0 0 0
1 — il i R B (V)
f 7 ((%0 Hog, FJ%) f (4.126)
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Para facilitar o calculo da Equacao (4.126]), e fazendo m = 1 vamos definir,

p _(5—17)2 ﬁ % 52 1
f(o) = e T = () e Pe fb=—= (4.127)
(2mkT)?2 T 2ET
E a Equagao (4.126)) fica,
of O [op dp
(€5 — Ny A
/ "op (ato 5’3 Jagj)
of® (ap ﬁ op
+ 7 35 3t + 59 8 + F}g
j
8f(0) ack ack
+ Fi— 4.12
0 \ ot 5”8 I, (4.128)
Calculando separadamente cada uma das derivadas em f©)
o 1 o O (31 2 o
_ = — o = —28¢; f© 4.12
o~ op ! (25 C) ac, pest (4.129)
Usando a relacdo ¢; = §; — u; podemos reescrever a Equacao (4.128)) como,
of® (D 0 0
n . —
! "o \ o "9, "0 ) ”
of© 0 0
. F
T (‘9B Dto +C] al’j + jafj 6
of® (D 0 0
T 9o\ D + ¢ o, + Fja—gj Ck (4.130)

Calculando separadamente cada um dos operadores entre parénteses na Equacao
(4.130)),

D 0 0 N 0
(le(]+cjal‘]+ﬂ%>p = —pV'u+cja7
D ) ) B(2 - _ T

D 0 0 1. 0Op 1 ouy,
(50 o, B ) = oo+ (B o) o
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(4.131)

Substituindo os resultados, Equagao (4.131)) e Equacao (4.129)) na Equagao (4.130)),

1
—yf:1<—pﬁ~ﬁ+cjap> n 6(;51—62)<2TV-E 3T>
P

70 dr; T 3 Y,
1 dp 1 ou,
(4.132)

—

Tendo em mente que F,, = (E + E X 5) e usando ¢ = £ — 4 podemos concluir que,

n (Fn _ /1) <Fn>> —0 (4.133)

Utilizando a Equacao (4.133)) e trabalhando um pouco os termos da Equacao (4.132),

1 c? ou; 1 5\ ¢; OT
W | — 5., | 29 (= 2 2y 4.134
f T lkT <cjck 3 (M) D2y <2ch 2) Taxj] (4.134)

De posse da relacao, Equagao (4.134) podemos calcular as quantidades,

p;k = /f(l)cjckdé’

1
G = 5 / fOeede (4.135)

E as integrais a serem determinadas sao,

[ 1O mcicneadd = KT (Sunious + Oundms + Sr0mm)
/ FORecde = 5kTp oy

fO¢ cre;dé = 0 4.136
J

Usando a Equacao (4.136]) podemos calcular as quantidades g} e p}k,
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37 Oxy, Oz,
5 0T oT 5
Qk T2 paxk Oaxk 0 T2 p ( 37)

E o conjunto de equagoes macroscopicas, equagoes (4.116)) para n = 1 ficam determi-

nadas.

E interessante notar neste ponto, que a introducdo do campo magnético via forca
de Lorentz no termo de forca externa F na equacgao de Boltzmann nao contribui com
termos extras na equagao da energia e introduz um termo de forca de corpo E+@xB
na equacao de Navier Sokes. O nao aparecimento de termos extras na equacao da energia
esta coerente com a aproximacao de um fluido assumida para o plasma, pois a forca de
campo externa B deflete as particulas na diregao perpendicular a aplicagao do campo B
de forma a nao contribuir com a geracao de trabalho. O termo de trabalho, ou melhor,
de poténcia, na equacao da energia sera percebido na construcao de um modelo de dois
fluidos, e estara ligado a transferéncia de energia cinética E dos constituintes eletronicos

para os constituintes iénicos.

I7TA transferéncia de energia cinética dos constituintes eletrénicos para os constituintes i6nicos é a que
domina o processo de efeito Joule. Isto esta ligado & mobilidade que os constituintes eletrénicos tém

em relagdo aos ibnicos, portanto estes respondem mais rapidamente & aplicagao de um campo elétrico
externo convertendo energia de campo em energia interna, gerando efeito Joule.
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5 Discretizacao da equacao de
Boltzmann

Como nosso foco sao modelos computacionais, precisamos de uma versao discreta
para a equacao de Boltzmann. Para motivar a forma com que iremos fazer a discretizagao
faremos uso da Hipotese do Equilibrio Termodinamico Local - HETL. Segundo a HETL o
fluido ou o gas em questao constituido por N particulas definidas sobre o espago de fase p
com 6N coordenadas (NZ), (N é’) e t independentes pode ser aproximado em cada ponto
por uma sucessao de estados de equilibrio. Por estado de equilibrio termodinadmico local
entendemos um ponto do espaco de fase . que possua representagao em termos da funcao

—

distribui¢ao de equilibrio de Maxwell Boltzmann f¢(§),

~ m \z (E — )2
[ =p <W> exp (_(%T)/m) (5.1)
portanto cada ponto do espago p poderé ser aproximado por uma sucessao de estados de
equilibrio f¢ (5) onde macroscopicamente o estado de equilibrio termodinamico local sera
definido pelo conjunto de estados macroscopicos p = p(7,t), © = u(Z,t) e T = T(Z,t) com
uma distribuicao [ fixa nas velocidades microscopicas 5 para todo ponto do espago ¥ e

t. Neste sentido um sistema fora do equilibrio pode ser representado por uma sucessao de

estados perturbados em torno do equilibrio termodinamico local como,

F@Et) = fE) + ¢ (5.2)
onde
f(éq <<1 (5.3)

A funcao ¢ é entendida como uma pequena perturbagao em torno do equilibrio ter-

modinamico local f* com a mesma distribuicao de velocidades microscopicas & porém
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com pequenas variagoes nas quantidades macroscopicas p, U e T. Este tipo de idealizagao
nos sugere a fixagao de um conjunto discreto de velocidades microscopicas E para todos
os pontos do espago, com as quantidades macroscopicas p, U e T variando suavemente no
espago e no tempo. Para termos acesso a todos os estados de equilibrio precisamos viajar
ponto a ponto no espaco. Isto sugere uma discretizagao espago-temporal parametrizada
¥ = Z(t) em conjunto com a discretizagdo nas velocidades 5 — f:-, de forma que a parte

espago-temporal fica,

t = t+9
T — T+6E (5.4)

Este tipo de procedimento caracteriza a chamada etapa de propagagao. Nesta etapa

do processo de discretizagao, a equacao de Boltzmann assumira a forma,

que relaciona pontos distintos do espaco para parametros discretos de tempo 9.

A chamada etapa de colisao serd caracterizada pelo processo de discretizacao das
velocidades & — &;, onde 7 indica direcao espacial. O ntumero de velocidades discretas sera

dada pelo conjunto (51, é, e ,é)

Para a versao espaco-temporal discreta da equacao de Boltzmann ([5.5) nao nos preo-
cuparemos com o conjunto discreto de velocidades é;, e para efeito de célculo manteremos
as velocidades E no continuo e fixas, carregando o termo de forca explicito,

L . a—Ji (5.6)
m Q¢
como um parametro fixo na equacao discreta. Este termo sera tratado no processo de

discretizacao das velocidades E

Do ponto de vista fisico, vale lembrar que a parametrizacao da variavel & = Z(t) evi-
dencia vinculos impostos pelo sistema fisico sobre as N particulas e em nenhum momento
fere a independéncia entre as variaveis 7, E e t requerida na construcao do espaco de fase
e na construcao da equacao de Boltzmann. Portanto uma discretizacao espago temporal
em conjunto com a discretizacao de velocidades possibilitara o acesso a todos os estados

de equilibrio termodindmico segundo um esquema de propagacao e colisao. Variagoes
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abruptas nas quantidades macroscopicas p(Z,t), @(Z,t) e T(Z,t) ferem a HETL tornando
o modelo impraticavel para fortes gradientes nas quantidades citadas. Este tipo de pro-

blema poderé ser vencido pelo refinamento da malha entre pontos de forte gradiente.

5.1 Discretizacao espaco-temporal da equacao de Boltz-
mann

Nesta etapa do processo de discretizagao estamos interessados em saber quais os va-
lores assumidos por uma fungao distribuigdo propagada f(Z + 55, t 4+ §) a partir de uma

funcao f(7, 5, t) conhecida, ou seja,

F(Z,Et) — f(Z+ 066t +0) (5.7)

Tendo como base a equacao de transporte de Boltzmann,

of - of F of
E*”c'a*f+ﬁa*g_9’ (5.8)

absorvendo o termo de forga % . %Jgi no operador de colisao,

of = of
9 +&- i Q (5.9)
onde para o operador BGK
1 F of
— _ _ eqy 7
0= (-1 (5.10)

Fazendo uma expansao em série de Taylor [15] [16] com erro da ordem de O(6%) em

torno da origem na fungao distribuigao de velocidades f(Z, 1),

f(é)—f:6<€~§f+g{> +0(6%) (5.11)

Substituindo a Equacao (5.1)) na Equagao (5.11)),

f(6) — f =860+ 0(8?) (5.12)

que é conhecida como equagao explicita com erro da ordem O(§?).
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Se levarmos a ordem da expansao para O(6%) encontraremos outra forma discreta
conhecida como equagao implicita. Detalhes dos célculos da expansao para O(5%) em
Taylor e uma maneira alternativa de discretizar a equacao de Boltzmann, podem ser

encontradas no apéndice D

O desenvolvimentos dos modelos discretos estarao sob o ponto de vista da Equacao

explicita ((5.12)), porém as formas deduzidas no apéndice D sao igualmente aplicaveis.

5.2 Projecao da funcao distribuicao f no espaco de Hil-
bert

Quando construimos a equacgao de Boltzmann usamos argumentos puramente fisicos,
definindo uma funcao f sobre o espago de fase y de coordenadas ¥, E e t, onde f(Z, 5, t)
era a funcao distribuicdo de particulas que nos dava a informacao da probabilidade de
encontrar particulas em um certo estado de velocidade E, em um certo ponto T para cada
instante de tempo ¢. Construimos assim a equagao de transporte de Boltzmann como

uma equagcao de fluxo de estados no espaco de fase,

e Vf+— Ver= [ [ [ (F ~ fir)gb b de (5.13)

relacionando a variacao das coordenadas T, 5 e t, lado esquerdo da Equacao , com
o fluxo de estados no espaco de fase, proveniente da mudanca de estado das particulas
devido a colisoes, lado direito da Equacao . Desta maneira através de um processo de
média feito sobre a equacao de Boltzmann pudemos relacionar a evolugao das quantidades

macroscopicas p, pu e pe a evolugao dos fluxos de estado no espago p

Neste sentido a equacao de transporte (5.13)) nos da toda a informagao termodinamica
do sistema macroscopico de N particulas. Posto o modelo fisico, nos restaria resolver
a Equacao e obter toda e qualquer informacao termo-hidrodindmica do sistema
avaliado. O problema de fazer isso no espaco de fase, é lidar com uma equagao de natureza
integro diferencial nao linear. A tnica solugao completa que se conhece para a Equacgao
é a solucao de equilibrio de Maxwell Boltzmann . Mais uma vez devemos
recorrer a fisica e através das propriedades da funcao f propormos aproximacoes que
nos levem a solucao da equacao de transporte sem comprometer a informagao termo-

hidrodindmica a ser extraida do sistema de N particulas.

Sabemos que a conexao entre os estados mesoscOpicos e macroscopicos sao feitas
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através dos processos de média,

—

o(F 1) = /_:° P70 de
pite,t) = [ E @ Ende

pelit) = 5 [ IE-TP @8 e (5.14)

Para que as integrais (5.14)) facam sentido, a fun¢ao f deve decair mais rapidamente

no infinito que qualquer poténcia dos momentos,

§" = &irinyin = §ir&in i (5.15)

de forma que,

400 5
/_ € f(7, 1) d%¢ < oo (5.16)

A propriedade nos garante a nao divergéncia das integrais o que ¢é coerente
com a fisica. Se pensarmos na possibilidade da func¢ao f convergir com uma combinagao
das enésimas poténcias de &, podemos entender as integrais CcOmo uma projecao
de f na base polinomial £" e os momentos hidrodinamicos p, pt e pe coincidirao com os

coeficientes da expansao.

Estas propriedades [§] H coincidem com as propridades de fungoes definidas sobre o
espaco de Hilbert, que é um espago vetorial normado de dimensao infinita com decai-
mento no infinito. As fungoes da fisica matemaética, harménicos esféricos, polinémios de
Legendre, polindbmios de Hermite, polindmios de Laguerre podem ser vistas como base
para o espaco de fungoes de Hilbert. Os polinémios de Hermite sao fungoes definidas
neste espaco e gozam das propriedades acima. Seus coeficientes de expansao coincidem
com os momentos hidrodinamicos, portanto sao base conveniente para tratarmos a fun-
¢ao distribuicao f. Outras bases sobre o espaco de Hilbert que possuem as propriedades
citadas acima com coeficientes de expansao coincidindo com os momentos hidrodindmicos
podem também ser encontradas [6]f} Conforme [6] podemos colocar aqui, entre outras

possibilidades, duas formas de expansao para a fungao f,

!Para uma explanacio completa sobre funcoes definidas sobre o espaco de Hilbert, ver capitulo 5
péagina 212 da referéncia citada.
2Pagina 224 da referéncia citada.
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- & n' — _&aln m
Ame) = n%;nl“(n+l+(3/2))a"lm<x’t)e St €Y (6, 6)
FEED = X al(E (@ (€ (517)

onde 31(121 /9y 880 os polindmios de Sonie, ¥;" (6, ¢) os harmonicos esféricos, H ](") (&) os
polinomios de Hermite e I' a funcio gama. Os fatores a,m(7,t) e a7 (7, t) sdo os coeficientes

da expansao.

Podemos dizer que a expansao em polindmios de Hermite H (&) é conveniente quando
desejamos colocar as velocidades microscopicas em uma base com simetria cartesiana, e os
polindmios de Sonie S(£2)Y (0, ¢) quando desejamos colocar as velocidades microscopicas
em uma base com simetria esférica. Esta conveniéncia pode ser sugerida pela escolha do

potencial intermolecular considerada no operador de colisao ().

Os modelos considerados aqui sao baseados no fluxo de estados no espaco de fase que
evoluem por colisoes binarias de esferas rigidas, portanto os polinémios de Hermite sao

base conveniente para descrevermos a funcgao f.

Desta maneira, seja f(,&,t) a fungdo distribuigdo assumindo uma expansao em ter-

mos de polinémios tensoriais ﬂ de Hermite,

- S|
F@ ) =w(©) Y =al™ o (BHOH . () (5.18)

n' 11,

Usando o resultado (E.14) podemos concluir,

+o0 5 n
i@ = [ F@EEOHT, . (O (5.19)

Substituindo (E.17)) em (5.19) podemos calcular cada ordem dos coeficientes de ex-

pansio a") (7, 1),

11,62, 50n

a((xl) = PlUq
2
a&ﬁ) == Sag - péaﬂ

3Ver apéndice E
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GS’EV = Sapy — PUadpy — PUlay — PUy0ap
(5.20)
Onde S,3... sao os momentos de nao equilibrio,
+o0 3
Soge = [ SEas e d% (5.21)
Escrevendo convenientemente a distribuicao Maxwelliana,
_ P — 3 (£-a)’
fO = L exp 2 5.22
(2m) P/ (5.22)
onde
0 = kT
2
p = —pe=pkT = pb (5.23)
D
e D é o namero de graus de liberdade dos constituintes do gas.
Podemos calcular os coeficientes de equilibrio,
+oo
0Dz @) = [ OO0, (O (5.24)
Sao eles,
0
a(o) = 5
e = pua
a(g) op = Puatip+ p(0 —1)das

3
0 sy = Puatiguy + p(0 = Vuabay + p(0 = 1)ts0as + p(6 — 1ugda

Usando a relagao (5.18) e (E.17)), podemos expandir a distribuicdo Maxwelliana para

qualquer ordem n,

o > 1
FOE) =w(©) - —aF iy (M, (6) (5.25)

n=0
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Ql

L€

T[(f 0)? = 3u® +3(0 — 1)(¢* — D — 2)]] (5.26)

3% ordem

Na secao 7.2 veremos como discretizar a base polinomial de Hermite mantendo os

momentos Maxwellianos inalterados.

5.3 Tratamento do termo de forca F, 0, f

De posse dos resultados [3] obtidos na tltima segao, estamos em condigoes de avaliar o

termo de forca Fi, 0, f da equagao de Boltzmann expandindo f em polindmios tensoriais

de Hermite. Com base na expansao (5.18)), (5.25)) e nas defini¢oes (E.15)), (E.16), podemos

calcular explicitamente o termo O f,

> 1 n — n
o = o (mazn,agz WEOHD 0 (6))
n=0

oo 1 n

- z—, D00 (w0 Lo, wie)

_ = 4\ 9(n+1)
- — ’LZ ’62 ’L,L (x7t)agii,iz,'-',in,i<n+l>w<€)
o o) (Z,1)
11,2 n+1
= —w(g) Y T g e (©) (5.27)
n=0
Reescalonando o indice n,
n+1l—-n n=1--,00 (5.28)

e a Equagao (5.27) fica,
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n—1) — n
8§f - Z |§1Z2 anl(x7t>,HZ(17127"'7in—17in(§) (529)

Finalmente podemos concluir sobre o produto escalar —F-V f,

in Z1112, in—1

_F VS znﬁ al" D (@EOHD, L (€) (5.30)

Sabemos pelos resultados expostos na secao 4.8 que na expansao de Chapman Enskog
apenas o termo de ordem zero em f para o termo de forca —F-V f € que contribui para a

recuperacao dos termos de acoplamento corretos. Neste sentido a forma que nos interessa

para a Equagao (5.30)) é,

R N n—1 n
—FVef© = —w(§) 30— Fi a0 iy O 0 (6) (5.31)
n=1"""

Nas se¢oes seguintes estaremos considerando modelos até quarta ordem, pois estare-
mos interessados na preservacao dos momentos Maxwellianos de quarta ordem. Portanto
vamos expandir a funcdo f© da Equacao até quarta ordem e assim calcularmos os
termos relativos a contribuicao da Equacao (5.31). Em quarta ordem a Equacao (5.31]

para a forca de Lorentz F; = €;,,&n0, fica,

4
N n n
—Fng(O) = Zi‘ Ozl,zz, i — 1( )Hgl,zg,-,zn 1,%(6)
N Ll .
= [ ”H( F; H (%)];ﬂ'fjm 6 ag ]le]k:lz]
T 15
= —w(E)pmba [1+u-€+2<u ~ (@€ — 0+ )

(5.32)

Por conveniéncia poderemos absorver o termo (5.32)) na distribui¢ao de equilibrio do
modelo BGK.
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5.4 Discretizagao do espaco de velocidades

Como desenvolvido até aqui, nosso modelo cinético consiste, em uma primeira aproxi-
macao, no tratamento do operador de colisao integro nao linear pelo operador de colisao
BGK,

Qf] = —i (r=r2) (5.33)

Lembrando da discretizagao temporal, adicionamos ao operador de colisao o termo de
forca F,0¢, f. Portanto até o momento possuimos um modelo temporalmente discreto na

forma,

FO) —f=00=35 (—i (f-19) - Faagaf) (5.34)

Conforme discussao e resultados da secao 6.2.5 para recuperarmos os termos corretos
de acoplamento, nos interessa apenas a ordem zero na expansao de Chapman Enskog da
fungao f no termo de forca F,0¢, f, e nosso modelo discreto (5.34) pode ser reescrito

como,

JO) — 1 =62=5 (=2 (1 = /) - Fade, 1) (53)

Para completarmos o processo de discretizagao, e baseado no trabalho de Philippi e
colaboradores [2], precisamos discretizar o espago de velocidades 5, o que possibilitara

encontrar uma forma discreta para o termo de forca Fi0, f© ¢ para a disctribuicao

Maxwelliana f(©.

Usando os resultados (5.31]), (5.25)), e (5.18) podemos escrever, a partir da equacao

de Boltzmann, uma equagao de transporte para a evolugao dos coeficientes de expansao
al’, . (T1),

11,82, in

Sk (n)
nz:,; Ew(g)szzzn<€) :

0 VIR0 L/ (n) (n-1)
(atail,z'g,m,in & Vilipiy iy = T (“il,iz,~-~,z‘n — o zmzn) = Fin i i i

O que nos permite concluir com uma equacao de evolucao para os momentos hidro-
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C oA (n) _ (n) g
dinamicos A g i, = Wiy g i (7,t),
() o™ F gD _ Ly ™) 5.36
ot Yz, in +&-Voay, iy i T FL QG = T (aimzwwin — %o 11Z21n> (5-36)

Isto nos sugere que o truncamento da funcéo f e da funcdo f© em uma ordem N que
preserve os momentos hidrodinAmicos mantera preservado também a informagao termo-

hidrodinamica do sistema.

Neste sentido propomos o truncamento de f e f(©) em uma ordem N que recupere os
momentos de interesse. Como estamos interessados em modelos térmicos, e lembrando
dos resultados do capitulo 5, onde para recuperarmos a equagao da energia necessitamos

do momento de quarta ordem, portanto truncaremos f e f(© na quarta ordem.

Condigao necesséria e suficiente para a preservagao da informagao termo hidrodina-
mica através da evolugao dos momentos hidrodinamicos na Equagao (5.36]) é a manuten-
¢ao da condicao de norma no espaco de Hilbert entre os momentos no espago continuo e

discreto para algum truncamento de ordem N,

FOGED ~ JONEE0) = () (@ O (6) (5.37)

n=0
onde,

(n) == [ ON 2 & ™ 7
ayo il,iz,--~,in(x7 ) = - f (7,&,t) 11,82, in (§)d*¢
E a preservagao dos momentos no espaco discreto, para uma odem o < N, podem ser

imposta pelo conjunto de equagoes

a 0 . « b .
S ([T rONEE KD, @) = 3 (Z f<°>N<:a»,&J)MZL,..,M(@))

n=0 =0 \¢=0

3

(5.38)

Substituindo em ((5.37) em ([5.38)) o conjunto de equagoes ([5.38) pode ser reescrito

como,
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af 1 +00 12 dD B
Z(%)D/Q/ e 2 HM (U {= Zzwz E)H™ (&)

n,m=0 o n,m=0 :=0

(5.39)

Conforme discutido por Hegele [17]E|, do ponto de vista do nimero de equagoes in-
dependentes que a relagao pode gerar, para efeito de calculo, é mais interessante
considerarmos a base gerada pelos mondémios sugeridos pelos termos iniciais das ordens
H™ ao invés da base completa H, ou seja, para efeito de calculo podemos usar a base

alternativa,

(7_[(0),7.[(1)’...77.[( ) (1 Einr €2, €y - o ) (5.40)

o (&)H 11,12, in(&) em (5.39) serem proporcionais ao

isto pelo fato dos produtos Hm

i1 12

produto dos mon6mios 5“ i ,szgmz, ,Jn—l-O(fkf )ki<mn, onde 0s monoémios O (£} k.1<mn

terao ordem inferior aos monomios &;' ; (m e portanto ja terao sido considerados

i1 Z2, §J1 25 5dn
nas equagoes de produto para ordens k - l <m-nem (5.39).

Portanto substituiremos a base H,

Y — ('H(O), HD ... 77_[(”)) (5.41)

pela base 1),

Y= (1 gma fzz&ya e agzzhm, i ) (542)

quando conveniente.

Sabemos da teoria de analise de funcoes sobre a ortogonalidade dos polinémios ten-
soriais de Hermite, portanto o lado esquerdo da Equacao respeita a relacao de
ortogonalidade demonstrada no apéndice F. Nao podemos, a principio, garantir as mes-
mas relagoes de ortogonalidade para o lado direito da mesma equacao pelo fato de ainda
estarmos em busca da forma discreta dos polindémios H(&;). Neste sentido é interessante

sugerirmos que os vetores discretos & sejam construidos para uma rede com simetria

§-i = —¢&. Neste sentido o lado direito da Equagao (5.39) ZwiH(m) (EVH™ (&)
n,m=0 i=0
serd trivialmente nulo quando o produto m - n for impar. Isto fica evidente quando usa-

4Em submissio
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mos a base

d a/2 d
Zwiw(m)(&)w(n)(&) = wam) w(” (&) + Z wiw(m)($_i)w(”)($_i)
i=0 i=d/2
= Zwl( Y (&)™ (&) — ™M (&)™ (&)
= 0 (5.43)

Quando o produto m - n, para m # n, for par, podemos concluir que,

szwm £ (&) szwa &) (&)) (5.44)

onde m < o < n para n > m, ou seja, 0 caso m - n par ¢ proporcional a algum produto
interno ja considerado, portanto nao gera equagcoes independente em . Neste sentido,
usando as relagoes de ortogonalidade para os polindmios tensoriais de Hermite para o lado
esquerdo da Equagao e considerando apenas as equagoes independentes no lado

direito da mesma equagao, podemos reescrever (5.39)) como,

i\f: <(27T§D/2 /_:o e3¢ [H(”)(ﬁ } dP¢ = Zwl { &)} ) (5.45)

n=0
onde N ¢ a ordem do polinémio considerado f©)(z, E, t) ~ fON(z, E, t)

Neste ponto é interessante chamarmos a atencao de que a informagao dos graus de
liberdade Z e t na expansao de f(© na base tensorial de Hermite sao carregadas pelos co-
eficientes de expansao a(g) (Z,t) e a informagao da massa e da temperatura ¢ determinada
pelo grau de liberdade E, o que esta de acordo com a fisica do continuo, pois os estados
pos-colisionais dependerao das massas e das velocidades pré colisionais e as velocidades
dependem da temperatura, ou seja, podemos afirmar que 5 = 5 (m,T) e no continuo os
graus de liberdade sao preservados pois 5 varia continuamente, o que permite variar m e
T continuamente também. Quando passamos para o discreto é’ — Ei, teremos um nimero
finito de velocidades g, o que gera perda de informagao por nao podermos variar conti-
nuamente m e T através de 5; Neste sentido é interessante parametrizarmos a mudanca
5 — aé. Levando em conta que as velocidades discretas 5 devem ser adimensionais,
podemos relacionar o fator de escala a, que definiremos como passo de rede, com m e T

na forma,
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£ = J2KTy)/mos
£ = af (5.46)
de maneira que,
2KT,
a? = =2 (5.47)

mo

E poderemos reescrever a relacao ((5.45)) como,

g: L e P Pl = S OIANE
S (e [ ¥ @] = s [uoas)]) (5.9

O efeito liquido de uma parametrizacao do tipo é fixar a temperatura de refe-
réncia do modelo em 7j e a massa em mg, mas como estamos trabalhando com apenas
um constituinte podemos considerar mgy = 1. Como estamos fazendo uma expansao poli-
nomial em 5 e como acabamos de ver 5; carrega a informacao da temperatura, estamos
portanto fazendo uma expansao polinomial em torno do ponto 7. Isto pode gerar proble-
mas quando estivermos buscando diferencas de temperaturas muito altas entre dois pontos
vizinhos da rede. Este problema pode ser solucionado aumentando o nimero de veloci-
dades do modelo ou refinando a malha, pois ao refinarmos a malha estaremos separando

os mesmos dois pontos por um niimero maior de velocidades.

A relagao (5.48), através da escolha de redes regulares convenientes & geram um
sistema linear de equagoes para os pesos w; e para o passo de rede a que possibilitam o
calculo da distribui¢ao Maxwelliana ((5.37) para a base discreta & como mostraremos na

secao seguinte.

O resultado (5.48)) para a discretizacao do espago de velocidades com a discretizagao

espago-temporal (5.12)) conclui-se com a equacao de Lattice Boltzmann

Fi@+ 06, +0) — fi(Z,&) = Qi (5.49)

ou considerando explicitamente o termo de for¢a externa,
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- g - = > n n—1 — n
Jil@+ 86,1+ 6) = fi(7.6) + w3 Faalls) i, (@ OHTD, 10, (6) = (5.50)
n=1"""
que pode ser truncado na ordem dos momentos hidrodinamicos de interesse.

Do ponto de vista do processo de simulacao podemos dizer que a discretizagao espago-
temporal é responsavel pela etapa de propagacao, onde as particulas propagam de sitio
a sitio em uma determinada dire¢ao da rede, e a discretizacao das velocidades relaciona-
se com a etapa de colisao, onde em cada sitio as particulas vindas de varias direcoes
reorganizan-se segundo a regra sugerida por §2;, ou seja, conservando a massa a quantidade
de movimento e a energia, redistribuindo-se para posteriormente voltarem a se propagar
para os sitios vizinhos. As estapas de colis@o e propagacao podem ser visualizadas na

figura abaixo,

Figura 3: Etapas de colisao e propagac¢ao envolvidas no processo de discretizagao

O procedimento de Chapman-Enskog aplicado sobre a equagao de Lattice Boltzmann
é idéntico ao aplicado na teoria cinética do continuo. Os resultados do procedimento de
Chapman-Enskog, como calculo dos coeficientes de transporte e a recuperagao da equagao
macroscopica no continuo, estao intimamente ligados aos momentos Maxwellianos e as
propriedades do operador de colisao. Tanto a discretizacao espaco temporal, quanto a do
espago de velocidades preservam os momentos Maxwellianos e as propriedades do operador
de colisao de forma que o processo de discretizacao como um todo preserva os resultados

obtidos pelo procedimento de Chapman-Enskog no continuo.

Devemos apenas tomar um pouco de cuidado no que diz respeito a discretizagao
espaco-temporal. Existem duas formas para a equacao espago temporal discreta, uma
delas é dada pela Equacao (5.12)), a outra, Equacao (D.33) foi desenvolvida no apéndice

D. As duas equacoes foram obtidas através de um processo de expansao em série de
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Taylorf’| com erros de ordem §2 e 6°.

A frequéncia de colisdo v, como vimos, é o tempo médio entre duas colisdes. Deve-

mos portanto esperar que a escolha de uma das equagoes (D.33)) ou (5.12)) implicara em

desvios distintos no célculo da viscosidade e da condutividade térmica, que dependem
explicitamente do tempo de colisao (4.137)), justamente por ambas serem equacoes para

ordens distintas de erro no parametro discreto de tempo o

Pode-se verificar através da aplicacao do procedimento de Chapman-Enskog sobre a

equacgao explicita o desvio na viscosidade e na condutividade térmica

j& para a equacao implicita,

po=pr
D+2
2

o resultado fica idéntico ao obtido no continuo (4.88) e (4.91)

X = ptk

5.5 Calculo das distribuigcoes no equilibrio

Como discutido na se¢ao anterior e proposto por Philippi et al. em [2] implementa-
remos na segao seguinte o calculo das redes bidimensionais e tridimensionais com respec-
tivamente nove, vinte e cinto e cinqiienta e nove velocidades, D2V'9, D2V 25 e D3V59 e

suas respectivas distribuicoes de equilibrio.

5.5.1 Modelo de segunda ordem D2V9

Para iniciar o calculo, escolhemos uma rede com simetria £_; = —&; com 9 velocidades,

Figura @, dividindo os grupos com velocidade de mesmo moddulo e associando a cada

50 processo de discretizacio espaco temporal nos permite relacionar a variacdo espaco-temporal do
lado esquerdo da equacgao discreta, que anteriormente no continuo era feito pelos operadores 9; e V,., com
o lado direito dado pelo operador de colisao.
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um deles um peso w;

Figura 4: Discretizacao do espago de velocidades: Rede D2V9

wo: & =1{0,0}
w s & ={1,05&={0,1}& = {~1,01& = {0, -1};
ws : 55 = {17 1}?&5 = {_17 1};5; = {_17 _1}§§;3 = {17 _1}; (551)

A partir da Equagao chegamos a conclusao de que temos 4 incognitas a serem
determinadas, wy, wi, wy € 0 passo de rede a. Pensando nos mondémios, pois estes serao
os que irao gerar as equacoes independentes para poder determinar as quatro incognitas,
definidos pelos termos iniciais dos polinémios de Hermite A (£), concluimos que pre-
cisaremos dos polindmios de ordem 0, 1* ordem e 2% ordem que irao gerar 4 equagoes
independentes para a determinacao das 4 incognitas, ou seja, para gerarmos as equacoes

independentes podemos usar a base,

Y ={1,z,2% zy} (5.52)

onde, para facilitar a implementacao dos calculos no software Mathematica &, — . Uma
vez definida as velocidades ([5.51]), os pesos e o passo de rede podem ser calculados pelo
codigo sugeridd?]

60 codigo foi feito usando o software Mathematica versao 7.0
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U={a,B};
__P —25Ci.Ci.
B (27?0)6 T

H = {1,z,2% zy};
Ti _:=hlac[[1]], ac;[[2]]];
w = {w0,wl,wl,wl,wl, w2, w2, w2, w2};

Eq = {};

k= 4;
Forfi = 0.1 < k. Eq = Append[Ea, Y wlli| Ty [P == [ [ wr{iPdrdy) i s-+)

=1

Sol = {w0, wl,w2,a}/.Solve[Eq, {w0, wl, w2, a}l;

Eq

{w0 + 4wl + 4w2 == 1,2a*wl + 4a*w2 == 1, 2a*wl + 4a* w2 == 3, 4a*w2 == 1}
Sol[[2]]

41 1
{w0,wl,w2,a} ={

5935 V3

De posse dos pesos, do passo de rede e das velocidades discretas, a distribui¢ao no
equilibrio pode ser facilmente implementada. A forma funcional da distribui¢ao no equi-

librio é dada pela Equacao ([5.26|), até segunda ordem, na base discreta

1
£a) = pu; {a(%)H(O) +a'g 1Y + a(%)ijﬁ)}

DY
= pui[Urad a4 g (o) — w4 (%0 1) (2267 - 2)]

J
Os momentos Maxwellianos obtidos desta distribuicao sao

9 )
i’ =
1=0

9
0

fz‘( )gia = PUq

i=0
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9
0

fi( )ﬁmﬁm = pugug + phoas

i=0

(5.53)

Os momentos de terceira e quarta ordem nao sao preservados pela rede D2V9. Isto
gera distor¢oes na equagao de Navier Stokes no termo referente aos efeitos viscosos, pois
para o calculo deste termo é necessario a preservacao do momento Maxwelliano de terceira
ordem. Portanto a rede D2V'9 garante sem desvios a recuperacao apenas da equacao de
Euler.

5.5.2 Modelo de quarta ordem D2V 25

Estamos interessados em encontrar a menor rede possivel capaz de recuperar a equa-
¢ao da energia. Precisamos portanto da preservacao do momento Maxwelliano até quarta
odem. Para manter inalterado, com relagao ao continuo, o vetor fluxo de calor precisa-
mos preservar o momento de quarta ordem incompleto £2¢,£5 € nao o momento completo
£a€pé+E&p. Isso diminui o ntimero de mondmios necessarios para a recuperacao da equa-
¢ao da energia, o que consequentemente diminuird o nimero de velocidades necessarias
para que uma determinada rede recupere os momentos necessarios. Podemos dizer entao

que este ¢ um modelo de quarta ordem incompleto e a base capaz de gerar equagoes

independentes em (5.48) {7

V= {1, 2, 2% zy, 2, 2%y, Voo = &0, U, = ffélx@y} (5.54)

onde ¥ , e ¥,, sao mondmios a serem ortonormalizados por um processo de Gram-
Schmidt. Esses monémios foram sugeridos pelo fato dos mondémios de quarta ordem a
serem preservados £2¢,&s gerarem apenas duas equagoes independentes em (5.48)). Para a
construgao da distribui¢ao no equilibrio precisaremos dos monoémios completos ¥, ¥,,
e U,,. Aplicando o processo de ortonormaliza¢ao de Gram-Schmidt sugerido no apéndice

E para o caso em duas dimensoes conseguimos,

“Onde novamente estamos usando &;, — x. Isto para facilitar a notacio e a sugestdo dos calculos no
software Mathematica
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66 sy = TV T,
7 SLTS1T Txr 2\/7 I

zy (=6 + 2 +y?)

2v/3 ’
24—zt + 6 (=8 + 2?) y* + Ty*
f?ézygzy —> Py = 821 ; (5.55)

gffmgzy = Py =

A base ((5.54) indica oito equagoes independentes. Portanto precisaremos de um rede
com sete pesos, ou seja, sete modulos de velocidade distintos. A rede sugerida, Figura

é a D2V25. Separando em grupos de velocidade de mesmo médulo,

A
A
A
A
Y
Y
Y
\ 4

Figura 5: Discretizagao do espago de velocidades: Rede D2V25

w s & ={1,054={0,1}& = {-1,0}:& = {0, -1};

wy & ={L1}& ={-1,1}& ={-1,-1}& = {1,-1}

wy: &= {0,210 = {—2,0}: &1 = {0, —2}; &2 = {2,0};

wet &3 =1{2,2h 8 ={-2,2} &5 = {2, -2} &6 = {2, -2}

ws: &ir = {3,0};6s = {0,3}; 610 = {-3,0}; &0 = {0, -3}

we: & = {4,0}; 8 = {0,4}; &5 = {—4,0}; &0 = {0, —4};

we: & ={0,0}; (5.56)
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O céalculo dos pesos e do passo de rede é o sugerido pela Equacao (5.48) e o codigo

sugerido é semelhante ao da rede D2V9,

U={a,B}
1
w = %effci'ci;

H = {171‘7 x27xy’ x37$2y’ wﬁx?wl’y};
A+ ot —y? + 22 (—T+y%) ay(—6+ 2 +y?)

27 ’ 2V/3

%

hl:x_7 y_]::{17 x’ x27 xy? x37 I2y7
T; _:=hlac;[[1]], ac;[[2]]};

w = {wl,wl,wl,wl,wl, w2, w2, w2, w2, w3, w3, w3, w3, wi, wi, wi, w4,
whH, wh, wh, wh, wb, w6, w6, w6 };

Eq = {};

k = Dimensions|H|[[1]];
25 +00 +oo

Forli = 0,7 < k, Fa = Append[Eq, > wlf| T [llP== [~ [ " wHI[Pdedy], i++];
j=1 —oo0 J—00

Sol = {w0, wl, w2, w3, w4, wh, w6, a}/.Solve[Eq, {wl, wl, w2, w3, wd, w5, w6, a}|;

4 — 14 267 — 331
{w0, w1, w2, w3, w4, wh, wb,a} = {3 009 05v/33 6267 — 331v/33

110592 ’ 69120 ’
283 4+ 21v/33 2133 + 379v/33 233 + 39v33 627 + 6133
4608 ’ 138240 ’ 73728 7 483840

327 +169v/33 1 /1
15482830 2 §<15 - V33)k (5.57)

De posse da base (5.55)) os coeficientes de expansao da parte incompletalﬂ de quarta
ordem, sugeridos pela Equagao (5.24]) podem ser calculados da seguinte maneira,

Ci = {z,y};
U ={a, B}
1
feq = p—— e~ 26 (Ci=U)-(Ci=U)).
A= Pomc ’

4+at — oy + 22 (=T +y?) wy(—6+ 22 +y?) 24—zt +6(—8+ 2%)y? + Ty!

2/7 7 2v3 | et };
k = Dimensions[¥][[1]];

v = {

80s coeficientes de expansdo e a base para modelos de terceira ordem ji foram determinados nas
secoes anteriores.
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A={}
“+oo +oo
For[j =0,j < k, A = Append[A, Assuming[f > 0&&p > O,/ / feqU[[j]]dxdy]], 7 + +];

E os coeficientes de expansao serao guardados no vetor A. Os termos de quarta ordem
da distribuicao no equilibrio podem ser reagrupados em termos de produtos internos.
Porém, fazer este calculo a mao é extremamente massante. O reagrupamento é sugerido

pelo codigo abaixo,

W ={z,y}
Q ={a, B}
2 4 2 2 ' .
G =Expand [ > Y Y > T, nmp(WW)H(Q.Q) (Q.W)"O™| ;
i=0 n=0 j=0 m=0
(5.58)
2 4 2 2
S = MonomialList Z Z Z Z T jnm
i=0 n=0 j=0 m=0
R = Expand[A.¥]; (5.59)
S = S/.SolveAlways|G == R, {z,y,«, 3,0, p}| (5.60)

Ou seja, expandimos um produto interno genérico (5.58|) com coeficientes T; ;. a
determinar, e igualamos com a expansao ([5.59|) obtida pelo Mathematica. Em seguida
determinamos os coeficientes com a operacao ([5.60). Determinado os coeficientes T; ; ,,.m

expandimos o produto interno (5.58)) para determinar a parte de quarta odem requerida,

2 4 2 2
FO = XYY Tjnmp(& - &) (w0 (v €)m0™
=0 n=0 j=0 m=0
2 1 2, 3 2 3 2
= p—20p+6 p—pv-v+9pv-v+§p(v-v) +§p(v-§) —§9p(v-§)

L€+ 20pE €~ %L £+ Lpv- v € — Bpu-vE £~ 1plv- €€

4
1 2 1 2
F100(0- %6 €+ opu (- £ €

FSO0lE € — <ozl (E - € (5.61)

8 102"

R

Somando a contribuigao (5.61)) & (5.26]) a distribui¢ao no equilibrio completa pode ser

escrita como,



S =

P (- 1)t

0 —1)(a’6 - & —4) +

q-0)(& - &) + "
—1)%a’(& - &) -
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wipll+a'E 4 L6 T4 (0 - )6 €~ 2)

(a®0 — 1)?

&) ——a%"ﬁ(ﬁ- )2

(5.62)

Os momentos Maxwellianos até quarta odem podem ser facilmente verificados se-

guindo o procedimento indicado para o software Mathematica,

Ordem zero:

24
FullSimplify lz fl]

i=0
p

Primeira ordem:

2 2

24
P = Expand|FullSimplify| Z Z Z My fi&il[m

m=1n=11:=0

G;_=pU/[[i]|M;;
2
PG = Expand| Z

m=1
FullSimplify[ P/PG]|
1

Segunda ordem:

2 2 24

I;

P = Expand [FullSimplify [Z S anflfz[[m]]fl[[n]}H ;

m=1n=11=0

Gi

. . 1
=pU[]U[[7)Mij + p0Mijdij + 5B - BM; i —

BBl M ;
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2 2
PG = Expand [Z Z Gm,nl ;
m=1n=1

FullSimplify[P/PG]
1

Terceira ordem:

P = Bxpund | Rulsimpiity [z Sy iMm,n,zf@-sinmn@Hnnsiwn]] ;

=1 m=1n=11i=0
Gi i g =pU[[|UGNUI[N]M; 50 + pOU[I]]M; 316: 5 + pOU[[5]]M; 5,65 + pOU[[i]] M; j10: 5

2 2
2D Gig

i=1 1i=1

j
FullSimplity[P/PG]
1

.

Mw

PG = Expand

I

Quarta ordem:

P = Expand [FullSimplify [f: 22: f; My fifi[[m]]fi[[n]]&.&H :

m=1n=1 =0
Gi_i_s=pBUU M+ 608U [3)U 1)) My + 4987 M5 + pU (U] M,U-U
+o (5B.BM6i; — BB M )
PG = Expand [Z > Gm,n] ;
FuﬂSimphfy[P/;El] -
1

Neste modelo os momentos até quarta ordem sao preservados ﬂ Isto possibilita a

recuperacao das equagoes hidrodinamicas até a equacgao da Energia.

90s coeficientes M; ;... foram introduzidos nos célculos acima para que o Mathematica nao agrupasse
os termos automaticamente. Isto possibilita a comparacdo entre o momento sugerido G;; e o calculo
explicito P a partir da distribuicao no equilibrio calculada.
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5.5.3 Modelo de quarta ordem D3V 59

No mesmo espirito do calculo da rede D2V25 estamos interessados em encontrar a
menor rede possivel, em trés dimensoes, capaz de recuperar a equagao da energia. A base

para a determinacao dos pesos e do passo de rede em trés dimensoes é,

H = {1,95,332,xy,$3,$2y,9€3/2,¢my,¢zz} (563)

Os tinicos mondmios de quarta ordem que geram equacoes independentes em ([5.48|)
SA0 Yy € V... O procedimento de calculo para a determinacao dos monémios ortonorma-
lizados para a determinacdo da base para a expansao da funcao f(°) pode ser encontrado

no apéndice F. Os monoémios sao

42

O e sy = —(2* = 8y?) (a* + y* + 2°) — T (=5 + 9y + 2?)
1 >SSy vy 12@

35 — 7022 — (2% + y* — 92%) (2® + y* + 2?%)

2

i GizGiz = Wer =

IES (0 6v/70
) xy (=7 + 2%+ y* + 22)
& Ciakiy = Yy 11

€266 — by, = zz (=T+2? +y* +2%)

V14
20 o (T YR+ )
51’ fzzfzy - wzy - \/ﬂ (5-64)

A base (5.63)) vista sob a Equagao ([5.48)) gera nove equagoes independentes. Portanto
precisaremos de uma rede com oito pesos, ou seja, oito modulos de velocidade distintos.
A rede sugerida é a D3V59. As velocidades podem ser divididas em grupos de mesmo

modulo,

wy s & ={1,0,0} & ={0,1,0} & = {0,0,1} & = {—1,0,0} & = {0, 1,0}
& = {0,0,—1}

wo: & ={1,1,0} & ={-1,1,0} & = {-1,-1,0} &o = {1,-1,0} &, = {0,1, -1}
€10 ={0,1,1} &3 = {0, —1,1} &4 = {0, =1, =1} &5 = {1,0, -1} &6 = {-1,0,—1}
Gr={-1,0,1} &5 = {1,0,1}



ws

Wy

Ws -

Weg -

Wy -
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Go={1,1,1} So={-1,1,1} &1 = {1, -1,1} Eo = {1,1,-1} &3 = {—1,-1, -1}
Cou ={—1,—1,1} &5 = {1, -1, -1} &6 = {-1,1,—1}

Eor = {2,0,0} &5 = {0,2,0} &9 = {0,0,2} &5 = {—2,0,0} &, = {0, —2,0}

€3 = {0,0, -2}

€35 = {2,2,0} S = {—2,2,0} &5 = {—2,-2,0} &6 = {2,-2,0} &7 = {0,2, -2}
E3s = {0,2,2} &9 = {0,—2,2} &0 = {0, =2, =2} &1 = {2,0, -2} & = {—2,0, -2}
€15 = {—2,0,2} & = {2,0,2}

€5 ={2,2,2) &6 = {—2,2,2) &7 = {2,-2,2} &5 = {2,2, -2} €19 = {2, -2, -2}
Eso={—2,-2,2} &1 = {2, -2, -2} & = {-2,2, -2}

D &3 ={3,0,0} &4 = {0,3,0} &5 = {0,0,3} &6 = {—3,0,0} &7 = {0,-3,0}

&s = {0,0, -3}
& = {0,0,0}

Figura 6: Discretizacao do espago de velocidades: Rede D3V59
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O calculo dos pesos e do passo de rede, a determinacao da parte de quarta ordem
incompleta da distribui¢ao no equilibrio é analogo ao efetuado para a rede D2V25. Os

pesos e o passo de rede para a D3V'59 sao,

w0 = 0.095878916237752832729

wl = 0.073104708212914839109

w2 = 0.0034658897109338004402

w3 = 0.036610808204451537874

wd = 0.015923523223205955321

wd = 0.0025248084510509439391

w6 = 0.000072696866251515863464

w7 = 0.00076587943934683970609
a = 1.2028851233102617112

A distribuicao no equilibrio completa para a rede D3V'59 é dada por,

fi =wip(1 + a* - @+ ;(cﬁ(@ @) — a2 - @+ (%0 — 1)(a%E; - & — 3))

—

+a25i6'“(a4(§- L) — 3020 17+ 3(a20 — 1)(a%E, - £ — 5)) + 185(a29 _ )
1 =
+i(a29 —1)ad%i - a + §a4(ﬁ- i)? — 471(&29 — 1a*(ii - &)?

T £ 260 - 126 &) — (0 - Vet D)(E - )

00— V(@ EP(E ) + gt )i EPE &) + (0 - 12§ €
~ s (E ) (5.65)

Para esta rede recuperamos os momentos até quarta ordem. Percebemos a semelhanca
entre os modelos de quarta ordem D2V25 e D3V59 ambos recuperam os momentos de
quarta ordem e as equacoes da hidrodinamica até a equagao da energia. Para ambas as

redes podemos escrever os momentos até a quarta ordem como,
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/f(o)fadg = PlUq
/ fOE d€ = puaus + poas

/f(o)faéﬁf'ydg = PUUglUy + P (UQ(SB,}, -+ ?LﬁdofY + u,yéaﬁ)

2
/f(0)§2§a§7d5 = puPuaty + pu*day + (4 + D) pugu, + (2 + D) Zj)&w

Recuperamos assim a termo-hidrodinamica em duas e em trés dimensoespara as redes

D2V25 e D3V 59.

Concluimos até aqui que nosso modelo magnetohidrodinamico, capaz de recuperar as
equagoes da termohidrodinamica, consistem nas distribuigoes de equilibrio (5.62)) e ([5.65))

adicionadas do termo de forga (|5.32])

5.6 Modelo magnetohidrodindmico baseado na modifi-
cacao do segundo momento hidrodinamico

Como discutido no capitulo 3, no modelo magnetohidrodinadmico baseado na modifi-
cagao do segundo momento hidrodinamico, o termo de acoplamento J x b & reescrito como
um divergente total e absorvido pelo termo de pressao termodinamica e hidrodinamico.
Neste sentido podemos intuir que uma modificacao no segundo momento hidrodinadmico
nos coeficientes de expansao dos polinomios de Hermite recuperara corretamente o termo

de acoplamento na equacao de Euler,

1
O (pug) + On (puatp + pdag) = Oa {21725&5 — babg:| (5.66)

ou seja,

1
%) 5 = pias + p(0 — 1)0as — ptiag + p(0 — 1)dags + 50" 05 — babs (5.67)

o que nos permite redefinir o segundo momento hidrodinamico como,

1
CL(?)) apB = PUap + ,0(6 - 1)6045 + §b25a6 - babﬂ (568)

Usando os mesmos procedimentos de calculo para as redes D2V'9, D2V25 e D3V 59
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com a redefini¢ao (5.68) para o segundo momento hidrodindmico, teremos os seguintes

termos aditivos para as distribui¢oes de equilibrio,

a* /1 - o
povo: = L (w2 (. -2>
vor = (-G-8
a' (1,0 7 29
D2V25: = (bfl—(b'é‘z)>
2 \2
at (1 2

D3V59: =

N
7 N
DO
=y
(3]
a
RAAS
—~
=
o
S~—
(3]
N———
|

2
Com os respectivos momentos hidrodinamicos Maxwellianos, onde a D2V9 preserva

apenas até o segundo momento,

M-
by,
S
I
e}

@
Il
=)

fz(o f@a = PUq

s
||M@
o

—

1
[ = putaus+ piOus + 5B 005 — babs

M=

~

-

fz(O)gzagzﬁgw = PUgUpUsy + peuv(saﬁ + peuﬂ&ya + peuaéﬁw

@
Il
o

f(o)f Einkigiy = p0u2(5a5 + (4 + D)pbuyug + (D + 2)p925a5 + pu2uau5

Me-

s
I
o

4+D) /1
L@rD) (Dbzéaﬁ - babﬂ) (5.69)

a

A distribuicdo D2V9 recupera a distribui¢ao sugerida por Paul J. Dellar [I] com o
termo adicional ligado a temperatura. Para modelos nao térmicos (6 — 1) = 0 ficamos
exatamente com a distribuicao de P. J. Dellar. Neste caso recuperamos de forma correta o
termo de acoplamento indicado na Equacao (5.66)). Os momentos, a partir do momento de

terceira ordem terao termos que contribuirao com termos esptrios na equacao da energia.

Como podemos ver, a modificagao no momento de segunda ordem gera termos adici-
onias dependentes de b no momento de quarta ordem tanto para a D2V25 quanto para a
D3V59. Estes termos serao responséveis por termos espurios na recuperagao da equagao
da energia viscosa. Visando a solugao deste problema e nos baseando na ortogonalidade
dos polinémios de Hermite, somamos a distribuicao de equilibrio um termo proporcional

ao polindmio de quarta odem,
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1 g

FO = fhvas + T2 (0262 = (B )2 ) 1
1 Lo

FO = Fvsa + o (€7 = (B €02) 1

Ajustando T} e Ty os novos termos aditivos para a D2V25 e D3V'59 ficam,

pavas: = & (b (B-67) - Ll Be fwe g o)

F2@B B4 - -E) ~ (B EP(@E &~ 6) B Bl - o€ )
D3V59: = 4<1b2§§—(§ 5)2)—"25 B+ 2 (@B B &) &~ 1)

2 \2 4 12°2

F2@B B~ ) ~ (B EP(@E &~ 1)~ @B B - 6 )

Com estes novos termos aditivos, as distribui¢oes de equilibrio D2V25 e D3V59 con-

tribuem respectivamente com os seguintes momentos hidrodinamicos,

: (0)
. fi = p
=0
b .
Z fz gzoc = pPUq
=0
: (0) 1
Z fi "&iaip = pugug + plias + 582501/3 — babs
=0
; (0)
Z fz gzagzﬁgw = pPuUgUpgl~ + ,09u75a,3 + p@u@w + p@uaéﬁw
=0
b 0)
S 05 = pIuPdas + (4 + D)pbuqus + (D + 2)p6%6.5 + putuaus
=0

Que sao exatamente os momentos Maxwellianos até quarta ordem, o que nos garante
a recuperacao correta do termo de acoplamento na Equacao ([5.66]) sem termos adicionais

na equacao de energia.
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5.7 Discretizagao das equacoes eletromagnéticas

De maneira geral podemos ver os modelos de Lattice Boltzmann como ferramentas
para solucao de equagoes diferenciais. Se encontrarmos, para alguma equagao diferencial,
o operador de colisao que através da aplicagao do procedimento de Chapman Enskog
reproduza a requerida equacao, estaremos através da equagao discreta resolvendo os cam-
pos macroscopicos. Como pode ser visto em [18], Zhenhua Chai e colaboradores usaram
modelos de Lattice Boltzmann para resolver a equacao diferencial parcial nao linear que
descreve a evolugao de uma onda que se propaga sem dispersao e mantendo sua forma
original, mais conhecida como equagao de Korteweg-de Vries - KdV. Neste espirito esta-
remos em busca de um modelo cinético capaz de reproduzir a equacao de evolucao para

0S campos E e B definida em (13.22)).

Sintetizando aqui o trabalho de Paul J. Dellar [I] vamos fazer algumas considerages

para melhor entender o problema.

Como discutido em através de um processo de média sobre f relacionamos o
campo mesoscopico f aos campos macroscopicos p, pu e pe. Vamos tentar estabelecer esta
mesma relacao para recuperar o campo B como alguma ordem nos momentos E Para
isso vamos escrever a equacao da indugao eletromagnética como uma equagao de

CONServacao,

—

B

Q

4+ VXE=0 5.70
or TV~ (5.70)
OB - =
—+V-A=0 5.71
5 T (5.71)
E entao queremos escrever,
VxE=V-A (5.72)
ou seja,
6 X E = €ijkékaiEj = 8i(—ék5kjiEj) = éiai(—EjEjklélék) = 6 . K (573)

O que nos permite concluir,
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K = —EjEﬂkélék (574)

Comparando a Equagao ([5.70) com a equagao de conservagao da massa e da quanti-

dade de movimento,

atp + 804 (pua) =0 (575)
Orpug + O (puats + pdag) =0 (5.76)
tha -+ aj (_Ezfija) (577)

Percebemos uma assimetria na forma devido a introducao do tensor antisi-
métrico €;;,, € uma simetria nas formas e . A recuperagao de quantidades
macroscopicas em integrais nos momentos hidrodindmicos nos fornece apenas quantidades
simétricas. Portanto uma vez estando B ligado a uma forma assimétrica nao podera ser

recuperado através de alguma ordem nos momentos hidrodinamicos.

Precisamos de um momento independente e uma equagao de evolugao mesoscopica a

parte. Para isso atentemos para a lei de indugao magnética,

1
2

B=—-x7 (5.78)

onde 7 é o raio vetor do ponto onde queremos medir B e £ ¢é a velocidade da particula

que gera 0 campo B no ponto de medida.

As velocidades 5 além de carregarem toda a informagao termodinamica, carregam
também a informagao do campo magnético. Devemos lembrar que a equacao de trans-
porte de Boltzmann é uma equacao de fluxo de estados no espago de fase e as colisoes
juntamente com as velocidades sao os agentes responsaveis pela propagacao da informa-
¢ao termodinamica e eletromagnética@. Isto nos leva a sugerir que a mudanca de estado
no vetor indug¢ao magnético B se propagard no espaco de fase, seguindo uma regra se-
melhante a propagacao da informacgao termodinamica através da mudanca de estado dos

vetores velocidade E no mesmo espaco. Deste modo P. Dellar sugere que a evolucao do

campo magnético B respeite a equagao vetorial de Boltzmann para o campo §(Z, 5, t)

1°Quando falamos em "agente responsavel pela propagacdo da informacao eletromagnética"nao estamos
nos referindo & propagagao da informagao dos campos E e é, estamos nos referindo aos agentes que
transportam o campo E. A taxa com que os estados microscopicos irao evoluir é que causarao a evolu¢ao
do campo B.
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R L/,
aG+&-Vi=——(3-39) (5.79)

De maneira que o campo magnético seja recuperado por um processo de média sobre

o campo ¢ semelhante ao da densidade para o campo f,

B0 = [ 3@ &0 (5.80)

A observacao de que a for¢ga magnética é nao central, a principio, poderia gerar algum
tipo de preocupacao, levando em conta que na dedugao da equacao de transporte de
Boltzmann supomos que as forgas de colisao entre as particulas eram centrais. A tunica
analogia de que precisamos para sugerir uma equacao de transporte para o campo ¢,
semelhante a equagao de Boltzmann, é a de que a informagao magnética se propaga de
maneira semelhante a informagao termodinamica, o que é razodvel uma vez que os agentes

transportadores sao os mesmos.

O comportamento macroscopico esperado para a Equagao (5.79) é o da equagao,

8t§:§><(ﬁ>< E—nﬁxé) (5.81)

Nos resta agora encontrar um operador de colisao que através do procedimento de
Chapman Enskog recupere a Equagao ([5.81]) através da Equagao (5.79)). Antes de fazermos
isso, vamos explicitar as componentes da Equagao ([5.81]) para podermos melhor identificar

os termos a serem recuperados,

V x (ﬁ x B — nﬁ X é) = 6;0; X (éjuj X éxBy — nép0m X €,B,,)
= €i10€a0; (Ejkt; By — NEmniOm Bh)
= €40; ((00j0ik — 0ij00k)tjBr — 1(dambin — SimOan)OmBn)
= 0;[(éatta)B; — ui(Baa) — 1 ((€a0a)B; — 0i(Baéa))]
(5.82)

E a componente a da Equagao ((5.81)),

&gBa = 01 (uaBi — uiBa — n(@aBZ — &Ba)) (583)
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Levando em conta que § = (g,, 9y, g.). Para facilitar a notacao, vamos definir g, = ¢
e consideraremos apenas uma das componentes da equacao de transporte de Boltzmann

vetorial,

1
019 + inOag = —:(9 — ) (5.84)

m

O campo g desempenha um papel equivalente ao campo f na equacao de transporte
de Boltzmann do continuo. Portanto podemos usar explicitamente todo o processo de

discretizagao temporal, espacial e de velocidades desenvolvido até aqui na Equagao ((5.84)).

Aplicando o procedimento de Chapman-Enskog para o campo g

. QO =9
e Q) = 809(0) + £0009Y
62 . 9(2) [fa Q(l + 8t } + 8tog(1) + 3tlg(0) + faaag(l)
(5.85)
b
Operando com Z sobre a ordem €' e €2 na equacao acim,
i=0
€' 1 Opbs + O, (Z fmg(o)>
62 : 8t1bﬁ + (]. - ) <Z 510497,/8 )
(5.86)

Somando as duas ordens,

b 1 b
Bibg + O (Z gmggg>> + <1 - 27> Ba (Z ﬁmgl%)> =0 (5.87)
1=0 m =0

Levando em conta que g desempenha o mesmo papel de f, podemos olhar para a

soma,

b
3 &gl (5.88)
=0
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como uma proje¢ao de g no espago discreto H(§;). Para facilitar a analogia vamos definir

os momentos hidromagnéticos de equilibrio,

b
a(O Q,11,82, 1 Z 5111722, . ,1ngza (589)

=0

Assim podemos escolhe-los de maneira conveniente,

b
0 0
agy = Zgi(ﬁ):ba

a(%)) B Zfiaggg) = Uabg — bQUQ (590)

=0

Neste sentido a distribuicao no equilibrio pode ser escrita como,

1

0 — g n — n
9@ ) = w©) Y ah iy (TOH, L (€)

n=0
= w(é) (a(g)ﬁH(O)_'_a((l)) aq{(()}))
= w<€> [bﬁ + a2£a (uabﬁ - bauﬁ)] (591)
onde,
HO =1
HY = ag, (5.92)

Precisamos encontrar uma forma para A ) de maneira a recuperar a Equacao (5.83)).

Utilizando a primeira ordem em €' na Equa(;ao -,

1 b
- LA = 0,09+ 0. (s (5.93)
=0

Tm

Nos resta agora calcular as quantidades sublinhadas acima. A segunda integral subli-

nhada na Equacao (5.93)) fica,

b
1

> Einbiadis = —50abs (5.94)

=0
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e entao,

1
aaA((llg - _Tmaa ;(%bﬁg + 8t0Ag2 (595)

Para completarmos com a descricao das equacoes eletromagnéticas, devemos colocar

a derivada temporal 8t0Ag2 em funcao de derivadas espaciais usando as equagoes de

movimento.

Usando a definigao (5.90)), a ordem ¢! da Equagao ([5.85) e a equagio de Euler podemos

eliminar as derivadas temporaig |

b
GtoAgg = — ;ﬁ aP — bﬂukﬁkua + Eamnumbnb[g

U <akka5) — Uy (8kukbg)

-+

ba
gagp + bauk (Okus) — €8mnUmbnba
— Ug (&gbkua) + ug (f)kukba) (596)

Os termos O(ub?) = O(bu?) ~ O(Ma?) sdo da ordem de Mach ao cubo e podemos

reescrever ([5.96]),

b ba
D AY) = —faap + ?agp +O(Ma?) (5.97)

Levando em conta que p = pe ~ O(u?) podemos concluir que,

DA} ~ O(Ma®) (5.98)

Desprezando os termos de ordem O(Ma?) a Equacao (5.95)) fica,

|
D) = —7,,0% (Cﬁaabﬁ) (5.99)

E a Equagao ([5.87) fica,

HPara o calculo desta derivada temporal estamos usando explicitamente um modelo baseado na intro-
dugao da forga de Lorentz na equagdo de Boltzmann F, = €qmn&mbn. As conclusdes e os célculos sao
analogos para o modelo baseado na modificagao do segundo momento hidrodindmico
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1 1
Oubs + Do (t1aby — batis) + (1 - 2) (—Tmaaazbﬁ) (5.100)

Tm

E utilizando V - B = 0,

atBOé = az (uozBi - uiBa - 77(80431 - azBa)) 5 (5101)
onde,
1 1
= (Tm - 2) (5.102)

Portanto a equacao de transporte de Boltzmann vetorial reproduz o comportamento

macroscopico das equagoes eletromagnéticas com um erro da ordem de O(Ma?).

Para este modelo estamos considerando as redes D2V'5 e D3V'7, com velocidades e

pesos dados respectivamente,

D2V'5 .
wWo - 5) = {0’0}3
w1 gl:{170};52:{071};&;:{_170};&:{07—1};

11
{w()vwlaa’} = {37 67 \/3}7

D3VT:
Wo : 50 = {0,0,0};
wo: & ={1,0,0};& = {0,1,0}; & = {~1,0,0}; & = {0,—1,0};& = {0,0,1};
& = {0,0,-1};
{wo, wy,a} = {0, (13, \/§},
Podemos considerar os modelos postos até aqui como modelos de dois fluidos, onde um
dos fluidos é o fluido hidrodindmico e o outro um fluido magnético. O acoplamento entre

os campos hidrodindmicos i e B nas equagoes mesoscopicas é dado pelas distribuicoes de
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equilibrio f© e ¢(®© onde ambas compartilham dos campos @ e B. No caso do modelo
baseado na introducao de for¢a de Lorentz na equacao de Boltzmann, somamos a parte

referente ao termo de forca E- ﬁg f© 4 distribuicdo de equilibrio.
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6 Validacao dos modelos discretos

Desenvolvemos até o momento dois modelos cinéticos em magnetohidrodinamica que
diferem entre si na forma de introducao da for¢a de Lorentz como termo fonte na equacao
de Navier Stokes. Buscaremos aqui a solugao analitica para estes dois modelos para que

por fim sejam comparados com os resultados numéricos.

Como um breve resumo colocaremos as equagoes mesoscopicas e macroscopicas que

caracterizam ambos os modelos.

As equagoes diferenciais macroscopicas que caracterizam o modelo baseado na modi-

ficagdo do segundo modelo hidrodinamico sao,

Op + 0u (puy) =0
1 2. o .,
O(pug) + Oy <puau5 — bobg + <p + 2625a5>> — 10y {Ogu(x + Oqupg — géagv . ﬁ} —pF3 =0
. . . D
O (pe) +V - (ptl) +pV -4+ V -7—p [(%ua + Ogug) — EV : ﬁéaﬂ] Oaug =0
Oiby, + 85 [U5ba — uabg + T](aabg — 85ba)] =0 (6.1)

e as equagoes mesoscopicas, observando a mudancga no segundo momento hidrodinamico,

(ue recuperam as equagoes acima sao,

— g = 1 N .
JA@+ E0,t+8) = fl@,t) = —— (fu@ 1) = £7(@, 1))
1
ahs = Platis + poas + 505 — babs

G(E + 6,1 +6) = §(& 1) = — (

Para o modelo completo, temos o seguinte conjunto de equagoes diferenciais macros-

coOpicas,
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Oip + O0a (pua) =0

2 . ;
Oi(pug) + Oa(puats + pdag) — 10 {%ua + Ogupg — géagv : ﬁ} =p(d xb)g+ pFp
. ; ; D
9, (pe) + ¥ - (p@) +pV -G+ - - p {(aﬁua + Battg) = =V +itas | Dty = 0
Opbo + 8,3 [uﬁba - uabﬁ + 77(5@5,8 - aﬂba)] =0 (62)

e as equagoes mesoscopicas que recuperam o modelo completo sao,

Fi@ + 88,6 +8) = [i(@ 1) + (& x b) - Vefil&i,t) = —i (fi(@0) - £°(&.1))
G+ &0, t+8) = G0 t) = —— (§(0.0) - GO, 1)

m

observando a introdugao da for¢a de Lorentz no termo de for¢a de corpo da equacao de

Boltzmann.

A seguir veremos a solucao analitica e os resultados numeéricos para ambos os casos.

6.1 Escoamento de Hartmann

Abaixo discutiremos trés solu¢oes analiticas e seus resultados numeéricos para os dois
modelos. A primeira delas referente ao modelo baseado na modificacao do segundo mo-
mento hidrodindmico é bem conhecida na literatura de Lattice Boltzmann [1], [19], [20],

[21]. As duas ultimas solugoes nao sao encontradas na literatura de Lattice Boltzmann.

6.1.1 Modelo baseado na mudanca do segundo momento hidro-
dinamico

O escoamento de Hartmann consiste no escoamento do fluido magnético em um canal e
desempenha o mesmo papel do escoamento de Poiseuille na anélise do perfil dos campos.
Apesar de estarmos trabalhando com um modelo que recupera a equagao da energia,
restringiremos a validacao, neste caso, ao caso nao térmico, ou seja, manteremos o campo
de temperatura e de pressao constantes ao logo de todo o dominio definido pelos campos

magnético e hidrodinamico.

O escoamento de Hartmann consiste na aplicacao de uma forca de corpo F) for¢gando

o escoamento ao longo da dire¢ao x em um canal de largura 2L. Na diregao transversal y
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aplicamos um campo magnético constante b, = by. Os campos @ e b ficardo com um perfil
do tipo @ = (u.(y),0,0) e b= (bz(y),bo,0). As condigoes de contorno para os campos
i ¢ b sio a de velocidade ¢ campo magnético nulos nas paredes uy (L) = uy(—L) = 0 ¢
by(L) = b,(—L) = 0.

Flunwo L
hidrodindmico

Figura 7: Fenomenologia para o escoamento do fluido magnético em um canal bidimensi-
onal.

Para estas condigdes de contorno e perfis, as equagoes diferenciais (6.1) se resumem

d*u db
PMP + b[)d + F =0,
du d2b

A solugao analitica para o conjunto acoplado de equagoes diferenciais (6.3)) ¢é,

o= (S 1)

uly) = ; ];0 \f coth(H) <1 - ZZS:;(( [if))> (6.4)

onde H é o niimero de Hartmann,

bo L
P

H

(6.5)

3

As simulacoes estao de acordo com os resultados analiticos. Ambos os perfis, hidro-

dindmico e magnético, podem ser verificados nos graficos a seguir,
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D3V59
= H=20

0,002250

*H=15

+H=10
0,001688

«H=5

E] 0,001125

0,000563

0,000000
44 22 0 -22 -44

Figura 8: Perfil do campo hidrodindmico: Modelo baseado na introducao da forga de
Lorentz através de uma modificacio no sequndo momento hidrodindmico. As linhas cheias
representam os resultados analiticos e 0s pontos os resultados numéricos.

D3V59

= H=20

0,0011

0,0006

-0,0006

-0,0011

Figura 9: Perfil do campo magnético: Modelo baseado na introdu¢ao da for¢a de Lo-
rentz através de uma modificacdo no sequndo momento hidrodindmico. As linhas cheias
representam os resultados analiticos e os pontos os resultados numéricos.
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Para esta simulacao foram mantidas fixas a viscosidade p = 0, 166667, a resistividade
magnética n = 0, 166667, a densidade p = 1, a forca de corpo F' = 107% e o tamanho
do canal L = 44 sitios de fluido na dire¢ao y e 1 sitio de fluido na diregao x. O campo
magnético constante b, = by variou para a obtencao dos diversos nimeros de Hartmann

H.

Para as proximas simulagoes os mesmos parametros u, 1, p, F', L serao mantidos fixos

e by ird variar de acordo com o H requerido.

6.1.2 Modelo completo

Para o segundo modelo ([6.2)) os pardmetros de simulagao e as condigdes de contorno

foram mantidas, porém este admite solucao analitica em trés dimensoes.

Flhua xon L
nidrodindmico
o e <=
L / o

>

Figura 10: Fenomenologia para o escoamento do fluido magnético em um canal tridimen-
stonal.

Aplicando um campo magnético constante by na direcao y, e uma forga de corpo F

—

na direcio z esperamos que os campos assumam o perfil, b = (bx(y),b0,b.(y)) e 4 =
(ug(y),0,u,(y)) e o conjunto de equagoes ((6.2]) formam o seguinte sistema de equagoes

diferenciais acopladas,

—F, — ,uf)jux = —pub, — boOyuy — 7}8; . =0
—F, — ,uajuz = pugb, — boOyu, — n@jbz =0

que admitem solugao,
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uz(y) = u= p]ljo[l + COS?Z%?iSEES}EgL> (cos <[1[iy) cosh <[1£g) — Sen(}iy>senh(}iy>>
o1t + ooy (o () o () s senn (1))
u(y) = v= prO[—l + Cojizrggilsj::ég)ﬂ) (cos (T) cosh (Iiy) + sen(?)senh<?>)
coii;i:gfllcc(;sshh((];lzl) (cos (i,y) cosh (I—iy) — sen(?)senh<}?>>]
be(y) = b= 77;;/2 \/zcos (2§§n_ﬁ2£3h o) [—% + csc (H) cosh (H) cosh <[—iy)sen (?)

—sec (H)senh(H) cos (?)senh(?)]

F 2u sen(2H) x (Hy) <Hy>
b = w=— \— —— H)csch(H = h(—
. (y) w 072\ by cos (2H) + cosh (2H)[ 7 + cos (H)csch(H ) cos 7 )senh (—

+sech(H )sen(H ) cosh (Iiy) sen ([iy)]

onde F' = F, = F,, e o nimero de Hartmann é dado por,

pbo
H=1Li— )
’/2u (6.6)

Os graficos comparativos entre o perfis analitico e simulado podem ser visualizados

abailxo.
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Para as componentes x e z do campo hidrodinadmico temos,

D3V59

0,0000000 -
# 2 ¢ 2 a4

*H=10

0,0015750 oH=

5 -0,0031500 -

-0,0047250

-0,0063000

Figura 11: Perfil da componente x do campo hidrodindmico: Modelo baseado na introdugao
da for¢a de Lorentz através do termo de for¢a de corpo na equagao de Boltzmann. As
linhas cheias representam os resultados analiticos e 0s pontos os resultados numéricos.



111

D3V59

0,00027000000 - "H=10

0,00005250000 -

> -(,00016500000

-0,00038250000 -

-0,00060000000 -

Figura 12: Perfil da componente z do campo hidrodindmico: Modelo baseado na introdu¢ao
da forca de Lorentz através do termo de forca de corpo na equag¢do de Boltzmann. As
linhas cheias representam os resultados analiticos e os pontos os resultados numéricos.
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Para as componentes z e z do campo magnético temos,

D3V59
0,00004000 a0

+H=5

0,00002000 - ol

2 0,00000000 -
44 0 -22 -44

-0,00002000 -

-0,00004000 -

Figura 13: Perfil da componente x do campo magnético: Modelo baseado na introducao da
forca de Lorentz através do termo de forca de corpo na equacao de Boltzmann. As linhas
cheias representam os resultados analiticos e 0s pontos os resultados numéricos.
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D3V59

1H=10
0,00002300

*H=1

0,00000700 -

-0,00000900 -

-0,00002500 -

Figura 14: Perfil da componente x do campo magnético: Modelo baseado na introdugao da
forca de Lorentz através do termo de forca de corpo na equacao de Boltzmann. As linhas
cheias representam os resultados analiticos e os pontos os resultados numéricos.
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Para visualizarmos melhor as compoentes x e z de campo hidrodindmico e magnético

para H =5 e H = 10 ampliamos os graficos nesta regiao,

D3V59

"H=10
0,0000000 -

*H=5

-0,0000750

5 -0,0001500

-0,0002250

-0,0003000

Figura 15: Perfil da componente x do campo hidrodindmico: Modelo baseado na introdu¢ao
da for¢a de Lorentz através do termo de for¢a de corpo na equagdo de Boltzmann. As
linhas cheias representam os resultados analiticos e 0s pontos os resultados numéricos.
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D3v59

0,00002700 - *HEI0

0,00000850 -

-44

-0,00000850 -

-0,00001700

Figura 16: Perfil da componente x do campo magnético: Modelo baseado na introdugio da
forca de Lorentz através do termo de forca de corpo na equacao de Boltzmann. As linhas
cheias representam os resultados analiticos e os pontos os resultados numéricos.
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6.1.3 Modelo completo modificado

Com o intuito de projetar os campos em duas dimensoes, desacoplando os campos
hidrodinamicos, exploramos uma solugao nao fisica, porém analitica fazendo @ — « X B

no termo de acoplamento 4 X B do modelo |D ou seja,

—

ﬁxé%(ﬁxé)xB (6.7)

Aplicando esta modificagao, consegue-se o seguinte conjunto de equagoes diferenciais,

d*u )
,uﬁ—pubo+F:0,
du d?b
i + oy (6.8)
com solucao analitica,
F\/i [senh(¥) g
b(z) = tanh L. _ = :
(z) = tan (H)np?’/?b% [Senh(H) L|’ (6.9)
F cosh(H2)
= [1-——L7 6.10
uz) pb? [ cosh(?-l)] ’ (6.10)

onde H,

W= bOL\/E (6.11)

Os resultados numéricos estao de acordo com os analiticos e podem ser visualizados

abaixo,



D3V59

0,0006 -

0,0004 -

0,0003 -

0,0002 -

0,0001 -

20,0000 #

44 22 0
-0,0001 -

-0,0002 -

-0,0003

-0,0004 -

-0,0006

¢H=5

*H=10

0H=15

"H=20
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Figura 17: Modelo baseado na introducao da for¢ca de Lorentz através do termo de for¢a
de corpo na equacgao de Boltzmann. As linhas cheias representam os resultados analiticos
e 0s pontos os resultados numéricos. Dos campos mais intensos para oS menos intensos

temos um acréscimo no numero de Hartmann
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D3V59

#H=5
0,0004500

*H=10
0,0004000

0H=15
0,0003500

BH=20

0,0003000

0,0002500

0,0002000 -

0,0001500

0,0001000 -

0,0000500

0,0000000 # 1
44 22 0 22 -44

Figura 18: Modelo baseado na introducao da for¢ca de Lorentz através do termo de forca
de corpo na equacgao de Boltzmann. As linhas cheias representam os resultados analiticos
e 0s pontos os resultados numéricos. Dos campos mais intensos para oS menos intensos
temos um acréscimo no numero de Hartmann
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7 Conclusoes e trabalhos futuros

Com base no trabalho proposto por Paul J. Dellar [1], Philippi [2] e Shan [3] foram
desenvolvidos dois modelos térmicos para plasma que diferem entre si na forma de in-
trodugao da forga de Lorentz. O primeiro modelo, o qual estamos chamando de modelo
classico, é o mais comumente encontrado na literatura em geral. E baseado na introducéo
da for¢a de Lorenz como uma modificacao no segundo momento hidrodinamico. Este
modelo foi primeiramente proposto por Dellar [I] para uma rede D2V 9 onde o autor co-
menta a impossibilidade da recuperacao da equacao da energia pela existéncia de termos
espurios vindos da alteracao do momento hidrodinamico de segunda ordem. A extensao
da rede D2V'9 para a rede D2V25 e D3V 59 nao é o bastante para a eliminagao dos ter-
mos espirios que tém como origem a modificagao do segundo momento hidrodinamico.
Para isso foi necessario somar as distribuigdes de equilibrio D2V9 e D3V59 um termo
proporcional ao momento de quarta ordem com uma constante a determinar. O ajuste
desta constante permitiu a eliminagao dos termos esptrios sem alterar a recuperacao dos

momentos de ordem inferior, o que permitiu a recuperacao da equagao da energia.

O segundo modelo, que chamamos de modelo convencional, foi construido sob as
mesmas redes D2V25 e D3V59 porém introduzindo a for¢a de Lorentz F = é’ x B expli-
citamente no termo de forca F. 65 da equagao de Boltzmann, o que colabora com uma

abordagem mais realista para modelos em plasma.

Antes dos trabalhos de Philippi e Shan nao existia uma forma sistematica, e bem
fundamentada do ponto de vista da teoria cinética, para a construcao de modelos térmicos
e para a introducao de forcas de corpo em modelos cinéticos discretos. Do ponto de vista
da construcao de modelos térmicos Philippi propoe a construcao de redes minimas com
base na recuperag¢ao dos momentos incompletos c*c,c5 de quarta ordem que sao suficientes
para a recuperacao dos momentos Maxwellianos de quarta ordem sem comprometer a
recuperacao do vetor fluxo de calor ¢. Neste sentido foram propostas as redes D2V25 e
D3V59. No trabalho de Shan encontramos uma forma sistematica de introduzir forga de

corpo sem qualquer prejuizo na obtencao dos momentos Maxwellianos, o que preserva a
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recuperacao da termohidrodinamica.

Uma extensao imediata para esses modelos seria a abordagem de dois fluidos, o que

certamente acarretaria na recuperagao do termo de efeito Joule na equacao da energia.

Podemos ainda estar explorando os modelos propostos aqui do ponto de vista com-
putacional. Resultados numéricos, e de grande interesse para a astrofisica por exemplo,
sao as ondas de Alfvén. As ondas de Alfvén sao ondas que se propagam em um plasma
sob influéncia de campos magnéticos com interesse especial no transporte de energia e no
aquecimento do plasma, e desempenham por exemplo, um papel importante na aceleragao

dos ventos solares.

Modelos em plasma, sob o ponto de vista da teoria cinética discreta, ainda sao pouco
explorados. Com a sistematizacao da obtencao das redes térmicas e da introducao de
termos de forga de corpo nos modelos de Lattice Boltzmann poderemos buscar novas

formas de abordagem.
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APENDICE A - Colisées Bindrias

Consideremos a colisdo entre duas particulas eletricamente neutras [I1] localizadas
pelas posigoes 7] e 75 com relagao a uma origem O e 7 o versor unitario radial. Desprezando
as forgas externas durante o momento da colisao, a equacao de movimento para as duas

particulas durante o processo de colisao é dada por,

5 380(77) N
= — Al
miy o, (A1)

s 0p(r) L 0p(r)
— = A2
mity o, 7 o, 7 (A.2)
e um potencial

li ) =0 A3
A o(7) (A.3)

de alcance finito e esfericamente simétrico.

Na colisao binaria as velocidades assintéticas pré-colisionais serao definidas como &
e &, as velocidades pos-colisionais como & e &', e as velocidades relativas pré e pos-

colisionais respectivamente definidas como §=¢ —€eg =& —¢

Somando as equagoes (A.1), (A.2) e integrando-as, conseguimos a conservac¢ao do
momento linear
m¢ + méy =mg +mé¢, (A4)

Multiplicando as equagoes (A.1)) e (A.2) por m e fazendo a diferenga entre elas, con-

seguimos

= Dp(7) .
pi = _t;(;)r (A.5)
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m

onde p = 7 & a massa reduzida e 7" = 7} — 7.

Multiplicando escalarmente |} POT T, COnseguimos
d /1 -,
2z =0 A.6
= (512 + ¢() (4.6)
que é a consevacao da energia mecanica.

Para conseguirmos a conservagao da quantidade de movimento angular, multiplicare-

mos vetorialmente a Equagao (A.5)) por 7,

m?xfz—gffxf (A.7)
e entao,
d />
7 (ur X 7’) =0 (A.8)
Integrando (|A.6]) no tempo,
+oo d 1 -, 1 -,
[ (G + o) dt = (Gu)? + () 155 (A.9)

e levando em conta que t — 00 = ¢(r) = 0, conseguimos

]. - 00 ]. nd - 00 1 - 1 -
§u(r)2 o= Sl — i) iR = SHlg )? — §u(g)2 =0 (A.10)

onde —oo antes da colisao e +00 depois da colisao, ou seja

—
/

|9 =17 (A.11)

o modulo das velocidades relativas pré-colisionais e pés-colisionais sao iguais.

Usando a conservagao da quantidade de movimento angular, Equacao (A.8) consegui-

mos,

[0 (< ) de = (< ) 5 (A.12)

e entao conseguimos,

/.H_; X T |t=foo: ,UF X T ’t:+oo (A13)
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a quantidade de movimento angular antes da colisao é o mesmo apods a colisao, portanto
a colisao ocorre em um plano. Por outro lado, a interacao entre esferas rigidas é uma

interacao de forca central, F= fr,onde f = f(z,y,z) é um campo qualquer, e entdo,

L

— = frxrr=0 A14

=1 (A14)
onde L =7 xrféa quantidade de movimento angular. E da mesma forma L = constante

e a colisao ocorre em um plano.
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APENDICE B - Funcdo Delta de Dirac

Podemos definir [22] a fungao delta de Dirac como sendo uma fungao infinitamente

concentrada na origem,

de forma que a integral,

/+OO d(x)dr =1 (B.1)

| sy = () (B2)

Para uma carga puntual, podemos escrever

p(r) = qd(r) (B.3)

de forma que,

/pdv = /q5(r)dv =q (B.4)

Considerando a lei de Gauss (2.11]), podemos concluir que

V- <F> = 476 (r) (B.5)

r3
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APENDICE C - Meios deformdveis

Na dindmica de meios deforméaveis o calculo da dilatacao de um volume de controle é

muito usado, e vale algumas observacoes.

C.1 Dilatacao de um volume de controle

Seja um elemento de volume de controle [9] definido sobre a coordenada #. Consi-
deremos a dilatacao deste volume em uma outra regiao do dominio do fluido sob a nova

coordenada E A mudanca de variavel que caracteriza a dilatacao deste volume é dada

por,
8(1'1, Ta, 3:3)
dv = —————2d& d&ydés = Jdv C.1
0(Ex, 0, ) 10000 =ty -
onde J = 5ijk%—gg—gg% é o jacobiano da transformacao ¥ — 5, e vy o0 volume inicial de
referéncia. Queremos encontrar %.
dv dJ
ﬂ—g.. iaxl %%—1—5-- 0ry i@xg 8x3+8' 0xq 019 iaxg (C.3)
dt — P \dt og; ) o¢; 0, T T og; \dt ag; ) 9, U oe g5 \ dt 0, '

Lembrando que a dependéncia nas variaveis e £ sao,

—

T =12(1) £=¢&(@t) (C4)

d0o _ 09.d
Levando em conta que 4 96 = BE di’
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d (9:1:'1 . 0 d . 8u1
droe o6 o, (©5)
E entao conseguimos,
d 8;1:1 . 6u1 o aUl 8£Ek
008~ 06~ 2 g 6 (C.6)
Substituindo este tltimo resultado em % conseguimos
dJ vy Oy 0x3  O0xy OUy Oxy Ox3  Oxy OT9 OU3 Oy,
dt“f%”’<axwé%gagk'+ 06 0, 0& 06 | 0& 0E, O, 65k> (©7)

Lembrando que o trago do produto de um tensor antissimétrico por um tensor simé-

trico é nulo,

0vy 0xy 0xo O3 0vy 0x1 Oxg O3

Tt Dy OF; 06, 06 "0 06 06, OB, (C8)
pois
o Jr2 0Oy 02307, 0y (C.9)
"o 0 08, — 7t 0 0g; 08y |
continuando,
ﬂ — e 81}1 8.1'1 8332 8$3 8’1)2 8:151 (93:2 81'3 (%3 83:1 8332 8$3 (C 10)
dt — "\ 0wy 08 9¢; 08 ' 0wy 08, 985 0& | Ows 0&; 985 0&, ‘
dJ 81}1 81)2 81)3 81‘1 81’2 61’3
o A1
at ik (8:101 o T 8903) O¢; OE; €, (C.11)
e finalmente,
dJ . 8’01 (%2 81)3 =
= <a$1 ot ax3> = (Vi) J (C.12)
ou seja
V.i—o = Y _g (C.13)
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C.2 Teorema de transporte de Reynolds

Seja uma quantidade F'(Z,t) definida sobre todo o dominio do fluido. Seja um volume
de controle dependente do tempo t definido sobre uma regiao deste mesmo dominio.
Queremos encontrar a variagdo total no tempo da quantidade F'(Z,t) definida sobre o

volume de controle V' (t),

W(t) = /V , Fl = / F (#(E,6) (1)) doo (C.14)

vo

ou seja, tiramos a dependéncia temporal do volume de integracao e passamos para o

Jacobiano, o que facilita os célculos,

dw(t) _ / <(dF)J + F‘U> dvy = / ((ﬁ- V)EJ + F(V-@)J + aFJ) dvy =

ot
(C.15)

- /V ((g. V)F + F(V - @)+ a) dv = /V (82& +V- (ij)) dv (C.16)

ou seja,

d or -

4 F*td:/ 9oV (Fa) ) d 17

dt Jv ( t)dv vm(@t TV u)) ’ (C17)

Usando o teorema da divergéncia,

oFr - oF

TV (Fa))d :/ il / Fii-ad C.18
/V<8t+ (“)> U e o s T (€19

e entao,

d oF

L[ R :/ el / Fii-fd C.19

dt /V(t) (%, t)dv V() Ot v S(t) wonas ( )

que é conhecido como sendo o teorema de transporte de ReynoldgT]|

1 As formas 1' e 1} podem ser usadas de acordo com a conveniéncia
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APENDICE D - Formas discretas da equac@o

de Boltzmann

Com base no que foi discutido no capitulo 5, sugerido primeiramente por [23] e dis-
cutido por [24] reconstruiremos a forma discreta da equagao de Boltzmann conhecida por
equacao explicita e em seguida obteremos a forma implicita. Em seguida reconstruiremos

a forma implicita através de uma expansao em série de Taylor até a ordem O(5?)

D.1 Discretizacao segundo He e Luo

ox
ot

brando que f = f(&, 5, t), podemos reescrever o lado esquerdo da equagao de Boltzmann

Sem perda de generalidade parametrizando ¥ = Z(t), de forma que = 5, e lem-

como uma derivada total de f

df  of of ox .

FTa %~E—K(f, ) = Q[f] (D.1)
onde
- o)
—K(f,g,t)zi'ﬁg (D.2)

é o termo explicito de forca da equagao de Botlzmann que carregaremos como um fator

constante no processo de discretizacao temporal. E entao,

4 _of

2= o OV =Alfl+ K@) (D-3)

e podemos escrever
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Multiplicando ambos os lados da Equacgao 1’ por eé,

df t f s B f s f(eq) t S t
%(fef)—;ef——; er + . er + K(Z,&,t) er (D.5)
conseguimos,
df ¢ er er -
- T — (e) = — r
o (fe7) . (fr+Kr)= — g(#.€,1) (D.6)

Queremos uma relacao que fornega o valor da funcao distribuicao em um tempo ¢ + 6t
a partir do conhecimento da funcao em um tempo t. Integrando a Equagao no

tempo entre os limites t e t + dt,

[ (e a= 1 [T e g (D7)

Lembrando que 7 = Z(t),

- o ¢ - ¢ 1 et g o
FE+OEE T+ — f@ &0 et =— [T eF gz &ty (D.8)
e da mesma forma,
- — — — e t+6t T—t — _ _
JE+OEEL+0) ~ [(FED = = [ = 9@ & D (D.9)
T J

Expandimos g em torno do tempo ¢, que do ponto de vista da integral é uma constante

ou seja,

D )

97 E8) = g(7,E:6) + - g(7,E.1) Iy (F— 1)+ O(?) (D.10)

onde,

o . - g(Z+ 05,6t +0) — g(T, 6t

9 907, E1) s = & | o) (D.11)

ot )
ou seja,

- o 9@+ 0EE 1) — g(FE 1)

(t—1) +0(6% (D.12)
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Para simplificar a notagdo definimos g(& + 55, g;t +0) = ¢g(6), e também suprimindo
os argumentos ¢(7, E, t) = g da mesma forma para f. Desprezando os termos de segunda
ordem na expansao (D.21]) e substituindo no lado direito da Equacgao conseguimos

fO)—feT = (D.13)
_5 —t —t
er —t, t4r ¢ eT eT
_ (e T — er — D.14
. (g er (e —er)+—g(0)v— 9 7) (D.14)
restando apenas calcular a integral v = [/ ¢ (t — t)dt,
t+6 3 t t
V= / er (t—t)dt = e (§—1)+72 er (D.15)
T
Usando a solugao (D.15)) na Equagao (D.14)) conseguimos,
=3 =, T 0 T s
FO—fem=gl-em)+5 (=190~ g+ e [9(d) — g] (D.16)
ou seja,
-5 -5 5
FO) =T f=g(1-eF) 4 (1-F4 5 ) @0)-9) (DD

Para completar o processo de discretizagao temporal, devemos lembrar que estamos
interessados em calcular a funcao distribuicao f em um tempo t + 6t, a partir do conheci-
mento da fun¢do em um tempo ¢ para erros de ordem menor que §% = (£ — t)?. Para isso

.= L.
devemos expandir e em série de Taylor

5
Y (D.18)
T

Substituindo a expansao (D.18) na Equacao (D.17)),

16 = (1-2) s =a-s (1= 2) + 60 -9 - Fa@) -9+ (1-2) 66 -

concluindo com a obtenc¢ao da equacao explicita,
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ﬂ@—fz—iﬁ—fW+Kﬂ:59 (D.20)

Para a obtencao da equacgao implicita, procedemos com a expansao em série de Taylor

da seguinte forma

T =5 T 4}
TeF ol 2 D.21
5T T8 Ty (D-21)
substituindo a expansao (D.21]) na Equacao (D.17)),
5 02 5 & )
Y T N 2 (g(8) — D.22
- (1-24 ) 1= (0- %) s+ g e-0) 02

Multiplicando a Equagao 1} por (1+ %) desprezando os termos 62 e reescrevendo

os produtos,

) 5 6 d
o ) o
%Q+%>”% (D-24)
conseguimos
0 ) ) ) o =
(1 - 2) HOE (1 — ) f==9+5-900) = 5—-g(7,§,1) (D.25)
T 2T T 2T 2T
Definindo,
- ) o

Trabalhando um pouco com a Equacao ({D.25)

e entao,
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(T+1>[f~(5)—ﬂ=—<1+;> f+;Tg+g=—f+g (D.27)

concluimos com a obtencao da equacao implicita ,

floy - f= LI B ST E T o oy
6 2

O procedimento acima dificulta o entendimento da ordem do erro nas equagoes impli-
cita e explicita. O mais natural seria carregar o termo de erro O(4?) até a obtengao das

equacoes finais, como feito no capitulo 5.

Para simplificar o entendimento entre as equagoes implicita, explicita e seus respecti-
vos erros sugerimos uma sucessiva expansao em série de Taylor [16], [15] da funcao f em

segunda e em terceira ordem.

D.2 Discretizacao por um processo de expansao em sé-
rie Taylor

Seguindo o mesmo raciocinio desenvolvido no capitulo 5 e levando a expansao em série

de Taylor para terceira ordem, O(§?) conseguimos,

+ = L g PQ +£- 89] +0(6°) (D.29)

of 3f
2 ot

r6) -1 =3 |5+ &5

Fazendo a mesma expansao em série de Taylor para €2,

o0 o0}

Q] - Q=16 [m + & ] +0(6%) (D.30)

Substituindo a Equagao (D.30) na Equacao (D.29),

5 (%: +E gg) _ (f(a) - ‘259[50 _ <f - ‘259) +O(5%) (D.31)

0 que nos sugere a definicao,

f=f- ZQ (D.32)

E assim obtemos a equagao de Boltzmann discretizada no tempo, conhecida como
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equagao implicita , com erro da ordem de O(4?)

0Q = f(6) — f+0O(5%) (D.33)



APENDICE E - Polinémios tensoriais de

Hermate

Os polinémios de Hermite sao mais conhecidos através da fungao geratriz,

[o¢] tn
D(z,t) = ex™e 2D = 2_:0 -
onde,
d" 2
H,(x) = (—1)"e2™ ——¢~3%
(2) = (~1)eb

n
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(E.1)

(E.2)

Estes sao polindmios unidimensionais. Estamos interessados em polindémios onde x

e t sdo vetores. Neste caso usaremos a mesma funcdo geratriz (E.1) para redefinirmos

N . . . . - =~
o polinémio |D em termos tensoriais. Sejam os vetores &, £ e S, que denotaremos

simplesmente por &, £ e S,

§=¢ = (&, ,6)
S:S - (Sl,SQ,"',Sn)

Seguindo o reescalonamento,

t—>£'

r — &

De forma que,

(E.3)
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"= & i, = GG & =€ (E4)

A funcao geratriz (E.1)) fica,

O(r,t) »+ D(E,E) = e3P

© 1, .
= Zg@mzn”ﬂfl)uzn(f) (E.5)
n=0 """
Consideremos a integral,
+o0 , 3
1= [ "o a0 (E6)
Substituindo (E.5) em (E.6)),
L= / 51122 Hz(1z2 Z Sy o H§1]2 (§)6 2£2d35
= > sy [T om, A (©7)
on'

Guardando o resultado (E.7) e voltando a forma sugerida pela funcao geratriz, a
integral (E.6) pode ser escrita como,

[ = 3% /+°°

—00

et -§€S~§€—%§2d3§

_ eg/-s/”"e He—(€+9)P gD (E.8)

A integral sublinhada é uma integral tripla, onde cada integrando tem o valor /2.

E podemos concluir que,

= et 5(2m)Pr2 (E.9)

Para que a integral sublinhada (E.8) tenha valor igual a 1 podemos dividi-la por

(2m)P/2, ou seja,
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[=efs / N (2 §D/26‘5[5—<f'+5>12d’3§ S (E.10)
—00 s

Com os resultados (E.10) e (E.7), podemos escrever,

I = 65"5

OO

= > sy [P ©u(de 1)

mnO

Onde,

1g2
e 2t

w(€) = Gy

(E.12)

Expandindo em série de Taylor a primeira exponencial da Equagao (E.11)),

Sl o=y s [THOOHD@uere (813)
n=0 mnO

Neste ponto temos uma igualdade entre polindmios tensoriais, e a integral do lado
direito da Equagao ([E.13]) pode ser interpretada como coeficientes da expansao polinomial.

Para que possamos estabelecer a igualdade com a condi¢ao m = n devemos lembrar que,

&1 §i2 §i3 Sj1 Sj2 Sjs 7"é &2&3 &4 SjQ Sj3 Sj4 = §j4€j3 §j2 Sis Si2 SM = Azi’ﬁ’fﬁfﬂfjgfh Si3 Si2 Si4

Onde A;ig;‘i =1 se iy, 13, 14 S20 permutacoes de jo, js, js € Vice versa, e AEZ?’SZJ‘Z =0

caso contrario.
Unindo esses resultados podemos concluir que,
e (n) (m) D iz
/—oo w(g)/Hh,iz,"-,in (é)rHjl,jm'":jn <€)d é - n'AJﬁJQ’, 79.77':7. (E'14)

De maneira definitiva podemos definir a enésima poténcia dos polindémios tensoriais

de Hermite como,



onde,

As ordens em H podem ser verificadas,

HO =1

HY = &

HY = &&=y

Hl(i’z? = glgjgk - 526]143 - §k5zj - §J5zk

Hﬁil = &&= &i&i0m — &0 — Ex&i0ij — &i&k01 — EirOji
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(E.15)

(E.16)

— &&0ik + 040k + 01035 + 0510k

(E.17)
Desta relagao podemos concluir diretamente que,
EHO = &=
(1 _ _ 142
§H;' = & =M +5ij7‘l(0)
EHS) = &€& — Edj = Hin + 5 HY + 5y HY
GHG. = G&GE6& — GG — G&S — &b = Higy + SuH + GuHy + 0L
fl%ﬂm = Hzgknl + 51@'71%)71 + 5ln'H§§2 + 51#%{2- + oM,
Podemos generalizar esses resultados como,
GH iy = HIE i+ O MO (E.18)

Onde o colchete na expressao acima indica soma simétrica.
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APENDICE F - Ortogonalizacédo de
Gram-Schmidt no software

Mathematica

Abaixo descrevemos uma forma conveniente de se tratar o processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt usando o software Mathematica. O cédigo abaixo esta escrito na forma

com que foi implementado. A versao utilizada do software Mathematica foi a 7.0.

(xdefini¢oes:c, = x ¢, =y ¢, — 2%)

For[n = 1,n < (Dimensions[T][[1]] + 1),n + +,
k = Dimensions|[H|[[1]];

(xcria uma lista em forma de vetor para as variaveis a serem determinadasx)

k
B = MonomialList [Z bi} :
i=1
(*polindmios a serem ortogonalizadosx)
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Q = T[[n]] + d; Bl[jI1H[[5]];

Eq = {}

(*processo de ortogonalizagaox)

For [2 =0,7 < k,Eq = Append [Eq, d/%O /+OO /+Oo wH([i]]Qdxdydz == O} 1+ +} ;
B = B/.Solve|Eq, BJ; I

(*a primeira componente é justamente o vetor solugao*)

B = B[[1]];

(*escreve o polindmio ortogonal a partir das solugoes encontradas™)

T{lnl] + Z;l B[UHH[U”] :

(*normaliza o polindmio e associa a solugao de Solve a "a'"e cria um vetor Sol*)

+oo ptoo  p+too
Sol = a/.Solve Hcﬂ/ / / w(Q) drdydz == 1} ,a} ;

(*a segunda componente de Solve é sempre >0%)

w = Sol[[2]]€2;

Q) = FullSimplify

(*adiciona o polindomio ortonormal a lista H para que se possa encontrar o proximo *)
H = Append[H, w];
*Pegando Somente os polindbmios ortonormalizados™
g

P = Append[P, w];

P
Sty 2 (<84 P ) — (= 8) (P g )~ T(=5 4+ 9+ )
{ 4+/2 ’ 12v/14 ;
35— 702 — (a2 + 4> — 92%) (2 + y? + 2%) ay (-T+a” +y* +2?)

6+/70 ’ V14 ’
vz (=T+ 22+ 92 +22) yz (=7+ 22+ ¢y + 2?)

NG ’ N J
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