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Resumo

Este trabalho apresenta alguns dos métodos diretos e alguns dos it-
erativos mais comumente utilizados para resolver problemas mal postos
discretos, focalizando diferentes estratégias de escolha do pardmetro de
regularizagdo. Os métodos diretos aqui abordados sdao o da GCV, da
curva-L, do ponto fixo, da quase-otimalidade e o da discrepancia. Os
métodos iterativos sdo o LSQR, GMRES e o RRGMRES. Estes métodos
sao aplicados na resolugao dos problemas teste Heat, Baart, Deriv2, Fox-
good, Gravity, I laplace, Phillips, Shaw, Tomo e Wing, da literatura. Nos
métodos iterativos sdo adotados os critérios de parada de Morigi e da

discrepancia.

Para os métodos iterativos, aqui também é apresentado um novo critério
de parada baseado no decrescimento da norma do residuo e no crescimento
da norma da solugao. Este novo critério desempenhou melhor performance
que os critérios de Morigi e da discrepancia, na maioria dos problemas

testes abordados.
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Abstract

This paper presents some of the direct and some of the iterative meth-
ods more commonly used for solving discrete ill-posed problems, focusing
on different regularization parameter choices. The direct methods dis-
cussed here are the GCV, the curve-L, the fixed point, the quasi-optimality
and the discrepancy principle of Morozov. The iterative methods are the
LSQR, GMRES and RRGMRES. These methods are applied in solving
some test problems from the literature, such as Heat, Baart, Deriv2, Fox-
good, Gravity, [_laplace, Phillips, Tomo, Shaw and Wing. For the iterative
methods are adopted stopping criteria due to Morigi as well as the dis-

crepancy principle.

For the iterative methods is also presented here a new stopping cri-
terion based on the decrease of the norm of the residue and the increase
of the norm of the solution. This new criterion has shown to outperform

criteria of Morigi and the discrepancy in most test problems addressed.
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Introducao

Muitos problemas das dreas tecnoldgicas ou biolégicas podem ser ex-

pressos através de equagoes da forma:

Az) =g, (1)
em que A é um operador que relaciona dois espagos normados U e V,

reEUegeV.

Os elementos A, = e g podem ser, por exemplo, interpretados da
seguinte forma: o operador A pode representar um modelo matemédtico
associado a algum sistema fisico, o vetor = é entdo o estado atual desse
sistema (também denominado fungédo de entrada ou causa) e o vetor g é o

conjunto de efeitos ou respostas do sistema ou, ainda, funcao de dados.

Dentre os problemas expressos pelo modelo (1), existem os problemas
diretos e os problemas inversos. Os problemas diretos sao aqueles em que
se conhece o modelo matemético e o estado atual do sistema e deseja-se

calcular a resposta desse sistema, isto é, em (1) s@o conhecidos o operador



A e a causa x e tem-se como incégnita o efeito g. J& os problemas inversos,
objeto deste trabalho, sdo os problemas que consistem em encontrar uma
propriedade desconhecida de um objeto, a partir da observacao de uma
resposta desse objeto [24]. Ou seja, em (1) sdo conhecidos o efeito g e o
operador A, tendo como incégnita a causa x. Assim, um problema inverso

corresponde & inversao do operador A, caso este exista.

No estudo de um problema inverso deve ser analisado previamente se
a solugdo caso exista é tnica, bem como se ela é estiavel em relagdo aos
dados de entrada. Esta andlise é necessaria para se saber se o problema em
questao é bem ou mal posto e, assim, determinar a forma mais adequada

de tratar o problema.

Segundo o matemético francés Jacques Hadamard, 1915, em [27], um

problema bem posto é aquele que:
1. tem solugao (existéncia) , isto é, em (1) para cada g existe = tal que
Az =g
2. a solucao é unica (unicidade) , isto é, para cada g a equagao (1)
possui uma unica solugao x.
3. a solugdo depende suavemente dos dados (regularidade ou estabil-

idade) , isto é, a solugdo = depende continuamente dos dados de

entrada, ou seja, o operador A possui uma inversa continua.

Caso pelo menos uma das trés condigbes anteriores nao seja  satis-
feita o problema é chamado de mal posto. H& muitos casos em que

um problema inverso gera um problema mal posto. Um exemplo tipico de

4



problema inverso mal posto corresponde as equagoes integrais de Fredholm

de primeira espécie, que podem ser escritas como
z,
K(s,t)z(t)dt = g(s), a<s<b (2)

a

ou
Az =g, (3)

em que A é um operador integral definido sobre L? [a, b] gerado pelo nicleo
K(s,t) € L*([a,b] x [a, ]). Essas equagdes geralmente produzem um prob-

lema mal posto, pois:
e o problema néo tem solucdo em L2 (a,b) se g ndo é continua;

e tem infinitas solugoes caso o nicleo tenh2 dimensao infinita, como
pode ser observado na equagdo integral ! s sin(t) f(t)dt = g(s).
Neste exemplo a familia infinita de fun(;()g; definidas por fn(t) =
sin(nt), n =2, 3, ---, pertence ao nicleo do operador, justificando

o fato do nicleo k(s,t) ter dimensao infinita;

e 0 problema é sempre instavel, exceto no caso do ntcleo ser degen-

erado, isto é, K(s,t) = Si(s)Ti(t), n < oo, em que as fungdes
i=0

S; e T; sdo linearmente independentes, pois mesmo que exista o op-

erador inverso A~! ele nio é obrigatoriamente continuo, como por

exemplo, se A é um operador compacto definido sobre um espago

de dimensao infinita [12].

Neste trabalho, serdo resolvidos alguns problemas provenientes da dis-
cretizagao de problemas inversos mal postos, conhecidos na literatura como

problemas testes. Estes problemas decorrem da discretizagdo da equagao



integral de Fredholm ou da equagéo integral de Volterra. As equagdes de

Volterra de primeira espécies sao definidas por:
VA

’ K(s,t)z(t)dt = g(s). (4)

a

Para a resolucao destas equacoes ha necessidade de que elas sejam
discretizadas. Conforme Pedersen [23], a partir do uso de um método de
quadratura como, por exemplo, as férmulas de quadratura interpoladoras,
compostas ou diretas, sendo que esta ultima é utilizada quando a equagao

de Volterra possui nicleo regular, a equacao (5) passa a ter a forma

Z, >
K(s,)z(t)dt = w;K(s,1;)%(t;) = g(s) , (5)

a ]:1
em que ti,t2, -+ ,t, SA0 as abscissas para a regra de quadratura escol-

hida e w; sdo os pesos correspondentes. O fato da férmula de quadratura
nao calcular exatamente a integral, faz com que a incégnita z(t) seja sub-

stituida por Z(¢). Ao utilizar o método de colocagao, ou seja, exigindo

que a soma iguale o lado direito em uma série de pontos si,S2, -+ , Sm,
chega-se a:
> ~ '
w; K (s,t;)Z(t;) = g(si) i=1, - m.
j=1

Isto resulta num sistema de equagdes lineares da forma

(@) 10 1
wiK(s1,t1) w2K(s1,t2) --- K(s1,tn) Z(t1)
E le Sz,tl W2K(82,t2) EE .f(tg) E
w1 K (sm,t1) w2K(sm,t2) - K(8m,tn Z(tn)



1
_ g(s2) E

g(sm)

que pode ser representado matricialmente como
Ar =g, (6)

em que A € R™*" a;; = wjK(si,t;), © € R", x; = Z(s;) e g € R™ com
gi = g(si).-

Uma consequéncia do problema original ser mal posto é que a matriz A
do problema discretizado é em geral, severamente mal condicionada, isto é,
pequenos ruidos no vetor g em (6), em geral resultantes de imprecisdes nos
instrumentos de medida usados para obter experimentalmente os dados,
produzem grandes alteragoes na solugao x. Nestes casos a solugdo quando
existe é dita instavel. Num sitema mal condicionado, o nimero de condig¢ao
da matriz A, dado por cond(A) = ||A||||A7||, é grande, uma vez que é
este nimero de condigdo que relaciona o erro relativo na solugdo com o
erro relativo nos dados. Assim, a correspondéncia entre os problemas mal
postos e mal condicionados, pode ser resumida de seguinte formas:

Uma maneira intuitiva para resolver um problema mal posto é através
da substituigdo do problema original por um problema associado bem
posto. Esta substituicao é feita conforme a teoria de regularizacdo que
emprega os chamados métodos de regularizacao. A idéia bésica da regu-
larizagao é incorporar uma informacgao adicional ao problema que permita

estabilizar o problema e determinar uma solugao aproximada e compativel

7



Problema
mal condicionado

Problema
mal posto

A:U—-YV — A:R* — R™

Tabela 1: Correspondéncia entre problemas mal postos e mal condi-

cionados.

com os dados de entrada. Dentre os métodos de regularizagado existentes

para o problema (6) ou para o problema mais geral
r;; = argmin ||Az — b3 , (7
xER™

um dos mais usuais é o método de regularizacdo de Tikhonov. A idéia do
método é definir a solugdo regularizada z, como o minimizador de uma
combinagdo linear entre a norma do residuo ||Az — b||2 e um funcional

continuo Q(x), chamado funcional estabilizador, isto é:
x\ = argmin || Az — b||3 + \°Q(z) , (8)
TER™

em que A > 0 é o parametro de regularizacdo. A forma mais comum do
funcional estabilizador é Q(z) = || Lx||3, sendo £ uma versio discreta de
algum operador diferencial de primeira ou de segunda ordem. Assim (8)

fica da forma:



xx = argmin || Az — b5 + N[ Lz|3 . (9)
TER™

Se em (9) tomarmos o operador £ como sendo o operador identidade I,

tem-se:

xy = argmin || Az — |3 + X?|z|3 . (10)
zER™

Para obter uma solugdo significativa para o problema (10) deve-se es-
colher um parametro de regularizagdo adequado, pois serd ele que ira re-
alizar um equilibrio entre a norma do residuo || Az — b ||2 e a norma da
solugéo || z |2 . Se o valor do pardmetro A for muito grande, a norma do
residuo serda muito sensivel a pequenas variagoes de )\, enquanto a norma
da solugdo serd praticamente constante. Ja, se A for um valor muito pe-
queno, mudancas na norma da solucao ocorrerdao muito mais rapidamente
do que na norma do residuo.

Assim, o objetivo desta dissertagdo é resolver, por varios métodos
numéricos de regularizacao, diretos e iterativos, alguns problemas prove-
nientes da discretizagao de problemas inversos mal postos, conhecidos na
literatura como problemas testes. Nos métodos diretos usamos o método
de regularizagdo de Tikhonov onde o objetivo é construir solugdes apds
a escolha do parametro de regularizagdo. A escolha do parametro é feita
através dos métodos da validagdo cruzada generalizada (GCV), da curva-
L, do ponto fixo, da quase-otimalidade e da discrepancia [13, 14, 15, 17,
25, 30]. Dentre os métodos iterativos usamos LSQR [22, 18], GMRES
e RRGMRES [6, 7, 21, 13]. Os métodos iterativos necessitam de um

critério de parada e nos problemas mal postos a iteracdo de parada fun-



ciona como um parametro de regularizacdo. Aqui sdo adotados os critérios
de parada de Morigi e da discrepancia [21, 6], bem como é apresentado
um novo critério de parada baseado no decrescimento da norma do residuo
e no crescimento da norma da solugdo. Mostraremos que o novo critério
tem melhor performance que os critérios de Morigi e da discrepancia, na
maioria dos problemas testes abordados. Ja os problemas testes a serem
resolvidos sdo Heat, Baart, Deriv2, Foxgood, Gravity, I_laplace, Phillips,
Shaw, Tomo e Wing.

Esta dissertagdo é composta de 5 capitulos. O capitulo 1 aborda
0s aspectos tedricos necessarios ao desenvolvimento deste trabalho. Nos
capitulos 2 e 3 sao apresentados cada um dos métodos de regularizacao
a serem utilizados e estdo baseados em literaturas recentes tais como
[13, 15, 2, 3, 21, 6, 7]. No capitulo 4 cada um dos problemas testes men-
cionados é descrito e resolvido usando o Pacote Regularization Tools de P.
C. Hansen [15] e, também sao apresentadas comparagoes entre as solugoes
obtidas. Finalmente, no capitulo 5 sdo apresentadas as conclusoes do tra-

balho.
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Capitulo 1

Aspectos teodricos

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns aspectos tedricos sobre as
fatoragbes SVD, GSVD e QR, a condicao discreta de Picard, os subespacos
de Krylov e o processo de bidiagonalizagao de Lanczos, necessarios para o

entendimento dos métodos de regularizacao utilizados neste trabalho.

1.1 SVD

A SVD (singular value decomposition) de uma matriz A € R™*™ com

m > n é uma fatoragao da forma

A=UsVT = cunl,



tais que U = [u1,uz,...,un] € R™*" V = [v1,v2,...,0,] € R"™™ sdo
matrizes com colunas ortonormais e, ainda, ¥ € R™*"™ sendo dada por
Y = diag(o1,02,...,0n), em que o1 > o2 > ...0n > 0 s@o os valores
singulares de A. As colunas u; de U s@o chamadas vetores singulares d
esquerda. As colunas v; de V sdo chamadas vetores singulares a direita.
Caso m < n, a SVD é definida considerando A”.

A decomposicao em valores singulares (SVD) é uma ferramenta muito

atil para a resolucao do problema de minimos quadrados
m]%n | Az — b3, A€ R™ " com posto r, b € R™ , m > n, (1.1)
zeR™

cuja solucao de norma minima é dada por

X uTh

at = Y20, , (1.2)
. [ex
i=1

pois para todo z € R™ e V ortogonal, pode-se escrever:
| Az = b3 = [|A(VV )z — bl .
Pelo fato de U também ser ortogonal vem:
14z — bz = (U AV) (VT 2) = U Bllz ,
e usando a SVD de A, tem-se
14z = bll3 = (V7 2) - U b3
chamando VT2 = a, escreve-se:

x >
|Az —b]3 = |[Sa—UTb|3 = (cics —ul b)® + (ulb)? .

i=1 i=r+1

12



Para se ter uma solugdo de norma minima em (1.1), entdo (o030 —
=1
T
T o ; .
u; b) =0, isto é, @, = —— parai=1, 2, ---, r, 0 que prova (1.2) .
gi

Observe que se a matriz AT € R"*™ for definida por

At =vsiu” |
em que X' = diag —,---,—, 0,---,0 , com X' € R e sendo 7 o
o1 or

posto da matriz A, entdo (1.2) fica escrita como ' = ATh. A matriz A
assim definida é chamada de pseudo-inversa da matriz A, e satisfaz as

quatro condigdes de Moore-Penrose:
(i) AATA=A

(ii) ATAAT = AT

(#i) (AAHT = A4t

(iv) (ATA)T = ATA

Um conjunto de propriedades importantes da SVD é descrito no seguinte

teorema:

Teorema 1.1. Seja A =USVT a SVD de uma matriz A € R™*™, com

m>n.

(1) Suponha que A € siméltrica, com autovalores \; e autovetores orto-
normais u;. Em outras palavras A = UAUT ¢ wma autode-
composi¢io de A, com A = diag(A1, ... \n), U = [u1,uz, ..., un]
e UUT = 1. Entdo a SVD de A é USVT, em que o =| \i | e

v; = sign(X;)u; com sign(0) = 1.

13



(2) Os autovalores da matriz simétrica AT A sio o?. Os vetores singulares

a direita v; sao os correspondentes autovetores ortonormais.

. DT T ~ 2
(8) Os autovalores da matriz simétrica AA™ sdo o; e m —n zeros. Os
vetores singulares a esquerda w; sdo os correspondentes autovetores
. 2
ortonormais para os autovalores oy . Qualquer um dos outros m —n
vetores ortogonais correspondem ao autovalor zero.

3

(4) Se A tem posto completo, a solugdo do problema m%%n || Az —b |2 é
x€R™

z =V tUTh.

(5) || A |l2= o1. Se A é também quadrada e ndao singular, entdao ||
g1

1 — 1
AT =on e[ Allz- | AT 2= —.
On

(6) Suponha o1 > ... > 0r > 0p41 = ... = 0. Entdo o posto da matriz
A € igual a r. Consequentemente, o espaco nulo de A, isto é, o
subespaco dos vetores v tais que Av = 0, € o espaco gerado pela
(r + 1)-ésima até a n-ésima colunas de V: span(vr4i,...,vn). O
espago posto de A, o subespago dos vetores da forma Aw para todo

w, é o espago gerado pelas colunas de 1 atér deU: span(ui, ..., ur).

Resultados andlogos podem se obtidos para m < n [9].

Demonstragao:
(1) A afirmacao é verdadeira pela prépria definigdo da SVD

(2) Sendo USVT a SVD da matriz A, vem:
ATA=wsvhHTusv? = veTvTusv? =ve'sv”
Esta é uma autodecomposicio de AT A, com os autovetores sendo
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as colunas de V e os autovalores a diagonal de
(O] 1

S

(3) Seja uma matriz U € R™*(™~™ de modo U,U é quadrada e or-

togonal. Entao
AAT = usvTvsTuT = ussTu”T =
= UU UU

é uma autodecomposicio de AAT.
(4) Sendo UXVT a SVD da matriz A, pode-se escrever

| Az = b 3= USV e b3 .

Como a matriz A tem posto completo, tem-se que X é inversivel.

Seja, agora, U, U quadrada e ortogonal como no item anterior.

Entao
o 1
T 2
|UsvTiz—b 5= @ ~ A@Wsv z—b)
UT
2
o 1,
T, 7T
_ @ SVTE-UTh

—U%b

2

= ZV7z —U |3 + U7 blI3
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Para que a ltima expressdo seja minimizada, basta fazer a primeira

parcela igual a zero, ou seja, z = VET1UTb.

(5) Como U e V sdo matrizes ortogonais, entéo

IAllz = [UTAV]2 = |IS]2 =

q

1 -

Analogamente,

ATz = IVTAT Ul = I£7 2 = o5

(6) Novamente seja uma matriz UeR™ =" comU = U,U ortogo-
1

)Y
0

3 tém o mesmo posto r, pela hipétese sobre X, onde ¥ € R"*" e

nal. Desde que U ¢ V sejam nao singulares, A e UT AV =

0 € ROm=™>" " Além disso, v estd no espaco nulo de A se e somente
se VTv estd no espaco nulo de UTAV = XAL uma vez que Av = 0 se
e s6 se UTAV(VTU) = 0. Mas o espaco nulo de 3 é gerado pelas
colunas r + 1 até n da matriz identidade de ordem n, pela prépria
definicao de 2, entdo o espago nulo de A é gerado pelas colunas v,11
até v,. Um argumento similar mostra que o espago posto de A é o
mesmo daquele gerado pelas r primeiras colunas de I,,, ou seja, de
ur até u,. [ |

Ainda sobre a SV D de uma matriz A, é importante citar o caso em

que o numero de condi¢ao de A, dado neste caso por cond(A) = %, é
n

muito grande. Isso implica que uma ou mais colunas da matriz A sdo quase

combinagao linear de algumas ou de todas as colunas remanescentes. Se a

isto for somado o fato de que o vetor termo independente b pode possuir
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T
i

ruidos ou perturbagoes, entao a solugao (1.2) terd coeficientes muito

i
grandes, fazendo com que a solugdo encontrada possa nao ter relagdo com
a verdadeira solugdo de (1.2).

Para minorar os problemas acima citados, pode-se supor que a matriz
A tenha um agrupamento de valores singulares muito pequenos e também
que exista uma separacdo entre o maior e o menor valor singular, de
modo que a série (0;), ¢ =1, 2 ,--- ,n possa ser truncada em um termo
(0s) com s < m e préximo de 7. No entanto, se s for muito pequeno algumas
informagoes importantes do problema deixardo de ser consideradas.

A estratégia da escolha deste indice s é a chamada SV D truncada ou

TSV D, cuja solugao é dada por

Vi . (1.3)

1.2 Fatoracao QR

A fatoragdo QR tem como objetivo escrever toda matriz A € R™*™ de

modo tinico como
A= QR )

com Q € R™*™, cujas colunas formam uma base ortonormal para o espaco

7

coluna de A, e R=QTA, R € R™*" é uma matriz triangular superior.

A comparagdo entre m e n gera 3 casos:

i) Quando m = n, isto é, quando A € R™*™ entdo Q € R™*™ e R =

QT A, R € R™*™ triangular superior.
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ii) Quando m > n, R é da forma
(o] 1

R
R=QTA=0 " A
0

em que R e RV ¢ triangular superior e 0 é uma matriz nula

pertencente a R(™~™*",

iii) Quando m < n, a matriz R terd a forma R = QTA = Ri1 Ris

com Rj; € R™™ ™ triangular superior e Rz € R7X(n=m)

Analisando o caso ii), pode-se constatar que as tltimas m — n colunas
da matriz @, em A = QR, estardo multiplicando as linhas nulas da matriz
R. Assim, na fatoracdo QR reduzida estas m —n colunas de @, bem como

as linhas nulas de R, podem ser removidas, resultando:
A=QR ,
em que Q € R™*™ ¢ R € R"*".

Para a determinacdo das matrizes @ e R, de A = QR, inicialmente
pode-se considerar a matriz A € R™*% com postogn. Assim, escrevendp
A e @ por seus vetores colunas, A = a1 a2 ...an € Q = q1 q2 ... ¢n
respectivamente, determinam-se vetores ¢; ,1 < ¢ < n, de modo que o

espaco gerado pelos vetores unitdrios ¢; seja igual ao espago gerado por

a;i. Isto é conseguido pelo processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt
Vi =ai— < q1,0; > qi— < g2, > G2 — ... — < i—1,0; > ¢i—1, (1.4)

em que < u,v > representa o produto interno candénico em R™ entre
os vetores u e v. Como o0s vetores v; acima gerados nao sao unitérios, é

necessario dividi-los por sua norma, resultando:
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(%

¢ =7 -
T
Reescrevendo A = QR como
(@)
11 T12
" g #
0 T22
ay az ... an = (g1 42 ... gn .
0 0
chega-se a:
air = riiqi
az = ri2q1 + 12292
a3z = r13q1 + r23q2 + 3393
an = T1nq1 + T2nq2 + -+ Tnndn -
Isolando g1, g2, ...,gn em (1.6), tem-se
ai
q1 = —
T11
az — qiri2
g = 20Nz
22

a3z — qi1713 — q27T23

a3 =
733

An — q1Tin — *** — (n—-1Tn—1,n

qn =

T'nn

19
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Comparando os numeradores de (1.7) com a expressao (1.4), pode-se

definir os elementos r;; como
ri; =< gi,a; > SeiFj .
Os termos r;; dos denominadores de (1.7) sdo definidos por:

| 755 1=l a; — rijqi ||2 sei=1j
i=1

e o sinal de 7;; pode ser escolhido como positivo [28]. Assim, fazendo
rj; > 0, conclui-se a fatoragdo A = QR com a matriz R tendo diagonal
positiva.

A fatoragdo QR, assim como a SVD, também pode ser usada para a

determinagéo da solugado do problema (1.1), que é dada em [9] por
z=R'Q"p.

Finalmente, é importante citar dois teoremas, que se encontram demon-

strados em [28]:

Teorema 1.2. Toda matriz A € R™*™ (m > n) tem uma fatora¢io QR.

Teorema 1.3. Toda matriz A € R™*™ (m > n) de posto completo tem

uma unica fatoracdo QR reduzida A = QR com rj; > 0.
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1.3 A condicao discreta de Picard

A existéncia da condigdo de Picard para as equagOes integrais de
primeira espécie é similar a alternativa de Fredholm para as equagoes de
segunda espécie. Segundo [12] a condigao de Picard envolve os autovalores
do operador compacto auto-adjunto K*K, em K f = g. Observe que se
o é um autovalor de K*K e x é uma autofungdo com norma igual a 1,
tem-se 0 =< ox,x > = < K*Kz,z > = ||[Kz||> >0, em que < .,. >
representa o produto interno usual em L?[a, b].

Portanto os autovalores nao nulos de K* K sao todos positivos e podem
ser enumerados como o3, o3, ---, conforme a secdo 1.1. Se vy, va, ---

for a correspondente sequéncia de autofungdes e se definirmos u; por u; =

Vs

, entdo pode ser estabelecida a condigao de Piccard como se segue.

Condigao de Picard: A fim de flue exista uma solugdo quadrado in-
b

tegravel f para a equagdo integral K(s,t)f(t)dt = g(s) ,c<s<d, o0
a

lado direito g deve satisfazer
1

=2
X <, g>

< 00. (1.8)
i=1 i

Assim, a partir de um determinado indice ¢ do somatdério (1.8), os
coeficientes de Fourier < u;,g > devem diminuir mais rapidamente do
que os valores singulares o; a fim de que a solucdo quadrado integravel
exista. A expressao (1.8) é sempre verificada para o caso finito, mas mesmo
assim, a relagdo entre o decaimento dos valores singulares da matriz A e
o decaimento dos coeficientes de Fourier < w;,g > é importante, pois

determinardo a qualidade da solucao regularizada.

No caso de um problema de minimos quadrados, cuja solugao é dada
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em (1.2), se o médulo dos coeficientes de Fourier , |ul b|, decafrem mais
rapido que os valores singulares o;, entao a solugao regularizada z preserva

aproximadamente as mesmas propriedades da solugao exata Tezata [13].

Hansen em [13] caracteriza a condi¢do discreta de Picard exigindo que
os coeficientes de Fourier |ulTb| decaiam em média mais rapido que os
correspondentes valores singulares generalizados numericamente nao nulos

7i, em que b corresponde ao vetor de dados livre de erros.

1.4 Subespacos de Krylov

R™*™ e um vetor

Segundo Trefethen em [28], dada uma matriz A €
b € R™, a sequéncia de Krylov associada a esta matriz A e ao vetor b,
é o conjunto de vetores b, Ab, A%b, A3b, ... O correspondente subespaco
de Krylov, denotado por K,(A,b), é o espago gerado pelos vetores da

sequéncia de Krylov, ou seja,
Kn(A,b) = span{b, Ab, A%b, A%, ..., A" 'b} ,

em que n é um inteiro positivo.

Ainda, a matriz de Krylov para as matrizes A € R™*™ e b € R™,

denotada por K, é definida como

" #
Kn=0bAb.. A" b . (1.9)
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1.5 Bidiagonalizacao de Lanczos

Como serd visto em 2.3.1, o processo de bidiagonalizagdo de Lanczos é
um dos fundamentos necessérios para o desenvolvimento do método LSQR.

O objetivo do processo de bidiagonalizacao de Lankzos é escrever uma
dada matriz A, na forma A = UBVT, com U e V matrizes ortogonais e
B uma matriz bidiagonal superior ou inferior. Aqui serd abordada apenas
a determinacdo de uma matriz bidiagonal inferior.

Assim, seja A € R™*™ com m > n tal que
U"AV =B , (1.10)

com U € R™*(+1) ¢ ¥V ¢ R™™" sendo matrizes ortogonais e, ainda,

Be ]R("“)X"O uma matriz bidiagona]jinferior da forma

a1
B2 a2
B(n+1)><n = 53

Qo

ﬂn+1

A partir de (1.10), levando-se em conta que U e V sdo ortogonais, isto

6, UTU = Iy, UUT =1, e VIV = VVT = I, pode-se escrever:
AV =UB. (1.11)
Tomando a transposta em ambos os membros, tem-se:
viAT =pTu" .
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Usando novamente a ortogonalidade de U e V', obtém-se:
AU =VB". (1.12)
A expressao anterior, na forma matricial, fica:

(@] 1
a1 P

T az s
A [ur ug o+ Ung1] = [v1 V2 - Up) .

Qn ﬂ'rﬂ»l
(1.13)

Igualando as j-ésimas colunas de ambos os membros de (1.13), chega-se

T
A U; = X1V1

ATu; = Bjvj 14 ajv; paraj =2, --- ,n. (1.14)

Analogamente, pode-se escrever (1.11) como:
Avj = Bjtaujt + oy (1.15)

Das expressoes (1.14) e (1.15) escreve-se:

s,
ATy = Bjvj1 = ajuy = 55, a; = |ls;ll, v = - (1.16)
J
2
Avj — oyuy = Bjraugr =ty Bip = Il v = (1.17)
Bit+1

O processo iterativo para a obtencao da matriz bidiagonal inferior B
é realizado escolhendo um vetor unitario w3 € R™, tomando vo = 0 e

utilizando as iteragdes dadas em (1.16) e (1.17) com 1 < j < n.
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Capitulo 2

Regularizacao
empregando métodos

diretos

Este capitulo apresenta os métodos GCV, curva-L, ponto fixo, quase-
otimalidade e discrepancia para a escolha do parametro de regularizagao
A do método de regularizagdo de Tikhonov dado em (10). Nesses
métodos, A é obtido diretamente da fungao que caracteriza cada método.
Inicialmente sdo estabelecidas algumas propriedades sobre a norma do
residuo e a norma da solucdo em (10), necessérias ao desenvolvimento do

assunto.
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2.1 Propriedades

Para o desenvolvimento dos métodos da curva-L e do ponto fixo é
necessario o conhecimento de algumas propriedades referentes a norma do

residuo, ||Az—b||2, e a norma da solugao, ||z||2, que agora serao mostradas.

No problema de minimizacao

zx = argmin || Az —b]l3 + X?||=]3 (2.1)
IER’IL
denotaremos
u(X) =[| Az —b[f3 (2.2)
e
v(A) =l = |3 - (2.3)

A solugao regularizada x) da expressao (2.1) satisfaz as equa- ¢oes

normais regularizadas
(ATA+ XDz =A"b, (2.4)
usando a SVD da matriz A segue que

X O'—L'bi

—5 5 Vi 2.5
i 0-7:2+A2’U ( )

Ty =

onde b; = uin .

Tendo em vista que o parametro de regularizagao A é positivo e se en-
contra no denominador, o calculo de x torna-se menos mal condicionado
do que o célculo de z, isto é, uma influéncia de erros correspondentes aos

menores valores singulares torna-se muito menor.
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Como ||z ||> = zXzx e o v; sdo ortonormais obtem-se

2 = Ugb?
v =l = " (2.6)
i=1
Se forem usados os fatores de filtro de Tikhonov, fi, f2, ..., fn, que
dependem de o; e de A, que sdo encontrados em [13] e dados por
8
2 <1 )
ag; ] gq > )\
fi = 2 AQ = - 2 2 ) (27)
o; + 02N, oA
a expressao (2.6) torna-se
, X o ouT
leall = fi —
. [oF)
=1
Além disso, denotando b, = biu;, tem-se
i=r+41
L]
X A2,
Azy —b=— 2w+ b
HPY 1 01_2 +)\2U + 01
Assim
) X 42 )
U(A) = ||A:L‘)\ — b” = L 5 Ui + ||bLH2 . (28)

iy (@7 +22)
Com os fatores de filtro, (2.8) fica

A 27X T, 2 2
[Azx —b]|" = (1= f)ui b +loo]”-

i=1

Teorema 2.1. Sejam u(\) e v(X), respectivamente, a norma do residuo

e a norma da solugdo reqularizada, definidos em (2.2) e (2.3), entdo:
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a) u(A) € estritamente crescente;

b) v()\) € estritamente decrescente;

dv 1

Demonstragao: Derivando (2.8) em relagido ao pardmetro A, tem-se

du X (02 + 22240307 — A*b22(0? + A%)2)

s (02 + X"
du _ o P b (of +0°) — A%
dA RO
Simplificando, tem-se:
x 21,2
du_ o7 b (2.9)
dX L, (02 +2)3

Como (2.9) é sempre positiva, conclui-se que a fungdo u(\) é estrita-
mente crescente.
Agora, derivando (2.6) em relagdo ao pardmetro A, vem:
dv X (=2)02b?(2))
a (52 £ 2\2)3
dx . (eF+ M)
x 232
do_ i (2.10)
dA (024 A2)3
=1 K
Como (2.10) é sempre negativa, conclui-se que v(X) é estritamente

decrescente.

A demonstracéo de c) é feita aplicando a regra da cadeia em (2.10):

dv _ dv

du ~— d\du
dv B x o2b? _ 1 X (02-2 + )\2)3
du - (o2 +A2)3  4X3 i o2b? ’
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que simplificada resulta em

dv 1

2.2 Regularizacao direta

2.2.1 GCV

O método GCV (Generalized cross-validation), desenvolvido por Golub,
Heat e Wahba [13], é um método bem usual para a escolha do pardmetro
de regularizagdo. Este método baseia-se em consideragoes estatisticas, com
a idéia que um bom parametro de regularizagdo devera prever a falta ou
a retirada de dados de entrada, ou seja, modificagbes no vetor b. Por
exemplo, se uma componente arbitrdria b; do vetor b ndo é considerado,
entao a correspondente solucao regularizada deve prever esta condigao, e
a escolha do parametro de regularizagdo deve ser independente de uma
transformacao ortogonal de b, incluindo permutacoes dos elementos de b.

A GCV é um método que procura minimizar o erro quadra- tico
médio || Azx — b ||3. Mas, como b é desconhecido, no método GCV

trabalha-se com a fungdo GCV

Axy —b |3
Gy = A l
tr(L, — A.A#)
em que
X
tr(ImfA.A#) =m—(n—p)— fi
=1
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e A% chamada de inversa reqularizada, é tal que a solucéo regularizada

) pode ser escrita como

zx = A%b, em que A" = (ATA+ N1)1AT

Assim o parametro de regularizagdo proposto pelo método é aquele

que minimiza a fun¢do G(\).
O gréfico da fungdo GCV, G(\), para o problema teste Deriw2 quando

n = 512 e erro relativo de 5% no vetor b, estd exibido na figura 2.1.

GCV function, minimum at A = 0.0021187

10°

10 |

G

10k

10k . " —
10 10

Figura 2.1: Gréfico da fungao GCV G(A), problema Deriv2 com

n = 512 e erro relativo de 5%.

Em particular, quando .y, puder ser escrito em termos da SVD da

matriz A e do conjunto de fatores de filtro fi1, fo, ..., fn, a matriz A% é
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escrita como
A* = VFSTUT,  F=diag(f1, ..., [n).

O ponto de minimo da fungdo G()\), em alguns casos, pode ser dificil
de determinar, tendo em vista o fato que o gréfico G(A) possui um trecho

quase horizontal, conforme pode ser visto na figura 2.1.

2.2.2 Curva-L

Sendo u()\) =|| Azx — b ||3 e v(\) =| = ||3 pode-se definir a curva-L

numa escala f como o conjunto de pontos

Ly = fuN), fv(}) (2.12)

em que f = In . Isto é, a curva-L é um gréfico bi-log (log-log) da norma
do resfduo || Az — b ||3 pela norma do termo de regularizacio || = [|3. O
nome deste método vem da forma do grafico de Ly definido em (2.12)
que quando plotado em escala bi-log possui, em geral, partes vertical e
horizontal bem definidas [25].

Na figura 2.2 tem-se o grafico da curva-L, para o problema Shaw com
n = 128 e um erro relativo aplicado no termo independente b igual a 5%.

O método da curva-L. para determinagdo do parametro de regular-
izacdo A\ estd baseado na observacdao que na parte vertical da curva-L,
pequenas mudangas em A correspondem & variagoes muito grandes da
solugao regularizada e a pouquissimas mudangas na norma do residuo,
enquanto que na parte horizontal, grandes valores de A\ correspondem &
lentas variagoes na norma da solucao regularizada e a grandes alteragoes

na norma do residuo.
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12 Curva-L com parametro de regularizagéo 0.09155
10 T

10|

10" q

solution norm || x ||2
=
o
T
.

10 q

10 5 L T
10 10 10
residual norm [[Ax - b ||2

Figura 2.2: Grafico da Curva-L, para o problema Shaw com n=128

e erro relativo de 5%.

Assim uma razodvel solucdo regularizada pode estar associada a um
pardmetro na vizinhanga do “canto” da curva-L. Para termos a local-
izacao desse canto é necessario conhecer as regides onde a curva-L é concava
e onde é convexa.

Em [25] é observado que:

(i) A curva-L. permanece decrescente para qualquer escala f que

seja diferenciavel e estritamente mondétona. Empregando a notagao

n = f(v(X)) e &= f(u(N)), tem-se:

dn _ f(v).dv/dx _ -1 ['(v)
df o f/(u)du/dA 22 f/(u) ) (213)

32



_ 4
_dve

_ 94

£w) = o

em que f'(v)

(ii) A mudanga da escala f ndo preserva a convexidade da curva-L.

Com respeito & concavidade da curva-L, temos o seguinte resultado

obtido por Regiriska [25].

Lema 2.2. Se b, =0, a curva-L, em escala logaritmica, € estritamente
concava para A € (0,0,), em que or € o menor valor singular de A, e para
A € (01,0), sendo o1 0 maior valor singular de A. Se by # 0, entdo a
curva-L é convexa para A € (0,¢€) em que € é suficientemente pequeno e

permanece concava para X € (o1, 00).

Demonstragao: Calculando a derivada segunda de 1 em relagdo a & e

tomando f = In tem-se

d*n _ ddn/ds  d - £
e = €
&y A2ees 1 —ef 20N\ e + A% —u/\%v
gz Ae2n
d’n _ Nuw—u(2xv) —u)
ez - oy
d*n U 2 1
an_ D
g2 T gz A Utum 2
Como
d _ dndu
d\  dud)\’
. dn _ dn(w) _ 1
utilizando (2.9) e W du "~ u tem-se
d’l] 1 3
M _ 2y
d\ ‘



X ot
com z =

L, (TN
Assim: @ o u e Dou
ez 2 43z
d*n U 2 VU
ehn_ A _
4 T a2 MUTET o
d? oA N1
St 2= (2.14)
dg? Aoy w v 2z
202
Se A <o, entao 01'27_‘_’)\2 >1,i=1, ...,r, epara A > o1 tem-se
2 1
mZp,Zzl, s, T
Para A < 0, e by = 0 tem-se 2z > %, enquanto que para A > o1
independentemente de b, tem-se 2z > % Isto implica que, em ambos os
)\4 2 1 ) 2
casos, tem-se v + > 2 > 0, ou seja, ng < 0. |

O método da curva-L consiste entdo em selecionar o parametro \ que
maximiza a curvatura da curva-L. Essa curvatura, denotada por k, como

uma funcdo de A, é dada em [14] por:

All A1

_ ="
((p)2 + (7)2)3/2

em que 1) = In||Azx — b2 e p = In||zA||2.

As vantagens do método da curva-L sdo a robustez e a capacidade para
tratar perturbagoes decorrentes de erros nao independentes. No entanto,
determinar o ponto de méxima curvatura pode nao ser uma tarefa das
mais faceis. Outro agravante é quando a curva-L apresenta dois cantos.

Varios procedimentos para a determinagdo do canto da curva-L estao

apresentados em [14].
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2.2.3 Ponto fixo

O método do ponto fixo utiliza um procedimento iterativo para deter-
minar o pardmetro de regularizagdo A onde, conforme [25], A que minimiza
a curvatura da curva-L numa escala bi-log esté relacionado com o minimo
local da funcao

Yu(A) = u(N)v(M)*, p>0. (2.15)
Em [25], é mostrado que um ponto de minimo local da fungado (2.15)
tem uma interpretacio geométrica muito similar ao canto da curva-L. Ali
também é provado que se a curvatura da curva-L é maximizada no ponto

A = A\* e se a tangente & curva-L no ponto In u(A\*) ,in v(A\*)  possui

oo =1 - . .

inclinagdo —, entdo ¢, tem um minimo local em A = \* e a curva-L é
s

localmente convexa em A = \*.

Derivando (2.15) em relagdo & varidvel A, obtem-se

UL = D —u) )

(2.16)

Observando que v(A)*v' () # 0 e utilizando a expressao (2.11) tem-se

que os pontos criticos de v, devem satisfazer

P—— P
Portanto, se n(A) = = u(A), &(A) = v(A) e ainda se v, atingir um
minimo local em A = \* # 0, o pardmetro \* deve ser um ponto fixo da
funcio ¢, : RT — RY, definida por

A7) | Azx — b2
* = M
) =V

bu(n) = vl

€ , 0<A<oo. (2.17)
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Em [3] sdo estabelecidos critérios para localizar os pontos fixos da
fungao 9., quando eles existirem, e também para fornecer a natureza dos
extremos da funcao ¥, ().

Em forma resumida, o método do ponto fixo pode ser descrito da

seguinte maneira:
8
% Ao : chute inicial,

Para k> 1 faga
Akt1 = Opu(Ak)

A sequéncia serd calculada até que um determinado critério de parada,

escolhido previamente, seja atingido, detalhes podem ser vistos em [3].

2.2.4 Quase-otimalidade

O método quase-otimalidade tem como objetivo escolher o parametro
de regularizacao A baseado na estimativa do erro dada por
T T 4 44T V2
H Texato — TX H2: b (AA -+ AIm) AA
e, conforme [13], a minimizagio desta estimativa conduz ao problema de

minimizar a funcgao

2 dxa _ 1 dz
e = A d(A\2) ) T2 )\d()\) )
9 Y
X uin
= fil = fi)— (2.18)
i=1 v
dl’/\ 1

s . ~ T 2 -
Para minimizar a referida funcao, usa-se =— A"A+ X1, x,

d(X\?)

obtida da forma bésica de regularizacao de Tikhonov na qual (10) se es-
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creve

min || Az —b I3 +2% || La |13, (2.19)
com duas importantes formulagGes bésicas:
1 o 1
T 27T . A b
(AAA+ XL L)x=b e min @ Ay, _@ A .
AL 0 5

A partir destas formulagoes, vé-se que se N'(A) N AN(L) = 0, ou seja,
se os espagos nulos de A e L possuem somente o vetor nulo como elemento
comum, tal que a matriz coeficiente tem posto completo, entao a solugao

de Tikhonov x é tnica e formalmente definida por:
TaL = Afb.
com
AT = (ATA+NLTL) AT,
Tomando L = I, vem
zx = (ATA+ N1,) AT (2.20)

Derivando (2.20) em relagdo a A\?, vem

dx T 2, -1
— = — ATA+ XTI, .
a02) + T

A partir da iteracdo de Landweber que tem a forma

e =D 4 ATy =1 2, ..

em que (9 é o vetor inicial, w é um parametro real que satisfaz 0 <
w < 2[[AT Al e r® = b— Az™ 6 o vetor residuo correspondente a %),

obtém-se a seguinte forma generalizada por Strand:

2™ = g* D 4 FATA)AT* D =1, 2,...
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em que F(ATA) = w é um funcional de ATA. Uma escolha particular do

funcional F, a saber,

FATA) = (ATA+ X1,

conduz ao esquema iterativo

a™ = (ATA+ 221, (ATb 4+ A%k (2.21)

que é geralmente conhecido como iteragao de regulariza¢do de Tikhonov
quando toma-se z(®) = 0 [13].

E possivel constatar que, em (2.21), ™ ¢ a solugdo de Tikhonov
zx, dada em (2.20), e no segundo passo da iteragdo de regularizacdo de

Tikhonov tem-se:
P = (ATA+ X\1,) "N ATh + Mxy)
o dx

a2)

tal que a minimizacdo de Q(A) em (2.18) minimiza a corre¢do para x

xg\Q) =xx— A

nesta solugao.

Por conseguinte, o valor de A procurado é aquele que minimiza a fungéo
Q(A). No entanto, na pratica a minimizacao de Q(\) é complicada pelo
fato de Q(A) admitir vérios minimos locais, conforme pode ser visto na
figura 2.3, na qual o gréfico de Q()) foi obtido a partir do problema teste
Shaw para n=512 e erro relativo igual a 5%. Mas possui a vantagem de
ser robusta ao nivel de erro relativo [1].

Hansen em [13] relaciona a minimizagdo de Q(\) &s normas da per-

turbagao e erros de regularizacdo em x. Os fatores de filtro satisfazem as
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Quasi-optimality function, minimum at 0.1055

10 T T T T

QM)

-20 -15 -10 -5 0 5

10 10 10 10 10 10

Figura 2.3: Gréfico da fungdo quase-otimalidade Q(\), problema

Shaw com n=512 e erro relativo de 5%.

relagoes fi =~ 1 para g; > X e fi1 = 0 para 0; < A, obtendo-se
> 1o "2
T T
ib ib
e N A

[oF3
ai>A ;<A

Assumiu-se que as condigoes discretas de Piccard foram satisfeitas e
que os erros provenientes da matriz sao pequenos tais que o limite de res-

~ T Ty s
olugdo, dado  por Mres =| Uiy, Texato |< —, é determinado pelos erros do
o

1p
lado direito. Se i, é o nimero de componentes da SVD nas quais uinemto
: = T; . T T T P
predomina, entdo u; b ~ u; b e u; e < u; b para o; > 0j,, quando 7 < 4,
T T T .. T S
enquanto u; b K u; b e u; e = u; b para o; < oy, quando ¢ > 4. Usando

esta aproximagoes, obtém-se as seguintes relagoes para a regularizacdo e
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os erros de perturbagao [13]:

1 1
- X ul'b X ulb o’
[AT—AF b|3= (1-£) = ~ (1-fi) =
i=1 oi oi>A i
> 1o '
T T

u; e u; b

| A%e 3= ? o ~ i o

i=1 K o< N

Assim escolhendo A = oj, , obtém-se a seguinte expressao para a fungao

quase-otimalidade:
QN || AT —A* B3+ | AFe |3 .

Desde que | AT — A% b ||5 cresca com A, enquanto || A#e || decresca
com A, a minimizagdo de Q(\) procura balancear o erro de regularizagio
com o erro de perturbacdo enquanto A estd préximo do valor 6timo, A =

Oy, -

2.2.5 Discrepancia

O método da discrepancia ou critério de Morozov é, segundo Hansen
em [13], o método mais difundido baseado na norma do vetor perturbagéo,
lella = [|b—b||2, para escolha do pardmetro de regularizacéo. Se o problema
é consistente no sentido que AZczato = b vale exatamente, entao a idéia
para a escolha do parametro de regularizacdo A é que a norma do residuo

nao deve exceder uma cota superior para o erro nos dados, isto é,

JAzs — bl = 6., lells <6 . (2.22)

Aplicando a SVD da matriz A na equacao do residuo ry = Az — b,
X

tem-se T\ = (1- fi)uinui + b1, em que r = posto(A) e f; s@o os

1=1
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fatores de filtro de Tikhonov dados em (2.7) e, ainda, b, = ul bug
1=r+1
é o componente do vetor b que nao pertence ao espago coluna da matriz

A. Percebe-se que resolver (2.22) é equivalente a determinar a interse¢ao
entre a curva definida pela norma do residuo e pela reta correspondente a

d. conforme visto na figura 2.4

25

15

llell
1

05

0 0.1 0.2 0.3 04) 05 0.6 0.7 0.8 0.9

0 L L L

Figura 2.4: Interpretagao geométrica do problema (2.22).

Quando uma boa estimativa é conhecida para |le|2, este méto- do
produz um bom parametro de regularizagdo para a solugdo regularizada
imediatamente & direita do canto da curva-L. Devido a parte ingreme da
curva-L, vé-se que uma estimativa por baixo de |le]2 é provavel que se
venha a produzir uma soluc¢ao pouco regularizada de norma muito grande.
Por outro lado, uma super estimativa de ||e||2 produz uma solugdo super-
regularizada com um grande erro de regularizacao.

Uma generaliza¢ao do método da discrepancia pode ser vista em Wang [30],
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onde o parametro é determinado pelo uso do principio amortecido da dis-
crepancia, isto é, ||[Azy — b||* 4+ A|xa||* = 6%. Em [30] é afirmado ainda

que este principio é mais eficiente para maiores niveis de erros relativos.

2.3 Concavidade e Convexidade da

Curva-L

O objetivo desta secdo é descrever propriedades geométricas da curva-
L introduzidos recentemente na literatura. Mostraremos que todas as
propriedades dependem do comportamento da funcdo ¢1, que é obtida
a partir de 2.17 fazendo p = 1, empregada pelo método de ponto fixo.
Os resultados estao baseados em [3, 25]. No caso do lema 2.3, ele permite
identificar os pontos fixos de ¢,,, dada em 2.17, quando existirem, e auxilia

na classificagao dos extremos de 1, dada por 2.15.

Lema 2.3. Assuma que p = 1. Sejam ¢ = min; 0; e ¢ = max; g;. Se

Ibill2=0 €0 <A\ <g, entio
0< (N <A (2.23)
Além disto, se A > 7, independente de ||by ||2 tem-se
B1(\) > . (2.24)

Demonstragao: Partindo de A < ¢ e tomando-se a; = |u? b|?, ou seja
o quadrado do coeficiente de Fourier de b, pode-se escrever Aa; < oay e
entdo (2.8), no caso em que ||bL ||z =0, fica

X i

<gt
N ey

=

(2.25)
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Para, A > 0 (2.6) fica

) x
v(A) 2@
=1

Qg

CEver (2.26)

Entéo para 0 < A < g e com o uso de (2.25) e (2.26) tem-se 0 < ¢1(A\) < g.
Agora para & fixoe 0 < A < & < ¢ tem-se

Qi

Neson (2.27)

A partir da desigualdade (2.27) e utilizando (2.26) chega-se a ¢1(\)? <
&*/a? < &%, provando assim a desigualdade (2.23). Analogamente prova-
se a desigualdade (2.24) para ||by |2 = 0.

Para todo A > 0 a desigualdade 20\ < 0; + \? leva a

2
_ o1
(624 X2)2 — 4)2
e para A > 0 tem-se
x o2a; 1 X

@2+ N2 =152 M (2.28)
i=1 g

i=1

Também para A > & tem-se A\* > 5262 que implica em

K M0 e (2.29)
iy (GF X270 (o +0%)?
Para A > @ as desigualdades (2.28) e (2.29) fornecem
$1(N)? 27" 1+ 41447?”; >3
i—1 Qi
Similarmente, demonstra-se (2.24) . |
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Teorema 2.4. Assuma que = 1. Sejam I1 e Iz dois intervalos abertos
tais que p1(A) < X\, VA € I e ¢1(N\) > A, VA € Iz. Entao v, € crescente

em Iy e decrescente em Is. Além disso, valem as sequintes afirmagoes:

(a) Sel|billa=0ea;=|ulb|?#£0,i=1, ..., r, existe \ € |o,5| tal
que Y, possui um mdzximo local em . Ainda, se X éum ponto fixo
de ¢ mais prézimo de zero e ¥, tem um minimo local em \*, entao

A < \* e, possui outro mdzimo local em |\*, 3] .

(b) SellbL|l2 # 0 e possui um minimo local em \*, existe um pardmetro

A no intervalo |\*, @[ no qual v, tem um mdzimo local.

(c) Seja & com um ponto fizo \* e seja P um ponto da curva-L na escala
bi-log associado a N*. Entdo a curva-L é convexa ma vizinhanga
de P se e s¢ se \* minimiza localmente v, e ela é concava numa

vizinhanga de P se e s¢ se \* mazimiza localmente 1,,.

Demonstragao: A derivada de (2.15) em relagao a varidvel A, ja vipta

em (2.16), ¢ dada por ¥,(\) = % = v\ (V) #583 ZEX
utilizando (2.11), vem
1
= o\ u(N) — )2
B = oY) Y =
as @ = % entdo
M M’U(}\) bu(N) t
1
Bu) = sV ) BN A7 (2.30)



Logo por (2.24) conclui-se que %, (\)" > 0 sempre que A € I, e também
que 1, é crescente para A € I;. Analogamente mostra-se que 1, é decres-
cente para A € Ia.

Para provar (a), deve-se observar inicialmente que se b, = 0 nem o
nem o podem ser pontos fixos de ¢,, pelo menos ndo no contexto de
problemas discretos mal postos. De fato, se A* é um ponto fixo de ¢,
entao

w(A?) = AN &
x My X oizai X2 —01'2 a;

*2
RO

R N C D S E -0

i=1 =1

(2.31)

A dltima igualdade em (2.31) permanecera valida com A\* = g somente
quando 0; = g para ¢ =1, ---, p . Mas isso ndo pode acontecer neste
contexto pois assumiu-se que os valores singulares generalizados caem para
zero de modo continuo. Além disso g nao pode ser um ponto fixo de ¢,,.
Analogamente conclui-se que @ ndo pode ser um ponto fixo de ¢,. A
partir desta observacao e do lema 2.3 segue que ¢, tem um ponto fixo
no intervalo ]o,@[. As afirmagbes em (a) seguem usando este resultado
juntamente com (2.23), (2.24) e (2.30).

Para provar (b) deve-se observar também que neste caso & nao pode
ser um ponto fixo de ¢,. Veja agora que por causa do lema 2.3 e do fato
que v(A) — 0 quando A — oo, que é imediato a partir de (2.6), segue
que v, é monotonicamente decrescente quando A > & e ¢, — 0 quando
A — oo. Isto mostra que o extremo local de v, pode estar dentro do
intervalo aberto ]0,7[. As afirmagbes descrita em (b) sdo consequencia

imediata desta observagao e das propriedades de monoticidade de .
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A primeira afirmacéo em (c) é o teorema 1 em [25]. Para provar a

segunda afirmagéo tome f = In em (2.13) para chegar a

dn _ 4 (V)?
€T N (2.32)
que derivando vem
d’ndé 2 / $1(A)
@& an = e ) ey - == (2:33)

Assim chega-se em ¢} (A\*) > 1 numa vizinhanga (suficientemente pe-

quena) de A* se e s6 se A" maximiza 1,. A partir desse resultado e
d "(A
lembrando que de _ v M)

ax  u(h)

com o uso de (2.33).

> 0 a segunda afirmac@o de (c) é determinada

Teorema 2.5. Sejam 7) = In u(A) , p=1In v(A) emp(N) a inclinagdo
da curva-L, em escala bi-log, no ponto (7, p). Entdo a curva-L é convexa

na vizinhanga de A se e somente se para todo \ nesta vizinhanga vale a

relag¢ao
oy < 2 (2.34)
Demonstragao:
dp _ dp dA
mNGs = ax




Derivando ambos os membros da sentenca anterior em relagao a A

segue que

" #
LB A — 61N
A A2

Assumindo que m’,(\) > 0, para termos a convexidade da curva-L, e
w'(N)
u(X)

Ap1(A) — ¢1(A) < 0, comprovando imediatamente a tese do teorema. W

lembrando que é sempre positivo, conforme (2.8) e (2.9) , segue que

Corolério 2.6. Assuma que a fungdo ((A) = ¢1(A)/A, A > 0, atinga dois
extremos relativos em dois pontos criticos consecutivos de , chamados A\
e A2, com A1 < A2. Entdo a curva-L é conveza no intervalo (A1, A2) se A1
é um ponto de mdzimo local e a curva-L é concava sobre (A1, A2) se A1 é

um ponto de minimo local.

Teorema 2.7. Assuma que \* é um ponto fixzo de ¢1(N\) satisfazendo

Y(\) # 0. Entdo a curva-L é convera nma vizinhanga de \* se e sé se
RS
v(A*)

< 1. Além disso, quando esta igualdade vale, tem-se \* <

?301, e existe . € (A",01) que € um ponto fixo de ¢1(\) no qual a

curva-L € localmente concava.

Demonstragao: Derivando ambos os membros da identidade ¢1(\) ’=
u(X)
v(A)

em relagao a varidvel A obtém-se

201(N)¢1(N) =
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onde foi usado o fato de que v’ () = —A?v'(\) (veja (2.11)). Assim tem-se

) Y v
2¢1(A*) v(A*)

P1(\7) =

T L N

C A" é to fixo d M), isto é =
omo A\* é um ponto fixo de ¢1()), isto é, o ) , vem
v (A%)
) = -2
¢1( ) ’U()\*)
. [y V') . .
Assumindo ¢7(A\") = = ) < 1, segue que existe uma vizinhanca
v

de \* tal que ¢1(\) < mT(A), para todo A nesta vizinhanga, e o teorema
2.5 assegura que a curva-L é convexa nesta vizinhanca.
Reciprocamente, se a curva-L é convexa nesta vizinhanca de \*, pelo

teorema 2.5 tem-se que
. 'U/()\*
v(A¥)

sé faltando provar que a igualdade nao é verificada na desigualdade an-

~

-

<1,

terior.

De fato, se tivessemos @7 (\*) = 1, entdo A\* seria um ponto critico de
¢ e assim A*¢”(\*) > 1 e desde que ¢’ \* # 0 por hipétese, segue que \* é
um ponto extremo de ¢ e, consequentemente pelo corolario 2.6, um ponto
onde a curva-L. muda de concavidade, o que é uma contradigao.

Agora para provar que \* < éar deve-se observar que, similarmente
ao caso convexo, uma condicao necessaria e suficiente para a curva-L ser

localmente concava em A, é ¢1(A\*) > 1. Tomando esta observagio e
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assumindo agora que a sentenga a ser provada nao é verdadeira, isto é,

assumindo que \* > ?Jr, entao devido a (2.6), (2.8), (2.9) e (2.10), vem

2
X 3\ —0? 2wy

/ *
* * * * >\
X'\ —v(\) = —23>0:>7)\v(*)>1,
i=1 o + A v(A%)
assim implicando que a curva-L é localmente céncava em \*, o que é uma
2
contradigdo. Consequentemente \* < % .

Para provar a ultima parte deve-se recordar de [3] que os pontos fixos
de ¢1 quando existem eles pertencem ao intervalo |0, o[ e, também, para
todo A > o, tem-se ¢1(A) > A. Disto segue que a expressdo A — ¢1(A)
muda de sinal no intervalo |A\*, o[ e assim ¢1(\«) = A«. Completando esta
demonstragao vé-se que a condigao ¢ () > 1 é satisfeita numa vizinhanga
suficientemente pequena de ..

|

Uma conclusao importante extraida do teorema 2.7, diz respeito a

escolha da iteragao inicial (chute inicial) utilizado no algoritimo do método

do ponto fixo. Este chute deverd ser o maior possivel, mas nunca superior

a 0'1/\/3.

2.3.1 Sobre a condigao ¢}(A\*) < 1 e a hipdtese
PL(A") #0

Assumindo que A\* é um ponto fixo de ¢,, ou seja, A* = /up1(\"),

pode-se analisar o papel que a condigao ¢1(A\*) < 1 ea hipétese ¢ (A*) #

0 desempenham na minimizagao do funcional v,, de Reginska e na convex-

idade da curva-L. Assim, é necessario determinar as derivadas de primeira
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e de segunda ordem do funcional dado em (2.15), no ponto A*, obtendo-se

YL = w (V) (V) + u(N )t T A (V)
UL = (N A) o+ S (A7) ()
GLOT) = =270 (VP (N) + 3N ) (A ()
YY) = AT RN (AW () = 0. (2.35)

A derivada segunda de (2.15) ¢ igual a

YA = —2X+201 (N1 (M v (N (N) + =N+

TN " T )0 (V) + 0 ()" (V)

Substituindo A por A\* na expressdo anterior e vendo que a7 +
3\ )i = 0 vem

Pu(A) = —2X7 +2%¢>'1()\*),u v* (A (A

Uu(N7) = =207 1= gt (A") o (A")o' (A7) . (2.36)
Sabe-se que para minimizar v é suficiente ocorrer ¥” > 0, e como

v'(A*) < 0 resulta a partir de (2.36)
1— /ugi(A\") >0

ou, ainda, /g1 (A*) < 1.
Isto acontece quando ¢;(A\*) < 1 e u < 1 ou quando ¢ (A\*) < 1 e

u < 1. Mas no caso ¢1(\*) = ﬁ7 isto ¢, ¢}, (A*) = 0 devem ser analisadas
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as derivadas de maior ordem. Restringindo & terceira e quarta derivadas,

tem-se

U (A7) = 23/ G ()M (A7) (A7) (2.37)

U =2V N 301N o (W) (W) +

HYE AR (A) " TR M (A (2.38)

onde, como antes, v*(A\*)v'(A*) < 0 é sempre vélido.
Algumas informagoes sobre ¢} (A*) podem ser obtidas a partir de (2.37)

e (2.38), como as que seguem:

(i) Se ¢7(A\*) # 0, entdo A* é um ponto de inflexdo de 1.

(ii) Se ¢7(A\*) > 0 e p = 1, entdo A* é um minimo local de ¢. Isto
_ AA) = (A)
= 2

P1(A) =1e ¢1(A*) = A*. Como ¢} (A*) = 1, entao a reta tangente

ocorre porque ¢’ (A*) > 0 e ¢'(\Y) = 0, pois
ao grafico de z = ¢1()\), no ponto (A*, p1A™), é igual a z = . Logo
#1(\) > A, para todo XA € I contendo A. Assim, pelo Coroldrio 1,
a curva-L. muda a concavidade dentro deste intervalo I. O mesmo

raciocinio se aplica para o caso em que ¢7 (A\*) < 0.

(iii) Se ¢7(A*) = 0, entdo utilizando (2.37) tem-se ¥, (A\*) = 0 e por

(2.38) verifica-se que ¥, (X*) = 2,/pA* @7 (A*). Assim, se ¢7 (A*) =

0e @' (\*) <0, entdo \* é um ponto de minimo de 1,,.
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2.3.2 Conclusoes sobre a concavidade/ convexi-

dade da curva-L

Em [2] sdo apresentadas conclusdes sobre a convexidade e a concavi-
dade da curva-L. Para tanto, é tomado A« como sendo o maior ponto fixo
de ¢1 e, n0 caso em que §p = 0 e ¢ tem um extremo relativo, é adotado
como hipéteses simplificadoras que ¢ ndo possui mais que um extremo rel-
ativo nem entre dois pontos consecutivos de ¢1 nem no intervalo (A«,o1)
. Quando o # 0, segundo o autor existe um ponto fixo A* que minimiza
11, assumindo que nao é permitido para ¢ ter mais do que dois extremos

relativos no intervalo (0, A*). Conforme [2]:

(i) O caso b = 0 é facil de ser analisado ao utilizar-se a aproximacao do
ponto fixo. Como o teorema 1 garante sempre a existéncia de no
minimo um ponto fixo ndo nulo sobre o intervalo (on,01), algumas
conclusoes podem ser tiradas se for conhecida a quantidade de pon-
tos fixos de ¢1. Supondo que A« seja o inico ponto fixo de ¢1, entdo
a curva-L serd concava sobre todo o dominio de { contanto que (

nao tenha extremos no intervalo (on,o01).

Se por outro lado for assumido que ¢1 tem um tunico ponto fixo
no qual a curva-L é localmente convexa (isto é, ¥1 tem um tnico
minimizador), que significa que ¢1 tem trés pontos fixos (veja o
teorema 1 em [2]), a conclusdo é que a curva-L muda a concavidade
no minimo trés vezes, conforme a figura 2.5. Mais precisamente
a curva-L serd concava entre a origem e o méaximo relativo de (,

convexa entre dois extremos relativos de ( e concava a direita do
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minimo relativo de (.

Figura 2.5: Gréfico de ¢; com trés pontos fixos.

(ii) Se b1 # 0, os pontos fixos de ¢1 nao estardo sempre garantidos e os
intervalos de concavidade da curva-L ndo podem ser determinados
utilizando informacdes do ponto fixo. Entao a resposta definitiva so-
bre a questao dependerd finalmente do nimero de extremos relativos
de (. No entanto, sabendo que ¢ sempre tem um minimo préximo
da origem (conforme andlise feita por Regiriska) algumas conclusoes
podem ser obtidas: se ( possui um méaximo local em A;, além do
minimo local préximo da origem, existird Az, localizado a direita
de A1, para o qual ¢ tem outro minimo local e, se { ndo tem um
extremo relativo extra, a conclusao é que a curva-L é convexa sobre
o intervalo (0, €), para € pequeno, concava sobre (e, A1) U (A2,00) e

convexa em (A1, A2).
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2.3.3 Observacoes finais sobre o método do ponto

fixo

O caso onde ¢ tem dois maximos locais e trés minimos locais, aparece
em geral em problemas onde a funcdo ¥; tem quatro pontos fixos e a
curva-L possui dois “cantos”, um deles associado com o menor A. Um
exemplo desta situagdo é o problema teste Heat, cujo gafico da curva-L,
para uma matriz 256 x 256 e erro relativo de 5% no termo independente
b, encontra-se na figura 2.6.

10

10°F E

10°F E

10°E E

10°F E

solution norm || x ||2

10°F E

10'F E

100 -3 ‘*2 ‘*1
10 10 10 10
residual norm [|Ax - b ||2

Figura 2.6: Curva-L com 2 cantos, problema Heat

0

com n=256 e 5% de erro relativo em b.

Ainda conforme [2] os problemas nos quais a curva-L possui vérios
cantos convexos, tanto o método da curva-L como o algoritmo do ponto

fixo tendem a falhar. Tal fato leva a introduzir duas variagoes no algoritmo.
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Na primeira variagdo do algoritmo, o maior ponto fixo que minimiza
¢1 pode ser sempre calculado se o algoritmo do ponto fixo é iniciado ra-
zoavelmente. Mais precisamente, utilizando a conclusao do Teorema 3,
é razodvel esperar que ¢1(Ao) < Ao para Ao & ?m. Quando este é o
caso, A1 = ¢1(Ak), k > 0 é uma sequéncia decrescente, enquanto ¢; é
crescente em relagdo a A (em que A converge para um ponto fixo localizado
a esquerda de Ao quando by # 0 ou converge para zero quando b; = 0) e
¢1 tem um ponto fixo ndo nulo no intervalo (0, A\g). Mesmo que o tltimo
caso seja muito dificil de acontecer no conjunto dos problemas discretos
mal postos, o algoritmo do ponto fixo é dito divergente se ele convergir
para zero.

Assim, assumindo que \g & gm satisfazendo ¢1(Mo) < Ao, a primeira
variagdo do algoritmo comeca pela escolha ¢ = 1 como um valor inicial
e continua o cdlculo das iterages seguintes até que a convergéncia seja
alcangada ou até encontrar uma divergéncia. Quando a convergéncia é
atingida, um ponto fixo A* é calculado e um teste de convexidade da curva-
L é feito em \*. Quando diverge ou quando a convergéncia é alcangada
e o teste da convexidade nao é satisfeito, o parametro p é ajustado e as
iteragoes recomecam.

Na segunda variagao do algoritmo, deve-se observar que enquanto A >
o1 a fungio ¢, satisfaz ¢1()\) > \ e para sua inversa ¢; ' tem-se ¢; *(\) <

. Considere agora a sequéncia, dita inversa,
Mev1 =01 M), k=0,1,2, ... . (2.39)

Entao devido ao fato de que ¢1 é estritamente crescente e sua inversa gb;l

também, segue que a sequéncia inversa (2.39) estd bem definida e Nog1 6
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a Unica solucdo da equagdo nao linear vg(A) = ¢1(A) — A\ = 0.
Ainda, se ¢f1(5\) > A, entdo Awi1 estd localizado & esquerda de A,

conforme pode ser visto na figura 2.7.

A0y

60

. , -1 . A e
Figura 2.7: Gréfico de ¢; e ¢~ e dois passos da sequéncia inversa.

Uma imediata generalizagao deste resultado é que se existe garantia
de ¢1 ter pontos fixos, entao a sequéncia inversa converge para um ponto
fixo de ¢1 que estd a esquerda de Ao se b1 (5\0) > Ao ou, entao, converge
para um ponto fixo de ¢1 que estd a direita de 5\0 se ¢1 (5\0) < 5\0. Por
isso, se ¢1 tem no minimo um ponto fixo e a sequéncia inversa comeca com
Xo > op, entdo zlerolo Xt = . onde A, é o maior ponto fixo de ¢1.

O célculo de Agi1 pode ser feito de varias maneiras. Dentre elas,

a escolhida em [2] para o desenvolvimento do aperfeicoamanto do algo-

ritmo foi o método Regula-Falsi. Resumidamente, esta segunda variagao,
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propde o uso da sequéncia inversa (2.39) para determinar o maior ponto
fixo concavo de ¢1 e continua utilizando a primeira variagdo do algoritmo
para chegar ao ponto fixo desejado.

A vantagem do método do ponto fixo em relagdo ao método da curva-
L, é que praticamente é necessario calcular somente a norma da solucao e
a norma do residuo, enquanto que no método da curva-L é preciso calcular
a SVD (ou GSVD) ou, ainda, célcular a derivada da norma da solu¢ao em
relagdo ao parametro de regularizagdo. Isto faz o método do ponto fixo
mais simples e potencialmente mais adequado para problemas de grande
porte. A dificuldade existente neste método reside no fato que ele possui
uma forte dependéncia do chute inicial, pois uma escolha incorreta deste

pode conduzir a um ponto fixo de ¢, (A) que venha a maximizar ).
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Capitulo 3

Regularizacao iterativa

Os métodos iterativos para a resolucao de sistemas de equa- ¢Ges lin-

eares Az = b e para problemas de minimos quadrados argmin| Az —
reR™

bH% baseiam-se em esquemas que geram vetores iterativos x(k), k=1, 2, ---

que convergem para a solucao desejada. Quando Az = b ou argmin|| Az —
reR™

bH% provém de problema mal posto, hd a necessidade de que cada solucao

iterada z(® seja considerada uma solucao regularizada, onde k& cumpre o

papel do parametro de regularizagao.

Este capitulo apresenta os métodos iterativos LSQR, GMRES e RRGM-
RES para a escolha do parametro de regularizacao A do método de regu-
larizacao de Tikhonov, dado em (10), bem como os critérios de parada de
Morigi e da discrepancia. Aqui também é apresentado um novo critério

de parada para problemas discretos mal postos.
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3.1 Introducao

Nos problemas mal postos, a questao é saber em qual iteracdo k deve-
se parar, pois no inicio das iteracoes a norma do erro [|z®) — Z|| (em que
Z é a solucdo desejada do sistema livre de erros Ax = 3) decresce, mas
devido ao erro e = b — b no vetor de dados e ao mal condicionamento de
A, anorma do erro ||z*) — Z|| cresce rapidamente quando k é grande, isto
é, a solucao regularizada z® comeca a incorporar os componentes dos
ruidos existentes e, assim, converge para uma solugdo nao desejada que
em geral é a solucao de minimos quadrados, dada por zrs = At [13, 21].
Este fato geralmente é denominado de semiconvergéncia e as sequéncias 7y,
com essas caracteristicas sao chamadas de sequéncias semiconvergentes.

Um exemplo de sequéncia semiconvergente é s1(t), s2(t), , s3(¢),...,
obtida a partir da série s (t) = % — 2—2' + ?—; +...+ (—1)’“*1@ e
para grandes valores positivos de t. Calculando os termos si(t) para, por
exemplo, t = 10, observa-se que a sequéncia é aparentemente convergente
até o termo k = 23 e a partir de k = 29 comeca a divergir. Tal fato
pode ser observado na figura 3.1. Também é importante notar que para
k = 26 tal sequéncia atinge um valor minimo que, segundo Morigi [21], é
usualmente escolhido como o melhor truncamento da série.

A idéia de semi-convergéncia também pode ser observada na figura 3.2,
para as solugoes iteradas do problema teste Phillips, quando n = 64 e o
erro relativo e = 1%, utilizando o método LSQR.

Assim, nos métodos numéricos de regularizacdo seguintes, por serem
iterativos, além dos conceitos serao fornecidos critérios de parada adequa-

dos.
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Iteragdo k

n
E—1)
Figura 3.1: Semi-convergéncia da série Z(—l)k_l(fik), com t =

k=0
10.

Recomenda-se o emprego dos métodos iterativos para problemas de
grande porte, pelo fato que nos métodos iterativos a matriz A aparece na
formacao de multiplicacdes matriz-vetor com A e AT, enquanto que nos
métodos diretos o cdlculo da SVD de A é invidvel devido ao alto custo

computacional.

3.2 LSQR

O LSQR (least square QR) é um método iterativo de regularizacao

que estd apoiado na fatoracdo QR e no processo de bidiagonalizagao de
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Figura 3.2: Semi-convergéncia do método LSQR, problema Phillips,

n = 64 e erro relativo de 1%.

Lanczos, para a resolugio de Az = b e de argmin || b — Az |3, quando a
matriz A é grande e esparsa.

Resumidamente, a idéia do método LSQR pode ser descrita como: A
matriz A em x = argr};lin | b— Az ||3 é bidiagonalizada segundo o processo
de bidiagonalizagégede Lanczos (A = UBVT, em que U e V séo ortog-
onais). Baseado na matriz B, bidiagonal, o problema é reformulado e
resolvido pela fatoragdo QR. Segundo Paige em [22], este método é alge-
bricamente semelhante ao método do gradiente conjugado para equagoes
normais, s6 que suas propriedades numéricas sdo mais eficientes, princi-

palmente no caso da matriz A ser mal condicionada.

Desta forma, dado um sistema de equacbes lineares Ax = b, deve-
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se bidiagonalizar a matriz A, através do processo de bidiagonalizacdo
de Lanczos. Para isto serao utilizadas as iteragdoes dadas em (1.16) e

(1.17), escolhendo o vetor unitdrio u; = como uma iteragao inicial

b
ol
(chute inicial) do processo iterativo de Lanczos e utilizando B1u1 = b e
arvr = ATu;.

Levando em conta também que se x; é uma solugdo aproximada de
x = argmin || b — Az ||3 a ser determinada, com x;, € Ki(AT A, ATb), isto

rERM
é, x é uma combinagao linear dos vetores vy, entdo pode-se escrever

e = Viyk , (3.1)
para algum y € R¥. O residuo para um vetor zj é dado por
Ye = P1Urr1€1 — U1 Bryk. (3.2)

Assim, utilizando (3.1) (3.2) a equacdo & = argmin || b — Az ||3 serd
TrER™

escrita, na iteracao k, como
. 2
yr = argmin || f1ur — AViyk |2 ou
zER™

yx = argmin || B1Uk+1e1 — Ury1 Bryw ||3
reER™
ou, ainda,

yx = argmin || Brer — Bryr |3 (3-3)

rER™

que forma a base do método LSQR.

Computacionalmente é vantajoso resolver a equagao (3.3) utilizando a
fatoracdo QR de By, pois By é bidiagonal. Assim, a fatoragdo QR toma
a forma: (o) 1

R
Qv By fen =@ L A=
Prt1
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P1 01 ¢1

p2 02 L b

(3.4)

pe-1 Ok-1 1 dra

Pk Dk

Pri1
Para a determinagido da matriz Qx sdo aplicados produtos de rotagées

de Givens, chegando a
Qr = G(k‘, k41, ﬂk)G(l, 2,01) L. G(k —1,k, Gk_l),

em que as matrizes G(i,k,0;) tém o objetivo de eliminar os elementos (2
da matriz Bg.

As matrizes G(i, k, 0) s@o as rotagoes de Givens e tém a forma:

o 1
1 .- O --- 0 --- 0
0 c s 0 i
G(Z7k70): )
0 -5 c 0 k
0 0 0 1
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i k
sendo ¢ = cos(0) e s = sin(0) para algum 6. As rotagdes de Givens sdo
ortogonais e a premultiplicacdo por G(i,k,0)” executa uma rotagdo no
sentido horério de 6 radianos no plano x;xg.

Logo a solugdo de x = argmin || b — Az ||3 é dada a partir de
IERTL

Rrye = fr -

Observe que se yj for uma solugdo de (3.3) o residuo associado serd

dado por o 1

0
Tw=Qr@ A

D11

I

e por conseguinte
vellz = |Bral -
Agora, supondo conhecida a fatoracdo QR da matriz Bx_1 e calculando
a fatoragdo QR da matriz By, utilizando as rotagoes de Givens, chega-se

a seguinte expressao para o residuo

Irille = [Brga| = |skdr| =+ = |sksk—1 - s11]. (3.5)

Substituindo yi por yr = R;lfk em (3.1) tem-se
zr = Viyr = Vie(Ry ' fr) = Ve Ry ) fr = Zifie (3.6)
em que Zj, satisfaz o sistema triangular inferior Rf Z§ = V,©

Lema 3.1. Sejam xr, com k =1, 2, --- as solugdes iteradas do método
LSQR, entdo a morma do residuo € uma funcdo  decrescente, isto €,

Iritille < lrell2, , k=1, 2, -+ .
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Demonstragao: E imediata a partir (3.5), pois pode-se escrever

Iks1llz = |drsal = [sk+1Prt1]| < [Prsa] = [xllz
ficando provado que a norma do residuo é decrescente. |
Lema 3.2. Sejam xy, com k=1, 2, --- as solugdes iteradas do método

LSQR, entao a norma da solugdo € uma funcdo  crescente, ou seja,

lzerill2 > llzkllz, k=1, 2, ---.

Demonstragao: A demonstragdo que a norma da solugdo é uma fungao
crescente é feita reduzindo a matriz Ry a uma matriz bidiagonal By, em-
pregando uma fatoracio ortogonal RixQF = By, sendo Qr o produto de

rotagoes de Givens. A partir do sistema Brzi = fr escreve-se zp =

(VkRgl)fk = (VkQ{)Zk = WyZz,. Mas como Vj, é ortogonal vem ||z ||2
|Zx]|2. Do fato que a parte superior das matrizes By, Qx, Wi e Zx nao
muda apds a iteracao k, o vetor Z; adquire um elemento a mais da k-ésima

iteragdo para a iteracao k + 1, isto permite escrever

[zklle = lIZ6ll2 < llZe+1ll2 = [lznt1llo-

3.3 GMRES e RRGMRES

O método GMRES (generalized minimal residual), proposto por
Saad e Schultz (1986), é um método iterativo utilizado para resolver sis-

temas de equacoes lineares Az = b, com A € C™*™ nao singular e b € C"™.
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Basicamente este método aproxima a solu¢do x de Ax = b por um
vetor x, pertencente ao subespago de Krylov, K, (A,b), de modo que zp,
minimize a norma do residuo r, = b — Ax,.

Na figura 3.3, conforme [28], tem-se a representacdo geomé- trica do

problema de minimos quadrados utilizado na determinagao da solucao xy,.

AK
n

Figura 3.3: GMRES: minimizagdo da norma do residuo r,

Este método utiliza a iteracao de Arnoldi, idealizada por W. E. Arnoldi
em 1951, para reduzir uma matriz A € C**™ para a forma de Hessenberg,

aqui representada pela matriz H, por uma transformagao ortogonal, assim:

QTAQ=H ou AQ=QH. (3.7)

" #
Tomando de modo particular Q = ¢1 q2 ... qn , Q € C™*" e

comparando as k-ésimas colunas de ambos os membros de AQ = QH,
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tem-se:

B
Aqr = hikgr + horge + ... + hikGr + hrg1,k@er1 = hirgs .
i=1
Isolando o tdltimo termo do somatério anterior, vem
x
hiy1kGrerr = Age —  hiGi == T (3-8)
i=1
com h;r = q; Aqr para i = 1, 2, ..., k. Disto segue que se 7, # 0, entdo
tem-se
q o
kbl = 77—
* Ptk
com hit1,x =|| 7& |2 . Estas equagdes definem o processo iterativo de
Arnoldi.

O algoritmo de Arnoldi, conforme Trefethen em [28], para redugdo a

forma de Hessenberg, é dado por:

b = arbitrario, g1 = Hbll
fork=1, 2, ...
v = Agx
forj=1:k
hjr = qJTU

V=0V — hjkqj
b1k =l v ||

— v
Gr+1 = hit1,k

68



Os vetores ¢, sdo chamados vetores de Arnoldi e eles definem uma

base ortonormal para o subespago K (A,b) de Krylov, isto é,
Spa’n{q17 qz2, .. qk} = Span{q17 Aq17 “eey Ak_lql} .

Ap6s k iteragoes do processo de fatoracao de Arnoldi, as equagoes (3.7)

e (3.8) ficam:
AQy = QrHy, + el (3.9)
- #
emque Qr = q1 G2 -+ qx , ex = Ir(:,k) e
(o) 1
h»l,l h1,2 Tt
ha1  haa -
Hy = 0 hs,2 .
0 0 - her—1 huk

A partir da fatorag@o de Arnoldi é possivel agora efetuarmos um melhor
estudo sobre o método GMRES. Seja K} a matriz de Krylov, referente as
matrizes A e b, do sistema linear Az = b. Assim conforme (1.9) pode-se

escrever " #

AKy = Ab A%b - A" . (3.10)

Desta maneira o problema reduz-se em determinar um vetor ¢ € R* tal
que

|| AKrec—b|| = minimo (3.11)

o que pode ser feito utilizando a fatoracdo QR de Ak,. Determinado o

valor do vetor ¢, chega-se a x, = Kic .
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O procedimento descrito no pardgrafo anterior é numericamente instdvel,
por isto serd usada a iteragao de Arnoldi para a construgao de uma sequéncia
de matrizes de Krylov Qi cujas colunas ¢qi, g2, ... geram o0s sucessivos
espagos de Krylov Ky (A, b) . Deste modo pode -se escrever xr = Qry em

vez de z = Kypc. Agora (3.11) torna-se
| AQry — b || = minimo (3.12)
em que y € C" é o vetor a ser determinado. Utilizando (3.9), com 74, = 0,
em (3.12) chega-se a
| Qu+1Hny —b| = minimo (3.13)

Como a matriz Qx+1 é ortonormal pode-se escrever (3.13), sem alterar

a sua norma em (3.13), como
| Hey — QF1b || = minimo (3.14)

Verificando que Qfﬂb =|| b || e1, pela construgdo das matrizes Qj de
Krylov, em que e; = (1, 0,0 ...)7, a expressao (3.14), que é a forma final

do GMRES, torna-se
| Hoy— || b e1 || = minimo. (3.15)
Na k-ésima iteracdo do método GMRES, o valor de y é determinado
e a k-ésima solugdo aproximada construida pelo método GMRES é dada
por:solugao
xr = Qry. (3.16)
Com respeito aos lemas 3.1 e 3.2 do método LSQR, para o método

GMRES apenas o lema 3.1 continua sendo verdadeiro, isto é, ||rg+1|l2 <

Irkll2, k=1, 2, --- ,n—1. Enquanto o lema 3.2 pode ou néo ser verificado.
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Quanto ao método RRGMRES, este se diferencia do GMRES exclusi-
vamente pelo fato de que no RRGMRES o vetor zj, , da k-ésima iteragao,
em vez de pertencer ao subespaco K (A4, b) de Krylov pertence a um novo
subespago Ki (A, Ab) de Krylov. Ou seja, o chute inicial do RRGMRES é
o vetor unitario na direcdo de Ab, enquanto no GMRES é na direcdo de
b [6].

Na pratica, tem sido visto que o método RRGMRES produz mel-
hores aproximagoes do que o GMRES quando o termo independente b
estd contaminado por ruidos e a solugdo procurada é suave. Quando a
matriz A é simétrica, as iteragbes sdo ortogonais ao espaco nulo da A.
Para matrizes A grandes, o trabalho para calcular xj, estd na avaliagdo de

k + 1 produtos de matriz vetor por A [21].

3.4 Critérios de parada para métodos

iterativos

Nesta segao serao descritos os critérios de parada usados neste trabalho
conforme propostos por Morigi [21]. O seguinte resultado (em que & denota
a solucao desejada do sistema de equagoes lineares consistente e livre de
erros Az = b, ou seja, b também é livre de erros) sugere um critério de

parada das iteracoes nos métodos GMRES e LSQR:

Teorema 3.3. Seja xx a k-ésima solugdo aproximada do sistema Ax = b
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eRo primeiro indice k tal que

R = argmin{||zx — b||2}. (3.17)
Entao
o . . 1
low =& l<llzr-r =& =N 2h-1 =2 > 5 l2e —ze-a ||, (3.18)
. . . 1
ok~ 2 <l aker — 2 =l 2o~ & 12 & Nz —ax | - (319)
Ti ,— T
Além disso, seja pj, = HLAH Entado:
[z — 2]
o -2 12 5 o I 2y =i Il (3.20)
Demonstragao: Visto que || zx — k-1 ||=|| zx — & + & — 21 ||, usando

a desigualdade triangular vem:
[ ox —an—r (ISl ze =2 || + (| & =21 || -

Utilizando a hipdtese, tem-se | zx — k-1 ||< 2 || Zr—1 — £ ||, que é
(3.18). A prova de (3.19) é feita analogamente .

Por outro lado, usando novamente a desigualdade triangular tem-se

l2pyy —zplla < llzpyy — bll2 + [ — zpll
= (14 pp)llll — zpll2,

que prova (3.20). [ ]

Muitas iteragoes satisfazem a equagao (3.18). Em particular, a iteragao
xj, definida por |lz; — | = rkn>1%1|\xk — &|| satisfaz as equagdes (3.18) e

(3.19) com k = k. A constante p/;: > 1 estd préxima da unidade para
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muitos sistemas da forma Az = b. Por isso % || k41 — zk || sustenta
um limite inferior de || xx — & || para vérias iteragoes xx. Isto sugere que
uma iteragdo xy/, tal que || zxr11 — zx || é pequeno, pode garantir uma
adequada aproximacao de £. Especificamente seja k' o menor indice, tal
que
| @ — wr ll= min llzes — ol - (3.21)
k>0
Experimentos numéricos mostrados em [21] sugerem que xy/, em (3.21),
é em geral uma razodvel aproximacao de . No entanto, é possivel obter
uma melhor aproximagdo de & do que de xy/, através de uma mod-
ificacdo no critério (3.21), levando-se em conta a incorporacao de uma
informagao auxiliar.

Seja M o conjunto dos indices k para os quais a fungdo
P (3.22)

atinge um minimo local. Assim, escolhe-se uma iteragdo xx com k € M
com o auxilio de um outro critério, tal como o principio da discrepancia
ou o da curva-L, e assume-se que uma estimativa de |le| seja adequada.
Entao, o principio da discrepancia sugere que a primeira iteragado xp que
satisfaca

| Azy. = b [|[< nlle] (3.23)

seja escolhida como uma aproximacgao de Z, onde n > 1. Seja kq o indice
da iteragao determinada pelo principio da discrepancia. Pode-se entao se-
lecionar a iteragdo zw , em que kj € M e kj > ka, como uma aproximagao
para Z.

Alternativamente, o critério da curva L também pode ser utilizado para
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determinar a iteragdo de parada. Neste caso, a sugestdo de Morigi [21] é
escolher k£ como o indice do ponto do vértice da curva-L. A dificuldade
aqui é que o vértice da curva-L pode ser de dificil determinacgéo.

Assim, no capitulo 4, o critério de parada utilizado para os métodos
LSQR e GMRES é o que foi apresentado anteriormente, isto é, o algoritmo
para na iteragdo k quando ||zx+1 — zx|| atinge um minimo local e, simul-
taneamente, satisfaz a condigdo ||Azr — b]| < n|le|l, em que n foi tomado

como (1.01).

3.5 Um novo critério de parada para

problemas discretos mal-postos

Conforme os lemas 3.1 e 3.2, a funcédo ¢, (\) empregada como base para
o método de ponto fixo é o produto de duas quantidades, uma crescente e a
outra decrescente. Consequentemente, o parametro de regularizacao é de-
terminado ao buscar-se obter o minimo da fungdo . Assim, considerando

a sequéncia ¥y definida por
\I’k = HT‘k”Q”CCk”Q, k= 1,2,.4. (3.24)

e o fato de que ||rg||2 decresce com k enquanto ||zk||2 cresce (ou seja, a
sequéncia ¥y se comporta analogamente como a funcdo continua 1 (X),
dada em (2.16)) aqui se propde como critério de parada escolher a iteragio
de parada R como o primeiro indice que minimiza a sequéncia (3.24). Isto
é,

R = argmin{W}, k=1,2,... (3.25)
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A figura 3.4 ilustra o comportamento do erro relativo associado a cada
iteragao do método LSQR, bem como da sequéncia V.

Quando o minimo de ¥ é bem visivel o critério funciona bem e mini-
mizador de ¥y é 0 mesmo que minimiza o erro ||zx — b||2 0 muito préximo
dele, veja Figura 3.4. Porém, para alguns problemas onde o minimo
de ¥y se encontra num patamar, o processo iterativo pode-se estender
desnecessdriamente. Para estes casos usa-se a sugestao de J. Chung [8, 4]

e escolhe-se a iteragdo de parada como o primeiro k que satisfaz a condigao

[Ve1 — Pu| < e, (3.26)

onde € é alguma tolerancia.

Em sintese, o critério de parada aqui proposto escolhe o primeiro k tal
que ¥ é minimizado ou o k que satisfaz a condigao (3.26).

No capitulo 4, em todos os problemas testados este novo critério de
parada parou na iteragdo 6tima ou ficou muito préximo desta. Em com-
paragao com os outros dois critérios de parada aqui adotados, o de Morigi
e o da discrepancia, dentre os 30 resultados obtidos este novo critério ap-
resentou melhor ou igual solugdo em 80% dos casos. Nos tinicos trés casos
em que o novo critério se mostrou menos eficiente, tal fato ocorreu porque
a fungao 1 possui um trecho em que o produto da norma de cada solugdo
iterada pela norma do residuo correspondente permanece quase constante,

com o aumento de k.
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k—-otimo = 9 Minimo de ¥, emk =9
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i
-
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k k

Figura 3.4: Erro relativo no passo k: ||Zx — Zexatol|2/]|Texato||2 Para
LSQR, problema Heat, n = 256 e erro nos dados de 5% (esquerda).

Comportamento da sequéncia Uy, definida em (3.24) (direita).
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Capitulo 4

Problemas testes e

resultados numéricos

Neste capitulo sao descritos e resolvidos alguns problemas teste da
literatura a fim de comparar a eficiéncia dos métodos de regularizagao
descritos nos capitulos 2 e 3. Estes problemas teste estao disponiveis no

pacote Regularization Tools [15].
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4.1 Descricao de problemas teste

4.1.1 Heat

Segundo Hansen em [15] a equagdo inversa Heat utilizada neste prob-
lema teste é a equagdo integral de Volterra de primeira ordem com [0, 1]
sendo o intervalo de integragdo. FEste problema foi discretizado com o

emprego do método da quadratura.

Neste problema teste o nicleo da equagéo integral de Volterra, em (4),

é dado por:

K(s,t) =k(s—1)

com
+-3/2
= ex
2kappa~/T P kappa?t

(t)

Aqui o parametro kappa controla o mal condicionamento da matriz A:

kappa = 5 para uma matriz bem condionada

kappa = 1 para uma matriz mal condionada.

A figura 4.1 representa a solugio exata do problema Heat, no caso em

que a matriz é de ordem 32 x 32.
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Figura 4.1: Solugao .4t para o problema Heat de dimensao n = 32,

kappa = 1.

4.1.2 Baart

O problema teste Baart é, conforme [15], uma discretizacao da equagao
integral de primeira ordem de Fredholm, dada em (2), por meio do método

de Garlekin, em que o lado direito g e o nicleo K sdo dados por

K(s,t) = exp(scos(t)), g(s)=2 . ,

com intervalos de integracdo s € [0, 5] e t € [0,7]. A solugdo é dada por
F @) = sin(t).

A figura 4.2 representa a solucao exata do problema Baart, no caso em
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que a matriz é de ordem 32 x 32.

0.35 T T T T T T

0.3 q

0.25 q

0.2 q

0.15 q

Figura 4.2: Solugao Tegpqtq para o problema Baart de dimensao n =

32.

4.1.3 Deriv2

O problema teste Deriv2 é, segundo [15], um problema mal posto
brando, isto é, os valores singulares decrescem lentamente para zero. Este
problema é uma discretizacao da equacao integral de primeira ordem de
Fredholm, realizada com o método de Garlekin, onde em (2) o lado direito

g e o nucleo K, que é a fungdo de Green para a segunda derivada, dado
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por s

<

s(t—1), s<t
K(s,t) = _ (=

- t(s—1), s>t

s8o conhecidos, sendo f a solugdo a ser determinada.

Ambos os intervalos de integragao em (2), para s e para t, sao [0, 1], em
que g e a correspondente solugdo f podem ser escolhidas entre as seguintes

opgoes:

(1) g(s) =252, f(t) =,

(2) g(s) = esmp(S) +(1—e)s—1, f(t) = exp(t), s
< (4532235)’8<% < t,t<%
(3) g(s) = 5 (—45%41262—0541) 10 f(t) = - 1
24 y S Z 2 1—t ; t Z 3

A figura 4.3 representa a solugdo exata do problema Deriv2, no caso

em que a matriz é de ordem 32 x 32.

4.1.4 Foxgood

Este é um problema teste severamente mal posto que nao satisfaz a
condigdo discreta de Picard para valores singulares muito pequenos. Ele
é uma discretizacao da equacao integral de Fredholm de primeira ordem,
dada em (2), para um sistema discreto de equagoes lineares Az = b, em
que A é uma matriz n X n, com intervalos de integracao iguais a [0, 1], cujo

nicleo K e o segundo membro g sdo dados respectivamente por:
1
K(s,t) = (s° +1°)2 |
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0.35r
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0.25r B
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0 . . . . . !
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Figura 4.3: Solug@o Zepata para o problema Deriv2 de dimensao

n = 32, nos 3 casos previstos.

e com solugdo f = t. A discretizacdo foi realizada com o método da

quadratura. (Cf. Hansen, em [15])

Usando o software MATLAB para calcular o nimero de condi- ¢do da

matriz A para diferentes parametros de discretizagdo, tem-se:
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n  numero de condigao

2 9.9
10 1.9 x 1010
20 3.2 x 107
50 9.1 x 10%°

A figura 4.4 representa a solucéo exata do problema Fozgood, no caso

em que a matriz é de ordem 32 x 32.

09r

0.8
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03r
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0.1

Figura 4.4: Solugao Zeyqte para o problema Foxgood de dimensao

n = 32.
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4.1.5 Gravity

Trata-se da discretizacao, realizada com o método da quadratura, de
um problema uni-dimensional em estudos gravitacionais, no qual a dis-
tribuico de massa f(t) estd situada a uma profundidade d, enquanto a
componente vertical do campo de gravidade é medido sobre a superficie.
O problema resultante é uma equagao integral de Fredholm de primeira

espécie cujo nicleo é dado por:
k(s t) = d(d* + (s — t)%) /2

Os seguintes exemplos estdo implementados em [15]:
(1) f(t) = sin(mt) + 0, bsin(2nt),
(2) f(t) = funcao linear por partes,
(3) f(t) = funcao constante por partes.

O intervalo de integragao para t é fixado como [0, 1], enquanto que o
intervalo de integragdo de s é [a,b]. O intervalo usual para s é também
[0, 1], conduzindo para uma matriz simétrica de Toeplitz. O pardmetro d

considerado padrao € igual a 0, 25.

A figura 4.5 representa a solugdo exata do problema Gravity, no caso

em que a matriz é de ordem 32 x 32.

4.1.6 I_laplace

Ea discretizagao da transformada inversa de Laplace (uma equagao in-

tegral de Fredholm de primeira espécie) por meio da quadratura de Gauss-
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exemplo 1|7

2F = — = = = = LN
TN R — — —exemplo 2
18r // | N — —exemplo 3|7

161

14

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 4.5: Solucao Zeyqte para o problema Gravity de dimensao
n = 32.
Laguerre. O ntcleo K, em (2), é dado por

K(s,t) = exp(—st)

e ambos os intervalos de integragéo séo [0, c0).

Os seguintes exemplos estdo implementados em [15], onde f denota a

solugéo e g denota o correspondente lado direito de (2):

(M) f0) = eap(-4/2).  o(s) = 75
@) f()=1—eap(~t/2).  o(s) = ~ 75

2

(3) f(t) = texp(—t/2), 9(8)=m7
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8

=0, t<2 _
@) f()= L gls) = =R2)

-1, t>2 $

A figura 4.6 representa a solugdo exata do problema [I_laplace, no caso

em que a matriz é de ordem 32 x 32.

25 T
exemplo=1
— — —exemplo=2
/AR — — - exemplo=3
2r FEERY exemplo=4 |
\
/ \
15F I \ 4
\
| \
! e i
i | -3
-
i 4 \
// !
0.5F D) \ 4
" \
/ \
of = R i
0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 4.6: Solugdo Zezqta para o problema I_laplace de dimensao

n = 32.

4.1.7 Phillips

Este problema teste, esquematizado por D. L. Phillips, é descrito
em [15] como uma discretizagao, mediante o uso do método de Garlekin, da
equagao integral de Fredholm de primeira ordem, dada em (2), com nicleo

suave, gerando um sistema de equagoes lineares Ax = b, com A € R"™*",
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reR"ebeR™.

Neste problema severamente mal condicionado, a matriz A possui

posto mal determinado, podendo até A ser singular.

Define-se a funcao
8
= 1+cosZE, |z|<3

P(z) = _
- 0, |z|>3

Entéo, o nticleo K, a solugao f e a fungéo g em (2) séo respectivamente

dados por:
K(s,t) = o(s — 1)

)=o)
o) =6-3) 14 5cos = 4 Lgin T

com ambos os intervalos de integraco iguais a [—6, 6].

A figura 4.7 representa a solugéo exata do problema Phillips, no caso

em que a matriz é de ordem 32 x 32.

4.1.8 Shaw

Em [15], este problema teste é descrito como uma discretizagao, pelo
método da quadratura, da equacao integral de Fredholm de primeira or-
dem, dada em (2), com [—g7 g] em ambos os intervalos de integracio. A
equacao integral é um modelo uni-dimensional de um problema de recon-

stituicdo de imagens.
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0.8 q
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0.4 q

Figura 4.7: Solugao xezqtq para o problema Phillips de dimensao

n = 32.

O nitcleo K e a solugdo f sdo dados por:

2 sin(u)

K(s,t) = cos(s) + cos(t)

u=m sin(s) + sin(t) e

f(t) = arexp —ci(t — tl)2 + azexp —ca(t — 152)2

Os parametros a1, «a,... sdo constantes que determinam a forma da
solugdo f e, para implementagao, foram utilizados a1 = 2, a2 =1, ¢1 = 6,
ca =2,t1 =0.8 ety =—-0.5 resultando uma funcao f com dois maximos

locais.
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O nicleo e a solucao sdo discretizados colocando-se n pontos para
produzir A e z. Entao o lado direito discreto g(s) em (2) é representado

por b = Ax.

O gréfico da figura 4.8 representa a solugao do problema teste Shaw

para uma matriz de ordem 32 x 32.

25

15

0.5

Figura 4.8: Solugao ¢yqtq para o problema Shaw de dimensao n =

32.

4.1.9 Tomo

Este é um problema teste de tomografia bi-dimensional, que foi dis-
cretizado através do método da quadratura [15].
Um domfnio bi-dimensional [0,n] x [0,n] é dividido em n® celulas de

dimens&o unitdria e um total de n? raios em direcdes aleatérias penetram
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neste dominio. A matriz A é esparsa.
A figura 4.9 representa a solucdo do problema teste Tomo para uma

matriz de ordem 32 x 32.

Figura 4.9: Solugao x¢yqtq para o problema Tomo de dimensao n =

32.

4.1.10 Wing

Em [15] o problema teste Wing é conceituado como uma  dis-
cretizagdo, realizada pelo método de Garlekin, da equagdo integral de
Fredholm de primeira ordem, dada em (2), com ambos os intervalos de

integragao iguais a [0, 1], com o nicleo e o lado direito dados por:
K(s,t) =t exp(—st?) |
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exp(—stt) — exp(—st3)

g(s) = %% :
e cuja solugao f é dada por
8
<
1, t1 <t<ta
)=
- 0, nos outros casos .

Aqui, t1 e t2 s@o constantes satisfazendo 0 < t; < t2 < 1. Caso

- . . ~ - 1
estas constantes ndo sejam especificadas, sdo utilizados os valores t; = 3

ety = —.
73

A figura 4.10 representa a solugdo do problema teste Wing para uma

matriz de ordem 32 x 32.

0.14-

0.12F

0.1r

0.08

0.04

0.02

Figura 4.10: Solugao z¢zqiq para o problema Wing de dimensao n =

32,t1 =1/3 ety =2/3.
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4.2 Resultados numéricos

A aplicagdo dos métodos da GCV, da curva-L, do ponto fixo, da quase-
otimali-dade, da discrepancia,da LSQR, GMRES e RRGMRES aos prob-
lemas testes Heat, Baart, Deriv2, Foxgood, Gravity, I_la- place, Phillips,
Shaw, Tomo e Wing, permitem concluir sobre a vantagem ou desvan-
tagem de um método em relacdo aos outros, em determinado tipo de
problema. Nesta secao, sao apresentados alguns resultados numéricos que
ilustram a eficiéncia dos métodos de regularizacao diretos e dos iterativos,
abordados neste trabalho. Para os métodos diretos, a determinacao dos
parametros de regularizagao foi feita usando rotinas do pacote Regulariza-
tion Tools [15]. Para o método iterativo LSQR, trés critérios de parada
foram utilizados: o de Morigi, o da discrepancia e o proposto por nds no
capitulo anterior. Nos resultados numéricos, esses 3 critérios sao identi-
ficados pela notagdo Critl, Crit2, e Crit3, respectivamente. Ja para o
método RRGMRES, apenas Critl, Crit2 sdo utilizados, visto que a pro-
priedade descrita no lema 3.1 que fundamenta o Crit3, nao é satisfeita

para o GMRES nem para o RRGMRES.

Em Az = b de cada um dos problemas testes discretizados, o vetor de
dados b esta sendo perturbado por um ruido e, tal que b=b+ e, em que
e é um vetor randémico nao nulo. Os niveis de erros relativos utilizados
foram de 0,1%, a 1% e a 5% aplicados no vetor de dados b. A medida do
desempenho de cada um dos métodos diretos serd feita pela comparagao
do erro relativo, dado por

ER, = ||37eacato - -T)\H 7

”xezaton
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em que Tezato € a solucao exata de cada problema e xy é a solugao aprox-
imada para o problema. Nos métodos iterativos, além da comparagao do

erro relativo serd comparada a iteracao de parada com a iteracao 6tima.

Para se ter melhores condigbes de analisar a performance de cada um
dos métodos de regularizagdo utilizados neste trabalho, cada problema
teste foi resolvido 50 vezes, ou seja, foram gerados 50 vetores randémicos
e distintos. Os resultados encontam-se nas tabelas 4.1 a 4.20, onde foram

utilizadas as seguintes notagoes:

ER Erro relativo médio
ER oz Erro relativo maximo
ER,in Erro relativo minimo
ER, Erro relativo 6timo
A Parametro de regularizacao médio
Anaz Parametro de regularizagao maximo
Amin Parametro de regularizagao minimo
It Iteracao maxima de parada
k Iteracao maxima 6tima

NR Nivel de ruido
MOR Critério de parada de Morigi
DP Critério de parada da Discrepéancia

Min_psi Novo critério de parada
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4.2.1 Heat

Neste problema teste foi utilizada uma matriz A € R512X512 de
nuimero de condigdo 5.0036e + 070. Os resultados estdo nas tabelas 4.1
e 4.2. Na figura 4.11 encontra-se a solugao regularizada, =, obtida pelo

método LSQR.

Com respeito aos métodos diretos, o método do ponto fixo forneceu
melhores solucoes para baixos niveis de erros NR no vetor b. O aumento
desses niveis de erros fez com que todos os métodos originassem solugoes
semelhantes, exceto o da quase otimalidade que apresentou solugoes inade-
quadas em relacao eo erro relativo médio E'R, sob quaisquer niveis de erros
NR. Ja em relagao aos métodos iterativos, o LSQR com o novo critério de
parada mostrou-se mais eficiente, tanto em relagdo ao erro relativo médio
como em relagdo a iteragao 6tima, independente do aumento do nivel de

erro N R no vetor b.
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Tabela 4.1: Comparagao dos resultados dos métodos da Curva-L, Dis-

crepancia, Ponto fixo, Quase otimalidade e GCV, para o problema Heat.

Curva-L Discrep. Ponto fixo Quase otim GCV
NR = 0.1%

ER 0.0926 0.1098 0.0296 9.6246e+048 0.0426
ERmax 0.1214 0.1365 0.0373 2.7949e+049 0.0710
ERin 0.0678 0.0856 0.0235 2.357Te+047 0.0257

A 0.00021 0.00018 0.001007 3.2660e-063 0.000478
Amaz 0.00022 0.00018 0.00114 3.2660e-063 0.00055
Amin 0.00019 0.00017 0.00086 3.2660e-063 0.00031

NR = 1%

ER 0.1060 0.0992 0.0866 9.6246e+049 0.1206
ERmax 0.1413 0.1325 0.1152 2.7949e+050 0.3430
ERmin 0.0774 0.0699 0.0656 2.3577e+048 0.0712

A 0.00169 0.001855 0.003439 3.2660e-063 0.001633
Amax 0.00181 0.00189 0.00409 3.2660e-063 0.00198
Amin 0.00154 0.00182 0.00280 3.2660e-063 0.00068

NR = 5%

ER 0.1700 0.1950 0.1782 4.8123e+4-050 0.2108
ERmax 0.2270 0.2363 0.2364 1.3975e+051 0.3549
ERpin 0.1197 0.1617 0.1155 1.1789e+049 0.1333

A 0.00698 0.0103 0.00854 3.2660e-063 0.00424
Amax 0.00757 0.01055 0.01054 3.2660e-063 0.00540
Amin 0.00633 0.00998 0.00643 3.2660e-063 0.00281
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Tabela 4.2: Comparagao dos resultados dos métodos LSQR e RRGM-
RES, para o problema Heat.

LSQR RRGMRES
NR = 0.1%
MOR DP Min_Psi MOR DP
ER | 0.6642  0.0382 0.0362 0.8029  89.2476
ER, | 0.0268 0.0268 0.0268 1.0755  1.0755
It 2 17 18 1 99
R 22 22 22 1 1
NR = 1%
ER | 0.6642 0.1024 0.0817 0.8029  520.0721
ER, | 0.0759  0.0759 0.0759 1.0755  1.0755
It 2 11 15 1 99
R 16 16 16 1 1
NR = 5%
ER | 0.6642  0.2399 0.1995 0.8030  134.2660
ER, | 0.1632 0.1632 0.1632 1.0765  1.0765
It 2 7 9 1 79
R 12 12 12 1 1
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Figura 4.11: Solugao exata, Tezqtq, € solucao regularizada, xy, para

o problema Heat, com erro relativo de 0.1% em b.
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4.2.2 Baart

As comparagoes seguintes, referentes ao problema teste Baart, corre-
. 512x512 : . - =
spondem a uma matriz A € R que possui um numero de condigao

igual a 3.2176e + 018, e os resultados se encontram nas tabelas 4.3 e 4.4.

Tabela 4.3: Comparacao dos resultados dos métodos da Curva-L, Dis-

crepancia, Ponto fixo, Quase otimalidade e GCV, para o problema Baart.

Curva-L Discrep. Ponto fixo Quase otim GCV
NR = 0.1%

ER 0.1147 0.1172 0.1211 0.1234 6.6386e+-003
ERpmax 0.1449 0.1310 0.1464 0.1586 3.3085e+005
ER.in 0.1010 0.1079 0.0967 0.1053 0.0524

A 0.0014 0.0023 0.0034 0.0037 0.0008
Amaz 0.0019 0.0023 0.0073 0.0148 0.0014
Amin 0.0011 0.0023 0.0010 0.0004 2.1494e-010

NR = 1%

ER 0.1595 0.1655 0.1583 0.1704 6.6379e+004
ERmax 0.1848 0.1812 0.1913 0.4097 3.3085e+006
ERpin 0.1311 0.1403 0.1111 0.1239 0.1102

A 0.0137 0.0237 0.0191 0.0143 0.0061
Amax 0.01976 0.02386 0.03605 0.02678 0.01019
Amin 0.00847 0.02352 0.00599 0.00098 2.1494e-010

NR = 5%

ER 0.2588 0.2844 0.2003 0.1922 3.3191e+005
ERpmax 0.3012 0.3230 0.3271 0.3088 1.6542e+4-007
ERmin 0.2404 0.2635 0.1329 0.1403 0.1305

A 0.0975 0.1271 0.0546 0.0374 0.0130
Amax 0.1076 0.1289 0.1393 0.1831 0.0388
Amin 0.0712 0.1237 0.0156 0.0109 2.1494e-010
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Tabela 4.4: Comparacao dos resultados dos métodos LSQR e

RES, para o problema Baart.

LSQR RRGMRES
MOR DP Min_Psi MOR DP
NR = 0.1%

ER | 0.1609 0.1659 0.1200 0.6880  0.1659
ER, | 0.1110 0.1110 0.1110 0.0342  0.0342
It 4 3 4 1 3
R 5 5 5 4 4

NR = 1%

ER | 0.2158  0.1667 0.1667 0.6880  0.1667
ER, | 0.1532  0.1532 0.1532 0.0379  0.0379
It 3 3 3 1 3
R 4 4 4 4 4

NR = 5%

ER | 0.3114  0.3418 0.3418 0.6880  0.3169
ER, | 0.1792  0.1792 0.1792 0.0770  0.0770
It 3 2 2 1 3
R 4 4 4 3 3

RRGM-

Neste problema teste Baart, a relacdo entre parametros de regular-

izagdo maximos e mi- nimos obtidos pelo método da GCV, para quaisquer

nivel de erros N R no vetor b, foi da ordem de 1.0e + 010, fazendo, assim,

com que as solucoes obtidas tivessem erros relativos médios ER muito

grandes, ocasionando solugoes inapropriadas.

Todos os outros métodos

diretos geraram solugdes com erro relativo médio FR baixo. Analisando

os métodos iterativos, todos os critérios de parada se comportaram do

mesmo modo, exceto o critério de Morigi quando associado ao método

RRGMRES.
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4.2.3 Deriv2

As comparagdes seguintes, referentes ao problema teste Deriv2, corre-
spondem a uma matriz A € R*'2*%12 com um niimero de condicao igual a

7.9681e 4 004, e os resultados estdo apresentados na tabelas 4.5 e 4.6.

Para o problema teste Deriv2 todos os métodos, diretos e iterativos,
forneceram solugées adequadas com erros relativos médios ER variando
entre 15% e 37% em fungao do aumento do nivel do erro NR no vetor de

dados b.
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Tabela 4.5: Comparagao dos resultados dos métodos da Curva-L, Dis-

crepancia, Ponto fixo, Quase otimalidade e GCV, para o problema Deriv2.

Curva-L Discrep. Ponto fixo Quase otim GCV
NR = 0.1%

ER 0.1747 0.1890 0.1574 0.1696 0.1671
ERpax 0.1965 0.2153 0.1708 0.1814 0.2255
ERpin 0.1512 0.1592 0.1435 0.1566 0.1409

A 0.0867e-03  0.0759¢-03 0.2159e-03 0.3125e-03 0.1030e-03

Amaz 0.0908e-03  0.0779e-03 0.2727e-03 0.4460e-03 0.1248e-03
Amin 0.0852e-03  0.0742e-03 0.1706e-03 0.2214e-03 0.0619e-03

NR = 1%

ER 0.2240 0.2256 0.2302 0.2496 0.2521
ERmax 0.2647 0.2636 0.2758 0.2804 0.4401
ERmin 0.1934 0.1976 0.1969 0.2303 0.1970

A 0.00073 0.00082 0.00099 0.00145 0.00048
Amaz 0.00079 0.00083 0.00159 0.00245 0.00065

Amin 0.6965e-03  0.8055e-03 0.7298e-03 0.9909e-03 0.2514e-03

NR = 5%

ER 0.3112 0.3291 0.2999 0.3291 0.3765
ERpmax 0.3602 0.3590 0.3595 0.3612 1.6522
ERin 0.2887 0.3126 0.2444 0.2905 0.2459

A 0.0034 0.0045 0.0029 0.0044 0.0014
Amaz 0.0036 0.0045 0.0045 0.0065 0.0021
Amin 0.0031 0.0043 0.0020 0.0027 0.0003
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Tabela 4.6: Comparacao dos resultados dos métodos LSQR. e
RES, para o problema Deriv2.

LSQR RRGMRES
MOR DP Min_Psi MOR DP
NR = 0.1%

ER | 0.1648  0.1720 0.1569 0.1854  0.1913
ER, | 0.1514  0.1514 0.1514 0.1517  0.1517
It 14 11 14 11 10
R 16 16 16 12 12

NR = 1%

ER | 0.2503  0.2709 0.2312 0.2633  0.2783
ER, | 0.2213 0.2213 0.2213 0.2224  0.2224
It 9 6 7 7 5
R 9 9 9 8 8

NR = 5%

ER | 0.3241  0.3703 0.3255 0.3399  0.3716
ER, | 0.2910 0.2910 0.2910 0.2922  0.2922
It 5 4 4 5 3
R 7 7 7 6 6
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4.2.4 Foxgood

As comparagOes seguintes, referentes ao problema teste Foxgood, cor-
; 512X 512 . L
respondem a uma matriz A € R de niimero de condicao igual a

3.2445e 4+ 019, e os resultados se encontram nas tabelas 4.7 e 4.8.

Neste problema teste Foxgood, o método LSQR com o novo critério
de parada forneceu a melhor solucao para um nivel de erro NR de 0.1%,
com a solucdo possuindo um erro relativo médio FR praticamente igual
ao erro relativo 6timo médio ER,. Novamente o método da GCV foi o
que apresentou os piores resultados, pois o erro relativo médio ER das

solugoes regularizadas chegou a 6.69¢ + 003.
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Tabela 4.7: Comparacao dos resultados dos métodos da Curva-L, Dis-

crepancia, Ponto fixo, Quase otimalidade e GCV, para o problema Foz-

good.
Curva-L Discrep. Ponto fixo Quase otim GCV
NR = 0.1%

ER 0.0223 0.0240 0.0106 0.0105 342.8316
ERpax 0.0652 0.0623 0.0232 0.0257 1.6877e+004
ER.in 0.0071 0.0069 0.0033 0.0026 0.0016

A 0.00082 0.00077 0.00345 0.00300 0.00121
Amaz 0.0011 0.0008 0.0058 0.0118 0.0020
Amin 0.00056 0.00076 0.00192 0.00150 2.9845e-009

NR = 1%

ER 0.0286 0.0267 0.0253 0.0290 3.4180e+003
ERpax 0.0819 0.0802 0.0478 0.0466 1.6877e+005
ERpin 0.0041 0.0025 0.0045 0.0203 0.0048

A 0.0061 0.0077 0.0119 0.0133 0.0046
Amax 0.0075 0.0078 0.0174 0.0214 0.0073
Amin 0.0046 0.0076 0.0057 0.0027 2.9845e-009

NR = 5%

ER 0.0391 0.0546 0.0421 0.0395 212.9913
ERpax 0.0845 0.0856 0.0836 0.0824 6.6900e+-003
ERmin 0.0132 0.0321 0.0109 0.0164 0.0093

A 0.0213 0.0395 0.0270 0.0224 0.0095
Amax 0.0280 0.0397 0.0388 0.0338 0.0149
Amin 0.0159 0.0389 0.0125 0.0145 3.2207e-007
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Tabela 4.8: Comparacio dos resultados dos métodos LSQR e RRGM-
RES, para o problema Fozgood.

LSQR RRGMRES
MOR DP Min_Psi MOR DP
NR = 0.1%

ER | 0.0209 0.0299 0.0083 0.0213  0.0299
ER, | 0.0082  0.0082 0.0082 0.0082  0.0082
It 3 3 3 3 3
R 4 4 4 4 4

NR = 1%

ER | 0.0430 0.0311 0.0311 0.0409  0.0311
ER, | 0.0252  0.0252 0.0252 0.0253  0.0253
It 3 2 2 3 2
R 3 3 3 3 3

NR = 5%

ER | 0.1338  0.0360 0.0360 0.1338  0.0360
ER, | 0.0358  0.0358 0.0358 0.0359  0.0359
It 2 2 2 2 2
R 3 3 3 3 3
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4.2.5 Gravity

Para este problema teste foi utilizada uma matriz A € R>12*512

com
um nimero de condigao 2.2471e+019. Os resultados obtidos se encontram
nas tabelas 4.9 e 4.10. Na figura 4.12 encontra-se a solugdo regularizada,

xx, obtida pelo método GCV.

GCV A =0.092922
1.4 T T T

-
— — —sol. pel \
12 sol. pela GCV| |

0.8

0.6

0.4

0 100 200 300 400 500 600

Figura 4.12: Solucdo exata, Tezqta, € solugao regularizada, xy, para

o problema Gravity, com erro relativo de 1% em b.

Para o problema teste Gravity, nos trés niveis de erro NR aplicados
no vetor de dados, os métodos diretos e os iterativos originaram solugoes
regularizadas adequadas e, novamente, a excecdo ficou para a GCV que

com o aumento do nivel de erro N R nao forneceu solucoes adequadas.
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Tabela 4.9: Comparacao dos resultados dos métodos da Curva-L, Dis-

crepancia, Ponto fixo, Quase otimalidade e GCV, para o problema Grav-

ity.

Curva-L Discrep. Ponto fixo Quase otim GCV
NR = 0.1%

ER 0.0304 0.0366 0.0136 0.0131 0.2919
ERuax 0.0598 0.0677 0.0178 0.0184 12.0712
ER,in 0.0117 0.0156 0.0074 0.0082 0.0061

A 0.0070 0.0058 0.0465 0.0350 0.0174
Amaz 0.0084 0.0059 0.0630 0.0692 0.0247
Amin 0.0056 0.0057 0.0275 0.0164 3.7236e-005

NR = 1%

ER 0.0404 0.0390 0.0281 0.0295 2.4794
ERnax 0.0684 0.0661 0.0497 0.0519 120.7126
ERpin 0.0193 0.0178 0.0151 0.0201 0.0166

A 0.0551 0.0586 0.1619 0.1372 0.0706
Amax 0.0634 0.0591 0.2236 0.2222 0.0929

min 0.0451 0.0573 0.1011 0.0528 3.7236e-005
NR = 5%

ER 0.0570 0.0520 0.0506 0.0530 12.2119
ERmax 0.1239 0.1120 0.0870 0.0845 603.5632
ERpin 0.0251 0.0287 0.0287 0.0274 0.0275

A 0.2184 0.2958 0.3727 0.3560 0.1681
Amaw 0.2613 0.2983 0.5179 0.5843 0.2265
Amin 0.1823 0.2882 0.2331 0.1843 3.7236e-005
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Tabela 4.10: Comparacao dos resultados dos métodos LSQR e RRGM-
RES, para o problema Gravity.

LSQR RRGMRES
MOR DP Min_Psi MOR DP
NR = 0.1%

ER | 0.0159 0.0224 0.0161 0.0158  0.0224
ER, | 0.0120 0.0120 0.0120 0.0121  0.0121
It 9 7 8 9 7
R 10 10 10 10 10

NR = 1%

ER | 0.0337  0.0472 0.0318 0.0356  0.0472
ER, | 0.0274 0.0274 0.0274 0.0279  0.0279
It 7 5 8 7 5
R 8 8 8 8 8

NR = 5%

ER | 0.0626 0.0710 0.0531 0.0650  0.0923
ER, | 0.0499  0.0499 0.0499 0.0498  0.0498
It 6 4 5 6 4
R 6 6 6 6 6

108



4.2.6 I_laplace

Para as comparacGes referentes ao problema teste I_laplace, utilizou-se

R512%512 " com niimero de condicdo 7.6160e + 032. Nas

uma matriz A €
tabelas 4.11 e 4.12 encontram-se os resultados obtidos.
Dentre os métodos diretos, o método do ponto fixo foi o que alcangou

R512%512 o5 métodos da dis-

melhores resultados. Para a matriz A €
crepancia e da quase otimalidade nao originaram solugoes regularizadas,
pelo fato de terem ocorrido divisGes por zero durante a compilagdo, mas
para matrizes A € R™*", com n inferior a 380, esses métodos se com-
portaram de modo analogo aos outros métodos diretos. Para os métodos
iterativos, o LSQR com o novo critério de parada gerou solugdes com erro

relativo médio £ R muito préoximo ao 6timo FR,, neste problema teste

I_laplace.
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Tabela 4.11:

Comparacgdo dos resultados dos métodos da Curva-L,

Discrepéancia, Ponto fixo, Quase otimalidade e GCV, para o problema

Llaplace.
Curva-L Discrep. Ponto fixo Quase otim GCV
NR = 0.1%

ER 0.8038 NaN 0.1829 NaN 1.2627
ERmax 0.8039 NaN 0.1905 NalN 36.3440
ERpin 0.8038 NaN 0.1743 NalN 0.1654

A 4.8721 NaN 0.0086 NaN 0.0023
Amas 4.8721 NaN 0.0133 NaN 0.0039
Amin 4.8721 NaN 0.0052 NaN 4.9341e-006

NR = 1%

ER 0.8038 NaN 0.2067 NaN 0.8405
ERpax 0.8040 NaN 0.2166 NaN 16.2112
ERpin 0.8036 NaN 0.1950 NaN 0.1855

A 4.8721 NaN 0.0535 NaN 0.0173

Amax 4.8721 NaN 0.0745 NaN 0.0310

4.8721 NaN 0.0304 NaN 0.0001
NR = 5%

ER 0.8039 NaN 0.2280 NaN 0.3677
ERpmax 0.8049 NaN 0.2466 NaN 5.0344
ERpin 0.8026 NaN 0.2076 NalN 0.1963

A 4.8721 NaN 0.1548 NalN 0.0611
Amaz 4.8721 NaN 0.2266 NaN 0.0899
Amin 4.8721 NaN 0.0831 NaN 0.0017
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Tabela 4.12: Comparagao dos resultados dos métodos LSQR e RRGM-
RES, para o problema [ laplace.

LSQR RRCMRES
MOR DP Min_Psi MOR DP
NR = 0.1%

ER | 02637 0.1913 0.1881 0.7519  0.1949
ER, | 0.1752  0.1752 0.1752 0.4042  0.4042
It 4 10 10 1 11
R 13 13 13 3 3

NR = 1%

ER | 0.2636 0.2166 0.2061 0.7519  0.2231
ERo | 0.1992  0.1992 0.1992 0.4063  0.4063
It 4 7 8 1 8
R 11 11 11 9 9

NR = 5%

ER | 0.2594 0.2631 0.2304 0.7521  0.2406
ER, | 0.2196 0.2196 0.2196 0.4026  0.4026
It 7 5 6 1 6
R 9 9 9 8 8
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4.2.7 Phillips

Na resolucéo deste problema teste utilizou-se uma matriz A € R512%512
cujo némero de condigao ¢ 1.1354e 4+ 008. Os resultados se encontram nas

tabelas 4.13 e 4.14.

Tabela 4.13: Comparacao dos resultados dos métodos da Curva-L, Dis-

crepancia, Ponto fixo, Quase otimalidade e GCV, para o problema Phillips.

Curva-L Discrep. Ponto fixo Quase otim GCV
NR = 0.1%

ER 0.0662 0.0915 0.0091 0.0094 0.0199
ERmax 0.0915 0.1233 0.0130 0.0135 0.2720
ER.in 0.0500 0.0714 0.0057 0.0055 0.0078

A 0.0065 0.0049 0.0515 0.0586 0.0250
Amaz 0.0072 0.0050 0.0670 0.0867 0.0302
Amin 0.0057 0.0048 0.0397 0.0444 0.0025

NR = 1%

ER 0.0501 0.0604 0.0219 0.0228 0.0525
ERpax 0.0744 0.0910 0.0310 0.0293 0.2459
ERpin 0.0300 0.0341 0.0136 0.0171 0.0169

A 0.0581 0.0502 0.1629 0.2117 0.0736
Amax 0.0625 0.0507 0.2215 0.2655 0.0949
Amin 0.0524 0.0490 0.1103 0.1761 0.0193

NR = 5%

ER 0.0529 0.0438 0.0377 0.0384 0.1445
ERpax 0.0824 0.0711 0.0637 0.0629 1.2169
ERmin 0.0238 0.0158 0.0173 0.0181 0.0257

A 0.2028 0.2539 0.3592 0.3471 0.158
Amax 0.2331 0.2561 0.4993 0.4523 0.1984
Amin 0.1830 0.2480 0.2331 0.2889 0.0195
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Tabela 4.14: Comparacgao dos resultados dos métodos LSQR e RRGM-
RES, para o problema Phillips.

LSQR RRGMRES
MOR DP Min_Psi MOR DP
NR = 0.1%

ER | 0.0243 0.0103 0.0243 0.0243  0.0231
ER, | 0.0082  0.0082 0.0082 0.0083  0.0083
It 6 9 5 4 7
R 10 10 10 10 10

NR = 1%

ER | 0.0246  0.0248 0.0246 0.0260  0.0272
ER, | 0.0224 0.0224 0.0224 0.0207  0.0207
It 6 5 6 5 4
R 9 9 9 9 9

NR = 5%

ER | 0.0710 0.0883 0.0365 0.0441  0.0913
ER, | 0.0293  0.0293 0.0293 0.0299  0.0299
It 6 4 8 6 3
R 7 7 7 7 7

No problema teste Phillips, o método do ponto fixo obteve melhores
resultados, dentre os métodos diretos. Ja entre os métodos iterativos, o
método LSQR com o novo critério de parada se comportou melhor com o

aumento dos niveis de erro N R no vetor de dados.
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4.2.8 Shaw

As solugGes deste problema teste Shaw se encontram nas tabelas 4.15

R512><512

e 4.16 e foram obtidas a partir de uma matriz A € com numero

de condigao 4.3053e 4+ 019.

Tabela 4.15: Comparacao dos resultados dos métodos da Curva-L, Dis-

crepancia, Ponto fixo, Quase otimalidade e GCV, para o problema Shaw.

Curva-L Discrep. Ponto fixo Quase otim GCV
NR = 0.1%

ER 0.0492 0.0489 0.0483 0.0499 4.5571e+06
ERpax 0.0751 0.0720 0.0564 0.0764 2.2782e+08
ER,pin 0.0321 0.0332 0.0387 0.0426 0.0370

A 0.0021 0.0023 0.0074 0.0042 0.0025
Amaz 0.0028 0.0023 0.0110 0.0074 0.0035
Amin 0.0013 0.0023 0.0047 0.0006 6.7715e-13

NR = 1%

ER 0.0761 0.0834 0.0958 0.1256 4.5571e+07
ERmax 0.1431 0.1432 0.1571 0.1599 2.2782e+09
ERin 0.0520 0.0533 0.0552 0.0493 0.0513

A 0.0178 0.0234 0.0331 0.0712 0.0100
Amax 0.0218 0.0236 0.0700 0.1224 0.0201
Amin 0.0153 0.0231 0.0175 0.0063 0.0000

NR = 5%

ER 0.1512 0.1584 0.1503 0.1622 2.2786e4-08
ERmax 0.2147 0.2009 0.1918 0.3380 1.1391e+10
ERpin 0.1219 0.1338 0.0800 0.0948 0.0673

A 0.0846 0.1198 0.1046 0.1178 0.0400
Amax 0.1014 0.1209 0.1533 0.1688 0.0664
Amin 0.0641 0.1174 0.0447 0.0086 6.7715e-13
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Tabela 4.16: Comparagao dos resultados dos métodos LSQR e RRGM-
RES, para o problema Shaw.

LSQR RRGMRES
MOR DP Min_Psi MOR DP
NR = 0.1%

ER | 0.0516  0.0477 0.0477 0.5880  0.0592
ER, | 0.0445 0.0445 0.0445 0.0445  0.0445
It 8 7 7 1 6
R 9 9 9 9 9

NR = 1%

ER | 0.0819 0.1642 0.1099 0.5880  0.1642
ER, | 0.0644  0.0644 0.0644 0.0665  0.0665
It 7 5 6 1 5
R 8 8 8 8 8

NR = 5%

ER | 0.2033 0.1684 0.1684 0.5880  0.1684
ER, | 0.1419  0.1419 0.1419 0.1420  0.1420
It 6 4 4 1 4
R 7 7 7 7 7

Neste problema teste Shaw, o método da GCV gerou solugoes inade-
quadas, enquanto que os outros métodos de regularizagao utilizados ger-

aram solugbes bem semelhantes entre si.
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4.2.9 Tomo

Para a resolugao deste problema teste foi tomado n = 25 em Regular-

5 .
R525%625 " ¢yjo nimero

ization Tools [15], gerando assim, uma matriz A €
de condigao é igual a 4.3053e + 019. As tabelas 4.17 e 4.18 permitem a

comparagao dos métodos de resolugdo empregados.

Image Exata Image Aprox.

Figura 4.13: Solugao Texata para o problema tomo de dimensao 625.
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Tabela 4.17: Comparacao dos resultados dos métodos da Curva-L, Dis-

crepancia, Ponto fixo, Quase otimalidade e GCV, para o problema Tomo.

Curva-L Discrep. Ponto fixo Quase otim GCV
NR = 0.1%

ER 0.2189 0.2116 0.1139 0.2204 0.1055
ERpmax 0.5429 0.5353 0.1175 0.5429 0.3353
ERpin 0.1004 0.0991 0.1100 0.1005 0.0696

A 0.0002 0.0008 0.1601 2.3396e-06 0.0234
Amaz 0.0010 0.0022 0.1639 4.3362e-06 0.0448
Amin 7.9471e-06 0.0001 0.1557 1.3393e-06 0.0007

NR = 1%

ER 1.3844 1.0524 0.3026 1.8490 0.3278
ERpmax 4.7636 3.5868 0.3082 4.7636 2.5902
ERmin 0.4248 0.4365 0.2978 0.7756 0.2555

A 0.0063 0.0090 0.8429 0.0000 0.2598
Amaz 0.0313 0.0296 0.8754 5.5122e-006 0.3802
Amin 0.000002 0.00085 0.8213 0.000002 0.00079

NR = 5%

ER 4.2941 1.5182 0.4235 6.1402 0.3900
ERnmax 10.7620 7.9868 0.4325 10.7620 0.4093
ERpin 0.5708 0.6471 0.4154 3.1849 0.3746

A 0.0471 0.0783 2.2221 4.5541e-06 0.9905
Amaz 0.2343 0.1606 2.3123 7.3384e-06 1.2104
Amin 2.9066e-06 0.0033 2.1699 2.6415e-06 0.7400

Para o problema teste Tomo, o método do ponto fixo e o da GCV
forneceram solugoes regularizadas melhores que as dos outros métodos

diretos.

117



Tabela 4.18: Comparacao dos resultados dos métodos LSQR e

RES, para o problema Tomo.

LSQR RRGMRES
MOR DP Min_Psi MOR DP
NR = 0.1%

ER | 0.3079  0.1291 0.1253 0.7930  0.1122
ER, | 0.1122  0.1122 0.1122 0.9156  0.9156
It 8 63 64 2 99
R 99 99 99 2 2

NR = 1%

ER | 0.2667 0.2331 0.1969 0.5981  0.2371
ER, | 0.1827  0.1827 0.1827 0.9132  0.9132
It 15 19 87 1 99
R 73 73 73 2 2

NR = 5%

ER | 0.3697  0.3600 0.9275 0.5383  1.0097
ER, | 0.3264 0.3264 0.3264 0.9130  0.9130
It 5 7 99 2 99
R 15 15 15 1 1

4.2.10 Wing

RRGM-

Foi escolhida para a resolugdo deste problema teste uma matriz A €

R256>< 256

estao nas tabelas 4.19 e 4.20.

, cujo numero de condigdo é igual a 1.2052e + 020. Os resultados

Para o problema teste Wing, nenhum dos métodos testados chegou

a uma solugdo préxima da solugdo exata, independente do nivel de erro

NR no vetor de dados, conforme pode ser visto, tanto pelo erro relativo

médio ER, na ordem de 60%, como pela solugao gerada, por exemplo, pelo
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Tabela 4.19: Comparacao dos resultados dos métodos da Curva-L, Dis-

crepancia, Ponto fixo, Quase otimalidade e GCV, para o problema Wing.

Curva-L Discrep. Ponto fixo Quase otim GCV
NR = 0.1%

ER 0.6029 0.6032 0.5890 0.6040 1.3373e+04
ERmax 0.6097 0.6102 0.6047 0.6055 6.3943e+-05
ERnmin 0.6002 0.5999 0.4484 0.6033 0.4519

A 0.2570e-03  0.3165e-03 0.8431e-03 0.5778e-03 0.2556e-03
Amaz 0.0003 0.0003 0.0015 0.0021 0.0005
Amin 0.1205 0.3127 0.0354 0.1722 1.5245e-011

NR = 1%

ER 0.6048 0.6045 0.6045 0.6063 1.3247e+005
ERpmax 0.6065 0.6055 0.6051 0.6403 6.3943e+006
ERnmin 0.6029 0.6041 0.6030 0.6031 0.6035

A 0.0019 0.0032 0.0030 0.0026 0.0011
Amaz 0.0027 0.0032 0.0044 0.0051 0.0017
Amin 0.0009 0.0032 0.0015 0.0002 1.5245e-011

NR = 5%

ER 0.6050 0.6193 0.6053 0.6051 6.6233e+005
ERmax 0.6078 0.6289 0.6112 0.6076 3.1972e+007
ERnin 0.6036 0.6127 0.6037 0.6032 0.6032

A 0.0056 0.0190 0.0066 0.0053 0.0020
Amaz 0.0077 0.0194 0.0106 0.0080 0.0033
Amin 0.0030 0.0184 0.0033 0.0022 1.5245e-011

método do ponto fixo, figura 4.15. O fato de que, somente neste problema
teste, nenhum dos métodos utilizados gerou uma solucdo adequada, nos
levou a fazer uma verificacdo da condigao discreta de Picard. A figura 4.14

mostra que os coeficientes de Fourier, representados por (x), a partir do
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Tabela 4.20: Comparacao dos resultados dos métodos LSQR e

RES, para o problema Wing.

LSQR RRGMRES
MOR DP Min_Psi MOR DP
NR = 0.1%

ER | 0.6044  0.6044 0.6044 0.8237  0.6043
ER, | 0.5475  0.5475 0.5475 0.5963  0.5963
It 2 2 3 1 3
R 5 5 5 3 3

NR = 1%

ER | 0.6044  0.6044 0.6044 0.7755  0.6044
ER, | 0.5944  0.5944 0.5944 0.6401  0.6401
It 2 2 2 2 2
R 4 4 4 3 3

NR = 5%

ER | 0.6661  0.6047 0.6047 0.7887  0.6047
ER, | 0.6047  0.6047 0.6047 0.7689  0.7689
It 2 2 2 2 2
R 3 3 3 3 3

RRGM-

coeficiente de indice n = 4, estao sobre os valores singulares, representados

por (.), fazendo com que a razao entre eles, representada por (0), seja muito

grande & medida que n cresce. Assim, este problema teste ndo possui uma

solugdo de quadrado integrdvel. Por conseguinte, ndo satisfaz a condigao

discreta de Picard, ndo sendo possivel apresentar uma solugao adequada.
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Figura 4.14: Valores singulares para a matriz A do problema Wing,
coeficientes de Fourier e a razao entre eles, com n=256 e erro rela-

tivo=5% no vetor b.
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Ponto fixo A = 0.00031272
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Figura 4.15: Solugao exata, Tegzqtq, € solucao regularizada, ), para

o problema Wing, com erro relativo de 0.1% em b.
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Capitulo 5

Conclusao

Nas simulagoes verificadas no capitulo anterior, pode-se observar que
dentre os métodos diretos o que se comportou melhor, na maioria dos
casos, 20 dos 30 casos estudados, foi o método do ponto fixo e aquele com
os piores resultados foi o da GCV.

Em termos gerais e lembrando que os métodos iterativos possuem um
esforco computacional menor do que os métodos diretos, pelo fato, de
nao precisarem calcular a SVD da matriz representativa do problema dis-
cretizado, o novo critério de parada foi mais eficiente em 10 casos, conforme
pode ser verificado pelo quadro resumo que se encontra na tabela 5.1.

Agora, se compararmos somente os trés critérios de parada empregados
no método LSQR , cujo resumo que se encontra na tabela 5.2, podemos
observar a nitida vantagem do novo critério de parada, apresentado neste

trabalho, em relacdo aos demais critérios testados, estes melhores resul-
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Tabela 5.1: Resumo dos métodos de regularizacao mais eficientes por

problema teste.

NR = 0.1% NR = 1% NR = 5%

Heat ponto fixo LSQR com novo crit. curva-L

Baart curva-Li ponto fixo quase otimalidade
Deriv2 LSQR com novo crit. curva-L ponto fixo
Foxgood | LSQR com novo crit. LSQR com novo crit. LSQR com novo crit.
Gravity quase otimalidade ponto fixo ponto fixo
I_laplace ponto fixo LSQR com novo crit. ponto fixo
Phillips ponto fixo ponto fixo LSQR com novo crit.

Shaw LSQR com novo crit. curva-L LSQR com novo crit.

Tomo quase otimalidade LSQR com novo crit. LSQR com disc

tados ocorreram em 81,5% dos testes realizados. Se a comparacdo for
feita exclusivamente com o critério de parada da discrepancia, vé-se que
0 novo critério gerou solugoes com um erro relativo médio maior que o da
discrepancia somente em dois testes, ou seja em 7,4% dos casos. Cabe
salientar que o novo critério de parada nao utiliza a informagao adicional

do nivel de ruido, ao contrario do critério da discrepancia, que necessita

deste item.

O estudo dos problemas testes avaliados nesta dissertacao, realmente
confirmam o fato de que a escolha de um parametro de regularizacao ade-
quado, nos métodos diretos, conduz a solucao procurada adequada e, nos

métodos iterativos, se ndo for introduzido um critério de parada, a solugao
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Tabela 5.2: Comparacao dos critérios de parada utilizados no método

LSQR por problema teste, com base no erro relativo médio.

NR = 0.1% NR = 1% NR = 5%
Heat Novo Novo Novo
Baart Novo Novo e discrepancia Morigi
Deriv2 Novo Novo Morigi
Foxgood Novo Novo e discrepancia  Novo e discrepancia
Gravity Morigi Novo Novo
I_laplace Novo Novo Novo
Phillips Discrepancia Novo e Morigi Novo
Shaw Novo e discrepancia Novo Novo e discrepancia
Tomo Novo Novo Discrepancia

gerada comeca a se afastar da solugdo exata a partir de determinada it-

eragao.

Para estudos futuros, no caso do problema Wing em que nenhum

dos métodos aqui apresentados originou solugoes adequadas, sugere-se um

novo estudo utilizando uma norma diferente da norma 2 como, por exem-

plo, a norma 1. Sugere-se, ainda, um estudo aprofundado que fundamente

0 novo critério de parada aqui proposto.
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