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RESUMO

Nesta tese utilizamos o método analitico nao perturbativo, conhecido
por teoria de perturbagao otimizada junto com o principio de minima
sensitividade, para estudar os diagramas de fases associados aos modelo
de Gross-Neveu, em 2 4 1 dimensoes, e ao modelo de Nambu-Jona-
Lasinio, na versao U (1), em 3 4+ 1 dimensoes. Nossas abordagens sao
feitas através do cdlculo da densidade de energia livre de Landau (ou
potencial efetivo) em temperaturas e densidades finitas. Uma atengéo
especial é dedicada a revisao destes modelos calculados na chamada
aproximagao de N- grande tendo como principal motivagao o fato de
que nossos resultados introduzem corregbes de N finito. Os principais
resultados apresentados, associados ao modelo de Gross-Neveu, sao a
localizagao precisa do ponto tricritico e de uma fase mista “liquido-
gas”. Com relagao ao modelo de Nambu-Jona-Lasinio mostramos que
nossas primeiras corregoes contribuem nos caso em que a densidade
é diferente de zero produzindo resultados que, na aproximacao de N-
grande, apenas sao obtidos ao custo da introducao de um termo extra.
Palavras-chave: Modelo de Gross-Neveu, modelo de Nambu—Jona-
Lasinio, métodos nao perturbativos, teoria de perturbagao otimizada,
temperaturas e densidades finitas, diagramas de fases.






ABSTRACT

In this thesis we use the nonperturbative analytical method, known as
optimized perturbation theory with the principle of minimal sensitivity,
to study the phases diagrams concerning to the Gross-Neveu model, in
2 + 1 dimensions, and to the Nambu-Jona-Lasinio model, in a U (1)
version, in 34 1 dimensions. Our approaches are accomplished through
the calculation of the Landau free energy density (or effective potential)
at finite temperatures and densities. A special attention is dedicated to
the revision of these models calculated in the Large N approximation
having the aim motivation in the fact that our results introduce cor-
rections of finite V. The principal results presented, associated to the
Gross-Neveu model, are the precise location of the tricritical point and
of a mixed “ liquid-gas ” phase. Related to the Nambu-Jona-Lasinio
model we showed that our first corrections contribute in the case when
the density is different from zero, producing results that, in the ap-
proach of Large IV approximation, are just obtained at the cost of the
introduction of an extra term

Keywords: Gross-Neveu model, Nambu—Jona-Lasinio model, nonper-
turbative methods, optimized perturbation theory, finite temperatures
and densitys, phase diagrams.
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1 INTRODUCAO

O elevado grau de precisao alcangado com as previsoes tedricas
da eletrodindmica quantica (QED - Quantum Electrodynamics), o maior
ja alcancada por uma teoria, deu o suporte necessario para que a te-
oria quantica de campos (QFT - Quantum Field Theory) passasse a
ser considerada a melhor ferramenta matematica a disposicdo para a
descri¢ao da dinamica das interagoes fundamentais. O estabelecimento
da QED, como a teoria fundamental, que descreve a dindmica de in-
teragoes de particulas com carga elétrica, nao foi uma tarefa simples
do ponto de vista matematico mas talvez o fato mais impressione é o
de que uma teoria solucionada de uma maneira aproximada, através da
teoria de perturbagao, consiga fornecer resultados com tanta precisao,
confirmados pelos resultados experimentais [1].

A boa descrigao obtida com a QED dentro do formalismo da
QFT e a evolugao natural das ideias a cerca da descrigao da interagao
fundamental de cor entre os quarks e glions fez com que naturalmente
surgisse uma teoria que descrevesse tais interagoes, ou seja, a cromo-
dindmica quantica (QCD - Quantum Chromodynamics). A exemplo
da QED, a solucao da QCD também nao é uma tarefa trivial, mesmo
com o conhecimento adquirido (e organizado) no tratamento da QED.
Um dos principais obstaculos é o carater nao perturbativo da QCD em
baixas energias (relevantes para a fisica de hddrons) o qual ndo permite
teoria de perturbacdo na constante de acoplamento. Associado a este
regime temos o confinamento dos quarks e glions e a quebra dinamica
da simetria quiral. O cendrio também nao é muito diferente nos ca-
sos em que a constante de acoplamento é pequena (devido a chamada
liberdade assintética) associado ao plasma de quarks e glions e a res-
tauragao da simetria quiral. Neste regime nem sempre podemos utilizar
teoria de perturbacao, visto que, nos casos que envolvem investigagoes
sobre mudancas de fases relacionadas a altas temperaturas, ocorre a
quebra da teoria de perturbagao devido as divergéncias infra-vermelhas
(presentes em teorias nao massivas como a QCD) [2]. Além disso, nas
proximidades dos pontos criticos, grandes flutuagoes podem aparecer
no sistema, devido as divergéncias infra-vermelhas, em transicoes de se-
gunda ordem ou mesmo, em transigoes fracas de primeira ordem [3]. Na
tentativa de contornar tais problemas surgem os denominados métodos
nao perturbativos como: a expansdo 1/N [4], técnicas de ressoma de
diagramas, como esquemas daisy e super-daisy [2,5], método de opera-
dores compostos [6,7], métodos de propagadores vestidos [8,9], métodos
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numéricos [10] e a teoria da perturbagdo otimizada (OPT - Optimized
Perturbation Theory) [11], a qual serd utilizada nesta tese.

Outro aspecto importante que dever ser considerado é o de que,
atualmente, ainda nao temos acesso a uma formalismo matemético (ou
mesmo de cdlculos numéricos) capaz de fornecer uma descrigdo com-
pleta do diagrama de fases da QCD (envolvendo tanto as transicoes
de confinamento/plasma como quebra/restauracdo da simetria quiral)
e muitas perguntas ainda estao em aberto como, por exemplo, se as
duas transigoes ocorrem simultaneamente [12]. Podemos afirmar que o
estudo das transicoes de fases quiral da QCD, na qual os quarks inici-
almente (aproximadamente) ndo massivos acabam por adquirir massa,
em temperaturas e densidades finitas é de grande interesse dentro desta
area da fisica. Acredita-se que tais transicOes estao relacionadas a pro-
cessos que ocorrem a altas temperaturas e densidades como nos ex-
perimentos de colisoes de fons pesados além de estarem presentes em
estagios primordiais do universo.

A auséncia de célculos da dindmica de sistemas realistas é muitas
vezes suplementado por modelos mais simples. Neste cendrio, tornam-
se importantes os modelos efetivos que, devido a sua simplicidade, po-
dem ser utilizados como laboratérios para testes das nossas técnicas
matematicas permitindo uma melhor compreensao das caracteristicas
relacionadas aos modelos mais realistas. Varios modelos fermionicos
efetivos tem sido utilizados para estudar caracteristicas relacionadas a
QCD. Apresentamos aqui um estudo referente a dois deles: O modelo
de Gross-Neveu em 241 dimensoes (GN3d) e o modelo de Nambu—Jona-
Lasinio (NJL), na versao U (1), em 3 4+ 1 dimensées. Por outro lado,
os modelos efetivos nao sao apenas meros exemplos formais ilustrativos
mas possuem aplicagoes na fisica de uma maneira geral. O modelo de
Gross-Neveu, em 141 dimensées (GN2d), por exemplo, estd associado a
polimeros incluindo moléculas de poliacetileno[13]. Os modelos efetivos
formulados na dimensao 2 4+ 1 geralmente estao associados a supercon-
dutividade a alta temperatura e ao efeito Hall quantico [14], mais pre-
cisamente, o modelo GN3d é associado a supercondutores planares [15].
O modelo GN também pode ser considerado como protétipo da QCD
tendo em comum caracteristicas importantes como, quebra de simetria
quiral (CSB - Chiral Symmetry Breaking) e liberdade assintética [16].
Em particular, o modelo GN tem sido extensivamente estudado com
a expansio 1/N, onde N representa o nimero de espécies fermionicas,
em primeira ordem, que também é conhecida como aproximagao de N
grande. Esta aproximacao é equivalente a denominada aproximacao
de campo médio (MFA - Mean Field Approximation). E sabido que
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o modelo de GN3d nao é renormalizédvel na usual expansao perturba-
tiva, mas é renormalizavel na aproximacao de N grande. No caso da
OPT, em primeira ordem, todas as quantidades sao finitas quando cal-
culadas utilizando regularizagao dimensional (uma discussao detalhada
sobre o processo de renormalizacdo, em ordem &2, pode ser encontrada
na referéncia [17]. O diagrama de fases obtido para o modelo GN3d,
na MFA, apresenta uma transicao de fase de segunda ordem em todo
o plano do potencial quimico (u) versus temperatura (T), exceto em
T = 0, onde a transigdo é de primeira ordem [15]. Posteriormente, em
1990, simulagoes numéricas de Monte Carlo (MC) indicaram a possi-
bilidade de haver uma linha de transicao de primeira ordem também
para valores nao nulos de T' e p [18]. Contudo, devido a precisao destas
simulacoes, nao foi possivel determinar a localizacao do ponto tricritico
(o qual localiza encontro das linhas de transigoes de segunda e primeira
ordem). Além disso, os autores da Ref.[18] nao encontraram nenhuma
evidéncia da possivel existéncia da transicao nuclear “liquido-gas” e co-
gitaram que: (i) ela pode ser extremamente fraca; (i¢) muito préxima
da transicao quiral ou (i4) ndo existe neste modelo.

O modelo de NJL foi originalmente construido num periodo an-
terior ao advento da QCD como uma teoria efetiva de interagoes entre
os nucleons [19]. Este modelo foi introduzido com a intencao de des-
crever a quebra espontianea da simetria quiral, no vacuo, em analogia
ao mecanismo de Barden, Cooper e Schrieffer (BCS) para a super-
condutividade. Posteriormente, com o desenvolvimento da QCD este
modelo passou a ser reinterpretado como um modelo fermionico para
quarks [20]. Um esfor¢o considerdvel tem sido feito para entender as
consequéncias fisicas nesta nova interpretagao. Um conjunto de traba-
lhos relacionados ao modelo de NJL nesse sentido pode ser encontrado
na Ref. [21]. Existe ainda a possibilidade de aplicagdes do modelo em
questoes da astrofisica nuclear onde, a matéria nuclear esta sujeita a
campos magnéticos [22]. Nas formulagoes usuais do modelo de NJL néo
se inclui graus de liberdade associados aos glions, excluindo-se assim, a
possibilidade de descrever as propriedades associados ao confinamento.
Refinamentos do modelo, nesse aspecto sao possiveis considerando-se,
por exemplo, o modelo de NJL SU (3) estendido com “loop” de Polya-
kov (PNJL) [23]. O modelo de PNJL tem sido estudado em diferentes
contextos com resultados além da MFA [24] e na presenca de campos
magnéticos[25]. Como serd visto mais adiante, o modelo de NJL, em
3 4+ 1 dimensoes, nao é renormalizavel, sendo que, para o processo de
regularizacao, necessario para manipular as divergéncias que eventual-
mente aparecem, adotaremos o método conhecido por “sharp cut-off”.
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Como o nome sugere, este método é caracterizado pelo “corte” do limite
superior das integrais nos momentos através de uma quantidade, usu-
almente A, que passa a ser considerado como um parametro da teoria.
Uma maneira alternativa de considerar as divergéncias, que aparecem
neste modelo, pode ser encontrada na Ref. [26]. Com a intencdo de
investigar estes problemas e, motivados pelos recentes bons resultados
obtidos no estudo do modelo GN2d [27] (onde o resultado para a tem-
peratura critica converge ordem a ordem em diregao ao resultado exato
determinado pelo teorema de Landau), utilizamos no presente traba-
lho o método da OPT (ou expansédo ¢ linear, LDE) para investigar os
aspectos, acima mencionados, referentes ao modelo GN3d. Posterior-
mente, numa consequéncia natural, estendemos estas investigacoes ao
modelo de NJL U (1) em 4d, um modelo mais sofisticado e com pro-
priedades proximas as da QCD. Mais precisamente, investigamos quais
as contribuigoes de N finito no diagrama de fases, na equagao de es-
tado (EOS - Equation Of State). A maior vantagem do método da
OPT é que todos os cdlculos sao feitos exatamente como em teoria de
perturbacao. Resultados nao perturbativos sao posteriormente gerados
através de um critério variacional como, por exemplo, o principio de
minima sensitividade (PMS - Principle of Minimal Sensitivity) [28] e,
a convergéncia aparentemente rapida (FAC - Fastest Apparent Conver-
gence) [28]. A OPT é conhecida pelo fato de introduzir, j4 em ordens
mais baixas, correcbes de N finito no célculo das quantidades fisicas
relevantes [27,29]. Além do mais, a OPT juntamente com o PMS ou
a FAC, tem sido aplicada com sucesso & vérios modelos de diferen-
tes dreas como: matéria condensada [30]; fisica nuclear [31]; teoria de
particulas e campos [32]; mecanica quantica [33], fisica estatistica [34];
super simetria [35]. Em vérias situages, a OPT reproduz exatamente
os resultados da aproximacao de N grande. No que diz respeito aos
calculos numéricos, temos que o modelo GN3d apresenta sutilezas prin-
cipalmente pelo fato da proximidade das regioes das transicoes. Isso
requer calculos computacionais demasiadamente longos para a deter-
minacgao de quantidades criticas e tricriticas ocasionando também uma
perda na precisao desejada. Seria 1itil, neste caso, a utilizagdo de algum
método auxiliar, como por exemplo, a expansao de Landau, juntamente
com a técnica OPT-PMS. Para o modelo de NJL temos aspectos impor-
tantes associados a escolha correta dos parametros de massa, introdu-
zidos no momento da interpolacao, de maneira com que seja possivel a
manutencao da estrutura de Goldstone da teoria. Levando em conta as
discussoes acima, organizamos o presente trabalho da seguinte maneira:
No préximo capitulo faremos, por questoes de comparagao, uma breve
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revisao dos resultados da aproximacgao de N grande para o modelo
GN3d. No capitulo 3 descrevemos o método da OPT em linhas gerais,
consideramos a densidade Lagrangiana, para o modelo de GN3d inter-
polado, e a densidade de energia livre de Landau associada. No capitulo
4 apresentamos os resultados, para vérias situagoes fisicas de interesse,
no estudo de problemas de quebra e restauragao de simetria quiral. Efe-
tuamos também o célculo de quantidades termodinamicas mostrando
uma andlise completa do diagrama de fases no plano (u,T), bem como,
no plano P—1/p (P é a pressao e p a densidade). Dentre os resultados
mais importantes destacamos a localizagao dos pontos tricriticos e a
descoberta da fase “liquido-géds”. Além disso, mostramos a compatibi-
lidade da OPT-PMS com a expansao de Landau. No capitulo 5 é feita
uma revisdo do modelo de NJL U (1) calculado na aproximagao de N.—
grande para, no capitulo seguinte, capitulo 6, considerar o modelo de
NJL U (1) interpolado. No capitulo 7 consideramos a otimizagao e os
resultados numéricos, para diferentes temperaturas e densidades fini-
tas, associados ao diagrama de fases do modelo de NJL U (1). Neste
capitulo apresentamos comparacoes dos resultados da OPT e da MFA
para os casos em que i # 0, envolvendo diferentes valores da cons-
tante de acoplamento do canal vetorial - isoescalar, isto é, Gy = G,
Gy = 0.2G e Gy = 0.4G. No capitulo 8 apresentamos as conclusoes
e algumas perspectivas. Ao final, apresentamos 11 apéndices nos quais
mostramos alguns resultados utilizados nos diferentes capitulos deste
trabalho. Enfatizamos ainda que, os resultados contidos no presente
trabalho foram originalmente obtidos pelo autor e colaboradores (veja
Refs. [17,36,37], sendo que, os resultados para o NJL estdo sendo pre-
parados como o intuito de serem submetidos para publicagao.



26



27

2 RESULTADOS DA APROXIMACAO DE CAMPO
MEDIO PARA O MODELO DE GROSS-NEVEU
TRIDIMENSIONAL.

2.1 O MODELO DE GROSS-NEVEU

A ideia central deste capitulo é fazer uma revisao dos resultados,
ja estabelecidos na literatura relacionados ao modelo de GN3d para,
nos proximos capitulos, calcular quantidades fisicas através de uma
teoria interpolada seguindo a sequéncia apresentada aqui. Essa revisao
é importante pelo fato de que nossos resultados introduzem corregoes
de N finito e, comparacoes, no limite de N— grande serdo sempre
realizadas.

O modelo GN foi originalmente proposto, em 1974, como sendo
uma TQC fermiénica em 1+ 1 dimensoes, admitindo uma expansao do
tipo 1/N [16]. Este modelo, além de permitir o estudo de interagoes
fermionicas, apresenta uma série de caracteristicas de interesse rela-
cionadas principalmente com a QCD como, por exemplo, liberdade
assintética, quebra dindmica de simetria quiral e transmutacao dimen-
sional.

Vamos considerar agora uma breve revisao sobre os resultados
do modelo de GN no regime de N grande. A teoria é descrita por uma
densidade Lagrangiana para campos fermionicos ¥y (k = 1, ..., N) dada
por:

2

£ = i) i7" (O)] (@) —mp (@) ()~ G- [du(@)e(@)]”, (21)

onde estd implicita o somatorio sobre o nimero de espécies, isto é,

— N

Yr(@)r(x) = > Yp(z)vr(z). As componentes do espinor de Dirac
k=1

Y (z) estao associadas & representagao da dlgebra das matrizes de Di-
rac como, por exemplo, em dimenséo 1+ 1 espago-temporal, 15 () re-
presentara um espinor de Dirac de duas componentes para cada valor
de k e, para 3+ 1, ¥y (x) serd um espinor de Dirac de quatro compo-
nentes para cada valor de k (tomando a &dlgebra das matrizes na sua
representacao fundamental).

Do ponto de vista mais geral, quando construimos uma den-
sidade Lagrangiana para uma determinada teoria, estamos interessa-
dos em descrever a dinamica de interagoes das particulas presentes na
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mesma, além disso, a dinamica é construida de modo a respeitar um
certo conjunto de simetrias que julgamos relevantes, ou seja, estamos
interessados em investigar consequéncias dinamicas de um certo grupo
de simetrias. Levando em consideragao esses fatos, vamos entao imple-
mentar o conjunto de simetria discreta identificada pela transformacao

U0 =50, (2.2)

que representa uma simetria quiral discreta. E necessério lembrar que,
na dimensao 2 + 1, quando consideramos a algebra das matrizes -y
na sua representagao fundamental, nao é possivel estabelecer a ma-
triz 75 que ante-comute com as demais matrizes y,. Para que seja
possivel implementar a transformagio (2.2), vamos utilizar uma repre-
sentagao 4 x 4 (discussoes mais detalhadas sobre a dlgebra das matrizes
de Dirac, em 2+ 1 dimensoes, podem ser encontradas no Apéndice F).
Percebe-se, através de uma algebra simples (confira apéndice A), que a
transformacao, eq.(2.2), ndo mantém a eq.(2.1) invariante, mais preci-
samente o termo de quebra da invariancia estd associado ao termo de
massa, mg, pois o -

U =-—-0Vy. (2.3)

Portanto, para que tenhamos uma expressao invariante, precisamos
considerar a eq.(2.1) com o termo mp = 0. Dessa maneira, a teo-
ria inicial descreve a dinamica de particulas sem massa mas, através
de correcoes quanticas, esta simetria quiral pode ser eventualmente
quebrada, vindo a gerar termos associados a dinamica de particulas
massivas. O estudo da quebra e restauracao de simetria quiral sao
fundamentais para a QCD e tem implicagoes também na cosmologia.
Por exemplo, a massa efetiva dos quarks “up” (u) e “down” (d) em
hédrons é da ordem de m,/3 ~ 330 MeV (onde m, = 1GeV é a massa
do préton). J4 a massa “nua”destes quarks é desprezivel (da ordem
de 5MeV) devido ao fenémeno de liberdade assintética onde a cons-
tante de acoplamento diminui com o aumento da energia. Acredita-se
também que, nos estagios iniciais do universo, quando este era quente e
denso, os quarks tinham valores de massa despreziveis (simetria quiral
aproximada) dentro do chamado plasma de quarks e glions. Posterior-
mente, com o resfriamento do universo e o aumento da constante de aco-
plamento, os quarks passaram ao estado de confinamento formando os
hadrons e adquirindo massa (quebra da simetria quiral). Um dos temas
mais atuais de pesquisa diz respeito aos detalhes (valores criticos, tipo
de transigdo, etc.) relacionados a transigdo plasma de quarks-glions
(QGP-Quark-Gluon Plasma ) para a fase hadronica (HP -Hadronic
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Phase). Experimentalmente, tenta-se reconstruir as condigbes para
esta transicao em colisores tais como o colisor relativistico de fons pe-
sados (RHIC - Relativistic Heavy Ion Collider) [38] e o grande colisor
de hadrons (LHC - Large Hadron Colider)[39].

2.1.1 A expansao 1/N

Nos estudos envolvendo quebra de simetrias em QFT’s, um ob-
jeto matemadtico importante é o potencial efetivo (V). Este pode ser
obtido através de uma expansao funcional em termos das fungoes de
Green irredutiveis de uma particula e, leva em conta as corregoes ra-
diativas ao potencial cldssico permitindo, desta maneira, entender as
relacbes entre quebra de simetria e correcoes radiativas. Além disso, o
Vet, que s6 depende das constantes de acoplamento e dos parametros de
ordem, pode ser entendido como a densidade de energia livre de Landau
na linguagem de mecanica estatistica, através da qual, podemos calcu-
lar todas as quantidades termodindmicas necesséarias para o estudo do
diagrama de fase. Para a descrigcao dos processos fisicos, utiliza-se uma
expansao funcional do potencial efetivo em poténcias da constante de
acoplamento da teoria (séries perturbativas construidas com as Regras
de Feynman). Quando a constante de acoplamento é de pequena inten-
sidade (caso da QED, por exemplo), nos é permitido truncar a série em
determinada ordem e assim realizar calculos envolvendo um ntmero
reduzido (e finito) de diagramas de Feynman mas, quando isso nao
ocorre, precisamos utilizar alguma técnica nao perturbativa de modo a
calcular contribui¢oes de um ntmero infinito de diagramas. Uma das
técnicas analiticas nao perturbativas largamente utilizada é a chamada
expansdo 1/N [4] onde, N representa o nimero de espécies fermidnicas.
Esta técnica é muito utilizada na aproximagao N — oo a qual fornece
resultados andlogos aos da MFA. Vamos implementar a Expansao 1/N
partindo da seguinte expressao para a densidade Lagrangiana

2
- . g - 2
£ = (@) [1V"(9)] ok (2) = 5 [k (@) dn(@)]” (2.4)
Torna-se conveniente introduzir a interacao quartica dos férmions como
A
2
= — 2.
=5 (2.5)

0 que torna possivel o estudo da teoria no limite de N — oo com A fixo,
visto que g> — 0 com 1/N para N — co. Ao final dos célculos coloca-se
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o valor finito de N. Por exemplo, para a QCD N = 3, para conden-
sados de Bose-Einstein N = 2, para moléculas de poliacetileno N = 2.
Como veremos a seguir, os calculos envolvidos para que possamos iden-
tificar os diagramas pertinentes podem ser consideravelmente simplifi-
cados introduzindo um campo auxiliar de modo a alterar a densidade
Lagrangiana. Este campo auxiliar, o, pode ser introduzido através
de uma transformacao de Hubbard-Stratonovich. O valor esperado no
vacuo de o, (o), = 0., funciona entao como parametro de ordem que
possibilita o estudo de quebra ( (o), # 0) e restauracao ( (o), = 0) de
simetrias e transicoes de fases associadas. Definimos entao

1IN P
Lo = EBN [U - kawk} , (2-6)

e com isso obtemos uma densidade Lagrangiana “bosonizada”

L = L+L,

(@) [ @] ou(e) + 3 307 — o, (27)

ou seja, a densidade Lagrangiana acaba adquirindo uma dependéncia
do campo auxiliar.

Para o calculo da densidade de energia livre de Landau vamos
assumir a teoria descrita pela eq.(2.7). Tendo em vista a descri¢ao da
dinamica de interagoes sob o ponto de vista da formulagao Lagrangiana,
uma pergunta que emerge naturalmente é quais sdo as modificacoes so-
fridas pelas equagoes de movimento com a introducao do campo auxiliar
o ou, de um modo reverso, qual a equacao de movimento para o campo
auxiliar 0?7 Esta pergunta pode ser respondida tomando as equacoes
de Euler-Lagrange para o campo auxiliar o definidas por

{ai (5(gfa)> Sy 28)

e assim obtemos \
=9 2.
o= S (2.9)

esta expressao nao envolve componentes temporais, por isso ela nao ca-
racteriza uma equagao de movimento propriamente dita, isto é, apenas
representa uma equagao de vinculo. Note também, a partir da eq.(2.9),
que o campo escalar o é formado por um par férmion—anti-férmion e
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que (o), # 0 ndo quebra a invariancia rotacional do espago. Outras
caracteristicas devem ainda ser apontadas, pois serao importantes nas
discussoes futuras. O fato mais importante a ser notado apds as mani-
pulagoes matematicas feitas com a inclusao de um campo auxiliar é o
de que a nova Lagrangiana £’ descreve a mesma dindmica daquela des-
crita por £, sendo que o mesmo nao ocorre com as regras de Feynman.
Teremos agora um propagador para o campo ¢ que “carregard”todos
os fatores proporcionais a 1/N. Com a nova formulacdo da Lagran-
giana percebemos ainda que existe uma interagao, do tipo “Yukawa”,
entre os campos o e ¥, 0 que permitird, eventualmente, um termo
de massa para o campo . Isso pode ser notado se implementarmos
novamente a transformacdo de simetria quiral dada por (2.2), mais a
transformac@o do campo o que, devido a eq.(2.9), serd dada por

o—o =—0c (2.10)

0 que mantém a equagao (2.7) invariante. Por questoes de renorma-
lizagao, podemos escrever a equagao (2.7) adicionando a densidade La-
grangiana dos contra-termos que, de uma maneira geral, pode ser ex-
pressa por

L'=L'+Le (2.11)

E sabido que o modelo de GN em 2 + 1 nao é renormalizdvel na usual
expansdo perturbativa, mas é renormalizdvel na expansdo 1/N, a qual
tem a propriedade de modificar nado perturbativamente a contagem de
poténcias. No caso que tratamos neste trabalho, ou seja, na MFA e na
primeira ordem da OPT, todas as quantidades sao finitas quando cal-
culadas utilizando regularizagao dimensional ( veja também o apéndice
Q).

Com a teoria construida, deseja-se resolver as equagdes de mo-
vimento e obter a descricao completa e detalhada relacionada com a
dinamica de interacoes das particulas nas quais estamos interessados.
Tal descricao, de maneira exata, nao esta a nossa disposi¢ao, o que
exige a adogao de algum método alternativo. Podemos utilizar a for-
mulacao de integral de trajetéria para encontrar o gerador funcional das
fungbes de Green que descrevem os processos fisicos de interesse. Um
tratamento mais direto pode ser alcangado se realizarmos a descricao
em termos dos diagramas de Feynman.
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2.2 A DENSIDADE DE ENERGIA LIVRE DE LANDAU NO LIMITE
DE N —

O aparecimento de um valor esperado no vacuo, nao nulo, para
o, isto é, (o), # 0 = 0. # 0, também conhecido como parametro
de ordem da teoria, pode ser associado a um termo de massa para o
campo fermidnico. Tal aspecto pode ser melhor entendido em termos
do potencial efetivo para o, Ver (0.). Diferentes maneiras de obter o
potencial efetivo para teorias fermionicas podem ser encontradas na
literatura e em livros texto [40,41,42]. Mais precisamente, o potencial
efetivo, para o modelo de GN, foi calculado e pode ser encontrado por
exemplo em [43,44]. Utilizando as regras de Feynman podemos obter a
seguinte expressao para o Ve (0.) do modelo GN em 3 dimensoes [4,15]

Vet (0c) = Uloe) + AU (0¢)

0.2

= c+i2/d3pgln (p2 —ag), (2.12)
2) (2m)

onde U (o) é a densidade de energia cldssica e AU (o) representa as
correcoes quanticas. O cédlculo da equacao acima esté feita com detalhes
no apéndice C' e o seu resultado é dado na eq.(C.22) como

VN (00, Top) 02 oo)* oo T? T3
Zet e o) Ze  1Tel o el 1 o(g.b) + —— 1y (g.b
N 2)\+ 3T + 1(gv)+ﬂ_ 2(97)3
onde
I (a,6) = Lip | =~ 4 Lip [—e ()] (2.13)
I (a,b) =L [—6_((1_[))} + Lis [—6_(a+b)] , (2.14)

ea=|o.|/T,b=|p|/T. A fungdo polilogaritmica, L;, (z), que aparece
acima é definida como

Liy (z) = Zﬁ (2.15)
k=1

A expressao, dada pela eq.(2.2) é geral permitindo uma descrigdo com-
pleta em termos de densidades e temperaturas finitas. Vamos agora
apresentar os resultados para casos especificos envolvendo diferentes
consideragoes sobre os valores de 1" e p.
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2.21 Casoemque T = =0

Este é o caso mais simples e teremos para a eq.(2.2) o resultado

V:e]fv (0¢,0,0) _ ig |UC|3
N 2\ 37

(2.16)

Pela fig. 1 percebemos que a solucao acima exibe quebra de sime-
tria apenas se A < 0. Note que, o segundo termo representa a corregao
quéntica ao potencial cldssico (ver eq.(2.12)) podendo quebrar (dinami-
camente) a simetria que existe no nivel cldssico. Percebemos ainda que
(2.16) possui simetria com relagao a origem, ou seja, VY (=0, 0,0) =
Ve]fv (0¢,0,0) portanto, podemos nos concentrar apenas no caso o, > 0.
Fazendo A — — |)| e definindo a escala A = 7/ |\| podemos escrever
para a eq.(2.16)

Vet

>0 2<0

Figura 1 — Potencial efetivo, Vi, na aproximacao de N grande, em
funcdo de o, para A > 0 e A < 0. Vi estd em unidades de A% enquanto
que o, estd em unidades de A.

V¥ (0.,0,0) o2 o3
T = gt (2.17)
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A condicdo de minimizacao da densidade de energia livre de Landau,
transcrita pela expressao matematica

dV¥ (o.,0,0)

=0 2.18
= , (218)

a qual também é chamada de equacao do “gap”, resulta em [15]
aN=nA (2.19)

Onde &Y representa o parametro de ordem em 7' = y = 0. Note,
a partir da fig. 1, que o verdadeiro vdcuo (estado fundamental) estd
em ¢ = a e assim podemos reescrever a densidade Lagrangiana em

termos de ¢’ = o — a obtendo

_ 1N N
L = () [iv"(9,)] Yr(z) + 570'2 + XUIC‘
—0' Y — atpthr + %%612- (2.20)

Mostrando desta maneira a quebra dinamica da simetria quiral discreta,
visto que, agora temos um termo (de massa) associado & V.

222 Casoemque T #0e pu=0

Considerando a eq.(2.2), com p = 0, obtemos

VY (0.,T,0) 2N oo* 20| T2 _loel
B = T B o ()
N 2m + 3m + s [ 2\7¢ 7
27
n [Li3 <_67‘T‘>] , (2.21)
™

onde as fungdes polilogaritmicas Liz sdo definidas na eq.(2.15). Utili-
zando a eq.(2.18) teremos a equagao do “gap”

G| = A — 2T {m (1+e*?)}. (2.22)
Percebemos que tomando o limite 7" — 0 na expressao acima conse-

guimos reobter o resultado da eq.(2.19). A temperatura critica, para a
qual a simetria quiral é restaurada, é definida como &, (T =TN ) =0.
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Impondo esta condigao na eq.(2.22) obtemos [15]

N _ A
¢ 2ln2°

(2.23)

A fig. 2 mostra a restauracao da simetria quiral com o aumento da
temperatura, isto é, Ty > 15 > T3, onde em T = T estamos na
condicao de CSR.

Figura 2 — Potencial efetivo, Vi, na aproximacao de N grande, em
funcao de o, para diferentes T' (com g = 0). O ntimeros ao lado das
curvas estdo associados as diferentes temperaturas respeitando 77 >
Ty > T5. O Vi estd em unidades de A® e o, estd em unidades de A.

A fig. 3 mostra o parametro de ordem, 7., em funcao da tempe-
ratura. A temperatura critica é dada por (7. = 0,721A). Note como
7. (T) varia de maneira continua até G.(T) = 0 caracterizando uma
transicao de segunda ordem.
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0.8 >
0.4

0.2 \

\

01 02 03 04 05 06 07

Figura 3 — Parametro de ordem, &., na aproximacao de N grande,
em fungdo da T para g = 0. A temperatura critica, 7., é dada por
(T. = 0,721A), e a transicao é de segunda ordem. Todas as quantidades
estdo em unidades de A

2.23 CasoemqueT =0e u#0

Tomando o limite ' — 0 na eq.(2.2)(veja as eqs.(B.13) e (B.14)
no apéndice B) obtemos

Ve]fv (UCaOa,u) UEA |0'c|3 1 |Uc| 2
L S A ) Y )
1
+gz (oel = 1))® © (|| = loe]) - (2.24)

Onde, © (Ju| — |o¢]) é a fungao degrau de Heaviside. O potencial quimico
critico, pY, pode ser determinado comparando-se o minimo do poten-
cial efetivo Ve (G.,T = 0) com o valor do minimo para p #20e =0,
ou seja

Vit (5 =0T=0,p=p) =V (e, T = 0,1 =0). (2.25)

e
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Da eq.(2.24) obtemos

1
— = . (2.26)

Substituindo a eq.(2.19) na eq.(2.17) teremos

VY (0.,0,0) A
Let Vo) 2 2.27
N 6m ( )
Portanto, através da eq.(2.25) juntamente com as eqs.(2.26) e (2.27)
determina-se [15]

p = A (2.28)

A fig. 4 mostra, de maneira ilustrativa, como a simetria quiral é restau-
rada, através de uma transicao de fase de primeira ordem, com o au-
mento do potencial quimico (com pq > ps > p3), sendo que, em p = pq,
a simetria quiral j& estd restaurada. A fig. 5 mostra o parametro de

Vs

Figura 4 — Potencial efetivo (com T'=0), V¢, na aproximagao de N
grande, em fungdo de o, para diferentes p. O nimeros ao lado das
curvas estdo associados as diferentes potenciais quimicos (com p >
po > 13). O Vit estd em unidades de A3 e o, estd em unidades de A.

ordem, ., em fungdo do potencial quimico, u, com T = 0 na apro-
ximacao de IV grande. Neste caso, a variagao do parametro de ordem,
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J., ndo acontece de maneira continua até . (T') = 0, caracterizando
uma transicao de fases de primeira ordem.

Uc

Mc

Figura 5 — Parametro de ordem, &., na aproximacao de N grande, em
funcdo do potencial quimico. Neste caso temos uYY = A e a linha de
transicao é de primeira ordem. Todas as quantidades estao em unidades
de A.

2.24 Casoemque T #0e u #0

Este é o caso mais geral o qual determina o tipo da transicao

de fase do modelo. Neste caso, a equagdo do “gap”, eq.(2.18), para a
eq.(2.2) resulta em

loe| = A —TI3(a,b), (2.29)

onde (veja apéndice B)

Iy (a,b) =In [L4+ e @] 4 In [1 4 e~ @], (2.30)

A linha de transicdo de fases pode ser obtida de maneira analitica
impondo ¢. = 0 na equagdo acima, resultando em [15]

A=TIn[2+ 2cosh (pu/T)]. (2.31)
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Figura 6 — Grafico tridimensional mostrando o pardmetro de ordem,

Todas as
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O¢, COMO

a0 em unidades de A.

quantidades est

fico tridimensional, fig. 6, mostra o comportamento do parametro

a
de ordem em funcédo da temperatura T e p. A fig. 7 mostra a linha de

Ogr

transicao de segunda ordem no plano pu — 7', que nada mais é do que a

da fig. 6 no plano u — 7. O diagrama de fase obtido com a

aproximagao de N— grande (ou campo médio) mostra uma regido de

projecao

CSB em baixas T e u, que corresponde a fase hadronica na QCD e a fase

a fase de CSR em

tons na QCD e a fase

Conforme enfatizado na introdugao,

investigar a possibilidade, levantada na Ref.

)

supercondutora na matéria condensada enquanto que

corresponde ao plasma de quarks e gl

alta T e p,

densada.

3

éria con

normal na mat

um de nossos objetivos é

ao de primeira ordem aparega no

sic

[18], de que uma linha de tran
plano p — T, em T # 0, gerando um ponto tricritico.
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— — CSR (quarks e glions )

\ 1 b
- normal

N

AN
CSB (hadrons ) \

'supercondutor’ \

l
l

. Iz

Figura 7 — Diagrama de fase no plano 7' — u na aproximagao de N
grande. A linha tracejada representa a linha de transi¢do de segunda
ordem. O ponto escuro representa o ponto tricritico. T e p estao em
unidade de A.
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3 A TEORIA DE PERTURBACAO OTIMIZADA
APLICADA AO MODELO DE GROSS-NEVEU

3.1 ADENSIDADE LAGRANGIANA PARA O MODELO DE GROSS-
NEVEU TRIDIMENSIONAL INTERPOLADO

No capitulo 2 consideramos algumas caracteristicas relacionadas
ao modelo de GN3d considerado na expansdo 1/N no limite N — oo
mas, no entanto, poderfamos nos perguntar sobre qual a importancia
das contribuicoes, que estamos negligenciando, para os valores finitos de
N ou, de modo reverso, quais seriam as contribuigoes de N finito (como
por exemplo, na QCD onde N = 3)7 Neste contexto surgem, por exem-
plo, simulacées de Monte Carlo apontando a possivel existéncia de um
ponto tricritico associado a transicao de fases quiral. Ainda no mesmo
contexto citamos a existéncia de um método analitico, a expansao J li-
near (LDE - Linear Delta Expansion) [45], também denominada como
teoria de perturbacdo otimizada (OPT), a qual é conhecida por intro-
duzir corregoes de N finito ji em primeira ordem. Como comentamos
na introdugao, a técnica da OPT ja foi aplicada a varios modelos com
bastante sucesso. Por exemplo, os valores analiticos mais precisos para
a temperatura critica, 7., em gases de Bose homogéneos fracamente
interagentes foram recentemente obtidos com este método [46]. Além
disso, os bons resultados obtidos nos estudos do GN2d [27] motiva-
ram as investigagoes do presente trabalho. Seguiremos uma abordagem
usual para a implementacao da OPT onde, a idéia central reside na de-
finicao da interpolagao da teoria original em termos de um parametro
de expansao ficticio §. Isso pode ser representado matematicamente
pela equagao
Ls= 0L+ (1—0) Lo, (3.1)

onde L é a densidade Lagrangiana da teoria original e £y corresponde
a densidade Lagrangiana para a teoria livre que, por razoes de dimen-
sionalidade, conterd uma dependéncia com relagao a um parametro
arbitrario com dimensoes de massa. Com isso teremos para o modelo
original (fermionico) de Gross-Neveu a seguinte densidade Lagrangiana
interpolada

Ls (Vi i) = Ur (iv"0,) Yr +n (1 — 8) iy, + 5% (%/;kiﬁk)Q , (3.2)
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onde 77 é um parametro arbitrario. E interessante notar que, quando
6 = 1 reobtemos a teoria original e para 6 = 0 teremos uma teoria
para férmions livres (que possui solugdo exata). Assim como no caso
considerado no capitulo 2, o campo auxiliar ¢ pode ser introduzido, de
uma maneira analoga, através da definigao

N Ao\
Lo = —55 (U + kal/fk) ) (3.3)

e assim obteremos a densidade Lagrangiana para a teoria interpolada.
O dltimo passo acima é crucial para a interpolagao correta da teoria.
Poderiamos, em principio, introduzir a interpolagao diretamente na
teoria que ja contivesse o campo auxiliar mas teriamos que tomar cui-
dado para mantermos as condigoes da interpolagao, isto é, para 6 = 1
manter a teoria original e para § = 0 ter uma teoria para férmions
livres. Salientamos essa importancia pelo fato de que, na Ref.[47], o
autor ja havia implementado (de maneira incompleta) a OPT ao mo-
delo de GN3d sendo que, a diferenca das interpolacoes estéd associado a
eq.(3.3). Seguindo a prescri¢ao correta [27] para a interpolagdo, escre-
vemos a densidade Lagrangiana

Ls = Pr() (iv"0) Y (@) — [0 — (1 — 0) ] i () (@) + 5%02. (3-4)

Definindo % = n — (n — 0.) 0 podemos escrever a eq.(3.4) como

£5 = Gla) (10, — 1) b (2) + 6550 (3.5)

Voltando a nossa atencdo para as regras de Feynman (maneiras
formais de encontrar as regras de Feynman podem ser encontradas nos
usuais livros de TQC, como [40,41,48]) percebemos que os vértices da
interacao do tipo “Yukawa” carregarao o fator —id. O propagador o
serd agora dado por —i\/ (Nd) enquanto que, o propagador “vestido”
para o férmion serd dado por Sp (p) =i/ (p — 7 + ic) 8. Para o cdlculo
de quantidades fisicas de interesse a filosofia a ser seguida se resume em
escrever a série perturbativa (em poténcias de ¢) utilizando as novas
regras de Feynman. No final dos cédlculos fixa-se § = 1 e impde-se o
PMS [28] que se traduz na relagdo matematica

do*

n=1,6=1
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@ ® © @ ©

Figura 8 — Representagao diagramatica das regras de Feynman. O
diagrama (a) representa o propagador “vestido”’para o férmion 7, (b)
representa o propagador fermiénico 7, (¢) representa o propagador para
o campo escalar o, (d) representa a insergao d(c. — 77) enquanto que o
diagrama (e) representa o vértice da interagao do tipo “Yukawa”.

onde ®* é a quantidade fisica, calculada perturbativamente em poténcias
de § até a ordem 8%, e n é o parametro arbitrario introduzido na in-
terpolacdo. A expressio relacionada ao 7 que satisfaz a eq.(3.6) deve
necessariamente depender dos parametros da teoria original para ge-
rar resultados ndo perturbativos (isso sera explicado com mais detalhes
adiante). Ainda podemos utilizar um procedimento de otimizagéo al-
ternativo conhecido como o FAC [28]. Neste critério exige-se que o
k-ésimo coeficiente da expansao perturbativa

k

ok =" oo (3.7)

=1

satisfaca
[q)k _ (I)(k—l)} ‘ —0
5=1

o que equivale a tomar o k-ésimo coeficiente (com ¢ = 1) na eq.(3.7)
igual a zero. Aplicagoes do FAC podem ser encontradas na Ref.[35]
sendo que, no presente trabalho, utilizaremos somente o PMS. No caso
especifico do célculo do potencial efetivo ou densidade de energia li-
vre de Landau do modelo GN3d, em temperatura e densidade finitas,
precisamos selecionar os diagramas de Feynman até ordem §* dese-
jada, escrever as respectivas expressoes matematicas e, no final, impor
o PMS. A compatibilidade da OPT com o programa de renormalizacao
estd discutida na Ref. [49] enquanto que a convergéncia do método em
teorias criticas estd provada na Ref.[50]
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3.2 ADENSIDADE DE ENERGIA LIVRE PARA O MODELO GROSS-
NEVEU TRIDIMENSIONAL INTERPOLADO

OO©

Figura 9 — Diagramas de Feynman que contribuem para Vet até ordem
§2. O primeiro e o segundo diagrama (contribuem com 1/N° e 1/N
respectivamente) contém a dependéncia com 7}, e precisam ser expan-
didos até a ordem 6" desejada, o terceiro diagrama é da ordem 62 e
contribui com 1/N, a medida que, o terceiro e quarto sdo ambos da
ordem §2 contribuindo com 1/N2.

Na figura, fig. 9 apresentamos os diagramas que contribuem para
o potencial efetivo até ordem 2. As linhas tracejadas representam o
propagador associado ao campo auxiliar o, as linhas continuas e fi-
nas representam o propagador fermiénico 7 enquanto que, as linhas
continuas e grossas representam o propagador fermidnico 7 que pre-
cisa ser expandido até a ordem & desejada, como mostra a fig. 10.
O primeiro e o segundo diagrama da série ( que contém a dependéncia
com 7)) precisam ser expandidos até a ordem §* desejada, contribuindo,
respectivamente, com 1/N° e 1/N para V. O terceiro diagrama é da
ordem §! e §2 e contribui com 1/N, a medida que, o quarto e quinto sao
ambos da ordem §2 contribuindo com 1/N2. Os calculos até §% foram
realizados [17] em T = p = 0, mas neste trabalho nos limitaremos a
discutir os resultados até a ordem §. As expressoes matemaéticas para
cada diagrama da série podem ser obtidas através das regras de Feyn-
man estabelecidas na se¢do acima. Em ordem § todos estes diagramas
sdo finitos quando calculados com o método de Regularizagdo Dimen-
sional (RD), adotado neste trabalho (no esquema de subtra¢ao minima
modificada, MS, veja apéndice B). Divergéncias aparecem na préxima
ordem e podem ser eliminadas de maneira similar ao procedimento
adotado em teoria de perturbacdo. A fig. 10(a) mostra a expansao até
ordem ¢ do primeiro e segundo diagrama, com dependéncia em 7, da
fig. 9. A linha continua representa o propagador fermioénico 7, a linha
tracejada corresponde ao propagador do campo auxiliar o. e, o ponto
escuro representa insercao do vértice dn. O primeiro diagrama é de
ordem §° enquanto que o segundo e terceiro sao de ordem 6.
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00-00,
O O =Ly

Figura 10 — (a) Diagramas de Feynman que contribuem para o poten-
cial efetivo, Vi, até ordem O(§). As linhas continuas representam o
propagador fermionico 7, as linhas tracejadas representam o propaga-
dor do campo escalar 0., enquanto que, o pontos escuros representam
inser¢oes de 6(o. —n). Os diagramas de (b) representam as infinitas
contribuicoes para Vg otimizado.

Considerando as regras de Feynman para a teoria interpolada ob-
temos a seguinte expressao para a densidade de energia livre de Landau
em ordem 0

Vo' Oe, N Jg . dd o
% _ 52)\+z/(27:)9dtf1n(1577)
_il ddp . Zewc(ﬂ)
2/< 7 —n+io o

onde Y cye () é 0 primeiro termo para a auto energia do férmion dado

B O =] (= =

Note que esta contribui¢do O (1/N) é do tipo de troca (ou termo de
Fock). O segundo termo da eq.(3.8) pode ser obtido diretamente da
série contendo todos os termos perturbativos, eq.(2.12), simplesmente
fazendo o, — 7. Podemos na sequéncia expandir este termo até ordem
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0 obtendo para a eq.(3.8)

‘/ef (067ﬁ) _ O'g / ddp
N T ot zw)dtrln(ﬁ )

d _
+5i/ dpdtr " AJC,
(2m)* (=10 + i)

—il ddp r Zezc (77)
2 / (27r)dt (p —n +ie) (3.10)

Vamos agora considerar cada um dos termos da eq.(3.10) sepa-
radamente. Por questoes de notagao vamos introduzir a definigao

/p:/(;lg)d, (3.11)

e assim podemos escrever o primeiro termo da eq.(3.10)como

AV (oc,m) = 2i/ln (p* —7%). (3.12)
p

Lembramos que essa expressao é semelhante aquela que encontramos
nas revisoes do capitulo 2, mais especificamente a eq.(2.2) além disso
precisamos aqui apenas tomar o resultado que é dado pela eq.(2.2), fazer
a substituicao o, — 7 e expandir o resultado até ordem §. Procedendo
dessa maneira obtemos

3 2 3
a n n|T T
AV em =" My )+ Dy, @a3)
onde
I (a,b) = Lo (—e_(a_b)) + Lio (—e_(a+b)> , (3.14)
I (a,b) = Lis (—e*@*b)) + Lis (—e*<a+b>) : (3.15)

ea=n /T, b=|ul/T.
Tomando agora o segundo termo da eq. (3.10) dado pela ex-

o AVY (00,m) = —’é /ptr {M] ' 0
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a qual foi calculada no apéndice D e seu resultado dado pela eq.(D.8)

A\ 7P 2
b —
AVei (0e,m) = 0 <N> 32 [Inl + T3 (a,b)]
AT )
onde
I (a,b) =In [T+~ @ D] £ n [14 e~ @0)] (3.18)
1+ elet?) (a+b) (a—b)
Iy (a,b) = sgn (p) [a In [1+e(a—b)] + Li2 (—6 ) — L2 (6 ) ,
(3.19)
ea=|n|/T, b= |ul/T. Colecionando os resultados das expressoes

(3.17), (3.13) e substituindo em (2.2) obtemos o resultado para o po-
tencial efetivo

Vet (0em) 02 n° | Il T? T3
N = 52)\+ 3 + - I (a,b) + 71__Z'Q(a,b)
1
——d0n(n—oc)[lnl+TIs(a,b)]
An? s AT )
+687r2N [(Inl + 715 (a,b)]” + 5871'72]\7 (14 (a,b)]”.

(3.20)

Note explicitamente a dependéncia dos ultimos dois termos da equagao
acima com relacao a N a qual, introduz corregoes de N finito. De
posse da eq.(3.20) podemos implementar o PMS e estudar os aspectos
relacionados ao diagrama de fases do modelo e as transigoes de fases
associadas.
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4 OTIMIZACAO E RESULTADOS NUMERICOS

4.1 O PRINCIPIO DE MINIMA SENSITIVIDADE

Podemos utilizar os resultados do capitulo anterior e mostrar
de que maneira obtemos resultados nao perturbativos através da OPT
para, na sequéncia, obtermos os resultados analiticos e numéricos das
quantidades relacionadas ao diagrama de fases do modelo GN3d, que
serd mapeado em detalhes. Voltaremos inicialmente a nossa atencao
para a expressao (3.20) para mostrar como o PMS gera resultados nao
perturbativos. Primeiramente, expandindo a eq.(3.12) até ordem 0 e
com o auxilio das eqs.(3.16), (D.1), percebemos que podemos reorga-
nizar a eq.(3.10) e escrevé-la como

V:ef(o'can) _ O—E / ddp 2 2
N = 52/\—1-21 (47r)dln(p n°)

[ d' n(n—o.)
+64Z/ (2m)4 p? —n? + ie

2 dip 1 ?
52002 |
O [Z/(27r)dp2—n2+i6]

2X |, ddp Po 2
+6N |:Z/ (27T)d p2 — 772 n ie . (41)

Fazendo § = 1 e aplicando a condi¢do dada pela eq.(3.6) teremos

0
~ oA /ddp i .
- |17y (2m) p? —n? + i€
d d%p i
1 -
( +ndn)/(27r)dp2n2+ie

+Ai/ddp Po dz./ddp Po ‘
N (2m)d p2 —n2 +ie ) dn (2m)d p2 — 2 + i€ ) In=q

(4.2)

Note que, quando N — oo obtemos 77 = &, e que corresponde exa-
tamente ao resultado de N grande, conforme previsto em [29]. Pelo
resultado da eq.(B.6) podemos perceber que o ultimo termo da ex-
pressdo acima somente contribui quando p # 0. No caso em que g =0
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a equagao acima se fatora em

m”EAﬁ“_QT”@+ﬁ$>&/fiﬁuﬂ—;+uﬂzoa
4.3

onde

A [ oal 1
S (0.1 =0.7)) = =31 {z/ (%l)’d = HE)} S (a9

E importante salientar que, o resultado, eq.(K.8), é vélido para qual-
quer T e para qualquer dimensao. Uma solucao matematicamente
possivel para a eq.(K.8) é

. dp 1
Z/ PR R 49

mas fisicamente nao aceitavel, visto que, independe dos parametros
fisicos da teoria. Para a solugao fisicamente aceitavel teremos a relacao
auto-consistente

7 =0+ La(n,p=0,T). (4.6)

A fig. 11 mostra uma representacao diagramética para a equagao acima
bem como, a fig. 10(b) representa as quantidades otimizadas. Para o

Figura 11 — Representacdo diagramdtica da eq.(4.6). O diagrama a
esquerda da igualdade representa 7. O primeiro diagrama a direita

representa o. enquanto que, o segundo, representa o termo de troca
(ou de Fock).

caso especifico, em 2 + 1 dimensoes, obtemos

A7)
] =0 TIs(a,b 4.7
7 =00+ ([l + Tly(a,b) (47)
Notemos que, fazendo N — oo reobtemos o resultado 77 =0.. Neste

caso temos VY = V3. Este resultado é valido em qualquer ordem em



51

0 quando nos restringimos ao limite N — oo [29]. A eq.(4.6) pode
ser entendida como uma série com a contribuicao de infinitos diagra-
mas do tipo X,(77, 4 = 0,T) (auto-energia) mostrando assim como o
“loop” fermionico adquire contribuigao contendo o, e termos de auto-
energia como também mostra a fig. 10b. Podemos agora passar para
o estudo dos diversos casos envolvendo imposigoes sobre os valores da
temperatura 7' e do potencial quimico p.

4.2 RESULTADOS NUMERICOS

Para a obtencao dos resultados numéricos consideraremos im-
posigoes sobre T' e u na eq.(3.20) para calcular as quantidades fisicas
relevantes.

4.2.1 Casoemque T =pu =0

Na expressao para o potencial efetivo (equagao (3.20)) podemos
perceber que o limite 7' — 0 pode ser tomado utilizando as fungoes
egs.(B.13)- (B.16) e, associado ao limite p — 0 podemos escrever

Vet (1, 0c) Inl n(n—oc)nl - An?nl°
Vet (n.00) _ goe  [nl” ) . 48
N 22 m 2N (27)° (48)

A expressao acima contém a simetria traduzida pelo fato de que Vee(n, 0.) =
Vet (=1, —0¢) 0 que nos permite investigar a evolugéo de 7j(o.) apenas
para o, > 0 visto que, 7(0.) = —7j(—0.). Revela-se assim que Vet (n, o¢)

é simétrico com relagao a origem. Lembramos ainda que, no capitulo

2 concluimos que a quebra de simetria ocorre apenas para A < 0 sendo
que, utilizando A — —X e A = /|| podemos reescrever a densidade

de energia livre de Landau como

Vet(n,00) __joeh  m* _ m—on® o 0t
N 2w 3T T STNA’

(4.9)

A partir deste ponto iremos considerar apenas a regiao o, > 0 e con-
sequentemente > 0. A condigdo do PMS aplicada a eq.(4.9) resulta
em

72
4NA

N=0c— (410)
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Calculando também a equagao do “gap”[17]

d Véf(na Uc)
_— | ——= = 4.11
do. [ N Sy 0, ( )
obtemos
% 7 4.12
Oc = X ( . )

Combinando a equagoes do “gap”(4.12) e do PMS (4.10) obtemos

7=0.H(N) (4.13)
© A
%= TN (4.14)
onde definimos .
H(N)=1- N (4.15)

A relagdo analitica dada na eq.(4.13) é o nosso primeiro resultado im-
portante. Repare que, este resultado permite determinar o valor do
parametro de ordem, 6., em T = pu = 0, para qualquer valor finito de
N, além disso, tomando o limite N — oo teremos H(N) = 1 reobtendo
assim, o resultado de N grande (eq.(2.19)).

Na fig. 12 mostramos o resultado da OPT, G, (A) (para diferentes
valores de N), juntamente com o resultado de N grande. A linha
tracejada corresponde ao caso N — oo enquanto que as linhas continuas
representam os resultados da OPT (os niimeros que acompanham as
linhas indicam o valor de N). Antes de considerarmos o préximo caso
vamos calcular o potencial efetivo otimizado no minimo, isto é, o. = .
en=r1

A3

Vet (1,66, T = 0,0 = 0) = T EHY (4.16)

Esta equacao serd necessaria quando considerarmos quantidades rela-
cionadas ao potencial termodinamico (segao 4.4).
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A

2 4 6 8 10

Figura 12 — Pardmetro de ordem adimensional (em unidades de A ),
g¢, em fungao de A para T = p = 0. A linha continua representa o
resultado da OPT. A linha tracejada corresponde ao caso N — oco. Os
nimeros correspondem os respectivos valores de V.

4.2.2 Casoemque T #0e u=0

Neste caso podemos escrever a eq.(3.20)) como

2 3
V:af (n;V0'67T) — _6A7+;77ﬂ_
+; [HT Lis (_e—n/T) +T3Li3 (_e—n/Tﬂ

_%77 (n—oc) [n +2TIn (1 + 6—71/T):|
2

+587:7NA {77 +27n (1 + e_”/T)} @I

Da condigao do PMS, eq.(4.6), temos

N=0.— 4NA [n—l—QTln(l—l—e "/T)} . (4.18)
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Aplicando dVi¢/do. = 0 em 0. = 6. na eq.(4.17) obtemos a equaciao
dO “gap”

5. =1 [f) 2T In(1 + e—ﬁ/T)] . (4.19)

-

Com as equagoes (4.19) e (4.18) encontramos 7 = 6. H(N) que, inserido
em (4.19) resulta em

Go(TYH(N) = ﬁ — 9T {1 + e*ﬁJT)H(N)/T} . (4.20)

Podemos notar na equacio acima que 7.(T = 0) = AH(N)~2 reproduz
o mesmo resultado obtido na secdo anterior. A temperatura critica
para a restauracdo da simetria quiral é definida como 6.(7 = T.) =0
que, aplicada a eq.(4.20) resulta em[17]

5 A

c = 2m2H(N) (4.21)

Este resultado é mostrado na fig. 13. Novamente a linha tracejada cor-
responde ao resultado de N — grande, enquanto que, as linhas continuas
representam os resultados da OPT (o ndmeros que acompanham as li-
nhas indicam o valor de N).

Na fig. 14 podemos ver que a transicao é de segunda ordem
sendo que a previsao da temperatura critica, para valores finitos de IV,
é maior do que a previsao da aproximagao de N grande. Notemos ainda
que no limite N — oo reobtemos exatamente a previsao de N grande,
eq.(2.23). Na tabela (1) mostramos os valores de Tfl para diferentes
valores de N finitos.
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Figura 13 — T, (em unidades de A), para u = 0, em funcdo de A.
A linha continua representa o resultado da OPT. A linha tracejada
corresponde ao caso N — 0o. Os niimeros correspondem os respectivos
valores de N.

4.2.3 Casoemque T =0e u #0

Da expressao eq.(3.20) podemos obter o limite 7' — 0 utilizando
novamente o conjunto de defini¢oes egs.(B.13)- (B.16) obtendo assim

1
‘/YC(% (777 0-07 /’L7 )

Ao? N 7° d(n—o.) n? ont

N = 2w 3T T ~ 87AN
125 5 @B\ on(n—o.)
g (5 e = ) = P (g
5772 2 2 4 2 2\2
T 167AN (M —n )‘f'm (77 — K ) O(|ul — Inl).
(4.22)

Onde O(|u| — |n|) é a funcdo degrau de Heaviside. Para encontrarmos
o valor do potencial quimico critico u. para a restauragao da simetria
quiral precisamos comparar os valores do potencial efetivo no minimo
Vet (G, T = 0) com o valor do minimo para p # 0 com ¢ = 0 [17,27],
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Figura 14 — Os resultados de N grande e da OPT para 6. em funcdo
de T (para 4 = 0). A linha tracejada corresponde ao resultado da
aproximagao de N grande e a continua ao resultado da OPT para N =
3. As temperaturas criticas correspondentes sao dadas por: TV =
0.721A e T? " = 0.787A. Todas as quantidades estdo em unidades de A.

ou seja
Ver(6=0,p0= 1, T =0) = V3 (6o, p=0,T =0). (4.23)

A partir da eq.(4.22) encontramos

‘/ef(o':Oa,uwT:O) __i| ‘3
N T

3

Substituindo (4.13) em (4.9) obtemos
‘/;f(6-67M:07T:0) _ |77|3 ( 1 2 i ) _@
B 6m
(4.25)
na ultima passagem utilizamos também o fato de que 7 = A/H(N) e a
eq.(4.15). Da igualdade entre (4.24) e (4.25) resulta

A S U
=— (142 . .
|hte] HOV) ( + 15 A) (4.26)

N s

27(N) 3 8AN
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Podemos perceber novamente que, no limite N — oo, reobtemos o re-
sultado da aproximacdo de N grande. A eq.(4.26) é de quarta ordem
em “j\—cl e pode ser facilmente resolvida por iteragao numérica, resul-
tando, para N = 3, em p, = 1.06767A. Como podera ser visto na
préxima secao, este resultado esta de acordo com os cdlculos numéricos
para expressao geral dada na eq. 3.20.

4.2.4 Casoemque T #0e p #0

Nesta situagao, temos a seguinte expressao para a densidade livre
de energia de Landau, dada pela eq.(3.20) do capitulo 3.

‘/Ef,(s (067777M7T) O'g |7’]|3 |7’]| T2 T3
N = S5t eyt h@h)+ ()
1
——on(n—oc) [Inl + T3 (a,b)]
An? AT
+0g g 11+ Ts (a,0)] + 555 [Li (a. D).

(4.27)

O estudo deste caso, o mais geral possivel, permite obter o diagrama de
fases completo para o modelo GN3d. Neste caso, calculamos a equagao
do PMS e a equagao do “gap” através de rotinas numéricas imple-
mentadas no programa mathematica [51]. A fig. 15 mostra o grafico
tridimensional de 6. em funcgao de p e T. Notemos que, uma diferenga
consideravel aparece para baixas temperaturas se comparada a fig. 6.
Como pode ser visto, temos agora uma transicao de primeira ordem
para T # 0. A fig. 16 mostra como o diagrama de fases, projetado no
plano u — T, é afetado com a inclusdo de corregoes de N (N = 1,3)
finito. A linha tracejada representa a linha de transi¢ao de segunda or-
dem enquanto que a linha continua estd associada a linha de transicao
de primeira ordem. Os pontos escuros indicam a localizagao dos pontos
tricriticos (cujos valores podem ser encontrados na tabela (2)). A fi-
gura também mostra que a regiao onde a simetria quiral estd quebrada
é maior quanto menor for o nimero de N, o que ja pode ser visto nos
resultados obtidos para as quantidades T, . € 6.. Em termos quanti-
tativos, nossos resultados prevéem um aumento da regiao em torno de
5% para N = 3 e um aumento de aproximadamente 2% com N = 12,
sendo que, os autores da referéncia [52] previram um decréscimo de
10%. Essa diferenga é devido a utilizacao de diferentes fatores de nor-
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Figura 15 — Gréfico tridimensional mostrando o parametro de ordem,
Fc, em funcgéo de p e T, obtido pela OPT (com N = 3).

malizagdo. Na Ref. [52] quantidades fisicas foram normalizadas através
do parametro de ordem obtido com as simulagbes numéricas de MC. Se
mapearmos nossos resultados com o mesmo fator de normalizagao uti-
lizado naquela referéncia isto é, utilizando as eqs.(4.14), (4.21) e (4.26)
nés podemos escrever para N = 3: T./5. ~ 0.661 e u./5. ~ 0.897;
e para N = 12: T./5. ~ 0.707 e p./5. ~ 0.976; mostrando assim,
que os resultados concordam levando em consideracao o nivel de pre-
cisao alcancado nas simulagoes. Um dos resultados mais importantes
que deve ser notado é o aparecimento do ponto tricritico para valores
finitos de N. Lembramos que a transicao de fase obtida com a apro-
ximagao de N grande (7) é de segunda ordem em todo o plano u — T,
exceto em 7' = 0, onde ela passa a ser de primeira ordem. Investi-
gando o diagrama de fase do modelo GN3d através de simulagoes de
MC, os autores da Ref. [18] concluiram que, para N = 4, poderia
haver um ponto tricritico no diagrama de fase na regiao definida por
T/TN <0.230 e pu/pl > 0.930. Com os nossos resultados somos ca-
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Figura 16 — Diagrama de fase no plano p—7T obtido pela OPT (todas as
quantidades em unidades de A). A linha tracejada representa a linha
de transi¢ao de segunda ordem enquanto que, a linha continua estéd
associada a linha de transicao de primeira ordem. Os pontos escuros
indicam a localizacao dos pontos tricriticos (cujos valores podem ser
encontrados na tabela (2))

pazes de localizar o ponto tricritico para qualquer valor de N, sendo
que, para N = 4 encontramos pigey =~ 1.024 A e Ty, =~ 0.222 A, en-
quanto que, que a previsao de [18] estd 10% abaixo de nossa previsao
para p. Ao mesmo tempo, a previsao da regido da temperatura esta
25% abaixo de nossos valores. Na fig. 17 apresentamos também um
conjunto de curvas mostrando a evolugao de 7. (1) para diferentes tem-
peraturas. As linhas continuas representam o resultado da OPT para
N = 3 sendo que as letras representam as diferentes temperaturas:
T, = 0.050A, T, = 0.100A, T, = 0.150A,T; = 0.200A e T, = 0.250. A
linha tracejada corresponde ao resultado de N grande. Nas figs. 18 e
19 mostramos a ocorréncia das linhas de metaestabilidade relacionadas
as linhas de transigao de primeira ordem para os valores de N = 3,4
respectivamente. As linhas tracejadas correspondem as linhas de meta
estabilidade enquanto que a linha continua corresponde a transi¢ao de
primeira ordem. Vale a pena ressaltar aqui a proximidade entre os
pontos A, B e C. Com N = 3 o ponto A ocorre para um valor de u
que é apenas 2% < p., enquanto que, C ocorre num ponto em torno
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Figura 17 — Parametro de ordem, 6., em funcao de u, para diferentes
temperaturas: T, = 0.050A, T, = 0.100A, T, = 0.150A,T; = 0.200A
e T, = 0.250A, mostrando como a transicao de primeira para segunda
ordem ocorre de maneira suave, ao contrario das previsdes de MFA.
Todas as quantidades estao em unidades de A.

de 3% > p.. Para N = 4 as diferencas sao ainda menores, ou seja,
de p? para yu. a diferenca é de aproximadamente 1,7% e de pu© para
1 aproximadamente de 2%. Estes valores associada a normalizacao
escolhida, explicam o fato da dificuldade encontrada na localizagao do
ponto tricritico através das simulagOes numéricas.

A fig. 20 mostra a forma do potencial na regiao correspondente
a transicdo de primeira ordem. O grifico da esquerda corresponde a
linha P; — A enquanto que o central e o direito correspondem as linhas
P, — B e P, — C respectivamente.

4.3 A EXPANSAO DE LANDAU PARA A DENSIDADE DE ENER-
GIA LIVRE

Nas secoes que se antecederam pudemos ver que todas as quan-
tidades fisicas de interesse podem, de alguma maneira, ser obtidas a
partir do potencial efetivo o qual, também corresponde a densidade de
energia livre de Landau do sistema. Os calculos numéricos envolvidos
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Figura 18 — Parte do diagrama de fases correspondente a regiao da
transicdo de primeira ordem para N = 3. As linhas correspondem a
configuracao na densidade de energia livre de Landau da fig. 20 sendo
que, as linhas tracejadas correspondem a regiao de metaestabilidade ao
mesmo tempo em que a continua representa a transicao de primeira
ordem.

na determinacao de certas quantidades sao simples porém sutis, como
é o caso da determinagao do ponto tricritico além disso, a obtencao
das linhas de transicao de fases pode despender tempos de calculos
numéricos consideraveis. Neste caso, podemos tentar utilizar a ex-
pansao de Landau aplicando-a ingenuamente ao potencial efetivo para
obter os resultados de interesse. A idéia central da expansao de Landau
é postular uma funcéo do tipo

1
—c

6 (M,T)US, (4.28)

Vet(oey pt, T) = Vo + %a(u, T)o? + %b(u, T)ot +
como véalida para pequenos valores do parametro de ordem o.. Nesta
relagao Vj representa um termo constante, independente de o.. Os coe-
ficientes a, b e ¢ podem ser obtidos através de derivadas (em o, = 0) da
mesma ordem da poténcia de o, ao qual estdo associados. As transi¢oes
de fases sao regidas por diferentes combinacoes dos coeficientes da ex-
pansdo. Como exercicio podemos tomar qualquer funcdo (idéntica a
(4.28)) e impor condigdes sobre os coeficientes. O resultado é que ob-
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Figura 19 — Parte do diagrama de fases correspondente a regiao da
transicdo de primeira ordem para N = 4. As linhas correspondem a
configuracao na densidade de energia livre de Landau da fig. 20 sendo
que, as linhas tracejadas correspondem a regiao de metaestabilidade a
medida que a continua representa a transicao de primeira ordem.

temos uma transicao de segunda ordem se inicialmente a < 0e b > 0
e ¢ > 0; uma transicao de primeira ordem se inicialmente a > 0, b < 0
e ¢ > 0. O ponto tricritico pode ser encontrado impondo a = 0 =
b e c > 0. Vale lembrar que a condigao ¢ > 0 é necessdria para que
tenhamos uma func¢ao ligada inferiormente. Em geral, a utilizacao da
expansao de Landau estd baseada em argumentos simples como o de
que a energia livre V¢ deve conter apenas a dependéncia com relagao ao
parametro de ordem, o., e das constantes de acoplamento, bem como,
as simetrias do modelo original que devem estar presentes na funcao
postulada. Mas percebemos na eq.(4.27) que Vee(n, o, i1, T') é fungéo
do pardmetro n (o qual ndo aparece na teoria original, visto que ele
é fruto da interpolacéo) precisamos portanto, utilizar a condigdo de
PMS para gerar 7 (0.) e entdo reescrever Vee(o., u,T). Para elucidar
estas sutilezas vamos iniciar considerando o caso mais simples, isto é,
o resultado de N grande para T.. Neste caso precisamos considerar

apenas até a ordem o2 na eq.(4.28) com b > 0 e calcular a(0,7.) = 0.
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Figura 20 — Forma da densidade de energia livre de Landau correspon-
dente a regiao metaestavel.

Considerando o limite N — oo na eq.(4.17) obtemos

‘/;3 ) C7T 2 2
Vet(n, 00, T) _ _sAZe 4 2 {UTQLQ <_e—17/T) + T3 (_e—n/Tﬂ ’
N 2w
(4.29)
enquanto que a condigdo do PMS, eq.(4.18), resulta em o. = 7j (para

N — 00). Substituindo na equagao acima

T 2,2
Verloe, T) _ —5AZe 4 = [UCT2Li2 (_e_GC/T) + 1%L (—e_UC/T)} ’
N 2 w
(4.30)
Calculando agora a derivada segunda (associada ao termo a(0,7;)) da
seguinte maneira
32

@V:)f,é(acv T)

=0,

o.=0

obtemos o resultado 7. = A/21n2 desejado (correspondendo ao resul-
tado da eq.(2.23)). No entanto, pela eq.(4.18) notamos que, para N
finito, a dependéncia entre 1 e o. nao é linear fazendo com que, em
principio, a utilizacao da expansao de Landau conjuntamente com a
OPT-PMS nao possa ser realizada de maneira direta. Para tentar con-
tornar este problema vamos comecar considerando a primeira ordem
da iteracdo da solugdo do PMS (PMS1) em (4.18) de modo que

7" 7+ 2T In(1 + e_ﬁ/T)] ‘ : (4.31)

N

4NA fi=0c
e também a segunda ordem (PMS2) fazendo 77 — 7! na eq.(4.18). Os
resultados numéricos obtidos pelas aproximagoes PMS1 e PMS2 sao
mostradas na tabela (1) juntamente com o valor obtido na solucdo
analitica dada na eq.(4.21). Estes valores revelam que os resulta-

dos fornecidos pelas aproximagoes estao em boa concordancia com os
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analiticos. Para o caso da determinagao do ponto tricritico precisamos
inserir ﬁl em V¢, posteriormente calcular

&jgvef,g(ac,T) L =0, (4.32)
para determinar a (i, T') e

o4

@%fﬁ(UC,T) L =0, (4.33)

para determinar b (u, T'), ao final impor, simultaneamente, a(grc, Tire) =
0 = b(ttre; Tire). Na tabela (2) mostramos os resultados para diferentes
quantidades fisicas utilizando a expansao de Landau e a aproximacao
PMS1, seguindo o procedimento descrito acima. Percebemos ainda
que, estes valores concordam com aqueles obtidos através de calculos
numéricos na Ref [37]. Recentemente, a compatibilidade da OPT-PMS
com a expansao de Landau foi estabelecida na Ref.[36].

N T.(eq.(421)) TFMST — TPMST
1 0.961797  0.963087 0.979106
2 0.824397  0.824398 0.824792

3 0.786925 0.786926  0.786926
6 0.752710 0.752711  0.752713
10 0.739844 0.739844  0.739844

Tabela 1 — Temperatura critica, T, em unidades de A, em p = 0, para
diferentes valores de N obtida com a OPT-PMS aplicada em conjunto
com a expansao de Landau.

N Tc7u =0 T = Oa He thr Htcr Oc

1 0.979 1.243 0.640 0.903 1.778
3 0.787 1.067 0.252 1.029 1.190
4 0.769 1.050 0.222 1.024 1.138.
10 0.740 1.019 0.168 1.011 1.058
00 0.721 1.000 0.000 1.000 1.000

Tabela 2 — Grandezas fisicas relevantes (em unidades de A) para dife-
rentes valores de N.
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4.4 O POTENCIAL TERMODINAMICO E A FASE “LIQUIDO-GAS”

A descrigdo do comportamento termodindmico do modelo de
GN3d sera feito em termos do uma densidade de potencial termo-
dinamico Q (7, p) otimizado, relacionando-o com a densidade de energia
livre de Landau, otimizada em seu minimo, através da definicao

Qp, T) = Ver,s (1, T, 0¢,m) (4.34)

permitindo calcular as grandezas termodinamicas (otimizadas) através
deste. Uma maneira alternativa seria definir o potencial termodindmico
nao otimizado, definindo-o com relagao a Vet 5 (1, T, G¢, 1), isso impli-
caria em otimizar as grandezas fisicas, calculadas a partir deste, sepa-
radamente. Ainda é usual normalizar o potencial termodinamico de
modo que ele se anule a T'= pu = 0 . Neste caso, da eq.(4.16), temos
que
AS
Q0,0) = ———=
( Y ) 677%(]\[)3’
e consequentemente o potencial termodinamico normalizado serd dado
por
AS
Q(p,T)=2(u,T)+ ———= 4.35
(1, T) (11, T) GTH(N T (4.35)
Através da eq.(4.35) podemos obter todas as quantidades termo-
dinamicas otimizadas e normalizadas como, por exemplo, a pressao
que é definida por
P(p,T) =—-Q(u,T) (4.36)

Com a equagao acima obtemos a densidade pela relacao

0

e a densidade de entropia através da equagao

o
§=onP(uT). (4.38)
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Devido a equagao, OP/95. = 0, e da condi¢ao do PMS, dP/9n = 0,
podemos reescrever as duas tltimas equagdes como [17]

T2 T3 N—&.)7
- —"TIW —— I+ UTI&H
A\ip? _ T4
_WT (77+TI3)137M — WIZLI‘LM , (4.39)
e
AT AT T2 T3
s = 2~ 777111 3= IL——Ir
(7 Gc)nI (n—o*c)nTI ’T
™
)\77]2 3

_ (’ﬁ + TIg) (Ig + TI&T) —

AT
(I’ +TI
(272N oy (2la 4 Tlar),

(2m)
(4.40)

onde I;,, = 01;/0p, Iir = 01;/0T. e I;, i = 1,...,4, sao dadas
pelas eqs.(B.7) - (B.10). As grandezas acima estao relacionadas entre
si através da densidade de energia que é dada por

E=-P+TS+pp (4.41)

Estamos agora em condicao de estudar o diagrama de fases em diferen-
tes planos fisicamente mais acessiveis.

As figuras 21 e 22 mostram o diagrama de fases no plano P—1/p.
para os valores N = 3,4 respectivamente. Em cada um dos gréficos
sao mostradas duas isotermas: a linha continua e grossa corresponde
a isoterma para T' = 0 a qual delimita a regido fisicamente acessivel
( a regiaoN/A nao é acessivel). A linha tracejada corresponde a iso-
terma para a temperatura tricritica, T3.. = 0.251A para N = 3 e
Tire = 0.222A para N = 4. A linha pontilhada esté relacionada ao
mapeamento da linha de transicdo de segunda ordem. A regido de si-
metria quiral quebrada (CSB) corresponde a fase “gasosa” enquanto a
fase simétrica (CSR) relaciona a fase “liquida”. Mas o resultado mais
importante é a presenca da fase “liquido-gas” associada a regiao das
figs. 21 e 22 denominada LG. A linha continua que delimita tal regiao
representa o mapeamento da linha de transi¢gao de primeira ordem. Nas
figuras percebemos que a linha de transicao de primeira ordem é mar-
cada pela presenca de dois minimos degenerados (para o. > 0) que
produzem a mesma pressao mas que necessariamente nao produzem a
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Figura 21 — Diagrama de fases no plano P — 1/p para N = 3. A linha
continua e grossa corresponde a isoterma para 7' = 0. A linha tracejada
corresponde a isoterma para a temperatura tricritica Ty.. = 0.251A.
A linha pontilhada estd relacionada ao mapeamento do da linha de
transicao de segunda ordem enquanto que, a linha continua representa
o mapeamento da linha de transi¢do de primeira ordem. A regiao N/A
nao é acessivel ao sistema sendo que, a regiao de simetria quiral que-
brada, CSB, corresponde a fase “gasosa”’ enquanto a fase simétrica,
CSR, ¢ associada a fase “liquida” sendo que, LG estd associada a fase
“liquido-gas”...

P
02
015
01

0.05 |

mesma densidade, fazendo com que a linha se divida em duas partes
(isso pode ser visualizado melhor na fig. 23). Na Ref. [18] os autores
argumentaram que a fase mista deveria ser (i) extremamente fraca , (i)
muito préxima da transigdo quiral ou (#i¢) ndo existente neste modelo.
A fig. 22 (que correspondente a N = 4 o mesmo utilizado em [18])
mostra que a fase de transicao “liquido-gas” realmente é muito fraca,
com P ~ 0.023A3, dando grande suporte a hipdtese (7).

As fig. 21 e 22 ainda indicam que se escolhermos uma tempe-
ratura menor do que temperatura Ti.., a isoterma gerada ird cruzar
a linha de coexisténcia. Isso pode ser visto na fig. 23 onde, a linha
horizontal mostrada foi construida conectando o valor da pressao nas
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Figura 22 — Diagrama de fase no plano P — 1/p para N = 4. A linha
continua e grossa corresponde a isoterma para T' = 0. A linha tracejada
corresponde a isoterma para a temperatura tricritica Ti.. = 0.222A.
A linha pontilhada estd relacionada ao mapeamento do da linha de
transicao de segunda ordem enquanto que, a linha continua representa
o mapeamento da linha de transicao de primeira ordem. A regido N/A
nao é acessivel ao sistema sendo que, a regiao de simetria quiral que-
brada, CSB, corresponde a fase “gasosa” enquanto que a fase da sime-
tria quiral restaurada, CSR, é relacionada a fase “liquida” sendo que,
LG estd associada a fase “liquido-gas”.

fronteiras. A linha tracejada corresponde a isoterma para a T' = 0.194A
(menor do que a temperatura tricritica, Ty = 0.251A). Os pontos
estdo unidos por uma linha numa construgao de Maxwell (contida no
formalismo da teoria) a qual é obtida pela condigdo de igualdade do
potencial quimico nas fronteiras das duas fases.

A fig. 24 mostra £/T2 e P/T? em fungao da temperatura para
pu = 0. Para altas temperaturas temos /T3 — —3((3)/m ~ 1.14,
enquanto que P/T% — —3((3)/(27) ~ 0.57 (onde ((3) ~ 1.202). Nes-
tes regimes temos (I' > T.) 6. = 0 e 7 — 0. A presenga de uma
transicao de primeira ordem imprime uma assinatura na densidade
de energia associada a presenga do calor latente. Isso pode ser ve-
rificado na fig. 25 onde mostramos, para N = 3, a & em funcao



69

01+

0.05 |

Liquido -Gas ‘
4 C 6 8 10

1/p

Figura 23 — Detalhe da fase mista no plano P—1/p para N = 3. A linha
pontilhada esta relacionada ao mapeamento do da linha de transicao de
segunda ordem. A linha continua representa o mapeamento da linha
de transicao de primeira ordem enquanto que, a linha tracejada cor-
responde a isoterma para a T' = 0.194A (menor do que a temperatura
tricritica, T3 = 0.251A). Os pontos estdo unidos por uma linha numa
construcao de Maxwell (presente no formalismo da teoria). A pressao
P estd em unidades A3 enquanto que a densidade p est4 em unidades
de A2.

de T para o valor p = 1.040A < pge = 1.029A. A linha trace-
jada corresponde ao resultado de N grande, enquanto que, a linha
continua representa o resultado da OPT. A assinatura da presenca do
calor latente estd associada a descontinuidade correspondente ao ponto

T = T,(1 = 0.140A) = 0.194A.
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Figura 24 — £/T3 e P/T?3 em funcio da temperatura para p = 0. A li-

nha tracejada corresponde ao resultado para N — oo e a linha continua
representa o resultado da OPT para N = 3. T estd em unidades de A.
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Figura 25 — Densidade de energia £ em funcao da temperatura (ambas
em unidades de A). A linha tracejada corresponde ao resultado de N
grande e a linha continua representa o resultado da OPT para N = 3.
A descontinuidade ocorre em T' = T, (p = 0.140A) = 0.194A.
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5 O MODELO DE NJL NA APROXIMACAO DE
CAMPO MEDIO

5.1 O MODELO DE NAMBU-JONA-LASINIO

Como foi mencionado na introdugdo, o modelo de NJL foi ori-
ginalmente proposto, em 1961, como uma teoria efetiva capaz de des-
crever as interagdes entre os nucleons [19]. A motivagao inicial estava
baseada na tentativa de descrever a quebra dinamica da simetria quiral,
no vacuo, em analogia ao mecanismo BCS da supercondutividade. Pos-
teriormente, com o surgimento da QCD este modelo passou a ser rein-
terpretado como um modelo fermidnico para quarks [20]. Um esforgo
consideravel tem sido feito para entender as consequéncias fisicas nesta
nova interpretagao. Um conjunto de trabalhos relacionados ao modelo
de NJL nesse sentido pode ser encontrada nas Refs. [21]. Existe ainda
a possibilidade de aplicagoes do modelo em questoes de astrofisica nu-
clear onde a matéria nuclear estd sujeita a campos magnéticos [22] o
que ocorre, por exemplo, em estrelas de néutrons.

A versao U (1) para o modelo de NJL é dada pela densidade
Lagrangiana

L= (i7,0" = mo) O=G [(P0)” = (Fins®)*],  (5.1)

onde ¥ representam os operadores de campo dos quarks (com os indices
de cor e sabor suprimidos, ou seja, ¥ representa um isodubleto de sa-
bor “up” e “down” e um N, “plet” de cor), m, é a matriz de massa
de corrente dos quarks (esta implicito que myp = Maown) A densi-
dade Lagrangiana acima é invariante frente as transformagoes globais
do grupo U (1), xU (1) ; dada pela transformacao continua definida por
U — U7 = exp[(—ifv5) /2] ¥. O modelo de NJL, na versdo acima con-
siderada, nao possui em sua formulacao graus de liberdade associados
aos glions, sendo incapaz de descrever transicoes ligadas ao confina-
mento. De maneira andloga a descrita acima, é possivel considerar o
modelo NJL na representagdo SU(2) e SU(3), os quais sao mais realis-
tas estando préximo da formulagao da QCD. Sendo que, a inclusao de
quarks estranhos inclui dificuldades extras como, por exemplo, o fato
de que a massa do quark estranho nao pode ser escolhida como sendo
igual a massa dos nao estranhos. Isso nos leva a uma quebra explicita
da simetria SU (3) [53,54]. Espera-se que um modelo efetivo realista
para a QCD tenha incluido também a possibilidade de descrever sa-
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tisfatoriamente o mecanismo do confinamento. O modelo de NJL, nas
versoes acima consideradas, é incapaz de descrever as propriedades rela-
cionadas a este fendmeno. Tal cendrio pode ser modificado tomando-se
o modelo de NJL estendido com “loop” de Polyakov (PNJL) ou seja,
para incluir, no modelo de NJL SU (3), aspectos relacionados ao con-
finamento introduz-se um campo de fundo temporal homogéneo com
um acoplamento SU (3) invariante de calibre [23]. No limite de quarks
estaticos o “loop” de Polyakov serve como parametro de ordem da
transicao de confinamento.

Devido ao termo de interagao (quértica nos campos) da eq.(5.2),
a teoria ndo é renormalizdvel em 3+ 1 dimensées (uma inspecao dimen-
sional revela que G possui dimensoes de erz), isso quer dizer que, as
eventuais divergéncias nao podem ser eliminadas através de uma rede-
finigao consistente dos parametros originais da teoria (campos, massas e
constantes de acoplamento). A necessidade da renormalizagao surge no
calculo das integrais nos momentos que representam “loops” de Feyn-
man e, neste processo, somos levados a adotar algum método de regu-
larizagdo (como por exemplo regularizagdo dimensional, Pauli-Villars,
implicita, “sharp cut-off”, etc.) os quais sdo maneiras formais de con-
siderar as divergéncias. No entanto, estes procedimentos introduzem
parametros arbitrarios com dimensoes de energia que nao aparecem na
densidade Lagrangiana da teoria original. Posteriormente (o0 que nao
é o caso do 3+ 1 NJL), quando o modelo estiver renormalizado, po-
demos escolher qualquer valor para as escalas de energia arbitrarias,
sendo que, os parametros originais passam a variar com tais escalas de
uma maneira ditada pelo grupo de renormalizagao. Para o modelo de
NJL é comum a escolha de um “sharp cut-off” (A) e, tendo em vista o
fato de que o modelo nao é renormalizavel, abre-se mao da parte cor-
respondente a altas energias (ou momentos) fixando A para um valor
relacionado ao espectro fisico em consideracao. Esta estratégia torna
o modelo de NJL 3 + 1 um modelo efetivo enquanto que A é tratado
como um parametro. Os valores de quantidade medidas experimental-
mente como, a massa do pion (m, = 135MeV) e a sua constante de
decaimento (f; = 92.4MeV) sdo utilizadas para fixar ambos, A e G.

Com o objetivo de obter a densidade de energia livre de Landau
Vet, para os quarks é conveniente considerar a versao bosonizada do mo-
delo NJL a qual pode ser obtida através da introdugao de campos auxi-
liares (o, 7) por meio de uma transformacdo de Hubbard-Stratonovich.
A saber, Vit é calculada utilizando a aproximacao de N.— grande a
qual é equivalente a MFA. Com a intengao de introduzir os campos
auxiliares, tornando a teoria mais palpavel na consideragao da apro-



73

ximagao de N.- grande é conveniente definir G = A/2N, tratando N,
como um numero grande sendo fixado ao valor N, = 3 no final dos
célculos. Portanto, na versao bosonizada escrevemos

_ - N,

L1 =W (i7,0") V=T (01 + iysm) U — 5 (0% +7%), (5.2)
onde definimos o/ = ¢ + m.. Por simplicidade consideraremos nossas
anélises iniciais no limite quiral, isto é, limite em que m. — 0, sendo
que futuramente m,. serd reintroduzida, quando for conveniente, por
meio de uma definicao apropriada.

5.1.1 A Densidade de Energia Livre de Landau

Como pode ser visto na Ref. [55], por exemplo, que utilizando
técnicas de integragao funcional podemos, para a densidade Lagrangi-
ana eq.(5.2), escrever a seguinte expressao para a densidade de energia
livre de Landau no limite de N - grande

Nc 2 . d4p 2 2
V:?f (X) = ﬁx +2@N3Nf/(27r)4h1 (—p +X ), (53)

onde definimos y =

Considerando agora a formulagao de tempo imaginario, dado
pela eq.(B.1) podemos reescrever a integral no momento p da eq.(5.3),
a temperatura e potencial quimico finitos, como

d*p - d’p 2
22'/ In (—p?+x?)=—2T / In [ wy, —ip)” +a?|
" (PA=T 2 f gt [ i)
(5.4)
onde definimos w, = y/p2+x? e p é o vetor momento em 3 dimensoes

espaciais. Efetuando as somas sobre as frequéncias de Matsubara e com
algumas manipulagoes algébricas podemos escrever para a eq.(5.3)

Vet (0T ) X / d*p
Zet VG ) A _oN, | 2
N, ox ) e

_zzvf/ (;i’)’?) {Tln {1 + exp (—“”’Tﬂ‘)]
+T1n {1 +exp (—w’);”ﬂ } . (5.5)
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A passagem da eq.(5.4) para eq.(5.5) pode ser acompanhada no apéndice
(eq.(5.5)). O segundo termo da equacgdo acima representa a contri-
buigéo divergente (divergéncia ultra violeta) que serd regularizada através
de um “cut-off” ndo covariante, A. A eq.(5.5) é geral e nos permite
analisar diferentes possibilidades, envolvendo imposi¢oes sobre os va-
lores da temperatura 17" e do potencial quimico u, o que sera feito na
sequéncia. Vale a pena ressaltar que, assim como no caso do modelo de
NJL SU (2), existe uma grande variedade de escolhas possiveis para os
parametros da teoria fixando os valores para a constante de decaimento
do pion (f; = 92.4) e de sua massa (m, = 135MeV) bem como o valor
do condensado (—(¥W)'/3 = 250MeV), sendo que, aqui adotaremos:
me = 5.36MeV; A = 620MeV; GA? = 3.00. O leitor mais interessado
deve acompanhar, na literatura, publicacoes dos autores para encontrar
maiores detalhes referentes as escolhas dos parametros.

5.1.2 Casoemque T =0e u=0

Neste caso mais simples, tomando o limite 7' — 0 e 4 — 0 na
eq.(5.5) obtemos

p 5
(21)° pPo+X". (5.6)

A integral nos momentos é altamente divergente o que nos leva a neces-
sidade da adocao de algum método de regularizacao, adotaremos aqui
a regularizac¢do introduzindo um “cut-off” nao covariante A, de modo
que podemos escrever (apds a integragdo da parte angular)

N,
Vet (1,0,0) = 5Ex% = 2NNy /

N A p2dp
Vet (x,0,0) = T;XQ — 2NNy (47T)/O 2 VP2 (5.7)

Esta integral estd resolvida no apéndice e seu resultado é dado por

(eq.(G.1))

A 2 1
[ e = (VR e 6y
0 (271_) 167'['
2
(A+VATH)
2

4
X
- =In|—F+—" . .
5 ln N (5.9)
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Com isso podemos escrever a eq.(5.7) como

N, N.N
Ve (0,00 = ZE*+ 5] {—2VAPH (207 +0x2)
2
<A+\/A2+x2)
+x*In — (5.10)
X
A equagdo do “gap” é definida através da relacao %’)‘(’O’O)‘ =0ce,

aplicada a eq.(5.10), nos fornece

(A+vAZT72)

N._ N.N _ - _
0 = —x+ L —8AYVA2 2 + 4% In =
A 1672 X2

2, (A+¢A2T>z2)2
X2

¥ = NGNf;z AV/A2+x2 —

Considerando o caso em que 7 = 0 e o caso em que m. # 0 obtemos

m— ”A2+6l2)2 } (5.11)

or?
Definindo a massa efetiva dos quarks através de My = m.+ & obtemos,
para a eq.(5.11), a relacdo auto consistente

N.GN
o= cc;; f7 {A\/A2+O'/2—l
7T

My (A+\/A2+M§)2
In

> M2

N.N
M()—mc-l-G !

My § A/ A2+ME —

(5.12)
Com a nossa escolha para os valores dos parametros e, com N, = 3
e Ny = 1, obtemos My = 341MeV, enquanto que, no limite quiral
(m. = 0) este valor passa a ser My = 328MeV.

5.1.3 O potencial termodinamico

Para as consideracoes futuras, relativas a normalizagao da pressao
é interessante definir a pressdo no caso em que 7' = 0 = p. Como ja
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foi visto anteriormente (capitulo 4 segao 4.1), a densidade de potencial
termodinamico estd relacionada a energia livre de Landau através da
definigao

Q(0,0) = Vet (%,0,0) . (5.13)

Este, por sua vez, estd relacionado a pressao através
P(0,0) = —Q(0,0) = =V (x,0,0). (5.14)

Teremos portanto, para a eq.(5.10), a expressao corresponde a pressao

1 N.N
PO.0) = oo (My - m? - e {—2\/A2+M§ (2A%+AME2)
2
.\ (A+\/A2+M§>
+M0 ln M2 5 (515)
0

onde My é solugao da eq.(5.12).
5.1.4 Casoemque T =0e u #0

Tomando o limite 7' — 0 na eq.(5.5) por etapas. Considerando
primeiramente w,, + ;& > 0 obtemos para o termo

lim {Tm {1 +exp (“’”; “)} } —0 (5.16)

Para o outro termo da eq.(5.5) temos

Jim, {Tln {1 + exp <—(%;“)ﬂ } (5.17)

os que nos leva a duas possibilidades: w, > 1 e w, < u. No caso em
que wp, > p recaimos no mesmo caso da eq.(5.16), sendo que, para o
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caso em que wp < p teremos x = (u — wp)

p{rmfiven (5)]} = o

)T
= Jm {7 [trew (7))

ifon(-5)]}

- ()=

= (—wp). (5.18)

O que permite concluir que o limite acima pode ser escrito em termos
das propriedades da funcao degrau de Heaviside, isto é

0, sex<0 ] . (5.19)

O (@) = [ 1, sex >0

Com as egs.(5.16), (5.18) juntamente com a propriedade dada na eq.(5.19)
podemos reescrever a eq.(5.5) como

Vet (X, 0, 1) X2 / d*p
e A 9N — — —
N, I\ f <27_‘_)3 [wp + 0O (u wp) (e wp)]
= X72 _ 2Nf/ dgp /p2+X2
2\ (%)3

-2 [ SB[ (= Ve (= Vo).
(5.20)

A tarefa que ainda resta é o calculo da integrais que aparecem acima.
A primeira integral, a qual é independente da temperatura, ja foi con-
siderada na segao anterior e aqui apenas utilizaremos o seu resultado
enquanto que, a ultima é calculada no apéndice, sendo seu resultado
dado pela eq.(H.5). Podemos assim, com as eqs.(G.1), (H.5) escrever a
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eq.(5.20) como

N, N.N
Ve (0 = i + et {-2VA? (20%40)
i 2
(Aﬁ/W)
+ x*In #
NN, (4 \
16 3 {“(“Q_XQ)Z — 20X\ 12 — X2
us 3
i 2
Loy | V=)
X % , (5.21)

onde estd implicita a dependéncia com © (u2 — XQ) de todos os ter-
mos associados a u (esta dependéncia serd omitida daqui em diante,
sendo que ela deve ser levada em consideragao na realizagao de célculos
numéricos, por exemplo). Aos dois ultimos termos da equagao acima,
associados ao potencial quimico, podemos somar e subtrair o termo

213/ 12 — x2? de modo que podemos escrever

N, , N.N
Ver 06 00p) = 50X+ 167r2f {—2 A24x2 (20°+Ax?)
2
(A+\/A2+x2)
+x*In —
X
N.N 10 3
R T e LR TAVITER
167 3
2
)
X" 1n " (5.22)

Através da eq.(5.22) podemos minimizar a densidade de energia livre
de Landau calculando

Vet (X, 0, 1)
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2
N, N.N (A+ \/ AQ‘HZQ)
0 = =Sx+—L oAyW/Ar 2+ 5% |~/
A 472 X2
2
L) /= — 0 <M+ MQ_XQ) 5.23
R e e e e (5.23)
O que resulta na relagao
2
wor | s e | (AVATEE)
X = A/ A24? — “=In -
272 2 X2
2
2 (u+\/u2—>22)
— ,u2—x2+?1n e (5.24)

Como ¢ usual, podemos escolher o ponto Y = ¢ com 7 = 0 e para levar
em consideracao massa de corrente nao nula nés definimos a massa
efetiva dos quarks através M, = m. + & (1, 0), assim sendo, podemos
escrever a eq.(5.24) como

M, = m¢+

% A T2+M3_M731n (A—|—,/A2+M3)2

272 Mﬁ

—\2
— py/ 2 —=M2 + %ﬁln (lH_ M2_M3) . (5.25)

2 M?2

Essa equagao auto-consistente pode ser resolvida por iteragao numeérica
e seu resultado serd apresentado futuramente juntamente com as com-
paragoes dos resultados da OPT. Podemos perceber que, no limite em
que 1 — 0 na eq.(5.24) conseguimos reobter o resultado da se¢ao ante-
rior (eq.(5.12)).
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5.1.5 Potencial Termodinamico

Levando em consideragao as discussoes da ultima secao acima,
relativas ao potencial termodinamico e a pressao temos, pela eq.(5.22),
a seguinte expressao para a pressao

2
NN (A /a2+022)
P(u,0) = (Mu—mc)z— L4 M, !

1
4G 1672 | " M?

3 2
2, /A4 M2 (20%+AM2) }
NeNy [10 0 5 2\ % 3
et {2 - 0y o o
2
(uﬂ/ p = ME)
+M;n . (5.26)

M;

Finalmente, em T'= 0 e u # 0, a equagao de estado para os quarks é
dada por € = —Pet (11,0) + pip (1, 0) onde p(p,0) = dP (u,0) /dp é a
densidade na MFA

3/2

NNy 1 o 2
p(,u70) = 372 [:u _M;J
A pressao efetiva, Pe (1t,0) = P (u,0) — P(0,0), com P (0,0) dada
pela eq.(5.15) é definida de modo que ambos, a pressao e a densidade
de energia, se anulem quando g = 0. Também podemos definir uma
constante de “bag”, em analogia ao modelo de sacolas, por

B = P (0, M) — P (0,m.)

onde My é a solugdo da eq.(5.25) com p = 0. Assim como é enfatizado
na Ref. [53] é importante observar que, como no modelo de sacolas, B,
representa a diferenca de pressao entre o véacuo trivial e o nao trivial
sendo que isso nao é uma imposicao do modelo mas uma consequéncia
da dindmica das interagoes levando My # m.. Com as nossas escolhas
dos parametros obtemos B = 0.25fm™*. Os gréficos das quantidades
de interesse serao apresentados no proximo capitulo, visto que sdo im-
portantes para efeitos de comparagao com os resultados da OPT.
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5.1.6 Caso em que T#0e u =0

Tomando o limite em que g — 0 na eq.(5.22) (este limite é
imediato) ficamos com

V;af (X7T70) X2 /
et Vo) A 9N,
N, 2A Y

—2NfT/p {In [+ exp (-52)]
sfrren ()]}

3
onde definimos fp =/ (371)73. Utilizando o resultado das segoes anteri-
ores para a integral que independe da temperatura podemos escrever

V:af (X>T7O) _ X2 Nf _ 2 2 3 2
T = 54_16%2{ 24/ A24x (2A+Ax)
2
(A+v/A70)
+X4ln #

v | {Tln |+ exp <_ (B)+(2) )

A integral que ainda resta nao possui uma expressao analitica reque-
rendo, portanto, algum método alternativo. Se tivermos o objetivo
de obter a temperatura critica podemos contornar esse inconveniente
implementando a chamada expansao de altas temperaturas, tendo em
vista que, quando T' — T, o parametro de ordem y— 0. Como abor-
dagem alternativa, para descrever num gréafico o parametro de ordem
em funcgao da T, podemos resolver o problema através de integracao
numérica a qual também permite obter T,.. Neste trabalho considera-
mos essas duas abordagens. Iniciando com a expansao de altas tempe-
raturas podemos obter o resultado (como pode ser visto no apéndice,
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eq.(F.8))
N, , N.N
Ve (G T,0) = S5x™+ 167T2f {—2 AZ4x2 (20°+AX?)

2

(A+\/A2+x2)
NNy 3. 4 a4 (X)2
1672 {(27_2111(7?)_ X X ln(T)

N.N;

+

2T
Tx)? - :
12 {( X) 15 ]

onde v é a constante de Euler-Mascheroni. Assim a equacao do “gap’

)

Vet (X, T,0)
ox

serd dada por

N¢A X
= 4f2 2NV A2+ — X?ln
™

s [ (arvamE)
)ZQ

72 X*+2% (=3 +27—2In(m)) + 2x%In (;é—i)
FNAX § — + B
6 8w

(5.28)

Consequentemente, a massa efetiva dos quarks, My = m. + &(T), é
dada por

2
B N{AMrp o . Mp? [ (AVAREML?)
Mr = m.+ o {2/\ A2+ Mz — 5 In N2

T2 3
+NeAMyp {6 + M7 +2M3 (—2 + 2y —2In (71'))

M2 (M3
+ﬁln <T§> } . (5.29)

Utilizando os valores para os parametros escolhidos para este
trabalho obtemos uma T, ~ 174MeV com m. = 0, enquanto que,
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para o caso em que m, # 0 obtemos apenas um comportamento de
“cross-over”. Utilizando integracao numérica podemos obter dois re-
sultados diferentes, dependendo da implementacao da regularizacao:
se regularizarmos apenas a parte divergente reobtemos o resultado
da expansao de altas temperaturas enquanto que, se regularizarmos
também a parte finita obtemos, no caso em que m. = 0, o resultado
T. ~ 196MeV. Este cenario é semelhante ao que pode ser obtido no
caso do NJL SU (2) como pode ser visto na Ref.[53]. Nesta Ref. o
autor obtém uma T, ~ 222MeV (para A = 587.9MeV; GA? = 2.44)
sendo que, este resultado estd acima daquele obtido por simulacoes
na rede, a qual fornece o resultado de T, ~ 170MeV. Em contra-
partida, obtém-se o resultado de T, ~ 185MeV considerando todas as
integrais limitadas superiormente a A. Na mesma referéncia o autor
justifica que a diferenga no valor encontrado através da MFA e da si-
mulagao na rede se deve ao fato da transicao de fases ser gerada pelos
graus de liberdade incorretos mas, pelo que concluimos aqui, isso é
uma consequéncia da implementagao matematica do processo de regu-
larizagao. Na fig. 26 mostramos os graficos da massa efetiva em funcao
da temperatura no caso em que m, = 0. Nesta podemos perceber
as implicagoes das diferentes maneiras de implementar a regularizacao
visto que, a linha continua corresponde ao resultado com todas as in-
tegrais com “cut-off” (7. ~ 196MeV), enquanto que, a linha tracejada
corresponde ao limite original das integrais finitas (7. ~ 174MeV).
Na fig. 27 apresentamos a massa efetiva em funcao da temperatura
para 4 casos diferentes. No painel superior implementamos a regula-
rizagao apenas nas integrais divergentes, o que nos leva a obter uma
temperatura critica, T, ~ 174MeV (linha tracejada que corresponde
a me = 0 ). A linha continua indica o comportamento assintético
caracterizando uma variagdo pequena da massa efetiva em funcao da
temperatura. O painel inferior corresponde a figura gerada tomado
todas as integrais regularizadas com A, independentemente de serem
divergentes ou nao, sendo que, a linha tracejada corresponde ao caso
em que m, = 0 e T, ~ 196MeV, enquanto que, a linha continua foi
obtida com m. = 5.36MeV.

5.1.7 Casoem que T'#0e u #0

Para finalizar as revisdes concernentes ao modelo NJL U (1) na
aproximagao de N.— grande vamos considerar o caso em que ambas,
a temperatura e a densidade, sdo finitas. A aplicacdo de integracdo
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Figura 26 — Massa efetiva dos quarks em funcao da temperatura com
m. = 0. A linha continua corresponde ao resultado com todas as
integrais com “cut-off” enquanto que, a linha tracejada corresponde ao
limite original das integrais finitas.

numérica e posteriormente o calculo da equagao do “gap” nos permite
uma completa descri¢do do diagrama de fases. Os resultados numéricos
para as quantidades tricriticas sao dados por pier =~ 275MeV e Tye =~
85MeV, sendo que, o grafico do diagrama de fases serd apresentando
no proximo capitulo juntamente com as comparacoes dos resultados da
OPT.
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Figura 27 — Massa efetiva em funcao da temperatura. No painel supe-
rior somente as integrais divergentes foram regularizadas: linha trace-
jada corresponde ao limite quiral enquanto que a continua representa
m. = 5.36MeV. No painel inferior todas as integrais foram regula-
rizadas: linha tracejada corresponde ao limite quiral enquanto que a
continua representa m, = 5.36MeV.



86



87

6 A TEORIA DE PERTURBACAO OTIMIZADA
APLICADA AO MODELO DE
NAMBU-JONA-LASINIO

6.1 A DENSIDADE LAGRANGIANA PARA A TEORIA INTERPO-
LADA

No capitulo 3 ressaltamos a importancia da correta implementagao

da OPT ao modelo fisico do qual se estd interessado em descrever a
dinamica de interagoes. Com o intuito de implementar a OPT ao mo-
delo de NJL U (1) poderfamos ser guiados, ingenuamente, pelas mes-
mas ideias descritas naquele capitulo, no entanto, os autores da Ref.[11]
mostraram que algumas abordagens alternativas precisam ser adotadas
(uma maneira alternativa de implementar a OPT ao modelo de NJL
pode ser encontrada na Ref.[56], além disso, a OPT j4 foi aplicada
ao modelo de NJL em diferentes contextos [57]). Com a intencao de
ressaltar alguns aspectos da OPT vamos apresentar resumidamente os
resultados daquele trabalho no apéndice J. Seguindo a filosofia correta
de implementacao da OPT podemos escrever a seguinte densidade La-
grangiana interpolada

Lo= 6L+ (1—6) Lo, (6.1)

aplicando a eq.(5.2) teremos

_ N,
Ly =V {in, 0" — [0 (0 +ivsm)+me+n(1—0)]} ¥ — (55 (0% +7%).
(6.2)
Observando a expressao acima podemos definir, por questoes de prati-
cidade, a quantidade

N =Q=45[n—(o+iysm)], (6.3)

onde definimos ainda £ = m. + 1. Um resultado bem estabelecido
na literatura, referente as aplicagoes da OPT no célculo de densidades
de energia é o fato de que, no limite de N grande, 77 é fixado como
sendo igual aos campos de fundo, de modo que, as duas aproximagoes
coincidem neste limite ficticio. Por exemplo, se fixarmos 7 = 0 o mo-
delo de NJL é similar ao modelo de GN mostrando CSB discreta e, as
inimeras aplicagoes nos capitulos anteriores mostraram que, no limite
de N— grande, 7 = o.. No entanto, com o modelo de NJL além do
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canal escalar temos que lidar com canal pseudoescalar. Esta situagao
foi considerada em detalhes na Ref. [11] onde foi mostrado que, com
a intengdo de manter a estrutura de Goldstone da teoria original, o
parametro de massa da interpolagao, 7, precisa ser definido de modo a
levar em consideragao corregoes no canal pseudoescalar. Isso pode ser
alcancado definindo

n=a+iyp (6.4)

onde a e (B sao parametros de massa arbitrarios. Agora nds temos
2 parametros de massa, a a componente de [, e consequentemente
duas condigbes de PMS s@o necessédrias. Apds o cédlculo de Vi em
determinada ordem-k nés impomos

v,
dp

vy’

=0
do ’

a,B,6=1

=0 . (6.5)
a,8,6=1
Utilizando a eq.(6.3) obtemos para a expressao eq.(6.2) uma forma
reduzida dada por

. . N,
L=V (iy,0" =)V — (55 (0% +7%). (6.6)

6.2 A DENSIDADE DE ENERGIA LIVRE DE LANDAU PARA O
MODELO DE NJL U (1) INTERPOLADO

Neste caso, para obtermos a expressao para a densidade de ener-
gia livre de Landau podemos seguir o mesmo procedimento efetuado
na consideracao do modelo de GN3d. Com a série de diagramas apre-
sentados na fig. 28e as regras de Feynman associadas temos seguinte
expressao matematica para a densidade de energia livre de Landau

Ne

) N.N A
Vo) = e +ino [ (i
p

1 1 1
SOAN; [t
"2 f/ r[(ﬁ—ﬁﬂe)%ﬁ—ﬁﬂe%}
1 1 1
—Z6AN; [t . (6.7
2 f/p,quzb—ﬁﬂ‘e)d—ﬁHJ 6.7

onde x? = o2 + 72. Por conveniéncia, também efetuamos a definigao

fp 0= i % i (ZJ%. Podemos notar, na eq.(6.7), a presenga dos dois
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OO0

Figura 28 — Diagramas de Feynman que contribuem para Vet (7}) até or-
dem ¢. As linhas fermionicas continuas e grossas representam os termos
dependentes de 7} (que precisam ser expandidos); as linhas tracejadas
representam o propagador associado ao campo ¢ e o propagador do
campo 7 é representado pela linha pontilhada-tracejada. O primeiro
contribui com 1/N?, o segundo e terceiro (§) contribuem com 1/N.,..

¢ D 7\

__\__h\_

Figura 29 — As linhas continuas (fermi6nicas) representam termos de-
pendentes de 7} os quais precisam ser expandidos, enquanto que, a linha
continua e fina representa propagadores fermionicos dependentes de 7;
as linhas tracejadas representam o propagador associado ao campo o e o
propagador do campo 7 é representado pela linha pontilhada-tracejada.

termos correspondentes as auto-energias mostradas na fig. 29. To-
mando o segundo termo da expressao acima e expandindo 7 até ordem
& obtemos

/ptrln (p—1) :/ptrln (;6—9)4-/ptr [Q_(UJ__QW{’WC)} ’

e dessa maneira

Ne

R NN
Ver (X, 1) = §X2+2Tf/tﬂn (»—9)
p

Z,NcNf /tr [Q — (0. — i’y57rc)]
2 J, p—0

I [ =y e
_;&Nf/p trKﬁ ;HE) ﬁéﬂ.e} (6.8)




90

Ou de outra forma, podemos tomar o resultado obtido na aproximacao
de N.— grande dado na eq.(7.8), isto é,

/trln (ﬁ—x):iQNch/ln (—p*+x?). (6.9)
P P
Realizando a mudanca x — 7] e expandindo até ordem § obtemos

/ln(—p2+x2) = /ln(—p2+Q2)

p P

L [letmle o) 88

_p2 + QQ
(6.10)
Com isso percebemos que, assim como no caso do modelo de GN, po-

demos tomar o resultado da eq.(6.9) que em termos de « e 8 pode ser
escrita na forma

/ln (—p*+x?) = / {ln {—pz + (a4 me)? + ﬁﬂ

(a+mam—aa+ﬁw—wa}

-2 5 5
—p*+ (a+me)” +

(6.11)

Assim, com a (6.10), a eq.(6.8) fica da forma (sendo que, para
os dois ultimos termos, consideramos 7} = €1, visto que, estes termos ja
estao em ordem 0)

N, )
Ver () = ﬁXZ +i2N:Ny / In [*PZJFQZ]
P
a+me)(a—o.)+ B (B —m.)

. (
4N, N ;6
o -fé (—p% + )

w3 [ (g et
() el e
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e em termos da eq.(6.11) temos

ef (Xa 7/6) =

c . 2
ﬁxz + zQNCNf/ln [—pQ +(a+ mc)2 + 5 }
P

(0‘+m6)(0‘_‘76)+ﬁ(5_7T6)
—p? + (a+me)” + B2

OAN¢ 1
52 o)

1
5 - V5
4 — (a+me+iv58) }

OANy 1
2 L7qtr{{ﬁ_(a+mc+i75ﬁ)} .

1
P Pr————y } ' (6.13)

+idN N6 /

Podemos ainda definir por questoes de notagao

o= altiype
al = a+me

e reescrever eq.(6.13) como

N,
Ver (X, B) = o X x> + 2N, Nf/ln [—p2+lnll2}
p

al(a—o.)+B(8—me)
[fp2+ \77/\2]

+w [(15 77/+Z€) 75%—771/%6%}
G

5ANf 1
p—nl+ic) g—mn+iel’

(6.14)

+idN N6 /
p

O célculo dos tragos pode ser visto no apéndice, com o resultado para
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a equagao acima, dado pela eq.(J.16)

N, .
Vet (X, 0, B) = ﬁXQ‘FZQNcNf/ln (—p2+|77/|2)
p

(a—0c)+ B (B —m)
—p2+ |y

/
—idN,N;6 / a
p

p-p
—40ANy /p’q (p2 B |77/|2 4 ie) (q2 _ |77/|2 N ie) .
(6.15)

Uma caracteristica importante a ser notada é o fato de que, devido
ao cancelamentos entre fatores vindos dos dois canais, contribuicoes
além de N, serdo notadas quando u # 0, como serd visto mais adi-
ante. No apéndice J mostramos ainda que o ultimo termo da expressao
acima pode ser escrito numa forma compacta, utilizando o resultado
da eq.(J.16) escrevemos

N, )
‘/ef (Xa «, 6) = ﬁx2 + 'LQNCNf / hl (7p2+0[/2 + /82)
p
af(a—0o.)+ B(8—7.)
—p? + ar? + 32

2
Do
—45\N; (/ ) . (6.16)
p —D? +ar+ 2

O passo seguinte a ser efetuado é introduzir o formalismo de
temperatura finita, efetuar as somas sobre as frequéncias de Matsu-
bara e realizar as integragoes dos momentos, para obter uma expressao
analitica, em temperaturas e densidades finitas, para a eq.(6.16). An-
tes disso, para facilitar as consideragoes futuras, vamos considerar as
implicacoes das condigoes de PMS.

—idN.N§ /
p
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7 OTIMIZACAO E RESULTADOS NUMERICOS

Antes de prosseguirmos os estudos é conveniente analisar, neste
nivel (antes de efetuar as somas sobre as frequéncias de Matsubara
e integrais nos momentos), as consequéncias das condi¢oes de PMS.
Comecgaremos considerando

- d*p (@ — o)
= —i4N:.Ny {/ (271')4 (—p2 + ar? + 3?)
+[ar(a— o)+ B(B —m)] x

AVer
do

a=o

aff
da |/, (—p2+d/2+52) .

- (ANM) Up (7 +]Z?/2+62)] *

d DPo
i\ o

9

e posteriormente
AVer — 4NN / 2(5 - 7;«:) -
B |p—p p (—p? +ar + 32

+ @ (a—o0)+B(B—m)] x

% [/p (—p* + clw2 +6%) 5:/;}
- (ANA?) Vp (—p* + (];?/2 +52))

s
a5y PP+ 0P 1 7)

Onde omitimos temporariamente, por questoes de notacao, o argu-
mento (x,«, ) que aparece na fungio V. Percebemos que obtivemos
duas equacoes de PMS e que a implementacao disso é uma tarefa bas-
tante complicada do ponto de vista de cadlculos numéricos ou mesmo
de expressoes analiticas. Vamos tentar outra possibilidade que vem

(7.1)

B=p
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acompanhada da pergunta: Se 7. = 0 = § = 0 é uma solucao? Se
isso for verdade recaimos em apenas uma equagao de PMS. Tomando
a eq.(7.1) e fazendo 7. = 0 obtemos

0 = Z4NcNfA (—p2+d/2+52)
. 21 L[, :
+ [ar(a —o.) + B?] a8 {_Z4N6Nf/p (= + o +8%)[,_5

)l

N, » (—p? + a2+ 3?)
- ) 1

-7 {"WcNf/,, (7 ar )

‘ o . 2
HANCNy [a1 (6 = 00) + 7] /p (—p2 + 2 + B2)°

oMV Do 2pg
() [ ) | s

ou seja, uma das solugoes é 5 = 0. A outra é dada por

A=
g Jp (=p* +ar? + §?)

p=p

1
0= —i4N.N =
‘ f/p (=p* +ar +32)

+i4NeNy (a7 (& = 0) + 5] /p [~p? + (5/2 +5)]"

ANy Po
—8( Nc ) [/p (7p2+0—[/2+62)

Sob este ponto de vista, e devido a simetria entre o e 8 consideraremos

/ 2po
P (_p2 + (04/2 +62))2
(7.2)

apenas o €aso em que B = 0.
7.1 RESULTADOS NUMERICOS

Para considerar a solucdo formal da eq.(6.15) terfamos que uti-
lizar a substituicdo eq.(B.1), efetuar a soma sobre as frequéncias de
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Matsubara para, posteriormente, efetuar as integrais nos momentos.
Nosso trabalho pode ser facilitado tomando o resultado obtido na con-
sideracao do modelo de NJL na aproximagao de N.—grande, dado pela
eq.(5.5), realizar a substituigdo x — 7 e posteriormente expandir até
ordem 4 (exceto o primeiro termo que nao deve ser expandido). Fa-
zendo isso e com auxilio da eq.(K.6) obtemos

Vet (X, @, B)

p J—

oo (1Y)

P (n — o¢) sinh [wy, (n/) /T
+2.Nyws | oy (1) {cosh (u/T) + cosh Ly (/) /TT}

N [ G s b 7 } | (73)

onde [* = [ 4 or )3 Pelo fato de tomarmos a solucdo = 0 e . = 0

como valida podemos reescrever a equagao acima como

‘/ef (07 Oé)

_ g& 02 QAPNf/m{wp@W)+1qn[1+eXp<_ub&g?_u>}

H%Pﬂm<%WH®”

sinh [w,, (a7) /T
+2N Nyas (o 5/ wyp () {cosh (11/T") + cosh [w,, (at) /T]}
i sinh (u/T) 2
+5>\Nf {/ |:COSh (,LL/T) + cosh [wp (auf) /T]:| } ) (7.4)
onde

wf] (at) = p?+ |a/|2

Expressoes analiticas, para a eq.(7.4), ndo estao disponiveis no caso em
que T # 0 e u # 0, o que torna conveniente investigar as diferentes
condi¢oes impostas sobre a temperatura e o potencial quimico caso
a caso. Como ja foi mencionado anteriormente, o ambos os canais
induzem cancelamentos cujo o resultado é o de que os termos de ordem
1/N, sdo relevantes no caso em que p # 0, isso pode ser agora facilmente
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visualizado tomando o tdltimo termo da eq.(7.4) (o qual se anula com
u = 0). Vale a pena ressaltar que estamos considerando a OPT em
primeira ordem e que, como foi mostrado na Ref. [11], isso pode ser
modificado considerando corregoes de ordem superiores. Para elucidar
alguns aspectos relacionados a OPT aplicada ao modelo de NJL U (1)
e a sua relacdo com a MFA, vamos considerar, na sequéncia, o caso
mais simples em que T' = 0 e y = 0 para, posteriormente, considerar
os casos T'=0¢e pu # 0 e finalmente o caso T'#£ 0 e pu # 0

7.1.1 Casoemque T=0e u =0

Neste caso, o resultado para a densidade de energia livre de
Landau (eq.(7.3)) pode ser obtida através do resultado, dado pela a
eq.(5.10), fazer a substituicdo conveniente, isto é, x — 7 e posterior-
mente expandir 7) até ordem ¢ (com 8 = 0 e m. = 0). Fazendo isso
obtemos

Ne 5  N¢Ng

Vot (0,0) = o2 4 {—QA\/AQ-i—a/? (22 + or?)

2\ 1672
[(A+ VATFar)”] }

+atln
of?

- ]\jfgf af (a— o) {—2/\\/ A2+ar?
[(A+ VAT+ar)”] }

2
+ arIn ez (7.5)

Aplicando a condi¢ao do PMS a eq.(7.5) teremos

2
NNy (@ — o A+ VA +ar?
0= NNl 9e) Jor (A2 4 382) - 3a/In (A+ VA*+a?) :
42/ A2 +ar? ar
(7.6)
sendo que, a condi¢ao de minimizagao, isto €, W ~ resulta em

0 = %60 + ]\;Cgf al {—QA\/AQ + a2
(A+ \/A2+a/2)21 }

+ a”ln —
ar?
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ou seja

2

A+ VAZ+ar?

Fe = — ]Zf)\ { —2AVA2 + &2 + o In ( + ,;La ) 1}
&

Definindo a massa constituinte dos quarks como M = m.+a. e levando
em consideragao a solugao da eq.(7.6) temos portanto

(AWW)?”

M2

N¢N, M?
M =m,+—1= GM{A\/A2+M22IH
s

O que corresponde ao mesmo resultado da MFA dado pela eq.(5.12).
7.1.2 Casoemque T'=0e u #0

Percebemos anteriormente que, exceto o ultimo termo, todos os
termos da eq.(7.4) podem ser obtidos através do resultado de campo
médio fazendo x — 7 e posteriormente expandir 7 até ordem ¢ (com
B =0em =0). Executando esse procedimento na eq.(5.22) obtemos
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N. N Ny
Vet (0, pp) = ﬁoer 16772f {72 A2+ar (20%+Aar?)

(A+\/A2—|—a/2)2
S A
+]¥gi\f2f 4ot (v — 0¢) 0 {ZA\/ A2+ar?
(A+\/A2+a/2)2] }
2

+artln

ol
—aPln |7
o/

N.N 1 3
- ! {Jrou (1® — ar®)? —2pP\/p2 — ar?

1672 3
2
(u+vuﬂ-—aﬂ)
+ atln >
(8%

N.N
- 1fci 2f4a/ (a—0.)d {QM\/,LP—OU?
T
2
@+vﬁ—wﬂ
2

ol

k sinh (/T ;
+0ANy {/ [cosh (/T + cosh [wg, (1) /T]] }<7'7)

Continuando pelo dltimo termo da eq.(7.7) podemos, utilizando as pro-
priedades da funcao sinal e da funcao degrau de Heaviside, escrever

— a*ln

inh (u/T
lim [ k2dk sinh (1] )2 .
=0 cosh (p/T) + cosh {7”“;“'}
1 3/2
= —sgn(p) (0* — o) 0 (1? —ar?). (7.8)

3
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Incorporando o resultado da eq.(7.8) na eq.(7.7) temos

N, N.N
Vet (0,0, 1) = ﬁafﬂL 167T2f {—2 A2+ar? (20°+Aar?)

(A+VAZ+ar?)
7
—|—NCNf dot (v — 0¢) 0 {QA\/ A2+ar?
1672
(A+v/ A2+a/2)2 }
7
NNy {+IOM (2 - a,Q)% 2% — ar?

ol
1672 3

(4+viE=ar)’

2

+ atln
al

— a’ln

+atln

ol

N.N
! Ao (a—0.)d {2u\/,u2—a/2

1672
2
<u+ V uQ—a/Q)
— o’ln 5
ol
1 3
+OANy 3o (1 —ar®)” 0 (p* — ar?). (7.9)

Fica claro, a partir da eq.(7.9) que, na condigdo de p = 0, o resul-
tado da OPT ¢é igual ao resultado da MFA. Neste contexto podemos
nos perguntar se as correcoes de N finito em p # 0 sdo do tipo que
geram um potencial quimico efetivo? E sabido que, na formulacao La-
grangiana de uma TQC podemos escrever uma infinidade de termos
dependendo das caracteristicas que estamos interessados em descrever.
E permitido e conveniente considerar um termo vetorial isoescalar do
tipo Gy (\IIWM‘I/)Z . Na MFA, como pode ser visto no apéndice eq.(I.17),
a introdugao deste canal extra efetua um deslocamento no potencial
quimico gerando um potencial quimico efetivo. O efeito liquido disto é
induzir o mecanismo de saturagao tornando a matéria de quarks mais
estdvel [58] e, além disso, permite gerar, através das EOS, estrelas com
massas mais realistas [53,59,60]. Para estudar as corregoes da OPT,
em primeira ordem, e comparar com os resultados da MFA, iremos
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considerar na sequéncia, § = 1 e impor a condigdo de PMS dada por

d‘/:af (07 «, /"L)

=0,
dOZ a=a
o que resulta em
2
N.N; (@ — o, A+ VA2 +ar?
0 — NNy (@ —0c) 2A (A% 4 3a*) — 3a/In ( \/_70[)
in? /K2 +ar ar
NcNf _ 2 2
A o ()
2
(n+ /2 =ar)
+ 3a/*In 3
ol
al oo 212
FOANy o (17 — o). (7.10)

Onde utilizamos A = 2N.G. Também minimizando Vet (0., o, 1) com
relagao a o. obtemos

AN e
5’c = Tzf@/ {2A A2+6é/2 — 07/21n
7

ol

o)

2
ANy ~ ~ 2 (H+ v MQ_C_WZ)
—Fa/ 2un/ p2—ar? — arfln —
™ a

(7.11)

Definindo a massa efetiva dos quarks como M,, = m,+ &, nés podemos
escrever a eq.(7.11) como

AN
M, = m.+ 4—5&/ {QA\/A2+a/2 — ar*In
™
(7.12)

al

(A+vA?+a?)’
2

(u+\/m)2

ar?

AN
2wl o/ p2—ar? — &Pln

472
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A densidade de potencial termodinamico para os quarks, 2, que estéd

relacionado a pressao, P, através {2 = — P é definido com o a densidade
de energia de Landau otimizada calculada em seu minimo, ou seja,
P(u) = —Ve(G,a, ). Usando A = 2N.G podemos escrever a equacio
para a pressao como
P(p)
(M, —me)® NNy { - B pn2
= - — =2V A2+ar? (2A°+Aar
1G 1672 +ar (20%+Aar’)
. (A+\/A2+07/2)2
+afln | ——
ar?
A+VA2+ar?
+ dar (ar—M,) [2Av/ A2+ar? — a*In ( = ar) H}
a
N.N¢ 10 3
c ) 2 _ 572 - 2 7/2 2
+167T2{ VAT +5n (e’ —ar)
2
(u + V- 07/2)
+artIn

ar?

2
(/H-\/,uQ—dﬂ)
2

al

+ dar (@r—M,,) | 2u/ p2—ar? — @*n

N¢N,
_5ch

(w2 ar) (7.13)

A densidade pode ser obtida através p(u,0) = dPy(u,0)/dp resultando
em

GN.N;

_ 2
plp) = —— g (p® —ar)

N Ny VpE—ar? [P +ar (200 —3M,,)] . (7.14)

37r2

Finalmente, em T = 0 e p # 0, a equacao de estado para os
quarks é dada por

E(p) = —Pet(p) + pp(p), (7.15)
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onde Py(p) = P(u) — P(0) e

P(0)
_ (M _m0)2
= e (7.16)
2
AV A2+ar? .
_ NelNy artln ( + o ) — 2/ A24ar? (2A‘3+Aa/2)
1672 af?
2
AV A2 +ar?
+4ar (ar—M) |2Av/ A2+ar? — ar’In % }7
«

(7.17)

de modo que, ambos, a pressao e a densidade de energia, se anulem
em p = 0. Agora, com a intengao de calcular a eq.(7.17) precisamos
resolver as eq.(7.10) e eq.(7.12) com p = 0. A fig. 30 mostra a den-
sidade de bérions (em unidades da densidade da matéria nuclear) em
funcdo do potencial quimico mostrando que, o resultado da OPT cor-
responde, aproximadamente, ao valor da MFA com Gy = 0.2G (Gy é
a constante de acoplamento para o termo vetorial isoescalar). Na fig 31
nos mostramos as transigoes de fases de primeira ordem comparando os
resultados obtidos com aqueles fornecidos pela MFA nos diversos casos
envolvendo imposigdes sobre os valores de Gy . Nesta figura fica claro,
novamente, que os resultados da OPT correspondem aos resultados da
MFA com termo Gy ~ 0.2G. A Fig. 32 mostra algumas propriedades
da equacgao de estado importantes para a nossa andlise: a variagao da
pressdo com o potencial quimico mostra que o nosso resultado (linha
continua) torna a equacdo de estado mais “dura” assim como o termo
vetorial isoescalar o faz (linha pontilhada) sem no entanto, introduzir
novos parametros na teoria. Um resultado que também aponta nesta
direcao é mostrado na fig. 33.

7.1.3 Casoemque T #0e u#0

Para finalizar as consideragoes referentes aos calculos efetuados
com a OPT aplicada ao modelo de NJL U (1) vamos analisar o di-
agrama de fases em temperatura e densidade finitas no limite quiral
(m. = 0). Na auséncia de resultados analiticos nés adotamos roti-
nas numeéricas para obter o diagrama de fases descrito em termos das
linhas de transicao de primeira e segunda ordem. Na Fig 34 apre-



103

sentamos a comparagdo dos diagramas de fases, no plano u— T, ob-
tidos através da aproximagdo de N.— grande e da OPT. No limite
quiral os pontos tricriticos podem ser localizados e identificados pelos
pontos: e =~ 275MeV e Ty, ~ 85MeV, na aproximagao de N.—
grande, enquanto que, na OPT, o ponto tricritico estd localizado em
Wier = 312.5MeV, T}, = 63.5MeV sendo que, a linha tracejada repre-
senta a linha de transicao de segunda ordem, enquanto que, a linha
continua estd associada a linha de transi¢ao de primeira ordem.
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Figura 31 — Massa constituinte dos quarks em funcao de p mostrando
transigoes de primeira ordem correspondentes aos resultados: OPT (li-
nha continua) com m. = 4.65MeV; N.— grande com m, = 5.36MeV e
com Gy = 0 (linha tracejada) enquanto que a linha pontilhada corres-
ponde ao resultado de N.— grande com Gy = 0.2G (painel superior )
e Gy = 0.4G (painel inferior ).
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Figura 34 — Diagrama de fases no plano p x T' no limite quiral (com
me = 0). A linha tracejada representa a linha de transi¢do de se-
gunda ordem enquanto que, a linha continua estd associada a linha
de transicao de primeira ordem. Os pontos escuros indicam a loca-
lizagdo dos pontos tricriticos (pier = 275MeV, Tier = 85MeV) (MFA)
e, (fter = 312.5MeV, Ty, = 63.5MeV) (OPT). A curva interna é o re-
sultado da OPT enquanto que a externa é o resultado da aproximacao
de N.— grande.
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8 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

A aplicagao da OPT ao modelo de GN3d e ao modelo de NJL
mostrou que essa técnica fornece resultados com varias vantagens em
relagao aos resultados encontrados na literatura, obtidos através de
outros métodos nao perturbativos como a expansdo de N grande (ou
MFA) e simulagoes numéricas de MC. Uma destas vantagens apresenta-
das e, para a qual, chamamos atencao é o de que as quantidades fisicas
podem ser calculadas para qualquer ntimero de espécies fermionicas,
N, o que nao é alcancado pela expansao de N grande (largamente uti-
lizada) sendo que, em todos os casos, o resultado de N grande pode ser
reobtido através de um limite adequado.

Dentre todos os resultados, que obtivemos relacionados ao mo-
delo de GN3d, podemos destacar os mais importantes: a determinacao
do ponto tricritico no plano (i, T) (sendo que podemos determind-lo
para qualquer valor finito de N) e a descoberta da fase “liquido-gds”.
A existéncia de um ponto tricritico ja havia sido cogitada na Ref. [18]
mas, devido a precisao utilizada naquelas simulagoes a localizacao pre-
cisa nao pode ser alcangada. Enquanto isso, a fase “liquido-gas” era
desconhecida havendo apenas evasivas especulagoes a respeito. Es-
tes fatos exaltam a robustez com o qual conseguimos determinar os
valores para as grandezas de interesse, mesmo para regioes extrema-
mente pequenas, como ¢é o caso da regiao de coexisténcia “liquido-gas”.
Além disso, com o formalismo mostrado neste trabalho demonstramos
uma mudanca drastica na configuracao do diagrama de fases obtido
com a expansao de IV grande associando apenas uma fase supercondu-
tora e normal. Mostramos ainda que é possivel aplicar, na densidade
de energia livre de Landau, a OPT-PMS juntamente com a expansao
de Landau de modo a obter quantidades criticas e tricriticas. Sendo
que, isso se torna possivel se considerarmos aproximagoes nas equacoes
otimizadas. No entanto, os resultados numéricos mostraram que tais
aproximagoes podem ser negligenciadas ja na primeira ordem. Para o
modelo de NJL mostramos que, através de uma adequada escolha para
a forma do parametro de massa da interpolacdo, o resultado da apro-
ximagao de N.— grande pode ser exatamente reobtido e a estrutura
de Goldstone preservada. As contribuigbes, na ordem mais baixa da
OPT, além de N.— grande, do canal escalar e vetorial se anulam sem-
pre que p = 0. No entanto, as contribuigoes NN, finito sao importantes
em situagoes como T' = 0 e p # 0 (matéria nuclear densa e fria que é
caso das estrelas de néutrons) e T'# 0 e u # 0 (matéria nuclear densa
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e quente associado ao estagio inicial do universo ou a colisores de fons
pesados). Nés comparamos os resultados obtidos pela MFA aplicada
ao NJL na presenga/auséncia de um canal vetorial extra (proporcional
ao acoplamento Gy ). Usualmente, este termo é incluido quando se
estd interessado em descrever propriedades em densidades nao nulas,
obtendo assim equagoes de estado que gerem estrelas de néutrons mais
préximas da realidade. No que se refere as equagoes de estado, nossas
comparagoes mostram que, com a OPT, obtemos equagoes mais “du-
ras” o que implica, por exemplo, no contexto da astrofisica nuclear, a
obtencao de relacoes entre massa e raio de estrelas de néutrons mais
préximas da realidade. Nossos estudos mostram também que o resul-
tado da OPT, obtidos com um parametro a menos, estdo na mesma
diregdo daqueles fornecidos pela MFA aplicada ao NJL com Gy # 0
sendo que, véarias quantidades, como a densidade e a massa efetiva dos
quarks, concordam quando Gy ~ 0.2G.

No decorrer deste estudo mencionamos que o tratamento do mo-
delo de NJL U (1) por meio da OPT ainda néo esta completo. Tendo em
vista as contribuicoes do termo Gy pretendemos implementar, a OPT
juntamente com o PMS, diretamente no modelo na presenca deste ca-
nal. Neste caso, o que exige uma andlise mais cuidadosa é o modo
correto de escolher os parametros de massa da teoria interpolada, visto
que isso é de suma importancia para manter as estruturas das sime-
trias originais do modelo. Outro aspecto relevante é a inclusdo do
campo magnético, cuja contribuig¢ao é tornar a matéria de quarks mais
estdvel. Acreditamos que, com a consideragdo do modelo de NJL U (1)
com termo do campo magnético através da OPT obteremos como re-
sultado uma matéria ainda mais estavel. Espera-se que um modelo
efetivo realista para a QCD tenha incluido também a possibilidade
de descrever satisfatoriamente o mecanismo do confinamento. O mo-
delo de NJL, nas versoes acima consideradas é incapaz de descrever tal
fenomeno. Tal cenario pode ser modificado tomando-se o modelo de
NJL estendido com “loop” de Polyakov (PNJL). Pretendemos conside-
rar o PNJL junto com a OPT e verificar quais as contribuiges além da
MFA neste cendrio para, na sequéncia, também considerar a presenca
de um campo magnético. Uma extensao natural deste trabalho, relativo
ao GN3d é o cédlculo dos expoentes criticos e a sua comparagao com o0s
valores encontrados na literatura [61], além disso, com a localizagao do
ponto tricritico, podemos estudar os expoentes tricriticos associados.
Sabemos também que uma versao nao relativistica do modelo GN3d
pode ser utilizada para o estudo de propriedades de supercondutores
planares e sistemas fermionicos em baixas dimensoes como, por exem-
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plo, gases fermionicos na fisica atomica, o que justifica uma eventual
aplicacao da OPT neste caso. Como discutido anteriormente, nds te-
mos desenvolvido o maquindrio completo da OPT com vistas a realizar
calculos de energias livres para quaisquer valores de N, T e u para
diversos modelos, inclusive para o estudo da matéria hadronica.
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A.1 TRANSFORMACAO DA EQUACAO (2.1) FRENTE A UMA
TRANSFORMACAO DE SIMETRIA QUIRAL DISCRETA.

Neste apéndice iremos mostrar de que maneira a eq.(2.1) se
transforma frente a uma transformacao de simetria quiral discreta. Par-
timos entao da expressao

£ = P(@) i7" (0] ¥ (@) —medu(@)pn(@) - L [Br(@)dn(@)]”
(A1)

sendo que a transformacao quiral é dada por
T O =50 (A.2)

Na algebra envolvida para colocar a equagao de Dirac na forma invari-
ante de Lorentz somos obrigados a definir ¥ como [62]

T = (vo0)'. (A.3)
Com isso, a transformacdo quiral para ¥ fica

Visto que, pela realizacao da algebra das matrizes « temos "yg =5 e
'yg = ~p. Utilizando a propriedade de anti-comutagao (eq.(E.3))

{7u’75} =0 (AS)
temos para a eq-(A~4)
¥ = —TFHyeys = — (10P) T s, (A.6)
e dessa maneira _ _, _
T ¥ = T (A7)

Pelas egs.(A.2) e (A.3) teremos
TV - TV = — Ty, 0. (A.8)
Pelas propriedades das matrizes v de Dirac (eq.(E.3)) temos ainda que

¥5v5 = 1, (A.9)
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portanto _, _
v = -0V (A.10)
Consequentemente
—r_ N2 -
(') = (Tw)*. (A.11)
Considerando agora o termo
Wy, 0H —)‘i’lﬂyu(‘?”\ll/ = —\il'yg,'yua"'yf)\ll, (A.12)
que pode ser reescrito como
'i/%a“\p’ = —Uv57,750" . (A.13)

Utilizando a eq.(A.5)) e, avaliando apenas o termo que envolve as ma-
trizes v de Dirac, podemos escrever

Y5V Vs = —Vu (A.14)
com isso obtemos
T, 0" = —F (=) 7,00 = B,0"T. (A.15)

Colecionando os resultados das eqgs.(A.10), (A.11) e (A.15) obtemos a
seguinte expressao

L #
2
£ = Bu@) [0 Yu(@) + mrdi(@)vn(@) — T [fe@)vn@)].
(A.16)

Percebendo, desta maneira que, o termo associado a mp quebra a
invaridncia da eq.(A.1) frente a transformacao quiral discreta visto que
=, 2

UU £PP.
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B.1 SOMAS DE MATSUBARA E INTEGRAIS RELEVANTES

Nos capitulos 2, 3 e 4 percebemos que, apds a construcao dos
diagramas de Feynman e do calculo do trago das matrizes < de Dirac,
recaimos num conjunto reduzido de expressoes matematicas em termos
das quais podemos descrever os processos fisicos de interesse relacio-
nados ao modelo de GN3d. Neste apéndice mostraremos os resultados
para as somas Matsubara e do cdlculo das integrais sobre os momen-
tos. Seguindo os procedimentos usuais [63] podemos realizar a soma de
Matsubara realizando as associacoes e substituicoes comumente encon-
tradas na literatura [63]:

d
/(;175(1]”(190,1)) = AT Y [ £l n = i) )

o d'p .
= ZT;/(%T)d—lf ['L (wn - 74") ap]
(B.1)

onde wp, = 2n+ 1) 7T, n = 0,%£1,%2,..., sdo as frequéncias de
Matsubara para férmions. Na expressao (B.1) percebemos que eventu-
almente podemos obter integrais que apresentem contribuigoes diver-
gentes ultra-violetas (quando p — o0). Para contornar tal problema se
faz necessario adotar algum método de regularizagao que, como men-
cionamos anteriormente, para o presente trabalho, serd o método da
Regularizagdo Dimensional(RD) num espago arbitrdrio, isto é, para
d—1 — 2w = 2 — €. Posteriormente para levarmos em conta a
renormalizacao adotamos o método de subtragao minima modificada
[48]. Isso nos permite escrever as integrais no espago dos momentos

como a1y, @
d
= B.2
(277) / Z/ (2m)? /p ’ (B.2)
onde .
dd—lp <e~yEM2 ) 2 dzwp (B 3)
(2m)4t 4m p (2m)% '
ed—1 — 2w = 2 — ¢, M é uma escala de massa arbitraria e

vE =~ 0.5772 ¢é a constante de Euler-Mascheroni. Para os casos em que
T # 0 e p # 0, obtemos os resultados para as expressoes relevantes
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para o modelo de GN3d

. (1) 2 2 . |77| 2
/ In(p? — 0 +i€) = T 4 T2 (I (a b)]+—[13(a b)],

(B.4)
T 1 El
; _— = — I b B.5
Z/,o (p? — n? + ie) 47r{ + s (@ )] (B:5)
(T) 2 T2
. Po
— | =——1I4(a,b), B.6
(Z/p p2—172+ie> 471_4(“ ) (B.6)
onde definimos
I, (a, b) = Ljo (_e—(a—b)) + Lj2 (—6_(a+b)> , (B?)
I> (a,b) = Lis (—6_(a_b)) + Lis (—8_(a+b)) ) (B.8)
Is(a,b) =1n [1 + e_(a_b)} + In {1 + e_(‘H'b)} , (B.9)

1 + e(a+b)

4 Lis (—e(“"'b)) — Lis (e(“_b))} (B.10)

ea=|n|/T,b=|u|/T. Asfuncoes sinal, sgn (x), e polilogaritmica,
Li, (), que aparecem acima, sdo definidas como [64]

—1sex <O
sgn (z) = Osex =0 (B.11)
lsex >0
e o &
T
Li () = - (B.12)
k= 1k

Para as funcGes encontradas acima é interessante estabelecer o limite
T — 0, o que resulta em

. 1
Lm T?1 (a,b) = — (|p| - n)*© (Jul —Inl), (B.13)
—o 2
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BmTo0; (a,b) = < (Il = 1)* © (ul — ), (B0
lim TI5 (a,b) = (lu — [nl) © (|| — [nl) 5 (B.15)

1
lim T°14 (a,b) = —sgn (1) (n* — p?) © (Ip| — nl),  (B.16)
T—o 2

onde O (|| — |n|) é a funcdo degrau de Heaviside.
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C.1 CALCULO DA EQUACAO (2.12)

Quando estudamos a densidade de energia livre de Landau para
o modelo GN3d, na secao 2.2, recaimos na seguinte expressao ma-

tematica
VN 2
Ver (o) (a) o? % s / o —o?). (C.1)

Para estudarmos o diagrama de fases precisamos introduzir a dependéncia
da temperatura e do potencial quimico. Isto pode ser feito através da
eq.(B.1). Portanto, podemos escrever para eq.(C.1) a expressao

VY (0o T,p) o2 ) |
f]\r”:%—zT/p ln[(wn—zu)2+p2+aﬂ,
(C.2)
Introduzindo a seguinte notacao
wf, (oc) = p* + 02, (C.3)

podemos escrever a eq.(C.2) como

VN T 2 (T)
W = ;—; — 2T/ In {(wn —iu)? + wz (ac)} .
P

(C.4)
Utilizando a propriedade In (wz) = 2In (x) podemos reescrever a parte
que depende do In da equacao acima como

(T)
2T/ In {(wn - 'iu)2 —l—az}
P
(T) 2 9 2
= T/ In [(wn —ip)” twy (ac)} (C.5)
P
Utilizando a identidade

i In [(wn —ip)? —|—w§ (o'c)}

n—=——oo

= i In [(—wn - iu)2 —I—w; (a'c)} . (C.6)

n——oo
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Esta identidade é vélida tendo em vista que w, = (2n + 1) 7T e a
soma sobre n é realizada sobre valores positivos e negativos. Substi-
tuindo a eq.(C.6) na eq.(C.5) obtemos

(T) )
ZT/p In {(wn —ip)? +a2}

=T /p(T) In { {(wn —ip)? +w12, (a‘c)} [(wn +ip)? —|—w12) (ac)} } .
(C.1)

O argumento do In pode agora ser convenientemente fatorado percebendo-
se que

[(wn = i) 5% (00)] [(@n + 0)* 42 (o)
= {wi'i‘ [wp (oc) — “]2} {wfb-l- [wp (oc) + 'u]2} .

Dessa maneira eq.(C.7) fica

“ In {(wn —ip)? —I—az}

" (@24 [wp (00) — u)?}

N N
— v

+T /(T) In {wi—i— [wp (oc) + u]z} .

Para realizar a soma eq.(C.8) utilizamos o seguinte truque

P (x) = Z In [w?+z?] (C.9)
onde & = [wp (o) — 1] €

5] 1 T
adi(:n): Z {w2+m2} Ttanh<2T>. (C.10)

n=—oo
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Utilizando agora

exp (z) — exp(—2)
oD (z) T exp(—z)’ (€10

tanh (z) =

obtemos para a eq.(C.10)

9y - Ll oot
ox T exp (ﬁ) + exp(—5%

. 2|1 1 C12
T E_exp(%)+1 ) (C.12)

Integrando ambos os lados em relagao a x

Y (z) = ;{z— [w—Tln[l-l-exp(;i
(

T |2 exp (—%)
— ;{§+Tln{1+exp<—;>”. (C.13)

Com isso a eq.(C.8) pode ser escrita na forma
() o
2T/ In {(wn —ip)” tw, (ac)}
D

= /,, {2wp (0c) + 2T In {1 exp (‘Wﬂ }

+/p 2T In [1 + exp <_%@;)—u>} , (C.14)
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e, consequentemente, a eq.(C.4) fica na forma

Vi (o6, T 2 P
ef (UJ.V-’ 7/“’) — % _2/ wp (o_c)

+2T/” n [1 4 exp ( wp (ac) + Nﬂ

_2T/p1n [1+exp( p(ac)_ ﬂ

(C.15)
Resolvendo a primeira integral separadamente
eYE M2 H d2p o oy 1
wy (o) = + o042 C.16
/p p (0c) < A ) (271')2 (p c) ( )

A integral é divergente (como pode ser verificado por uma contagem
de poténcias). Podemos utilizar o método da Regularizacdo Dimensi-
onal para encontrar a solugao da mesma. Para tanto, faremos uso da
seguinte expressao,

_ d"p 1
1@m= [ e g (©1D

que, calculada com a regularizagdo dimensional resulta em

I'a — w)

1@ = Gmyor(a)(—q2 — H2)ao

(C.18)

Comparando a eq.(C.16) com a eq.(C.17) podemos identificar as se-
guintes relacoes

= 0e H?>=—02. (C.19)
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Com as relagoes, eq.(C.19), e o resultado da eq.(C.18) obtemos a se-
guinte expressio para a eq.(C.16)

/p""” (o) = (e"/EM2>§ r(—i—14%)

m ) (4m)'TED(—g)(02) RS
_ (e'YEM2>; F(% _ %

dm ) (am)'TED(=3)(02) 3
(e M? 3 |Uc|3I‘(§—%)
N ( oZ ) (4m)T (—3) (C.20)

Realizando a expansao em torno de € = 0 obtemos

_ |‘7C|3
/pwp (oc) = — on (C.21)

Percebendo, dessa maneira, como os resultados da integracao das partes
divergentes, no modelo de GN3d, nao dependem da escala introduzida
no processo de regularizacdo. A integral da eq.(C.15) que ainda resta
pode ser integrada analiticamente (ou mesmo calculada com a ajuda
de um computador ) resultando em

Vlfy (oc, Ty ) o? |‘7'C|3 |O'C|T2
e - % I (a,b
N ot e T h@d
T3
+?I2 (a,b), (C.22)
onde

I (a,b) = Lis (—e—(a—b>) + Liz (—e—<a+b>) , (C.23)
I (a,b) = Li (—e_(“_b)> + Lis (—e_(“+b)) , (C.24)

ea = |oc| /T, b = |u|/T. A fungdo polilogaritmica, L;, (x), que
aparece acima é definida na eq (B.12).
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D.1 CALCULO DA EQUACAO (3.16)

Para o calculo do potencial efetivo para o modelo GN3d através
da OPT obtemos a expressao

AV (n) = —i;/ptr [Z;“ff’m} . (D.1)

onde fp = fp (gaT’)’s. Utilizando a eq.(3.9) obtemos
AVL(n) N 1 1 1
AV N _ 1, of() ) o2
A 2 Jpa pP—n)d—n

Na sequéncia precisamos calcular os tracos, para tal, podemos utilizar
a identidade
1 p+n

p—n p2—n?

que também é valida para o momento ¢ de modo que

W:_l/zj’qtrKﬁ‘L")qﬂ‘L"] (D.4)

(D.3)

A 2 p2 —n2) g2 — n2

Onde fixamos 6 = 1. Utilizando as propriedades da dlgebra das matri-
zes 4 X 4 de Dirac (apéndice E) obtemos, para a eq.(D.4) a expressao

AVL(m) N
A
_ _2/ [Pogo — (P11 + P2a2) + 1?]
pa (P8 =P} —p3) —n?| [(d —aF —a3) —n?]
(D.5)

Utilizando o formalismo de temperatura finita através da relagao dada
pela eq.(B.1), juntamente com as definigoes (B.4) e (B.5), teremos para
a eq.(D.5)

AVi (@) N
A
_ /(T) [— (wn — ip) (Wm — ip) — (P1q1 + P2q2) + 1]
Pyq [(wn — iu)z +p2+ ?72} {(wm — iu)z +p%+ 772}
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com p?=p? + p2. Tanto as integrais quanto as somatérios séo feitas
num intervalo simétrico, resta assim apenas o termo
AV} (oe,m) N
A
0 / S [— (wn —ip) (Wm —ip) +10?]
P [(wn —i)* + w2 ()] [(0m — i1)* + w2 ()]

onde utilizamos também as definigdo, eq.(C.3). Podemos ainda rees-
crever a equacao acima como

AVJ;‘ (gesm) N
A

= 27]2 /(T) !
pa[(wn — i) + w2 ()] [(@m — i0)* + w2 ()]
s /(T’ (wn — ip) (Wm —ip) .
pa [(wn — i) + w2 ()] [(@m — i) + w2 ()]
(D.6)

Os somatdrios que aparecem (bem como as integrais) sdo independentes
e sobre o mesmo intervalo, podemos entao escrever

2
AV (oe,m) = 277 <J)\\7> /p( | {(wn — iu)12 +w? (")}
N (1) (wn —ip) 2
—2 (N) /p [(wn —ip)? +Hw§ (’7)}
(D.7)

Utilizando as eqs.(B.5) e (B.6) teremos a seguinte expressao final para
aeq. (D.7)

2 4
AV o) = (&) ams ]+ Th (@0 + o0 Ua (a0
(D.8)
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onde I3 e I4 sdo dadas nas egs.(B.9) e (B.10), e @ = |n| /T, b =
|l /T.
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E.1 ALGEBRA DAS MATRIZES DE DIRAC

Toda vez que desejamos descrever a dindmica fundamental de
particulas relativisticas de spin % somos remetidos a equacao de Di-
rac. Em tal equagao aparecem as chamadas matrizes - de Dirac que
obedecem a uma algebra nao comutativa. Em razao disto na defini¢ao
e no decorrer dos calculos das amplitudes fisicas que consideramos no
contexto do GN3d, somos obrigados a fazer uso de propriedades que en-
volvem manipulagoes com as matrizes 7. Se tomarmos a comparacao da
algebra das matrizes v da dimensao 3 4+ 1 (ou qualquer dimenséo par)
com o da dimensdo 241 (ou qualquer dimensao {mpar), em suas repre-
sentacoes fundamentais, perceberemos diferencas importantes. Neste
trabalho consideramos as matrizes e suas propriedades para o caso es-
pecifico, 2 4+ 1, numa representacao 4 X 4 nao fundamental analoga,
portanto, com a &dlgebra efetuados em 3 4+ 1. Comegaremos entdao por
definir uma representacao para as matrizes v* = (70,71,72). Ado-
taremos [65]

1 _ 1/ O 0'1
7= ol 0
0 o2
* = (% %) (E.1)

As matrizes o, sdo as usuais matrizes de Pauli. Nesta representacao
teremos duas matrizes que anticomutam com as matrizes v* definidas
acima, sendo elas dadas por

s _ .[0 1
7"(10,

v = i(_ol (1)) (E.2)

O conjunto das matrizes satisfaz a relagao de anticomutacao

Vs w} = Y + v = 291, (E.3)
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onde I é a matriz identidade, e

1 0 0 0
o A
0O O 0o -1
e a relagao de comutacao
(Y Y] = VYo — YoV = 2i€pvar™. (E.5)

Na equacao acima, €0 € 0 tensor totalmente anti-simétrico de Levi-
Civita normalizado a 1 para ura = 012 e as correspondentes per-
mutagoes pares e a —1, para as permutacoes impares . Das relagoes,
eqs.(E.3) e (E.5) decorre que

YuYo = Guod — t€ppay™. (E.6)

Com isso podemos estabelecer relacoes 1teis para as manipulacoes pre-
tendidas nas amplitudes. Como tal teremos

Ty =4 (E.7)

Y YuY = —27,. (E.8)

A contragao de matrizes v com quadrivetores é representada por
k= k.. (E.9)

Podemos facilmente estabelecer as identidades

kp+ pH =2k p, (E.10)

Yk + Ky, = 2k, (E.11)

Y kv, = Pk + 2k - p, (E.12)
Vv = —k, (E13)

Y kpdv = —24pk + kpg. (E.14)

Consideremos agora os tragos envolvendo as matrizes ~y. Teremos

Tr{I} =4, (E.15)



147

Tr{v.} =0, (E.16)
Tr {vuv}
— M — g, (E.17)
2
Tr {vvwst _
2 vBw,
Tr {vuYar 18}

2 = Gua9vpB — Eanu€vpBn,

Tr { VYoV V870 } , ; ;
: c; - 1 = —19ppEary — Gual€pgr + 1€FPwELWnEVLY;

(E.18)

[§]

Tr {YuYa Yo Y8Y8Y6 }
2

= 9¢69ua9vp — Gp6EvBs€asy — €pOBEavu

—9ua€pc€pov + EpOo€BowErvwn€anu-
(E.19)

A construgao das matrizes que obedecem a algebra definida em
(E.3) e (E.5) pode ser feita em qualquer dimensdo previamente esco-
lhida. Diferencas significativas existem quando as dimensoes sao pares
ou fmpares [66]. Como tal, podemos ver que nao é possivel estabelecer
uma matriz v3t1 (andloga a matriz 4% na dimensdo 3 + 1) que an-
ticomute com todas as matrizes v* estabelecidas no conjunto acima.
O que se materializa no fato de nao ser possivel definir transformacoes
quirais (e consequentemente simetria quiral), em seu sentido mais fun-
damental, na dimensao 2 + 1 (e demais dimensoes {mpares).
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F.1 OMODELO DE NJL COM O TERMO VETORIAL-ISOESCALAR

Vamos revisar agora o comportamento do modelo de NJL U (1)
na presenca deste termo. Para tanto, pegamos a densidade Lagrangiana
dada na eq.(5.1) acrescido do termo correspondente ao canal vetorial-
isoescalar. Assim podemos escrever

L3 = ¥ (i7,0") W+G [(F9)" + (TiFys®)*| — Gy (¥, )

Para implementar a aproximacao de IN.— grande podemos seguir o
mesmo roteiro como no caso discutido nas ultimas segoes definindo

G = \/(2N.), Gy = Av/(2N,). Podemos, na sequéncia bosonizar
o modelo adicionando um campo vetorial , V,,, como

L1 = V(iv,0")O—V (0'+ i - Tvs5 + Vuy*) T
Ne, 'y o N
- o) — V.V# F.1
2/\(U+7r) 2c, V' (F.1)

a qual é semelhante a eq.(5.2). Posteriormente, podemos integrar sobre
os campos fermionicos e obter a densidade de energia livre de Landau
na aproximagao de IN.— grande como

N.o2 N, N.N; [ d%p
Ve = AL /A Y, trln [p— (o — V™
= x s Ve [ G B (o~ Vi),

onde, por simplicidade, fixamos @ = 0 e consideramos o limite quiral.
Com a intengao de obter o potencial termodinamico precisamos extre-
mizar a densidade de energia livre de Landau com respeito aos campos
vetoriais e escalares. Considerando apenas o canal vetorial isoescalar
nds obtemos

d'p 7°

V() = AvN 1 tr —
) em)t [yt — o + VOxol

(F.2)

onde eliminamos as componentes espaciais com a intengao de preservar
a invariancia translacional do vacuo. O traco pode ser tomado com o
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auxilio da identidade

SN (LSS R

Vupt — e+ VOy | \p?— 024 2p°V0 + VP

que substituida na eq.(F.2) resulta em

go_ Av, [ 4 (Y% + 0’ + VO0r°
Ne J (2m)* p* — 02 +2p°VO 4 V¢

Fazendo uso das propriedades das matrizes de Dirac em 3 + 1 [66]

{7 ’7;1} = 29,
tr (’Yu')’,u) = 4guu
obtemos
dipod® 4p° 4+ 4V0O
V":AVNf/ Po 410 _ _p+ !
(2m) pg + 2poVO 4+ Vi@ — p? — o2

(F.4)
Utilizando o formalismo de tempo imagindrio dado pela eq.(B.1) pode-
mos escrever a eq.(F.4) na forma

‘_/0
Ny
_ (P id (iwn + p1) + 4V
= l(iwn+u)2+2<iwn+um+vo2—pz_agl
= 4i/(T) [ — ifu t Vo)l . (F.5)
P | [(@n—i(n+ )" + 97+ 02

Prestando atencdo nesta equacio podemos perceber que Vg atua como
um deslocamento em p, para verificar isso explicitamente basta utilizar
o somatdério sobre as frequéncias de Matsubara dada pela relacao

= Wy, — T i sinh(p/T)
T Z (wn —ip)? + w2 - Ecosh(u/T) + cosh(w,/T)’
(F.6)

n=—oo
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e escrever a eq.(F.5) como

voe / — (8m) sinh [B (p + V?)]
Av Ny P | cosh [ﬁ (p2 + 0'3) + cosh |3 [ o+ V0

(
onde B = 1/T. Levando em consideragdo o caso em que T =
p 7 0 (tomando o limite T' — 0 na eq.(F.7) e integrando no momento
p) obtemos

I
0T T T 3g2

onde i = (u + VO). Este é o resultado mais importante desta revisao
e seréd considerado, em questoes de comparagao. Vale a pena ressaltar
que a introdugao do termo vetorial-isoescalar corresponde a introduzir
mais um parametro na teoria o que nao é muito desejavel, tendo em
mente que a teoria é nao renormalizavel.

(a2 — 02])*? (F.8)

c
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G.1 CALCULO DA INTEGRAL DA EQUACAO (5.27)

Tomando somente a integral que aparece na eq.(5.7)

1.0 = [ £ ()

Introduzindo o limite de integracao e resolvendo a parte angular escre-
vemos

A 1

1(0,0) = p’dp (p2+x2)§ :

272 0
Procedendo a integracao normalmente e substituindo os limites de in-
tegracao obtemos

1(0,0) = 161#2 {A\/A2+X2 <2A2—|—X2)
—x*In (A—l—\/ A2+X2) }

_|_

3272 X (x7)

e, por final

1
I1(0,0) = 16”2{\/A2+x2 (2A%4+Ax?)
2
o, (/)

— —1In
2 X2
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H.1 CALCULO DA INTEGRAL DA EQUACAO(5.20)

Na eq.(5.20) nos deparamos com o célculo da integral dada por

I1(o,p) = (;ij:))?,@ (u — (p2+xz)%) {N _ (p2+X2)%}
- 2,1,2 OA p*dp (u - (p2+x2)%) : (H.1)

onde integramos a parte angular e, devido as propriedades da eq.(5.19),

A = pr = \/pu? — x2, ou seja, o momento de Fermi, pp, serve como
um “cut-off” natural. Separando as duas integrais acima temos

1 A 1 A

I(0,p)= 72/1'/ p’dp — — [ p’dpyVp*+x?.  (H2)
2 0 2m 0

Podemos notar agora que a primeira integral é trivial, sendo que a

segunda ja é bem conhecida nossa portanto (com o resultado dado pela

eq.(G.1), podemos escrever

B3 1 { 3 2
I(0 = —A°— 2/ A24+x2 (2A°+A
(0, ) 3 PG +x2 (2A°+Ax?)
2
(A+\/ A2+x2)
— x*In 3 (H.3)
X
Substituindo A pelo momento de Fermi obtemos
_ b 2 2\ 3
I(0,p) = @( -x%)?
_ 2p [2 (u? — X2)% R = X2:|
3272
2
x4 (u+\/u2 - x2)
In 3 . (H.4)

3272 X
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Com mais algumas manipulagoes algébricas temos

3 1
I(0,p) = 21;2 (n® —x*)* — 3073 {2ux2\/u2 — x?
2
=
—x"In (H.5)

X2
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1.1 CALCULO DA INTEGRAL DA EQUACAO (5.27) UTILIZANDO
A EXPANSAO DE ALTAS TEMPERATURAS

Da discussao referente a quebra e restauracao da simetria qui-
ral, no modelo de NJL U (1), no caso em que T' %~ 0 e p = 0 nos
deparamos com a seguinte equagao

N, NN
Ver (60.T) = o+ o {—2VARE (287 4A%)
2
[ (A0
+ X" In 2
—4N:Ny (4m) I (p,Xx) » (L1)

onde definimos convenientemente

I(p,x)=/0°°gg;{Tln

2 2
1—|—exp(— ;24—;2) }

Tendo em vista que uma das intengoes é obter a temperatura critica

{In[1+ o (=va7 +7)]}

(L.2)

© T4x2dr
I = I xTr = _—
(P x) (x,9) /0 (2m)®
com x = p/T ey = x/T. Tomando a relagdo dada por [63]
1

h, = i/ " dx .
T'(n) Jo VaZ +yZexp (Va7 +y7)

Derivando a eq.(1.2) com relacdo a y obtemos

/°° T*dx e~V Tyig2y
o (27)° (1 4 e—\/a:2+y2) /22 + y2

(1.3)

I (z,y)

_ /°° T4dx x2y (1.4)
o (271_)3 ,7£B2 ¥ yz (e z2+y2 + 1) (L.
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Fazendo n = 3 na eq.(1.3)

1 ° x2
ha(v) = r(?»)/o dwmexp(m)

1 oo 2
- = / de ”’ . (L)
2 Jo /x? + y? exp( /$2+y2>
Sendo assim
’ T4y oo 1 x2
I'(z,y) = — —dx
ar® Jo |2 /a2 142 <e+\/ac2+y2 + 1)
T4y
= — hs. 1.6
o hs (L6)

As integrais ainda obedecem

d Yfn-1

7fn+1 = -

dy n

if _ _yf2—1

dy 2 2
d yf
—fs = -
dy 2

1
s = L LY 4 C2m <Z> +CH...  (LT)
Utilizando a eq.(1.7) a eq.(1.6) fica

, Ty [ v*  ~v® 1, [y
Pay) = —4 [‘16 gty (n> +C+'"}
T4y3 1 8C

- Ty _Z Yy ot
= 333 [ 5 +v+1In (77) + " + ] . (1Y)
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Para determinar a constante utilizamos o fato de que

0%I (z,y) T4 [°° x
oy = T gq.3 dz———
oy y2=0 873 Jo (e +1)
T4
= —— 1.9
967 (L9)
Derivando eq.(I1.8) com relagdo a y temos
0%I (z _ ™ Tt
9y? |, AW 96w
2
iy
C = —. 1.10
o (L.10)
Portanto a eq.(1.8) fica
Ty 1y? >
r = - _Z 42 4 s
(z,y) pp: [ + +8 ( >+ + .. }
T4y3
= —— — 1 - — I.11
3%3[ +v+ n( )] —y+.. (L1
Integrando em y
T4 1 Yy
I = ———— | (=34+4y)y* +y*In( =
(P, x) 19873 [4( +4v)y" +y n(ﬂ)}
4
2
— 1.12
ToanY T¢ (1.12)
A 1ltima constante pode ser determinada visto que
T*x%dx
I@ Wl = [ o (il +exp (-a)l}
o (2m)
TnT4
= = ¢, (I.13)
2880

com isso a eq.(I.11) fica

4 1 y
I(p,x) 12873 {4(—3+4’y)y4+y4 In (ﬂ_ﬂ
T4 7T

2
19277 2880
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Substituindo y = x /T
T (1 x\*, (x\', o x

| S(=3+44y) (X 2) (X
12878 |23 ) (T) +(T) n(Tﬂ‘)

T4 (x>2 TrT4

I(p,x) =

1927 \T 2880
1 X
= ———— | (=3 +4)x* + x*In( T
12873 {4( +ANXT X n(Tﬂ')]
T2 T4
2
- : 1.14
1927% " 2880 (1.14)
Dessa maneira a eq.(I.1) fica
N. , N.Ng S o8 A2
Ver (G0,T) = 57+ - {—2VAR R (204 AY)
2
(A+\/A2+x2>
—|—x4ln 5
X
+NeNy— 1(—3+47)x“+x“1n X
“Ign2 4 Tn
NN e - NN, T (L15)
EETE 77180 '

Organizando o termo

1 1 X
N.Nf—— | = (=3 + 4v)x* 41In | =
+ g2 L( +4v)x" +x n<Tw)]

1 3 1 x\ 2
= NcNf@ [(—4 +¥)x* + 5)(4 In (T) —x*In (71')1

1 3 x\ 2
= N.Nf—— [(—= + 27)x* ‘In( =) —2x*l1
’16m2 [( 5 T2Vx" +x n<T) X n(ﬁ)]
1 3 x\ 2
= N.N;j—— |(+2v —21 —x*+x*In( 2
fonz (+2v n () 2)x +x n<T)

(1.16)



169

Obtemos dessa maneira para a eq.(1.15)
Ne o, NeNy
2\ X 1672
2
(A+ V A2+x2)
2

X

Ver (x,0,T) = {—2VA% 5 (24 +AX7)

+ X4 In

N.Ny 3 x\ 2

2v — 21 - ) AIn( =

+ o2 [( ~ n () 2)X + X n(T> 1
T2 Tr2T4

N.N;—x%? — N.N .17
+ r1pX 180 (L.17)
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APENDICE J -
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J.1 A OPT APLICADA AO NJL - REVISAO

Com a intencao de ressaltar alguns aspectos da OPT vamos apre-
sentar resumidamente os resultados do trabalho [11]. Seguindo uma fi-
losofia ingénua de implementagdo da OPT podemos escrever a seguinte
densidade Lagrangiana interpolada (no limite quiral)

_ N.
Lr =Y (iy,0" — 0 (o +iysm) — (1 — 5))‘1’—65 (6% + n?).

(J.1)
Trabalhando um pouco a expressao acima podemos definir
N=n—206n—(o+ivm), (J.2)
e assim obter numa notagao mais compacta escrevendo
- . R Ne , o 5
Lr =Y (i, 0" —7) ¥ —6— (o + ?) (J.3)

2\

Neste caso fixamos o parametro, 1, através da condicao do PMS dada

por
dVee

dn

7,6=1

Com isso a equagao para a densidade de energia livre de Landau (eq.(5.3))
fica da forma

N, R
Ver (x) = XX +2ZNNf/1n< P+|77|)
p

oy [ (52 n>75¢41 |
(%) L) =) oo

d*p d*p dq
=] —— ¢ = —. J.5
/p (2m)* /p,q (2m)* ) (2m)* 1)

Para obter uma expressao em ordem & podemos expandir o segundo
termo até essa ordem e no terceiro termo considerar 7j = n (visto que

Hd)

Novamente
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este termo ja é proporcional a § ). Sendo assim obtemos

N,
Ver (x) = XX + 21N, Nf/ln (—p*+n?)
p

. n ("7 - U'C)
—4iN.N 6/ LT e
v (—p2+n2)

#5oaNs [ o (52 >”5¢
(W) G5 i

Vale a pena notar que a expansao do termo N, In (—p2—|— |ﬁ|2) nao

o

}. (1.6)

HS)

gerou nenhuma contribuicao para o termo @ pelo fato simples fato de
que

191* = n* — 26n (n— o).
Tomando os tragos da eq.(J.6) obtemos a seguinte forma
Ne o . 2,2
Vet (x) = X4 2iNeNg [ In(—p*+n?)
22 p
n(n—oc)é
p (—DP*+n?)

() ([ )+ U =%) |

(1.7)

—4iN.Nj

Pela eq.(J.7) fica claro de que, a condicdo de PMS néo trard contri-
buicao na direcao de 7 o que nos leva a concluir que a maneira de
implementar a OPT como foi feita aqui nao esta correta.
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J.2 CALCULO DOS TRACOS DA EQUACAO (6.14)

Para a obtencao da densidade de energia livre de Landau para o
modelo de NJL U (1) encontramos a equagao

N, .
Ver (sm?) = ax2+z2NcNf/ln [—p2+ Inllz}
p
1i4N, Nfa/ ar (o= oe) + B(B — m)
P —p2+ |nr|?

w0 [ (525 =]
_idANf/I)’qtrKﬁ_:ln,) ’4_1?7/}, (1.8)

onde subentende-se a definigdo dada na eq.(J.5). Vamos agora efetuar
o célculo dos tracos. Comegaremos inicialmente com o termo

I=t K ! ) ! ] (1.9)
= 1r . .
b—m ’)’5’4_?7,’75
Utilizando a identidade
L1 Bt
B —n) ®—n) B+ )
_ 1 P+ (o = i%d)
[ — (o +ivsB)] [ + (o —ivsB)]”
onde n7* = (af — i7ys3). Trabalhando somente com o denominador

da equacao acima
D = [p—(ar+ivsB)] [P+ (o —ivsP)]
= Pup*v* v — In/|* = p* — || (J.11)
Com isso a eq.(J.10)fica

1 P+ (ar— i’Ysﬂ)]- (3.12)

B—m+ie)  p*—|pf?
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Substituindo a eq.(J.12) em eq.(J.9)

I=tr P Ys g+ n/*2 Y5 - (J.13)
(p2— |n/|2> q?— |n/|

Agora, A = At~

I = tr l(pw“ + n/*) (—qw” + n/*)]
p? — || q? — ot
— [—pqu“v" — q, (ar — iv53) v”]
(p2 = 1) (a2 — In1?)
puYH (a0 — ivs08) + (n'*)2]
(P2 = 1) (2 — %)
—Pugutr (Y*v")
(b2 = InrP? +ic) (a2 — |nrl?)
n tr (77/*2)
(p? = %) (¢ = 1)
—4p.q.g"”
(p? = Inf* +i€) (a2 = Inl*)
_tr (a/2 + 2ivsa/3 — [)’2)
(p2 = In71?) (a* = 1rP*)
4p-q — 4 (ar? — 3?)

(2= ) (@ — )

Tratamento semelhante pode ser dado ao termo

b=l )

—+tr

(J.14)
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que, com a identidade dada na eq.(J.12), pode ser colocada na forma

[B+ (s — i5B)] [d + (o — i5B)]
(2 =1) (a2 =1l

Com um pouco de dlgebra obtemos

IZItI‘

_4p-q+4 (o —3%)

(J.15)
p2—|n/|* g2 |mr|?
Com as eqs.(J.12), (J.15) escrevemos a eq.(J.8) como
_ Nc 2 . 2 2
Ver (o, 8) = X +z2NcNf/pln (—p + || )
/ — Ye - fte
+i4NcNf6/a (o U)+ﬁ(f me)
P (—p2+|n/| )
1 —4p - 4 (ar* — 32
Vg [ sl =

pa (p? = In/*) (a2 — In/P?)
1 4p-q +4 (a® — 7
2" /M (p2= In1?) (22— Inn1?)

Nc 2 . 2 2
= X —|-12NCNf/pln (—p + || )

. af(a—oc) + B (8 —m)
_'L4NCNf5/p (_p2+ |»,7/|2)
B p-p ‘
1oAN /paq (02 = In/?) (2 = Inr?)

(J.16)

Nas manipulacoes algébricas acima salientamos um cancelamento im-
portante na ultima passagem, resultado no fato de que contribuicoes
além de N, serao notadas quando p # 0.
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K.1 CALCULO DA INTEGRAL QUE APARECE NA EQUACAO
(6.15)

Quando consideramos o modelo de NJL utilizando a OPT nos
deparamos com a seguinte integral

. p-q
AV (n) = —40ANy /p’q (p2 — |1 + ie) (q2 - |’7’|2>

que ainda pode ser escrita na forma

AV (1) = —45>\Nf/ Podo — (P11 + P2g2 — P3ds)

va (p2 = ” +ie) (a2 — I/1?) -

Utilizando o formalismo de temperatura finita eq.(B.1) podemos escre-
ver a eq.(K.1) como

AVE ()
AN
45 /(T) (wn — tp) (W, — i) + P1q1 + P292 + P3q3
P.a [(wn —ip)® + w? (n/)} [(wm —ip)’ + w2 ()
(K.2)

onde utilizamos a notagao

2
w2 () = p? + |w|°,

. d3p d3q
=755 [ Gt ] Gy

Podemos observar que os denominadores da expressao acima sao pares
(tanto para o momento p quanto para o momento ¢) e no numerador
temos os termos impares associados aos momentos p e g, sendo que, as
duas integrais sao feitas num intervalo simétrico, portanto estes termos

TZ/

n,m pP:q
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serao nulos. Restando assim apenas o termo
AV (1)
ANy
(T - [(wn — 7:/") (wm — 'L/J’)]
pa[(wn —ip)* + w2 ()] | (@m — in)” + w2 ()]

_ /(T) (wn —ip) %
P [(wn —im)? + w2 ()]

= 46

() (Wm — i)
/q [(@m —iw)* +w2 ()] | )

Os somatdrios que aparecem (bem como as integrais) sdo independentes
e sobre o mesmo intervalo, podemos entao, escrever a expressao acima
como

2

AVE () _ k (wo — ip)
N, 45 / T%: [(wv—m)2+wﬁ (n/)} . (K4)

Os somatérios Y sobre as frequéncias de Matsubara podem ser reali-

v
zadas utilizando

(wo — ip) i sinh (u/T)
T I }:2{ I

- [(wv —iu)? + w2 () cosh (u/T') + cosh [w (n/) /T

(K.5)
Substituindo na equagao acima obtemos

AVE () _ d*k [ sinh (11/T) } 2
ANy (2m)® | cosh (u/T) + cosh [wy (n/) /T

(K.6)

A integral cima, para o caso em que T' # 0 e p # 0, ndo possui

solugao analitica portanto, quando este for o caso, faz-se necessério uso
de cédlculos numéricos.
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K.2 VERIFICANDO O LIMITE N¢ — oo

Neste caso teremos para a eq.(6.15), no limite quiral, a expressao

N, . dp
Vet (x>, 8) = ﬁXz +7,2NcNf/(27T)41n (_p2+ Inlz)
d* — o, —
z4NNf6/ pa("‘ ac) +B (B —me)

(—p2 + nl )

Aplicando agora o procedimento de otimizacao, para o qual obtemos
quatro equagoes de PMS, ou seja,

(K.7)

dve
f = 0e (K.8)

da &757521

dVe
f = 0. (K.9)

d’6 &757521

Aplicando a eq.(K.8) na eq.(K.7) obtemos
dVer (x> @, B)
da &,Ea5=1
_ i4NcNf/ {207 (@2 + B2 — Goe — Bjrc)z— (@—o.) } -
P (—p2+a? + 3?)

Com isso temos que

= o.¢

Te. (K.10)

D R
|

Para a segunda equacdo do PMS, eq.(K.9), teremos a mesma solugao.
Substituindo a eq.(K.10) na eq.(K.7) obtemos

d4
Vet (X, 0, 8) = —x + 12N, Nf/(27f)’41n (_p2+X2) , (K.11)

onde x2 = a'g + 773. O que corresponde ao resultado da MFA.



