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Resumo

O modelo de suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade foi desenvolvido recentemente
e aplicado principalmente na previsdo de consumo horario de energia elétrica, apresentando
resultados melhores quando comparado a outros modelos. Porém a estabilidade deste modelo
ainda ndo tinha sido estudada até o presente trabalho. Para estudar a estabilidade e encontrar o
espaco admissivel dos parametros de suavizacéo foi utilizado o teste de Jury. Este é um teste
classico aplicado a estabilidade de sistemas dindmicos, que também pode ser utilizado em
modelos de suavizagdo exponencial. Os resultados obtidos com o teste no modelo com dupla
sazonalidade mostram que quando os dados sdo horarios, 0 modelo sb pode ser utilizado em
séries sem crescimento ou com crescimento constante. Pequenas variagdes no parametro de
suavizagdo do crescimento tornam o modelo instével, com conseqliente aumento dos erros de
previsao.

Palavras-chave: suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade, modelos de espaco de
estado, teste de Jury para estabilidade



Abstract

The exponential smoothing model with double seasonality was developed recently and
applied primarily in the forecast of hourly electric consumption, presenting better results
when compared with other models. However the stability of this model had not been studied
until this work. To study the stability and to find the admissible parameter space the test of
Jury was used. Thisisaclassic test applied to the stability of discrete systems, which can also
be applied in the exponential smoothing models. The results obtained with the application of
the test in the model with double seasonality shows that when the data are hourly, it can be
applied only in series without growth or with constant growth. Small variations in the growth
smoothing parameter make the model unstable, with consequent increase of the forecast

errors.

Keywords: exponential smoothing with double seasonality, state space models, Jury’s
stability test
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1 INTRODUCAO

A previsdo é uma funcdo empresarial essencial nos dias atuais. Esta permite que as
empresas possam organizar melhor a operacéo de suas atividades, assim como plangjar a
capacidade de seus sistemas produtivos. Em particular neste trabalho seréo abordados os
casos de previsdo para séries temporais que apresentam dupla sazonalidade. Estes dados sao
muito comuns onde o sistema produtivo deve responder rapidamente a mudangas no
comportamento do consumo. Um exemplo disto é o caso da distribuicgo de energia elétrica,
onde o sistema de operacdo da empresa deve comprar e distribuir a energia entre os
consumidores de forma que todos sgjam atendidos sem que haja falta na distribuicdo. Uma
previsdo incorreta do consumo pode acarretar em perdas financeiras para a empresa, assim
como o comprometimento fisico de seus equipamentos de transmissdo. Os dados de energia
elétrica podem apresentar dois ciclos sazonais, um deles é o efeito das horas do dia
(determinada principal mente pelos habitos das pessoas e empresas), e o outro é o efeito do dia
da semana no consumo. Se o0 consumo de energia for medido no intervalo de uma hora, 0
ciclo sazonal do dia é de 24, e o ciclo sazonal da semana é de 168 (nimero de horas em uma
semana). A sazonalidade da semana existe porque o comportamento do consumo pode mudar
em cada dia da semana. Por exemplo, espera-se que o comportamento do consumo de
domingo seja diferente da segunda.

Além do exemplo citado acima, podem ocorrer diversos casos que apresentam dois
ciclos sazonais, como por exemplo, dados sobre trafego urbano, chegada de pacientes em
hospitais, chegada de v6os em aeroportos, hospedes em hotéis. Para estudar o comportamento
destas séries temporais, existem varios modelos de previsdes descritos na literatura, onde 0s
mais utilizados sdo os conhecidos como univariados, pois se utilizam apenas de dados da
propria série de dados para fazer as previsdes, sem que seja necess&ria a utilizagdo de
informac&o externa a empresa. 1sto € muito conveniente ja que em muitos casos 0S processos
de previsdo precisam ser autométicos e rgpidos, sem a intervencdo humana, além de ser na
prética dificil encontrar e coletar varidveis externas que se correlacionem com a variavel em
estudo.

Dentre os modelos de previsdo univariados utilizados nesta situacéo, os mais citados
s80: redes neurails, ARIMA com dupla sazonalidade e suavizagdo exponencial com dupla
sazonalidade. Este ultimo modelo foi desenvolvido por Taylor (20034) e resultou em uma
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nova abordagem descrita em Gould et al (2008). Em ambos os artigos 0 modelo proposto é
uma ampliacdo do modelo cléssico de Winters (1960) (conhecido também como modelo de
Holt-Winters), sO que ao invés de um Unico ciclo sazonal na formulagdo, existem dois. O
modelo de Holt-Winters se tornou, desde sua criagdo em 1960, um dos principais métodos de
previsdo univariados existentes, tanto por sua simplicidade de aplicacéo (Souza et al (2008))
como pelos bons resultados obtidos empiricamente com diversas séries temporais. Mas o fato
de se considerar um segundo ciclo sazonal € recente, e 0 modelo que aparenta ser promissor

para aplicacdo em diversas areas necessita ainda de estudos e aperfeicoamentos.

1.1 Justificativa e importancia

O estudo das propriedades estatisticas dos modelos de suavizagdo exponencial,
formulados através de equacbes de espaco de estado, tem tido muita atencdo dos
pesquisadores (Ord et al (1997), Chatfield et al (2001), Koehler et al (2001), Hyndman et al
(2002), Hyndman et a (2005), Billah et a (2006), Hyndman et a (2008a), Hyndman et al
(2008hb)). Isto ocorre porque durante muito tempo estes modelos foram criticados por ndo
terem uma base estatistica (apesar dos bons resultados obtidos empiricamente descritos na
literatura - um resumo com todos os artigos publicados a partir de 1985 pode ser visto em
Gardner (2006)), isto €, ndo era possivel calcular o intervalo de confianga para as previsdes e
0s parametros de suavizacdo eram “escolhidos’ intuitivamente pelos praticos. Com a
utilizacdo de modelos de espaco de estado foram encontrados valores 6timos para 0s
paré@metros de suavizagdo (estimados a partir de uma funcéo de verossimilhanga), média e
variancia para as previsdes e também as restricdes de quanto esses parametros podem variar
através do estudo da estabilidade para modelos lineares aditivos.

O estudo da edabilidade que define 0 quanto estes parametros podem variar, na
prética, impde que 0s pesos das observagies passadas decaiam exponencialmente com o
tempo. Uma observagdo mais antiga ndo dever ter um peso maior que uma mais nova como
informac&o para aprevisdo dos proximos periodos.

Em estudos realizados para 0s casos com um ciclo sazonal ja se mostrou tanto através
de simulagdo quanto em estudo empirico (Hyndman et al (2008b)), que os erros de previsao
podem ser menores quando € adotado o espaco admissivel para a variacdo dos parametros de
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Suavizagdo a0 invés das restrigdes “tradicionais’ variando entre O e 1. Isto também ocorre na

suavizagao exponencial com dupla sazonalidade.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Encontrar 0 espago admissivel para os pardmetros do modelo de suavizagédo

exponencial com dupla sazonalidade aditivo.

1.2.2 Objetivos especificos

Para 0 desenvolvimento do objetivo geral € necessario 0 estudo dos objetivos

especificos citados a seguir:

Encontrar o polindmio caracteristico da matriz de desconto que represente o modelo

de suavizacao exponencial com dupla sazonalidade;

e Verificar se 0 modelo é observavel, controlavel, estavel e previsivel;

e Verificar se 0 modelo possui viés nas estimativas das componentes, nivel e
sazonalidade.

e Utilizar o teste de Jury para a estabilidade no modelo de suavizagdo exponencial com

dupla sazonalidade.
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1.3 Fronteira da literatura

O estudo da estabilidade e previsibilidade (o conceito de previsibilidade com modelo
estocagtico foi introduzido em Hyndman et al (2008b)) foi realizado até 0 momento para 6
modelos de suavizagdo exponencial aditivos (lineares), dentre eles, trés ndo sazonais e trés
sazonais. Neste estudo verificou-se que a faixa de valores de variagdo para 0s parametros de
suavizagdo é diferente em relagdo as utilizadas tradicionalmente. Esta diferenca pode afetar o
valor das previsdes, aumentando o erro.

Ja para 0 modelo de suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade, introduzido em
Taylor (2003a), ainda ndo se sabe qual é o espago dos pardmetros admissiveis. Nas aplicacbes
mais recentes foram utilizadas as restricoes tradicionais (0 a 1) para a estimagdo dos
parametros (Taylor (20034), Taylor et a (2006), Morzuch e Allen (2006), Gould et al (2008),
Taylor (2008)), porém como sera apresentado no capitulo 4, estas restricdes sdo diferentes
destafaixa de valores tradicionais, e dependem do tamanho dos dois ciclos sazonais. O espaco
admissivel dos pardmetros é bem diferente quando se esté trabalhando com dados mensais em
relacéo a dados horarios. Para o célculo do espaco admissivel destes parametros serd utilizado
o teste de Jury para a estabilidade, com a vantagem de fécil aplicagdo computacional.

Além do estudo da estabilidade, o modelo de suavizagcdo exponencial com dupla
sazonalidade apresenta o mesmo problema que o modelo de Holt-Winters, viés nas
estimativas das componentes, nivel e sazonalidade. Sera apresentado no capitulo 4 um modelo
de suavizacdo exponencial com dupla sazonalidade normalizado desenvolvido neste trabalho
gue corrige este problema de viés. Tanto o modelo de Holt-Winters quanto o com dupla
sazonalidade sd0 casos particulares deste modelo normalizado.

1.4 Delimita¢oes do trabalho

As delimitages do trabalho est&o relacionadas as restri¢bes de aplicacdo do modelo de
suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade para a previsdo em séries temporais. O
modelo deve ser aplicado em séries univariadas que possuam dupla sazonalidade, isto €, séries
com nivel e dois ciclos sazonais. No capitulo 4 serd apresentado que se os dados forem
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horérios ou com uma fregiéncia maior (meia hora por exemplo) o modelo deve ser
empregado sem a equagdo de crescimento ou com o parametro de suavizagdo do crescimento
igual a zero.

Outradelimitacdo € em relacdo a aplicacdo do teste de Jury de estabilidade (capitulo 3)
para o modelo com crescimento, onde a estabilidade sO pode ser testada numericamente, isto

€, éinviavel encontrar equagdes algébricas para a restricdo dos parametros.

1.5 Estrutura da tese

A tese esta estruturada nos seguintes capitulos, que sdo descritos a seguir:

e capitulo 1 — apresenta 0 tema abordado, as judtificativas e importancia do tema
escolhido, os objetivos a serem alcancados, a fronteira da literatura e as limitagoes,

e capitulo 2 — apresenta a revisdo tedrica referente aos modelos de suavizagdo
exponencial com 0s seguintes assuntos: a relagdo da suavizagdo exponencial com 0s
modelos de espaco de estado com uma unica fonte de erro, intervalo de confianga de
previsdo para as previsdes, e o0 modelo de suavizagdo exponencial com dupla
sazonalidade;

e capitulo 3 — apresenta a revisdo tedrica sobre a estabilidade em 6 modelos de
suavizacao exponencial aditivos e o teste de Jury para a estabilidade;

e capitulo 4 — apresenta a regido de estabilidade para os parémetros da suavizagdo
exponencial com dupla sazonalidade e um estudo empirico para a previsdo de energia
elétrica no estado de Santa Cataring;

e capitulo 5 — apresenta as conclusdes e recomendagdes paratrabal hos futuros.
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2 REVISAO DA LITERATURA

O objetivo deste capitulo é apresentar a revisdo da literatura sobre os modelos de
suavizagdo exponencial. Serd apresentada a formulagdo dos modelos, tanto sazonais quanto
ndo sazonais, e a equivaléncia destes modelos com modelos de espaco de estado. Esta
equivaléncia permitiu o estudo de vérias propriedades estatisticas, como a estimagdo dos
parémetros de suavizagdo através de uma funcdo de verossimilhanca e o célculo de intervalos
de confianga para as previsdes, aém do estudo do espaco dos pardmetros admissiveis, que
serd apresentado no capitulo 3.

Posgteriormente serd apresentado o modelo de suavizagdo exponencial com dupla
sazonalidade. Este modelo foi aplicado principalmente na previsdo do consumo de energia
elétrica horéria, e como descrito no capitulo 1 é o objeto de estudo destatese. O capitulo esta
dividido nas seguintes seces. Na se¢do 2.1 a histdria do desenvolvimento da formulagdo dos
modelos. Na se¢do 2.2 a formulagdo dos modelos, tanto na sua forma padréo quanto na de
correcdo de erro. Na secdo 2.3 a equivaléncia entre modelos de espaco de estado e a
suavizacao exponencial. Na se¢do 2.4 a equivaléncia entre os modelos ARIMA e a suavizagéo
exponencial. Por fim nas segdes 2.5 e 2.6 a estimagéo dos parametros de suavizagdo e o
célculo do intervalo de confianca para as previsdes respectivamente e na se¢do 2.7 o modelo

de suavizacao exponencial com dupla sazonalidade.

2.1 Historia dos modelos de suaviza¢ao exponencial

Os modelos de suavizagdo exponencial tiveram sua origem em um trabalho
desenvolvido por Robert G. Brown em 1944 durante a segunda guerra mundial (Gardner,
2006). A idéiainicial foi desenvolver uma técnica para o controle de disparos de misseis de
submarino, e posteriormente, no inicio da década de 50, foi aplicada a previsdo de inventario
da marinha americana. Paralelamente, na década de 50, outro pesquisador, Charles C. Holt
desenvolveu um modelo de suavizagdo exponencial similar, que levava em consideragdo uma
tendéncia aditiva nas séries, e seu trabalho ficou conhecido posteriormente como método de
Holt. Seu trabalho sb foi publicado recentemente em Holt (2004), mas seu modelo ficou



20

conhecido quando Winters em 1960 testou seus dados em um modelo ampliado que
considerava além da tendéncia a sazonalidade nos dados (Winters, 1960). O modelo ficou
conhecido como Holt-Winters (HW) e é até hoje utilizado largamente tanto no meio
académico, como no mundo empresarial, como uma importante ferramenta de previsdo.

Os trés modelos citados acima séo considerados a base da suavizagdo exponencial, que
teve e tem avancos até os dias atuais. Pegels (1969) classificou em nove os modelos de
suavizacdo exponencial, segundo a tendéncia e sazonalidade (aditiva ou multiplicativa). A
principal modificagdo de Pegels foi a introducdo dos modelos com tendéncia multiplicativa
Gardner & McKenzie (1985) desenvolveram um modelo com tendéncia aditiva amortecida,
com aprincipal funcéo de corrigir a previsdo, que em muitas situagdes ndo € linear. O Ultimo
avanco significativo em termos de modelagem foi realizado em Taylor (2003b), quando ele
propds modelos com tendéncia multiplicativa amortecida

Todos estes modelos foram classificados em Hyndman et al (2002) quanto a tendéncia
e sazonalidade e depois adaptado em Taylor (2003b) para incluir tendéncia multiplicativa
amortecida. A Tabela 1 apresenta esta classificacéo.

Tabela 1 — Classificagdo dos model os de suavizacéo exponencial

. Sazonalidade
Tendéncia _ _
Nenhuma (N) | Aditiva (A) | Multiplicativa (M)
Nenhuma (N) NN NA NM
Aditiva (A) AN AA AM
Aditiva Amortecida (Ag) AgN AdA AgM
Multiplicativa (M) MN AM MM
Multiplicativa Amortecida(Mg) MgN MgA MgM

Fonte: Taylor (2003b)

O modelo NN representa uma série sem tendéncia e sem sazonalidade e é a suavizagéo
exponencial simples (SES). O modelo a AN representa uma série com tendéncia aditiva
(linear) e sem sazonalidade, conhecido como modelo de Holt. E os modelos AA e AM
representam os modelos de Holt-Winters na forma aditiva e multiplicativa respectivamente. A
representacdo grafica de todos os modelos pode ser vista na Tabela 2 e serve de base para a
identificagdo de qual o modelo mais indicado para uma determinada situagéo.
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Tabela 2 - Representacéo gr éfica par a os model os de suavizagédo exponencial

. Sazonalidade
Tendéncia
Nenhuma (N) Aditiva (A) Multiplicativa (M)
SES
NA NM
NN
E Horizonte Horizonte
Horizonte
Holt HWA HWM
AN AA AM
Aditiva(A) 5 / 3 /M $ M
Horizonte Horizonte Horizonte
J J
AdN AdA AdM
Aditiva Amortecida (A) i W W

Horizonte

Horizonte

Horizonte

Multiplicativa (M)

MN

MA

MM

Previsdo

Previsdo

el

Horizonte

Previsdo

ot

Horizonte

Horizonte

Multiplicativa Amortecida (Mg)

MdN

MdA

MdM

Previsé@o

Previsdo

AARATTT

Horizonte

Previséo

AAAAAR

Horizonte

J

Horizonte

Fonte: adaptado de Gardner (1985)

Percebe-se, observando a Tabela 2, que a principal diferenca entre os modelos com

sazonalidade aditiva e multiplicativa, € que no segundo caso a amplitude da sazonalidade

aumenta ou diminui dependendo do crescimento ou decrescimento da tendéncia da série,

enguanto que no caso aditivo ela é independente da tendéncia. Como escolher o0 modelo que

mais se gjusta a série de dados é apresentado na se¢éo 2.5.

SES (1944)
Modelo (NN)

HW (1960)
Modelos (AA e AM)

T

Gardner e McKenzie (1985) Modelos
(AdN, AGA eAdM)

—

A

~

A

y

\4

Holt (1950)
Modelo (AN)

v

Pegels (1969)

o

Modelos (MN, MA e MM)

Taylor (2003)

Modelos(MdN,MdA eMdM) /

Figura 1 - Histéria do desenvolvimento dos model os de suavizagdo exponencial
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Um resumo com o desenvolvimento dos modelos de suavizagdo exponencial pode ser
visto na Figura 1. Ao todo sdo quinze modelos, sua formulaggo tanto padré quanto a de

correcao de erro serdo apresentados na secdo seguinte.

2.2 Formulac¢ao dos modelos de suaviza¢ao exponencial

Os modelos de suavizagdo exponencial se caracterizam por decompor uma série
temporal em componentes, suavizar seus valores passados (dar pesos diferenciados que
decaem exponencialmente com o tempo) e depois recompor as componentes para fazer as
previsdes. As trés componentes na suavizagdo exponencial sd0: nivel, crescimento e
sazonalidade.

O nivel é o valor médio da observacdo no periodo t (valor observado retirando a
sazonalidade, se houver, e o erro aleatdrio), o crescimento é diferenca seqiencial de dois
niveis consecutivos e a sazonalidade € um evento que se repete com uma periodicidade
constante. O modelo de suavizagdo exponencial simples, por exemplo, s apresenta a
componente de nivel, 0 modelo de Holt o nivel e crescimento e o modelo de Holt-Winters o
nivel, crescimento e sazonalidade. A formulag&o com as respectivas componentes dos quinze
modelos sdo apresentadas nas segOes 2.2.1 e 2.2.2 tanto na forma padr&o como na forma de

correcao de erro.

2.2.1 Forma padrao

Antes de apresentar a formulacdo dos quinze modelos representados nos graficos da

Tabela 2, € importante definir os simbolos adotados. Esta definicdo se encontra na Tabela 3.

Tabela 3 - Simbolos utilizados na for mulagao dos model os de suavizagéo exponencial

Simbolo Definicao

Ve Dado observado no periodo t

a Pardmetro de suavizagdo para o nivel




Tabela 3 - Simbolos utilizados na for mulagao dos model os de suavizagéo exponencial
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Simbolo Definicao
B Parametro de suavizagao para o crescimento
y Parametro de suavizagéo para a sazonalidade

Parametro de amortecimento do crescimento

ap

L, Nivel da série no periodo t

b, Crescimento da série no periodo t

St Sazonalidade da série no periodo t

Frik Previsdo feita no periodo t, k periodos a frente
m Tamanho do ciclo sazonal

ey Erro de previsdo um passo a frente

Estes simbolos da Tabela 3 representam as componentes, 0s parametros de suavizacdo

e a funcéo de previsdo dos modelos formulados na Tabela 4. Esta formulagdo é denominada

padréo (ou recursiva).

Tabela 4 - Forma padr 8o dos model os de suavizagdo exponencial

Tendéncia Sazonalidade
N A M
L=al—sim) + (1 =)l I =a/stem) + (1= a)li_y
=ay.+(1—a)l;_y
N F . s =y — L) + (A =PY)siem st =¥We/lm) + (L= ¥)Stom
t+k = bt
Frow =l + Stomak Frow = LiStomie
le = a(ye —se_n) + (1 — @) (leq — be—y) le = a(ye/sem) + (1 — @) (le—q + be_q)
Iy =ay; + (1 —a)e_q +be_q)
A by = B — o) + (1— P)b by =B —l)+ (1= B)by by =B —l)+ (1= B)by
e =Bl =l = B)bi_4
F L+ kb St =¥ —lemg = beeg) + (1 = V)Stoim se =¥ We/ Uemy + b)) + (1= V)Stem
t+k = bt t
Frow =l + kbe + Stk Frore = (e + kb Stk
le = a(ye — Seon) + (1 = @) (le—q — Pbe_y) le = a(ye/se-m) + (1 — @) (le—q + Pby_q)
Iy = ay, + (1 —a)Ue_q + Pbe_y)
by = By —Loy) + (1 — )ebb by =B = L) + (1= BIpb,y by =B —L1) + (1= Blpb,y
t = t b1 - -1
Ay k se =YW — ey — $be—y) + (1 = V)Stom se =YW/ (Uemy + @be-1)) + (1 = VISt
i k k
Ft+k:lt+z¢th . .
= Frop =1l + Z @ by + Stk Frop=\1l+ Z D b | Semek
i=1 i=1
b=a(y:—Sem) + A —@)ligbiy L =a(ye/st-m) + (1 — @li_1bpy
Iy =ay; + (1= @)le_1biy
M by = B 1) + (1 — R)b by =B/ lr) + (1 = B)bey by =B/ lr) + (1= B)bey
t = t/ -1 - t-1
X St =¥ We = lemabig) + (1 = ¥)Stom st =¥e/Uemabe)) + (X = ¥)Sem
Frop = libf k k
Fraw = bebt + Stk Frow = LebiStmak
" =aly;—sim) +(1—a) lt—lbg’_1 I =a(/stom) + (1= a)lt—lbtil
I =ay.+ (1 —a)l;_1b;”
-, be = B(Le/le—y) + (1= P)bE, be = B(e/le-y) + (1= B)bE,
Mg by = BUe/le—1) + (1 — BB,

ki
Frore = ltth”d’

Se = Y(Yt - lt—lbi?—l) + (1= ¥)stom

prEad!
t

Frop =1 + Stom+i

St =V (Yt/(lt—1bt¢—1)) + A =Y)stm

prEad
t

i
Frop =1 St—m-+k

Fonte: adaptado de Gardner (2006)
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A Tabela 4 mostra cinco tipos de tendéncia (T):

e Nenhuma(N)-T =1,

o Aditiva(A)-T =1+ kb;

e Aditivaamortecida(Ag) - T =L+ (¢ + ¢ + - + d*)b;

o Multiplicativa(M) - Tl * ;

e Multiplicativaamortecida (M) - T = [p($+6?+-+¢")
E trés tipos de sazonalidade (S). S80 possiveis trés tipos de combinagdo entre tendéncia e
sazonalidade para formar a previsdo (F):

e Modelo sem sazonalidade - F = T;

e Modelo com sazonalidade aditiva- F = T + S;

e Modelo com sazonalidade multiplicativa- F =T X S.
Conseguientemente sdo possiveis quinze modelos diferentes, os mesmos da Tabela 2. Outra
observacdo em relacdo a Tabela 4 é o calculo do crescimento dos modelos com tendéncia
aditiva, que é feito pela diferenca de dois niveis sequenciais [, — l,_,, j&a nos com tendéncia
multiplicativa o crescimento é calculado pela razéo [./l,_,. O nivel dos modelos com
sazonalidade aditiva € calculado subtraindo-se a sazonalidade do observado y, — s;_,,, j&
quando a sazonalidade é multiplicativa y; /sq—m,.

Os parametros de suavizagdo «, 3, y e ¢ usualmente sdo restringidos para variar entre

0 e l. No capitulo 3 sera demonstrado que, na verdade, para que 0os modelos segjam estaveis,
estes parametros de suavizagdo podem assumir valores diferentes que o intervalo de O a 1.
Observa-se ainda na Tabela 4 que nas equacOes de previsdo para os modelos sazonais as

previsdes sdo feitas parak = 1, 2, ..., m, onde m é o tamanho do ciclo sazonal.
2.2.2 Forma de correcao de erro

Outra maneira de se representar os modelos de suavizagdo exponencial € ade correcéo
de erro, onde todas as componentes (nivel, crescimento e sazonalidade) sdo expressas em
funcéo do erro de previséo e; = y, — F;. Um exemplo disto pode ser visto a seguir, podendo
ser estendido para os outros modelos. Para o caso do modelo de HW aditivo:

L =a(y, —se-m) + (L= a)(lmq — be—y)

—Stem = leeqg + by — F;

li=a <J’t —F+ 1l + bt—1> +lia+bq—aley —ab,_4

et
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|lt - lt—l + bt—l + Olet|

by =B — 1) + (1= B)b_y = B(ly_y + by + e, —l,_4) + by — Bby_4
|b, = be_; + afe,|

Se =Y —lima = b)) + A =V)Sein =V Ve — Fe + Stem | + St — VStem

et

|St =S¢-m T Vet|

Esta representacdo foi apresentada pela primeira vez em Gardner (1985) e além de ser
uma forma mais compacta dos modelos de suavizagdo exponencial, também vai coincidir com
arepresentacdo dos modelos de espaco de estado com uma Unica fonte de erro (secéo 2.3). A

Tabela 5 apresenta os quinze modelos na forma de correcéo de erro, (equivalentes aos da

Tabela 4).

Tabela5 - Representacdo dos model os de suavizacéo exponencial na forma de correcdo deerro

Tendéncia Sazonalidade
N A M
l=1_1+ae =1l tae/sim
l,=1_4+ae
N Foo— St =St-m tVYe Se=Si-mtve/liy
t+k = bt
Foppe =l + St_mak Fipp = LiSiomak
ly=11+b_y+ae =l +b_y+tae/s, n
l,=1_1+b_4+ae
b, =b,_4 +afe, by=b_,+afe/s.m
A b, = b,_; + afe,
St =St-m tVYe Se =Seem tve/ L1 +b_q)
Fiyp =1 + kb,
Fipp =Ll + kb + Se_myk Fop = (L + kB Sk
- b l,=1_1+¢b_, +ae =1l +¢by +tae/s,m
=l + 1t ae
ot ot ‘ b, = ¢b,_, + afe, b, = @b, +aBe/s.—m
b, = ¢b,_4 + aPe, _ I b
Ag N S =Si—m TV Se=St—m+ve/ Uy +dbe_y)
. k k
Ft+k:lt+2¢lbt , .
i=1 Froe =1 +Z¢th t Stom+k Froe =L +Z¢th St-m+k
i=1 i=1
ly=1_1b1 +ae ly=l1by+ae/s.m
ly=1_1b1 +ae
by =b,_+tafe/l_ by =b,ytafe/(Smli—1)
M by =b,_+tafe/l,_
X S¢ =St-m tVYe Se = Seem v e/ (Le_1bq)
Fipp = L.b; k k
Fopr = LD{ + St mak Fopre = LD{Si_max
0 lo = l_,b? | + ae, lo=l_1b?  +ae/sim
lp =l,_4b,_, t+ae, ’ ’
b, =b/_,+aBe./l_ b, =b,_ +aBe./(Si—mli—1)
Md btzb?_l‘Fdﬂet/lt_l t t—1 t/ tt—-1 t t—1 t t—-mtt—1
o St =St-m tVYe S¢ = Seem Ve (Le_1b_q)
Foop = ltthi:lqbl vk pi kgl
Froe =077 4+ Seoma Fooe = 1b7 " Seomak

Fonte: adaptado de Hyndman et al (2008a).
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2.3 Relacdao com os modelos de espac¢o de estado com uma unica fonte de

erro

Em Ord et a (1997) foi proposta a representacdo dos modelos de suavizagdo
exponencial através de modelos de espaco de estado com uma Unica fonte de erro. A
vantagem desta representacdo é que varias propriedades estatisticas podem ser estudas, como
a estimativa da média e da variancia das previsdes (secdo 2.6) (antes os modelos eram
tratados como deterministicos) e a estabilidade (capitulo 3).

A escolha de uma Unica fonte de erro permitiu formular com simplicidade os modelos
de suavizagao exponencial, lineares e ndo lineares (uma comparacdo entre modelos com Unica
e multipla fontes de erro podem ser vistos em Hyndman et al (2008a)). Os modelos néo
lineares sd0 o0s todos que possuem a tendéncia ou a sazonalidade multiplicativa. As duas

equacoes que representam um modelo de espaco de estado sdo definidas abaixo:

Ve = w(xe_q) +7(xe_1)e, (2.1)
Xe = f(xe—1) + g(xe_q)e, (2.2)

A egquacdo (2.1) é conhecida como equacdo mensurével (ou observavel), onde
descreve a relacéo entre o vetor de estado (ndo observado) x, e o valor observado y,. A
equacdo (2.2) chamada de transicdo (ou estado) representa como o vetor de estado x, =
(I, be, Sty Se—1y r Se—m+1) S modifica ao longo do tempo, sendo que [, é o nivel, b, 0
crescimento e s, a sazonalidade da série no periodo t. O erro e, € aeatério com variancia o?.

Em Hyndman et al (2002) € proposto a representagdo dos modelos de suavizagdo sob
duas condi¢des de erro, aditivo e multiplicativo. Sdo casos ja vistos em Ord et al (1997) onde
se considera as situagdes com erro homocedastico (variancia constante) e erro heterocedastico
(varidncia ndo constante), situacdo que ocorre com freqiiéncia em séries econdmicas e deram
origem aos modelos ARCH (introduzido por Engle (1982)). Utilizando estes dois tipos de erro
nas equacdes (2.1) e (2.2) pode-se representar, por exemplo, 0 modelo de Holt (modelo AN —
segundo a classificacdo da Tabela 1). Quando o tipo de erro € selecionado a classificagdo do
modelo é feita com trés letras, sendo a primeira o erro, aditivo(A) ou multiplicativo (M). Na
Tabela 6 um exemplo da formulagdo através de equagdes de espaco de estado do método de
Holt (AN) com os dois tipos de erro.
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Tabela 6 - Formulagdo do método de Holt através de modelos de espaco de estado

Modelo com erro aditivo (AAN) | Modelo com erro multiplicativo (MAN)
w(x,_q) = le_q + beyq le_q + beyq
r(Xe-1) = 1 Loy +beq
lt] lt]
x(t) =
(t) b, b,
lt—l + bt—l] [lt—l + bt—l]
X _ =
f(e) [ o
_ a a(ly_y + be_y)
g(xe-) = gl gt
Ve = le_y +biq e (le—q + be—1)(1 + &)

lt] _
bt o

ly_q+beq + aet]
b1 + aBe,

[ (lt—l + bt—l)(l + aet)
by +af(ly_q +be_q)e;

Para generalizar os resultados da Tabela 6 para os outros modelos, pode-se definir que

w(x,_,) = u;, onde u, é o valor esperado de y,, r(x,_,;) = 1 para o caso de erro aditivo e

r(x;—,) = H, para o erro multiplicativo. Portanto y, = y; + e, quando o erro for aditivo e

v = (1 + e;) quando o erro for multiplicativo (Hyndman et a (2002)). Na Tabela 7 sdo

apresentados os modelos de espaco de estado para os quinze modelos definidos na Tabela 5,

tanto para o erro aditivo quanto multiplicativo, com uma mudanca de parametrizacéo, agora

aff = f* (esta mudanga ndo modifica os modelos e permite encontrar limites para 0s

parametros de suavizacéo, garantindo a estabilidade dos modelos (Hyndman et a (2008b)).



Tabela 7 - Representacdo dos model os de suavizagéo exponencial através de model os de espaco de estado.
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Sazonalidade
« N A M
5
< Erro Erro Erro
é A M A M A M
€ =Yt — Mt e = (Ve — )/ e € =Yt — Mt e, = (Ve — 1)/l € =Y — MKt e = (Ve — 1)/ e
e =le1+ Seom e =le1+ Seom Me =l 1Stom Me =l sSeom
Me =l Me =l
N I = +ae) = s,y I =p(1+ae)— s,y I = +ae)/sem ly=p (1 +ae)/s,m
ly = p; + ae, Iy = u, (1 + ae,)
sp = +ve) =Ly se=u(d+vye) =1y se= (e +ved/ly se=u@A+ve)/ly
Ue =Ly +De g+ St Ue=lig +De g+ St Ue= ey + b S Ue= ey + b S
Ue =l + by Ue=lig+ by
Iy = (e + @ey) — Sey Iy = u(1+ae) — Sy I = +ae)/sem Iy = u(L+ae)/sem
A ly = p; + ae, Iy = u, (1 + ae;) ) ) ) )
. . by = (s + per) = (eoy + Seom) by=p A+ pe) = (eor + Seem) by = (e +B€)/Stom — lia by=p A+ B e)/Sem—les
by=(u +pe) 1y by =pu 1+ pe) =Ly
sp = (ue +ve) — ey + byy) s = u(@ +vye) — ey +bpy) sp = (ue +ve)/ Uy + byy) Se = (L +vye)/ Uy + bey)
Ue=lig+Pbe g+ Sem Ue=lig+ by g + Sy Ue = ey + Pbe_ S U= ey + Pbe S
Ue =lig + by Ue=lig + by
Iy = +ae) — s,y I =p(1+ae)—s,y I = +ae)/sem ly=p (1 +ae)/sim
Ag | I =u.+ae Iy = u, (1 + ae;) ) ) ) )
b= (u, +Be,) — 1 b=, (1+Be)—1 by = (uy + Bre) = (Upmy + Seom) by =p(1+ fre)) = (Uemy + Spm) by = (e + B e)/Seem — leos by =pu(1+ fre)/sem — ooy
e = \HUe t) b1 t = He t) — -1
sp = (ue +ve) — (g + Pby_y) se = u(@ +ve) — ey + Pby_y) sp = (ue +ve) /ey + Pby_y) Se = p (1 +ve)/ Uy + Pbp_y)
Ue =ligbe g + St Ue =legbe g + St Ue = legbe 1St m Ue = leabe 1St m
Me =11y Me =Dy
I = +ae) = s,y I =p(1+ae)— s,y I = +ae)/sem ly=p (1 +ae)/s,m
M I, = u; +ae; I, =, (1 + ae,)
by = (i, + Ben)/1 b A+ Be)/l by = [(us + Brer) — Semml/lecy by = [u(1 + f7e) — spml/lecy by = (uy + free)/ Uem1Se—m) by =y L+ pre)/Ue_sSe_m)
e = (Mg €c)/ b1 t = He €c)/ -1
se=(u +ve) —li_1bey s = +vye) —l_1by Se = (e +ver)/Ueiby_y) Se = (L +ve)/Ueybe_q)
® ® He = lt—lb?_1 + Seem He = lt—lb?_1 + Seem He = lt—lb?_rgt—m He = lt—lb?_rgt—m
U =le1b;_, U =le1b;_;
le = (ug + aer) — Sem le =1 +ae) — sy L= (u + ae)/sem le = +ae)/s;m
Ma | I, =y + ae, l, = u, (1 + ae,)

by =+ B ey

by =pu A+ e/l

by = [(ue + B ) — Seml/ L

sp = (u +ve) — lt—lb?_1

by =[p, (1 +B"e) —seml/lioy

se=u(d +vye)— lt—1bi1

by = (e + Bree)/ UemiSemm)
Se = (e + yet)/(lt—lb?_1)

by =pu(1+ B e)/ Uy 1Se_m)
sp = n,(1+ }/et)/(lt—lb?—J
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2.4 Relacao com os modelos ARIMA.

Modelos ARIMA sdo conhecidos como auto-regressivos (AR) integrados (1) de média
movel (MA). A parte AR do modelo representa a auto-correlagcdo das observaces, isto é, o
quanto o valor de uma observagdo passada influencia no valor da proxima. A integragdo | é o
nimero de diferencas necess&rio para se estacionar a média da série (média constante ao
longo do tempo). Por fim, a média movel (MA) é conhecida como inovagdes ou choques no
modelo, isto é, sdo fatores que ndo sdo possiveis de serem previstos (gerando um erro) que
vao influenciar o valor das observacOes futuras. A forma geral de um modelo ARIMA pode
ser vista na equacdo (2.3):

y,=ctay,  +tayy, ,++ Y, + e +he,+--+he_,+e

(2.3)

auto—regressio média mével

onde ¢ é uma constante, (al, Ay, e, ap) sd0 coeficientes da auto-regressdo, p € a ordem auto-
regressiva do modelo, (hy, hy, ..., h,) s30 coeficientes da média mével, q € a ordem da média
movel e e, é um erro com média zero, variancia o2 e distribuicdo normal. Uma maneira
simplificada de denominar um modelo ARIMA é representa-lo por trés valores p, d e q
(ARIMA(p,d,q)) (mais detalhes sobre ARIMA procurar em Box et a (1994) ou Makridalis et
al (1998)). Por exemplo, um modelo ARIMA (2,0,3) tem a seguinte expressao:

Ve =C+ aQ1Vi_q + Q3Ye—o + hy€iq + hyer5 + hier_3 + e

Outra maneira de representacdo € utilizando o operador de araso L, onde Ly, = y;_4,
L*y, = y,_,. Reescrevendo o exemplo acima:
Ve = Q1Ye—1 — QoYVe—p = C +hyery +hyer 5 +hie, 3 +e;
(1—ayL —a,L?)y, = c+ (1 + hyL + hyL? + h3l3)

A formageral de um modelo ARIMA pode se escrita como na equagéo (2.4):
a(L)y, = c+ h(L)e; (2.4)
onde a(L) e h(L) sdo polindmios em L. E esta forma que sera utilizada para demonstrar a
equivaléncia de modelos ARIMA e suavizagdo exponencial, destacando que apenas modelos
lineares de suavizacdo exponencial possuem equivaléncia (ANN, AAN, AAGN, ANA, AAA e
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AAGA). Como exemplo sera desenvolvido a equivaléncia do modelo AAN Hyndman et al (

(20084)):

Ve =leq +beq e

lyea =l o+ by +aeq— |(1 — L)y =b + aLet|

bi_1 =bey+ e g = |(1 —L)be_y = ﬁ*Let|

(1=LDy: =0 =Dy + (1 =L)b—q + (1= L)e,

be_p = b3+ e, > |(1 —L)b,_, = ﬁ*LZet|

(1-L)(1—=L)y, =1 —=L)b,_, + (1 = L)aLe, + (1 — L)B*Le, + (1 — L)(1 — L)e,

(1-L)%y, =p*L*e, + (1 — L)aLe, + (1 — L)B*Le, + (1 — L)?e,

(A-1)2y, =[1-Q2—a—p)L—(a—1DLe,]

Na Tabela 8 é apresentado o resultado dos outros cinco modelos.

Tabela 8 - Equivaléncia entre suavizagéo exponencial e ARIMA.

Suavizagéo Exponencial ARIMA ARMA (p,d,q)(P,D,Q)m
(ANN)
1A=Ly, =1 —-glLe,
Ye=li1+e ARIMA(0,1,1)
p=1—-«a
Iy =1l +ae
(AAN) , ,
1-L)y, =A@ L— @,L%)e,
Ye=lia+bii+e
o, =2—a—f" ARIMA(0,2,2)
ly=1_+b i +ae
p=a—-1
by=b, 4+ p"e
(AAGN) ,
A-LA-¢L)y, = A - @.L — p,L)e,
Ye=li1+¢bey +e;
p=1l—a+¢p(1-pB") ARIMA(1,1,2)

ly =l + b + ae,
by = @b, + B,

@2 = Ppla—1)

(ANA)
Ye=li1+Seem+ e
ly=1_,+ae

St = St_m T V€

(1 - Lm)yt = (1 + oL+ (pm—le_l + (mem)et
P P2 s Ppg = &
Pm=a+y— 1

ARIMA(0,0,m)(0,1,0)m

(AAA)

Ve=li_q1+ by + S+ €
ly=1_+b_y+ae

b, =b,_ + e

St = St_m T V€

A -DA -y = QA+ @ L+ QL+ -+ @y L™+ @ L™ + @ L™ e,
p=a+p—-1

P20 s Ppu—1 = B

om=B+y-1

Pmpr=1l—a—-y

ARIMA(0,1,m+1)(0,1,0)m

(AAA)

Ve =l +Pbe_y +Se_ + €
ly =1+ b, + ae,

b, = ¢b,_, + e,

St = St_m T V€

(1 =¢L)A —I™y, =L+ @ L+ QL2+ -~ + @y L+ @, L™ + @i LM Ve,
pr=atdpB -1

P2 e Py = P —a(p = 1)

pm=9f+y—1—alp—-1)

Pmsr=PpA—a—-v)

ARIMA(L,0,m+1)(0,1,0)m
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A equivaléncia entre os modelos de suavizagdo exponencial e ARIMA € importante,
pois permitiu o célculo de intervalo de confianca para as previsdes na suavizagdo exponencial
(para os seis modelos da Tabela 8) e a encontrar a faixa de valores para a restricdo dos
par@metros de suavizacdo, ja que a invertibilidade dos modelos ARIMA € equivalente a
estabilidade nos modelos de espaco de estado (Snyder et al, 2001).

2.5 Estimacao dos parametros de suavizac¢ao

A estimacdo dos parametros de suavizacdo 0 = (a, B, v, ¢ ) e do vetor de estado
inicial x, = (Lo, bo, S_mt1, -+ So) do modelo de espaco de estado apresentado na segdo 2.3
(Tabela 7) é feita pela funcdo de verossimilhanca desenvolvida em Ord et a (1997).
Minimizando a equagdo (2.5) tem-se a estimagdo dos parametros do modelo:

n

L*(0,x,) = nlog (Z ef) + 2 Z log|r(x,_q)| (2.5)

t=1

lembrando que e, = y, — i, er(x,_,) = 1 paraerro aditivoee, = (y, — pp)/ts €r(xp_1) =
U, para erro multiplicativo e n é o tamanho da amostra. Por exemplo, as fun¢bes para os
modelos AAN e MAN da Tabela 7 sdo respectivamente:

AAN: L*(6,x,) = nlog (Z()’t =1 — bt—1)2) + 2 Z log|1]

t=1 t=1

n
AAN: L*(6,x,) = nlog (Z(Yt =g — bt—1)2)

t=1

onded = (a,p); xo = (lo, bo); Iy = ly—1 + by + aey; by = by_q + Bey.

n

— g = bq)? -
MAN: L* (8, x,) = nlog Z <yt = 1) + 2§:log|lt_1 + b,_4]
lig + by e

t=1

onde 0 = (a,B); xo = (Lo, bo); Iy = (le—q + b)) (X + @ey); by = by_q + B (Loq + be_y)e;

Note que o vetor x, é necessario para iniciar o modelo, ja que é indispensavel para a

previsdo do periodo um. Os valores iniciais (semente) que serdo otimizados na equagéo (2.5)
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podem ser calculados segundo a heuristica proposta em Hyndman et al (2002) ou Makridakis
et a (1998). De forma resumida a heuristica em Hyndman et a (2002) e Hyndman et al
(2008a) &

Valoresiniciaisparaa = 0,1, =0,1,y = 0,01 e¢ = 0,99;

Para os dados sazonais fazer uma decomposicdo cléssica (pode ser visto em
Makridakis et al(1998) ou Souza et al (2008)) nos primeiros anos da série (4 anos se
tiver);

Normalizar os indices encontrados. Média zero para sazonalidade aditiva e um para a
multiplicativa. Para dados sazonais fazer uma tendéncia linear com as dez primeiras
observagdes sazonalmente gjustadas (usando os indices encontrados anteriormente)
contraavariavel tempot = 1, ..., 10;

Para dados ndo sazonais fazer uma tendéncia linear das dez primeiras observaces
contraavariavel tempot = 1, ..., 10;

[, é 0 intercepto datendéncia;

Paratendéncia aditiva, b, é ainclinagdo datendéncia;

Para tendéncia multiplicativa, b, = 1 + b/a onde a é o intercepto e b ainclinacdo da
reta de tendéncia

Além de um método para estimar os parametros de suavizagcdo é importante também

uma metodologia para escolha do “melhor” modelo (dentre os 30 disponiveis). Esta

metodologia foi desenvolvida em Hyndman et a (2002) e se utiliza do critério de Akaike
(1973), conhecido como AIC (equacdo(2.6)).

AIC = L*(6,x,) + 2p (2.6)

Onde p é 0 nUmero de parédmetros estimados do modelo. Por exemplo, para uma série

mensal e modelo MgM os parametros estimados séo: a, B3, v, ¢, ly, by, S—11,---,5_1. Portanto

S80 0s quatro pardmetros de suavizagdo, O nivel, crescimento e onze indices sazonais (0

décimo segundo indice sazonal pode ser calculado a partir dos outros onze) iniciais. O nUmero

de parametros para os demais modelos podem ser vistos na Tabela 9.
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Tabela 9 - NUmer o de par ametr os estimados par a os métodos exponenciais com sazonalidade mensal

Tendéncia Sazonalidade
Nenhuma Aditiva | Multiplicativa
Parémetros | Par@metros | Par@metros
Nenhuma NN 2| NA | 14 NM 14
Aditiva AN 4 | AA | 16 AM 16
Aditiva Amortecida AgN 5| AA | 17| AM 17
Multiplicativa MN 4 | MA | 16 MM 16
MultiplicativaAmortecida | MgN | 5 | MgA | 17 | MgM 17

Fonte: Souza et al (2008)

O modelo que apresentar 0 menor AlIC é escolhido como “melhor”. Esta metodologia
foi implementada como suplemento (Add-in) de Excel no software nng-statistica. (Seu

download pode ser feito www.qualimetria.ufsc.br)

2.6 Intervalo de confianca para as previsoes

Em Hyndman et al (2005) foram definidos intervalos de confianca analiticos para as
previsdes paratrés classes de modelos de espaco de estado (Ord et al (1997) ja havia sugerido
intervalos calculados por simulagdo). Quinze modelos da Tabela 7 pertencem as estas classes,
para os demais deve-se utilizar simulagéo (Hyndman et al (2008a)).

e Classe 1: ANN, AAN, AAGN, ANA, AAA e AAA (modelos lineares com erro
aditivo)

e Classe 22 MNN, MAN, MAGN, MNA, MAA e MAGA (modelos lineares com erro
multiplicativo)

e Classe 3: MNM, MAM e MAgM (modelos ndo lineares — sazonalidade multiplicativa

— com erro multiplicativo)

e Demais modelos (simulacdo)

As expressdes para a média e a variancia das previsdes sdo descritas nas Tabelas 10 e

11 respectivamente.



Tabela 10 —Média e variancia para as previsdesk periodos a frente. fi, € uma apr oximagao nos modelos
daclasse 3.

Média Variancia

Classel| p, |vy =0%ev, =02(1+3]c?)

v = (1+0%)6, — j;
Classe2 | pu, ) y okt 2

vk = [0+ 0D (A + 120D — 2]

Classe3| fi,

onde 6, = i, Oy = fi; + 02 X1 ¢y

Fonte: adaptado de Hyndman et al (2005)

Lembrando que para os modelos com erro aditivo e multiplicativo as variancias o2 sdo
estimadas de forma diferente:

A2 _vn 2 (Ve — e para classe 1
0" = t=1et/n et—{

(¥e —#e)/pe  paraclasse2e3
Na Tabela 11 ¢j:1+¢+...+¢j:(1_¢j+1)/(1_¢), dj,mzl ® j=

m mod m e 0 qualquer outrasituagdo, onde i mod j €igual ao resto da divisdo dei por j.

Tabela 11 - Valoresde py, iy € c; para os 15 modelos.

Hic JI Cj
Classel/Classe2
ANN/MNN L, a
AAN/MAN 1, + kb, a(l+jp)
AAN/MAGN L, + r_1b, a(1+ ¢;_18)
ANA/MNA Ly + Sk a+yd;y,
AAA/MAA L+ kb, + Sy ek a(l+jp) +vd;m
AAAMAGA Ly + ®re_1bp + Spmek a(1+¢;_1B) +vdjm
Classe 3
MNM LnSn_mei Ly a
MAM (L, + kb,)Sy_mek I, + kb, a1 +jB)
MAM Un + OkorbdSnomsre | b+ brerby | (1 +¢;_18)

Fonte: Hyndman et a (2005).
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Observando as Tabelas 10 e 11 percebe-se que a variancia para os modelos da classe
um s6 dependem de o2, dos parémetros de suavizacdo e do horizonte de previsdo. Quanto
maior for o valor dos parametros (como estimar na se¢do 2.5) maior € a variabilidade da série
e conseglientemente maior € a variancia das previsoes. Assim quanto maior for o horizonte de
previsdo maior € avariancia

Ja nos modelos das classes dois e trés a variancia da previsio além de depender o2,
dos pardmetros de suavizagdo, do horizonte de previsdo, também depende da média (por isso
estes modelos so heterocedasticos) . A média é o valor das componentes dos modelos, nivel,
crescimento e sazonalidade.

O intervalo de confianca para a previsdo é calculado da seguinte forma p; +
Zgj27/Vie- ONAE 24€ O G5, GuUartil da distribuicdo normal padronizada. Paraos modelos das

classes 2 e 3 a distribuicéo ndo é normal, mas segundo Hyndman et al (2005) o intervalo pode

ser aproximado pela equacéo acima

2.7 Suavizacao exponencial com dupla sazonalidade

O primeiro modelo de suavizagéo exponencial com dupla sazonalidade foi proposto
por Taylor (2003a) para fazer previsdes da demanda de energia elétrica com horizontes de
previsdo de meia-hora a um dia a frente. Para este problema em especifico existem dois ciclos
sazonais, um para as 48 meias horas do dia e um para 336 meias horas da semana, ou Sgja, um
ciclo maior que compreende os 7 dias da semana e outro menor das horas de um dia. Ndo s6
neste trabalho como em outros publicados posteriormente (Taylor et a (2006), Morzuch e
Allen (2006), Gould et al (2008), Taylor (2008)) verificou-se que a suavizagao exponencial
com dupla sazonalidade apresenta bons resultados quando comparados com outros modelos,
como 0 Holt-Winters tradicional, redes neurais e ARIMA com dupla sazonalidade. A
formulagcdo € a mesma que a do Holt-Winters tradicional, mas possui uma equagdo a mais
para acomodar 0 outro ciclo sazonal. Os modelos podem ser com sazonalidade aditiva ou
multiplicativa, como mostram as equagdes abaixo.

Para o caso aditivo:

ly = a(J’t — St-m; — ut—mz) + (1 —a)le—q + bey) (2.7)



by = ﬁ(lt - lt—l) + (1 - ﬁ)bt—l
S¢ = V(J’t -l - ut—mz) +(1- V)St—m1
Uy = ‘U(J’t =l - St—ml) +(1- w)ut—mz

Fep =l + kb + St—my+k T Ut—m,+k

Para o caso multiplicativo:

li=a <L> + (1 = a)(le—q + be_y)

St—ml ut—mz

b, = ﬁ(lt - lt—l) +(1- ﬁ)bt—l

y
St:V< - >+(1_V)St—m1

ltut—mz

Uy = w < Ve > + (1 - w)ut—mz

ltSt—m1

Feyro = e + kbt)st—m1+kut—m2+k
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(2.8)

(2.9)
(2.10)
(2.11)

(2.12)
(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Nestes dois modelos a sazonalidade 1 (s;) representa o ciclo sazonal menor

(sazonalidade do dia para o exemplo de energia elétrica) e a sazonalidade 2 (u,) o ciclo

sazonal maior (dia da semana para o exemplo de energia elétrica), sendo m, o tamanho do

ciclo sazonal menor e m, é o tamanho do ciclo sazonal maior.

Para a representacdo na forma de correcdo de erro e que coincida com a dos modelos

de espaco de estado é feita uma modificagdo nas equagdes substituindo [, por l,_; + b,_, em

(2.9), (2.10), (2.14) e (2.15).

Modelo aditivo:

lt = lt—l + bt—l + Olet
be = be_q + B7e;
St = St—m, T Y€

U = Up_gy, + 0E

(2.17)
(2.18)
(2.19)
(2.20)
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Modelo multiplicativo:

ly =11 +bi_q+ aSt_mle—;t_mz (2.21)
by = b1 + Bﬁ (2.22)

Se = Sem, AV T bett_l)ut_mz (2.23)
U = Uy, T @ 0t be:—1)5t—m1 (2.24)

Osvalores iniciais de nivel, crescimento e dos indices sazonais podem ser encontrados

seguindo a heuristica de Hyndman et al (2002) com algumas adaptacoes:

1.

para os dados sazonais fazer uma decomposicdo cléssica utilizando m, como
sazonalidade, nos primeiros ciclos da série (4 se tiverem);

normalizar os indices encontrados. Média zero para sazonalidade aditiva e um para a
multiplicativa;

fazer a média dos indices sazonais correspondentes a m, (encontram-se os indices
sazonais do ciclo sazonal menor s;);

subtrair os indices sazonais encontrados em 2 de 3 (encontram-se 0s indices sazonais
do ciclo sazonal maior u,).

fazer uma tendéncia linear com as primeiras observacdes da série (um ciclo sazonal
maior) sazonalmente ajustadas (usando os indices encontrados em 3 e 4) contra a
variavel tempo t = 1, ..., m,;

[, é 0 intercepto datendéncia;

Para tendéncia aditiva, b, € a inclinacdo da tendéncia. Para tendéncia multiplicativa,

b, =1+ b/a ondea €o intercepto e b ainclinacdo dareta de tendéncia

Os valores de «a, B, y (parémetro do ciclo sazonal menor) e w (parametro de

suavizacdo do ciclo sazonal maior) sdo redtritos para variar entre 0 e 1 (Taylor (2003a),
Taylor et a (2006), Morzuch e Allen (2006), Gould et a (2008), Taylor (2008)). Embora segja
apresentado no capitulo 4 que as restricdes para 0os parametros sdo diferentes quando se

garante a estabilidade do modelo. Mas na proxima secdo serd apresentado um exemplo de

aplicacdo deste modelo com os parametros de suavizagéo podendo variar entre O e 1 a uma

série com dupla sazonalidade.
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2.8 Exemplo de aplicagdio da suavizacdo exponencial com dupla

sazonalidade

O exemplo a seguir é uma aplicacdo da suavizagdo exponencial com dupla
sazonalidade aos dados horérios de energia elétrica de Santa Catarina. Os dados de consumo
s80 do periodo de 29/06/2003 a 23/08/2003 (8 semanas de dados) (Figura 2).

Figura 2 - Consumo de energia hordria em Santa Catarina (8 semanas)

Aplicando as equagtes (2.17) a (2.20) e os procedimentos para calcular os valores
iniciais das componentes de nivel, crescimento e sazonalidade descritos na se¢cdo anterior,

obteve-se 0s resultados para o valor dos parametros do modelo apresentados na Tabela 12.

Tabela 12 - Parametros estimados e erros de previsdo dentro da amostra para o modelo de suavizagéo
exponencial com dupla sazonalidade par a a série de dados do consumo hor ario de Santa Catarina
Modelo a B y w MSE | MAPE
Suavizagéo exponencid

0,8399 | 0 | 0,1215 | 0,0389 | 347,95 | 0,75%

com dupla sazonalidade
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Na Tabela 12, MSE significa soma dos erros quadrados médio e MAPE € o erro percentual
absoluto médio. Aplicando o valor dos pardmetros as equacdes do modelo de suavizagéo
exponencial com dupla sazonalidade obtém-se as equagdes apresentadas a seguir:

Ve =lecqg +beq +Sepa + U168 T €
lt - lt—l + bt—l + 0,83996t

be = be_q = by

S¢ = S¢_24 +0,1215e,

ut - ut_168 + 0,0389€t

Uma das vantagens em se utilizar a suavizagdo exponencial é que a série de dados é
decomposta em componentes, podendo ser evidenciada as caracteristicas de tendéncia e
sazonalidade. Observando as equactes acima é possivel perceber que o nivel da série esta
variando bastante (valor do coeficiente alfa perto de um), o crescimento da série é constante
(beta igual a zero), a sazonalidade das horas do dia se modificam pouco e a sazonalidade das
horas da semana praticamente é constante.

Na Figura 3 é apresentado o valor observado e o valor do modelo ajustado para as
duas Ultimas semanas de dados. Percebe-se que 0 modelo se ajusta bem aos dados ocorridos,

mostrando que este modelo € adequado para se fazer previsdes

Figura 3 - Observado e modelo de suavizacéo exponencial com dupla sazonalidade ajustado par a os dados

de consumo de energia elétrica
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Ja na Figura 4 é possivel ver a variabilidade do nivel da série. Esta variabilidade fez

com gue o parametro estimado para alfa seja 0,8399, mostrando a dificuldade em se prever o
nivel da série.

\J 1 AU ‘MA

ﬁ

Figura 4 - Nivel da série de consumo horério de energia elétrica

A Figura 5 mostra a componente sazonal semanal calculada das duas ultimas semanas

de dados e verifica-se um padréo estével, fato que justifica o valor baixo de w. Basicamente

de terca a sexta os dados tem 0 mesmo comportamento. Os dias atipicos sdo segunda, sabado

e domingo com um comportamento proprio.
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Figura5 - Sazonalidade semanal para os dados de energia el étrica
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Ja o padrdo sazonal para as horas do dia mostra que da 01:00 as 08:00 da manha o
consumo de energia € inferior a média do dia, das 08:00 as 12:00 o consumo aumenta com
uma queda as 13:00 horas. O pico de consumo € as 19:00 horas com uma redugdo gradual até
as 24:00. Este padréo é apresentado na Figura 6.

St
600
500 19
il ™
400 T\ 20
200 i by —
i 100 15174 2 i A—%
O ) Tee*18 % . —_— %
e ¥\ 2, 16 \.23 ¥ d
8/ \ /14
MWh 0 5 o/ L4 . \y ¥
7 13
-100 7 724 @
-200 6+ nd o
1 # ]
300 «2-3 4 .
S g ip g ., o *
-500
1297 1302 1307 1312 1317 1322 1327 1332 1337 1342
Tempo (h)

Figura 6— Sazonalidade diaria par a os dados de energia étrica

Observado a Figura 7 fica claro que os dias de semana sdo semelhantes, enquanto que
sabado e domingo apresentam um padrdo diferente. O consumo de sabado e domingo é
inferior aos demais dias da semana, principalmente porgue algumas fabricas ndo funcionam
ou tém seu horério de trabalho reduzido.
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Figura 7 - Consumo diério deenergia

Uma das vantagens em se utilizar a suavizagdo exponencial em relagdo aos outros
métodos de previsdo univariados, como ARIMA e redes neurais, é a possibilidade de se
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analisar cada componente da série separadamente. No caso do consumo de energia elétrica é

possivel identificar quais sdo as horas do dia e da semana com maior consumo.

2.9 Consideracgoes finais

Neste capitulo foi apresentada a revisdo tedrica sobre a formulacdo e as propriedades
estatisticas dos modelos de suavizagdo exponencial. Os principais avangos na area de modelos
de suavizagdo exponencial foi um méodo de estimagdo através de uma funcdo de
verossimilhancga e a utilizag&o de um critério para a selecéo automética dos diversos modelos.
Além disso, foram desenvolvidos intervalos de confianga analiticos para maioria dos modelos,
isto € um grande avanco, ja que estes modelos sempre foram criticados (pelos académicos)
por ndo terem uma base edtatistica e serem deterministicos (mesmo apresentando bons
resultados em relagcdo a outros modelos).

Além das propriedades estatisticas existe outra importantissima para a utilizagdo
destes modelos, é a estabilidade. Mas neste capitulo ndo se analisou a estabilidade
(equivalente a invertibilidade dos modelos ARIMA). A revisdo tedrica para estabilidade ser&
apresentada no proximo capitulo para 6 modelos lineares. S& 3 modelo ndo sazonais e 3
modelos sazonais. JA no capitulo 4 sdo apresentados os resultados encontrados nesta tese para
a estabilidade do modelo de suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade, tanto com

crescimento quanto sem.
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3 ESTABILIDADE PARA 0S MODELOS DE SUAVIZACAO EXPONENCIAL

No capitulo anterior foi apresentada a equivaléncia entre os modelos de suavizagéo
exponencial e modelos de espaco de estado. Esta equivaléncia permite utilizar algumas
técnicas advindas da area de controle digital (sinal discreto), como o teste de Jury para a
estabilidade de sistemas discretos. Este teste permite encontrar 0 espago admissivel dos
parametros do modelo, isto &, aé onde os parametros podem ser modificados e a0 mesmo
tempo se garanta a estabilidade do sistema. No caso dos modelos de suavizagéo exponencial,
guando o modelo é estavel (ou previsivel), se garante que a previsdo vai ser formada pela
soma das observagdes anteriores, com pesos que decaem exponencial mente com o tempo.

Para descrever o conceito de estabilidade em modelos de suavizag&o exponencial o
capitulo esta dividido nas seguintes segdes. Na secdo 3.1 é apresentado o modelo de espaco de
estado linear, na secdo 3.2 as quatro propriedades para garantir que os modelos facam
previsdes estaveis, na secdo 3.3 a estabilidade para 0s seis modelos de suavizagdo exponencial
lineares. Ja na secdo 3.4 discute-se o teste de Jury para a estabilidade.

3.1 Modelo de espaco de estado linear

O modelo de espaco de estado apresentado na secdo 2.3 representa tanto modelos
lineares quanto ndo lineares de suavizagdo exponencial (Ord et a, 1997). Nesta secéo €
apresentado o modelo de espaco de estado linear, que foi utilizado pela primeira vez em
Snyder (1985). O modelo linear € representado pelas equacdes (3.1) e (3.2).

Ve =W'x 4 + 6, (3.1
X, =Fx,_ 4 +ge; (3.2

A egquacdo (3.1) é conhecida como equacdo mensurével (ou observavel), onde
descreve a relacéo entre o vetor de estado (ndo observado) x, e o valor observado y,. A
equacdo (3.2), chamada de transicdo (ou estado), representa como o0 vetor de estado x, =
(I, be, gy weer Se—me1) S8 modifica do estado t — 1 para t, sendo que [, € o nivel, b, 0

crescimento e s, a sazonalidade da série no periodo t. O erro e, € independente, aleatério com



média zero, variancia ¢? e distribuicdo normal. Os vetores w, g e a matriz F s3o definidas

para os 6 modelos de suavizagdo exponencial lineares em Hyndman et al (2008b):

ANN: xXp =1y w = F=1 g=a
. _ [ it _n 1 _[“
AAN:  x, = bt] w= [1 F=[s 1 9= [ﬁ]
. L n 11 [«
AAGN: Xy = bt] w= 1] F = [0 & g= [ﬁ*]
L
St 1 1 071 0 a
ANA:  x,.=| s, w=|0,_, F=| 0 071 1 g=1Y
: L1 Om—l Im—l Om—l -Om_l
St—m+1
Lt
b, 1 1 1 051 0 a
s 1 0 1 0 _ 0 *
AAA: = ¢ = = m-1 =
S I R [ F=lo 0 o, 1| 97|
: 1 | Om—l Om—l Im—l Om—l _Om—l
St—m+1
l;
b, [ 1 ] 1 1 0;11.—1 0 a
. _| s _| 1 _| 0 ¢ Opy O | #
AAGA: X, = St‘—l w = 0, . F = 0 0 0, 1 g= ¥
: L 1 ] Om—l Om—l Im—l Om—l _Om—l
-St—m+1-

onde 0, é um vetor de zeros de tamanho k e I, € uma matriz identidade de ordem k x k. A
definicdo destas matrizes € importante para o estudo das propriedades que serdo apresentados

na préxima secao.

3.2 Propriedades para os modelos de espaco de estado lineares

Os modelos de espaco de estado possuem quatro propriedades descritas em Hyndman
et al (2008b) e Hyndman et al (2008a). As duas primeiras verificam se o modelo é observavel
e controlavel (prova para estas duas propriedades podem ser encontradas em Ogata (1995)), e
as duas Ultimas se 0 modelo é estavel e previsivel.

Propriedade 1: 0 modelo de espaco de estado (equactes (3.1) e (3.2)) é controlavel se
for possivel calcular o valor de todas as variaveis de estado a partir do erro de previsdo. Esa
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propriedade esta relacionada apenas a equacdo (3.2). O modelo é controlavel se Rank(C) =
p,ondeC = [g,Fg,F?%g, ...,FP~1g] ep é o tamanho do vetor x,.

Aplicando esta propriedade aos 6 modelos de suavizagdo exponencial da se¢cdo 3.1 sdo
obtidos o0s seguintes resultados:

Modelo ANN: p=1 Rank(C)=1 C =[a]

Modelo AAN:  p =2 Rank(C) =2 C:[g* “;f]
a a+p*

Modelo AAGN: =2 Rank(C) =2 CZ[* ;
N p ank(C) B B

Para 0s modelos sazonais seré considerado o ciclo sazonal m = 4 como exemplo.

Modedo AAA:  p=4+2 Rank(C)=5 C=

Q. a o a
y 0 0 0 y
ModeddloANA: p=4+1 Rank(C)=4 Cc=|(0 y 0 0 O
0 0y 0 O
0 0 0 y O
[ a+pB" a+2p" a+3f° a+4p* a+58"
14
0
0
L0

ModeloAAGA: p=4+2 Rank(C)=5 c=

Os trés modelos ndo sazonais sdo controlavels, isto é, as variaveis de estado sdo
atualizadas a cada novo erro de previsdo. Ja os trés modelos sazonais ndo sdo controlaveis,
pois apenas um indice sazonal € atualizado a cada periodo de tempo t, quando todos deveriam

ser atualizados simultaneamente. Por exemplo, para o modelo ANA aequagdo de estado é:

l; 1 0 0 0 O7rleq a li_q + ae;

St 0 0 0 0 1f[St—1 Y Se-a t Ve
Se—1|=[0 1 0 0 O||se—2|+]|0fe; = St-1
St—2 0 0 1 0 Offse-3 0 St—2
S¢—3 0 0 0 1 OlLsey 0 St-3
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Apenas o indice sazonal s, é atualizado a cada periodo de tempo t, portanto o0 modelo
nao é controlavel.

Propriedade 2: 0 modelo (equacbes (3.1) e (3.2)) € observavel se for possivel
determinar o0 estado inicial x, a partir de y, para qualquer periodo t. Esta propriedade esta
relacionada tanto com a equacéo (3.1) quanto a (3.2). O modelo é observavel se Rank(0) =
p,onde O = [w,F'w, (F')?w, ..., (F")P~lw ] e p é o tamanho do vetor x,.

Aplicando esta propriedade aos 6 modelos de suavizagdo exponencial da se¢cdo 3.1 sdo

obtidos os seguintes resultados:

Modelo ANN: p=1 Rank(0)=1 0 =1[1]

Modelo AAN:  p=2 Rank(0)=2 0= [1 ;

1 1
Modelo AAN: p=2 Rank(0)=2 0= [1 1+ (]5]

Para 0s modelos sazonais seré considerado o ciclo sazonal m = 4 como exemplo.

101 1 1 1
00010
ModdoANA: p=4+4+1 Rank(0)=4 O0=[0 0 1 0 0
0100 0
1 00 0 1
1111 1 1
12 3 45 6
. 000100
ModdoAAA:  p=4+2 Rank(@=5 0=|, o 1 0 0 o
010001
1 000 1 0

11 1 1 1 1

=
-
<
NgE
<
INgE
<
[
<
B
<

ModeloAAA: p=4+2 Rank(0)=5 0=|, =

= ooo
orRr oo®

Os trés modelos ndo sazonais s80 observaveis, isto €, é possivel determinar o vetor de
estado x, a partir de y,. JA os trés modelos sazonais ndo sdo observaveis, pois é possivel
determinar apenas um indice sazonal (e ndo todos) do estado inicial x, a partir de y,. Ese
resultado pode ser demonstrado escrevendo as equagdes para 0 6 modelos de y, em funcéo de

Xo-
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Modelo ANN

t-1
Ve :l0+aZei+et

i=1
Modelo AAN

t—-1 t-1
Ve =1lo +thy + az e;+B* ) (t—i)e;+ e
i=1 i=1

Modelo AAGN

t—1 t-1 t—1 [t—1-i
yt=lo+<2¢")bo+a e+ p ¢! e | +e

i=0 i=1 i=1 \ j=0
Modelo ANA

t—1 m—1 t
Ve =1y + az e; + Z AimSi—m+1 TV Z Cim€i—m T €

i=1 i=0 i=m+1
Modelo AAA

t—1 t-1 m-1 t
Ve = lo+thy + az ei+B* ) (t— De; + Z A mSi—m+1 TV Z Cim€i—m T €¢
i=1 i=1 i=0 i=m+1

Modelo AAA

- t

t—1
Ve = l0+(z¢i)b0+a
=0

onde a;,, =1 se i =(t—1modm e O qualquer outra situagdo e c;,, =1 se (i —

i=1 i=1 j i=0 i=m+1

—1 t—1 t—1—1i m—1 t
e, +p° Z ¢/ e |+ Z AmSi—me1 TV Z Cim€i—m T €
=0

1)modm = (t — 1)modm e 0 qualquer outra situaco.

Note que para 0s modelos sazonais a cada periodo t € possivel determinar apenas um
indice sazonal. Este problema vai ser corrigido na se¢do 3.3.2 com 0 modelo normalizado
desenvolvido por Roberts (1982) e McKenzie (1986). Além deste problema existem outros
dois nos modelos sazonais, um deles é que a soma dos indices sazonais dentro de um ciclo
sazonal ndo esta restringida a zero e 0 outro é que so etimados m indices sazonais, quando
SO s80 necessarios m — 1, pois o célculo do Ultimo indice é redundante. Mas estes dois
problemas ndo influenciaram na utilizacdo do modelo ao longo do tempo, pois como serd
apresentado nas préximas duas propriedades, ndo afeta as previsdes, apenas 0 valor correto
das componentes nivel e sazonalidade.
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Antes de apresentar as proximas duas propriedades é necessario definir a matriz de
desconto D. Esta matriz em conjunto com os vetores w' e g representa o peso dado a cada
observacdo passada quando se estéd fazendo previsdes com os modelos de suavizagdo
exponencial. A demonstragdo abaixo para a definicdo de D € descrita em Hyndman et al
(20083).

Ve =w'x,_q
e =y =i =
X =Fxe_q+ger =Fxe_g + 9y —W'x,_q)

X, =(F —gw)xeq + gy;
D

|xt =Dx,q + .93’t| (3.3

Set for substituido recursivamente na equacdo (3.3) é obtida a equacéo (3.4).
t=1 x4, =Dxq+gy;
t=2 x, =Dx;+9gy, =D?xy+ Dgy, + gy>
t =3 x3 =Dx,+gy; =D3xq+ D?gy, + Dgy, + gv;

t-1

x, = Dfx, + Z Digy._; (3.4

j=0

A equagdo (3.4) mostra que o vetor x, depende do vetor x, e de todas as observacoes
passadas. Se for substituido a equagéo (3.4) em j, = w'x,_, percebe-se que w'D*~1 é 0 peso
atribuido ao vetor de estado x, e w'D/~'g é 0 peso dado as observaces passadas, que decai
exponencialmente.

-1
Ve =a; + Z CiVe-j (3.5
=1

Onde a, =w'D"'x, e ¢; =w'D/~'g. Com a equagdo (3.5) pode-se definir as
proximas duas propriedades, se 0 modelo é estavel e previsivel.

Propriedade 3: 0 modelo (equacdes (3.1) e (3.2)) € estével se todos os autovalores de
D estiverem dentro do circulo unitério. A matriz D para os 6 modelos € apresentada abaixo:

Modelo ANN: D =1 -«

1-a 1—«
ModeIoAAN:D:[ ‘ :
—-B* 1-p
1-a 1—-«

Model AAN:D:[ ¢ :
00810 Ald B $-B
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[1-a 0, , -—«a
Modelo ANA:D =| —y  0;,_;, 1—vy
_Om—l Im—l Om—l
1l-a 1—a 0,., —«a
Modelo AAA: p =| P 17F 07”-1 —h
v 7V Opy 1-y
-Om—l Om—l Im—l Om—l
l-a 1-a 0,, -«
Modelo AAA: D =| P ¢ F 07”-1 B
—Y v O 1-y

Opqs Opqy  Loq 0.4

Se todos os autovalores de D estiverem dentro do circulo unitério, entdo D/ converge
para uma matriz nula com o aumento de j. Este resultado é mais claro se a matriz D for
decomposta em D = UAV onde as colunas de U s30 os autovetores a direita (u;) de D, A &
uma matriz diagonal com os autovalores (4;) de D, as linhas de VV sdo 0s autovetores a
esquerda (v;) de D e V = U~ (este resultado sd é vélido se todos os autovalores forem
distintos). Se for substituida esta decomposi¢do em (3.5) é obtido o resultado para a proxima
propriedade.

Propriedade 4: o modelo (equactes (3.1) e (3.2)) é previsivel se:

Z|cj| < oo e tlim a =a (3.6)
j=1
onde

a, =w'UNWx, = Z)lf_l(w'ui)(vl{xo)
i

e
¢ =wUNWg = Zl{_l(w'ui)(vlfg)
7

Para que as duas condic¢bes em (3.6) sejam verdadeiras, pelo menos uma das quatro

condi¢des abaixo devem ser satisfeitas:

1 |A4l<1
2. wu; =0
3 |4l=1evig=0

4. vixo=0ev;g=0
Esta propriedade é importante, pois mesmo modelos ndo estaveis ainda podem
produzir previsdes estaveis, desde que os autovalores que causam a instabilidade ndo tenham
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efeito nos pontos de previsdo. As propriedades 3 e 4 serdo analisadas para cada modelo na

proxima secéo.

3.3 Estabilidade para seis modelos de suavizacao exponencial

Nesta secdo serd apresentada a revisdo tedrica para a estabilidade de 6 modelos de
suavizacdo exponencial. Os resultados apresentados aqui sdo referentes ao trabalho de
Hyndman et a (2008b). Neste artigo é apresentado 0 espaco admissivel dos parémetros de
suavizacao para 3 modelos ndo sazonais e 3 model os sazonais.

3.3.1 Modelos nao sazonais

Os trés modelos ndo sazonais s&0 0 ANN, AAN e o AAgN, gue correspondem
respectivamente & suavizacdo exponencial simples, método de Holt e método de Holt com
tendéncia amortecida. Os trés modelos sdo estaveis desde que as condigdes da Tabela 13

sejam respeitadas.

Tabela 13 - Condicdes de estabilidade para model os sem sazonalidade

Modelo Restrigbes
ANN O0<a<?2

O0<a<?2
AAN

0<p " <4-2a
1-1/p<a<1+1/¢

AAN |a(p-—D<B <(1+¢)(2—-0a)
0<o¢p<1

Fonte: Hyndman et a (2008a)

Os resultados da Tabela 13 podem ser encontrados quando se garante que a

propriedade 3 sgja satisfeita, isto € |1;| < 1. Na Figura 8 a &ea clara é o espago admissivel
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dos parametros a e f* do modelo AAgN, enquanto que a &rea escura € a regido utilizada

usualmente.

B
B
P

Figura 8 - Parametr os de espaco para o modelo AAGN
Fonte: Hyndman et a (2008a)

Para alguns valores dos parametros estes trés modelos ndo sdo estaveis, mas sao
previsiveis. Por exemplo, no modelo ANN sea =0, entdo 4, =1, w=1,g=1,u, =—-1e
v; = —1. Mesmo tendo umaraiz unitaria o modelo é previsivel, poisv;g = 0. Jasea = 2,
entdo, = -1, w=1,9 = 2,u; = —1ev; = —1. Neste caso 0 modelo ndo é estavel, nem
previsivel.

3.3.2 Modelos sazonais

Os trés modelos sazonais séo instéveis, independente do valor dos parametros a, 3, vy
e ¢. Iso pode ser visto quando € calculado o polinbmio caracteristico da matriz D. Os

polinémios dos trés modelos s&o:

Modelo ANA:
m-—1

f() =1 -DPW); P(A) =A™ + z ahitaty—1
i=1

Modelo AAA:

m—1

FO) = @ =DPA); P() = 7™ 4 (@ + f* — DA™ + Z BA+ B +y—-Di+d(l—a—y)

i=2
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Modelo AAJA:

f)=QQ-DPQA); P ="+ (a+ " — $IA™ + 2(06+/J’*—06¢)/1"+ (@+p —ap+y—-DA+¢p(l-a-y)
i=2

Para 0 modelo AAA, por exemplo, 0 autovetor associado a A=1 é u=
[-1,0,1,...,1], onde o produto de w'u = 0, satisfazendo a condicéo 2 da propriedade 4. Basta
garantir que as outras raizes tenham o médulo menor que um para 0 modelo ser previsivel.
Estas condigdes foram encontradas em Hyndman et a (2008b) e podem ser vistas na Tabela
14.

Tabela 14 - Condicdes de previsibilidade para os modelos ANA e AAGA. CondicOes para AAA (Holt-

Winter s aditivo) fazer ¢p = 1.

Modelo Restricio

ANA: max(—mae,0) <y <2 —«a
2/ (m-1)<a<2-y

AAA: [0<g¢<1
max(1—-1/¢ —a,0) <y <1+1/¢p —«a
1-1/¢p—y(l—-—m+¢d+¢d/m)/2¢pm) < a <(B+C)/4¢
—1-¢)y/m+a)<p"<D+(p—-Da

onde

B=¢4-3n)+y(1-¢)/m

C=B>-8[¢2(1-y)>+2(¢ — DA —y) — 1] + 8y>(1 — ¢)/m

D = ming {((j) —¢a+1)(1— cosH)

[(1 + ¢)(1 — cos O — cosmB) + cos(m — 1)6 + ¢ cos(m + 1)0]}
-Y

2(1 — cosm0)
E 6 é solucdo de
¢>a—¢>+1+(¢>—1)(1+c050—cosm@)+cos(m—1)6—¢>cos(m+1)6 _ 0
% 2(1 + cos 8)(1 — cosm@) B

Fonte: Hyndman et a (2008b)

Em Hyndman et a (2008b) é recomendado utilizar as restricdes a e y e calcular as
raizes do polinbmio caracteristico P(1) para verificar se existe alguma raiz fora do circulo
unitario, ja que é mais simples do que aplicar a restricdo de g*. Este problema pode ser
resolvido utilizando a tabela do teste de Jury, que é apresentada na se¢do 3.4, onde ndo €
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necessario calcular as raizes do polinbmio e podem-se estimar 0s parametros, garantido as
condigdes de previsibilidade.

A Figura 9 mostra na &rea em escuro as restricfes usuais 0 <a<lel0<p* <1
para alguns valores de y e a area clara a regido de previsibilidade dos modelos. Percebe-se
gue para casos com y acima de 0,5, as restri¢cdes usuais ndo garantem gue 0s modelos sejam
previsiveis. Esta situacdo pode ocorrer quando existe uma grande variagdo no padréo sazonal
da érie.

y=0.1, §=0.5 y=0.1, ¢=0.8 q=0.1, =1

i5
15

:

1
-15 05 05
1

g

=15 =05 05
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Figura 9 —Regido dea e B para a previsibilidade dos model os de suavizacéo exponencial com um ciclo
sazonal (m = 4).
Fonte: Hyndman et a (2008b)

3.3.3 Modelo sazonal normalizado

Os modelos sazonais da se¢cdo anterior sdo instaveis, independente do valor dos
par@metros de suavizagcdo, porém sd0 previsiveis. Apesar da instabilidade ndo afetar as
previsdes ela causa viés nas estimativas das componentes, ou seja, parte da informacédo do
nivel da série é incorporada pela sazonalidade (a mesma quantidade que é adicionada a
sazonalidade é subtraida do nivel), podendo afetar o julgamento das previsdes quando se esta
analisando as componentes individualmente. Este problema ja havia sido observado em



Lawton (1998) quando demonstrou que o nivel da série (para o caso de Holt-Winters aditivo)

€ superestimado em ﬂi—;‘)(b’;n—b") e a sazonalidade é subestimada pela mesma quantidade (a

parametrizagdo utilizada no artigo é diferente da utilizada nesta tese).

Em Lawton (1998) é apresentado um exemplo (que pode ser visto a seguir) para o
modelo de Holt-Winters aditivo: uma série trimestral (m = 4) em que o nivel inicial éigual a
5 e cresce de 5 em 5 até chegar a 100 e depois permanece constante. A sazonalidade € 5 no
primeiro periodo, 10 no segundo, -10 no terceiro e -5 no quarto periodo. Os valores para «, 8
ey sd0 0,4, 0,1 e 0,4 respectivamente. Os erros de estimativas de cada componente podem ser

vistos na Figura 10.

~
i

0 20 40 60 80 100 120
periodo

erro
B
SOk d®ANONSIO®®O
[ L

‘* Estimativa do nivel —=— Estimativa da sazonalidade —— Estimativa do crescimento ‘ y

Figura 10 - Erro nas estimativas das componentes
Fonte: Lawton (1998)

A correcdo deste problema pode ser feita normalizando-se os indices sazonais para que
Xi'sie =0, isto é a soma de todos os indices sazonais (no ciclo sazonal) em qualquer
periodo t deve ser igual a zero. 10 ndo acontece na equacdo padrédo de Holt-Winters pelo
fato de um unico indice sazonal ser atualizado a cada periodo t ao invés dos m indices. A

Figura 11 mostra a soma acumulada (param = 4) dos indices sazonais do exemplo anterior.

-10 q
-15 1
-20 1
225
-30 4
-35

soma acumulada

0 20 40 60 80 100 120

periodo

S J

Figura 11 - Soma acumulada dos indices sazonais (param = 4)
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A soma dos indices sazonais do exemplo acima deveria ser zero para todos os ciclos
sazonais, mas por causa do Viés isto ndo acontece. Mas em Roberts (1982) e McKenzie (1986)
foram desenvolvidas equagfes que renormalizam os indices sazonais e este estudo foi
abordado em Lawton (1998), evidenciando o Vviés nas estimativas das componentes. Também
em Archibald e Koehler (2003) foi desenvolvida uma forma de normalizagdo para o Holt-
Winters multiplicativo. As equagdes recursivas desenvolvidas em Robert/MacKenzie sdo

apresentadas abaixo:
14
lt = lt—l + bt—l + (0[ + a) et

be = be_q + Be;

Y .
Sit = Sit1,e-1 ~ €t i=12,..m—-1

1
Smt = S1e-1 TV (1 - ;) €t
Com estas equagdes os indices sazonais sdo atualizados todos no periodo t ao invés de

apenas um como €é o caso das equacdes originais de Holt-Winters. Os vetores x,, w, g € a

matriz F parao modelo normalizado de Holt-Winter sdo:

L 1 1 1 0 0, a+l
be 1 0 1 0 0! "
X = Sl,t W= 1 ,F: m-2 g = ﬁ*
: 0m—2 0m—2 0m—2 Im—2 Y
0m—2 0 0 -1 _1m—2 - (E) 1m—1
m-—1,t
Pode-se verificar que 0 modelo agora é controlavel e observével (exemplo comm = 4).
a+ 0,25y a+ 0,25y a+0,25y a+0,25y a+0,25y
B a+pB*+025 054a+28*+y) 025(12a+4B*+3y) 4a+p*+vy
Rank(C) =| —0,25y 0,25y 0 0 —-0,25y |=5
—0,25y 0 0,25y 0 —0,25y
—0,25y 0 0 0,25y —0,25y

1 11 1 1

1 2 3 4 5
Rank(0)=|1 0 0 -1 1|=5

01 0 -1 0

0 01 -1 0
A matriz D parao modelo normalizado é:

14 14 14 ,
l—a—— l-a-— -—a—— 0,
D= —B" 1-p" —B" (U

(y/m) 1m—2 (y/m) 1m—2 (y/m) 1m—2 Im—2
y/m y/m y/m—=1 =1,
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O polinbmio caracteristico de D é o mesmo do modelo de Holt-Winters (AAA) P(1) =
At (a+ B —DAm+ Y1 A+ (B +y—DA+a+y—1, mas agora ndo possui
umaraiz unitaria

Uma aplicagdo prética serd apresentada a seguir para demonstrar a diferenca entre se
utilizar os 0 modelo normalizado e o ndo normalizado. Neste exemplo serd utilizada a série
de vendas mensal do carro Gol 1000 de janeiro de 1996 a abril de 2005. A série e o grafico
podem ser vistos na Tabela 15 e Figura 12, respectivamente.

Tabela 15— Vendas mensais de Gol 1000

jan fev mar abr mai jun jul ago set out nov dez

1996 | 10715 | 14816 | 14405 | 13286 | 16242 | 14726 19526 18483 | 16775 | 18342 | 16195 | 16757
1997 | 20062 | 18026 | 21012 | 23123 | 22666 | 22845 | 23760 | 23915 | 24217 | 23337 | 12278 | 14453
1998 | 18221 | 17281 | 20371 | 18946 | 19308 | 16570 | 17124 | 23179 | 16606 | 14257 | 9705 | 13637
1999 | 13721 | 6716 | 24171 | 18754 | 17665 | 17281 | 17782 | 19120 | 16343 | 13350 | 14969 | 13342
2000 | 13836 | 17900 | 18769 | 18465 | 20987 | 22234 | 22445 | 22993 | 19316 | 20056 | 15657 | 18874
2001 | 18546 | 21175 | 30131 | 25054 | 26756 | 20921 | 21436 | 23312 | 14580 | 17944 | 18382 | 21134
2002 | 19544 | 18244 | 20694 | 21462 | 17746 | 15634 | 13872 | 14301 | 13433 | 10209 | 8022 | 12930
2003 | 6520 | 8973 | 9475 | 9981 | 10073 | 10506 | 12793 | 12159 | 16408 | 14411 | 10311 | 16194
2004 | 14239 | 12035 | 13010 | 11615 | 10635 | 9859 11544 12617 | 11714 | 10953 | 12914 | 12732
2005 | 9626 | 9269 | 13383 | 11995

Fonte: Anfavea - Associacdo Nacional dos Fabricantes de Veicul os Automotores

4 )
35000

30000 4
25000 4
20000 1
15000 -
10000 -

5000 1

0 T T T T T T T T
jun/94 out/95 mar/97 jul/98 dez/99 abr/01 set/02 jan/04 mai/05 out/06

N y
Figura 12— Vendas de Gol 1000

Aplicando o modelo AAA (correspondente ao método de Holt-Winters aditivo) e as
equacOes para 0 modelo normalizado, pode-se fazer uma comparagdo de resultados entre 0s
dois modelos, padréo e normalizado, quanto ao valor das componentes: nivel, crescimento e
sazonalidade.
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O critério utilizado para se encontrar os parametros a, B e y foi a minimizagdo da
soma dos erros quadrético (SQE) para ambos os casos, sendo a minimizacdo feita utilizando o
SOLVER do Excel. Os valores iniciais de [, b, € s, ..., S_1; foram calculados segundos os

procedimentos descritos na se¢do 2.5. Os resultados encontrados sdo resumidos na Tabela 16.

Tabela 16— Par ametr os estimados e err os de previsdo dentro da amostra para o modelo de Holt-Winters
para a série de dados de vendas do Gol 1000
a B % SQE MAPE
0,4561 | 0,0043 | 0,1910 | 1,070E+Q9 | 15,97%

Os resultados da Tabela 17 apresentam a diferenca entre 0 modelo normalizado (sem
viés) e 0 modelo padréo de Holt-Winters, para as estimativas de cada uma das componentes
no periodo n (Abril de 2005).

Tabela 17- Componentes estimadas par a os model os, padr &0 e nor malizado, de Holt-Wintersparaasérie
de dados de vendas do Gol 1000

Diferenca
Componentes HW padréo HW normalizado (HW padréo —
HW normalizado)
L, 11903 13192 -1289
b, 242 242 0
Spa -298 991 1289
Sn.2 -1135 155 1289
Sn3 52 1341 1289
Sna 1291 2580 1289
Sns -105 1184 1289
Sne -1182 108 1289
Sn7 -3575 -2286 1289
Sng -1902 -613 1289
Sn9 -3936 -2647 1289
Sn10 -4061 -2772 1289
Spat 17 1307 1289
Sp12 -636 653 1289
12
Z Sni -15469 0 -15469
i=1
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Observando a Tabela 17 fica claro o viés que existe no modelo padrdo de Holt-
Winters, a soma dos indices sazonais para os Ultimos doze meses é -15469, enquanto que a
soma do modelo padronizado € igual a 0. Mas se for analisada a diferenca do nivel e dos
indices sazonais do HW padréo e o normalizado se percebe que existe uma subestimacdo do
nivel e uma superestimacao dos indices sazonais na mesma quantidade, resultado este que néo
afeta as previsdes, mas pode levar a decisdes incorretas quando se estd analisando as

componentes da série.

3.4 Teste de Jury para estabilidade

O teste de Jury (mais detalhes sobre 0 método podem ser encontrados em Jury (1964)
e Ogata (1995)) foi desenvolvido para medir a estabilidade de sistemas discretos no tempo e
consiste em analisar o polinbmio caracteristico P(1) da matriz de desconto D. Aqui sera
utilizada uma simplificacdo do teste desenvolvida em Raible (1974). Sga o polinbmio
caracteristico de grau n definido por:
P(D) = agoA™ + ag 1 A"+ ag A" 2 4+ agpo1 A + Qo
O teste é redlizado construindo-se a tabela de Raible, que é calculada da seguinte

forma:
Ao =0ay, —kya a . =a,, —kya a =q —kya k, = 2n
1,0 = Qo0 0%on 1,1 = Qo1 0%on-1 1n-1 = Qon-1 00,1 0= G0
_ _ _ _ Q1n—1
Ao = Q0 — K141 Ay = Q11 — kG5 Ayn—p = Qipp — k1ay 4 ky = 1o
a =qa -k, ,a a =a -k, _,a k,_, = n=22
n—1,0 — “n-2,0 n—2%n-2,2 n—1,1 — “n-2,1 n—-2%n-2,1 n—2 _-an 20
— _ 9n-1,1
Apo = An_10 — Kn_1Qn_11 kyp_1 =

an-1,0

As raizes estdo dentro do circulo unitério se a;, > 0, onde i = 1, 2, ..., n. Portanto, o
nimero de restrigdes a serem testadas € igual a n. O nimero de troca de sinais dos valores de
a; o indica o nimero de raizes fora do circulo unitario. A seguir € apresentado o teste para 0s

seis modelos lineares de suavizagdo exponencial.



3.4.1 Modelo ANN

O polindmio caracteristico parao modelo ANN é&:
PAD)=A4+a-1
a(),o = 1, a(),l =a — 1

ao=1—ko(la—1) =a(2-a) ko=a-1

Tabela 18 - Tabela de Raible para o modelo ANN

a; ; 0 1
0 1 a—1
1 |a2—a)

O grau do polindmio € 1, portanto existe uma restricao:
1. a—-a)>0-0<a<?2

3.4.2 Modelo AAN

O polindmio caracteristico parao modelo AAN &
PO =2+(a+p*-2)A+1—-«

a0,0=1,a0,1=0(+ﬂ*—2,a0,2=1—Ol

Tabela 19 - Tabela de Raible para o modelo AAN

a;; 0 1 2
0 1 a+p" -2 |1—-«a
1 a2 —a) ala+ p* —2)
) af*Ra+ p*—4)

a—2

O grau do polindmio € 2, portanto existem duas restri¢oes.
1. a—-a)>0-0<a<?2

2. MCHEY 505 0<p <4-2a

oa—
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3.4.3 Modelo AAgN

O polindmio caracteristico parao modelo AAgN €&
PO =2+(@+p—¢p—1D1+¢dp(1—a)

oo =1, a0 =a+p"—¢p—1,a9, =¢(1—-a)

Tabela 20 - Tabela de Raible para o modelo AAGN
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ai,j 0 1 2
0 1 at+p —¢p-—1 $(1—a)
1 —[¢(a—1) +1][¢p(a — 1) — 1] (@+p"—¢—Dlp(a—1) +1]
> [pla—D+1][(a=2)(¢+ D+ —al¢ — 1]
¢p(a—1) -1
RestrigOes:
1L —[¢pa—1D+1¢pa—1)—-1]>0-1-1/p<a<1+1/¢
2 e leDO @l o, g —1) < < (1 + P2 )
3.4.4 Modelo ANA
O polindmio caracteristico parao modelo ANA &
fQ) =@A-1DPQA)
m-1
P()L):)lm+Za)Li+a+y—1
i=1
Qoo =1,ap;=a,ap, =a+y—1 i=12,..m-1
Tabela 21 - Tabela de Raible para o modelo ANA
a; ; 0 1 2 3 m—3 m—-2 | m—1 m
0 1 a a a a a a a+y-—1
1 —(a+y)c —ac —ac —ac —ac —ac —ac
ycQa +y) ayc ayc ayc ayc
2 T oa+y Ta+y Ta+y Ta+y Ta+y
ycBa +y) ayc ayc ayc ayc
3 B 2a+y _2a+y _2a+y _2a+y _2a+y
1 yelm—Da+yl | ayc
L T Y (m—2a+y
" yclma + y]

_(m—l)a+y
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ondec=a +y — 2.
O grau do polindmio € m, portanto existem m restrigoes:
—(a+y)a+y—-2)>0

a+y—2)2a+
_Yaty=2)Qa+y)
a+y

a+y—2)3a+
Yty =2)Ba+y)
20 +y

_v(a+y —2)[ma+y]

>0
m—1VDa+y

E possivel verificar que se a;, > 0 (condigdo de estabilidade) para i = 1,2,..,m
entéo a, o < a,o < -+ < a,, 0. Basta garantir que a Ultima restri¢éo seja maior que zero para
satisfazer todas asoutras. A primeirarestricdo sO é verdadeira se:
a+y>0ea+y—2<0
Ent&o:

1. y>0

2. a+y—2<0

3. ma+y>0

4. (m—Da+y>0

3.4.5 Modelo AAA

O polindmio caracteristico parao modelo AAA &

fA)=@A-DPA)

PQ) =A™+ (@ + 7= DA™+ Y B+ (B +y—DA+1—a—y

i=2
oo =1,a01 =a+p"—1l,ap; =" agm =Bty —1l€aymy1 =1—a—-vy i =

1,23,..m-1

O célculo dos coeficientes para a tabela de Raible séo:
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— — _ _ %om+1
Q1o = Qoo — KoQoms1 A1 = Qo1 — KoQom Ay = Qo — KoQo 1 ko = 0o
a,,=a,,—kia a,,=a,, —kia a =a —k,a k, = 2m
2,0 = Q10 1,m 21 = Q11 18 m-1 2m-1 — A1 m—1 111 152,
= —k = —k Koy = =212
Amo = Am—1,0 m-14m-12 Ami1 = Am—1,1 m-14m-1,1 m-1 =

_ _ 99ma
Am+1,0 = Amo — kmam,l km -
am,0

Percebe-se que o niUmero de célculos para congtruir a tabela de Raible, depende do
tamanho do ciclo sazonal. Quanto maior o tamanho do ciclo sazonal maior é o nimero de
célculos necessé&rio. Aplicando o teste a0 modelo com sazonalidade trimestral, € possivel
definir as equagdes de restricdo para os parametros a, f e y e garantir a estabilidade do

modelo. Estas equactes sdo apresentadas a seguir.

2< <0
3 a =

—4a<y<2-a

2—a— 1 [(a+y—2)2(a?+ 2ay + 2y2
0<ﬁ*<( y) 1 j(a+y—2)% Y +2y?)
2(+y) 2 (a +y)?

ou
O<a<?2
0<y<2-a
2—a-— 1 [(a+y—2)2%(a?+ 2ay + 2y2
0<ﬁ*<( y) 1 j(a+y—2)% Yy +2y?)
2(+y) 2 (a +y)?

Para encontrar as equagbes de restricdo acima foi necessario calcular os valores dos
coeficientes a; o, a, o, A3, A4 € a5 € garantir que todos sgjam maiores que zero. O calculo
destes coeficientes é apresentado no apéndice B. Porém, para calcular os coeficientes do
modelo com ciclo sazonal mensal percebe-se que as equagdes s muito complexas e a
melhor solucdo é a aplicacdo da tabela de Raible na forma numérica

Geralmente o método de Holt-Winters € aplicado a séries trimestrais e mensais, nestas
situagdes € possivel otimizar os pardmetros de suavizagdo (minimizando 0s erros de previsao)
e garantir que estejam dentro da regido de estabilidade. Basta fazer com que todas as
restricBes da coluna zero da tabela sejam maiores que zero. Esta é uma vantagem em relagdo a
proposta em Hyndman et al (2008b), que sugere otimizar 0s parametros apenas com as
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restricdes de a e y e depois calcular as raizes do polinbmio P(1) e verificar se existe alguma
forado circulo unitério.

No apéndice A sdo apresentadas trés fungdes, simples para serem programas em VBA
para Excel, que podem ser facilmente utilizadas em conjunto com o Solver para otimizagéo
dos parametros de suavizacdo. A primeira fungdo € para o calculo dos coeficientes do
polinbmio caracteristico do modelo de Holt-Winters e a suavizagdo exponencial com dupla
sazonalidade com e sem crescimento. A segunda fungéo para o calculo databelade Raible e a
terceira paratestar se dgum coeficiente da primeira coluna da tabela ndo é maior que zero.

A seguir € apresentado um exemplo numérico utilizando as fungdes citadas acima. A
regido de estabilidade para 0 modelo AAA com y =0,1 e m = 12 (dados mensais) é
apresentada na Figura 13.

a=05ep" =0,23 a=05ep" =0,1

Figura 13 - Regido de estabilidade para o modelo AAA, quandoy = 0,1 em = 12

Se por exemplo um modelo tiver os valores estimados dos parametros de suavizaco
iguaisaa = 0,5, B* = 0,23 ey = 0,1 (gréfico da esquerda da Figura 13) atabela de Raible &
Tabela 22 - Tabela de Raible para o modelo AAA coma =0,5,8*=0,23 ey =0,1

a; j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 1.000 | -0.270 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | -0.670 | 0.400
1 0.840 | -0.002 | 0.138 | 0.138 | 0.138 | 0.138 | 0.138 | 0.138 | 0.138 | 0.138 | 0.138 | 0.138 | -0.562

2 0.464 | 0.090 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.230 | 0.137

3 0424 | 0.022 | 0.162 | 0.162 | 0.162 | 0.162 | 0.162 | 0.162 | 0.162 | 0.162 | 0.204

4 0.326 | -0.056 | 0.084 | 0.084 | 0.084 | 0.084 | 0.084 | 0.084 | 0.084 | 0.152

5 0.255 | -0.095 | 0.045 | 0.045 | 0.045 | 0.045 | 0.045 | 0.045 | 0.110

6 0.208 | -0.114 | 0.026 | 0.026 | 0.026 | 0.026 | 0.026 | 0.086

7 0.172 | -0.125 | 0.015 | 0.015 | 0.015 | 0.015 | 0.073

8 0.141 | -0.131 | 0.009 | 0.009 | 0.009 | 0.068

9 0.108 | -0.136 | 0.004 | 0.004 | 0.072

10 | 0.059 | -0.139 | 0.001 | 0.095

11 | -0.094 | -0.141 | 0.224

12 | 0.441 | -0477

13 | -0.075




Percebe-se que as restricbes 11 e 13 s&o menores que zero, indicando instabilidade no modelo
(o ponto estafora daregido de estabilidade do grafico da Figura 13). Ja a tabela abaixo testa o

modelo para os parémetros de suavizagdo iguaisaa = 0,5, B* = 0,1 ey = 0,1 (gréfico da

direitada Figura 13).
Tabela 23 - Tabela de Raible para o modelo AAA coma =0,5,8*=0,1ey=0,1
a;| o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13
0 | 1.000 | -0.400 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | -0.800 | 0.400
1 | 0.840 | -0.080 | 0.060 | 0.060 | 0.060 | 0.060 | 0.060 | 0.060 | 0.060 | 0.060 | 0.060 | 0.060 | -0.640
2 | 0352 -0.034 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | -0.001
3 [ 0352 | -0.034 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106 | 0.106
4 | 0321 | -0.066 | 0.074 | 0.074 | 0.074 | 0.074 | 0.074 | 0.074 | 0.074 | 0.116
5 | 0279 | -0.093 | 0.047 | 0.047 | 0.047 | 0.047 | 0.047 | 0.047 | 0.098
6 | 0244 | -0.109 | 0.031 | 0.031 | 0.031 | 0.031 | 0.031 | 0.080
7 | 0218 -0.119 | 0021 | 0.021 | 0.021 | 0.021 | 0.066
8 | 0198 | -0.126 | 0.014 | 0.014 | 0.014 | 0.057
9 | 0181 -0.130 | 0.010 | 0.010 | 0.051
10 | 0.167 | -0.133 | 0.007 | 0.046
11 | 0154 | -0.135 | 0.044
12 | 0.141 | -0.096
13 | 0.076

Observando atabela acima se percebe que 0 modelo € estavel, todas as restricbes sGo maiores
gue zero (o ponto est& dentro daregido de etabilidade do gréfico da Figura 13).

3.5 Consideracoes finais

Neste capitulo foi feita a revisao tedrica sobre a estabilidade em 6 modelos lineares de
suavizagao exponencial, 3 ndo sazonais e 3 sazonais. Nos trés modelos ndo sazonais
verificou-se que todos sdo estéveis desde que os parametros de suavizacdo estejam dentro de
certos limites. JA 0s modelos sazonais sd0 sempre instaveis, independente do valor dos
parametros de suavizagdo, mas com o conceito de previsibilidade introduzido em Hyndman et
al (2008b), percebe-se que as previsdes sdo estaveis, isto €, a previsdo é uma funcdo da soma
dos pesos das observagdes passadas que decaem exponencial mente com o tempo.

A instabilidade se deve a uma falha na formulagdo, onde apenas um indice sazonal é
atualizado em cada periodo de tempo t, ao invés de todos. |sto ndo modifica as previsdes, mas
causa Vviés nas estimativas das componentes. Para corrigir este problema foi apresentado o
modelo normalizado de Roberts (1982) e McKenzie (1986).
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Outro assunto abordado foi 0 uso do teste de Jury para a estabilidade, que se mostra de
fécil aplicacdo e serd utilizado para 0 estudo da estabilidade do modelo de suavizagéo
exponencial com dupla sazonalidade.
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4 ESTABILIDADE PARA SUAVIZACAO EXPONENCIAL COM DUPLA
SAZONALIDADE

O modelo de suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade obteve resultados
melhores em relacéo a outros modelos (ARIMA e redes neurais) para a previsdo do consumo
horério de energia elétrica. Porém a utilizacdo deste modelo foi feita de forma apenas
empirica, sem que suas propriedades fossem estudadas. Neste capitulo serdo verificadas
guatro propriedades deste modelo. Se 0 modelo é controlavel, observavel, estavel e previsivel.

Serdo apresentados os resultados obtidos referente a estabilidade dos modelo de
suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade. Na secdo 4.1 € apresentado 0 modelo de
suavizacdo exponencial na forma de modelo de espaco de estado. Na se¢do 4.2 as
propriedades do modelo com crescimento e na se¢do 4.3 o teste de Jury para a estabilidade.
Na secdo 4.5 o espaco admissivel dos pardmetros para 0 modelo sem crescimento e na se¢éo
4.6 0 modelo de suavizagao exponencial com dupla sazonalidade normalizado.

4.1 Modelo de suavizacao exponencial com dupla sazonalidade
O modelo de suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade desenvolvido em Taylor
(2003a) possui quatro equagdes para as componentes:
lt = lt—l + bt—l + Olet
by = b,y + e,
St = St—m, T Ve
U = Up_py, T wE

Considerando o modelo de espaco de estado com erro aditivo:

Ve = Ue + €
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Pe =liq +Deoq + Seem, + Ueom,

Se 0 modelo for apresentado na forma matricial como na se¢éo 3.1, podem-se definir
os vetores x,, w, g e a matriz F. Lembrado que em forma matricial 0 modelo de espaco de
estado &

Ve =W'Xe g+ e (4.1)

X, =Fx,_ 4 +ge; 4.2)

Portanto, os vetores x,, w, g eamatriz F parao modelo com dupla sazonalidade so:

Le
b, 1 a
St 1 *
X, = E w= Om, -1 g= 4
St—m1+1 1 Oml—l
Ug Omz—l w
: 1 [07m, -1
_ut—m2+1_
1 1 Ol 1 0 Ol -1 0
0 1 Ol 1 0 Ol -1 0
| O 0 Ol 1 1 Ol -1 0
B Oml—l 0m1—1 Iml—l Oml—l Oml—lxmz—l 0
0 0 Ol 1 0 Ol -1 1
_Omz—l Omz—l 0m2—1Xm1—1 Omz—l Imz—l Omz—l_

onde 0;; € um vetor de zeros de dimenséo d e I, 4 € uma matriz identidade de tamanho d.

E fécil verificar que para séries com dupla sazonalidade o tamanho dos vetores w, g,
x, e damatriz F sGo maiores gque para a situagdo com um ciclo sazonal. Por exemplo, parao
consumo horério de energia €elétrica, existem dois ciclos sazonais, um para as horas do dia, e
outro para as horas da semana. O tamanho do ciclo das horas do dia é igual a 24, e das horas
dasemana é igual a 168. Portanto, Wygax1, J194x1: Xt,9,., € F1o4x194-

Com a definicdo dos vetores w, g, x, e a matriz F é possivel estudar a estabilidade
deste modelo e definir o espago dos parémetros admissiveis, como descrito no capitulo 3.
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4.2 Propriedades do modelo

Nesta secdo sdo apresentadas quatro propriedades para verificar se 0 modelo de
suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade possui dimensdes minimas e € estavel. Em
um modelo de dimensdes minimas a varidvel observada y, € estimada a partir de todas das
variaveis de estado (modelo observavel), além disso, todas as variaveis de estado sdo afetadas
por & (modelo controlavel). Estas duas propriedades sdo descritas a seguir (revisdo tedrica
sobre estas propriedades para 0s modelos ndo sazonais e com um ciclo sazonal € descrita na

secdo 3.2).

Propriedade 1: o modelo representado pelas equacbes (4.1) e (4.2) é controlavel se
Rank(C) = p,onde C = [g,Fg,F?g,...,FP~1g] e p é o tamanho do vetor x,. Por exemplo,
se 0s dados tiverem sazonalidade trimestral e anual o0 Rank(C) = 13 ep = 17.

B' a+2B" a+3B" a+4f" a+58" a+6f a+7B" a+8f" a+9f" a+10B8" a+11B' a+ 128" a+ 138" a+ 148" a+158" a+ 168"
B B B v v v v v v v v v v v

a

w

Rank =13<17

cocccoccococococofoox®a
ccccococococococf oo o®+
fcocoocooccococococoo<oo®
coccococcococococogoox®
cocococoocococococofooxo®
cococcocoocococof oo oco®

cocococococoococgoox oo
coccococcococfocococoox

coccococcocfococococox o

cocccocgococoocoxoco®
ccoccocfocococoo=R®
ccoccfcococoocoxo®
ccocfoccococoocxoco®
ccfcoccococoocoo=R®
cfcocccococococooox o

cocccococgoocococox®
ccoccoccofocoocoxo®

Generadlizando, o Rank[g,Fg,F3%g,..,FP~lgl=m,+1<p, sendo p =m, + m, + 2.
Portanto, 0 modelo de suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade apresentado acima
nunca € controlavel. Para o modelo de previsdo em estudo, significa que algumas
componentes ndo sdo estimadas a partir do erro de previsdo. As componentes, neste caso, sao
os indices sazonais. Apenas um indice sazonal do ciclo sazonal menor e outro do ciclo
sazonal maior séo afetados pelo erro e,. Lembrando que o modelo é:

ly=1;_4+bi_q + e,

by = b,y + e,

St = St_m, T Ve

St-1 = St-1

Sg—2 = S¢—2
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Us = Upp, + wE;
U1 = Up—q

Uiy = U

Percebe-se nas equagOes anteriores que as variaveis de estado s;_j, ..., S¢_m,+1 €

Up_1, v » Up—m,+1 NEO dependem do erro e, portanto 0 modelo ndo € controlavel.

Propriedade 2: o modelo representado pelas equacbes (4.1) e (4.2) é observavel se
Rank(0) = p, onde 0 = [w,F'g, (F')?w, ..., (F)?~w] e p é o tamanho do vetor x,. Por
exemplo, se os dados tiverem sazonalidade trimestral (ciclo sazonal igual atrés) e anual (ciclo
sazonal igual a doze) e o modelo com dupla sazonalidade for utilizado o Rank(0) = 13 e
p =17.

1 11111111 1 1 1 1 1 1 1 17
1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
o o01o0010010 0 1 0 0 1 0 O
01001001100 1 0 0 1 0 0 1
1 0 01 00100 1 0 0 1 0 0 1 O
o 00000000 O0O O 1 0 0 0 o0 O
o 0o0o0o0o0o00O0OO0O 1 0 O O 0 o0 O
o 000000001 0 0 O 0 0 o0 O
Rankf0 0 0 0 0 0 0 01 0 O O O O O O 0]|=13<17
o 00000010 0 0 O O o0 o0 o0 o
o 0o0o0o0o010O0O0 0 O O O0O 0 o0 o0
o 0o0o0o0100O0O0O O O O O0O 0 o0 o0
0o 000100O0O0O0O O O 0 o0 0 0 1
o 001o000O0O0O0O O O O 0O 0 1 O
0o 01o0000O0O0O0O O O OO0 1 0 O
01000 0O0O0O0OO0OO O O O 1 0 0 O
L1 o 0000000 0 0 O 1 0 0 0 of

Generdlizando o Rank[w,F'g,(F')*w, ...,(F)P"'w]=m, +1<p, sendo p =
m; +m, + 2. Portanto 0 modelo de suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade
apresentado acima nunca € observavel. Isto significa que ndo é possivel determinar todas as
variaveis de estado do vetor x, a partir dey,.

Esta explicacdo fica mais clara se a variavel observada y, for expressa em fun¢éo dos
valores iniciais das varidveis de estado e dos pardmetros de suavizagdo. Para 0 modelo de

suavizagao exponencial com dupla sazonalidade a equagéo €
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t— t—1 t

1 my— my—
l0+tb0 a el+ﬁ Z(t 1)6 + Z dlml i— m1+1+ Z f1m2 i— m2+1+y Z lml € m1+w Z Oi,mzei—mz +et

i=1 i=1 i=mq+1 i=my+1

onded;,,, =1sei=(t—1)modm, ed,,,, =0 em qualquer outra situagao; f,,, = 1 se
i=(t—-1Dmodm, € fi,,, =0 qualquer outra situagdo; n;,,, =1 se (i — modm; =
(t—1Dmodm, e n;,, =0 qualquer outra Stuagd; 0;,,, =1 se (i —1)modm, =
(t = Dmodm, e o0;,,, = 0 qualquer outra situacéo (as variaveis d, f, n e o sdo variaveis

dummy).
Percebe-se, nas equacbes anteriores, que a varidvel observada y, ndo pode ser

estimada a partir de todas as variaveis de estado iniciais. Portanto 0 modelo ndo é observavel.

Propriedade 3: 0 modelo representado pelas equagdes (4.1) e (4.2) € estavel se todos os
autovalores de D = F — gw' estiverem dentro do circulo unitério, onde D é a matriz de

desconto. Para a suavizacdo exponencial com dupla sazonalidade a matriz de desconto &

1l—a 1-—«a " —a — —a

=B* 1=B" Oy —B Ornp—1 —B

p_| v 7 Oy 1=v Oy —Y
Om,-1 Oyt o Om,-1 Oy —1xmy—1 Omy—1
) ) " ) e 1-w
(0,1 Omy-1 Opy—ismy—1 Omy—1 I, -1 0,1

Para verificar se os autovalores de D estdo dentro do circulo unitério é necessario
encontrar o polindmio caracteristico de D. O polinbmio caracteristico de D é apresentado na

equacdo (4.3) quando m, + m, for par, ou em (4.4) quando m, + m, for impar.

f)=0@-D@™ -1PQA) (4.3)
f)=0@Q-DA-A™")P() (4.4)
onde
PQ) = M4 (@4 = DA™+ Y (0B = A+ 5B+ A+ qf 2N+ By +o-Diti-a-y-o (45
e

0j=1 se imodm; =0
0, =0 se imodm,; #0
{pizl se imodm,; =1
pi =0 se imodm,; #1
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{qizl se imodm; #1
qi =0 se imodm; =0

Observado as equagdes (4.3) e (4.4), percebe-se que o modelo sempre terd raizes
unitarias com nimero igual a m, + 1. Portanto, o modelo € sempre instével independente do
valor dos parametros de suavizagdo «, 5*, y e w. Mas, como apresentado na se¢éo 3.2, um

modelo instavel ainda pode produzir previsdes estaveis (propriedade 4).

Propriedade 4: sgja (4;,v;) os autovalores-autovetores de D. Entdo o modelo representado
pelas equacdes (4.1) e (4.2) é previsivel se, paratodo i, uma das 4 propriedade apresentadas
em 3.2 sejam satisfeitas. Assim como nos modelos descritos na se¢éo 3.3.2, 0 modelo com
dupla sazonalidade, apesar de ndo ser estavel, é previsivel, ja que os autovalores (1;) com
maodulo igual a um possuem autovetores (v;) ortogonais aw’ (condi¢do 2 da propriedade 4).
Por exemplo, se os ciclos sazonais forem m; = 4 e m, = 12 0 polindmio caracteristico vai

Ser.

f)=0Q-DA*-DPW)
P =28+ (a+B — DA+ M+ A0+ (B + A+ (B = AR+ B A7+ A% + (B + )25 + (B —y) A
+BVB+LAR+B+y+ow—Ditl-a-y—-w

Existem cinco autovalores com modulo igual 1. Os autovetores associados aos autovalores
s80 apresentados abaixo.

M=-l,v=[0 01 -1 1 -1 -1 1 -11 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1]
Ay=iv,=[0 0 i 1 —i -1 —i -1 i 1 —i -1 i 1 —i -1 i 1]

Ada=—i,bvs=[0 0 — 1 i -1 i -1 —i 1 i -1 —i 1 i -1 —i 1]
AM=1lwm=[-1 00000111 1111111 1 1]
ds=1vs=[-1 01 1 1 100 000 0O0O0O0 0 0 0]

Estes cinco vetores sdo ortogonais aw'. Uma vez que estes autovalores com médulo
igual a 1 ndo afetam as previsdes, basta garantir que os outros autovalores (que dependem de
a, B*, v e w) estggam dentro do circulo unitério. Para isto sera aplicado o teste de Jury,

apresentado na préxima secéo.
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4.3 Teste de Jury para estabilidade

Aplicando o teste de Jury a0 modelo de Taylor (2003a) com dupla sazonalidade
(representado pelo polinbmio caracteristico descrito pela equacéo (4.5)).
Qoo =1
gy =a+p"—1
ai =0(B"—V)+p(B +yV)+qp i=23..,m;—1
Aom, =B +y+w—1
Aom,+1 =1 —a—y—w

onde o;, p; € q; sGo 0s mesmos definidos para a equacéo(4.5).

— _ _ _ 2omp+1
Q10 = Qg — koao,m2+1 a1 = Q91 — koao,m2 A1,m, = Qo,m, — k0a0,1 ko = Taus
_ _ _ _ Qym,
A0 =0y — klal,m2 A1 =01 — klal,m2—1 A2m,—1 = Amy—1 — k1a1,1 ky = a.
_ k _ k k _ Qmy-12
Am,0 = Am,—-1,0 — Kmy—14m,—-1,2 Am,1 = Amy—-1,1 — Kmy—14m,-1,1 my-1 = g
maz—1,
_ _ %mya
am2+1,0 - am2,0 - km2 am2,1 km -

Amy,0

O ndmero de restricdes vai depender do tamanho do ciclo sazonal maior (m,).
Portanto para um dado horério com sazonalidade didria e semanal, 0 nimero de restrigdes é
igual a 169. O modelo é edéavel se a;o >0, onde i =1,2,..,m, + 1. Na Figura 14 &

apresentado 0 espaco dos parametros parao ciclo sazonal m; = 24 em, = 168.
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?L:

N .- S -~

I [N

Figura 14 — Espaco dos par ametr os par a 0 modelo com dupla sazonalidade com sazonalidadem; =24 em,
= 168.

Observa-se na, Figura 14, que o parametro f* associado a0 crescimento da serie
possui uma faixa de variagdo muito restrita, bem menor do que foi utilizado nos artigos com
aplicacOes deste modelo (Taylor (2003a), Taylor et a (2006), Morzuch e Allen (2006), Gould
et al (2008) e Taylor (2008)). Nestes artigos, os parametros estéo limitados para variar entre 0
el equando y =0,2 e w = 0,2, por exemplo, a pode variar entre 0 e 1,5 e p* entre 0 e
0,001 aproximadamente. Quanto maiores forem os valores de y e w, menor é avariagdo de a
ep”.

Pode-se concluir que o modelo de suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade,
guando aplicado a séries horarias, sO produzira previsdes estaveis quando a série ndo tiver
crescimento (retira-se a equacdo de crescimento do modelo) ou tiver um crescimento constate
a0 longo do tempo (8 = 0). Outro problema para a aplicacdo do modelo com crescimento é
gue, mesmo utilizando o método de Jury (quando os dados sdo horarios), ndo € possivel
otimizar os parametros de suavizacdo e garantir que estes fiquem naregido de estabilidade. O
problema se torna muito complexo (polinbmio com grau 169, por exemplo) com grande
ndimero de restricoes.

A seguir é apresentado um exemplo de aplicagdo em dados de consumo de energia
elétrica em Santa Catarina nos anos de 2002, 2003 e 2004.
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4.4 Exemplo de aplicacdao do modelo de suavizacao exponencial com dupla

sazonalidade

Neste exemplo foram utilizados 8 semanas de dados horérios para a estimacéo dos
parametros e 4 semanas de dados fora da amostra para avaliacéo do desempenho do modelo
de suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade, sob quatro condigdes de restricdo dos
parémetros de suavizagdo. A previsdo fora da amostrafoi de um diaa frente, isto €, 24 horas.

O objetivo deste estudo é verificar se pequenas variagdes nas restrigdes dos parametros
de suavizagdo podem comprometer as previsdes. Para a aplicagdo do modelo foi realizada
uma modificacdo na equacdo de previsdo. Esta modificacéo deve-se ao fato da autocorrelacéo
de ordem um que aparece nos residuos do modelo, fato ja identificado em Taylor (2003a) e
Taylor et al (2006). A equacdo para previsdo modificada &

Peare = le + kby + Se_m, T Upmmyer + Qe

Por exemplo, para os dados de 2003 o gréfico de autocorrelagdo é da Figura 15.

Figura 15 — Autocorr elagao par a os residuos de 2003

Os parametros foram otimizados utilizando o Solver do Excel com a minimizagéo da
soma do quadrado dos erros, sob quatro condigdes de restricbes. Na Tabela 24 sdo
apresentados os valores dos parametros estimados e se eles estdo ou ndo dentro da regido de
estabilidade (calculados através da tabela de Raible).
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Tabela 24 — Par ametr os estimados aplicando o model o de suavizagao exponencial aos dados de consumo

de energia el étrica em Santa Catarina

2002 - Amostra (2/06/2002 - 27/07/2002)

Restricdo dos N
Situac et SOE Regido de
uacao a w * arametros
4 p v p param estabilidade
de suavizagéo
1 0,3673 | 0,6519 0 0,0852 | 0,0875 0 [0, 1] 1187681 Fora
[0,0001,
2 0,3674 | 0,6519 | 0,0001 | 0,0852 | 0,0875 | 0,0001 1187815 Dentro
0,9999]
[0,001,
3 0,3672 | 0,6523 | 0,001 | 0,0852 | 0,0874 | 0,0006 0.099] 1189026 Dentro
4 0,3660 | 0,6550 0,01 0,0846 | 0,0869 | 0,0065 [0,01;0,99] 1201020 Fora
2003 — Amostra (29/06/2003 - 23/08/2003)
\ Restricdo dos Regido de
Situacdo E
4 ‘ / ! . f varametros | 20 | estabilidade
1 0,2253 | 0,6370 0 0,1324 | 0,0317 0 [0, 1] 441116 Fora
[0,0001,
2 0,2253 | 0,6371 | 0,0001 | 0,1323 | 0,0317 | 0,0001 441173 Dentro
0,9999]
[0,001,
3 0,2251 | 0,6377 | 0,001 | 0,321 | 0,0317 | 0,0006 441685 Dentro
0,999]
4 0,2237 | 0,6429 0,01 0,1294 | 0,0312 | 0,0064 [0,01;0,99] 446662 Fora
2004 — Amostra (13/06/2004 - 07/08/2004)
\ Restricdo dos Regido de
Situacdo E
4 ‘ / ! . f varametros | 20| estabilidade
1 0,1756 | 0,7111 0 0,1245 | 0,0390 0 [0, 1] 655128 Fora
[0,0001,
2 0,1757 | 0,7114 | 0,0001 | 0,1245 | 0,0390 | 0,0001 655214 Dentro
0,9999]
[0,001,
3 0,1754 | 0,7118 | 0,001 | 0,1242 | 0,0390 | 0,0007 655975 Dentro
0,999
4 0,1745 | 0,7166 0,01 0,1216 | 0,0385 | 0,0071 [0,01;0,99] 663337 Fora

Os resultados da Tabela 24 avaliam apenas 0 gjuste do modelo aos dados. Percebe-se

gue duas restricdes dos parametros estédo dentro da regido de estabilidade e duas fora. O

resultado que apresentou 0 menor SQE nos trés anos foi justamente um valor que esta fora da

regido de estabilidade, é quando f = 0. Quando B = 0 o polindmio caracteristico P(1) é

igual a

mz—l

PAD=@QA-1| 1= + Z [o;ed + pila+ V] +a+y+w—1

i=1
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{oizl se imodmy; #0
0,=0 se imodm; =0

{pizl se imodm; =0
pi =0 se imodm,; #0

Existe uma raiz unitéria no polindmio P(1), o polinbmio restante € o mesmo do
modelo sem crescimento que serd apresentado na proxima se¢do. O produto do autovetor
associado a raiz unit&ria 1 = 1 com w'é igual a zero (propriedade 4 da secéo 3.2), entdo o
modelo € instédvel mas produz previsdes estaveis. Este resultado € confirmado com a Figura
16, onde 0 MAPE (erro percentua absoluto médio) é semelhante para as situagfes 1, 2 e 3 da
Tabela 24, mas quando as restricbes para os parametros estéo entre 0,01 e 0,99 o modelo
aumenta o erro de previsdo a partir de 5 a 6 horas a frente.

2002 2003

2004

Figura 16 —MAPE para 24 horas a frente de previsdo

Pode-se concluir que para a utilizagdo do modelo de suavizagcdo exponencial o
par@metro $ deve ser entre 0 e 0,001 no maximo, para ese exemplo, mas os resultados
encontrados aqui sGo semelhantes aos estudo anteriores de aplicagdo ((Taylor (2003a), Taylor
et a (2006), Morzuch e Allen (2006), Gould et al (2008) e Taylor (2008)). Até agora néo foi

publicado nenhum artigo mostrando que sgja vantajoso o0 uso da equagdo de crescimento no
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modelo. Por isso, serd analisado na préxima secdo o modelo de suavizacdo exponencial com

dupla sazonalidade sem crescimento.

4.5 Modelo sem crescimento

Nos casos de aplicacdo da suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade (Taylor
(2003a), Taylor et a (2006), Morzuch e Allen (2006), Gould et al (2008) e Taylor (2008)), o
crescimento da Série é desprezivel, isto €, a série € gerada por um processo gque possui apenas
um nivel com flutuag@o aeatéria em torno de uma média constante e dois ciclos sazonais.
Portanto, € possivel eliminar a equacédo do crescimento do modelo. No exemplo da secdo
anterior foram utilizadas séries de consumo horério de energia elétrica (Figura 17), onde
também ndo existe crescimento. Por isto ser4 desenvolvido nesta secdo o calculo das
restricdes dos parametros de suavizagdo que garantam a estabilidade do modelo sem

crescimento.

—

=
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-
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-
e
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- .
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i
=
—
===
i
-

Figura 17 — Consumo hor ério de ener gia elétrica em Santa Catarina (8 semanas em 2003)

Para encontrar as restri¢cfes dos parametros do modelo € necessério primeiro encontrar
o0 polindmio caracteristico P(1). O nimero de raizes unitérias neste modelo € 0 mesmo que no
modelo com crescimento, pois elas ocorrem devido aos indices sazonais e ndo dependem da

variavel de estado crescimento. Porém agora:

fO=GQ-DA-A")P) e m; + m, = par
f=Q-0D@™ -1DPQ) e m; + m, = impar
myp—1
P(1) =A™z + Z [o;ed + pila+ V] +a+y+w—1
i=1
{oi =1 se imodm,; #0
0, =0 se imodm; =0
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{pizl se imodm; =0
pi =0 se imodm,; #0

Para encontrar as restricdes de P(1) que garantem que o modelo seja previsivel sera
aplicado o teste de Jury novamente. Sera apresentado apenas o resultado da coluna zero, ja
gue é esta que deve ser testada para encontrar a regido de estabilidade (no apéndice C é
apresentado um exemplo com sazonalidade m; = 3 e m, = 12). Substituindo o valor dos
coeficientes de P(A) foi obtido o seguinte resultado:
ao=—(@+y+w-2)(a+y+w)

(Y+w)(a+y+w-2)(ia+y+w)

Ajo = — (—Datyte i=23,..m
Ao = biEi + CiFi + diGi i = my + 1,m1 +2,....m
onde
b;=1 se imodm; =1
b; =0 se imodm; =0
ci=1 se imodm; #0 ou imodm; # 1
c;=0 se imodm; =0 ou imodm, =1
di=1 se imodm; =0
d; =0 se imodm; #0
e
w[az+y+w—2][lrril1 lm1J+1)m1a’y+lmlj(lm1J+1)y +Law+<3+2(l J—l))yw+w]
E =-—
[y + o] [ = v+ 5]y + o]
otetr+o=2(t] + 1)y + o [l (] + 1) maer + ] (] + )77 + w0+ (3 2 (] - 1) v + ]

el + o el ]+ ) maer + b (] )2 + 6= D00+ (32 (] = 1)y + ]

w[a+y+w—2]“mJy+w”za+lmJy+w]

Gi:_ln%—lJ(ln%—lJ+1)m1ay+ln%—1J(lm—1—1J+1)y +(z—1)““’+<3+z(ln%_lj_lnywwz

onde |u| é o maior inteiro menor ou igual a u.

E possivel verificar que se a;o > 0,a,0 > 0,a30 > 0, . Apm,—1 > 0,a,,, >0 entéo
Ay < Az < A30 < < Ap,_q < Ay, (@ssim como no modelo ANA). Portanto basta
garantir que a,,,, > 0 para que as outras resricdes sejam satisfeitas. A restricdo a,,,, , € dada
pela equacéo (4.6).
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wla +y +w-2] [m—iy+w] [m2a+m—iy+w] . (4.6)
>

amZ,O =

M2 M2 (M2 1Y) o _ My _ 2
(m, ml)mlay-l_ml(ml 1))/ + (m, 1)aw+<3+2(m1 2)>yw+w

Para que a equacdo (4.6) seja verdadeira é necessario que:
Restricio 1: w > 0

Restricdo 2: 2 —a—y —w >0

Restricéo 3: Z—jy +w>0

Restricéo 4: my«a +%y+w >0
1
Restricéo 5: (mz—ml)Z—iay+Z—i(2—i— 1))/2 + (m, —1)aw+<3 +2(2—i—2)>yw+w2 > 0

Utilizando estas cinco restricdes garante-se que o modelo seja previsivel. Na Figura 18
€ apresentada a regido de estabilidade para y e w dependendo do valor de a. Estaregido é a

mesma para o modelo com crescimento.

2 T\\\
N
. N
N
| N
a=0,2 a=0,5
oa=0,9 o=1,5

Figura 18 — Regido de estabilidade para o modelo de suavizacdo exponencial com dupla sazonalidade para

Y (eixoy) e w (eixo X) com sazonalidadem, = 24 em, = 168.
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4.6 Modelo de suavizacao exponencial com dupla sazonalidade

normalizado

Como apresentado nas se¢des 4.3 e 4.5, os modelos com dupla sazonalidade tanto com
crescimento quanto sem crescimento ndo sd0 observaveis nem controldveis, mas séo
previsiveis. A instabilidade nos modelos ndo afeta as previsdes, mas afeta o valor das
componentes de estado. Existe uma superestimagdo no valor dos indices sazonais e uma
subestimag&o na mesma quantidade no nivel da série.

Considerando 0 modelo normalizado de Roberts (1982) e McKenzie (1986), pode-se

aplicar anormalizacdo nas duas equagdes dos indices sazonais com as seguintes adaptacoes.
1 .

Sit = G (5i+1,t—1 - mLet) +d; (5i+1,t—1 +y (1 - m_) et) i=12..,m;—1
1

Sit = Siy1t— 1+[ +dly(1——1)]et

1
Smpe = S1e-1 Y <1 T ) €t
1

e

w .
Uie = Wirae-1 = 7€ i=12.,m;-1

1
U, e = U1 +w<1—m—>et

2
Onde

{cizl se imodm,; # 0
c;=0 se imodm; =0

{dizl se imodm; =0
d; =0 se imodm; #0

Pode-se criar um novo indice sazonal z;, (este indice também pode ser criado para o
modelo ndo normalizado) tal que:

Zie = Sit + Ut

_ Y 1 w
Zit = Siz1t—1 T |~Ci—— T diy (1——)|e: + Uir1,e-1 — €
mq mq

my

14 1 w
Zit = Siyr,e-1 T Uigre-1 T [ Ci— + d;y <1 - m_1> o e,

Zit = Zig1t- 1+[ +dly(1——)—— e i=12,..,m,—1

mq
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1

1
Zmat = Smye T Umyt = S1e-1 TV <1 - m_1> e+ Uppq tw <1 - m_2> e;

1 1
Zm,t = S1,t-1 tUpeq T+ []/ <1 - m—1> + w <1 - m_2>] €

1 1
Zm, e = Z1t-1 T [y <1 - m_1> +w <1 - m—2>] e;

Assim como no caso de um ciclo sazonal, deve-se corrigir também o nivel da série,

para que a previsao deste modelo tenha o mesmo valor do modelo de dupla sazonalidade de

Taylor (20034). Portanto, a equacdo do nivel para 0 modelo sem crescimento ser&

Y w
lt:lt_1+<a+m_1+m_2>et

Percebe-se que na formulagdo este modelo pode acomodar mais ciclos sazonais. O
indice z; , pode ser a soma de mais ciclos sazonais. Por exemplo, supondo que existam trés
ciclos sazonais s; ., u; ; € v;, com ciclos de tamanhos m,, m, ems, sendom; <m, <mgs e
ms/m, e m,/m, igual a um nimero inteiro, pode-se definir z;, = s;; +u; + v . O
tamanho do ciclo z; . vai ser igual a0 do ciclo sazonal maior m;. Portanto o modelo de Holt-
Winters e 0 de suavizagdo exponencial com dupla sazonalidade v&o ser casos particulares
deste modelo geral.

O modelo normalizado possui varias vantagens em relagdo a0 modelo padrdo com
dupla sazonalidade. Pode-se elencar:

e 0 modelo é observavel e controlavel, pois todos os indices sazonais sa0
atualizados no periodo t, e € possivel determinar todas as variaveis de estado
do vetor de estado x,, a partir de y,. Os vetores x,, w, g € amatriz F sdo (ex.
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e N&o existe mais viés nas estimativas das componentes. Na Figura 19 é
apresentada a soma acumulada dos indices sazonais z;, = s;; + u;, para o
modelo ndo normalizado nos dados de consumo de energia elétrica de Santa

Catarina, em 2003 (consumo horé&rio de energia - 12 semanas de dados)

Figura 19 - Soma acumulada par a os indices sazonais (m, = 168)

Percebe-se que a soma acumula dentro de um ciclo sazonal ndo é igual a zero.
Em alguns periodos chega a, aproximadamente, 800 MWh.
e Foram eliminadas todas as equagdes do ciclo sazonal menor;
e S0 énecessario calcular m, indices sazonais para o vetor x,.
Os resultados apresentados neste capitulo podem ser vistos resumidamente no proximo

capitulo, onde sd0 apresentadas as conclusdes desta tese.



5 Conclusoes

O espaco admissivel dos parémetros do modelo de suavizagdo exponencial com dupla
sazonalidade é diferente do que se utiliza tradicionalmente. Para o parémetro do crescimento
0 espaco é muito restrito, quando aplicado 0 modelo a séries horérias. Para poder aplicar o
modelo a estas séries deve-se utilizar um modelo sem crescimento ou com crescimento
constante ao longo do tempo. Ja 0s outros parametros associados ao nivel e a sazonalidade
podem variar mais do que se utiliza usualmente.

Em um exemplo empirico verificou-se que se beta for igual 0,01 o modelo ja ndo é
estavel, e o erro das previsdes aumenta, em relagdo ao modelo com beta igual a zero, com
previsdes de cinco horas a frente. Como tanto neste estudo quanto em outros publicados, o
crescimento € desprezivel, se utilizou o0 modelo sem crescimento para encontrar
algebricamente o0 espago admissivel dos paréametros de suavizagdo. S&0 cinco restrigdes de
fécil implementacdo em um algoritmo de otimizag&o para a estimacdo dos parametros.

Além do estudo da estabilidade do modelo com dupla sazonalidade, verificou-se que o
modelo de Taylor possui viés nas estimativas das componentes, nivel e sazonalidade. O nivel
€ subestimado na mesma quantidade que a sazonalidade € superestimada (assim como
acontece no modelo de Holt-Winters). Isto faz com que a soma dos indices sazonais dentro de
um ciclo sazonal ndo seja zero, levando ainterpretagdes erradas sobres as componentes.

Para corrigir este problema foi desenvolvido um modelo normalizado (como o de
Roberts e McKenzie) que faz com que a soma dos indices dentro de um ciclo sazonal seja
zero. Este modelo ndo muda as previsdes do modelo de Taylor, mas corrige o problema de
Viés nas estimativas das componentes. Além disto, 0 modelo elimina os indices sazonais do
ciclo sazonal menor, reduzindo o nimero de equagdes.

Como sugestdo para trabalhos futuros pode se destacar o cdlculo da estabilidade para
modelos ndo lineares, ja que em muitas situacdes estes sGo mais adequados a séries de dados.
Estabelecer o tamanho da amostra para se fazer o gjuste do modelo aos dados, estabelecer o
efeito de outliers na estimagdo dos parametros de suavizacdo e solucionar o problema de
dados faltantes e zeros na série de dados.
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Apéndice A - Fun¢oes em VBA para o teste de Jury

Function juryTabela(coef As Range)

'Funcéo parao calculo de tabela de Raible
" gp = grau do polinomio
'tabela = tabela de Raible
'coef = coeficientes do polinomio caracteristico
'coefs = coeficientes da tabela
Dimi AsInteger
Dimj AsInteger
Dim| As Integer
Dim tabela() As Double
Dim coefs() As Double
Dim gp AsInteger
Dim k As Integer
gp = UBound(coef(), 2)
ReDim tabela(1 Togp, 1 To gp)
ReDim coefs(0 To gp)
Forj=1To gp
tabela(1, j) = coef(j)
Next
k=gp-1
Fori=2To gp
Forj=1Tok
tabela(i, j) = (1 / tabela(i - 1, 1)) * (tabela(i - 1, 1) * tabela(i - 1, j) - tabela(i - 1, k + 1)
* tabela(i - 1, k +2-j))
Next
k=k-1
Next
juryTabela = tabela

End Function

Function coef(ml As Integer, m2 As Integer, alfa As Double, beta As Double, gama As
Double, omega As Double, modelo As Integer)

'Funcéo que calcula os coeficientes dos modelos AAA, AAAA, ANAA
'ml - ciclo sazonal m se modelo = 1

'ml - ciclo sazonal m1 se modelo =2 ou 3

'm2 - ciclo sazonal m2 se modelo =2 ou 3

‘alfa, beta, gama e omega - parametros de suavizacao

'modelo =1 - AAA

'modelo =2 - AAAA - Dupla sazonalidade com crescimento

'modelo = 3 - ANAA - Dupla sazonalidade sem crescimento
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Dim vetorCoefs() As Double
Dim vetorcoefsl() As Double
Dim aAs Integer

Dim b As Integer

Dim c As Integer

Dimi AsInteger

Select Case True
Case modelo = 1
ReDim vetorCoefs(0 To m1 + 1)
ReDim vetorcoefs1(0 Toml + 1)
vetorCoefs(0) = 1 - alfa- gama
vetorCoefs(1) = beta + gama - 1
Fori=2Toml -1
vetorCoefs(i) = beta
Next
vetorCoefs(ml) = alfa + beta - 1
vetorCoefs(ml + 1) =1
Fori=0Toml + 1
vetorcoefs1(i) = vetorCoefs(ml + 1 - 1)
Next
Case modelo =2
ReDim vetorCoefs(0 To m2 + 1)
ReDim vetorcoefs1(0 Tom2 + 1)
vetorCoefs(0) = 1 - alfa- gama- omega
vetorCoefs(1) = beta + gama + omega - 1
Fori=2Tom2-1
Select Case True
Case iMod ml =0
a=1
b=0
c=0
CaseiMod ml =1
a=0
b=1
c=0
CaseiModml<>10OriModml<>0
a=0
b=0
c=1
End Select
vetorCoefs(i) = a * (beta - gama) + b * (beta+ gama) + ¢ * beta
Next
vetorCoefs(m2) = alfa + beta - 1
vetorCoefs(m2 + 1) = 1
Fori=0Tom2+ 1
vetorcoefs1(i) = vetorCoefs(m2 + 1 - 1)
Next
Case modelo =3
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ReDim vetorCoefs(0 To m2)
ReDim vetorcoefs1(0 To m2)
vetorCoefs(0) = alfa + gama + omega- 1
Fori=1Tom2-1
Select Case True
CaseiModml =0
a=1
b=0
CaseiMod ml<>0
a=0
b=1
End Select
vetorCoefs(i) = b * alfa + a * (alfa + gama)
Next
vetorCoefs(m2) = 1
Fori=0 To m2
vetorcoefs1(i) = vetorCoefs(m2 - i)
Next
End Select
coef = vetorcoefsl

End Function

Function juryTeste(coefs As Range) As Boolean

"Teste para verificar se todos os coeficientes da
‘primeira coluna s&o maiores que zero

Dim gp AsInteger
Dim testel As Boolean
Dimi AsInteger
gp = UBound(coefs(), 2)
Fori=1To gp
If coefs(i, 1) > 0 Then
juryTeste = True
Else
juryTeste = False
Exit Function
End If
Next
End Function




Apéndice B - Tabela de Raible para o modelo AAA com

sazonalidade trimestral

Coeficientes da tabela de Raible para o modelo AAA com sazonalidade trimestral.
LinhaO

Linha 1l

Linha2

Linha 3
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Linha4

Linha5
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Apéndice C - Tabela de Raible para o modelo com dupla sazonalidade

sem crescimento

Coseficientes da tabela de Raible para 0 modelo com dupla sazonalidade sem
crescimento com sazonalidade m, = 3 em, = 12. Ser&o apresentados apenas o0s coeficientes

da coluna zero.

Fazendo com que todos os coeficientes apresentados acima sejam maiores que zero as
equacoes de restricdes dos parametros de suavizagdo s&o:

Restricdo 1: w > 0
Restricgo 2: 2 —a—y —w >0

Restricdo 3: 4y + w > 0



Restricdo 4: 12a + 4y + w > 0

Restricdo 5: 36ay + 12y% + 1law + 7yw + w? > 0
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