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Resumo

Abordamos aqui o problema da estrutura nuclear usando um modelo baseado

em prótons e nêutrons interagindo através da troca de mésons escalares, vetoriais

e isovetoriais, além do fóton. Além disso, consideramos a auto-interação entre os

mésons escalares. Este é o conhecido Modelo de Walecka Não-Linear, o qual é

resolvido na aproximação de Hartree expandindo-se tanto os campos bariônicos

como os mesônicos em uma base de oscilador com simetria esférica. O sistema de

equações acopladas envolvendo tanto os campos bariônicos quanto os mesônicos

é então resolvido de forma autoconsistente. Os resultados para a energia de

ligação, raio de carga e raio de nêutrons são comparados com os resultados obtidos

sem a inclusão dos termos não-lineares. Em particular, estamos interessados nas

distribuições de próton e nêutron do sistema. As primeiras são bem conhecidas a

partir da medida da seção de choque elástica de elétrons de alta energia, enquanto

que as outras podem ser extráıdas de experimentos com elétrons polarizados,

atualmente em andamento, e que exploram o fato de que a interação fraca entre

o elétron e o nêutron é mais intensa que entre o elétron e o próton. Resultados

tanto para as seções de choque quanto para a chamada assimetria são comparados

usando diferentes parametrizações do modelo para alguns núcleos selecionados.
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Abstract

In the present work, the nuclear structure problem is studied using a mo-

del based on protons and neutrons interacting through the exchange of scalar,

vector and isovector mesons, in addition to the photon. Besides that, the sca-

lar meson self interaction is included. This is the so called Non-Linear Walecka

Model, which is solved in the Hartree aproximation by means of an expansion

of the mesonic and barionic fields in the harmonic oscillator basis, with sphe-

rical symmetry. The resulting coupled equations that depend on those fields

is then solved using a self-consistent approach. The resulting values for binding

energy, charge radius and neutron radius are then compared with values obtained

without non-linear terms. Among the results of the calculations, the proton and

neutron distributions are the most interesting ones. The former are well known

from high energy elastic electron scattering measurements, while the later can

be obtained from experiments involving polarized electrons, which are in course.

Those experiments explore the intensity difference between the electron-neutron

and electron-proton weak interaction. Cross-sections and asymmetry results will

be shown for some nuclei using different parametrizations of the Walecka Model.
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1 Introdução

O estudo do núcleo atômico pode ser traçado ao experimento de Geiger-
Marsden [1], em que, para testar a hipótese atômica de J. J. Thompson, um feixe
de part́ıculas α foi direcionado a uma folha de ouro de 0.00004 cm. Segundo
o modelo de Thompson, o átomo era constitúıdo de part́ıculas negativamente
carregadas cercadas de matéria com carga positiva, formando uma esfera. Caso
essa hipótese fosse verdadeira, as part́ıculas α seriam espalhadas em ângulos não
muito grandes a partir da trajetória inicial do feixe. O que foi observado por
Geiger e Marsden, no entanto, foi que a maioria das part́ıculas sofria deflexões
muito pequenas, mas algumas sofriam desvios muito altos, chegando a superar
90 graus.

Rutherford [2] ao analisar estes resultados inesperados, descartou a hipótese
de que se devessem a múltiplos desvios ocasionados por vários encontros com as
part́ıculas negativas. A possibilidade de os desvios serem ocasionados pela colisão
com um único elétron também não explicava tal fato, pois eles são muito leves e
seriam facilmente arrancados pelas part́ıculas α. Além disso, a matéria com carga
positiva, segundo o modelo de Thompson, também não seria capaz de provocá-
los, já que ao passar por ela, as part́ıculas α seriam envoltas de forma que a força
resultante seria nula. Assim, os desvios observados só poderiam ser explicados
pela colisão com um centro de força elétrica bastante massivo e concentrado, de
maneira que o seu recuo fosse pequeno, explicando o desvio de part́ıculas pesadas
(em comparação com o elétron) como as part́ıculas α.

A partir dessa observação, Rutherford idealizou o modelo orbital do átomo,
em que os elétrons circulam em torno de um centro massivo positivamente carre-
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gado. Inicialmente esse centro positivo era admitido como sendo constitúıdo de
prótons e elétrons, mas com a descoberta do nêutron em 1932 por Chadwick, o
modelo foi revisto admitindo também a existência destas part́ıculas.

A partir de então, o estudo do núcleo tornou-se um campo ativo da f́ısica.
A principal questão sobre o núcleo era qual a força que o mantém unido. Para
poder vencer a força de repulsão entre os prótons, ela deveria ser muito mais
intensa que a força eletromagnética. Assim, ela passou a ser conhecida como
Força Nuclear Forte. Somente com a Mecânica Quântica e o Modelo de Yukawa
é que se pode explicar razoavelmente o mecanismo de ação da força que mantém
o núcleo unido. Segundo Yukawa, a interação entre dois nucleons é dada através
da troca de mésons, em uma analogia com a eletrodinâmica, em que a troca de
fótons entre part́ıculas carregadas explica as interações de atração e repulsão.

Um dos primeiros tratamentos para um grupo de hádrons que interagem
através de mésons, como é o caso de um núcleo, foi idealizado por John D. Wa-
lecka et al. [3, 4] e é conhecido como Modelo de Walecka. A partir de uma lagran-
geana que leva em conta os campos dos nucleons e dos mésons, são deduzidas as
equações de movimento para ambas as part́ıculas, resultando em um conjunto de
equações acopladas. No entanto, a interdependência entre esses dois conjuntos
torna uma solução anaĺıtica impraticável. Soluções perturbativas também não
podem ser utilizadas, já que as constantes de acoplamento são maiores que 1,
restando como opção uma solução auto-consistente do sistema, usando para isto
uma aproximação determinantal.

1.1 Interação Fraca

À medida que mais dados sobre o núcleo foram sendo coletados, novos fenômenos
foram descobertos. Entre eles, o decaimento β, que se manifesta como um elétron
(ou pósitron) emitido pelo núcleo. Esse decaimento é o responsável pela radiação
β que já era conhecida anteriormente à descoberta do núcleo, e a descoberta do
nêutron tornou clara a origem desses elétrons: um nêutron decai em um próton
e um elétron (ou um próton em um nêutron e um pósitron).
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Apesar de isso solucionar o problema da origem da radiação β outro pro-
blema originou-se, já que esse decaimento não podia ser explicado com base nas
interações conhecidas até então. Dessa forma, mais uma força nuclear foi adi-
cionada ao conjunto de interações básicas da natureza e, como sua intensidade
é muito menor do que a da força forte, foi chamada de Força Nuclear Fraca .
A primeira formulação teórica para essa força se deve a Enrico Fermi [5] e, de
maneira análoga às formulações modernas para as outras forças, pode agora ser
explicada através da troca de bósons, conhecidos como bósons da interação fraca.

1.1.1 Espalhamento de Elétrons

O espalhamento de part́ıculas α é conveniente, a baixas energias, para atestar
a existência do núcleo atômico. Para um estudo detalhado de sua estrutura in-
terna, no entanto, a interação forte faz com que apareçam incertezas importantes
na interpretação dos resultados, se o objetivo é obter informações precisas sobre
a estrutura do alvo hadrônico.

Neste sentido o espalhamento de elétrons vem sendo usado com sucesso há
algumas décadas [6] e o estudo de sua interação eletromagnética com o núcleo
promoveu grandes avanços no conhecimento da estrutura interna deste último.
Devido ao fato de que o nêutron não tem carga, no entanto, as informações que
concernem ao seu comportamento em sistemas nucleares são menos conhecidas.
Ao se estudar a força fraca conjuntamente com a eletromagnética, entretanto, é
posśıvel conseguir informações sobre os nêutrons. Ao contrário da força forte que
atua entre hádrons (prótons, nêutrons, mésons, etc.) somente, a interação fraca
se dá entre hádrons e léptons (elétron, múon, etc.). Essa caracteŕıstica abre a
possibilidade de se preencher uma lacuna considerável no conhecimento a respeito
da estrutura interna do núcleo.

Neste trabalho, o efeito da estrutura nuclear na assimetria, que é definida
como a diferença entre as seções de choque de elétrons positivamente e negati-
vamente polarizados, é discutido através da aplicação do Modelo de Walecka.
Como será visto adiante, a assimetria constitui uma forma de obter informações
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sobre a distribuição de nêutrons do núcleo atômico. Calculamos a assimetria
e outras propriedades relacionadas usando o modelo acima citado e diferentes
parametrizações para o mesmo.

O modelo de estrutura nuclear utilizado será estudado no Caṕıtulo 2. A partir
da lagrangeana que define o modelo, serão deduzidas as equações de movimento
que serão então simplificadas através da aproximação de campo médio. Após
uma breve discussão das propriedades das equações resultantes, será abordada
sua solução autoconsistente através de uma expansão em uma base de oscilador
harmônico tridimensional.

No caṕıtulo seguinte, será abordado o espalhamento de elétrons polarizados.
Partindo-se da lagrangeana para a interação eletrofraca de um elétron que incide
sobre o núcleo, serão deduzidas as equações de movimento, que serão resolvidas
utilizando-se tanto uma aproximação de ondas planas, quanto uma solução mais
geral por expansão em ondas parciais. Ambas as soluções resultam na seção de
choque de espalhamento para o elétron que incide sobre o núcleo. A solução em
ondas planas permite uma visão mais simples e direta da relação entre a assimetria
e as densidades nucleares. A solução em ondas parciais, em contrapartida, leva
em conta as distorções nas funções de onda incidente e emergente do elétron,
provocada pela atração entre os elétrons e o núcleo, resultando em uma descrição
mais fiel dos resultados experimentais.

Finalmente, no Caṕıtulo 4, serão apresentados os resultados obtidos para o
Modelo de Walecka, bem como os obtidos para as seções de choque elásticas e
para a assimetria. Ao final do caṕıtulo, os resultados obtidos serão analisados e
então se procederá às conclusões finais.
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2 Modelo de Walecka

A solução para o problema de muitos corpos em F́ısica Nuclear pode ser
aproximada através da utilização de potenciais de dois corpos. Esses potenciais,
que são ajustados para reproduzir dados de espalhamento e de estados ligados,
são então introduzidos na equação de Schroedinger para muitos corpos, que pode
ser resolvida dentro de certas aproximações. Entretanto, apesar de seu relativo
sucesso, essa abordagem revela-se inadequada para uma descrição mais detalhada
de sistemas nucleares.

Uma maneira mais interessante e que possibilita um entendimento mais pro-
fundo desses sistemas, consiste em tratá-los como um conjunto de hádrons in-
teragentes. Assim, em uma abordagem muito semelhante à da eletrodinâmica
quântica em que elétrons interagem trocando fótons, os bárions interagem tro-
cando mésons. Esse modelo é conhecido como Modelo da Hadrodinâmica Quântica
(QHD: Quantum Hadrodynamics) ou simplesmente Modelo de Walecka.

Na versão do modelo conhecida como QHD-I, são considerados os bárions
mais leves, isto é, os prótons e nêutrons. Como mediadores da interação, são
considerados somente os mésons σ (campo escalar neutro) e ω (campo vetorial
neutro). No entanto, esses mésons não diferenciam prótons de nêutrons, o que
torna essa aproximação razoável somente para casos em que o número dessas
part́ıculas é aproximadamente o mesmo, como é o caso de núcleos leves.

Antes de detalharmos um pouco mais este modelo, vamos introduzir a notação
aqui usada, a qual é conhecida como notação de quadrivetores. Neste caso as
três componentes espaciais e a componente temporal são tratadas de maneira
uniforme. Sendo µ= 0,1,2,3, define-se o quadrivetor contravariante xµ, onde
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x0 = ct, x1 = x, x2 = y e x3 = z. (2.1)

Também define-se o quadrivetor covariante xµ, onde

x0 = ct, x1 =−x, x2 =−y e x3 =−z. (2.2)

A relação entre os dois quadrivetores é dada então pela métrica gµν , que pode
ser representada pela matriz

g =



1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , (2.3)

resultando na relação xµ ≡
∑3
ν=0 gµνx

ν . Para simplificar as equações, a soma
impĺıcita será utilizada, ou seja, sempre que um ı́ndice aparecer duas vezes haverá
uma soma nesse ı́ndice, como na relação abaixo:

xµx
µ ≡

3∑
µ=0

xµx
µ. (2.4)

As derivadas são denotadas por

∂µ ≡
∂

∂xµ
e ∂µ ≡ ∂

∂xµ
. (2.5)

As matrizes γ de Dirac seguem aqui as definições utilizadas em Bjorken e
Drell [7]. As constantes h̄ e c, que representam a constante de Planck dividida
por 2π e a velocidade da luz respectivamente, serão igualadas a 1.
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2.1 Definição do Modelo

Voltando agora ao modelo de Walecka e assumindo que o méson escalar se aco-
pla à densidade escalar de bárions através de gσψψσ, onde ψ é o campo bariônico
e σ o campo escalar, e que o méson vetorial se acopla à corrente bariônica con-
servada através de gωψγµψωµ, onde ωµ é o campo vetorial, podemos escrever a
lagrangeana como:

LI =ψ [γµ(i∂µ−gωωµ)− (M +gσσ)]ψ

+ 1
2(∂µσ∂µσ−m2

σσ
2)− 1

4ΩµνΩµν + 1
2m

2
ωωµω

µ
(2.6)

onde Ωµν ≡ ∂µων−∂νωµ. As constantes de acoplamento são escolhidas de forma
a ajustar propriedades da matéria nuclear assim como propriedades médias do
núcleo, como sua energia de ligação e raio de carga.

Levando em conta somente os mésons σ e ω, o modelo não é adequado
para descrever algumas propriedades de um núcleo finito, especialmente no caso
de núcleos mais pesados. Nesse caso o número de prótons difere bastante do
número de nêutrons e a introdução de mésons que diferenciem essas part́ıculas
é necessária. Assim, o méson ρ (campo isovetorial carregado) e o fóton (γ),
responsável pela repulsão eletromagnética entre os prótons, também são adicio-
nados. Essa versão mais refinada do modelo é conhecida como QHD-II. O méson
π (campo pseudo-escalar) também poderia ser considerado, mas como sua con-
tribuição na aproximação aqui utilizada é nula, não iremos inclúı-lo.

A lagrangeana passa então a ser dada por:
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L=ψ{iγµ∂µ−M}ψ+ 1
2∂

µσ∂µσ

− 1
2m

2
σσ

2− 1
3g2σ

3− 1
4g3σ

4−gσψψσ

− 1
4ΩµνΩµν + 1

2m
2
ωω

µωµ−gωψγµψωµ

− 1
4
~Rµν ~Rµν + 1

2m
2
ρ
~bµ~bµ−gρψγµ~τψ ·~bµ

− 1
4F

µνFµν− eψγµ
(1− τ3)

2 ψAµ

(2.7)

onde Ωµν = ∂µων − ∂νωµ, Rµν = ∂µ~bν − ∂ν~bµ, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ e ~τ tem suas
componentes dadas pelas matrizes de Pauli para o isospin τ i.

Além dos termos de interação entre os mésons e os bárions, também foram in-
clúıdos dois termos que levam em conta a interação méson-méson para o méson σ
(1
3g2σ

3 e 1
4g3σ

4). A inclusão desses termos não-lineares é uma das posśıveis alter-
nativas para o cálculo correto de algumas propriedades como a energia de ligação
por nucleon em um núcleo finito e a incompressibilidade da matéria nuclear [8].
Existem versões do modelo que levam em conta termos não-lineares envolvendo
outros mésons. Outra alternativa para o cálculo correto dessas propriedades é
atribuir uma forma funcional dependente da densidade para as constantes de
acoplamento gσ, gω, etc [9].

As equações de movimento geradas pela lagrangeana acima são de dif́ıcil
solução. Além disso, como as constantes de acoplamento gσ, gω, e gρ são gran-
des (isto é, maiores que 1), não é posśıvel utilizar métodos perturbativos. A
solução, nesse caso, deverá ser aproximada. O método aqui utilizado será a apro-
ximação de campo médio. Nesse método, os operadores de campo mesônicos são
substitúıdos por seus valores esperados, que passam a se comportar como campos
clássicos. Nessa aproximação, os mésons ρ carregados não devem contribuir, uma
vez que estamos interessados no estado fundamental do sistema, o qual possui
carga bem definida. Por uma razão semelhante o ṕıon também não foi inclúıdo na
lagrangeana acima, uma vez que se trata de um méson pseudo-escalar (paridade
negativa) e o estado fundamental é assumido como tendo paridade bem definida.
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2.2 Equações de Movimento

Para calcular-se as equações de movimento, basta utilizar-se as equações de
Euler-Lagrange,

∂µ
∂L

∂(∂µqi)
− ∂L
∂qi

= 0, (2.8)

substituindo-se a lagrangeada dada pela Equação (2.7).

Assim, derivam-se as equações de movimento para cada uma das coordenadas
generalizadas: qi ≡ ψ, σ, ωµ, ~bµ e Aµ.

2.2.1 Campo Bariônico

Fazendo-se qi ≡ ψ obtém-se,

∂L
∂ψ

={iγµ∂µ−M}ψ−gσψσ−gωγµψωµ

−gργµ~τψ ·~bµ− eγµ
(1− τ3)

2 ψAµ.
(2.9)

O primeiro termo de (2.8), por sua vez, será

∂µ
∂L

∂(∂µψ)
= 0. (2.10)

Portanto, a equação de movimento correspondente será:

{iγµ∂µ−M}ψ−gσψσ−gωγµψωµ−gργµ~τψ ·~bµ− eγµ
(1− τ3)

2 ψAµ = 0. (2.11)

2.2.2 Campo σ

Fazendo qi ≡ σ, obtém-se
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∂µ
∂L

∂(∂µσ) = ∂µ
∂

∂(∂µσ)

{1
2∂

µσ∂µσ
}

= ∂µ
2

{
∂(∂µσ)
∂(∂µσ) +∂µσ

∂(∂µσ)
∂(∂µσ)

}

= ∂µ
2

{
∂

∂(∂νσ)(g
µν∂νσ)∂νσ+∂µσ

}

= ∂µ
2

{
gµν

∂

∂(∂νσ)(∂νσ)∂νσ+∂µσ

}

= ∂µ
2 {g

µν∂νσ+∂µσ}

= ∂µ
2 {∂

µσ+∂µσ}

= ∂µ∂
µσ

(2.12)

e

∂L
∂σ

=−m2
σσ−g2σ2−g3σ3−gσψψ, (2.13)

o que resulta na equação de movimento

∂µ∂
µσ+m2

σσ =−gσψψ−g2σ2−g3σ3. (2.14)

2.2.3 Campo ω

Fazendo qi ≡ ωµ, o segundo termo da equação de movimento resulta em

∂L
∂ωµ

=m2
ωω

µ−gωψγµψ, (2.15)

enquanto o primeiro termo pode ser expresso por
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∂µ
∂L

∂(∂µων)
= ∂µ

∂

∂(∂µων)

[
−1

4ΩµνΩµν
]

=−1
4∂µ

∂

∂(∂µων)
[ΩµνΩµν ] .

(2.16)

Entretanto,

Ωµν ≡ ∂µων−∂νωµ. (2.17)

Logo, a derivada do produto de tensores pode ser escrita como

∂

∂(∂µων)
[
ΩρλΩρλ

]
= ∂Ωρλ
∂(∂µων)

Ωρλ+Ωρλ ∂Ωρλ
∂(∂µων)

. (2.18)

A derivada do segundo termo na equação acima pode ser reescrita como

∂Ωρλ
∂(∂µων)

= ∂

∂(∂µων)
(∂ρωλ−∂λωρ)

= ∂(∂ρωλ)
∂(∂µων)

− ∂(∂λωρ)
∂(∂µων)

= δρ,µδλ,ν− δλ,µδρ,ν .

(2.19)

É posśıvel abaixar os ı́ndices de Ωµν utilizando a matriz gµν . Assim, a pri-
meira derivada em (2.18) pode ser escrita como

∂Ωρλ
∂(∂µων)

= ∂

∂(∂µων)
[
gρρ
′
gλλ

′
Ωρ′λ′

]
= gρρ

′
gλλ

′ ∂Ωρ′λ′
∂(∂µων)

.
(2.20)

A derivada acima é a mesma que em (2.19), exceto pelos ı́ndices. Logo, obtém-se
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∂Ωρλ
∂(∂µων)

= gρρ
′
gλλ

′
(δρ′,µδλ,ν− δλ′,µδρ′,ν). (2.21)

Substituindo os resultados de (2.19) e (2.21) em (2.18) chega-se a

∂

∂(∂µων)
[
ΩρλΩρλ

]
= gρρ

′
gλλ

′
Ωρλ(δρ′, µδλ′, ν− δλ′, µδρ′, ν)+Ωρλ(δρ, µδλ, ν− δλ, µδρ, ν)

= Ωρ
′λ′(δρ′, µδλ′, ν− δλ′, µδρ′,ν)

= (Ωµν−Ωνµ)+(Ωµν−Ωνµ)

= 4Ωµν ,
(2.22)

onde foi utilizada a propriedade Ωνµ =−Ωµν , decorrente de (2.17).

Assim, o primeiro termo da equação de Euler-Lagrange pode ser escrito como

∂µ
∂

∂(∂µων)
L=−1

4∂µ4Ωµν

=−∂µΩµν .
(2.23)

Substituindo estes resultados na equação de Euler-Lagrange, a equação de
movimento resultante será:

∂µ′Ωµ
′µ+m2

ωω
µ = gωψγ

µψ. (2.24)

2.2.4 Campo bµ

Fazendo-se qi≡~bµ, em um desenvolvimento análogo ao que resulta na equação
(2.23), obtém-se para o primeiro termo
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∂µ
∂L

∂(∂µ~bν)
= ∂µ

∂

∂(∂µ~bν)

[
−1

4
~Rµν ~Rµν

]
=−∂µ ~Rµν .

(2.25)

O segundo termo, por sua vez, será

∂L
∂~bµ

=m2
ρ
~bµ−gρψγµ~τψ, (2.26)

e assim a equação de movimento resultante será:

∂µ′ ~R
µ′µ+m2

ρ
~bµ = gρψγ

µ~τψ. (2.27)

2.2.5 Campo coulombiano

Finalmente, fazendo qi ≡ Aµ, teremos

∂µ
L

∂(∂µAν)
= ∂µ

∂

∂(∂µAν)
[FµνFµν ]

=−∂µFµν ,
(2.28)

onde novamente utilizou-se um desenvolvimento análogo ao da equação (2.23).
Ainda, para o segundo termo de (2.8) obtém-se

∂L
∂Aµ

=−eψγµ (1− τ3)
2 ψ, (2.29)

e a equação de movimento resultante será então

∂µ′F
µ′µ = eψγµ

(1− τ3)
2 ψ. (2.30)
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2.3 Aproximação de Campo Médio

Aplicando-se a aproximação de campo médio, os campos σ, ωµ, ~bµ e Aµ serão
substitúıdos por seus valores esperados, que são campos clássicos. Além disso,
devido à simetria rotacional, as componentes com ı́ndice i= 1,2,3 em média não
contribuirão para o resultado. Assim, podemos escrever os campos como:

σ → < σ >≡ σ0 (2.31a)

ωµ → < ωµ >≡ δµ,0 ωµ (2.31b)

Aµ → <Aµ >≡ δµ,0 Aµ (2.31c)

bµ → < bµ >≡ δµ,0 bµ (2.31d)

Essa aproximação se torna cada vez mais válida com o aumento da densidade
nuclear. Para sistemas uniformes e estáticos, como é o caso da matéria nuclear,
as quantidades σ0 e ω0 são constantes independentes de xµ. No caso de núcleos
finitos, os campos podem ser considerados estáticos, mas não uniformes. Dessa
forma, há dependência espacial.

O termo ∂µ∂µ pode ser reescrito como:

∂µ∂
µ = ∂0∂

0−∇2. (2.32)

No entanto, como os campos são estáticos, o primeiro termo acima não contribui.
Assumimos ainda que o sistema possui simetria esférica, o que implica em que
os campos possuem apenas dependência radial. Assim, a equação de movimento
para os bárions será:

[iγµ∂µ−M ]ψ(xµ)−gσψ(xµ)σ(r)−gωγ0ψ(xµ)ω0(r)−

gργ
0τ3ψ(xµ)b0(r)− eγ0 (1− τ3)

2 ψ(xµ)A0(r) = 0.
(2.33)
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Como as funções de onda que nos interessam são estacionárias, isto é, soluções
do tipo ψ(xµ) = ψ(~r)e−iEt, e

γµ∂µ = γ0∂0 +~γ ·∇, (2.34)

onde ~γ tem suas componentes dadas pelas matrizes γi, é posśıvel simplificar a
equação acima, resultando em:

[−i~α ·∇+γ0(M +gσσ(r))]ψ(~r)

+ [gωω(r)+gρτ3b0(r)+ e
(1− τ3)

2 A0]ψ(~r) = Eψ(~r),
(2.35)

onde ~α≡ γ0~γ.

É posśıvel então definir a Hamiltoniana de Dirac

h≡−i~α ·∇+γ0(M +gσσ(r))+ [gωω(r)+gρτ3b0(r)+ e
(1− τ3)

2 A0], (2.36)

a partir da qual se escreve uma equação de movimento que tem a forma de uma
equação de autovalores

hψ(~r) = Eψ(~r). (2.37)

As equações para os campos mesônicos e para o fóton são do tipo Klein-
Gordon e podem ser reescritas como:

[−∇2 +m2
σ]σ(r) =−gσρs(~r)−g2σ2(r)−g3σ3(r) (2.38a)

[−∇2 +m2
ω]ω(r) = gωρB(~r) (2.38b)

[−∇2 +m2
ρ]b0(r) = gρρ3(~r) (2.38c)

−∇2A(r) = eρp(~r), (2.38d)
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onde foram usadas as seguintes definições:

ρs(r)≡ gσψψ (2.39a)

ρB(r)≡ gωψγµψ (2.39b)

ρ3(r)≡ gρψγµ~τψ (2.39c)

ρp(r)≡ eψγµ
1− τ3

2 ψ (2.39d)

2.4 Solução para o Modelo

Para solucionar as equações de movimento, é importante identificar quantida-
des que possam ser usadas para rotular os estados de part́ıcula. Estas quantidades
devem representar constantes caracteŕısticas de cada estado e podem ser encon-
tradas através dos operadores que comutam com a hamiltoniana h. A partir dáı,
uma função geral ψα, onde α representa as constantes de movimento, pode ser
usada para resolver a equação (2.37).

2.4.1 Propriedades da Hamiltoniana de Dirac

O momento angular orbital é geralmente uma das constantes de movimento
que são utilizadas para identificar os estados. Entretanto, o operador L2 não
comuta com a hamiltoniana definida por (2.36) e por isso o momento angular
orbital não pode ser usado para rotular os estados. Entretanto, é posśıvel mostrar
que a hamiltoniana de Dirac h comuta com o operador momento angular total,
ou seja,

[h,Ji] = [h,J2] = 0, i= 1,2,3 (2.40)

onde J2 é o operador de momento angular total. Portanto, os números quânticos
j e m podem ser usados para rotular os estados. A hamiltoniana também comuta
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com os operadores de isospin τ3 e ~τ2, o que resulta no número quântico de projeção
de isospin t3 que tem valor 1 para próton e −1 para nêutrons.

Definindo-se ainda o operador

K = γ0[Σ ·J−1/2] = γ0[Σ ·L+1], (2.41)

onde Σ é definido através das matrizes de Pauli como

~Σ =
~σ 0

0 ~σ

 , (2.42)

que também comuta com h, tem-se mais uma constante de movimento.

2.4.2 Solução das Equações de Movimento

Para resolver o sistema de equações formado por (2.37) e (2.38) será aplicada
uma expansão em uma base de oscilador harmônico. A partir desta expansão,
será possivel obter-se as funções de onda e potenciais de forma auto-consistente,
como mostrado a seguir.

Equação de Dirac

Assumindo uma função de onda rotulada com as constantes de movimento
discutidas acima e com a forma

ψα =
 fα(r)Φκ
igα(r)Φ−κ

χtα , (2.43)
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onde χtα representa a função de onda de isospin, para a α-ésima part́ıcula e
substituindo-a em (2.37), resulta em um sistema de equações acopladas para
fα(r) e gα(r) (para mais detalhes, veja o Apêndice A):

−
[
d

dr
− κ−1

r

]
gα(r)+ [(M +gσσ)−E+V ]fα(r) = 0 (2.44a)

[
d

dr
+ κ+1

r

]
fα(r)− [(M +gσσ)+E−V ]gα(r) = 0, (2.44b)

onde

V (r)≡ gωω0(r)+gρτ3b0(r)+ e
(1− τ3)

2 A0(r). (2.45)

Expandindo-se as funções fα(r) e gα(r) nestas equações em uma base de
oscilador harmônico, isto é,

fα(r) =
nmáx
f∑
nf

fnfRnf ` (2.46a)

gα(r) =
nmáx
g∑
ng

gngRng`, (2.46b)

onde Rn,`(r) é a função radial do oscilador, é posśıvel escrever o sistema de
equações acima como uma equação de autovalores H~v = E~v, onde

H =
An′,n Bn′,n

Cn′,n Dn′,n

 (2.47)

e
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~v =



f1

f2

f3
...

fnmáx
f

g1

g2

g3
...

gnmáx
g



(2.48)

As submatrizes da matriz H são dadas no Apêndice A. Para solucionar o sistema,
basta diagonalizar H. Os autovalores e autovetores resultantes representarão as
energias e as funções de onda dos estados de part́ıcula (nucleons) independente,
respectivamente.

Cálculo dos potenciais (Solução das equações de Klein-Gordon)

Utilizando-se a expansão em uma base de oscilador harmônico, também é
posśıvel resolver as equações de Klein-Gordon. Neste caso, os potenciais são
expandidos em uma soma de funções radiais do oscilador, com n variando e
momento angular ` fixo em zero. Dessa forma, chamando de φ(r) a componente
temporal do campo e %(r) o termo de fonte correspondente, temos que resolver
uma equação do tipo:

[
d2

dr2
+ 2
r

d

dr
−m2

]
φ(r) = %(r). (2.49)

É posśıvel então aplicar a expansão

φ(r) =
imáx∑
i=1

φiRi, 0(r), (2.50)
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e assim escrever o sistema como (para mais detalhes ver Apêndice B)

I~φ= ~% (2.51)

onde a matriz I e o vetor ~% são explicitamente definidos no Apêndice B. O vetor
~φ, que é definido pelos coeficientes da expansão em funções do oscilador, fica
determinado simplesmente multiplicando-se a equação acima pela inversa de I.

Para o campo eletromagnético, a solução não segue o esquema acima. Neste
caso, A0(r) é obtido pelo método usual da função de Green [8].

2.4.3 Cálculo da Energia

A energia total do sistema pode ser calculada a partir do elemento T00 do
tensor momento-energia [3]:

E =
∫ {1

2[(∇σ0)2 +m2
σσ

2
0 + 1

3g2σ
3
0 + 1

4g3σ
4
0]−

1
2[(∇ω0)2 +m2

ωω
2
0]

− 1
2(∇A0)2−

1
2[(∇b0)2 +m2

ρb
2
0]
}
d~r+Epart

(2.52)

onde Epart é a soma das energias de part́ıcula obtidas da equação de Dirac para
os nucleons.

Separando-se as integrais relativas aos mésons resulta para o campo σ:

Eσ =
∫ 1

2[(∇σ0)2 +m2
σσ

2
0 + 1

3g2σ
3
0 + 1

4g3σ
4
0]d~r. (2.53)

Entretanto, a integral do termo (∇σ0)2 pode ser escrita como

∫
(∇σ0)2d3x=

∫
∇σ0 ·∇σ0d

3x

=σ0 n̂ ·∇σ0−
∫
σ0 ∇2σ0d

3x,
(2.54)
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onde foi usada uma integração por partes. Como o potencial sigma vai a zero
no infinito, o primeiro termo não contribui. Assim, a integral pode ser reescrita
como

Eσ =
∫

[−1
2σ0(∇2 +m2

σ)σ0 + 1
3g2σ

3
0 + 1

4σ
4
0]d~r. (2.55)

Utilizando a equação de Klein-Gordon para o campo σ0 (2.38a), a equação acima
torna-se

Eσ = 1
2

∫
σ0[−gσρs(~r)−

1
3g2σ

2
0−

1
2g3σ

3
0]d~r. (2.56)

Como tanto a densidade quanto o potencial só dependem de r, o resultado será:

Eσ = 2π
∫
σ0(r)[−gσρs(r)−

1
3g2σ

2
0(r)−

1
2g3σ

3
0]r2dr (2.57)

De maneira similar, as contibuições dos campos ω0, A0 e b0 serão dados por:

Eω = 2π gω
∫
ω0(r)ρB(r)r2dr, (2.58)

EA = 2π e
∫
A0(r)ρp(r)r2dr (2.59)

e

Eb = 2π gρ
∫
b0(r)ρ3(r)r2dr. (2.60)

O termo que representa as energias de part́ıcula Epart é dado por

Epart = 〈ψA|
A∑
α=1

hα|ψA〉, (2.61)
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onde |ψA〉 é o estado bariônico, sendo formado pelos estados de part́ıcula através
de um determinante de Slater. A hamiltoniana hα é a mesma para cada part́ıcula,
sendo dada por (2.36). Utilizando-se a Equação (2.37) a equação acima resulta
em

Epart =
∑
α
Eα(2jα+1), (2.62)

onde 2jα+1 é degenerescência de cada estado.

2.4.4 Autoconsistência

A solução da equação de Dirac envolve os potenciais gerados através das
equações de Klein-Gordon. Entretanto, estes dependem das densidades, que por
sua vez são dadas por [3]

ρs(r) =
∑
α

(2jαi+1
4π

)
[|gα(r)|2−|fα(r)|2] (2.63a)

ρB(r) =
∑
α

(2jα+1
4π

)
[|gα(r)|2 + |fα(r)|2] (2.63b)

ρ3(r) =
∑
α

(2jα+1
4π

)
[|gα(r)|2 + |fα(r)|2](−1)(τ3,α−1)/2 (2.63c)

ρp(r) =
∑
α

(2jα+1
4π

)
[|gα(r)|2 + |fα(r)|2] (τ3,α−1)

2 , (2.63d)

onde as somas são sobre os estados de part́ıcula ocupados, e portanto depen-
dem das funções de onda de cada estado. Para resolver essa interdependência,
é posśıvel aplicar o método de autoconsistência, em que se resolve a equação de
Dirac utilizando inicialmente um potencial fenomenológico do tipo Woods-Saxon.
A partir dos resultados obtidos, calcula-se as densidades do sistema e os poten-
cias utilizando-se as equações de Klein-Gordon. Esses novos potenciais podem ser
então utilizados para resolver novamente a equação de Dirac, gerando resultados
sucessivamente aprimorados até a obtenção da convergência, definida aqui como
a estabilização da energia total do sistema.
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Para determinar os estados ocupados, basta ordená-los por ordem crescente
de energia e então considerar o número de estados necessários para acomodar as
part́ıculas, lembrando que a degenerescência de cada estado é dada por 2jα +
1. É importante ressaltar que no modelo de Walecka são consideradas somente
as soluções de energia positiva, ou seja, as antipart́ıculas não são inclúıdas nos
cálculos.

2.4.5 Correção das Densidades de Próton

No cálculo das densidades bariônicas e escalares do núcleo, não foi levado em
consideração o fato de que o próton e o nêutron têm um tamanho finito. Como
veremos adiante a inclusão dos efeitos de tamanho finito para o nucleon podem
ser muito importantes, na obtenção destas densidades. No caso do próton, há
uma forma simples para corrigir a densidade bariônica devido a esse fator, através
da expressão [10]

ρc(~r) = 1
2[ξπ]3/2

∫
exp

[
−~r−~r

′

ξ

]
ρ(~r′)d3r′, (2.64)

onde

ξ = 2r2p/3− b2/A. (2.65)

As constantes A, b e rp representam respectivamente o número de nucleons, o
parâmetro do oscilador harmônico utilizado em (2.46) e o raio do próton (rp =
0.8 fm).

Na verdade, a expressão acima corrige não apenas o tamanho finito do próton
como também os efeitos devidos ao movimento de centro de massa do núcleo como
um todo. Este último se deve ao fato de termos utilizado uma aproximação de
campo médio para um sistema finito [10]. O Apêndice C contém um desenvolvi-
mento detalhado da aplicação dessa correção para o caso utilizado neste trabalho
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e no caṕıtulo final mostraremos de forma expĺıcita qual o seu efeito na densidade
bariônica.
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3 Espalhamento de Elétrons
Polarizados

O espalhamento de elétrons consiste no bombardeamento do núcleo atômico
por um feixe destas part́ıculas, com energias que vão de algumas dezenas de MeV
até alguns GeV, e que será desviado de sua trajetória devido à interação com
o alvo. O resultado obtido através dessa análise, a seção de choque diferencial
dσ/dΩ, depende portanto da interação entre as part́ıculas incidentes e o núcleo
alvo, ou seja, da força eletromagnética e da força fraca, e através delas da estru-
tura interna do núcleo. Assim sendo, estudando-se o comportamento da seção de
choque, é posśıvel obter informações sobre esta estrutura interna.

Como a interação do núcleo com os elétrons é bem conhecida, sendo predomi-
nantemente eletromagnética, a análise destes resultados torna relativamente sim-
ples o estudo da estrutura do núcleo, a qual depende principalmente da interação
forte, cujas incertezas são bem maiores. Por outro lado, através da polarização
do feixe incidente, que consiste na utilização de elétrons com helicidade positiva
ou negativa (ou seja, se o elétron tem spin na direção do momento linear ou na
direção contrária), é posśıvel extrair resultados dependentes da interação fraca
entre o elétron e o núcleo. Esses resultados revelam caracteŕısticas da estrutura
nuclear de dif́ıcil acesso através apenas da interação eletromagnética, como por
exemplo a distribuição dos nêutrons no sistema nuclear.

Através de uma lagrangeana que inclui os potenciais nucleares fraco e eletro-
magnético, é posśıvel derivar as equações de movimento para os elétrons inciden-
tes. Para encontrar a seção de choque correspondente à equação de movimento
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pµi
Pµi ≡ (M, ~Pi = 0)

Depois da colisão

Antes da colisão

Pµf

pµf

θ

Figura 3.1: Definição das variáveis cinemáticas para o espalhamento dos elétrons
incidentes.

resultante, em uma primeira aproximação consideramos que as funções de onda
dos elétrons incidentes e espalhados são ondas planas. Esta aproximação é conhe-
cida como Aproximação de Born de Ondas Planas (PWBA: Plane Wave Born
Approximation) e equivale a considerar que a interação entre o núcleo e os elétrons
não é significativa a distâncias muito maiores que o tamanho nuclear.

Para núcleos pesados, no entanto, essa não é uma boa aproximação, tornando
necessária uma abordagem mais sofisticada, que seja capaz de levar em conta a
distorção das ondas incidentes e espalhadas pela atração do núcleo. Nesse caso,
é posśıvel representar as funções de onda dos elétrons por expansões em ondas
parciais, o que permite uma solução para as equações de movimento.
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Nas seções seguintes, a partir da lagrangeana de interação elétron-nucleo,
serão derivadas as equações de movimento, que serão resolvidas usando-se a apro-
ximação de ondas planas e a expansão em ondas parciais. Os resultados obtidos
serão então utilizados para o cálculo da seção de choque e da assimetria tanto em
ondas planas, quanto em ondas distorcidas.

3.1 Equação de Movimento para o Elétron

A equação de movimento para o elétron pode ser obtida a partir da lagran-
geana que o descreve interagindo com um núcleo:

L= ψ[γµ(i∂µ+ eAµ+γ5A
µ
W)−me]ψ, (3.1)

onde são inclúıdos os potenciais eletromagnético (Aµ) e fraco (AµW) gerados pelo
núcleo. Usando-se novamente a equação de Euler-Lagrange (2.8), com qi ≡ ψ,
obtém-se:

[γµ(i∂µ+ eAµ+γ5A
µ
W)−me]ψ = 0. (3.2)

O potencial Aµ é dado por

∂µ∂
µAµ(xµ) =−4πJµ(xµ), (3.3)

onde Jµ é a densidade de corrente eletromagnética do núcleo.

Para a faixa de energia de espalhamento de elétrons em que estamos interes-
sados, o potencial fraco pode ser considerado como um potencial de “contato”,
ou seja, de alcance nulo. Além disso, como será considerado somente o caso de
espalhamento elástico, a carga é conservada, o que exclui os bósons carregados da
interação fraca W+ e W− e deixa somente as contribuições do bóson neutro Z0.
Assim, o potencial fraco pode ser descrito em termos das chamadas “Correntes
Neutras” (NC: Neutral Currents) [11]:
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AµW =− G√
2
JµNC, (3.4)

onde a constante G é conhecida como constante de Fermi, cujo valor é de 1.166×
10−11 MeV−2. Considerando apenas o caso de um núcleo par-par que permanece
em seu estado fundamental (conseqüência da restrição a espalhamento elástico),
a parte vetorial das correntes não contribui. Nesse caso, as equações para os
potenciais assumem uma forma simples:

∂µ∂
µA0(xµ) =−4πJ0(xµ) (3.5)

e

A0
W(xµ) =− G√

2
J0

NC. (3.6)

Em decorrência dessas simplificações, a Equação (3.2) pode ser escrita como

[i∂0− i~α ·∇+ eA0(xµ)+γ5A
0
W−γ0me]ψe = 0, (3.7)

onde usamos γ0γ0 ≡ 1 e ~α≡ γ0~γ. A função de onda do elétron pode ser descrita
por um estado estacionário e assim ter a forma

ψe(xµ) = ψe(~r)e−iE t. (3.8)

Substituindo essa relação e usando ainda ~p= i∇ obtém-se:

[~α ·~p− eA0(xµ)−γ5A
0
W(xµ)+γ0me]ψe(~r) = Eψe(~r) (3.9)

Para resolver esta equação, é posśıvel utilizar a aproximação de ondas planas
ou uma expansão em ondas parciais, sendo o primeiro adequado somente a casos
envolvendo núcleos leves.
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3.2 Aproximação de Ondas Planas

A seção de choque diferencial de espalhamento (dσ/dΩ, onde dΩ é o elemento
de ângulo sólido), pode ser obtida usando teoria de perturbação dependente do
tempo. Embora no caso espećıfico estudado aqui, esta não seja uma aproximação
quantitativamente correta, os resultados são relativamente simples e servem de
guia para um cálculo mais elaborado. Usando a Regra de Ouro de Fermi [12],
temos:

dσ = 1
ji

ρf
T

∑
i,f

|〈f |H|i〉|2 (3.10)

onde ji é a corrente incidente dos elétrons, ρf é a densidade de estados finais do
elétron, H é a hamiltoniana de interação, ∑i,f representa a média sobre os estados
finais e a soma sobre os estados iniciais, T é o tempo de observação e |i〉 e |f〉
são os estados inicial e final do sistema respectivamente. A densidade de estados
finais do elétron pode ser calculada considerando-se um cubo de volume Vn com
condições periódicas de contorno. Nesse caso, as componentes do momento da
part́ıcula, representadas pelo ı́ndice j, que estão relacionadas ao vetor de onda
através de pj = kj , serão dadas por

pj = nj
π

3√Vn
, (3.11)

onde nj = 1,2,3, ... para cada componente. Dividindo-se o volume de um octante
de uma casca esférica no espaço de momento pelo volume mı́nimo vp = π3/Vn,
obtido substituindo-se nj = 1 para as três componentes do momento em (3.11),
obtém-se a densidade de estados:

ρf = V ′n
(2π)3d

3pf , (3.12)

onde
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V ′n = me

Ei
Vn. (3.13)

O fator me/Ei, que representa a razão entre a massa e a energia do elétron
incidente, é uma correção ao volume de normalização Vn, devido à velocidade
relativ́ıstica do elétron. A corrente incidente é dada por

ji = ve
V ′n

(3.14)

e a velocidade da part́ıcula, em termos do momento e da energia incidente, por

ve = |~pi|
Ei

. (3.15)

3.2.1 Elemento de Matriz da Hamiltoniana de Interação

A hamiltoniana de interação entre o elétron e o alvo é dada por

Ĥ =−eÂ0−γ5Â
0
w, (3.16)

sendo posśıvel dividir o cálculo em duas partes, uma referente à interação eletro-
magnética e outra referente à interação fraca.

Interação Eletromagnética

O elemento de matriz envolvendo a parte eletromagnética é dado por

〈f |− eÂ0|i〉=−e
∫
A0(x)j0(x)d4x, (3.17)

onde

j0 = eψe,fγ0ψe,i. (3.18)
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Na aproximação de ondas planas, a função de onda do elétron é dada por

ψe = 1
V
′1/2
n

u(~p,s)ei~p·~re−iEt, (3.19)

onde u(~p,s) é o spinor livre do elétron com spin s. Portanto, o elemento de matriz
da interação será

〈f |eÂ0|i〉=−
e2

V ′n

∫
ufe
−i ~pf ·~reiEf tγ0uie

i~pi·~re−iEitA0(xµ)d4x. (3.20)

O potencial eletromagnético na equação acima é dado por

A0(xµ) = A0(~r)eiωet, (3.21)

onde ωe é a energia de excitação do alvo. Substituindo-se esta equação no ele-
mento de matriz da interação, e definindo ~q = ~pi− ~pf e ∆E = Ei−Ef − ωe,
obtém-se

〈f |eÂ0|i〉=−
e2

V ′n
ufγ0ui

∫
ei~q·~rA0(~r)e−i∆Etd4x. (3.22)

A partir das Equações (3.5) e do potencial acima, é posśıvel escrever

−ω2
e A0(~r)−∇2A0(~r) =−4πJ0(~r). (3.23)

Devido ao fato de que o espalhamento é elástico, a energia de excitação do alvo
é nula e conseqüentemente

∇2A0(~r) = 4πJ0(~r). (3.24)

Multiplicando-se ambos os membros dessa equação por ei~q·~r e integrando o
primeiro termo por partes, obtém-se
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− q2
∫
ei~q·~rA0(~r)d3r = 4π

∫
ei~q·~rJ0(~r)d3r. (3.25)

A integral no lado direito da igualdade acima é a transformada de Fourier de
J0(~r), que pode ser representada simplesmente por J0(~q). Assim, separando-se
as partes temporal e espacial na Equação (3.22) e substituindo-se o resultado
acima obtém-se

〈f |eÂ0|i〉=
4πe2
V ′n

ufγ0ui
J0(~q)
q2

(2π)δ(∆E), (3.26)

onde foi utilizada a seguinte propriedade da transformada de Fourier para escrever
a integral no tempo:

F(1) =
∫
e−ikxdx

= 2π δ(k).
(3.27)

Interação Fraca

O elemento de matriz da parte contendo a interação fraca pode ser calculado
utilizando-se uma expressão análoga a (3.17):

〈f |γ5Â
0
w|i〉=

∫
A0

w(xµ)jNC
0 d4x, (3.28)

onde [11]

jNC
0 = ψe,fγ0(a+ bγ5)ψe,i. (3.29)

As constantes a e b são caracteŕısticas da interação fraca e seus valores
numéricos dependem da part́ıcula em questão. Para o elétron, esses valores são
-0.08 e -1, respectivamente [11]. Substituindo-se a expressão acima em (3.28),
resulta
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〈f |γ5Â
0
w|i〉=

1
V ′n
ufγ0(a+ bγ5)ui

∫
Aw(~r)ei~q·~rd3x

∫
e−i∆Etdt. (3.30)

Substituindo-se a Equação (3.6) na expressão acima e usando o resultado
para a integral no tempo obtido na seção anterior, obtém-se

〈f |γ5Â
0
w|i〉=−

G√
2V ′n

ufγ0(a+ bγ5)ui(2π)δ(∆E)
∫
JN.C.

0 (~r)ei~q·~rd~r. (3.31)

A integral acima é a transformada de Fourier da corrente fraca do núcleo e pode
ser escrita simplesmente como JN.C.

0 (~q) e assim, o elemento de matriz da interação
fraca será dado por

〈f |γ5Â
0
w|i〉=−

G√
2V ′n

ufγ0(a+ bγ5)ui(2π)δ(∆E)JN.C.
0 (~q). (3.32)

Soma sobre os spins

O módulo quadrado do elemento de matriz da hamiltoniana de interação,
somado sobre os estados de spin do elétron, será, utilizando-se os resultados
obtidos acima, dado por:
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∑
i,f

|〈f |Ĥ|i〉|2 =
∑
i,f

∣∣∣∣∣4πe2V ′n

J0(~q)
q2

ufγ0ui (2π)δ(∆E)

− G√
2V ′n

JN.C.
0 (~q) ufγ0(a+ bγ5)ui (2π)δ(∆E)

∣∣∣∣∣
2

= 16π2e4

V
′2
n

|J2
0 (~q)|2
q2

∑
i,f

|ufγ0ui|2 (2π)2δ2(∆E)

+ G2

2V ′2n
|JN.C.

0 (~q)|2
∑
i,f

|ufγ0(a+ bγ5)ui|2 (2π)2δ2(∆E)

−2 4πe2G√
2V ′2n

1
q2

Re
J∗0JN.C.

0
∑
i,f

[ufγ0ui]∗[ufγ0(a+ bγ5)ui]


× (2π)2δ2(∆E)

(3.33)

A constante G associada à força fraca é muito pequena quando comparada à
constante que caracteriza a força eletromagnética e por isso é posśıvel desprezar
o segundo e terceiro termos acima na obtenção da seção de choque. Por razões
que ficarão evidentes adiante, o termo de interferência será mantido, ou seja, o
terceiro termo da expressão acima, e apenas o termo que depende do quadrado
de G será desprezado.

3.2.2 Seção de Choque para a Interação Eletromagnética

Ao se desprezar também o terceiro termo em (3.33), é posśıvel deduzir-se
a fórmula do espalhamento para a interação eletromagnética. Substituindo-se
(3.33) em (3.10), obtém-se

dσ = ρf
jiT

[
4πe2
V ′nq

2J
∗
0 (~q)J0(~q)(2π)δ(∆E)

]2∑
i,f

|ufγ0ui|2. (3.34)

O cálculo de ∑ |ufγ0ui|2 pode ser feito utilizando-se os métodos de traço
envolvendo matrizes de Dirac [12]. Usando o resultado
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∑
spins

[u(a)Γ1u(b)][u(a)Γ2u(b)]∗ = Tr[Γ1(/pb+mb)Γ2(/pa+ma)], (3.35)

onde Γ≡ γ0Γ†γ0 e /a≡ γµaµ, para calcular L00, que é definido como

L00 ≡
∑
i,f

|ufγ0ui|2, (3.36)

obtém-se

L00 = 1
2EiEf

[~pi ·~pf +p0
i p

0
f +m2]. (3.37)

Se a massa do elétron for desprezada, a expressão para a relação entre o
momento e a energia será simplesmente p=E. Assim, a expressão para L00 pode
ser simplificada, obtendo-se

L00 = (1+cosθ)
2 = cos2(θ/2). (3.38)

Assim, a seção de choque será dada por

dσ = ρf
jiT

[
4πe2
V ′nq

2J
∗
0 (~q)J0(~q)(2π)δ(∆E)

]2
cos2(θ/2). (3.39)

A partir da definição do momento transferido q

~q = ~pi−~pf , (3.40)

obtém-se

q2 = |~pi−~pf |2

= p2
i +p2

f −2pipf cosθ.
(3.41)
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Usando p = E e ainda o fato de que o espalhamento é elástico, isto é, Ei = Ef ,
a relação torna-se, com o aux́ılio da propriedade trigonométrica cos(2α) = 1−
2 sen2(α):

q2 = 4p2sen2(θ/2). (3.42)

Substituindo-se o resultado acima, juntamente com as definições da densidade
de estados finais e da corrente incidente na Equação (3.39), a seção de choque
será

dσ = d3pf
(2π)3T

e4π2

E2
i

cos2(θ/2)
sen4(θ/2) |J0(~q)|2(2π)2δ2(∆E), (3.43)

onde novamente a relação p= E foi usada. Usando a relação [7]

(2π)2δ2(∆E) = (2π)δ(∆E)T , (3.44)

a equação se tornará

dσ = d3pf
(2π)3

e4π2

E2
i

cos2(θ/2)
sen4(θ/2) |J0(~q)|2(2π)δ(∆E). (3.45)

Para eliminar a função δ(∆E) basta integrar no momento final, o que resulta
em um fator de recuo do núcleo [6, 13]. Entretanto, a energia de repouso do alvo
é muito maior que a energia do elétron e esse fator pode então ser desprezado.
(Mesmo para 16O a contibuição deste termo é da ordem de 1/16.) Assim, a seção
de choque será dada por

dσ

dΩ =
(
e2

2Ei

)2 cos2(θ/2)
sen4(θ/2) |J0(~q)|2. (3.46)

Este resultado é a conhecida seção de choque de Mott, que é o resultado usual
para o espalhamento de elétrons por um alvo sem estutura, multiplicado por
|J0(~q)|2, que representa o fator de forma nuclear. De acordo com a Equação
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(3.5), J0(~q) é o termo de fonte do potencial eletromagnético e pode ser escrito em
termos da densidade de prótons do sistema, ou seja,

J0(~q)≡ ρp(~q) =
∫
ei~q·~rρp(~r)d3r. (3.47)

3.3 Assimetria

A assimetria é definida como

A= dσ+−dσ−
dσ+ +dσ−

(3.48)

onde os sinais + e − denotam, respectivamente, helicidades positiva e negativa do
elétron incidente. Supomos aqui que o feixe incidente possui helicidade definida
enquanto que a mesma não é observada no elétron espalhado. A diferença entre
as duas seções de choque, desprezando-se o termo proporcional a G2, será então
dada por

dσ+−dσ− = ρf
jiT

{(16π2e4

2V ′2n

|J0(~q)|2
q4

∑
i,f

|ufγ0(1+γ5)ui|2

+ 4πe2G√
2V ′2n

1
q2

Re
[
J∗0 (~q)JN.C.

0 (~q)
∑
i,f

[ufγ0(1+γ5)ui]∗

[ufγ0(a+ bγ5)(1+γ5)ui]2
])

−
(16π2e4

2V ′2n

|J0(~q)2|
q4

∑
i,f

|ufγ0(1−γ5)ui|2

+ 4πe2G√
2V ′2n

1
q2

Re
[
J∗0 (~q)JN.C.

0 (~q)
∑
i,f

[ufγ0(1−γ5)ui]∗

[ufγ0(a+ bγ5)(1−γ5)ui]2
])}

× (2π)2δ2(∆E)

(3.49)
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Note-se que mantivemos as somas sobre os spins iniciais do elétron, porém
introduzindo o projetor 1

2(1±γ5). Desta forma as somas sobre os estados de spin
podem ser calculadas novamente utilizando-se (3.35). Assim, o resultado para o
termo eletromagnético será

∑
i,f

|ufγ0(1±γ5)ui|2 = 1
2EiEf

[p0
i p

0
f +~pi · ~pf +m2], (3.50)

que é o mesmo resultado para o caso de espalhamento de elétrons não polarizados.
Isso significa que a parte eletromagnética da seção de choque não depende da
polarização inicial do elétron. Para o termo envolvendo a interação fraca, a soma
será

∑
i,f

[ufγ0(1±γ5)ui]∗[ufγ0(a+bγ5)(1±γ5)ui|2 = 1
4EiEf

[(a±b)(p0
fp

0
i +~pf ·~pi)+am]

(3.51)

Desprezando-se a massa do elétron, e fazendo as mesmas aproximações que na
seção anterior (aproximação de ondas planas), o resultado será

∑
i,f

[ufγ0(1±γ5)ui]∗[ufγ0(a+ bγ5)(1±γ5)ui] = 1
2EiEf

pipf [a± b] cos2(θ/2).

(3.52)

Para o cálculo da diferença entre as seções de choque, novamente são utili-
zadas as relações p = E e Ei = Ef . Além disso o fato de que (3.50) independe
da helicidade do elétron incidente elimina os termos dependentes de |J0(~q)|2 na
Equação (3.49). Usando-se a expressão (3.52), obtém-se então:

dσ+−dσ− = ρf
jiT

8πe2bG√
2V ′2n

Re
[
J∗0J

N.C.
0

]
q2

cos2(θ/2)
(2π)2δ2(∆E) (3.53)
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No denominador da assimetria, o termo dominante será o eletromagnético,
sendo então posśıvel desprezar o termo proporcional a G, restando somente o
termo dependente de |J0(~q)|2. Assim, a Equação (3.48) pode ser escrita como:

A=
8πe2bG√

2V ′2n

Re[J∗0JN.C.
0 ]

q2 cos2(θ/2)
16π2e4

V
′2n

|J0(~q)|2
q4

cos2(θ/2)
. (3.54)

O resultado final, portanto, depende das correntes do núcleo e do momento trans-
ferido:

A= Gb
√

2q2
4πe2

JN.C.
0 (~q)
J0(~q)

, (3.55)

onde foi usado o fato de que J0(~q) e JN.C.
0 (~q) são reais. A corrente neutra, supondo

que as part́ıculas elementares do núcleo são o próton e o nêutron, pode então ser
escrita como [11]

JN.C.
0 (~r) = χpρp(~r)+χnρn(~r), (3.56)

onde [11] χp = 0.04 e χn =−0.5. Lembrando ainda da Equação (3.47), a assime-
tria pode ser finalmente reescrita em ondas planas como

A= Gb
√

2q2
4πe2

ρp(q)[χpρp(q)+χnρn(q)]
ρ2
p(q)

= Gb
√

2
4πe2 q2

[
χp+χn

ρn(q)
ρp(q)

]
,

(3.57)

onde ρp,n(q) são as densidades de próton e nêutron respectivamente no espaço
de momentos transferidos. Gostaŕıamos de enfatizar neste ponto que a expressão
acima, embora aproximada, mostra de forma clara como é posśıvel extrair a
distribuição de densidade de nêutrons a partir da assimetria, uma vez que a
densidade de prótons seja bem conhecida.
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3.4 Solução por Expansão em Ondas Parciais

Excetuando-se o caso de aplicações para núcleos leves, a aproximação de
ondas planas, apesar da simplicidade dos resultados, não pode ser usada se
quisermos uma comparação detalhada com o experimento. Nesse caso, é ne-
cessário resolver-se a equação de movimento para o elétron (3.2) explicitamente.
Utilizando-se a expansão em ondas parciais, é posśıvel escrever a função de onda
do elétron como

ψms(~r) = 4π
√
E+me

2VE
∑
κ,m

i`e−iδ
∗
κ〈`m`

1
2ms|jm〉Y ∗`m`

(p̂f )ψκ,m(~r) (3.58)

onde m` =m−ms e

ψκ,m(~r) =
 [fκ(r)/r]Yκ,m(r̂)

[igκ(r)/r]Y−κ,m(r̂)

 (3.59)

Substituindo essa expansão em (3.2), resulta em um sistema de equações
acopladas para fκ e gκ que deve ser resolvido para cada onda parcial caracterizada
pelo número quântico κ:

d

dr
gκ(r) =−[E−Vv(r)]fκ(r)+ κ

r
gκ(r) (3.60a)

d

dr
fκ(r) = [E−Vv(r)]gκ(r)−

κ

r
fκ(r), (3.60b)

onde o potencial Vv(r) contém os potenciais fraco e eletromagnético. Resolve-se
então o sistema acima numericamente e determina-se os phase shifts δκ comparando-
se tais soluções numéricas com a solução exata obtida quando r é bem maior que
o raio nuclear, quando o potencial se comporta como 1/r. Na região assintótica
escrevemos então:

gκ(r) = Aκg
R
κ (r)+Bκg

I
κ(r) (3.61a)
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fκ(r) = Aκf
R
κ (r)+Bκf

I
κ(r). (3.61b)

As constantes Aκ e Bκ podem ser determinadas uma vez que as funções fRκ (r),
gRκ (r), f Iκ(r) e gIκ(r) são as soluções regulares e irregulares para o potencial de
Coulomb. Definindo-se x= |pr|, y = (e2ZE)/p, γ =

√
κ2− e4Z2 e

ηκ(γ) =−π2

(1+Sκ
2

)
− 1

2 arctan
(
y(κ+γme)/E
κγ−y2me/E

)
, (3.62)

onde Sκ = |κ|/κ, as soluções assintóticas podem ser escritas como

fR,Iκ (r)
r

→ 1
x

cos(x+y ln(2x)− (`+1)π/2+ δR,Iκ ) (3.63)

e

gR,Iκ (r)
r

→−

√√√√Ef −M
Ef +M

1
x

sen(x+y ln(2x)− (`+1)π/2+ δR,Iκ ). (3.64)

Os phase shifts coulombianos δRκ e δIκ têm formas anaĺıticas dadas por

δR,Iκ = ηκ(±γ)∓
π

2 −argΓ(±γ+ iy)+(`+1)π2 . (3.65)

As soluções completas gκ(r) e fκ(r) devem ter as mesmas formas assintóticas

fκ(r)
r
→ 1

x
cos(x+y ln(2x)− (`+1)π/2+ δκ) (3.66)

e

gκ(r)
r
→−

√√√√Ef −M
Ef +M

1
x

sen(x+y ln(2x)− (`+1)π/2+ δκ). (3.67)

Substituindo esses resultados em (3.61a) e (3.61b), obtém-se finalmente
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δκ = δRκ +arctan
(

senθκ
Aκ/Bκ+cosθκ

)
, (3.68)

onde θκ = δIκ− δRκ . Os phase shifts dependem do sinal do potencial fraco (que
depende da helicidade do elétron incidente) na equação de Dirac. Assim, para
cada sinal, se obtém um conjunto de phase shifts que levam a uma seção de
choque diferente. A amplitude de espalhamento, dada por

ams = 2πi
p

∑
κm

(e2iδκ−1)〈`m`
1
2ms|jm〉Y ∗`m`

(p̂f )Yκm(r̂), (3.69)

está relacionada com a seção de choque através de

dσ±
dΩ =

∑
f

|a±|2, (3.70)

onde a soma se dá somente sobre os estados finais de spin.
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4 Resultados

4.1 Parametrizações

Os vários parâmetros que aparecem nas soluções das equações de movimento
obtidas no Caṕıtulo 2 devem ser escolhidos de forma que os resultados gerados
a partir delas descrevam razoavelmente propriedades conhecidas dos núcleos e
da matéria nuclear. Além dessas constantes, as massas dos mésons também
constituem parâmetros que podem ser medidos experimentalmente, exceto para a
massa do méson σ, que pode ser escolhida de forma a reproduzir o raio quadrático
médio de carga.

As primeiras parametrizações para o modelo de Walecka, sem termos não
lineares, conseguem reproduzir satisfatoriamente propriedades nucleares como a
densidade da matéria nuclear e o raio nuclear. Os resultados obtidos para as
seções de choque também reproduzem muito bem os resultados para o espalha-
mento elástico de elétrons. Os valores para a energia de ligação por nucleon e
para a incompressibilidade da matéria nuclear, entretanto, não são bem descritos.
Uma das possibilidades para a solução desse problema é através da inclusão da
interação méson-méson proposta por Boguta e Bodmer [14], representada pelos
termos não-lineares. Utilizamos neste trabalho as parametrizações HS, NL3 e
NL-SH, dadas na Tabela 4.1. Para as duas últimas são incluidos na lagreange-
ana, termos não-lineares para o méson escalar σ. Algumas versões mais atuais do
modelo consideram acoplamentos entre outros mésons, porém isto não será feito
aqui.
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Parâmetro Horowitz-Serot (HS) NL3 NL-SH
M (MeV) 939 939 939
mσ (MeV) 520.0 508.194 526.059
mω (MeV) 783.0 782.501 783.0
mρ (MeV) 770.0 763.0 763.0

gσ 10.47 10.217 10.4444
g2 0.0 -10.431 -6.9099
g3 0.0 -28.885 -158337
gω 13.8 12.868 12.945
gρ 4.035 4.474 4.383

Tabela 4.1: Parametrizações.

4.2 Resultados para o Modelo de Walecka

A solução autoconsistente das equações (2.37) e (2.38) tem como principais
resultados as energias e funções de onda de cada estado de part́ıcula, e também
os potenciais médios de todo o sistema. Nesta seção apresentamos os resultados
obtidos para os núcleos de 16O, 48Ca e 208Pb.

4.2.1 Potenciais

O cálculo autoconsistente necessita de um potencial fenomenológico inicial
para que seja posśıvel resolver o problema da interdependência entre as equações
(2.37) e (2.38). Dessa forma, iniciamos com um potencial fenomenológico do tipo
Woods-Saxon dado por

φ(r) = d

1+ e(r−w)/ew
, (4.1)

onde utilizamos os valores w = 6,85 (fm) e ew = 0,6 (fm). Esses parâmetros con-
trolam a largura média do potencial e a largura da borda do potencial, respecti-
vamente. As profundidades para os potenciais nucleares, dadas pelo parâmetro
d, estão na Tabela 4.2. Devido à boa estabilidade do método autoconsistente
adotado, é posśıvel utilizar os mesmos parâmetros para todos os núcleos. Após



4.2 Resultados para o Modelo de Walecka 45

Potencial Profundidade (MeV)
σ(r) -42.12
ω(r) 25.94
b(r) -1.50
A(r) 85.00

Tabela 4.2: Profundidades para os potenciais fenomenológicos dados pela Equação
(4.1).

um número de iterações suficientes para que a energia total do sistema torne-se
estável, são obtidos os potenciais finais. As Figuras 4.1 e 4.2 mostram com-
parações entre os potenciais fenomenológicos iniciais e os potenciais obtidos após
a convergência.
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Figura 4.1: Comparação entre os valores absolutos dos potenciais fenomenológicos
iniciais e o convergido, calculado com os parâmetros NL3 para o núcleo de 208Pb.



4.2 Resultados para o Modelo de Walecka 46

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 40

 45

 0  2  4  6  8  10

P
ot

en
ci

al
 (

M
eV

)

r (fm)

ω(r) NL3
ω(r) Woods−Saxon

σ(r) NL3
σ(r) Woods−Saxon

Figura 4.2: Comparação entre os potenciais fenomenológicos iniciais e o potencial
convergido, calculado com os parâmetros NL3 para o núcleo de 48Ca.

4.2.2 Energias

A soma das energias de part́ıcula obtidas após a convergência do sistema
não resulta na energia total do sistema. A partir dos resultados da seção 2.4.3,
no entanto, é posśıvel obter-se a energia correta levando-se em conta os termos
relativos aos mésons. Dessa forma, é posśıvel calcular a energia de ligação por
nucleon, que pode ser comparada aos dados experimentais. Os valores calculados,
juntamente com os dados experimentais [15], são dados na Tabela 4.3. Na Tabela
4.4 encontram-se as contribuições de cada termo em detalhe para 208Pb, 48Ca e
16O. Na mesma tabela, incluimos ainda a correção de centro de massa, conforme
proposto em [8]. As energias de part́ıcula para os estados ligados do 208Pb são
dadas nas Tabelas 4.5 e 4.6.
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Núcleo HS NL3 NL-SH Experimental
208Pb -6.58 -7.88 -7.91 -7.87
48Ca -6.86 -8.63 -8.67 -8.67
16O -5.63 -8.03 -8.04 -7.98

Tabela 4.3: Energias de ligação por nucleon (MeV).

4.2.3 Funções de Onda, Densidades e Raios

A partir dos autovetores obtidos da solução da equação de Dirac, tem-se as
funções de onda através das equações (2.46), já que as componentes do autovetor
consistem nos coeficientes das expansões das funções fα(r) e gα(r) na base do
oscilador. Algumas dessas funções podem ser vistas nas Figuras 4.3, 4.4 e 4.5.
Através das equações (2.63), é simples calcular as densidades do sistema. A
densidade de prótons deve então ser corrigida para levar em conta o fator de
forma do próton, conforme discutido na Seção 2.4.5. Na Figura 4.6 comparamos
a densidade gerada a partir dos parâmetros NL3 para o núcleo de 208Pb com e
sem a correção para o fator de forma do próton.

Para calcular o raio das distribuições de nêutrons e prótons, utilizamos

〈r2i 〉=
1
Ni

∫
r2ρir

2dr, (4.2)

onde Ni representa a normalização da densidade correspondente, ou seja,

Ni =
∫
ρi(r)r2dr. (4.3)

A densidade ρi se refere à densidade de próton ou nêutron. Para a obtenção do
raio de carga utiliza-se a densidade de prótons corrigida de acordo com a Equação
(C.4). Na Tabela 4.7 mostramos os raios obtidos, onde rc é o raio de carga.
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Núcleo Termo de Energia HS NL3 NL-SH∑
Ep -5055.52 -4854.70 -4936.89

Eσ 34096.18 29470.053 30160.76
Eω -29480.95 -24688.75 -25343.39
EA -836.53 -827.18 -829.16

208Pb Eρ -86.32 -103.87 -102.42
Eσ3 0.00 -2179.13 -1424.40
Eσ4 0.00 1550.49 835.06
ECM -5.19 -5.19 -5.19
ETotal -1368.34 -1638.28 -1645.63

∑
Ep -1225.47 -1227.68 -1243.38

Eσ 7288.51 6458.01 6607.24
Eω -6292.60 -5416.29 -5556.08
EA -80.35 -80.24 -80.45

48Ca Eρ -10.73 -12.80 -12.78
Eσ3 0.00 -466.45 -303.60
Eσ4 0.00 339.47 181.34
ECM -8.46 -8.46 -8.46
ETotal -329.11 -414.44 -416.17

∑
Ep -348.52 -368.31 -377.00

Eσ 2046.61 1855.60 1929.55
Eω -1759.21 -1549.14 -1617.60
EA -16.82 -16.92 -17.11

16O Eρ -0.01 -0.01 -0.01
Eσ3 0.00 -118.78 -79.93
Eσ4 0.00 81.27 45.64
ECM -12.20 -12.20 -12.20
ETotal -90.15 -128.50 -128.67

Tabela 4.4: Contribuição de cada termo para a energia total (MeV).

4.3 Seções de Choque Elásticas

Os resultados para a seção de choque usando ondas distorcidas são de grande
importância para atestar a validade de um modelo nuclear. É através desses re-
sultados que se verifica de uma maneira mais direta a distribuição dos nucleons.
Para o espalhamento de elétrons, é importante utilizar a correção do fator de
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Estado |n,`,j〉 HS NL3 NL-SH
|1,0,1/2〉 -51.963447 -48.518842 -48.745646
|1,1,3/2〉 -45.834318 -42.908654 -43.305763
|1,1,1/2〉 -44.923587 -42.226671 -42.609831
|1,2,5/2〉 -38.078484 -35.881771 -36.396554
|1,2,3/2〉 -35.959000 -34.320734 -34.816787
|2,0,1/2〉 -31.433669 -30.566552 -30.827243
|1,3,7/2〉 -29.243269 -27.879325 -28.449496
|1,3,5/2〉 -25.441574 -25.107119 -25.641215
|2,1,3/2〉 -20.173135 -20.618199 -20.733193
|2,1,1/2〉 -19.738452 -19.566950 -19.792531
|1,4,9/2〉 -18.767270 -19.238995 -19.639911
|1,4,7/2〉 -13.938178 -15.038648 -15.504258
|2,2,5/2〉 -9.876304 -10.842814 -10.678385
|1,5,11/2〉 -9.206735 -10.218096 -10.670775
|2,2,3/2〉 -7.000291 -9.198798 -8.930783
|3,0,1/2〉 -5.786152 -8.033877 -7.573075

Tabela 4.5: Energias dos estados de próton para 208Pb (MeV).

forma do próton para reproduzir os dados experimentais. Utilizando as densida-
des geradas pela solução do modelo de Walecka e calculando as densidades de
corrente através de (3.47) e (3.56), resulta em potenciais que podem ser utiliza-
dos para calcular os phase shifts e então as seções de choque, através de (3.69) e
(3.70). Os resultados obtidos utilizando esse procedimento podem ser vistos nas
Figuras 4.7 e 4.8 para os núcleos de 208Pb e 48Ca, respectivamente. Nas mesmas
figuras, são apresentados os resultados obtidos usando-se uma distribuição feno-
menológica de Fermi a três parâmetros para a distribuição de prótons, dada pela
fórmula Nas Figuras 4.9 e 4.10, são comparados os resultados para o cálculo das
seções de choque utilizando densidades com e sem a correção do fator de forma
do próton.

ρp = 1+ rw(r/rc)2

1+ e(r−rc)/rt
(4.4)

onde os parâmetros rc, rt e rw são dados na Tabela 4.8.
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Figura 4.7: Espalhamento elástico de elétrons com energia incidente de 502 MeV
para o núcleo de 208Pb. (Dados experimentais da referência [20].)
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Figura 4.8: Espalhamento elástico de elétrons com energia incidente de 757 MeV
para o núcleo de 48Ca. (Dados experimentais das referências [20] e [21].)
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Estado |n,`,j〉 HS NL3 NL-SH
|1,0,1/2〉 -64.782704 -59.071180 -59.481902
|1,1,3/2〉 -57.949807 -52.860862 -53.433860
|1,1,1/2〉 -57.173813 -52.267572 -52.829106
|1,2,5/2〉 -49.659997 -45.379214 -46.078052
|1,2,3/2〉 -47.755501 -43.960695 -44.644627
|2,0,1/2〉 -44.043826 -40.852745 -41.402448
|1,3,5/2〉 -40.385117 -37.006511 -37.777013
|1,3,5/2〉 -36.845450 -34.406216 -35.147144
|2,1,3/2〉 -32.275980 -30.504496 -30.923151
|2,1,1/2〉 -30.872475 -29.453088 -29.833036
|1,4,9/2〉 -30.520376 -28.075330 -28.846841
|1,4,7/2〉 -24.985221 -24.048689 -24.742522
|2,2,5/2〉 -20.915179 -20.497127 -20.627530
|1,5,11/2〉 -20.388438 -18.858758 -19.551146
|2,2,3/2〉 -18.667312 -18.833585 -18.867307
|3,0,1/2〉 -17.823066 -18.055204 -17.917142
|1,5,9/2〉 -12.803144 -13.367593 -13.882153
|2,3,7/2〉 -10.363052 -11.014946 -10.796443
|1,6,12/2〉 -10.257992 -9.583472 -10.116771
|2,3,5/2〉 -7.731559 -8.989289 -8.657332
|3,1,3/2〉 -7.278235 -8.281694 -7.829322
|3,1,1/2〉 -6.403910 -7.542981 -7.081599

Tabela 4.6: Energias dos estados de nêutron para 208Pb (MeV).

4.4 Assimetria

Utilizando as seções de choque elásticas obtidas com ondas distorcidas, basta
utilizar a Equação (3.48) para se obter a assimetria. As figuras 4.11, 4.12 e 4.13
mostram o cálculo da assimetria para 208Pb, 48Ca e 16O respectivamente. As cur-
vas indicadas por ρN/ρP =N/Z indicam que estamos utilizando para descrever
a distribuição de nêutrons a mesma forma usada para a distribuição de prótons,
multiplicada por um fator de escala.

Nas figuras 4.14, 4.15 e 4.16 mostramos ainda uma comparação do cálculo
da assimetria para os três núcleos usando PWBA e ondas distorcidas e a pa-
rametrização NL3. No caso do 208Pb nota-se claramente uma diminuição dos
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Núcleo Parametrização rn rp rc rn− rp
HS 5,672 5,397 5,452 0.275

208Pb NL3 5,740 5,459 5,514 0.281
NL-SH 5,710 5,444 5,499 0.266

Experimental [16] - - 5.50 (±0,05) -

HS 3,588 3,376 3,443 0.212
48Ca NL3 3,605 3,379 3,446 0.226

NL-SH 3,583 3,368 3,435 0.215
Experimental [17, 18] - - 3.48 (±0,05) -

HS 2,599 2,632 2,651 -0.033
16O NL3 2,582 2,610 2,629 -0.028

NL-SH 2,551 2,577 2,597 -0.026
Experimental [8] - - 2.74 (±0,05) -

Tabela 4.7: Raios obtidos para 208Pb, 48Ca e 16O (fm).

Núcleo rc rt rw
208Pb 6.400 1.243 0.320
48Ca 3.7369 1.209 -0.030
16O 2.608 1.183 -0.051

Tabela 4.8: Parâmetros para a densidade fenomenológica de Fermi [19].

valores da assimetria além de uma pequena mudança nas posições dos máximos
e mı́nimos. Para o núcleo de 48Ca observa-se o mesmo tipo de comportamento
embora as diferenças sejam menos drásticas, porém devem ser levadas em conta
em qualquer análise quantitativa do problema. Finalmente, para o 16O tanto os
efeitos devido às diferenças entre as distribuições de prótons e nêutron quanto
os efeitos de distorção na função de onda do elétron são muito pequenos, mos-
trando assim que nosso cálculo tende ao comportamento esperado neste caso, ou
seja, a assimetria varia com o quadrado do momento transferido, a menos nas
proximidades dos máximos e mı́nimos de difração.
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Figura 4.9: Comparação entre os resultados obtidos utilizando-se densidades com e
sem a correção para o fator de forma do próton, para o espalhamento de elétrons com

energia incidente de 757 MeV para o núcleo de 48Ca. (Dados experimentais das
referências [20] e [21].)

4.5 Conclusões

A partir dos resultados obtidos dos cálculos do Caṕıtulo 2, é posśıvel afirmar
que o modelo de Walecka produz, com a parametrização HS, resultados razoáveis
para as energias de ligação, sempre abaixo dos valores experimentais para os
núcleos aqui estudados. Através dos resultados para as seções de choque elásticas,
nota-se ainda que as densidades de próton obtidas são bastante próximas das
distribuições nucleares.

Ao incluir-se termos não lineares, observa-se uma melhora significativa nos
resultados para a energia de ligação por nucleon, que passam a reproduzir os
resultados experimentais. Isso indica que as auto-interações entre os mésons σ
não podem ser exclúıdas do modelo. A inclusão dessas interações traz melhorias
bastante modestas nos resultados para o espalhamento elástico (o qual depende
essencialmente da distribuição de carga nuclear), porém as diferenças na assime-
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e sem a correção para o fator de forma do próton, para o espalhamento de elétrons
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Figura 4.12: Assimetria para o núcleo de 48Ca calculada a partir do espalhamento
elástico de elétrons com energia de 757MeV.
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densidades para o núcleo de 48Ca.
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Figura 4.16: Comparação para o quadrado da assimetria utilizando ondas planas
com ρN/ρP =N/Z, ondas distorcidas e ondas planas com dependência da forma das

densidades para o núcleo de 16O.

tria são bem mais significativas a altos momentos transferidos. Dáı se conclui que
a distribuição de nêutrons é mais sensivel às diferentes parametrizações do modelo
do que a distribuição de prótons. A este respeito, vale notar que na referência [22],
o cálculo da assimetria usando acoplamentos dependentes da densidade produz
resultados significativamente diferentes em relação aos aqui apresentados para
valores mais altos do momento transferido (q & 2.0 fm−1). Conclui-se assim da
necessidade de se dar prosseguimento a esta investigação, considerando outros
tipos de parametrização para o modelo.

Existe um experimento em andamento, o qual pretende medir a assimetria
para valores de q ' 0.6 fm−1 e da qual pretende-se extrair o raio da distribuição
de nêutrons no núcleo de 208Pb [23, 24]. Pelos nossos resultados, vê-se que a
assimetria difere muito pouco nesta região para as diferentes parametrizações
usadas, embora o tamanho da chamada “pele” de nêutrons, definida como a
diferença entre o raio de nêutrons e o de prótons seja consideravelmente diferente,
conforme visto na Tabela 4.7. De acôrdo com as referências [23, 24], a expectativa
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é de que o raio de nêutrons possa ser obtido experimentalmente com uma precisão
de um por cento, no caso do 208Pb. Isto permitirá um teste bastante restritivo
para diferentes modelos nucleares e/ou parametrizações.

Além disso, podemos concluir de nossos resultados que a distorção causada
pela força eletromagnética na obtenção da assimetria fica bastante evidente para
núcleos pesados, porém já aparece de forma bastante clara para núcleos médios
e não pode ser de forma alguma desprezada em uma comparação com o experi-
mento, em oposição aos resultados para 16O (núcleo leve), que são muito próximos
aos obtidos em aproximação de ondas planas.
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A Solução detalhada da
equação de Dirac

Substituindo-se

ψα =
 fα(r)Φκ
igα(r)Φ−κ

χti(t) (A.1)

em (2.37), sendo que Φκ é definido segundo [3], resulta

[−i~α ·∇]
 fα(r)Φκ
igα(r)Φ−κ

+[γ0(M +gσσ(r))+(V (r)−E)]
 fα(r)Φκ
igα(r)Φ−κ

= 0

(A.2)

onde

V (r)≡ gωω0(r)+gρτ3b0(r)+ e
(1− τ3)

2 A0(r). (A.3)

Utilizando

γi =
 0 σi

−σi 0

 (A.4)

é posśıvel reescrever o termo cinético como
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~α ·∇

 fαΦκ
igαΦ−κ

= γ0

i~σ ·∇gαΦ−κ
−~σ ·∇fαΦκ

 . (A.5)

Ao se substituir a expressão acima em (A.2) e multiplicar a expressão resultante
por γ0, obtém-se, com o aux́ılio de (D.5) e (D.6):

− 1
r

[
d

dr
− κ
r

]
(rgα(r)Φκ)+ [(M +gσ)−E+V ]fα(r)Φκ = 0 (A.6a)

− 1
r

[
d

dr
+ κ

r

]
(rfα(r)Φ−κ)+ [(M +gσσ)+E−V ]gα(r)Φ−κ = 0, (A.6b)

Efetuando-se as derivadas, obtém-se

−
[
d

dr
− κ−1

r

]
gα(r)+ [(M +gσσ)−E+V ]fα(r) = 0 (A.7a)

[
d

dr
+ κ+1

r

]
fα(r)− [(M +gσσ)+E−V ]gα(r) = 0 (A.7b)

Ao expandir-se as funções fα(r) e gα(r) nas equações acima em termos da
componente radial de uma base de oscilador harmônico tridimensional, isto é,
Rn,`(r), obtém-se:

fα(r) =
nmáx
f∑
nf

fnfRnf ,`(r) (A.8a)

gα(r) =
nmáx
g∑
ng

gngRng,`(r). (A.8b)

As equações de movimento A.7 podem então ser reescritas como
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−
nmax
g∑
ng

gng

[
d

dr
− [κ−1]

r

]
Rng,`(r)+

nmáx
f∑
nf

fnf [(M +gσσ)−E+V ]Rnf ,`(r) = 0

(A.9)

e

nmáx
f∑
nf

fnf

[
d

dr
+ [κ+1]

r

]
Rnf `(r)−

nmáx
g∑
ng

gng [(M+gσσ)+E−V ]Rng,`(r) = 0 (A.10)

Multiplicando a primeira equação por R∗n′f ,`(r) e a segunda por R∗
n′g,`

(r), e
depois integrando de 0 a ∞, obtém-se

−
nmáx
g∑
ng

gng

∫ ∞
0

R∗n′f ,`
(r)

[
d

dr
− [κ−1]

r

]
Rng`(r)r

2dr+

+
nmáx
f∑
nf

fnf

∫ ∞
0

R∗n′f ,`
(r)[(M +gσσ)−E+V ]Rnf ,`(r)r

2dr = 0

(A.11)

e

nmáx
f∑
nf

fnf

∫ ∞
0

R∗
n′g`

(r)
[
d

dr
+ [κ+1]

r

]
Rnf `(r)r

2dr

−
nmáx
g∑
ng

gng

∫ ∞
0

R∗
n′g`

(r)[(M +gσσ)+E−V ]Rng`(r)r
2dr = 0

(A.12)

que podem ser reescritas como:
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nmáx
f∑
nf

fnf [Mδnf ,n′f
+
∫ ∞
0

R∗n′f `
(r)[gσσ+V ]Rnf ,`(r)r

2dr]

−
nmáx
g∑
ng

gng

∫ ∞
0

R∗n′f `
(r)

[
d

dr
− [κ−1]

r

]
Rng,`(r)r

2dr = Efnf δnf ,n′f

(A.13)

e

nmáx
f∑
nf

fnf

∫ ∞
0

R∗
n′g,`

(r)
[
d

dr
+ [κ+1]

r

]
Rnf ,`(r)r

2dr

−
nmáx
g∑
ng

gng [Mδn′g,ng +
∫ ∞
0

R∗
n′g,`

(r)[gσσ−V ]Rng,`(r)r
2dr] = Egngδng,n′g

(A.14)

Analisando as equações acima, nota-se que na primeira para cada valor de n′f
há uma soma resultando em E fn′f

, ou seja,

1 : f1A1,1 + ...+fnmáx
f

A1,nmáx
f

+g1B1,1 + ...+gnmáx
g

B1,nmáx
g

= Ef1

2 : f1A2,1 + ...+fnmáx
f

A2,nmáx
f

+g1B2,1 + ...+gnmáx
g

B2,nmáx
g

= Ef2

3 : f1A3,1 + ...+fnmáx
f

A3,nmáx
f

+g1B3,1 + ...+gnmáx
g

B3,nmáx
g

= Ef3

...

n′máx
f : f1An′máx

f ,1 +f2An′máx
f ,2 + ...+fnmáx

f
An′máx

f ,nmáx
f

+g1Bn′máx
f ,1 +g2Bn′máx

f ,2

+ ...+gnmáx
g

Bn′máx
f ,nmáx

g
= Efn′máx

f
,

(A.15)

onde os elementos de matriz A e B são dados por:

An′, n =Mδn′,n+
∫ ∞
0

R∗n′`(r)[gσσ+V ]Rn`(r)r2dr (A.16)
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e

Bn′, n =−
∫ ∞
0

R∗n′,`(r)
[
d

dr
− [κ−1]

r

]
Rn,`(r)r

2dr. (A.17)

Analogamente, para cada valor de n′g em (A.14) obtém-se:

1 : f1C1,1 + ...+fnmáx
f

C1,nmáx
f

+g1D1,1 + ...+gnmáx
g

D1,nmáx
g

= Eg1

2 : f1C2,1 + ...+fnmáx
f

C2,nmáx
f

+g1D2,1 + ...+gnmáx
g

D2,nmáx
g

= Eg2

3 : f1C3,1 + ...+fnmáx
f

C3,nmáx
f

+g1D3,1 + ...+gnmáx
g

D3,nmáx
g

= Eg3

...

n′máx
g : f1Cn′máx

g ,1 +f2Cn′máx
g ,2 + ...+fnmáx

f
Cn′máx

f ,nmáx
f

+g1Dn′máx
g ,1 +g2Dn′máx

g ,2

+ ...+gnmáx
g

Dn′máx
g ,nmáx

g
= Egn′máx

g
.

(A.18)

onde os elementos de matriz C e D são dados por

Cn′, n =
∫ ∞
0

R∗
n′`

(r)
[
d

dr
+ [κ+1]

r

]
Rn`(r)r2dr (A.19)

e

Dn′, n =−Mδn′,n−
∫ ∞
0

R∗
n′`

(r)[gσσ(r)−V ]Rn`(r)r2dr. (A.20)

Ao concatenar-se os dois conjuntos dados por (A.15) e (A.18), torna-se posśıvel
descrever o sistema da seguinte forma:

H~v = E~v (A.21)

onde
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H =
An′,n Bn′,n

Cn′,n Dn′,n

 (A.22)

e

~v =



f1

f2

f3
...

fnmáx
f

g1

g2

g3
...

gnmáx
g



(A.23)

Os valores para o momento angular total j podem se encaixar em duas si-
tuações: j = `− 1/2 ou j = `+1/2. Utilizando as relações de recorrência (D.1)
e (D.2), bem como as expressões para os valores de κ, é posśıvel simplificar as
expressões para os termos das matrizes B e C. Caso j = `− 1/2, considerando
que κ= `, `= `−1, obtém-se:

Bn′, n =−

√
`+n−1/2

b
δn,n′δ`,`−1−

√
n

b
δn′,n+1δ`,`−1

+(2`+1)
∫ ∞
0

R∗n′`(r)
1
r
Rn`(r)r

2dr

(A.24)

e

Cn′, n =

√
`+n−1/2

b
δn′,nδ`,`−1 +

√
n

b
δn′,n+1δ`,`−1, (A.25)
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onde b é o parâmetro da função radial do oscilador harmônico Rn,`. Caso j =
`+1/2, considerando que κ=−(`+1), `= `+1, obtém-se:

Bn′, n =−

√
`+n−1/2

b
δn′,nδ`,`−1−

√
n

b
δn′,n+1δ`,`−1 (A.26)

e

Cn′, n =

√
`+n−1/2

b
δn′,nδ`,`−1 +

√
n

b
δn′,n+1δ`,`−1

− (2`+1)
∫ ∞
0

R∗
n′`

(r)1
r
Rn`(r)r2dr

(A.27)

O operador hamiltoniano tem como autovalor a energia, que é um valor real.
Assim, a matriz H deve ser hermitiana, o que implica em

B = CT, (A.28)

ou seja, as matrizes são a transposta uma da outra. Portanto, para simplificar
os cálculos ao determinar os elementos da matriz H, é posśıvel usar os elementos
Cn′,n para os estados com j = `−1/2 e os elementos Bn′,n para os estados com
j = `+ 1/2. Os elementos restantes podem ser obtidos utilizando-se a relação
acima.
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B Solução detalhada da
equação de Klein-Gordon

A expansão em base de oscilador também pode ser utilizada para solucio-
nar as Equações de Klein-Gordon (2.38). Devido às considerações de simetria
esférica, no entanto, os potenciais devem depender somente de r e a expansão em
funções radiais do oscilador harmônico considerará somente termos com ` igual
a zero. Considerando-se que φ(r) represente um potencial qualquer e %(r) o seu
correspondente termo de fonte, é posśıvel solucionar de uma forma genérica as
equações para os campos mesônicos σ0(r), ω0(r) e b0(r).

Representando-se o potencial φ(r) por

φ(r) =
imáx∑
i=1

φiRi,0(r), (B.1)

onde φi representa os coeficientes da expansão, e substituindo-o na equação de
Klein-Gordon

[
d2

dr2
+ 2
r

d

dr
−m2

]
φ(r) = %(r), (B.2)

tem-se

imáx∑
i=1

φi

[
d2

dr2
+ 2
r

d

dr
−m2

]
Ri,0(r) = %(r). (B.3)
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Multiplicando-se ambos os lados da equação acima porRi′,0(r)r2 e integrando-
se de zero ao infinito, obtém-se

imáx∑
i=1

φi

∫ ∞
0

Ri′,0(r)
[
d2

dr2
+ 2
r

d

dr
−m2

]
Ri,0(r)r2dr =

∫ ∞
0

%(r)Ri′,0(r)r2dr. (B.4)

É posśıvel, pela propriedade de ortogonalidade das funções radiais do oscila-
dor harmônico, representar a integral no primeiro membro por

Ii,i′ ≡
∫ ∞
0

R∗i′,0(r)
[
d2

dr2
+ 2
r

d

dr

]
Ri,0(r)r2dr−m2δi,i′ (B.5)

ou, para simplificar o desenvolvimento,

Ii,i′ ≡Oi,i′−m2δi,i′ (B.6)

onde

Oi,i′ ≡
∫ ∞
0

R∗i′,0(r)
[(

d

dr
+ 2
r

)
d

dr

]
Ri,0(r)r2dr. (B.7)

É conveniente definir ainda

%i′ =
∫ ∞
0

Ri′,0(r)%(r)r2dr. (B.8)

Utilizando as relações de recorrência (D.3) e (D.4) para derivada, é posśıvel
desenvolver (B.7) dividindo-a em dois casos: i = 1 e i ≥ 2. No primeiro caso,
obtém-se

d

dr
R1,0(r) =−1

b

√
3/2R1,1(r), (B.9)

onde, novamente, b é o parâmetro da função radial do oscilador. Já no segundo,
obtém-se
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d

dr
Ri,0(r) =−1

b
(i+1/2)1/2Ri,1(r)−

1
b
Ri−1,1(r) (B.10)

Dessa forma, o cálculo de (B.7) divide-se em dois casos. No primeiro caso, o
elemento Oi,i′ será

Oi,i′ =
∫ ∞
0

R∗i′,0(r)
[
d

dr
+ 2
r

]
(−b−1

√
3/2R1,1(r))r2dr

=−

√
3/2
b

∫ ∞
0

R∗i′,0(r)
[
d

dr
+ 2
r

]
R1,1(r)r2dr.

(B.11)

Utilizando-se (D.1), obtém-se

Oi,i′ =−

√
3/2
b

∫ ∞
0

R∗i′,0(r)
[1
b
(1+1−1/2)1/2R1,0(r)+ 1

b

√
1R2,0(r)

]
r2dr

=−3/2
b2
δi′,1−

√
3/2
b2

δi′,2

(B.12)

No segundo caso, o elemento Oi,i′ será

Oi,i′ =
∫ ∞
0

R∗i′,0(r)
[
d

dr
+ 2
r

][
−1
b
(i+1/2)1/2Ri,1(r)−

1
b
(i−1)1/2Ri−1,1(r)

]
r2dr

=−1
b
(1+1/2)1/2

∫ ∞
0

R∗i′,0(r)
[
d

dr
+ 2
r

]
Ri,1(r)r2dr

− 1
b
(i−1)1/2

∫ ∞
0

R∗i′,0(r)
[
d

dr
+ 2
r

]
Ri−1,1(r)r2dr.

(B.13)

Também usando (D.1), o resultado será
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Oi,i′ =−
1
b
(1+1/2)1/2

∫ ∞
0

Ri′,0(r)
[
1
b
(1+ i−1/2)1/2Ri,0(r)+

√
i

b
Ri+1,0(r)

]
r2dr

− 1
b
(i−1)1/2

∫ ∞
0

Ri′,0(r)
[
1
b
(1+ i−1−1/2)1/2Ri−1,0(r)

+
√
i−1
b

Ri−1+1,0(r)
]
r2dr

=−

√
i+1/2
b


√
i−1/2
b

δi′, i+
√
i

b
δi′,i+1


−
√
i−1
b


√
i−1/2
b

δi′,i−1 +
√
i−1
b

δi′,i


=−(i+1/2)

b2
δi′,i−

√
i

b2

√
i+1/2δi′,i−

√
i−1
b2

√
i−1/2δi′,i−1−

(i−1)
b2

δi′,i.

(B.14)

Reescrevendo-o de maneira mais conveniente obtém-se:

Oi,i′ =−
1
b2

{
[(i+1/2)+(i−1)]δi′,i+

√
i(i+1/2)δi′,i+1 +

√
i′(i′+1/2)δi′,i−1

}
=− 1

b2

{
(2i−1/2)δi′,i+

√
i(i+1/2)δi′,i+1 +

√
i′(i′+1/2)δi′,i−1

}
.

(B.15)

Substituindo-se nessa fórmula i= 1, resulta em:

Se i′ = 1 ⇒ −

√
3/2
b2

Se i′ = 2 ⇒ −

√
3/2
b2

Se i′ > 2 ⇒ 0

(B.16)

Esses são, entretanto, os resultados previstos pelo caso i = 1. Portanto, a
fórmula do caso i≥ 2 pode ser usada para calcular todos os elementos.
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Os elementos Ii,i′ são então dados por

Ii,i′ =−
1
b2

{
(2i−1/2)δi′, i+

√
i(i+1/2)δi′, i+1 +

√
i′(i′+1/2)δi′, i−1

}
−m2δi, i′.

(B.17)

Para cada valor de i′, haverá um conjunto de equações do tipo

1 : I1,1φ1 + I1,2φ2 + I1,3φ3 + · · ·+ I1,imáxφimáx = %1

2 : I2,1φ1 + I2,2φ2 + I2,3φ3 + · · ·+ I2,imáxφimáx = %2

3 : I3,1φ1 + I3,2φ2 + I3,3φ3 + · · ·+ I3,imáxφimáx = %3
...

i′máx : Ii′máx,1
φ1 + Ii′máx,2φ2 + Ii′máx,3

φ3 + · · ·+ Ii′máx,imáxφimáx =−%i′máx

É posśıvel escrever esse conjunto de equações na forma matricial, assim tem-se

I~φ= ~%, (B.18)

onde os elementos da matriz I são dados por (B.17) e os elementos do vetor ~% são
dados por (B.8). Já os elementos do vetor ~φ constituem a solução da equação de
Klein-Gordon (B.2) e é necessário determiná-los. Para isso, multiplica-se ambos
os membros da equação acima pela inversa de I, resultando em

~φ= I−1~%. (B.19)

Assim, para calcular os coeficientes φi, que constituem o vetor ~φ, basta calcular
a inversa da matriz I. Finalmente, os potenciais podem ser calculados para
qualquer valor de r utilizando a equação (B.1).
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C Correção da Densidade de
Prótons

A partir de (2.64), integra-se no volume segundo

ρc(~r) = 1
2[ξπ]3/2

∫
r′2dr′d(cosθ′)dφ′exp

[
−r

2 + r′2−2~r ·~r′
ξ

]
ρ(r′), (C.1)

onde ξ é definido segundo a Equação (2.65). A dependência vetorial pode ser
eliminada escolhendo os eixos de forma que ~r ·~r′ = rr′ cosθ′ = rr′x:

ρc(~r) = π

[ξπ]3/2
∫ [∫ 1

−1
exp

(
−r

2 + r′2−2rr′x
ξ

)
dx

]
ρ(r′)r′2dr′. (C.2)

Separando-se a integração em x, resulta em

ρc(~r) = π

[ξπ]3/2
∫ [∫ 1

−1
exp

(
2rr′x
ξ

)
dx

]
exp

(
−r

2 + r′2

ξ

)
ρ(r′)r′2dr′

= π

[ξπ]3/2
∫  ξ

2rr′

[
exp

(
2rr′x
ξ

)]1
−1

exp
(
−r

2 + r′2

ξ

)
ρ(r′)r′2dr′

= πξ

2r[ξπ]3/2
∫
r′dr′

[
exp

(
2rr′
ξ

)
− exp

(
−2rr′

ξ

)]
exp

(
−r

2 + r′2

ξ

)
ρ(r′).

Multiplicando-se a última exponencial, obtém-se
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ρc(~r) = πξ

2r[ξπ]3/2
∫
r′dr′

[
exp

(
−r

2 + r′2

ξ
+ 2rr′

ξ

)
− exp

(
−r

2 + r′2

ξ
− 2rr′

ξ

)]
ρ(r′).

(C.3)

Como (r+ r′)2 = r2 + r′2 +2rr′ e (r− r′)2 = r2 + r′2− 2rr′, o resultado final
será:

ρc(~r) = πξ

2r[ξπ]3/2
∫ [

exp
(
−(r− r′)2

ξ

)
− exp

(
−(r+ r′)2

ξ

)]
ρ(r′)r′dr′. (C.4)
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D Relações de Recorrência

Relações de recorrência usadas para derivar os resultados dos Apêndices A e
B.

(
d

dr
+ [`+1]

r

)
Rn,` =

√
`+n−1/2

b
Rn,`−1 +

√
n

b
Rn+1,`−1 (D.1)

(
d

dr
− `
r

)
Rn,` =

(
d

dr
+ [`+1]

r

)
Rn,`−

2`+1
r

Rn,` (D.2)

d

dr
Rn,0(r) =−1

b
(n+1/2)1/2Rn,1(r)−

1
b
(n−1)1/2Rn−1,1(r); n≥ 2 (D.3)

(
d

dr
− `
r

)
R1, `(r) =−1

b
(`+3/2)1/2R1, `+1(r); n= 1 (D.4)

~σ ·∇(f(r)Φκ) =−1
r

[
d

dr
+ κ

r

]
(rf(r))Φ−κ (D.5)

~σ ·∇(g(r)Φ−κ) =−1
r

[
d

dr
− κ
r

]
(rg(r))Φκ (D.6)
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