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RESUMO

Este trabalho visa o desenvolvimento de modelos matematicos e numéricos a fim de simular
o comportamento de materiais compostos e piezelétricos. A teoria de primeira ordem para es-
truturas laminadas € empregada na formulagao de um modelo continuo, sendo este discretizado
utilizando o método dos elementos finitos. A validagdo do modelo numérico é efetuada através
de comparagdes com solucdes analiticas, com modelos computacionais elaborados no software
comercial ANSYS® e com outros trabalhos. A aplicacdo proposta contempla o problema de
uma placa compésita engastada por um de seus lados com laminas de material piezelétrico ade-
ridas as superficies, agindo como sensor e atuador. Uma andlise da dindmica da estrutura sob
acao de forca mecanica externa concentrada € considerada e os resultados sdo utilizados no de-
senvolvimento de uma estratégia de controle que objetiva a redu¢do dos niveis de vibragdo no
sistema.

Palavras chave: Piezeletricidade, material composto, materiais inteligentes, placa laminada,
método dos elementos finitos, controle de vibragao.
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ABSTRACT

This work aims the development of mathematical and numerical models in order to simulate
the behavior of composite and piezoelectric materials. The first order shear theory for laminate
structures is employed to formulate the continuum model, which is discretized using the finite
element method. The validation of numerical model is obtained through comparisons made with
analytical solutions, with results generated from models developed using simulation software
ANSYS® and with results related in other works. The proposed application in this study deals
with the problem of a cantilever composite plate with piezoelectric layers integrated acting as
sensor and actuator. An analysis of its dynamics under concentrated external mechanical force
is done and its results are used in development of a control strategy with the goal of reduction
of vibration levels.

Keywords: Piezoelectricity, composite material, smart material, laminate plate structure,
finite element method, vibration control.
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1 INTRODUCAO

No cendrio tecnolégico atual, o intuito € reduzir a quantidade de componentes nos sistemas,
especialmente em sistemas miniaturizados e sistemas onde o peso total € um fator critico, tais
quais sistemas embarcados. Para tanto, dispositivos inteligentes capazes de realizar mais de
uma funcdo t€m sido desenvolvidos. A utilizacdo destes dispositivos se traduz em reducdo do

peso, de espaco e de custo, dependendo da aplicacao.

Neste contexto, a tendéncia crescente € o estudo de materiais com caracteristicas fisicas
que possibilitem a realizacdo de tarefas multiplas, como as ligas com memdria de forma e
materiais piezelétricos. A inser¢ao destes materiais no projeto de equipamentos permite o de-
senvolvimento de dispositivos mais eficientes, compactos e até mesmo mais silenciosos, com a
vantagem extra da possibilidade de controle integrado ao sistema, dispensando o uso de contro-

ladores externos.

A utilizagdo de materiais piezelétricos tem crescido consideravelmente nas industrias aero-
ndutica e automobilistica, sendo tais materiais requisitados em aplicacdes diversas. Nos avides
e veiculos, materiais inteligentes sdo empregados na supressdo de vibracOes estruturais € em
sistemas de posicionamento e sensoriamento, aumentado o desempenho dos equipamentos e
até mesmo o conforto dos passageiros. No caso dos satélites, onde a redugdo de peso € um fator
de grande importancia, os motores e atuadores piezelétricos t€m sido utilizados em sistemas de
posicionamento fino, substituindo os servomotores na manipulagdo de pequenos mecanismos.
Os materiais piezelétricos estdo também presentes em manipuladores robéticos e na robética
movel, assim como em aplicacdes que utilizem sistemas embarcados como submarinos, heli-

copteros e outros tipos de transporte.

Entretanto, ndo apenas as dreas de Engenharia estdo empregando materiais inteligentes.
Diversas aplicagcdes estdo sendo desenvolvidas para a drea médica, especialmente no campo de
micromecanismos. Dispositivos miniaturizados de alta precisdo tém sido amplamente desenvol-
vidos para a utilizacdo em cirurgias, tais quais micropingas € microtesouras, visando diminuir
o espaco de trabalho para o manuseio de instrumentos cirurgicos. Desta forma, menores cor-
tes sdo feitos, se traduzindo em menor exposicdo de superficies internas do corpo interagindo

com o meio externo, reduzindo o risco de infec¢des e o tempo de recuperagdo do paciente.
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No campo da fertilizagdo in vitro, micromanipuladores t€ém sido empregados para o manuseio
de 6vulos humanos e de animais, no caso da Veterindria. Materiais piezelétricos encontram-se
igualmente presentes em equipamentos médicos tais quais aparelhos de ultrasonografia para fins

diagndsticos e ultra-sons para tratamento de lesdes, utilizados na Fisioterapia para reabilitacdo.

Assim como o emprego destes materiais se expande, o nimero de pesquisas efetuadas sobre
o tema vem aumentando significamente com o intuito de caracterizar o mais fidedignamente
possivel o comportamento dos materiais piezelétricos sob diferentes condi¢des de utilizagdo. O
uso do material na forma de transdutores, sensores, atuadores, motores, filtros, entre outras, foi

investigado em diversos trabalhos nestas tltimas décadas.

1.1 Estado da arte

Apesar da Piezeletricidade ter sido descoberta a mais de 100 anos, as aplicagdes utilizando
materiais piezelétricos sdo relativamente recentes, apresentando maiores expoentes na época da
Segunda Guerra Mundial. O ndmero de pesquisas porém comegou a aumentar somente a partir
da década de 70, onde tais materiais comecaram a ganhar espaco na constru¢do de transdutores.
No 100° aniversdrio da descoberta da Piezeletricidade, Mason [1] lancou um artigo relatanto a
histéria da Piezeletricidade e expondo suas aplicacdes. Gallego-Judrez [2] estreitou o assunto
focando mais especificamente as ceramicas piezelétricas e transdutores ultrasdnicos. Contudo,
a maior parte dos estudos sobre materiais piezelétricos trata de atuadores e sensores, visto a
capacidade destes materiais de trabalharem como ambos os dispositivos quando funcionando

no modo direto (sensor) ou modo indireto (atuador).

Diversas abordagens foram utilizadas a fim de descrever matematicamente e modelar com-
putacionalmente o comportamento dos materiais piezelétricos em diversos tipos de aplicacao.
Adriaens, Koning e Banning [3] desenvolveram um modelo de atuador piezelétrico para me-
canismos de posicionamento. A simulagdo numérica do comportamento dindmico do atuador
foi feita através de um modelo laplaciano com andlise em freqiiéncia. Silva [4] desenvolveu o
modelo de uma micro-pinga piezelétrica capaz de medir indiretamente a for¢a de contato en-
tre o atuador e o objeto manipulado utilizando um modelo laplaciano no dominio do tempo
para a descri¢cdo da dindmica do dispositivo e interagdo atuador-objeto. Entretanto, uma grande
parte dos estudos feitos na drea utilizam o Método dos Elementos Finitos (MEF) para simular
numericamente o comportamento de sensores e atuadores. Benjeddou, Trindade e Ohayon [5]
elaboraram um modelo de viga piezelétrica utilizando o MEF. O modelo considerava uma viga

sanduiche (material piezelétrico + material eldstico) como um atuador capaz de trabalhar em
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extensao e cisalhamento. Peng, Lam e Liu [6] desenvolveram um modelo numérico (MEF)
baseado na teoria de terceira ordem para simular uma viga laminada formada de material com-
posto e material piezelétrico trabalhando como sensores e atuadores distribuidos sobre a viga.
O trabalho contemplou ainda o efeito da localiza¢do dos sensores e atuadores no controle da
dindmica do sistema, simulada através de técnicas computacionais de analise modal. Reddy
[7] demonstrou soluc¢des analiticas utilizando as teorias cldssicas e de terceira ordem para pla-
cas piezelétricas e elaborou um modelo de viga piezelétrica utilizando o MEF. Lam er al. [8]
apresentaram um modelo de placa compdsita com sensores e atuadores piezelétricos acoplados
baseado na teoria cldssica de laminados. A dindmica do sistema foi simulada por uso de anélise
modal e pelo método de Newmark-f e a performance do sistema com controle proporcional de
realimentacao de velocidade foi apresentada. Han e Lee [9] analisaram um modelo numérico
de placas compdsitas com atuadores piezelétricos distribuidos baseado na teoria de desloca-
mentos layerwise. Uma estrutura de controle semelhante a de Lam ez al. [8] foi empregada.
Trabalhos considerando modelos de materiais piezelétricos envolvendo grandes deslocamentos
foram igualmente desenvolvidos e maiores detalhes sobre a formulacdo matemadtica podem ser

encontrados nas referéncias [10, 11, 12, 13, 14, 15].

1.2 Motivacao

O objetivo deste trabalho visa simular matemdtica e numericamente o comportamento di-
namico de materiais compostos e piezelétricos utilizando o Método dos Elementos Finitos. A
teoria de Mindlin para placas laminadas é aplicada para a obten¢do do modelo matematico da
estrutura tipo placa formada por laminas de material composto com sensores e atuadores pie-
zelétricos aderidos as superficies. O algoritmo de Newmark é empregado para a simulagdo da
dindmica de malha aberta do atuador e um exemplo de controle por realimentacdo (feedback)
€ elaborado visando a redugdo de vibracdes do dispositivo. Este trabalho pretendeu contribuir
com as pesquisas sobre materiais piezelétricos no meio académico de forma interdisciplinar,

unindo 4reas de conhecimento tais quais mecanica, computacdo, controle e automacao.

1.3 Estrutura da dissertacao

Neste primeiro capitulo sdo apresentados um breve estudo sobre o fendmeno piezelétrico,

as aplicagdes dos materiais piezelétricos e seu funcionamento.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo dos materiais compostos e piezelétricos, abordando
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topicos tais quais as equagdes constitutivas que regem o comportamento destes materiais, as
transformacoes de coordenadas entre os sistemas de ortotropia e o sistema de referéncia global e

as relacdes constitutivas dos materiais quando submetidos a situacdo de estado plano de tensao.

No Capitulo 3 é desenvolvida a formulagdo da placa laminada baseada na teoria de Mindlin,
utilizando o principio dos trabalhos virtuais. A discretizacao via Método dos Elementos Finitos
¢ igualmente apresentada, sendo o dominio particionado em elementos quadrildteros de nove
nés. Através da equacdo constitutiva do laminado, sdo derivadas as equagdes de funcionamento
dos elementos sensores e atuadores e o método selecionado para a resolucido da dindmica do

problema é exposto.

O Capitulo 4 mostra os testes impostos ao modelo numérico desenvolvido no software
MATLAB® visando sua validagdo. Os testes selecionados apresentam diversos casos de utili-
zacdo, contendo exemplos com diferentes condi¢des de contorno e tipos de carregamento meca-
nico e elétrico, inclusive ambos. Os resultados obtidos sdo comparados com solu¢des analiticas,
com outros trabalhos efetuados utilizando o método dos elementos finitos e com modelos con-

cebidos no software comercial ANSYS®.

No Capitulo 5 € apresentada a aplicacao proposta de placa compdsita com sensores € atua-
dores piezelétricos aderidos as superficies. O modo de funcionamento do dispositivo € exposto
e sua dindmica € investigada. Uma controlador PID € concebido a fim de reduzir as vibracdes
na estrutura causadas por carregamentos externos. A comprovacdo da veracidade dos resulta-
dos obtidos é baseada em comparacdes com os resultados do modelo desenvolvido no software
comercial ANSYS®.

Este trabalho encerra com o Capitulo 6, onde sdo apresentadas as conclusdes e as perspec-

tivas pertinentes aos assuntos estudados.

1.4 Historico da Piezeletricidade

A Piezeletricidade € a capacidade que certos materiais possuem de gerar cargas elétricas
uma vez que um esforco mecanico lhes € aplicado. O efeito inverso € igualmente possivel, ou
seja, a geracao de deslocamentos quando imersos em um campo elétrico. Em 1880, Pierre e Jac-
ques Curie descobriram o efeito piezelétrico [1]. A idéia surgiu durante o estudo de materiais
piroelétricos, onde uma carga elétrica € formada em certos tipos de cristais devido a mudancas
de temperatura. Coulomb havia conjeturado que a eletricidade poderia ser obtida através de
pressao e, assim, os irmaos Curie investigaram esta possibilidade nos cristais piroelétricos e

constataram o fendmeno. Hankel discordou que tal efeito fosse caracteristico de materiais pi-
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roelétricos (onde a temperatura teria um papel crucial) e designou um novo nome ao fendmeno
— Piezeletricidade'. Ainda em 1880, Voigt fez a distingio entre piroeletricidade "real", causada
somente pela variacdo de temperatura e a piroeletricidade "falsa", que € devida a deformacao
que gera uma mudanga de temperatura, esta entdo de origem piezelétrica [16]. Apesar de serem
fendmenos distintos, a Piroeletricidade e a Piezeletricidade estao intimamente relacionadas,
pois ambas dependem da estrutura cristalina do material, podendo um mesmo material apre-
sentar ambos os efeitos. Uma representacdo esquematica dos fendmenos acoplados existentes
envolvendo grandezas mecanicas, elétricas e térmicas € apresentada na Fig. 1.1, onde € possi-
vel a visualizacdo das interagdes entre dominios de ambos os efeitos. A Piezeletricidade esté
situada na parte esquerda do diagrama, sendo possivel visualizar as interagdes entre grandezas,
assim como os coeficientes de acoplamento associados a estes. Na pratica, os acoplamentos
termo-elétricos e termo-mecanicos sdo fracos na maior parte dos materiais piezelétricos [17].

Estes serdo portanto desprezados neste trabalho.

E : Campo Elétrico

Elétri D : Densidade de fluxo Elétrico
etrico

€ : Deformacao

ds . Entropia
o . Tensdo

: Temperatura

Calor de
Deformacao

>

onc®  E,
. -‘67,00‘&\0Y Xpansgo P
PhenO P Tma]

Tensdo térmica

Termoelastico
Mecénico Térmico

Figura 1.1: Fend6menos acoplados em um material piezelétrico

No experimento efetuado pelos irmaos Curie foi constatado que alguns materiais apresenta-
vam uma polaridade elétrica quando submetidos a uma deformagdao mecénica e que esta polari-

zacdo era proporcional a tensdo mecanica aplicada. Este é entdo chamado de efeito piezelétrico

A palavra Piezeletricidade é derivada do grego, onde o prefixo piezo significa pressionar.
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direto.

Em 1881, Lippmann deduziu matematicamente o efeito piezelétrico inverso. Neste caso,
quando estes materiais sao expostos a um campo elétrico, os mesmos apresentam uma deforma-
¢d0. Os irmaos Curie confirmaram experimentalmente o efeito piezelétrico inverso. Na Fig. 1.2
¢é apresentado como o efeito piezelétrico se manifesta, quando os materiais sdo excitados por
carga mecanica ou elétrica. Nas sessdes posteriores uma explicacdo mais detalhada destes feno-

menos sera discutida.

Efeito Piezelétrico Direto

Forca — . — Campo Elétrico
Material

. Piezelétrico .
Tensdo elétrica —> — Deformagao

Efeito Piezelétrico Inverso

Figura 1.2: Efeitos piezelétricos direto e inverso

Os primeiros materiais a serem estudados foram os cristais, tais como quartzos e sal de Ro-
chelle [16]. Porém, devido as pequenas deformagdes e fracos campos elétricos resultantes da
aplicagdo de tensdes elétricas e mecanicas, novos materiais sintéticos comegaram a ser estuda-
dos a fim de intensificar as propriedades piezelétricas. Assim, no fim dos anos 40, as ceramicas
comecaram a ser utilizadas para obtengdo de efeitos piezelétricos. Desde entdo, estes materi-
ais piezoativos artificiais foram constantemente desenvolvidos e possuem um grande campo de
aplicacdo. Mais de 1500 tipos de ceramicas piezelétricas sdo conhecidos hoje, diferindo entre si
pelas propriedades e composicdes quimicas [18]. Elas sdo conglomerados de microcristais com
propriedades piezelétricas e sdo rigidas, quimicamente inertes e completamente insensiveis a
umidade ou outras influéncias atmosféricas [19], com excecdo da temperatura. Estes materiais
apresentam um desempenho muito superior que o do quartzo, sendo sua capacidade de conver-
sdo de energia eletromecanica de cinco a seis vezes maior [18]. Do ponto de vista tecnolégico,
as piezoceramicas possuem alguns requisitos desejdveis tais quais resposta ripida, rigidez e
possibilidade de miniaturizacdo. Em Engenharia, além dos materiais piezelétricos ceramicos,
utiliza-se também polimeros para a geracdo de efeitos piezelétricos. Entre as ceramicas, pode-se

apontar como material mais utilizado o PZT? e entre os polimeros o PVDF>.

ZA sigla PZT é derivada da férmula quimica do material (Pb[Zr,Ti;_,] O3 , sendo x € R™ex< 1), apre-
sentando os elementos titdnio, zirconio e chumbo na composi¢do, de onde vem o nome Titanato Zirconato de
Chumbo.

3Polifluoreto Vinilideno(PVDF), também conhecido como KYNAR® ou HYLAR®.
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Dadas as caracteristicas supracitadas, os materiais piezelétricos t€ém sido usados na fabrica-
cdo de uma grande gama de transdutores, entre outras utilizagcdes possiveis, em dreas diversas

tais quais Medicina, Fisica, Quimica e Engenharia.

1.5 O fenomeno piezelétrico

A Piezeletricidade € um fendmeno dependente da estrutura cristalina dos materiais. Se a
estrutura cristalina de um material possui centro de simetria, entio este material ndo pode apre-
sentar propriedades piezelétricas. Em um material piezelétrico, esfor¢cos de compressao, tracao
ou cisalhamento deslocam o baricentro da estrutura cristalina, criando um momento bipolar ou
uma polaridade. Depois de polarizados, eles exibem simetria tetragonal, caracterizando uma
estrutura anisotropica. Na Fig. 1.3 € apresentada a estrutura de um material piezelétrico ndo

polarizada (a) e polarizada (b).

_|_
0% R 0*
Pb Pb
. o Ti,Zr o Ti,Zr
(a) ndo polarizada (b) polarizada

Figura 1.3: Estrutura cristalina de um material piezelétrico (a) ndo polarizada e (b) polarizada

E importante salientar que o sentido de polarizacio P de um material piezelétrico é cons-
tante (pois € uma propriedade deste), independente do estimulo elétrico ou mecanico ao qual
este seja submetido. Sendo assim, se 0 material for comprimido, a polaridade elétrica induzida
no material apresentard um sentido que se invertera caso o material seja tracionado. Da mesma
forma, € o sentido da polarizacdo caracteristica do material que ird definir o tipo de deforma-
cdo que o material apresentard quando mergulhado em um campo elétrico. Tal exemplo esta

exposto na Fig. 1.4, onde ¢ € a tensao elétrica aplicada.

As propriedades piezelétricas s@o também dependentes da temperatura. Mais especifica-
. . L . . .4 . .
mente, o efeito piezelétrico s6 ocorre abaixo da temperatura de Curie”, quando estes cristais

ndo possuem centro de simetria e a carga do dipdlo € diferente de zero[20]. A temperatura de

4igualmente encontrada na literatura como Ponto de Curie
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NMRaOa rmg

Figura 1.4: Comportamento mecanico de um material piezelétrico submetido a um campo elé-
trico

Curie de um material piezelétrico pode ser calculada pela lei de Curie-Weiss, dada pela (1.1),

e—1= (1.1)

sendo ¢, a permissividade relativa do material, C¢ € a constante de Curie e T¢ a temperatura
de Curie. Para pontos acima desta temperatura, o material perde as propriedades piezelétricas
e mostra um comportamento dielétrico normal [21]. Esta perda de propriedades se da por uma
mudanca de fase que altera a estrutura cristalina [20], ou seja, a estrutura do material piezelé-
trico muda de tetragonal para centro-cuibica, tipica de um material isotrépico, € 0s momentos
bipolares desaparecem. Esta propriedade causa limitacdes de uso de materiais piezelétricos a
altas temperaturas, devido ao risco de dano ao mecanismo. Valores tipicos de temperatura de

Curie de materiais piezelétricos comercializados sdo apresentados na Tab. 1.1.

Referéncia do material | Temperatura de Curie [°C]
Cristal de quartzo (SiO;) 573
Niobato de litio (LINbO3) 1210
PIC 155 (*) 345
PIC 153 (*) 185
PIC 110 (¥) 150
PZT puro 360
Titanato de bario (BaTiO3) 135

Tabela 1.1: Valores tipicos de temperatura de Curie de piezoceramicas (*: comercializada por
PI (Physik Instrumente) GmbH Co)

Um material piezelétrico imerso em um circuito elétrico funciona como um capacitor. Um
capacitor € um componente que armazena energia, ou seja, este acumula um desequilibrio in-
terno de carga elétrica. A estrutura basica de um capacitor consiste de duas placas separadas
por um meio dielétrico, de acordo com a representacdo esquemadtica ilustrada na Fig. 1.5. No
caso de um material piezelétrico, estas placas sdo as superficies que recebem a tensdo elétrica

externa via eletrodo e o dielétrico, o interior do material.



1.5 O fenomeno piezelétrico 9

+t++++++++

S

Figura 1.5: Representacdo esquemadtica de um capacitor

A propriedade que um capacitor possui de armazenar energia elétrica sob a forma de um
campo eletrostatico € chamada de capacitancia (C) e é medida pelo quociente da quantidade
de carga (y) armazenada pela diferenca de potencial ou tensdo elétrica (¢) que existe entre as
placas (Eq. (1.2)).

c=Y (1.2)

¢

Em um capacitor de placas paralelas ideal, constituido de dois eletrodos planos idénticos de
superficie A separados a distancia constante d, a capacitancia pode ser expressa de acordo com
a Eq. (1.3),

A
Co=co (1.3)

sendo que ¢y = 8,854.10"12F.m~! é a permissividade do vicuo. Entretanto, o dielétrico exis-
tente entre as placas ndo pode ser considerado desprezivel, influenciando na relagdo da capaci-

tancia como descrito na Eq. (1.4),

A
C=¢— 1.4
o (1.4)

sendo € a permissividade absoluta do material, dada pela relagdo descrita abaixo,

€ = €p€, (1.5)

Dentro de um capacitor de placas paralelas, o campo elétrico € uniforme, pois as cargas que
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se acumulam nas superficies possuem o mesmo mddulo, porem sinais opostos, de acordo com
a Fig. 1.5. A aplicacdo de uma tensdo elétrica ¢ induz um campo elétrico uniforme E e de uma

carga Y definida pela Eq. (1.6),

+y=+DA (1.6)

sendo que D ¢é o deslocamento elétrico das cargas. Na presenca de um campo eletrostético, o
dielétrico se polariza (polarizacdo induzida), levando ao aparecimento de dois tipos de carga:
cargas livres (1) e cargas na superficie (y;). As cargas de superficie sdo compensadas pela
propria polarizacdo do dielétrico, contribuindo entdo apenas as cargas livres na diferenca de

potencial gerada no meio piezelétrico,

_y_v _w
=T a0 G (.7

Entretanto, as cargas de superficie ndo podem ser desconsideradas como cargas do con-

junto, portanto a expressao da carga total é dada por,

1
ll/:‘l/1+ll/2=z—[+‘l/<1——> (1.8)

€r

Por analogia, o deslocamento de cargas é expresso por,

D:9+D(1—l) (1.9)

Er Er

sendo que o primeiro termo € o deslocamento de cargas livres e o segundo, € a polarizacdo P

induzida no material piezelétrico,

P:D(1—€l> (1.10)

A polarizacao pode ser também definida em fungdo do campo elétrico E, através da relacao,

(1.11)

logo,

D=¢c¢cE=¢E+P (1.12)
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portanto,

P=(e—e)E (1.13)

As relagdes acima definem o comportamento elétrico de um material piezelétrico. Entre-
tanto, como ilustrado na Fig. 1.1, a Piezeletricidade é um fendmeno acoplado, que envolve as
varidveis elétricas campo elétrico e deslocamento de carga e as varidveis mecanicas tensao e
deformacdo. Uma caracteristica importante em materiais piezelétricos é a validade de relagdes

lineares entre o campo elétrico aplicado e a tensdo mecanica ou deformagao mecanica produzida
[22].

Dadas as seguintes grandezas,

(1.14)

sendo o a tensdo e D o deslocamento elétrico, ambos fun¢des de € e E, deformacdo e campo
elétrico, respectivamente. Expandindo em série de Taylor e utilizando apenas os primeiros

termos (desprezando efeitos térmicos, magnéticos e termos ndo lineares) obtém-se,

7= (56)], (55|
9 [le=o \9E /1o (1.15)

p— (22 er (22)
- \9¢ /g IE /) |e=o

Definem-se as constantes eldstica, piezelétricas e dielétrica abaixo, respectivamente

g [do
¢ = (;) ; (1.16)
g (9D
e = (%) ., (1.17)
ef = (a—g) ) (1.18)

(1.19)
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sendo que o sobrescrito E significa sob campo elétrico constante e € sob deformagdo cons-
tante. Como o efeito piezelétrico inverso e é uma consequéncia do efeito piezelétrico direto

eE ., define-se,

(=) =ef =e (1.20)

logo,

oc=cfe—C'E

(1.21)
D =ee+e€pE

Devido a natureza anisotrépica dos cristais, suas propriedades sdo apresentadas na forma
tensorial, introduzida primeiramente por Voigt para descrever o comportamento elétrico e elds-
tico destes materiais [23]. Desta forma, € possivel a visualizac¢do clara da ordem dos tensores

envolvidos nas equacdes constitutivas que regem o comportamento dos materiais piezelétricos.

E
Cii = C:ip € — ekiiEx
tj l]kl tj (1 22)
D; = e & + €5 Ey
Estas equagdes sdo conhecidas como a forma tensdo — fluxo elétrico (¢ — D) das equagdes

piezelétricas, onde:
ciji € o tensor de rigidez,
e;x; € o tensor de coeficientes piezelétricos e
€;x € a matriz de permissividade.

Analisando cada equagao constitutiva, pode-se verificar que a relacdo que apresenta a tensao
mecanica ¢ € entdo composta de uma parcela puramente mecanica, representada pelo tensor de
rigidez c e pela deformagdo mecénica €, e uma parcela acoplada, formada pela interacdo entre
o tensor de coeficientes piezelétricos e e pelo campo elétrico E. A segunda equagdo constitutiva
apresenta uma parcela puramente elétrica, expressa pela relacdo entre a matriz de permissi-
vidade ou dielétrica € e o campo elétrico E, e uma parte acoplada composta pelo tensor de
coeficientes piezelétricos e e pela deformacdo €. Caso as parcelas de acoplamento sejam retira-
das das equagdes acima, obtém-se a lei de Hooke da primeira, e da segunda a relagdo existente

entre campo e deslocamento elétrico no interior de um capacitor, descrita na Eq. (1.11).

A segunda forma das equacdes constitutivas € chamada deformacao - deslocamento elétrico
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(¢ — D), representadas na Eq. (1.23), onde o € a tensdo mecanica, € € a deformacdo, E 0 campo
elétrico e D o deslocamento de cargas. As matrizes de coeficientes relativas a forma (€ — D) s@o

de flexibilidade s; i/, coeficientes piezelétricos de carga d;y; e permissividade €.

E
€ij = ;34 Okt + dkijE

(1.23)
D; = dijy O + €3 Ey

Estas equacdes ndo sdo diretamente deduzidas a partir do principio de conservacdo da ener-
gia, elas sdo obtidas quando algumas hipéteses relativas a configuracdes geométricas sao apli-
cadas [20], assim como as formas tensao-campo elétrico (o — E) e deformagao-campo elétrico

(¢ — E) descritas pelas relagdes abaixo.

Forma (o — E):
c;j=cP &y —hiD
ij = Cijki<kl ijkk (1 24)
E; = —hjx &g + BDx
Forma (¢ — E):
R ) .
Sl_] _Sijlekl+gljka (1 25)

E; = — g0 + B3 Dy

Nas formas (0 — E) e (¢ — E) os coeficientes piezelétricos sdo h e g e a matriz dielétrica é

representada por 3.

ijjoukl | poug

11 1
22 2
33 3
23 ou 32 4
13 ou 31 5
12 ou 21 6

Tabela 1.2: Equivaléncia de indices entre a notagdo tensorial e matricial compacta

Uma nota¢do matricial compacta € introduzida para substituir a notacao tensorial utilizada
para representar os tensores de terceira e quarta ordem. A maneira como os indices foram re-
arranjados € indicada na Tab. 1.2. De acordo com a norma IEEE - Standard of Piezoelectricity
[24], o eixo 3 deve coincidir com a dire¢do de polarizacdo do material piezelétrico para os mo-
dos de funcionamento transversal e paralelo que serao explicados posteriormente. Um esquema

ilustrativo dos graus de liberdade de um material piezelétrico é mostrado na Fig. 1.6, conforme
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a nota¢do matricial estabelecida.

Figura 1.6: Graus de libertade de um material piezelétrico de acordo com a norma da IEEE

Assim,

Cijkl = Cpq
ikl = €ig (1.26)
€ik = €ik

A mudanga de notagdo para os coeficientes da matriz de flexibilidade s; i, se di da mesma
forma que para a matriz de rigidez c; i, assim como as mudangas das matrizes de coeficientes
piezelétricos djy, hiry € giry seguem o modelo de transformacgdo de e;;. Entretanto, a matriz
de coeficientes dielétricos €;; se mantém inalterada, assim como ;. E igualmente possivel
se efetuar a mudancga de uma forma de equacgdo constitutiva para outra através de transforma-
¢oes pelos coeficientes piezelétricos, relacionados entre si pelos coeficientes eletromecanicos,

conforme descrito nas relagdes abaixo.

c E

dkp = €m8li = €kjSji
__ RO _ D

8kp = Bimdii = hkjsji (1.27)

€ E ’

e D
hmi = Bymeti = 8kjcji

Na Fig. 1.7 € ilustrado esquematicamente a relacdo entre os coeficientes eletromecénicos e

as varidveis presentes nas equagdes piezelétricas.

As equacdes abaixo representam a forma matricial das equacdes constitutivas piezelétricas
para piezoceramicas utilizadas na formulacdo matemdtica de sensores(forma o — D) e atuado-
res(forma € — D), representadas no sistema de ortotropia do material de acordo com a norma da
IEEE.
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Tensdo mecanica

Deformacao

Campo elétrico

Deslocamento elétrico

Figura 1.7: Correlacdo entre coeficientes e grandezas mecanicas e elétricas em um material

piezelétrico

Forma ¢ — D:

( 3 B

011 Cﬁ 01152 01153 0 0
022 Cgl ng C§3 0 0
033 | _ Cgl ng C§3 0 0
023 0 0 0 c& o
o13 0 0 0 0 &
| O12 ) | 0 0 0 0 0
D1 0 0 0 0 €15 0
D2 - 0 0 0 €24 0 0
D3 e31 ey ey 0O 0 0
Forma € — D:
( 3\ [
€11 si1 o s12 os13 00
2 s21 s22 s23 0 O
£33 531 s32 s33 0 0
V3 0O 0 suu O
113 0 0 0 §55
L Y12 ) | 0 0 0 0

S O O O O

o
Rty

o o o o O

566

€11
€
€33
Y23
"3
"2

€11 0 0 e3
) 0 0 e
€33 0 0 es3
123 0 eu O
iE e;s 0 0
N2 ) | 0 0 0 |
\

e, 0 0

+1 0 €, 0

0 O e§3
)
oun] [0 0 a3
02 0 0 dxp
033 n 0 0 ds
™3 0 dyu O
713 ds 0 0
) [0 0 0

E;
E;
E3

(1.28)

(1.29)

E;
E;

(1.30)
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o11
D 0 0 0 0 dsoll|™® € 0 o0 |(E
Drp=0 0 0 & 0 0l P4+l 0 & o|{E a3
D3 d31 d32 d33 0 0 0 23 0 0 6§3 E3

713

T12

Neste trabalho o material piezelétrico simulado serd a piezoceramica tipo PZT devido ao
fato desta apresentar um comportamento mais linear, maior deformacgdo piezelétrica e melhor
acoplamento eletromecanico em relagdo aos polimeros piezelétricos [20]. Além disso, o PZT
¢ piezo-isotrépico no plano normal ao eixo de polarizacdo enquanto os polimeros piezelétricos
podem ser altamente anisotropicos [25]. A Tab. 1.3 apresenta caracteristicas tipicas de polime-

ros piezelétricos (PVDF) comparadas a caracteristicas de piezoceramicas (PZT)[26].

Propriedades do material PZT PVDF
Uni-axial - Bi-axial

Constantes Piezelétricas

d33(10712Ch/N oum/V) 300 —25 - 25
d31(10712Ch/N ou m/V) —150 15 - 3
d3(107'2Ch/N oum/V) —150 3 - 3
Permissividade relativa (e/¢p) 1800 12 - 12
Médulo de Young (GPa)
Y 50 3 : 3
Y 50 1 - 3
Y3 50 10 - 10
Tensdo méxima de tra¢do (MPa)
Direcéo 1 80 200 - 200
Direcdo 2 80 40 - 200
Temperatura ma(l)x1ma de operacdo 140 90 i 90
(°C)
Campo elétrico méaximo (V /m) 1.108 500.10° - 500.10°
Densidade (kg/m?) 7600 1800 - 1800

Tabela 1.3: Comparacao de propriedades entre PZT e PVDF

Dentre as diversas classes de simetria existentes para materiais piezelétricos, a escolha neste
trabalho foi utilizar a classe 6mm, que apresenta um tipo de simetria hexagonal, dado o grande
ndmero de informagdes sobre as propriedades fisicas deste PZT existentes em literatura e cata-

logos de fabricantes ([20, 18, 19]). A classe de simetria de um PZT tem uma influéncia direta
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no formato do tensor de constantes piezelétricas e, como pode ser observado na Tab. 1.4.

LEGENDA
elemento nulo
e elemento nao nulo
e—e clementos idénticos
e—o elementos simétricos

© elemento duas vezes menor e de sinal contrario ao seu par.

TRICLINICO
Classe 1
[ ] [ ) [ ) [ ) ° ° (18)
MONOCLINICO
Classe 2 Classe 2
2H'x2 [ ] [ ] [ ) [
(orientagio o o o . 2 || x3 o o
padrio) oo e (8) A VAN €)'
Classe m Classe m
m||x2 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ) [ ) [ ]
(orientagd@o T mlx3| ¢ o o - . o
padréo) AR (10) e (10)
ORTORROMBICO
Classe 222 Classe mm?2
RS e (5)
ROMBOEDRICO OU TRIGONAL
Classe 3 Classe 32
'} - s © . . .
e} g o} © '—K@
— ) SRR )
Classe 3m Classe 3m
mlx; o oo )
(orientagdo o—/@ m_Lx ‘—0\/‘\0
padrio) e - 4) e 4)

Tabela 1.4: Matrizes piezelétricas para as classes de simetria

de cristais piezelétricos [27, Chap.7] (continua ...)
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TETRAGONAL
Classe 4 Classe 4
Classe 422 Classe 4mm
() (1) (’—") (3)
Classe 42m
AR
CUBICO
Classe 432 Classes 43m e 23
() o (\)U
Todos os coeficientes nulos
HEXAGONAL
Classe 6 Classe 6mm
igual a classe 4 igual a classe 4mm
Classe 622 Classe 6
() (1) (""")(2)
igual a classe 422
Classe 6m2 Classe 6m2
m1x o o
(orientag@o (o—./@) mJ_xL( ’—O\@)
padrio) o (1) o (1)

Tabela 1.4: Matrizes piezelétricas para as classes de simetria

de cristais piezelétricos [27, Chap.7]
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Dadas as diferencas na matriz piezelétrica, cada classe de simetria apresentard um com-
portamento tnico. Apesar deste trabalho utilizar um formato de matriz piezelétrica referente a
classe 6mm, uma simples altera¢do do formato da matriz [e] torna o modelo capaz de representar

qualquer outro tipo de classe.

1.6 Aplicacoes dos materiais piezelétricos

A primeira aplicacdo desenvolvida usando materiais piezelétricos foi durante a Primeira
Guerra Mundial. Devido ao alto indice de naufrdgio de navios alemaes, a necessidade de lo-
calizar submarinos inimigos se tornou alarmante. Um sistema de sonar foi desenvolvido por
Paul Langevin utilizando cristais de quartzo piezelétricos para gerar as ondas acusticas [1].
Atualmente, os materiais piezelétricos podem ser usados em estruturas inteligentes como sen-
sores e/ou atuadores em aplicacdes como controle de forma, amortecimento ativo e supressao
de vibracdo em estruturas [28]. De acordo com Mukherjee e Chaudhuri [14], o conceito de
materiais piezelétricos inteligentes e sistemas estruturais com sensores € atuadores integrados
tem conduzido a uma revolugdo no controle de estruturas flexiveis complexas. Entretanto, estas
ndo sdo as Unicas utilizacdes de tais materiais. No inicio dos anos 70, estes materiais foram
integrados na construcdo de fondgrafos, filtros de onda, transdutores de atraso de linha, fontes
de alta voltagem, instrumentos ultrasdnicos, entre outras aplicacdes. Gallego-Juarez [2] fornece
uma lista das utiliza¢des mais comuns de piezoceramicas. Pohanka e Smith [29] apresentaram
uma lista completa de aplicacdes de piezoceramicas de acordo com o critério da Marinha Norte-
Americana. Este critério estabelece seis tipos de ceramicas adequados a seis diferentes campos

de aplicagdo e é exposto na Tab. 1.5.

Esta classificacao de piezocer€micas continua sendo utilizada, porém nao considera aspec-
tos tais quais tipo de excitacdo (elétrica ou mecénica) e tipo de aplicagdo (em frequéncia ou
quasi-estatica). Ruschmeyer [30] propds uma classificagdo mais precisa das aplicacdes e con-

dicdes de trabalho, resumida sucintamente na Fig. 1.8.

Os piezoatuadores e piezosensores, objetos de estudo deste trabalho, sdo mostrados na parte
esquerda da Fig. 1.8, cada qual associados com seus estimulos e respectivas respostas. Para os
atuadores, valores tipicos de excitacdo encontram-se em uma faixa de dezenas de Volts até
alguns kiloVolts. O deslocamento resultante varia de micrometros a milimetros e é dependente
nao s6 da tensdo elétrica aplicada, como também do modo de funcionamento, do tipo de atuador
e das caracteristicas fisicas do material piezelétrico. No caso dos sensores, as for¢cas mecanicas

impostas variam de miliNewtons até algumas centenas de Newtons. A tensdo elétrica gerada
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Tipo de material Campo de Aplicacao

Exemplos

Fontes sonoras e

I .
ultrasdnicas

Projetor sonoro e ultrasdnico, usinagem e
soldagem ultrasdnica, umidificadores

Transdutores de atraso de linha, avaliacao
Fontes sonoras de - .. ~
1I .. ) nao-destrutiva, instrumentacdo e
baixa intensidade ) - P
instrumentagao médica

Geradores de pulsacdo

III Ignitores de vérios tipos
de alta voltagem
Hidrofones, microfones, fondgrafos e
v Sensores A
acelerbmetros
Dispositivos . o
A\ N P Filtros eletromecanicos e transformadores
ndo-transdutores
) . Controladores de movimento, sistemas de
Dispositivos de . . ‘.
VI escaneamento e cantilever de microscopio

posicionamento de forca atomica (AFM)

Tabela 1.5: Critério de classificacdo de materiais piezelétricos definido pela Marinha Norte-
Americana

em resposta encontra-se na faixa de 1 a algumas centenas de Volts. As caracteristicas de saida
do sensor dependem igualmente do valor do estimulo, da geometria do sensor, assim como de

seu modo de funcionamento e de suas propriedades fisicas.

1.7 Modos de funcionamento

As ceramicas piezelétricas possuem trés modos distintos de funcionamento, sendo estes
transversal, paralelo e cisalhante. Dependendo da aplicagdo do material piezelétrico: sensor ou
atuador, o modo de funcionamento € analisado de forma diferenciada, considerando a natureza

do estimulo recebido, conforme mostrado na Fig. 1.9.

1.7.1 Atuador piezelétrico

No caso do elemento atuador, os modos de funcionamento estdo associados ao sentido
da polarizacdo e da tensdo elétrica recebida. Uma representacdo esquemadtica € fornecida na

Fig. 1.10.

A deformacdo resultante em qualquer um dos modos de funcionamento é dependente da
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Dispositivo sem ressonincia Dispositivo com ressonancia
Forca [N]|Poténcia de Entrada [W]
10|10
1k|1
100/10~!
Sensores e.g 10l10-2

ircuitos de atrasg

Tensdo de Saida [V]

10k 1k 100 10 1 Freqiiéncia [H]

detonadores,
sensores de

quebra

Resposta Elétrica

0.1/10~*

| | | | | | | | |
[ [ [ [ | [ [ [ [

1072 1073 107* 107° 107 10k 100k M 10M
Deslocamento [m]

Baixa
tensao

Elementos

ceramicos

Elementoq
fletores

Resposta Mecéanica

Atuadores

Alta
tensao

100

1k
Tensdo de Entrada [V] | Poténcia de Saida[W|

Figura 1.8: Aplicagdes comuns de materiais piezelétricos

tensdo elétrica e dos coeficientes piezelétricos de carga, de acordo com a forma (& — D) das
equagdes constitutivas, descrita na Eq. (1.30). No caso do atuador, onde nenhuma forga externa
¢ aplicada, entdo a deformacgdo € € apenas funcdo do coeficiente piezelétrico d e do campo
elétrico E, que é uma fun¢do do potencial elétrico aplicado ¢, apresentando ambos a mesma
direcdo e sentido. Em todos os casos, o deslocamento piezelétrico € uma funcao linear da tensdo

elétrica e dos coeficientes piezelétricos de carga.

No modo de funcionamento transversal, apresentado na Fig. 1.10(b), o campo elétrico e
a polarizacdo P do material encontram-se na mesma dire¢cdo porém em sentidos contrarios,
gerando uma compressdao do material. O coeficiente piezelétrico dominante deste modo de

funcionamento € o d3;. A relacido encontrada entre o deslocamento u e a tensdo elétrica aplicada
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Sensor
Forca — . — Campo Elétrico
Material
. Piezelétrico .
Tensdo elétrica —> — Deformagao
Atuador

Figura 1.9: Funcionamento de sensores e atuadores piezelétricos.

tuador

(b) Modo 1: Transversal (c) Modo 2: Paralelo (d) Modo 3: Cisalhante

Figura 1.10: Modos de funcionamento de um material piezelétrico sujeito a um campo elétrico

¢ € dada pela Eq. (1.32),

" :d31% (1.32)

sendo que & € a espessura do material, representada na Fig. 1.10(a).

No modo de funcionamento paralelo, mostrado na Fig. 1.10(c), o campo elétrico E e a
polarizacdo do material apresentam mesma dire¢cdo e sentido. Como resultado, o atuador apre-
senta um alongamento que coincide com a direcdo do campo elétrico imposto. O coeficiente
piezelétrico dominante deste modo de funcionamento € o dz3. Quando ndo € aplicada uma
carga mecanica externa, encontra-se uma relacao de deslocamento aproximada expressa pela
Eq. (1.33),
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u :d33§0 (1.33)

Esta configuragdo € utilizada principalmente em aplica¢des de controle preciso de posi¢ao
[25], sendo a base de funcionamento de atuadores multilaminados, apresentados posteriormente

neste capitulo.

No modo de funcionamento cisalhante, ilustrado na Fig. 1.10(d), as dire¢cdes do campo
elétrico e da polarizacdo do material sdo perpendiculares, gerando uma deformacao do tipo
cisalhante no material. O coeficiente piezelétrico dominante deste modo de funcionamento € o

dis. A relacdo entre deslocamento e tensao elétrica € dada pela Eq. (1.34),

uzldw% (1.34)

sendo que / é o comprimento do material, conforme exposto na Fig. 1.10(a).

E com base nos modos de funcionamento que diferentes configura¢des de atuadores sao
projetadas, de modo a amplificar os deslocamentos gerados por tais materiais em funcdo das
direcdes e sentidos do potencial elétrico de acionamento e da polarizagdo caracteristica do ma-

terial piezélétrico.

1.7.2 Sensor piezelétrico

No caso de utilizagdo de materiais piezelétricos como sensores, o estimulo recebido pelo
material € mecanico, e o material, por conseqiiéncia, retorna como resposta ao estimulo o campo
elétrico induzido no seu interior, de acordo com a Fig. 1.9. Se uma tensao mecanica é aplicada
ao longo do eixo de polarizacio, o campo elétrico desenvolvido no material tende a se opor a
forca que age sobre este. Tensdes compressivas geram campos elétricos com 0 mesmo sentido
da polarizacdo do material, induzindo o material a se alongar na dire¢do oposta a dire¢do das
forgas aplicadas. Neste caso, o material se comporta conforme o modo de funcionamento para-
lelo. Dada a auséncia de potencial elétrico aplicado ao sensor, a geragdo de cargas elétricas no
interior do PZT se dé exclusivamente pelas deformagdes mecanicas ao qual este é submetido.
Uma relagcdo aproximada do potencial elétrico desenvolvido no sensor € mostrada na equagao

abaixo,

(1.35)



24 1 Introducao

sendo Z; a impedancia do sensor, estabelecida de acordo com a Eq. (1.4). As tensdes de tra-
¢do geram campos elétricos com sentido oposto a polarizag¢do original, conforme ilustrado na
Fig. 1.10(b)[31], que apresenta o modo de funcionamento transversal. A tensdo elétrica indu-

zida no sensor € aproximada pela relacdo seguinte,

(1.36)

No caso do atuador, a selecio do modo de funcionamento do PZT € um parametro de
projeto, dado o conhecimento prévio dos valores de entrada (alimentacao) do dispositivo. Para
os sensores, a deformacdo mecanica de entrada pode ser estimada, entretanto, esta jamais sera
conhecida até ser medida pelo sensor. Logo, é praticamente impossivel se afirmar que um sensor

trabalhara unicamente em um modo de funcionamento.

1.8 Tipos de atuadores piezelétricos

1.8.1 Atuador laminar

A configuracdo mais simples de atuador piezelétrico é o tipo laminar, onde uma lamina
de material piezelétrico é excitada por uma tensdo elétrica externa, gerando deformacgdes na
estrutura do atuador. As relacdes entre entrada e saida sdo obtidas diretamente das equacdes
constitutivas do material e, dado que este atuador é composto por um unico tipo de material,
¢é relativamente simples a caracterizacdo de seu comportamento. Apesar do grau de simplici-
dade, este tipo de atuador € utilizado em indmeras aplicacdes, especialmente no controle de
deformacgdes e vibragdes de estruturas, acoplados tanto externamente (na superficie) quanto

internamente, no caso de laminados.

Entretanto, o deslocamento gerado por um material piezelétrico sozinho ndo € muito apre-
cidvel (na faixa de centenas de nanometros). A fim de melhorar o desempenho, costuma-se
empilhar 1aminas de PZT buscando amplificar mecanicamente o deslocamento total. Diferentes
tipos de atuadores podem ser concebidos fazendo-se uso deste artificio, porém apenas os mais

conhecidos serdo apresentados neste trabalho.

1.8.2 Atuador multilaminar

Os atuadores multilaminares (stacks) usam o principio de funcionamento paralelo, de ma-

neira que o deslocamento de uma lamina seja somado ao deslocamento da proxima lamina, de
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acordo com o representado na Fig. 1.11. Para um acionador com um nimero n de 1aminas, o
deslocamento final u serd n vezes maior que o produzido por uma tnica camada, de acordo com

a Eq. (1.37),

u= nd33(p (1.37)
T S
P o
—
(,D'_/ Jp H
pi N

E Polarizagdo

Figura 1.11: Esquema de um atuador multilaminar (stack)

A grande vantagem deste atuador é que este consegue gerar um deslocamento aprecidvel
(até 2% do seu comprimento inicial) sendo alimentado por baixas tensdes elétricas (na ordem
de 10V) [32]. O deslocamento resultante desta configuraciao € unicamente axial, influenciado
somente pelo coeficiente piezelétrico ds3. Este atuador € bastante robusto, sendo capaz de mo-
vimentar objetos relativamente pesados, pois a for¢a gerada por esta configuragdo pode alcangar
valores na faixa de 1000N possuindo dimensdes bastante reduzidas (na ordem de alguns mili-

metros).

1.8.3 Atuador flextensional

Atuadores flextensionais sdo estruturas formadas por material piezelétrico (elemento ativo)
colado a uma estrutura metélica flexivel. Seu principio de funcionamento € tal que um deslo-
camento extensional do material piezelétrico gera uma flexdo na estrutura metélica (de onde
deriva o nome flextensional), conforme ilustrado na Fig. 1.12. Desta forma, a estrutura metdlica
amplifica e muda a direcdo do deslocamento causado pelo material piezelétrico. O coeficiente
piezelétrico predominante neste tipo de atuador é o d31, caracterizando um modo de funciona-
mento tipicamente transversal. O elemento piezoativo € um atuador multilaminar incorporado
a estrutura, portanto este atuador apresenta valores de deslocamentos superiores aos encontra-
dos em um atuador tipo stack sozinho. A rigidez/flexibilidade da estrutura metdlica acoplada
ao material piezelétrico é que definem a taxa de amplificacdo de deslocamento resultante do
atuador [32].
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R 2 v
deslocamento x deslocamento
metal metal
% material material
2] piezelétrico piezelétrico

(a) Cymbal (b) Moonie

Figura 1.12: Esquema de um atuador flextensional

Este atuador é concebido para utilizagdes estéticas (alimentados por tensdo elétrica cons-
tante) ou semi-estdticas (tensdo elétrica continua alternada de baixa freqiiéncia, na ordem de,
no maximo, 10 kHz [32]). As utilizagdes mais comuns destes atuadores sdao em sistemas de

nanoposicionamento, motores piezelétricos, hidrofones e sonares [20].

Os atuadores flextensionais mais conhecidos sdo o cymbal e o moonie, sendo a diferenca
basica entre eles o tipo de estrutura metédlica que se encontra fixada ao material piezoativo,
conforme ilustrado nas Figs. 1.12(a) e 1.12(b), respectivamente . Estruturalmente, os moonies
sd0 mais robustos e sdo capazes de gerar forcas de atuacdo maiores que os cymbals, entretanto,

suas dimensdes podem ser um fator limitante de sua utilizacdo em um microssistema.

1.8.4 Bimorfo piezelétrico

Bimorfos piezelétricos ou atuadores bilaminares sdo estruturas formadas por uma ou duas
laminas de material piezelétrico, dependendo do tipo de bimorfo. Sdo também conhecidos pelo
termo cantilever piezelétrico devido a sua configuracdo de viga engastada-livre. Um atuador
bilaminar é um dispositivo com alto grau de flexao pois as laminas sao conectadas ao longo de
uma superficie, de maneira que quando uma camada contrai e a outra expande, o movimento
entre estas € restringido. Quando a estrutura é exposta a um campo elétrico, as deformacdes de
cada lamina geram forcas e momentos resultando na curvatura do conjunto[4]. Estes dispositi-
vos sdo utilizados em aplicagcdes que necessitam grandes deslocamentos, que nao poderiam ser
realizados com atuadores que trabalham exclusivamente nos modos transversal (d31) ou paralelo
(d33), como por exemplo o atuador multilaminar, devido as altas tensdes elétricas de alimenta-
¢a0 necessdrias para a obtencao de tal deslocamento, limitadas devido ao risco de despolarizar

o material piezelétrico.

Os bimorfos podem ser classificados como heterogéneos ou homogéneos, dependendo dos

materiais pelos quais sdo compostos. Os bimorfos heterogéneos sdo formados por PZT ou
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PVDF e outra camada de material diferente. Normalmente este material € um metal, porém um
dielétrico pode também ser utilizado, como vidro [33]. J4 o bimorfo homogéneo possui apenas

laminas de material piezelétrico.

Os atuadores bilaminares podem ainda ser caracterizados pelo sentido de polaridade das
laminas que o constituem. Caso cada lamina apresentar um sentido de polarizacio diferente,
este € dito anti-paralelo ou serial (Fig. 1.13(a)). Os bimorfos que apresentam o mesmo sentido

de polarizacao em ambas as camadas sdo ditos paralelos (Fig. 1.13(b)).

(a) Serial (b) Paralelo

Figura 1.13: Estrutura de um bimorfo piezelétrico

Dependendo do arranjo de polarizagdes das laminas, a forma de acionamento dos dispo-
sitivos € diferenciada. Para o atuador serial, o potencial elétrico é aplicado sempre no mesmo
sentido e no atuador paralelo a aplicacio se da em sentidos opostos. Nos dois casos uma ldmina
trabalha no modo paralelo e a outra no modo transversal, gerando a flexao tipica do atuador.
Entretanto, a deflexdo final alcancada pelo atuador do tipo paralelo € o dobro da gerada pelo
atuador serial devido a configuragdo elétrica. Isto pode ser observado pelas solucdes analiticas

para a deflexdo apresentadas na Tab. 1.6,

Tipo de bimorfo | Deflexdo

31%d
Serial w= 312ng321¢
Paralelo = #

Tabela 1.6: Deflexdes de bimorfos serial e paralelo

Do ponto de vista prético, esta diferenca afeta a forma como o bimorfo € visto pelo resto
do circuito elétrico no qual estd imerso (em termos de impedancia), de onde provém os nomes
serial e paralelo. E importante salientar que a polaridade das ldminas sempre possui a mesma

direcdo, ao longo de sua espessura, dado que esta é uma caracteristica propria do material. Um
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estudo sobre as equagdes constitutivas de atuadores bilaminares foi efetuado por Smits, Dalke

e Cooney [33].

Os bimorfos piezelétricos sdo estruturas frageis devido a sua espessura e tamanho, visto
que estes precisam apresentar uma relagdo tamanho-espessura grande para conseguir um bom
desempenho. Por esta razdo, os atuadores bilaminares normalmente sdo vigas finas e longas,
impondo a relagdo de compromisso entre o grande deslocamento final e a pequena rigidez.
Bimorfos comerciais padrao chegam a alcancgar deslocamentos de algumas centenas de micro-

metros.

Dentre as vantagens tecnoldgicas dos materiais piezelétricos citadas anteriormente, a de
maior destaque € o fato deste elemento ser capaz de trabalhar tanto quanto atuador como sen-
sor. Esta capacidade rendeu aos materiais piezelétricos um papel de destaque no controle de
estruturas inteligentes na inddstria moderna, além de outras caracteristicas interessantes tais
quais tamanho reduzido, resposta rapida e possibilidade de realizar deslocamentos significantes

em relacdo ao seu tamanho.
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2 MATERIAIS COMPOSTOS E PIEZELETRICOS
LAMINADOS

2.1 Materiais compésitos laminados

O objetivo desta se¢do € o estudo de estruturas laminadas. Tais estruturas consistem na
sobreposicao de vdrias laminas formadas por fibras unidirecionais envolvidas por uma matriz
(resina). Adicionalmente as laminas de materiais compdsitos, sdo consideradas laminas de ma-
teriais piezelétricos cujos objetivos sdo atuarem como sensores e atuadores. Como os materiais
piezelétricos analisados sdo ortotrépicos, € necessdria a especificagdo dos eixos de ortotropia.
Neste caso, define-se {€,¢é,,€3} como sendo os eixos de ortotropia e {€1,¢€, } os eixos do plano

da lamina.

O mesmo ocorre com relacdo as laminas de materiais compdsitos, em que as fibras sdo ori-
entadas de forma a oferecer resisténcia mecanica em dire¢des preferenciais. A possibilidade do
componente possuir resisténcia mecanica distinta, em diferentes dire¢des, € uma das principais
vantagens que os materiais compostos laminados possuem quando comparados aos materiais
isotropicos. Assim, pode-se projetar um componente com resisténcia elevada somente nas di-
recOes das solicitagdes. Neste caso, torna-se igualmente necessdria a introducao dos eixos de
ortotropia do compdsito, dados por {€},€>,€3} como sendo os eixos de ortotropia e o plano da
lamina sendo definido pelos eixos {€},é>}. Considerando que o material composto é formado
por elementos distintos, as propriedades equivalentes de cada ldmina sdo determinadas a partir
das propriedades eldsticas de seus constituintes. Esse modelo considera o material composto
laminar como sendo um material homogéneo, porém anisotropico. Por causa das diferentes
propriedades materiais das laminas, o laminado resultante € modelado através da teoria da 1a-
mina equivalente, que considera uma adesao perfeita na interface das laminas, isto €, considera

os deslocamentos e as deformagdes continuos através da espessura do laminado.

2.1.1 Regra da mistura

A fim de determinar as propriedades eldsticas do material composto, a regra da mistura foi

considerada. Esta permite tratar o material como homogéneo, uma vez conhecida as propor¢oes
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de fibras e matriz que o compdem. Com a regra da mistura, € possivel expressar estas proporgoes

em funcdo das fracdes de volume ou massa de cada constituinte [34].

Sejam V, m e p o volume, massa e a densidade, atribuidos a cada componente do material
através dos subscritos ¢, f e m, que designam o material composto, as fibras e a matriz na qual as
fibras estdo submersas, respectivamente. Pode-se exprimir a massa total de material composto

através da soma da massa de cada componente,

me = my +my, 2.1

assim como o seu volume,

As Egs. 2.1 e 2.2 podem ser re-arranjadas de forma a apresentar a massa e volume total do

material composto em fun¢ao das fracdes de fibra e matriz que o compdem,

_mp

1= (2.3)
me me
Vi Vn
l=—=—+— 2.4
Ve - Ve 24)
Assim, pode-se definir a fracdo de massa de cada parte como,
m
=1 2.5)
My,
Um = o (2.6)
e as fracdes de volume como,
Vr
Vr=— 2.7
f =y (2.7)
V,
Oy = 7’” (2.8)

Sendo conhecidos a massa e o volume, pode-se determinar a densidade do composto, con-
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forme descrito na equagdo abaixo,

me  Myg~+ny
Pe=, Vo (2.9)

que pode ainda, ser representada em termos das densidades das partes,

V mVim
pe = % (2.10)

Substituindo as relacdes 2.7 e 2.8 na equagdo acima, resulta-se em,

pc:pfﬁf‘i‘pmﬁm (2.11)

A relagdo entre a fracdo de volume e de massa para cada constituinte € descrita nas equagdes

abaixo,

Vi prmy Py
O =L =1L ) 2.12
T=Ve T peme  pett (12

Oy = v _ Pt _ Pon 2.13)

Vc B Pcic B Pc

Uma vez conhecidas as propriedades mecanicas de cada componente, pode-se determinar
as propriedades da 1amina em funcdo das fracdes de volume e das relagdes de resisténcia dos

materiais [34].

No caso de materiais compésitos, formados por 1daminas unidirecionais tais quais a ilustrada
na Fig. 2.1, define-se um sistema de coordenadas ortogonal que coincide com o sistema de eixos
de ortotropia da 1amina, onde a direcdo 1 € longitudinal as fibras, a dire¢do 2 € transversal as
fibras, porém no plano da lamina, e a dire¢c@o 3 € transversal em relagdo as fibras e ortogonal ao

plano da lamina.

Com base neste sistema de eixos, definem-se as propriedades mecanicas eldsticas da la-
mina. Considerando o estado plano de tensdo e a propriedade de isotropia transversa, isto €, as
propriedades mecanicas na dire¢do 3 sdo iguais as da direg¢@o 2, as constantes necessarias para

descrever o comportamento do material sdo:

e Y| —mddulo de elasticidade na direcao 1;

e Y, = Y3 —mddulo de elasticidade na direcdo 2 ou 3;
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Figura 2.1: Sistema de eixos de ortotropia de uma lamina de material composto [35]

e G| = G13 = G —mddulo de cisalhamento no plano 1-2 ou 1-3;
e G, = Gr3 —mobdulo de cisalhamento no plano 2-3;

e Vi, = Vi3 — coeficiente de Poisson referente a deformacao na dire¢do 2 ou 3 causada por

uma solicitacdo na direcdo 1;

e Vy; = V31 — coeficiente de Poisson referente a deformacdo na direcdo 1 causada por uma

solicitag@o na direcdo 2 ou 3;

e V) = V»3 = V3p — coeficiente de Poisson referente a deformacdo na direcao 2 causada
por uma solicitacdo na direcdo 3, ou uma deformacdo na direcdo 3 causada por uma

solicitacdo na dire¢do 2.

Tais propriedades sdo medidas através da aplicacdo de testes de carregamento na lamina,
que, pela relacdo entre a tens@o e deformacdo mecanica decorrente, determinam as propriedades

do material.

Seja €17 uma deformagdo na direcdo 1 causada por uma tensdo 071 nesta mesma direcao.
A deformacdo do material composto € transmitida de forma igual para a matriz e para as fibras.
Logo,

El1=E =& =&y (2.14)

A tensdo aplicada ao material composto € distribuida ao longo da ldamina de modo propor-

cional, portanto,

O] = O'fﬁf—f—Gmﬁm (2.15)

Aplicando a relacdo entre tensdo e deformacdo definida pela lei de Hook,
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o=Ye (2.16)

O modulo de elasticidade na direcdo 1 é determinado como sendo,

As fibras utilizadas no material composto possuem um moédulo de elasticidade muito maior
(até 100 vezes) que o modulo de elasticidade da matriz ao longo de seu comprimento e, de
uma maneira geral, um composto apresenta uma fracdo volumétrica de fibras da ordem de 60%.
Logo, o médulo de elasticidade na direcdo 1 € definido predominantemente pelo médulo de

elasticidade das fibras.

Os moédulos de elasticidade nas direcdes 2 e 3 sdo determinados através da aplicacdao de um
carregamento transversal as fibras, sendo que a tensdo imposta ao material composto € a mesma

para as fibras e para a matriz. Logo,

_0»n _ 03 _Of

ep— 222 _ 933 _ 2.18
/ Yy Yy Yy 19

g, =22 083 _ On (2.19)

e assumindo que o deslocamento transversal total do material w, € a soma dos deslocamentos
das fibras e da matriz,
W2 = W33 =We =Wr+Wp (2.20)

Estendendo este conceito as deformacdes, pode-se escrever que,

&) =83 =& = &V + &, 0y .21

Substituindo as Egs. 2.16, 2.20 e 2.21 nas Eqgs. 2.18 e 2.19, obtém-se os mddulos de elasti-

cidade nas direcdes 2 e 3, conforme abaixo,

Y Yo

Y =Va—— ™
2T T Y O+ Yy

(2.22)
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Apesar das fibras possuirem um moédulo de elasticidade elevado na dire¢do longitudinal,
esta caracteristica ndo € vdlida para as direcdes transversais. Considerando ainda a propor¢ao
aproximada de fibras e matriz em uma lamina de material composto, pode-se afirmar que o
modulo de elasticidade do material composto em direcdes transversais as fibras depende pri-

mordialmente da matriz.

Para a determinacdo do mdédulo de cisalhamento, assume-se que tanto a matriz quanto as
fibras estejam submetidas 2 mesma tensao cisalhante. Desta forma, pode-se dizer que o desloca-
mento total do material composto u,. € dado pela soma dos deslocamentos de cada constituinte,

conforme exemplificado na Fig. 2.2.

> Ue

' ) O matriz

ZZ 7 Efibra
—

Figura 2.2: Lamina de material composto sujeita a a¢do de esforco cisalhante

Logo,

Ue = Uf + Up, (2.23)

Re-formulando a equacdo acima em fungio das deformacdes,

Y12 =113 = YO + YnOm (2.24)

Aplicando a relacdo entre tensdo e deformacao cisalhantes,

o =Gy (2.25)

e substituindo as Egs. 2.23 e 2.24, obtém-se,

GG

Gi=Gp= ——1"" _
2T T G+ Gty

(2.26)

Sendo G > G, pode-se considerar que os modulos de cisalhamento do material composto
s@o definidos pela matriz. O mddulo de cisalhamento G,z € obtido da mesma forma descrita

acima, mesmo este ndo apresentando igualdade com Gi; e Gy3.
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O coeficiente de Poisson é definido pelas relacdes entre deformacdes observadas nos eixos

i e j, gerada por um carregamento aplicado na dire¢do i, conforme descrito na equacao abaixo,
8 ..

Vij = — (2.27)
&ii

A contracdo transversal (direcdo j) criada em conseqiiéncia de uma tracdo na direcdo i €

dada por,

0jj = 5f + Om (2.28)

ou ainda, em funcao da deformacao,

Sjj:&‘jjfﬁf-i-&‘jjmﬁm (2.29)

Substituindo as Eqs. 2.14 e 2.29, a Eq. (2.27), obtém-se,

Vij = VO + Vi Uy (2.30)

sendo que Vy € V,, sdo os coeficientes de Poisson das fibras e da matriz, respectivamente. Os co-
eficientes de Poisson apresentam uma dependéncia com os médulos de elasticidade do material,

e a relacdo entre eles € expressa na equacao abaixo,

2= (2.31)
Vi Y;

Uma vez determinadas as constantes mecanicas do material composto em funcio dos seus
constituintes, pode-se definir a relacdo entre deformacao e tensdo dada pela matriz de flexibili-

dade da lamina, de acordo com a Eq. (2.32).

€11 T Y; 0 0 0 o11
& —VY—IIZ Yiz —‘%2 0 0 0 (o1}
€33 _ —VY—113 —VY—223 %3 0 0 0 033 (2‘32)
Y23 0 0 0 GLB 0 O 023
73 0 GLB 0 o13
[ N2 i 0 0 G%2 ] L o)

Com as informagdes acima, conclui-se que uma lamina tem seu comportamento mecanico
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descrito pelas 6 constantes materiais {Y1,Y2,Y3,G12,G23,G13} > 0 definidas anteriormente. A

relacdo 2.32 pode ser escrita na forma matricial compacta, como mostra a Eq. (2.33),

gk = [s)- 6t (2.33)

em que o indice L indica que sdo valores no sistema de eixos de ortotropia. Invertendo a matriz

de flexibilidade [S], obtém-se a matriz de rigidez [Q.].

ot = (is1) (2:34)

Com a matriz de rigidez, pode-se escrever a relacdo constitutiva que expressa a relagao

entre a tensdo e a deformagao de uma lamina de material composto, como mostra a Eq. (2.35),

Gt = [0 & (2.35)

Como um laminado é composto de diversas 1aminas com orientagdes diferentes, € neces-
sario adotar um sistema de coordenadas de referéncia para todas as ldminas, de modo que se
possam sobrepor as propriedades particulares de cada lamina e obter a propriedade do lami-
nado. A Fig. 2.3 mostra os dois sistemas de coordenadas: o sistema de ortotropia da lamina,
representado pela base {¢1,¢,,é3} e o sistema de referéncia do laminado, representado pela

base {2,¢,,é;}.

Figura 2.3: Sistema de eixos de ortotropia e de referéncia [35]

Para determinar o comportamento (tensdo, deformac¢do e matriz de rigidez) da 1amina no
sistema de referéncia, € necessario rotacionar os valores obtidos no sistema de ortotropia para o
sistema de referéncia. As Egs. 2.36 e 2.37 indicam as operacdes de rotacdo, de acordo com as

equagoes descritas no apéndice A.
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6 = [Is]6" (2.36)
g = [T]&"
ou, de forma equivalente,
Gt = [1,]'G (2.37)
g = [T "¢
Assim, as matrizes [T5] e [T¢] sdo definidas como,
[ cos? (9) sin® (9) 0 0 —sin(29) |
sin® () cos? (¢) 0 0 sin (29)
0 0 1 0 0
[T5] = (2.38)
0 0 0 cos(¢) sin(¢) 0
0 0 0 —sin(¢) cos(9) 0
| sin(¢)cos(¢) —sin(¢p)cos(d) O 0 0 cos(2¢) |
e
[ cos? (¢) sin®(¢) 0 0 0 —sin(¢)cos(¢) ]
sin? (¢)  cos2(¢) O 0 0 sin(¢)cos(¢)
0 0 1 0 0 0
7] = (2:39)
0 0 0 cos(¢) sin(¢) 0
0 0 0 —sin(¢) cos(¢) 0
| sin(2¢) —sin(2¢) 0 0 0 cos (20) |

2.1.2 Estado plano de tensoes

Como a maioria dos laminados sao tipicamente finos e sdo sujeitos a tensdes planas, considera-

se que 033 = 013 = 03 = 0. Isto implica em,
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o11 Oci1 Qc12 O 11
00n ¢=| Q2 O O [5%) (2.40)
o2 0 0 O3 Y12

Adicionando agora a contribui¢do das tensdes e deformacdes cisalhantes transversais, as

quais sdo consideradas no modelo de placa fina e semi-espessa de Mindlin utilizado neste tra-

balho,
{ 023 }: [ Ocas 0 ] { 13 } 2.41)
O13 0 Qcss Y13

e combinando as equacdes acima, obtém-se a equacdo constitutiva no sistema de eixos de orto-

tropia para o material composto,

o1 [ Oct1 Qenn 0 €11
02 Ociz Q2 0 0 &0
O (= 0 0 Qi3 O 0 "2 (2.42)
023 0 0 0 Qca O Y23
(o3 ) | O 0 0 0 Ocss | | 13 )

Uma vez estabelecidas as equacdes acima, a mudanga para o sistema de referéncia global
do laminado deve ser efetuada. Entretanto, com a suposi¢do do estado plano de tensdes, o vetor
de tensdes foi alterado. Portanto, a matriz de rotagdo deve ser adaptada, ou seja, as linhas e
colunas da matriz relacionadas com as tensdes consideradas nulas devem ser retiradas para que

esta mantenha a mesma dimensao dos vetores de tensdo. Logo,

cos? (¢) sin” (¢) —sin(29) 0 0
sin” (¢) cos? () sin (2¢)) 0 0
[Ts5)g = | sin(¢)cos(¢) —sin(¢)cos(¢) cos(2¢) 0 0 (2.43)
0 0 cos(¢) sin(9)
i 0 0 0 —sin(¢) cos(¢) |

e no caso das deformagdes,
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[ cos?(¢) sin?(¢) —sin(¢)cos(9) 0 |
sin? (¢) cos?(¢)  sin(¢)cos(9) 0 0
[Telg = | sin(2¢) —sin(29) cos (29) 0 0 (2.44)
0 0 0 cos(@) sin(9)
0 0 0 —sin(¢) cos(¢) |

Portanto, aplicando as relagdes de rotacdo estabelecidas nas Eqgs. 2.36 e 2.37, reformuladas

abaixo,

(2.45)
gl =[T.],' 8

e as inserindo na equacgdo constitutiva do material composto, definida na Eq. (2.35), obtém-se,

G = [0 (2.46)

sendo |Q.| a matriz de rigidez da 1amina de material composto no sistema de referéncia global

do laminado, descrita por,

[0c] = [T )g Q] [Telg! (2.47)

onde as seguintes relagdes entre componentes podem ser observadas,

Oct1 = Qc11¢08* 9 +2(Qc12+2033) sin’ ¢ cos? ¢ + Qcpy sin’ ¢

Ocin= Qcpa (sin* ¢ +cos* @) + (Oc 1y + Qear — 4Qc33) sin” ¢ cos? ¢

Oc13 = (Qet1 — Qe1—20c33) cos? g sin + (Qc1n — Qean +20,33) cos Psin’ ¢

0= Qc22¢08* 9 +2(Qc12+2033) sin” ¢ cos? ¢ + Qe sin* ¢

Oc3 = (Qc12— Qern+20c33)c0s” ¢ sing + (Qeyy — Qe1p —2Qc33) cosPsin® ¢ (2.48)
Oc33 = Qc33 (cos* @ +sin® @) + (01 —20c 12 + Qear — 2Qc33) sin® ¢ cos? ¢

Ocas = Qc4sc08” (9) + Qcsssin” (¢)

Ocas = (Qess — Qcaa)sin(¢)cos (¢)

Ocss = Qcassin® (9) + Qcsscos? (¢)

e as seguintes igualdades entre coeficientes podem ser verificadas,
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Oc12 =021
Qe13 = Qo3 (2.49)
Q023 = QCSZ
Ocss = Ocys

€ Oc14> Oct5> Oc24ar Ocas> Oczar Oc3s> Ocar> Ocars Ocaszr Ocsi> Ocsp € Qess S0 termos nulos.

Portanto, a equagdo pode ser re-escrita como,

(o ) [ Qi1 Ocia Qcis O 0 | [ € )
Oyy Oci2 Q2 Q3 0 0 &y
Oy (= | Ociz O3 Qe33O 0 Yy (2.50)
Oy; 0 0 0 Qcss QOess Yz

(o ) | O 0 0 Qcas Qess | | Y )

Uma vez encontrada a equagdo constitutiva que rege o comportamento das l1aminas de ma-

terial composto, deve-se deduzir tais equacdes para o material piezelétrico.

2.2 Piezeletricidade linear

Uma caracteristica importante dos materiais piezelétricos em comparacdo com outros ma-
teriais inteligentes € o seu comportamento linear dentro de um limite de excitacdo, sendo este
varidvel para cada tipo de material piezelétrico. A teoria linear da eletroelasticidade estuda a
dependéncia mitua de campos eletromecanicos acoplados no interior de um meio piezelétrico
capaz de deformagdes reversiveis [18]. Os campos eletromecanicos acoplados que podem exis-
tir em um material piezelétrico sdo de natureza mecanica e elétrica externas e internas. As
propriedades de elasticidade, piezelasticidade e dieletricidade estdo associadas com o tipo de

material.

As equacdes constitutivas dos materiais piezelétricos, relativas aos eixos de ortrotopia,

{€¢1,€2,€é3}, em notagdo indicial, sdo dadas pelo conjunto de equagdes abaixo,

T
L _ (E.  \EoL L L
Gij = (C ijkl) gkl — (eijk> Ek (251)
L [ L L L
Di = el'jk 8jk+€D,]Ej

Considerando a simetria dos tensores mecanicos, elétricos e eletro-mecanicos, uma notacao
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compacta pode substituir a notacao tensorial. Face a estas definicdes, a equacao constitutiva da

lamina piezelétrica pode ser expressa como,

ol = [CE]L§L — ([e]L>TEL

o . (2.52)
DY = [e]" 8L 4 [ep)“E"

Devido a ortotropia do material piezoelétrico, as matrizes [CE} , [e]L e [ED]L apresentam a

forma abaixo,

cﬂ C‘F2 c; 0 0 O
ch 5 ¢z 0 0 0
[CE}L _ ¢y ¢ ¢ 0 0 0 (2.53)
0 k& 0 0
0 0 c& 0
| 0 0 0 c& |
em que
E_Lli ek
66 = 5 (11— ¢n2) (2.54)
€
0 0 0 0 e5 0
=1 0 0 0 e4 0 O (2.55)
e3; e ez 0 0 O
€
€, 0 0
p)f=1] 0 ¢, 0 (2.56)

L
0 0  ¢p,

A maior parte das classes de materiais piezelétricos apresentam uma relagdo de igualdade
entre os coeficientes piezelétricos e3; = e3; € exq4 = €15, devido a simetria da estrutura cristalina.

Entretanto, estas simplificacdes ndo serdo consideradas na andlise.
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2.2.1 Determinacao da equacio constitutiva no sistema global

A fim de adicionar o elemento piezelétrico ao conjunto de laminas de material composto,
a mudanga de equacdes do eixo de ortotropia para o sistema de referéncia do laminado é
igualmente necessdria. Dadas as equagdes constitutivas do material piezelétrico definidas na
Eq. (2.52) e aplicando as relacdes de mudanca de sistemas de coordenadas demonstradas ante-

riormente na primeira equagao constitutiva, pode-se escrever,
G = [Is]6t (2.57)
= [cg+[e" E
em que [c] é a matriz de rigidez no sistema de referéncia do laminado, definida como,

el = [To] [F] (1) (2.58)

= [Ts] [CE]L [TG]T

e [e] é a matriz de constantes piezelétricas no sistema de referéncia do laminado, dada por,
el = [Rl[e)"[T]™ (2.59)
= [R][e]"[T5])"

O mesmo procedimento deve ser efetuado na segunda equacao constitutiva,

ol
Il

[R| D" (2.60)

— [e]+[ep|E

sendo [ép| a matriz de constantes dielétricas no sistema global, definida abaixo,

[en] = [R] [ep]" [R] (2.61)

Estas equagdes constitutivas representam uma lamina piezelétrica, expressa com relagdo a
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um sistema de coordenadas global, representando um material ortotrépico 3D. A forma geral

das matrizes [c|, [e] e [ép] é dada pelas Eqgs. 2.62, 2.63 e 2.64,

cip ¢12 ci3 0 0 ©cp6
¢ ¢ 3 0 0 0
I8 C C 0 0 ¢

=t % (2.62)
0 0 0O ©CTa4 C45 O

0 0 0 ©54 c55 O

0 0 0 ey e5 O
le] = 0 O 0 ey es5 O (2.63)

| @31 e ez 0 0 ez |

€Dy, €Dy, 0
[ED] = ED21 ED22 0 (264)

2.2.2 Estado plano de tensoes

No caso de materiais piezelétricos, a equacao constitutiva para o caso 3D € expressa como,

(o] [ & & o o o]fen)] [0 0 e ]

o &L 0 000 €2 0 0 ex -

033 _ c]f3 c§3 c§3 0O 0 O &3 | 0 0 es3 El

623 0 0 0 ¢& 0 0 P 0 en 0 E2

o13 0 0 0 0 & o0 T3 ers 0 0 ’
lo2) | 0 0 0 0 0 c¢||n2) [ O 0 0 6



44 2 Materiais compostos e piezelétricos laminados

€n
€2 I3

D 0O 0 0 0 €5 0 ep, O 0 E;
€

Dy p=| 0 0 0 ey 0 0 Al o & 0 E
23

D3 €31 €32 €33 0 0 0 ' 0 0 Ef)23 E3
N3 ’

[ 112

(2.66)

Para a utiliza¢do no elemento de placa de Mindlin, é necessdria a condicao de tensdo plana,
no plano da placa, descrita pelos eixos {é’x, Zy}. Logo, impondo a condicao de estado plano de

tensdes, onde 033 = 013 = 023 = 0, obtém-se,

(o] [ & & o o o]fen)] [0 0 ey ]
o0 &L 0 000 €2 0 0 ex o
0 0 0| fes| [0 0 en El
0 0 0 ¢& 0 0 P 0 en 0 E2
0 0 0 0 & 0 T3 ets 00 ’
o) |0 0 0 0 0 ¢ || ln) [0 0 0
(2.67)

Analisando a linha correspondente a tensao mecanica 033, pode-se observar a relacao des-

crita na equacao seguinte,

ch3€11 + ch3€n + c53€33 —ex3E3 =0 (2.68)

Entdo, apesar da tensdo 033 ser considerada nula, a deformac¢do associada a tal tensdo, €33
¢ diferente de zero. Isto é devido a influéncia que esforcos nas direcdes 1 e 2 exercem nesta
direcdo através dos acoplamentos existentes na placa piezelétrica e esta deformagdo ndo sera

desprezada nesta andlise. Isolando €33 na Eq. (2.68), obtém-se,

1 €33
3= ——F% (01153811 +C12;3822) + TE3 (2.69)
€33 €33

Substituindo o resultado acima na equacdo constitutiva, de forma a ndo desprezar tais ter-

mos, resulta em,
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E E E
() C C € C e
Hob= | U] B e =9 T bR (2.70)
022 €2 2 €2 23 €32
Assim obtém-se,
O11 B Cﬁ C?z €11 . L CI]E3 Q C% €1 (2.71)
— - ,
o2 ch h]len) sk 5y €0
€31 €33 Cﬂ% E
_ ) A 2
32 33 Cr3
E E E E
_ i ‘| 1) en O E €n
= E
chy 5 33 % % €2
€3] €33 01153 E
_ A 2
€32 33 | O3

Combinando este resultado com a tensao cisalhante o2,

( CE 3\
31 — e33—=
o11 Cih Cp O €11 c%
= - c E 2.72
022 Co Cn O €22 632_6336% 3 (2.72)
o> 0 0 Cs Y12 33
0
\ J
sendo,
Cii Cio| |y cfh 1 cfy cf3
=L Zl-FIy 5 1®Y & 2.73)
Cio Cly €33 €23 €23
e
C33 = ck (2.74)

Adicionando agora a contribui¢do das tensdes e deformacgdes cisalhantes transversais, as

quais sao consideradas no modelo de placa semi-espessa de Mindlin,
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o E. 0 0 ew o] ™
{ 23 _ 44 . V23 B 24 E (2.75)
o13 0 55 "3 e;s 0 0
Ej3

o que possibilita a obten¢do da seguinte equagdo constitutiva, adequada para o modelo de placa
de Mindlin,

E
) B 7] 4 — C£
(o1 Cih C2 0 0 O en | 0 0 ea e33c§3
O Cp G 0 0 O 0 0 0 e32—e33% E
o (= 0 0 Gs 0 O N2 ¢~ EE Ep
£ 0 O 0
023 0 0 0 Cay 0 V3 0 E3
€24
Loz ) [0 0 0 0 & %3 )
€15 0
i i (2.76)
Em notacdo matricial, a equagdo acima resulta em,
) LzL L\ 2L
6L = [C]L 8 —([e] ) E 2.77)

sendo esta conhecida como lei de Hooke generalizada para materiais piezelétricos. Aplicando

as consideracdes de estado plano de tensdo feitas anteriormente a segunda equagdo constitutiva

descrita abaixo,

Porém,

0
0

€3]

0 O
0 O
€32 €33

0

€24
0

€15 0
0 O
0 O

€11
&€
€33
Y23
"3
"2

eﬁl | 0
L

0 ¢ Doy
0 0

0 E|

0 E,

61533 E3
(2.78)
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€n . \
€11
€2
0O 0 0 0 €5 0 0 0 O €5 O L)
€
0 0 0 ey 0 0 P =10 0 es 0 0
123
es1 e ez 0 0 O es1 e 0 0 O N3
T3
T2 )
0
+1 0 |[&3
€33
Por outro lado, €33 € expressa pela Eq. (2.69), o que implica em
0 1
€33
0 |&3 = 0 (—T(C‘]E3811+C§3822)+TE3)
€33 €33
e33 €33
0 L] o [ 0
C C e
= Lo len—2| 0 |ent=2| 0 |E
€33 €33 €33
€33 €33 | €33
( €n )
0 0 000 - 00 0 E
0 0 000
= £ E Y3 00 02 E>
By ey 000 0 00 +38
7 €33 €33 N3 +% E3
€33 €33 €33
\ Y12 )

Substituindo este resultado na expressio acima e reorganizando a equacdo para validar um

vetor deformagdo no mesmo formato da primeira equacao constitutiva, obtém-se,
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€11
Dl 0 0 0 0 €15 &n
D2 — OE OE 0 €24 0 Yin
€13 €23
D3 e3] — %633 €3 — %633 0 O 0 Y3
N3 ) (2.79)
L
ep, O 0 Ey
L
+ 0 €D22 0 ) E2
L €33
0 0 €D33 + CT E3
33
em nota¢do matricial, a segunda equagdo constitutiva é representada por,
DF = [e] 8" + [ EL (2.80)

Analisando as Eqs. 2.76 e 2.79 € possivel verificar que as matrizes piezelétricas respon-
saveis pelo acoplamento eletro-mecanico da estrutura continuam apresentando a relacdo de
transposicao apds a condi¢do de estado plano de tensdo, relagdo esta caracteristica da equa-

¢do constitutiva do material.

Uma vez estabelecidas as equagdes constitutivas com a condi¢ao de estado plano de tensdes
incorporada, deve-se efetuar a mudancga de sistemas de coordenadas dos eixos de ortrotopia para
o sistema de referéncia global do laminado. Portanto, aplicando as relagdes de rotacdo descritas
nas Eqgs. 2.43 e 2.44,

- 1= (2.81)
el = [Tel'
e a relacdo de rotacdo de vetor descrita na Eq. (A.6), aplicada ao vetor campo elétrico,
EF=[R'E (2.82)
na primeira equacao constitutiva do material piezelétrico, pode-se re-escrever,
. Lip—1= I\ -1z
0 = TR [C]" [Telg € — [Tslg | €] R E (2.83)

compactando a notagdo acima resulta-se em,
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G=[Clg—([e])'E (2.84)

As entradas da matriz de rigidez [6} apresentados abaixo,

Ci1 = Cyicost ¢ +2(Cia+2C33)sin ¢ cos? ¢ 4 Cay sin ¢

Cio= Ci(sin*@ +cos*9) + (Ci1 + Cop — 4C33) sin® g cos? ¢

Ci3= (Ci1—Cip—2C33)cos® ¢sing + (Cip — Coo +2C33) cos P sin’ ¢

Cyp = Cypcost*d +2(Cip+2C33) sin” ¢ cos? ¢ + Cy sin* ¢

Cazs = (C1a —Cxn+2C33)cos® @sing + (Cpy — Cro —2C33) cos @ sin ¢ (2.85)
Cy3 = Cs3(cos*¢ +sin? ) + (Ci1 —2C12 + Cap — 2C33) sin® ¢ cos? ¢

Caa= ck cos?(9) +c§5 sin” (¢)

Cas = (cE5—chy)sin()cos(9)

Cs5 = c44sm2(¢))+csscos ()

sendo que as seguintes igualdades entre coeficientes podem ser verificadas,

Cip=Cy
?13 = ?31 (2.86)
Cy3 =Cx
C54 = C45

e 0S termos Ci4, C15, C24, C25, C34, C35, C41, C42, C43, C51, C52 € C53 nulos. Para a matriz de

coeficientes piezelétricos [e], as seguintes relagdes sdo identificadas,

E
C

_ 13 2 €23\ 2

ey = (631 —e33 E )COS (l) + (832 —e33—p5 E ) sin ¢

- 23 2 €13\ w2

€3 = <€32—€33 % )COS ¢+ <€31 —esn g ) sin” @

33, S
o ‘13 €23 -
e = ||es—en g ex;—es3 g || singcosd ) 87
€33 €33 (2.87)
eq1 = [e15—ex]cosPsing

€4y = 624COSZ¢—|—€155in2¢
51 = el5cosz¢+e24sin2¢

€5y = [e15 —ex4)cos@sing

sendo ey, €12, €21, €22, €31, €32, €43 € €53 termos nulos. Portanto, a equagdo pode ser re-escrita
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como,
(0w ) [(Cii Cia Ci3 0 0 J(ex) [0 0 &3]
Oyy Ci» Cn Cx 0 0 Eyy 0 0 e Ey
Oy (= Ciz Cx Cx3 0 O Yoo ¢—| 0 0 @33 E, (2.88)
Oy, 0 0 0 ©44 Cus Yz es1 ey O E,
(| Ox; ) L 0 0 0 o5 ¢s5 | %) et es2 O]

O mesmo procedimento de mudanca de sistema de referéncia deve ser efetuado com a

segunda equacdo constitutiva. Aplicando as relagdes de rotagao descritas nas Eqgs. A.6 e 2.44,

D = [R]| D*
- 1= (2.89)
el =[T.]; €
e a relacdo de rotacdo de vetor descrita na Eq. (A.6), aplicada ao vetor campo elétrico,
E'=[R'E (2.90)
na segunda equacgdo constitutiva do material piezeletrico, pode-se re-escrever,
S L -1z el 15
D=[R][e]"[Te]g €+ [R][ep] " [R] E (2.91)
ou ainda,
D=+ || E (2.92)

As relacdes para os coeficientes da matriz de coeficientes piezelétricos encontram-se defi-
nidos na Eq. (2.87). Para a matriz de coeficientes dielétricos [%} , as seguintes relagdes sdao

estabelecidas,

L 2 L a2
€p,, COs“ @ +€p,, sin” @

D11

€Hh1p = 6%)22 cos @ sian—ef)” cos ¢ sin ¢

= L - L '

€pa) = €D, COSPsing +ep cos@sing (2.93)
= L 2 L 2

€hoy = €D, COS" @ +ep  sin“ @

e
£ 33 L
€ = —+c
D D
33 33 33
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€ € € pr 5 5 PR
em qUE €53, €pr3» €p3; € €3, S30 termos nulos. Logo, a segunda equagdo constitutiva pode ser

expressa pofr,

( )
gxx
D, 0 0 0 ey e Eyy i b 0 Ex
D, =1 0 0 0 ey exs Yo ¢+ | hu Hn O Ey
D, ez ex ez 00 hz U E.
L Tz )

(2.94)

Neste capitulo foram apresentadas as equacgdes constitutivas das laminas de material com-
posto e de material piezelétrico no sistema de eixos de ortrotopia, a reformulagdo destas para o
caso de estado plano de tensdo e a mudanga para o sistema de referéncia do laminado, gerando
a base para a formula¢do de placa baseada na teoria de Mindlin, visando modelar matematica-
mente o laminado. Sendo similares o comportamento puramente mecanico do material piezelé-
trico e do material composto, o que pode ser comprovado observando as matrizes de rigidez de
ambos os materiais, descritos nas Eqgs. 2.50 e 2.88, a formulagdo de placa serd conduzida con-
siderando as equacgdes constitutivas do material piezelétrico, dado estas serem mais genéricas,
e a obtencdo da formulagcdo de placa para o material composto é deduzida da mesma forma,
desprezando-se a caracteristica elétrica associada ao material piezelétrico. Tal formulacdo é

descrita no préximo capitulo deste trabalho.
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3 LAMINADO PIEZELETRICO

3.1 Formula¢oes matematicas da Piezeletricidade linear 3D

No nivel fenomenolégico, a Piezeletricidade é um acoplamento constitutivo linear entre
comportamentos mecanicos e elétricos em um corpo dielétrico que se deforma constantemente
[36]. Este capitulo é dedicado a apresentar um modelo matemético 3D para a piezeletricidade

linear utilizando as equagdes constitutivas gerais deduzidas no capitulo anterior.

3.1.1 Formulacoes forte e fraca para os problemas lineares elastodina-
mico piezelétrico

Considera-se um corpo piezelétrico identificado através de sua configuragcdo de referéncia
Q. As equacdes que ditam a piezeletricidade linear sdo estabelecidas supondo que Q é um di-
elétrico deformavel. O fendmeno elétrico ocorre em regime semi-estitico, ou seja, a corrente
elétrica gerada por induc@o magnética € desprezivel, caracterizando o aspecto linear assumido.
O estado cinematico instantaneo de um ponto genérico X € Q € determinado pelo deslocamento
i(X,t) em relacdo a configuracdo de referéncia. O campo elétrico ¢ (X,¢) é determinado em
relacdo ao terra (potencial elétrico nulo). Na teoria da eletroelasticidade linear assume-se que
as deformagdes sdo pequenas e que as relacdes entre as forcas internas e as deformacdes sao
lineares. Desta forma, o comportamento eléstico ser expresso utilizando relagcdes matemaéticas
lineares entre os componentes de tensdo e deformacdo. As deformacdes generalizadas associ-
adas sdo a deformacio infinitesimal € e o campo elétrico E, que sdo expressos em fungio do

deslocamento i e do potencial elétrico ¢ através das seguintes equagdes,

L
E=-Vg

A formulagdo forte associada ao problema de acoplamento mecanico-piezelétrico é dada

por: Encontre ii (X,¢) e ¢ (X,¢) que resolve o seguinte problema:
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. N —
div(o)+pg=pii

s (3.2)
div (D) =0
sujeito as seguintes condi¢des de contorno:
ii= 7 em d.Q
L= (3.3)
on= f em d;Q
- = .
com i e f odeslocamento e a trag@o prescritos no contorno e,
=@ em dyQ
=0 ¢ (3.4)

D.ii =y em 9,Q

sendo W e @ a carga e o potencial prescritos no contorno, no qual dQ = 9,Q U 9,2, com

QN Q=T e dQ=0dpQUdyQ, com dyQ NIy Q = T, e as seguintes condigdes iniciais:

ﬁ(fa 0) =l (56) (3.5)
7 (fv 0) = Vo (_))
¢((X,0) = (%)

A formulagao fraca associada ao problema de acoplamento mecanico-piezelétrico pode ser

escrita como: Para cadat € [0,1/], encontre ii (¥,1) € K, e ¢ (¥,1) € K, de modo que:

/ div (0).67 dQ + / p3.57dQ — / p i .8iddQ, V8ii € Var,
o o o (3.6)

/ div (D) 8¢ d =0, 8¢ € Var,
Q

sendo que K, € K representam o conjunto de deslocamentos admissiveis e potenciais elétricos
admissiveis, respectivamente, € Var, € Vary o conjunto de variagdes de deslocamentos admis-

siveis e potenciais elétricos, respectivamente. Observando que,

div (o7 6ii) = div (o) .6

div (D&p) — Sodiv <5 3.7)

e substituindo as relagcdes acima na Eq. (3.6),
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/div(o).éﬁdQ:/ div (o7 577) dQ—/ 0.V 5ii dOQ
Q

/Qdiv (D) 5o dQ:/ﬂdiV (Dso) dQ—/D.V5<p a0

Q Q Q

Entretanto, uma vez que 6 =0 em J,Q e §¢ =0 em Bq,Q, e aplicando o teorema do

(3.8)

divergente, obtém-se

/div (6787) O :/ 071,57 d©
Q IQ

_ / 67187 d9,Q
} aQ (3.9)
/div (Bse) a0 :/ D.ii 5¢ dQ
Q aJQ
- D.ii 8¢ doyQ
, oD 80 43,

Portanto, introduzindo as condi¢des de contorno estabelecidas nas Egs. 3.3 e 3.4 nas Eqgs. 3.9

pOdC-SC Ire-CSCrever,

/div(oTaﬁ) dQ:/ T .51 do0
Q 9 Q

/Qdiv (Dso) dQ:/ REIXM

Iy

(3.10)

- ~ . . .
sendo 7 e Y atracdo e a carga prescritas no contorno, respectivamente. Substituindo a Eq. (3.10)
na Eq. (3.8),

/div(a).sﬁdgz:/ ?.éﬁdatﬂ—/ 6.V 8ii dO
Q Q Q

. ! . 3.11)
/ div (D) 8¢ d = / 7 50dd,Q —/ D.V5g dQ
Q Iy Q Q

De acordo com [37], o divergente do deslocamento elétrico € nulo, ou seja,

div (f)) —V.D=0 (3.12)
Portanto, a parcela elétrica da Eq. (3.11) resume-se a,
/f).VSqo dQ:/ ¥ 650 dd,Q (3.13)
Q dyQ

Introduzindo a parcela mecanica da Eq. (3.11) na formulagdo fraca definida na Eq. (3.6),

resulta em,
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/ ?.5ﬁda,g—/ a.vaﬁd9+/pg.5ﬁdgz/p7.5ﬁd9, Vi € Var, (3.14)
9,Q Q Q Q

Uma vez que 6 = ¢/, define-se que 6.V §ii = 6.€ (8ii), podendo-se entio formular a forma
fraca do problema de acoplamento mecanico-piezelétrico como: Para cadat € [O, tf] , encontre

u(x,t) € K,e ¢ (X,1) € Ky tal que,

/G.e(éﬁ) dQ+/p7.5ﬁdQ:/pg.5ﬁdQ+/ T .51 do,Q, V5ii € Var,
Q Q Q 0, Q

2 (3.15)
/ D.V5pdQ = /a ¥ 59 ddyQ, V8¢ € Var,
Q Q

14

sendo que a forma fraca das condicdes iniciais € dada por:

/ﬁ(z,O).éﬁdQ:/ﬁo(x’).sﬁdQ
Q Q
W (3,0).50 dQ — / %, (%) .80 dQ, V8ii € Var, (3.16)
Q
¢ (%,0)5¢ dQ:/ 0, (%) 50 dQ, V8¢ € Var,
Q Q

3.2 Hipoteses sobre os modelos mecanico e eletro-mecanico

Ainda hoje, uma solu¢do exata para formas arbitrarias de corpos piezelétricos ndo foi ob-
tida. Portanto, a andlise neste trabalho € restrita ao problema de placas laminadas e considera-se
a teoria de placas de Mindlin na modelagem do corpo. A placa é constituida por diversas lami-
nas de material composto e, em alguns locais, existem laminas de material piezelétrico agindo
como sensores e atuadores. Dado que a teoria de placas de Mindlin ndo se limita a placas finas,
em contraposicdo a teoria de Kirchhoff, o nimero de laminas a serem empilhadas ndo é tao

restrito. A estrutura proposta € ilustrada na Fig. 3.1,

Considera-se o corpo € representando uma placa fina onde o efeito da tensdo transversal

cisalhante € considerado, de acordo com a teoria de placas semi-espessas.

Hipoéteses:
(i) A teoria de Mindlin considera o campo de deslocamento dado por:

ii(x,y,z) = iig(x,y) — z 6(x,y) (3.17)
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materiais:
[J composto

[ piezelétrico

Figura 3.1: Estrutura proposta de placa compdsita laminada com sensores e atuadores piezelé-
trico

com,

ﬁO(xay) = u(x,y)é’x—l-v(x,y)é'y—i-w(x,y)é'z (318)
é(xay) = _ey(x7y)gx+GX(xay)Zy

Associando-se as Eqs. 3.17 e 3.18, pode-se escrever o campo de deslocamentos como,

u(x,y,z) = [u(x,y) + 20y (x,y)] €x + [v(x,y) — 26:(x,y)] €, + w(x,y)é; (3.19)
sendo,
u(x,y,z) = U(x,y)é: 4V (x,y)é, + W (x,y)e; (3.20)
logo,
U(X,y) = u(x,y) +Z9y(x7y) (321)

V(xy) = v(x,y)—z6:(x,y)
W(x,y) = w(x,y)

(i) Considera-se que a tensao normal o, ~ 0 e que as laminas estdo sujeitas a um estado plano

de tensao.

(iii) Considera-se que o campo elétrico seja uniforme ao longo da espessura e alinhado ao longo

da normal a superficie média da placa, direcdo €,. O vetor campo elétrico apresenta entdo
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a seguinte forma,

ttu
I

(3.22)

onde E, = E, = 0.

As equagdes referentes ao campo de deformacdes associado a teoria de Mindlin encontram-

se expostas no Anexo D.

3.2.1 Determinaciao da equacao de equilibrio do laminado

Seja o laminado ilustrado na Fig. 3.2(a), formado por duas 1aminas finas de ceramica pieze-
létrica (atuador e sensor), coladas em cima e em baixo de uma estrutura eldstica formada pelo
empilhamento de ldminas de material composto. As fibras do material composto encontram-se
alinhadas ao longo do eixo x e o material piezelétrico apresenta sua polarizacdo ao longo do eixo
z. Uma representacao esquematica da sequéncia de empilhamento das laminas € apresentada na
Fig. 3.2(b).

Z
Z
R Vo
R -
2l ) ® Y=z —w ! NN s
§ ¢ Tzk k+1
{ ) Y%
<3
h S 1 JL {ZZ
y i) S
x LD f
(a) Laminado (b) Vista da secdo avaliada

Figura 3.2: Critério de identificacdo das laminas de um laminado
Considere a equacao de equilibrio mecanico definida na forma fraca do problema (Eq. (3.15)),

/G.E(Sﬁ) dQ+/p7.5ﬁdQ:/p§.6ﬁdQ+/ 7.80doQ  (3.23)
Q Q Q %Q

Re-escrevendo o primeiro termo em funcdo de seus componentes e aplicando as relagdes

definidas na Eq. (D.2), obtém-se,
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h
/Q o (u).€ (57)dQ = /A / {0 [8€0 + 28K + 0 [5€L, + 251, ]
2

+Oxy [57)% +26 ny} +a(0y:6%: + 0x:61xz) } dzdA

(3.24)

na qual & € a espessura da lamina e a = % corresponde ao fator de corre¢do da energia de

deformacgdo associada ao cisalhamento transversal para uma seccao retangular. Os esforcos

generalizados de membrana (N ), de flexao (1\71 ) e cortante (Q) sdo dados por,

h h h
2 2 2
Ny = /h Gxde, Nyy = /h nydZ, ny - /h nydZ
M, = /—h 720xdz, Myy = /—h ZO'yde, Mxy = /—h ZO'xde (3.25)
2 2 2

h

h
2
Qyz = a/ Gyzdz7 Oy, = a/h 0y;dz

2

Definindo os vetores carregamento generalizado C, e deformacao generalizada Dy,

Co' = {New;Nyy, Nuy, Myx, Myy, Myy, Oyz, O} (3.26)

g { XX yy7 xy?’(xx; Kyyany,sz,sz} (327)

e substituindo na Eq. (3.24) pode-se reescrever o primeiro termo da equacgdo de equilibio como,

/Q o (u).€ (87)dQ = /A C,.6D, dA (3.28)

O segundo termo da Eq. (3.23) pode ser expresso para a k-ésima lamina, onde z € [z, zx+1]

como,

h
/Qp Ui .5i dQ = /A/ipﬁ.szidsz (3.29)
2

Aplicando as relagdes definidas na Eq. (D.2) e realizando-se a integracdo na espessura da

lamina, a Eq. (3.29) resulta em,
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_ /AZ {pha} (5’0.5é+3.5*0) dA (3.30)

sendo as constantes hy 1, hi > € hy 3 definidas na equagdo abaixo,

hi1 = 2yt — 2

2 2
ho = M (3.31)
o — (Zl3c+1 _le)
k3 — 3

Efetuando o mesmo procedimento ao terceiro termo da Eq. (3.23) obtém-se,

A
/Q pg.57dQ = / / * pg.SiidzdA
A

_ / / iy [5ﬁo—zaé‘] dzdA (3.32)
Al

_ /A ;;1 {pkhm } 3.8iigdA — /A /;1 {pkhkg} 2.66dA

O ultimo termo da Eq. (3.23) corresponde a acdo de um carregamento prescrito no contorno,

g =
/ f.0udS :/t.SﬁdS
8{9

A (3.33)
— / 757 dzdA
oA, J 3
introduzindo neste o campo de deformacdes e definindo as relagdes abaixo,
= L — 5o
N:/ltdz e M:/hztdz (3.34)
5 5
pode-se re-organizar a Eq. (3.33) segundo a Eq. (3.35),
— = =
/ [ sud0= | {N.6d-1.56}dA (3.35)
an 3A,

Agrupando todos os termos, a equagdo de equilibrio apds ser integrada na espessura resulta
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em,

/6 5 /i khk1}70 5u0dA+/ Z p hk3}g.5§dA
Aj=
/; o) (o-86-+ 8 .50 ) da = /aAt{N.SﬁO—H.SG}dA (3.36)
/Z P hkl gﬁo dA—/ Z pk/’lkg} g5§ dA
k=1 A=1

3.2.2 Determinacao da equacao constitutiva generalizada

A equagio constitutiva, para a k-ésima lamina, onde z € [z, 71 1], é dada por,

® = = = 7 (k) y B 7 (k)

(O ) Cii Ci2 Ci3| 0 0 (& 0 0 e "
Oyy (_j12 622 623 0 0 &y 0 0 ey —E,
Oy =|C;s Cx Cx3] 0 0 Yy +1 0 0 e@e33 —E,
Oy; 0 0 0 |Cas css Yz ey eq 0 —E;

([ O ) | 0 0 0 |css G55 | o\ Y ) | es1 esz 0

(3.37)
Agrupando a equacdo constitutiva em blocos que representam os esfor¢cos no plano da 1a-
mina e os esforcos cisalhantes, pode-se definir de forma compacta,
—(k)] [E(k)}
C 0
5(k) [ vl 0w ) e (3.38)
ch (K '
[O] CS |:€S i|
Definindo-se as tensdes e deformacdes que ocorrem no plano da 1amina k como
(k) (k)
Oxx Exx
6p(k) =9 Ow ¢ @'(k) =93 & (3.39)
Oxy Yoy

Das Eqgs. 3.37 e 3.39 pode-se relacionar as tensdes mecéanicas com as deformagdes € o

campo elétrico atuante de acordo com a seguinte equagao,

o, =, &M + e EW (3.40)
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Aplicando o campo de deformagdes relatado na Eq. (D.2), obtém-se,

6, =, & +2[c))| R+ [ef| EW (3.41)

(k) (k)

sendo que 81‘; e Kp ' sdo definidos como,

, Y ® (k)
Exx Kx

— k —

S e =1 K, (3.42)
x)y ny

Os esforcos generalizados de membrana, definidos na Eq. (3.25), podem ser re-escritos de

acordo com a equacao abaixo,

o Z [d)k)} e 5;7,(/«) n Z [E;k)} hk’zﬁl()k) n Z [Egc)} e EW®) (3.43)
k=1 k=1 k=1

Em relacdo aos esforcos de flexdo, definidos na Eq. (3.25), obtém-se,

N

-y [ mea® + ¥ [ Z (&) | oW (3.44)
k=1

k=1 k=1

Finalmente, pode-se calcular a equacgao constitutiva generalizada que fornece as forgas cor-

tantes. Para tanto, define-se os vetores de tensdes e deformagdes cisalhantes transversais con-

(0 (0
g, :{ Orz } e 7.0 :{ He } (3.45)
Ok Yoz

forme abaixo,

Logo,

G, = [6§">] 70+ [z§">] E® (3.46)

sendo a = %. Resolvendo-se a integral na espessura, a equagdo que define os esfor¢os cisalhan-

tes pode ser descrita como,

i[ }hkl%) Ii]a[éﬁk)}hk,lﬁ(k) (3.47)
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Consequentemente, definindo as matrizes abaixo,

] kjl ):| anI
[D(k)] =) [Eg,k)} hi 3, [F(k)} =Y a Egk)] h 1
=1 k=1 (3.48)
9] = [ mr, [A%] =[] e

sendo que as matrizes [A} e [G} sdo relacionadas aos esfor¢os de membrana, sendo a primeira
puramente mecénica e a segunda eletromecanica. As matrizes [ﬁ} e [I:I } relacionadas aos es-
for¢os de flexdao, sendo matrizes puramente mecanica e acoplada, respectivamente; a matriz [é}
€ a matriz que acopla os esforcos de membrana e flexdo mecanicos e finalmente, as matrizes
[F } e m relacionadas aos esfor¢os cortantes, igualmente mecanica e eletromecanica, respec-
tivamente. Assim, pode-se escrever a seguinte equagdo constitutiva, em termos de esforcos e

deformacdes generalizados,

N A B O e
My=|B D 0 |D,+Y | A |E (3.49)
0 0 0 F g
sendo
A B . ’
Dp]=| . .|, Ds]=[F] e [Eps]= | A (3.50)
B D ;

Portanto, a Eq. (3.49) pode ser compactada na forma apresentada na equagdo abaixo,

Dp O
0 Dg

—

g:

Do+ Y [Eps|E (3.51)
k=1

Para a deducdo da equacao constitutiva generalizada elétrica, deve-se estabeler as relacdes

que regem o potencial elétrico nas ldminas piezelétricas e o campo elétrico associado.
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3.2.3 Consideracoes sobre o campo elétrico e seu potencial

A fim de modelar a distribuicdo do potencial elétrico através da espessura das ladminas
piezelétricas, as seguintes hipoteses sdo consideradas, de acordo com Bhattacharya [38]:
(i) A distribui¢ao do potencial através da espessura € linear;

(i) As superficies da lamina piezelétrica em contato com o substrato sdo aterradas de forma

que o potencial elétrico na interface entre materiais € nulo;

(iii) Existe uma adesdo perfeita entre a 1amina piezelétrica, o eletrodo e o material composto.

Por simplicidade, considera-se que:

(1) Aslaminas de material piezelétrico s@o aplicadas apenas nas faces superiores e inferiores
da placa laminada e que entre elas existem laminas de materiais compdsitos ndo dielétri-

cas.

(1) Sempre que for aplicada uma lamina na superficie superior, existird uma lamina de mesmo

tamanho na face inferior.

(i11) A aplicacdo do potencial elétrico em cada lamina € feita de forma homogénea, ao longo

do plano desta.

Dadas tais consideracdes resulta-se que, em cada lamina piezelétrica k, seja esta a primeira

(k=1) ou a ultima (k = n), a seguinte representacao do potencial elétrico é considerada:

) (x,y.2) = B0 (2, ) E— ) (3.52)
oV (x,3,2) =9 ( =)
e que em cada lamina, tem-se,
oW (v,y)| =cre (3.53)

lam

logo, G(k) (x,y) em cada uma das laminas é uma fungdo continua por partes. Isto significa que,
em cada lamina, 6(") (x,y) l ¢ constante, podendo este valor variar de lamina para lamina.
am

Pode-se observar que, como consequéncia, para cada lamina k, neste caso k = 1 ou k = n,

tem-se,
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EW(x,yz) = -Vl (x,y:z) (3.54)
SIES)
ey
e, em cada lamina,
L o™ (x,) o
EW (x,y,2)| =-————Tlamg — _ lamz — cte (3.55)
lam hk71 hk,l

Portanto, conhecendo o funcionamento das entidades elétricas na lamina, pode-se obter a

equacdo integrada associada ao problema elétrico, dada por

/ D.VSgdo— / V6 doyQ (3.56)
Q Iy Q

em que, na lamina k, para z € [zx,zx11], possui a seguinte equagdo constitutiva associada,

po — [z“ﬂ gk 4 [%(k)} E® (3.57)

Dada arelagao E= —V @ existente entre o campo €létrico e o potencial, faz-se a substituicao

desta no primeiro termo da equagao de equilibrio elétrico,

—/ D.SE dQ:/ V8¢ doyQ (3.58)
Q yQ

Substituir a equacdo constitutiva definida na Eq. (3.57) no primeiro termo da Eq. (3.58)

resulta em,

h
/ / ' D.SE dzdA = / / z SEWdzdA + / / () dzdeB.59)
A

Utilizando a separacdo da equacdo constitutiva em blocos definida anteriormente para pri-
meira equagdo constitutiva, de acordo com as Egs. 3.37 e 3.38, pode-se re-escrever a segunda

equagdo constitutiva na forma compacta conforme abaixo,

2= (@) () 23080 e
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inserindo as relacdes do campo de deformagdo na equacgdo constitutiva, aplicando a mesma no

primeiro termo da Eq. (3.59) e resolvendo as integrais na espessura, pode-se escrever,

h . n k) .
//2 €] 2.6F dzdA — /Z[G A f]()Dg.SE(k)dA
—h
A VA Akﬁl
/ Y [Eps)” Dy.8EWan
Ak=1

O segundo termo da Eq. (3.59) quando integrado na espessura € expresso como,

/ / | £.6E dzaa = / { B thE(k).sE(k)} dA (3.62)

O termo localizado no lado direito da equagdo de equilibrio elétrico corresponde a acao de

(3.61)

uma carga prescrita no contorno,

/ VopdQ :/ V.0pdl
Iy Q

—/ /wS(pdsz
JA V/

Dada a relagdo descrita na Eq. (3.52), pode-se assumir por analogia a relacao para a variacao

(3.63)

do potencial elétrico segundo a equagdo seguinte,

5 (x,7,2) = 60 (x,) tema) (3.64)
(2k+1 — 2k)
Inserindo a relagdo na Eq. (3.63),
_— (z—z)
/ Vo pdQ / / V. 6(p—kdsz
Iy Q (2k+1—2) (3.65)
= —/ W.5¢Zk€ZdA
Ay

Considerando agora a relacdo estabelecida entre o campo elétrico e o potencial E = —Vo

aplicada as variagoes,

SE (x,,2) = —V8@(x,y,2)
 Soxy), (3.66)
= 778
Iy
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Substituindo na Eq. (3.65),

VS 0doyQ :/ Wohy 12,.0EdA
/QV,QII/ Paody oy YZphy1€; (3.67)

A equacdo elétrica completamente integrada € apresentada na equacao abaixo,

/ {i[% B9 50 }dA+ [ 5l Do s -

(3.68)
- / Vi 13- SEWdA, v5E< ) € Var,
dAy

Desta forma, o problema piezelétrico pode entdo ser formulado como: Para cadat € [0, t f} ,

determinar <ﬁ0 (x,y,1),0 (x,y,t)) € Ky e 9" (x,),1) € Ky tal que:
. ™ =

8D, A+/Z khkl 06u0dA+/Z khk;; 6 .60dA
pkhk2}<u059+9 5u0>d / {N Olig —

{
/i{p hkl g.6ip dA — /Zn:{P hk2 .86 dA, V(S 5§>€Wu

Ak=1

W—/

<l

.56 } dA (3.69)

/ {i[eb B 5 }dAJr [ 5l Do s -
A k=1

(3.70)
- / Vehy 2. SE* )dA,VSE( ) € Var,
Ay
sujeitas as condigdes iniciais para i, 6 e E®, definidas na Eq. (3.5). Dado o caso presente,
em que existem laminas apenas nas superficies superiores e inferiores, onde um funciona como
sensor € o outro como atuador, apresentando individualmente os vetores campo elétrico E*

e E°, respectivamente, pode-se definir o problema como: Para cada r € [O,tf} , determinar

(7o (3,1, 8 (x.3.1)) € Kure (9° (x,31) € 9 (x,3,1)) € Ko tais que:



68 3 Laminado piezelétrico

6 5 / khkl 70.5_‘061144—/zn:{pkhkg}gﬁédA
Ak=1
n - = -
/g phis} (T o.66+ 6 5u0>d /aAt{N.S 0~ M. 56 dA 3.71)
/i p th 3.8iip dA — /i{p hkg} .66 dA,v((SuO,éé) e Var,

em que € o vetor de carregamentos generalizados dado pela Eq. (3.51),

Dp O
0 Dy

—

. = Dy + [Eﬁ,’?] ES+ [E}}S)} E® (3.72)

/A [E}’Q} Dy .SE*dA+ / ' B, 8E%dA = (3.73)

—/ V/Sznhm]é’z.EsdA—/ I/J”zlhl 1
dAy dAy

/A{h,,l " )}EY SE*} dA+/{ _;3 | BB} an+
R
¢..8EdAY (SE” o SE") & Var,

Uma vez obtidas as equacdes de equilibrio integradas na espessura, pode-se submeté-las a

discretizagdo em pequenos dominios. Para tanto, € utilizado o método dos elementos finitos.

3.3 Discretizacao por elementos finitos

A solugdo das equacgdes que regem o comportamento de placas de Mindlin € facilitada
pelo uso de métodos numéricos. Dentre os métodos numéricos disponiveis para a solugcdo de
equagdes diferenciais definidas em dominios arbitrarios, o Método dos Elementos Finitos tem
mostrado ser o mais eficiente. Neste trabalho, € elaborado um modelo numérico utilizando
uma formulag¢do em termos de deslocamentos. Tal modelo € baseado no teorema dos trabalhos
virtuais sendo as equacdes correspondentes formuladas em termos dos deslocamentos. Alguns

aspectos sobre 0 modelo encontram-se listados abaixo:

(1) O elemento finito a ser desenvolvido sera o isoparamétrico Quad9, cujos graus de liber-
dade, por n6 sdo: (u,v,w, 0y, —6y). Serdo adicionados também graus de liberdade associ-
ados ao potencial elétrico (um para sensor ¢° e outro para atuador ¢¢). Como o elemento

tem 9 nds, o vetor de graus de liberdade do elemento g, é dado por,
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Eiz = {ulvvlawheyla_Qxla"'7”97V97W939y97_9xgv(ps’(pa} (374)

(11) Para evitar o locking de cisalhamento, serd utilizado o método de integracao seletiva re-
duzida, em que serdo utilizados 9 pontos de integracdo para os termos de membrana e
momento e apenas 4 pontos de integracdo para os termos associados ao cisalhamento

transversal.

3.3.1 Particio do dominio em elementos e mudanca de variaveis

Elementos quadrilateros utilizam um sistema de coordenadas local, definido em termos de
(€,m), de acordo com o exposto na Fig. 3.3. Portanto, é necessério efetuar a mudanga do

sistema de coordenadas do laminado para o sistema do elemento.

e
O
e
O
e

e |

O—— O

(a) Configuragdo inicial (b) Configuracdo deformada

Figura 3.3: Sistema de coordenadas do elemento padrao

Esta transformacao se faz através das relacdes expostas na Eq. (3.75),

x=x(&,n)= Z?:lxiNi(g;,n)

(3.75)
y :)’(5;77) = Z?:lyiNi(€7n)

em que N; sdo as seguintes fun¢des de forma,
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Nl(é,n)Z%(éz—é)(nz—n), Ns(é,n):%(l—éz)(nz—n)

Nz(é,n)z%@%%)(nz—n)» N6(57n):%(§2+5)(1_n2>

Ns(é,n)z%(iﬁé)(n%n), N7(€7n)=§(1—€2)(n2+n) (3.76)

Na(§,m) = 2 (&2 =8)(m*+n), Ng(&,m)=5(8-&)(1-n7)
No(&,m)=(1-&*)(1-77)

A integral, definida na célula de integracao quadrildtera A,, apresenta o seguinte formato,

1 1
[ seyyasdy= [ [ pe(Em).50E )36 m)ddn (377

sendo que J(&, n) representa o determinante abaixo,

J = det[J] (3.78)

sendo a matriz jacobiana [J] a responsével pelo mapeamento entre o dominio do elemento (&, 1)

e o sistema de coordenadas globais (x,y), descrita na equag@o abaixo,

o dy
J]= g % (3.79)
an  dn

A inversa de [J] possibilita o processo contrario, avaliada como,

d§ I a9

o 9y ax I 9 g

o = % S| =an _5’x 95 . (3.80)
dy dy an  d&

Desta forma, as derivadas das fung¢des de aproximacdo podem ser obtidas pela regra da

derivacdo em cadeia,

0 & adn 0 0
e o U — s
dy dy dy an an

O apéndice B demonstra mais detalhadamente o célculo da matriz jacobiana e seu determi-

nante para um elemento quadrilatero.
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A fim de resolver as integrais no dominio do elemento, utiliza o procedimento de integracao
numérica. Esta pode ser feita por meio da quadratura de Gauss. Neste caso, as integrais no

dominio do elemento podem ser tratadas através da aproximacdo fornecida na equacdo abaixo,

//féndédn

onde npt corresponde ao niimero de pontos de integra¢do ao longo do elemento e W; e W; sio

npt npt

ZZfél,m

i=1j=

(3.82)

os coeficientes de ponderacdo associados a posi¢do do n6é no dominio do elemento, de acordo

com a Tab. 3.1,

Numero de pontos Posicao do n6 Coeficientes de ponderacao
de integragdo npt & W,
2 +0,5773502691 = iL 1
V3

= 8

3 0 0,8=—

’ 9

- 5

+0,7745966692 = ++/0,6 0,5= 5

Tabela 3.1: Pontos de integracdo e coeficientes de ponderacdo para a quadratura de Gauss-
Legendre em um intervalo de —1 <& <1

A fim de obter as equacdes discretizadas relativas a forma fraca dada pela Eq. (3.15), tanto
os campos de deslocamentos i e 6 quanto os campos de deslocamentos virtuais diip € 86 serdo

construidos com base na aproximacao do método dos elementos finitos dada pela Eq. (3.83),

u (%) = éNz(ém)un Su’ (%) = éNl(é,n)Sui
v (%) :,—iNl(é n)vis SV ()?)=§Nz(§ 1n)6vi
wh(¥) = iNz(éaTI)Wi, Sw' (%) = 2N1(57n)5wi (3.83)
0y (% )ZliNl(é )6y, 59;‘(2)=liN1(5 n)66
—6; (%) = i Ni(&,1)6y, —86] (%)= iNl(é 1n)66

N
Il
—

l:

O vetor deslocamento discretizado ﬁg e sua variagao 5&’8 podem ser expressos na forma

matricial de acordo com a equagdo abaixo,
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! (3(&,m))
ipE = § VEEM) = NE ]G (3.84)
W (¥(&,m)
= [ [ || e 0] @

em que ¢, representa o vetor que agrupa os graus de liberdade associados ao elemento, apre-
sentado na Eq. (3.74). Por analogia, pode-se definir o vetor de deslocamentos virtuais segundo

a equacao abaixo,

Sip(X) = 3 S(FEm) = [N(E,n)]{5G.} (3.85)

em que
Na(é»n) 0 0 O 0

[N“(&,m)] = 0 N.(&,1) 0 00| e[0]=]|0 0 (3.86)
0 0 N4(&,m) 0 0 0 0

O vetor rotagdo 6" e sua variagio 80" podem ser expressos na forma matricial como,

éh:{ eyhh(z(g,n)) } = [N(&,m)|{de) (3.87)
= [™En [N || ven | o]

em que,

0 _ 000 _Na(évn) 0
V(e )] = [0 0o o Na(é,n)] (3.88)

Por analogia, tem-se,
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h(x
o ) } = [N?(&m)] {84} (3.89)

= [N | MEm |- N | o] 63

Uma vez discretizados os deslocamentos, pode-se escrever a forma discretizada do vetor de

deformacgdes generalizadas, composto pelas deformacgdes geradas pelos esfor¢os de membrana,

flexdo e cortantes, segundo a equagdo abaixo,

ou ainda,

!

A~

( a_l/[h A
ox
g (%) dy
o (% dul o
gyy ( ) a— + 8_
%?y (_‘) yae}fl o
o Kx (X L
D, = @ o (3.90)
Kyy (¥) I
" dy
Ky (¥) agyh 00"
e (3) ET
Yz (%) J —oh ow*
X a]}:
ow
h [
\ Qy + ax V,

B (F(E,m)) {4}
[ BIEE) | B @ Em) || Bo@Em) | 0] (G} GoD

sendo a matriz B dada pela relacao seguinte,
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_aNa(gan) 0 0 0 0 |
o0x
0 aNag(iﬂ]) 0 0 0
8Na<§,n) N, (5,77) 0 0 0
0 ox
Oy 0 M 0
BEEm=| . o o M | G
dy
0 0 0 8Naa(i,n) _aNaa(i7n)
. 0 S’") 0 —N(&n)
0 o LW wew o

A fim de separar as parcelas de deformacdes que incidem no plano daquelas que se dao
transversalmente a ele, o vetor de deformagdes generalizadas 13g ¢ dividido conforme mostrado

abaixo,

—

D, = (3.93)

Dy
55

~ . = P . . . . .
onde o vetor de deformagoes generalizadas no plano D, € definido como sendo as seis primei-
. ~ =S, ~ . . < ~
ras linhas do vetor D, € D, € o vetor de deformacOes generalizadas relativo as deformagdes
cisalhantes € definido como sendo as duas dltimas linhas. Logo, a matriz de discretizacdo das

deformacdes generalizadas pode ser repartida como,

. [B (¥(&,m))] ]
[B(X(&,n))] = . (3.94)
[B* (x(8,m))]
Por analogia, o vetor de deformacdes virtuais pode ser descrito como,
8D, = [B(%(§.n))]{84c} (3.95)

A determinac¢@o do campo elétrico no elemento € obtida por,
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{gi} = [B?(X(&,n))]{d.} (3.96)
3
= [ [06] | [00] || [00] | [B®) ] (G}

em que os sobrescritos s € a designam o sensor € o atuador, respectivamente. Tal matriz é
definida unicamente para os elementos piezelétricos, dado que as 1aminas de material composto
sdo consideradas ndo dielétricas. Os componentes da matriz [B? (§,1)] encontram-se expostos

abaixo,

1
0
0O 00O00O0
[0p] = e [BY=| M1 (3.97)
00000 o L
hi 1

Definidas as relagdes de discretizacdo descritas acima, € possivel aplica-las as equacdes de
equilibrio que resolvem o problema da placa laminada de material compdsito com sensores €

atuadores piezelétricos integrados.

3.3.2 Equacao de equilibrio mecanico

A equacdo de equilibrio mecanico, apds a discretizacdo no dominio do elemento, pode ser

expressa como,

o} (7086 -+ 6 .57 ) dA = Y[  {Wséi-M.68}dn (o)

ph1 } 8.7 dA Z/Akxl {pbhis} .66 da

Dp

) o D+ [E | B+ [ER| B¢ (3.99)
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Determinacio da contribuicio do primeiro termo da equacao de equilibrio mecéanico

O primeiro termo da equacdo de equilibrio mecanico pode ser decomposto em fungdo do

vetor de esforgos generalizados C, segundo a equacdo abaixo,

Iy, Co.0Dy dA = [, [Dp]D,".8D," dA+ [, [Ds|Dy .6D, dA

+a, ([Egﬂ Es+ [EEJS)} E“) 8D, dA (3-100)

onde pode-se visualizar uma parcela puramente mecanica e uma parcela acoplada de natureza
eletro-mecanica. A fim de computar a matriz de rigidez mecanica deve-se, portanto, separar os
termos de origem elétrica. Aplicando as relacOes de discretizag@o expostas nas Eqs. 3.92 e 3.94

nos termos puramente mecanicos resulta,

~ P ~ P = S — s
/Q[DP]Dg 5D, a’A+/A€ Ds] B, .65, dA 10
= [KE){@.} {83} + [KE| (4.} {54}

em que pode-se identificar as matrizes de rigidez [Kf } e [Kf] , dadas por

/ B (%(&,n))]" [Dp] [BY ((§,1))]dA

(3.102)
- / / B (3(&,m))])" [Dp] B ((&,m)))J(€,n)dEdn
[Kﬁ] / B (¥(&,m)))" [Ds] [B* (¥(&,7))] dA
(3.103)
- / / (B (<&, )] [Ds][B* ((&,m)))J (€, n)dEdn
A matriz de rigidez final da estrutura € entdo dada por,
K. = [KF] + [KS] (3.104)

Determinacio do termo eletro-mecéanico

Para efetuar-se a discretizagdo do termo acoplado, algumas relagdes sao definidas. Dado o
vetor de deformagdes generalizadas 13g e sua variacao 5bg’ apresentados na Egs. 3.91 e 3.95

e os vetores campo elétrico do sensor e do atuador, respectivamente, representados na equagao
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abaixo,

Es" ={0,0,E5)

4 3.105
Ea" ={0,0,E¢} G109

Introduzindo as relacdes descritas acima no termo eletro-mecanico e efetuando as operagdes

necessarias, obtém-se,

/AE <[EEJS)] E'+ [Egs)} E) 8Dy dA = [HI'|{G.} . {8} (3.106)

em que [H¢"] é dado por

[HE"] = /A [B(®(E,m)]" [F][BY (((&,1)))]dA

o (3.107)
— [ [ BGEm) PIE (& )IE mddn

— —
onde [PP] é representada pela matriz cujas colunas s3o os vetores {Egg) (:, 3)} e {ESS) (:,3) },

ou seja,

[P] = { {@(:,3)} {@(:,3)} } (3.108)

sendo a matriz [Epg| definida na Eq. (3.50).

Determinacao da contribuicio do segundo termo da equacao de equilibrio mecanico —
matriz de massa

Para a obtencdo da matriz de massa discreta, basta introduzir as relagdes estabelecidas
anteriormente nas parcelas dependentes do tempo da equacdo de equilibrio mecanico. Logo,

inserindo as Egs. 3.84 e 3.85 no termo abaixo resulta,

/Aki:l {thkvl}ﬁoﬁﬁodf‘ = [M] {E’e} {06G.} (3.109)

em que
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ra = Yt} [ &) I (€ m)lda

L
o (3.110)
¥ ot} b ) v gl magan

Aplicando as relacdes apresentadas nas Eqgs. 3.87 e 3.89 abaixo,

/Zpkhk39 56dA = [MG]{ }{5%} G.111)

sendo a matriz [Mg] representada segundo a Eq. (3.112),

)= Yoo [ [0, n)]T[ N (£.1)] da

o (3.112)
= Ypth [ o] [m @ m] e mazan

Finalmente, utilizando as quatro relacdes de discretizacdo acima, pode-se definir o dltimo

termo de inércia, de acordo com a equagao abaixo,

/A i{pkhk,z} (70.5é+5>.5ﬁ0) aa= v | {q.} {53} (3.113)

e k=1

em que
] = §otma [ (e n)}T[N"@,n)H[N"@,n)]T W e ) aa

e [ ([0 [N“(é,mmN“(é,n)]T[N%ém)}f@gi?fdn

i

Como resultado, obtém-se a matriz de massa final da estrutura, dada por,

M,] = [MY] + [Mg} ¥ [Mgﬂ (3.115)

E importante salientar que no cdculo de [M,], apenas as duas primeiras linhas da matriz
[N“] sdo consideradas, dada a inexisténcia de componentes na dire¢do z para as rotagdes. Desta

forma, todas as parcelas localizadas do lado esquerdo da equagao de equilibrio mecanico foram
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deduzidas. Os termos do lado direito sdo devidos a forgas externas, tais quais gravidade e

carregamentos pI‘GSCI'itOS no contorno.

Determinaciao do vetor de forca nodal equivalente associado ao peso proprio

Para a descri¢do discretizada dos termos associados ao peso préprio, utiliza-se primeira-

mente a definicdo mostrada na Eq. (3.85). Logo,

/Z phk1 g.8iigdA = F8" . {5G.} (3.116)
Ac j=

em que

o = Z{p e } / N“ (7)) gdA

kol (3.117)
= X {pthf L[ e g e magan
e introduzindo a Eq. (3.89) no segundo termo, obtém-se,
/ Y {P'hi2}7.66 da=F2° (54} (3.118)
¢ k=1
em que
F$="Y {thkz}/ [Ne 3 n)} gdA
= Y {oma} [ [ [em] g6 mazan
k=1

Determinacao da vetor de forca nodal equivalente, associado aos carregamentos prescritos
no contorno

Até este ponto, todas as relacdes de discretiza¢do eram aplicadas em uma drea que resultava
do particionamento da integral de volume apds a integrac@o na espessura. Entretanto, os termos
devidos a carregamentos prescritos sdo dados por integrais na superficie que, apds integradas

em z, se reduzem a integrais de linha. Logo, para o caso de integrais de linha, define-se,
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3
x(t) = ) xwi(7) (3.120)
i=1

3
y(1) = Zyi@i(f)
i=1

em que se apresentam as seguintes fungdes de forma, que podem visualizadas na Fig. 3.4,

T=-—1 =0 T=1

Figura 3.4: Fung¢des de forma isoparamétricas para o elemento de barra de trés nds

o) (1) = —%’c(l—f) 3.121)

m(t) = 1— 72

w3(t) = %T(l—i—l’)

Considerando o vetor posi¢ao abaixo,

7(7) = x(7) € +y(7) é,. (3.122)

onde a sua diferencial é dada por,

L Jdx(r)  dy(7)
a’r:{ A e X (3.123)
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e o comprimento de arco ds é

ds = Vdr.dr (3.124)

- ()

= J(1)dt

em que J (7) é o jacobiano da transformacdo de coordenadas e é dado por

o= (B0 (20 3105)

Logo,
1
/ h(®) ds :/ h(%(1))J (7)dt (3.126)
0A;NJA, -1
Desta forma, introduzindo as defini¢des acima no primeiro termo de carregamento pres-
crito,
I =N
/ N .Siyds=F, .{8G.} (3.127)
JANA,
em que
BV — / N (0)T N J(7)dt (3.128)
~1

Aplicando as relacdes de discretizac@o ao termo relacionado a0 momento da tragdo prescrita

no contorno,

/ M. 56dA = M. [N (¢)] {84} ds = F.{54.} (3.129)
0A;NOA, dA;NJA,

em que

M /_11 [N (¢)] "M (0. (3.130)

Para efetuar a integragdo numérica, utiliza-se a relagdo descrita na Eq. (3.82) e a Tab. 3.1,
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atentando ao nimero de pontos de integracdo utilizados em cada parcela da equacao de equili-

brio mecéanico. Os resultados estdo ordenados na Tab. 3.2.

Matrizes \ Integracao numérica
[KP) 2121 B2 (2(&, )] (D] [B7 ((&07))] J(& )W,
=1
KS] 2121 B (&) [Ds] [B (&) J(E ) W
i=1j
Y lel 7(& )" () [BY (2(& )] J(Emy) Wi,
=1
npt npt n
vy | B X (5 {pm ) b g e (ei,n,-)}f@,n,»wiw,.)
i=1j= =
npt npt n
[ME] ; ; <Z, { khk,3} [Ne (ﬁi,m’)]T [Ne (51',77]')} J(ﬁi,nj)Win>
npt npt n
v | B (£ el be ] e
i=1j
+ [N (&))" [N (&) | (&) ) waw
o npt npt n L T
F$ (Z {P hk,l} [N“(&,m;)] §J(§i,77j)Win>
i=1j=1 \k=1
F50 % ’{‘, <i {thk,z} [Ne (éi,nj)]T§J(5i,nj)‘%Wj>
i=1j=1 \k=1
B Y )T W S (o)
i=1
M y [N ()] "W

=1

Tabela 3.2: Integracdo numérica das matrizes da equacdo de equilibrio mecanico pela quadra-
tura de Gauss-Legendre

3.3.3 Equacao de equilibrio elétrico

A equagdo de equilibrio elétrico, apds a particdo do dominio em elementos, resulta em,
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Y[ [ EsE faa+ X [ (o [5"] E45E an

T — — T — —
+Z/A 5] Dg.5ESdA+Z/A [Ep|" D0 dn = (3.131)
e e e e
_/ lTUSZnhn,lé'z-EvsdA— lT/“zlhl,lZZ.SE“dA
aAwmaAe aAWﬂaAe

Determinacao da contribuicao dos termos puramente elétricos

Dado que a polarizagdo do material piezelétrico € orientada ao longo da espessura e que
a aplicacdo de um potencial elétrico externo se efetua na mesma dire¢do da polarizacdo do
material, pode-se definir os vetores campo elétrico do sensor e do atuador, respectivamente, de

acordo com as Eqgs. 3.132,

(E“S)T — [0,0,E3} e (E“a)T — 0,0,E%} (3.132)

Portanto, tomando os termos dependentes apenas do campo elétrico da equacao de equili-

brio e substituindo a relacao acima, obtém-se,

/ L [ B0 68 -y [ BB} an =iy / EJSESdA
A, A,

(1)

_ (3.133)
Fhy e, /A E¢ SESdA

Fazendo uso das relagdes de discretizagc@o descritas nas Eqgs. 3.96 e 3.97 pode-se re-arranjar

a equacdo conforme abaixo,

[ [B B SE o [5] Ee 6B = @ 4G} - {8 (3.134)

e

em que

Q] = / B (%(&.m)]" [Z][B? ((§.n))]dA

R (3.135)
B _1/_1[B(p(f(é,n))]T[Z][Ew(f(é,n))]f(i,n)dédn

sendo que a matriz [Z] é dada por,
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—(n)
hy, 168 0
z)=1 " Py (3.136)
0 hi1€p33

Efetuando-se as multiplicacdes de matrizes e resolvendo a integral na drea A, obtém-se,

—(n) —(n)
D33 0 €h3z A 0
hu h
Q] = /A A e R (3.137)
¢ 0 €D33 0 p33A
hi g hi

Comparando com a equacdo da capacitancia de um capacitor de placas paralelas, dada pela
pela Eq. (1.4), é possivel verificar que a matriz [Q,], formada por termos puramente elétricos,
corresponde a matriz de permissividade da equacdo constitutiva e que cada um de seus ter-
mos corresponde a capacitancia das laminas de material piezelétrico presente na estrutura do
laminado, sejam estas sensores ou atuadores, confirmando o comportamento tipo capacitor das

laminas de PZT.

Determinacao da contribuicao das deformacoes mecanicas na equacio de equilibrio elé-
trico

A fim de efetuar a discretizac@o do termo eletromecanico da equacao de equlibrio elétrico,

aplica-se inicialmente a relag@o descrita na Eq. (3.91), conforme apresentado abaixo,

/Ae [E}s)} "D, SEdA+ /A [Egg} " B, 5EdA =

[ ] @y sran s [ [ @ oEan (3.138)

Dado o versor da base cartesiana da lamina €3, alinhado com a direcdo de polarizacdo do
material piezelétrico e do campo elétrico aplicado. Pode-se assim, descrever o vetor campo

elétrico do sensor e do atuador em fungao do versor €3 através das relagdes abaixo,

=

E* = ES2;

. B (3.139)
EY = Efé;3

Aplicando as equacdes acima as variagdes do vetor campo elétrico e substituindo na Eq. (3.138),
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/ [E(”)}Tﬁ SESdA + / []E“)]Tﬁ SEIdA =

PS 8" PS 8
A, T A, 7 (3.140)
/A B (B]{3c) 236E8dA + /A [EL] [B]{Gc} 236E8dA

e

Lembrando que &3 = 03;¢; ¢ analisando a fragdo da equacdo acima mostrada abaixo, pode-se
discernir a validade das operacdes tensoriais realizadas, apresentadas em notacao indicial para

maior clareza,

[Eps]” [B]{Ge}.& = [Bpsl;; Bl {Ge}s O (3.141)
= [Epsl; Bl {Ge}s

Substituindo a Eq. (3.141) na parcela abaixo da equacgdo de equilibrio elétrico, assim como

as relagoes de discretizacdo do campo elétrico definida na Eq. (3.97), resulta,

[ B8] B a0+ (5] B @05 pas = [ (B T B4 (4} 64.)

= [HZM]T {Z])e} . {666}
(3.142)

sendo a matriz [HZ"“] definida na Eq. (3.107).

Determinacio da vetor de forca nodal equivalente, associado a carga prescrita no contorno

Para a obten¢do da forma discreta deste vetor, € necessdrio o uso da relagdo estabelecida na

Eq. (3.139), que sendo aplicada na equagdo abaixo resulta em,

/ Wsznhn’lé’zﬁﬁsdA—l— Wazthlé’z.SE“dA =
dAyNIJA, JdAyNIJA,

/ V20l 18,830 ESdA + Vz1hy 1€,.830 ESdA
dAyNIA, dAyNIA,

(3.143)

Dado que €, = €3, o produto escalar entre estes desaparece no produto, ou seja, €,.¢3 = 1.

Portanto, pode-se re-arranjar os dois termos segundo a equacao abaixo,
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. SES
W% hy 1¢,.0E4dA = L] 3 LdA
l/’a 111,1€7 BAV,m)Ae [T{ }

V' 2php12,.0ESdA +
/(QAwmaAe Ve 2 OES
(3.144)

dAyNIJA,

sendo a matriz @] dada por,

_ vz,h, 0
%] = [ Viatnt ] (3.145)
0 Yizihi

Inserindo a relacdo de discretizacdo do campo elétrico descrita na Eq. (3.97), obtém-se,

J— = 2a _ [0) =
W21y 2. SEdA /{MWAe V] [B9]dA { 8. |

/ Vo 2uhy 18, SESdA +
dAyNIA,
= {FF}(8a.)

JdAyNIA,

(3.146)

Assim como a for¢a devida a tracdo prescrita no contorno, a forca devida a carga prescrita na
superficie, apds integrada em z, se reduze a uma integral de linha. Logo, utilizando as rela¢des
de discretizacdo assumidas nas Eqgs. 3.120, 3.121, 3.125 e 3.126, define-se o vetor de forca de

origem elétrica FE como,

FE = /_ 11 [P] B?]J(1)dT (3.147)

Para efetuar a integracdo numérica, utiliza-se a relacio descrita na Eq. (3.82) e a Tab. 3.1,
atentando ao nimero de pontos de integracdo utilizados em cada parcela da equacao de equili-

brio elétrico. Os resultados estao ordenados na Tab. 3.3.

Matrizes \ Integra¢ao numérica
npt npt
Q] le B (%(&,n,)]" 2] [B® (%(&-n)))] J (& n))WiW.
i=1]
e Y [#] (B (=) W
i=1

Tabela 3.3: Integracdo numérica das matrizes da equagao de equilibrio elétrico pela quadratura
de Gauss-Legendre

Com a aplicacido do método de Galerkin-Elementos finitos obtém-se o seguinte sistema de

equacoes discretizadas,
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Y M { G} 850} + L (K] + M2 (G} {8} = ¥ { e — Fe® + Y - B} {85

e

(3.148)

em que
IM,] = [MY] + [MS} . [Mgﬂ (3.149)
K] = [KF] + [KS] (3.150)
Y [+ ] 4G} {8a.} = ¥ {FF} {84} (3.151)

ou ainda

Y [KE]{Ge}.{8G.} ZZ{EE}{S@} (3.152)

em que

[KE] = [Q] + [H¢]" (3.153)

Denominando (17 , 5) como sendo o vetor de graus de liberdade globais do problema eletro-

mecanico, no qual ¢ = ((])S, (J)A) , 05 representando o vetor de potenciais elétricos associados aos
sensores, P4 0 vetor de potenciais elétricos associados aos atuadores , e U os graus de liberdade

devido a deslocamentos e rota¢des nodais tem-se,

(0.6) =utdc}. (3.154)

na qual U (o) representa o operador unido de todos os graus de liberdade do problema eletro-
e

mecanico, no qual os graus de liberdade sdo adequadamente ordenados.

De forma andloga, as variagdes dos graus de liberdade sdo representadas segundo a equagao
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seguinte,

(517,55) =U{83,} (3.155)

Adicionalmente, introduzindo o operador montagem de matrizes A (o) e o operador mon-

tagem de vetores A} (o) pode-se definir,

MO
0 0
- K K (3.156)
UOTU | =AM K + [HE] + [KE]]
| Ko Ky

sendo que a matriz M representa a matriz de massa discreta do laminado e as matrizes K repre-
sentam matrizes discretas de termos puramente mecanicos (matriz de rigidez Ky), de acopla-
mento eletro-mecanico (matrizes Ky ¢ € Kg/) € de termos puramente elétricos (matriz dielétrica

Ky) do laminado, e

Feie psu_ p8d | PN _FM | FE
ot :A;{Fe —FO 4 N _F +Fe} (3.157)

em que o vetor F)’¢“ representa as forcas externas de natureza mecanica aplicadas ao laminado e

o vetor FE as forgas de origem elétrica. Logo, re-arranjando o sistema de equagdes de equilibrio

em funcdo das defini¢cdes acima,
[ M 0

U { SU }
e R
0 0 é 8¢
| Fimee sU y sU
| FE O[] 8¢ | 56

Para que o equilibrio seja estabelecido para qualquer variagdo de deslocamento e potencial

U Fe
{ ; }:{ oy } (3.159)

L6156 )
¢ o9 (3.158)

elétrico, a equacao acima resulta em,

—

U Ky K
_>+[UU¢

[MO
;

0 O
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No caso de utilizagdo da decomposi¢do ¢ = <¢S,¢A) ¢ possivel re-escrever a equacao

acima na forma seguinte,

T> — -
U Kv Kgp Ko | [ O Fimee
- - N
0 bs ¢+ | Ky KY 0 ¢ p=< FS (3.160)
7 K(A) 0 K(A) Y ﬁA
0 oU 0 A

3.3.4 Obtencao das equacoes do sensor e do atuador

Dado que o elemento piezelétrico que apresenta a funcdo de sensor trabalha utilizando
o principio piezelétrico direto, ou seja, um carregamento mecanico gerando o aparecimento
de cargas induzidas no material, considera-se que o efeito piezelétrico inverso no sensor seja
desprezivel. Logo, o elemento sensor ndo produz forcas de origem elétrica capazes de causar
deformacdo na estrutura, uma consideragdo vdlida visto que o potencial elétrico desenvolvido
no sensor € fraco (normalmente inferior a 1V'). Logo, o vetor de forcas elétricas FS é admitido

nulo. Aplicando esta condi¢do no sistema de equagdes acima, obtém-se,

K| OO} [T (B0} = (70

A segunda equacgdo do sistema representa a equacdo do sensor, relacionando o potencial
elétrico gerado neste devido a acdo de um deslocamento imposto a estrutura, onde o efeito pi-
ezelétrico direto € claramente verificado ou seja, auséncia de tensdo elétrica externa gerando o
aparecimento de cargas elétricas no interior do corpo. A terceira equacdo é conhecida como
equacao do atuador, representando a relacio entre a tensdo elétrica imposta ao atuador e o des-
locamento e forga criados por conseqiiéncia, caracterizando o efeito piezelétrico inverso, onde
a presenca de um campo elétrico resulta em deformagdo mecanica da estrutura. Nesta andlise,
torna-se necessario conhecer o impacto da evolu¢do no tempo das varidveis dependentes deste.
Como as forcas mecanicas externas aplicadas na placa causam deformacgdes tinicas em cada ins-
tante de tempo, o potencial elétrico gerado no sensor em virtude de tais deformagdes apresentara
igualmente um caréter temporal. Portanto, a fim de caracterizd-lo dinamicamente, deve-se co-
nhecer as cargas elétricas que o originam. Dado que tais cargas se espalham na superficie do

material de acordo com o modelo do capacitor ilustrado na Fig. 1.5 e que o deslocamento des-
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tas € determinado pela segunda equacgdo constitutiva do material piezelétrico, pode-se calcular a
quantidade de cargas no sensor através da lei de Gauss, onde a carga elétrica de circuito fechado

através dos eletrodos € dada por,

w () = 1{/ D.(yda+ [ Dz(t)dA}
2 | Ja (z=2n) A(z=2zn11)

Nesta relagdo, apenas D, € utilizado dado o sentido de polarizacdo do material, ou seja, o
deslocamento de cargas se d4 unicamente nesta direcdo. Substituindo a equacao constitutiva na

relacdo acima obtém-se,

l\)l'—‘

/{ e+ [5G0 Ew
(3.162)
+[e

E (1) } dA
Dado que os valores de carga gerados no sensor sdo pouco elevados (na faixa de mV), o

efeito piezelétrico inverso que aparece no sensor pode ser desconsiderado. Logo, a equagdo

acima resume-se a,

- %A{R%&QNM§@%+FGPHWH)()}dA

Separando as deformagdes resultantes de tensdes no plano da 1amina das cisalhantes,

wWo=L; [ {(eea”) &0+ (@ea”) 1o
T

+ ([Ep (3,:)](”1)) g, (t)+ ([ES (3’:)](n+1)>T}7s(t)}dA (3.163)

Substituindo as relacdes descritas na Eq. (D.2),

)
)+ (3, "+1>) € (1) (3.164)

Wo-L5 | e{([zp@, e >)T )+ (Iey 3.)) R0
+ 1)+
+Z(n+1) ( n+1 )T £+ < )]("H))T}_/;(t)}dA
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Dado que as propriedades piezelétricas sdo as mesmas em ambas as superficies do sensor e

que estas sdo constantes, pode-se escrever,

5= _ g (1) — 151 (5)
[ep] [e)] 1—[917] (3.165)
" = (@)Y = [e]
Inserindo a relagdo acima e re-organizando os termos, obtém-se,
<n>+z<n+1>> .
) (1) = e 3.0 | & <Z—~ s (3.0 7
v =X [ (@A) &0+ k0| + (B E.0Y) 50 s
(3.166)

Multiplicando a equag@o acima por A, 1, obtém-se,

W (1) = 2/ hil { 69 3] &+ [aY 3] 70+ [0 63)] 7 (t)}dA

(3.167)

Agrupando as parcelas das matrizes [G} , [I-AI} e m , obtém-se a matriz [P], definida na

Eq. (3.108), considerando unicamente a coluna relacionada ao sensor,

) (1) = Z/A hll P (1)) By (1) dA (3.168)

Aplicando a discretizacdo ao vetor de deformacdes,

v =Y [

—[P( D))" [B]{ge (1)} dA (3.169)
e JAe Mnl

Desta forma, a carga desenvolvida em cada sensor pode ser calculada. No caso de miltiplos
sensores, a constante ﬁ serd agrupada em uma matriz diagonal. Tal matriz corresponde a [B?],
n,

apresentada na Eq. (3.97). Dado o fato desta matriz ser diagonal, pode-se afirmar que,

B?] = [B?]" (3.170)

Substituir esta relacdo na equacdo da carga do sensor resulta em,
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=% [ B0 [PU] Blaata o) = 0] o) G.171)

Conhecendo a carga existente no sensor é possivel calcular a tensdo elétrica neste através

da relagado abaixo,

1
(p(s) (t) = EV,S(;) (3.172)

sendo sua capacitancia Cy dada pela Eq. (1.4), conforme descrito abaixo,

A

— 3.173
o ( )

_—E
Cs = €p33

sendo que %33 € o coeficiente da matriz de permissividade (dielétrica) associado a dire¢do do
deslocamento das cargas elétricas e h, 1 € A a espessura e a drea do sensor, respectivamente.
Quando se considera a existéncia de multiplos sensores, a constante Civ ¢ agrupada em uma
matriz diagonal. Tal matriz é representada pela inversa de [Q.]. Assim, a equacdo da tensdo

elétrica no sensor discretizada resta,

o (0 =[a] " [Ee 0] (g 1) (3.174)

A passagem para sistema de coordenadas global do laminado se faz pela aplicacio do ope-

rador unido U (o), definido na Eq. (3.154), para ordenar adequadamente os graus de liberdade
e

T
dos sensores e atuadores. Neste sistema, encontra-se a equivaléncia entre [qu(s)] e [K((PSI)]} €

[QS)} e [KEPS)} . Substituir as relagdes estabelecidas na primeira equac¢do do conjunto descrito

na Eq. (3.161) resulta em,

M {0} + Kol {T 0} + K] {ds 0} = {Eree 0} + [k {0} 3.175)
Substituir a equag@o do sensor na relacdo acima resulta em,

[M] {lﬁt)) b+ ([Ku] - k53] 3] - [Kgf,}]) {00} ={Fae )+ K] {810}
(3.176)

Considerando um amortecimento do tipo Rayleigh ou proporcional para representar o amor-
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tecimento estrutural, pode-se re-escrever a equagdo de acordo com o exposto abaixo,

{0 {o @) + ko - [165) (6] ]| {00}

. W1 [~ (3.177)
= {Fzee )} + [xGo] {0}
na qual a matriz de amortecimento [C] é descrita como,
[C] = o [M] + B [Ku] (3.178)

Sendo conhecido o comportamento dindmico da estrutura sob a a¢ao de esforcos mecanicos
e elétricos, € entdo possivel a elaboracdao do controle, buscando a reducdo de vibragdes da
placa. A fim de modelar numericamente o problema proposto, o0 Método de Elementos Finitos
foi selecionado para representar o comportamento dos materiais que compdem a estrutura em
questdo. Para a simulacdo da parte estdtica, este método € suficiente para obter-se a solug@o
das equacgdes de equilibrio. Porém, no caso dindmico, a utilizacdo de um algoritmo capaz de
resolvé-las passo a passo € necessdria. Neste trabalho, um método implicito de integracdo direta
foi escolhido, de modo a solucionar as equacdes de equilibrio a cada instante de tempo. Assim,
considerando conhecida a solu¢do destas equagdes em um instante de tempo ¢, pode-se calcular
a solugdo do problema para um instante ¢ + 1. Entre diferentes métodos de integracdo direta,

este trabalho optou pela utilizagdo do método de Newmark, apresentado no apéndice C.
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4 VALIDACAO DO MODELO

Este capitulo visa validar o modelo matemético para estruturas laminadas contendo ma-
teriais piezelétricos que trabalham como sensores e atuadores desenvolvido anteriormente. A
fim de simular numericamente as estruturas, modelos foram desenvolvidos no software comer-
cial MATLAB®. A verificacdo da eficdcia dos resultados foi efetuada através de comparacdes
com resultados analiticos, outros trabalhos que utilizaram igualmente o Método dos Elementos
Finitos e com modelos desenvolvidos no software comercial ANSYS®. Diferentes configura-
coes de placas foram testadas, submetidas a estimulos mecanicos e elétricos, apresentando de
condicdes de contorno diversas. Em todas as situacdes, o elemento utilizado foi o Quad9. As
condicdes de contorno associadas a cada caso encontram-se na Tab. 4.1, contendo unicamente
os graus de liberdades mecanicos associados a tais testes, onde 0 e 1 representam livre e fixo,

respectivamente.

Tipo de apoio \ Graus de liberdade

u|viwl|6 | —6
simplesemx [0 [0 |11 0
simplesemy |00 | 1] 0 1
engastado 11711 1

Tabela 4.1: Condicdes de contorno dos graus de liberdade mecanicos

Os valores dos resultados para a deflexdo sdo adimensionalizados através da Eq. (4.1) rela-

tada abaixo,

Yoh3

14 mec
ext

w=w

10" (4.1)

onde Y, € o mdédulo de Young tomado na direcdo 2 nos eixos de ortotropia dos materiais com-
posto e piezelétrico, [ e & sdo o comprimento e a espessura da placa, respectivamente, e n € uma

constante inteira que define o fator multiplicativo de w.
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4.1 Placa isotropica

Neste primeiro teste, uma placa de material isotrépico sob ac¢do de carga concentrada é
considerada. A estrutura proposta € mostrada na Fig. 4.1, sendo possivel visualizar o ponto
de aplicacdo da forca (central), assim como sua direcdo e sentido (perpendicular ao plano da
placa) e o tipo de condi¢@o de contorno considerado. As dimensdes da placa e suas propriedades

mecanicas encontram-se na Tab. 4.2, todas apresentando unidades definidas no Sistema Inglés.

Zky

X

Figura 4.1: Placa isotrépica

Propriedades | Valor | Valor SI
Comprimento (/) e largura (b) 10in 0,254m
Espessura (h) 0,lin | 2,54¢3m
Modulo de Young (Y) 300 psi | 206,8GPa
Coeficiente de Poisson (vy3) 0,3 0,3
Carga aplicada (F)¢ 40lb 177,93N

Tabela 4.2: Dados da placa isotrépica [39]

A intenc¢do deste teste € validar a simetria e a ndo-singularidade da matriz de rigidez tan-
gente do modelo Ky, fatores essenciais para o correto funcionamento do cédlculo dos desloca-
mentos da estrutura. Dada a simetria existente devido ao fato da placa ser quadrada e o material
ser homogéneo, apenas 1/4 da placa foi utilizado nos calculos, sendo a por¢do da placa dis-
cretizada em 4 elementos. O valor de deflexdo maxima obtido foi comparado com o valor da
solucdo analitica e o valor do exemplo resolvido 10.7.1 encontrados em Kwon e Bang [39].
Neste exemplo, o elemento utilizado € o Quad4 e trés tipos de integracdo numérica sio uti-
lizados: completa (F), reduzida (R) e seletiva (S). A comparacdo de resultados é exposta na
Tab. 4.3.

O resultado encontrado foi considerado satisfatério e capaz de validar a integridade da
matriz de rigidez tangente Ky da estrutura. Com a malha utilizada, a convergéncia ao valor da

solucdo analitica € atingida tanto com integracdo reduzida quanto com a seletiva. Entretanto,
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Tipo de integracao | Kwon | FEM
Q4 09

F 0,0002 | 0,0151

R 0,0177 | 0,0169

S 0,0168 | 0,0169

Solucio analitica | 0.0169 | 0.0169

Tabela 4.3: Comparacao dos valores de deflexdo maxima w (em polegadas) para a placa isotré-
pica simplesmente apoiada submetida a carga concentrada

a integracdo numérica completa apresentou um percentual de erro de —11,92% em relacdo ao

valor da solucdo analitica.

Outros testes foram realizados para analisar o comportamento da placa submetida a carga
distribuida, onde pretendeu-se verificar também a robustez do modelo frente a diferentes rela-
¢oes I /h e condig¢des de contorno. Os resultados de deflexdo méxima obtidos foram adimensio-
nalizados utilizando a relacdo apresentada na Eq. (4.1) para n = 2 e comparados com solucdes
analiticas e resultados encontrados por Reddy em [40]. As propriedades mecénicas da estrutura
utilizada nestes testes sdo apresentadas na Tab. 4.4, todas com unidades definidas no Sistema

International (SI).

Propriedades | Valor

Comprimento (/) e largura (b) Im
Moédulo de Young (Y) 30M pa
Coeficiente de Poisson (vy2) 0,25
Carga aplicada (F)5¢ 10Pa

ext

Tabela 4.4: Dados da placa isotrépica [40]

Como a placa é simétrica, apenas 1/4 desta foi discretizado. O primeiro teste foi efetuado
com a placa simplesmente apoiada no contorno, dividida em malhas com diferentes numeros
de elementos Quad9, exatamente como proposto pela referéncia de comparagdo. Os tipos de
integracdo numérica completa, reduzida e seletiva foram igualmente analisados. A comparacao

dos resultados € mostrada na Tab. 4.5.

Os resultados obtidos se mostraram aceitdveis, com margens de erro nulas em relagdo aos
valores encontrados por Reddy. O pior resultado foi para a utilizacdo de um tnico elemento
para a representagdo de placa fina (I/h = 100), onde a margem de erro em relagéo a solugéo
analitica se mostrou de 12,4082%. Entretanto, dado que o mesmo valor foi encontrado por
Reddy, acredita-se que a disparidade existente € devida a pouca representatividade de modelar
toda a placa por um elemento somente. Com o aumento do nimero de elementos, o percentual

de erro se reduziu. Na representagio da placa espessa (I/h = 10) a mesma situa¢@o ocorreu para
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Relacdio 1/h | Malha | Tipo de Integracdo | Reddy | FEM

10 Ix1 F 4,5304 | 4,5304 — (5,447%)

R 4,9711 | 4,9711—(3,750%)

S 4,9426 | 4,9426 — (3,156%)

2x2 F 4,7707 | 4,7707 — (0,432%)

R 4,8005 | 4,8005 — (0,190%)

S 4,7989 | 4,7989 —(0,157%)

4x4 F 4,7897 | 4,7897 —(0,035%)

R 4,7917 | 4,7917 — (0,006%)

S 4,7916 | 4,7916 — (0,004%)

Solucao analitica 4,7914

100 I1x1 F 4,0028 | 4,0028 — (12,408%)
R 4,7483 | 4,7483 —(3,906%)

S 4,7196 | 4,7196 — (3,278%)

2x2 F 4,4822 | 4,4822—(1,917%)

R 4,5815 | 4,5815—(0,256%)

S 4,5799 | 4,5799 — (0,221%)

4x4 F 4,5530 | 4,5530—(0,368%)

R 4,5729 | 4,5729 —(0,068%)

S 4,5728 | 4,5728 — (0,066%)

Solucio analitica 4,5698

Tabela 4.5: Comparacdo dos valores de deflexdo maxima w para a placa isotrépica simples-
mente apoiada submetida a carga distribuida

a simulacdo com um unico elemento. Porém, com o refino da malha, a taxa de erro se manteve

abaixo de 0,5% de erro em relacdo a solucdo analitica.

Para a placa fina, a melhor precisdao obtida em comparag¢do com a solug@o analitica foi de
0,0657% de erro para a malha de 4X4 elementos no tipo de integracdo numérica seletiva, que
apresentou melhores resultados que a integracdo numérica completa e reduzida em todos os
casos testados. Para a placa espessa, a melhor precisdo obtida foi de 0,0045% de erro para a
mesma malha de 4X4 elementos no tipo de integracdo numérica seletiva, que apresentou igual-
mente melhores resultados que os outros dois tipos de integracdo em todas as situagdes. Testes
com maior discretizagdo de malha foram efetuados a fim de verificar se o valor de deflexdo ten-
deria ao valor exato da solucdo analitica. Para a malha de 8X8 elementos, o valor encontrado é
de 4,5724 para a placa delgada e este valor se mantém para outras situacdes de discretizagao,
ou seja, este € o valor de convergéncia maximo do modelo, apresentando um percentual de erro
de 0,0569% em relacdo a solugdo analitica apresentada na Tab. 4.5. Para a placa espessa, o
valor de convergéncia maximo foi de 4,7912, obtido igualmente com a malha de 8X8 elemen-
tos, apresentando um percentual de erro de 0,0045%. Ambos os testes acima mencionados

representam valores obtidos utilizando integragdo numérica seletiva.
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No segundo teste realizado a placa engastada no contorno foi considerada. A andlise da
influéncia do refino da malha e do tipo de integracdo numérica aplicado foram analisados e
comparados novamente com os valores encontrados por Reddy [40] e com o valor obtido pela

Teoria Classica de Placas (CPT) para a situagdo de placa fina. Os resultados sdo apresentados
na Tab. 4.6.

Relacio 1/h | Malha | Tipo de Integracio | Reddy | FEM

10 2x2 F 1,5983 | 1,5983
R 1,6903 | 1,6903
S 1,6880 | 1,6880
4x4 F 1,6685 | 1,6685
R 1,6760 | 1,6760
S 1,6758 | 1,6758
100 2x2 F 1,1222 | 1,1222
R 1,4417 | 1,4417
S 1,4382 | 1,4382
4x4 F 1,3546 | 1,3546
R 1,4271 | 1,4271
S 1,4268 | 1,4268
100 4x4 CPT(C) 1,4370

Tabela 4.6: Comparacao dos valores de deflexdo maxima w para a placa isotrdpica engastada
submetida a carga distribuida

Os resultados obtidos se mostraram aceitdveis novamente, com margens de erro nulas em
relac@o aos valores encontrados por Reddy. O pior resultado foi em comparacdo com a Teoria
Cléssica de Placas, com um percentual de erro de 6,0830% usando integragdo numérica com-
pleta. Tal diferenca foi atribuida a diferenca de formulacdes dado que o percentual de erro entre
o valor encontrado por Reddy e o CPT foi o mesmo. Com a utiliza¢do de integracdo numérica
reduzida e seletiva, o percentual de erro reduziu para 0,6937% e 0,7149% respectivamente. En-
tretanto, o grande enfoque comparativo neste teste € dado aos valores apresentados por Reddy,

dado que sua placa é também formulada utilizando a Teoria de Placas de Mindlin.

4.2 Placa ortotropica

A fim de validar o modelo para materiais ortotrépicos, trés testes foram efetuados. Inici-
almente, apenas uma lamina foi simulada, considerando-se diferentes angulos de dire¢do das
fibras em relacdo ao eixo x. Uma vez validado o modelo para uma lamina, o laminado por
inteiro foi testado, sendo este formado por laminas com diferentes orientacdes. Nestes testes, a
condicdo de simetria ndo mais pode ser considerada, pois para angulos de orientagao das fibras

diferentes de 0° e 90° a estrutura apresenta uma nao simetria material [34].
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Figura 4.2: Representacao esquemadtica da 1amina compdsita

O teste para verificacdo do modelo de uma tnica lamina foi efetuado para uma placa re-
tangular engastada no contorno submetida a uma carga distribuida. As propriedades mecanicas
da lamina e as dimensdes da placa encontram-se expostas na Tab. 4.7 e uma representacao

esquemadtica desta € fornecida na Fig. 4.2.

Propriedades | Valor
Comprimento (/) 2m
Largura (b) 1m
Moédulo de Young na diregdo x (Y7) 30M pa
Modulos de Young na diregdo y e z (Y, =Y3) | Y;/40
Moédulos de cisalhamento (G2 = Gy3) 0,6Y;
Moédulo de cisalhamento (G73) 0,57,
Coeficientes de Poisson (Vi; = Vi3) 0,25
Carga aplicada (F)l*¢ 10Pa

Tabela 4.7: Dados da placa ortotrépica

Os resultados de deflexdo méaxima obtidos foram adimensionalizados utilizando a relagao
apresentada na Eq. (4.1) para n = 3. Como ndo existe uma solu¢@o analitica para este problema,
os resultados foram comparados com os resultados encontrados por Lakshminarayana e Murthy
[41], que s@o tomados como referéncia. Dado que estes utilizam um tipo diferente de elemento
(TRIPLT), os resultados obtidos foram também comparados com Noel [42] e Calixto [34], que
utilizaram elementos Quad9. A placa ortotrépica modelada por Noel foi baseada no Principio
de Hellinger-Reissner modificado e a de Calixto na Teoria de Placas de Ordem Superior. Dado
que nos testes anteriores a integracdo numérica seletiva apresentou melhores resultados que os
tipos reduzido e completo, os proximos testes sao feitos considerando apenas a integracdo S. A

comparacdo da deflexdo mdxima na placa ortotrépica é apresentada na Tab. 4.8.

Os valores que se encontram entre parénteses sdo os percentuais de erro associados a cada
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Relagdo 1/h | | TRIPLT | FEM Noel Calixto
10 0° | 16,0507 | 16,2317 —(1,13%) | 16,2272 —(1,10%) | 15,7343 — (1,97%)
15° | 14,8537 | 15,0671 — (1,44%) | 15,0643 — (1,42%) | 14,6168 — (1,59%)
30° | 11,0010 | 11,1742 —(1,57%) | 11,1749 —(1,58%) | 10,8630 — (1,25%)
45° | 6,8400 | 6, 9028 (0,92%) | 6,9045—(0,94%) | 6,7023 —(2,01%)
60° | 4,5215 | 4,5347—(0,29%) | 4,5367 —(0,34%) | 4,3751 —(3,24%)
75° | 3,5430 | 3,5442—(0,03%) | 3,5458 —(0,08%) | 3,4000 — (4,04%)
90° | 3,2798 | 3,2786—(0,04%) | 3,2798 —(0,00%) | 3,1388 —(4,30%)
100 0° | 10,5375 | 10,6593 —(1,16%) | 10,6598 — (1,16%) | 10,3073 — (2,18%)
15° | 9,4455 | 9,8893 —(4,70%) | 8,8907 —(5,87%) | 9,5603 — (1,22%)
30° | 6,0859 | 6,4766— (6,42%) | 6,4782—(6,45%) | 6,2694 —(3,02%)
45° | 2,8985 | 2,8974—(0,04%) | 2,8969 — (0,06%) | 2,8067 — (3,17%)
60° | 1,4139 | 1,3849—(2,05%) | 1,3847 —(2,07%) | 1,3409 —(5,16%)
75° | 0,9134 | 0,9176 —(0,46%) | 0,9177—(0,47%) | 0,8883 —(2,75%)
90° | 0,8017 | 0,8051 —(0,42%) | 0,8051 —(0,42%) | 0,7793 —(2,79%)

Tabela 4.8: Comparacao dos valores de deflexdo maxima w para a placa ortotropica engastada
submetida a carga distribuida

formulacido em relacdo aqueles obtidos pelo elemento TRIPLT. As taxas de erro variaram de

um valor de 6 para outro, apresentando valores compreendidos entre 0,03% e 1,57% para

a placa espessa e entre 0,04% e 6,42% para a placa delgada. Realizando uma comparagdo

com os valores obtidos por outros autores em relagdo a referéncia, os resultados encontrados

foram considerados aceitdveis, dado que estes se situam em uma faixa de valores proxima (entre

0,00% e 6,50%).

Uma vez validado o modelo para uma tnica 1amina de material composto, € possivel verifi-

car o desempenho do laminado por completo, formado por 1aminas com diferentes orientacdes

de fibras.

Dois casos foram testados: laminado simétrico e anti-simétrico. As propriedades

mecanicas do material utilizado em ambos os testes estdo expostas na Tab. 4.9.

Propriedades | Valor
Comprimento (/) e largura () 1m
Moédulo de Young na dire¢do x (Y1) 175Gpa
Mddulos de Young na direcdo y e z(Y» =Y3) | Y;/25
Moédulos de cisalhamento (G2 = G13) 0,5y,
Moédulo de cisalhamento (G33) 0,27,
Coeficientes de Poisson (vi; = Vvi3) 0,25
Carga aplicada (F,7° /A) 10Pa

Tabela 4.9: Propriedades mecénicas do laminado ortotrépico

O laminado simétrico proposto apresenta um esquema de laminagdo [0°/90°/0°], sendo

que todas as laminas possuem a mesma espessura. O laminado em questdo se encontra simples-
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mente apoiado no contorno e € submetido a uma carga distribuida sobre sua superficie. Neste
teste, os resultados sdo comparados com os valores obtidos por Belo [43] utilizando elementos
tipo Quad8 e com a solu¢do analitica de Navier. Trés relacdes comprimento-espessura sao avali-
adas: laminado espesso, semi-espesso e delgado, sendo cada um simulado utilizando diferentes
malhas. A integracdo numérica € do tipo seletiva. Os resultados foram adimensionalizados
através da relacdo definida na Eq. (4.1) com n = 2 e sdo mostrados na Tab. 4.10, onde os valores

contidos entre parénteses sao os erros tomados em relacdo a solucdo analitica.

Relacio 1/h \ Malha \ FEM \ Belo

10 2x2 | 1,0234—(0,15%) | 1,0284 — (0,64%)
4x4 |1,0220—(0,01%) | 1,0229 — (0,10%)
8x8 | 1,0219—(0,00%) | 1,0232—(0,13%)

Solucio analitica 1,0219
20 2x2 |0,7582—(0,13%) | 0,7500 — (0,95%)
4x4 |0,7573 —(0,01%) | 0,7548 — (0,32%)
8x8 | 0,7572—(0,00%) | 0,7574 —(0,03%)

Solucio analitica 0,7572
100 2x2 |0,6704—(0,10%) | 0,6576 —(1,81%)
4x4 |0,6697—(0,00%) | 0,6660— (0,55%)
8x8 | 0,6697 —(0,00%) | 0,6694 — (0,04%)

Solucao analitica 0,6697

Tabela 4.10: Comparacdo dos valores de deflexdo maxima w para o laminado ortotrépico
[0°/90° /0°] simplesmente apoiado submetido a carga distribuida

Os valores obtidos foram considerados satisfatérios, apresentando um erro miximo de
0,15% na malha de 2X2 elementos para o caso de laminado espesso (//h = 10). Os maiores
erros encontrados foram para os casos de malha menos discretizada (apenas quatro elementos),
pois com o refino da malha a taxa de erro ficou restrita ao intervalo entre 0,01% e 0,00%. O me-
lhor desempenho foi alcangado na situag@o de placa delgada (I/h = 100), onde a convergéncia

para a solucdo exata se deu com uma malha de 4X4 elementos.

No segundo caso, um laminado anti-simétrico € proposto, apresentando uma seqiiéncia de
empilhamento de laminas [45°/ —45°],, todas estas possuindo a mesma espessura. O lami-
nado em questdo se encontra simplesmente apoiado no contorno e € submetido a uma carga
distribuida sobre sua superficie. Assim como anteriormente, os resultados sdo comparados com
os valores obtidos por Belo [43] e com a solug@o analitica de Navier. As mesmas relacdes
comprimento-espessura € malhas sdo avaliadas, utilizando integra¢do numérica seletiva. Os
resultados adimensionalizados usando n = 2 na Eq. (4.1) sdo expostos na Tab. 4.11, onde os

valores contidos entre parénteses sdo os erros tomados em relacdo a solugdo analitica.

O desempenho obtido pelo modelo foi considerado satisfatdrio, apresentando um erro méa-
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Relagdo 1/h | Malha |

FEM

\ Belo

10 2x2 ]0,6374—(0,13%) | 0,6510— (2,26%)
4x4 |0,6367—(0,02%) | 0,6463—(1,52%)
8x8 |0,6367—(0,02%) | 0,6337— (0,46%)

Solucio analitica

0,

6366

20 2x2 | 0,4488—(0,11%) | 0,4099— (8,57%)
4x4 |0,4483—(0,00%) | 0,4466— (0,38%)
8x8 | 0,4483 —(0,00%) | 0,4425— (1,29%)

Solucao analitica 0,4483

100 2x2 |0,3888—(0,13%) | 0,3327 — (14,32%)
4x4 |0,3883—(0,00%) | 0,3826—(1,47%)
8x8 | 0,3883—(0,00%) | 0,3815—(1,75%)
0,3883

Solucio analitica

Tabela 4.11: Comparacdo dos valores de deflexdo maxima w para o laminado ortotrépico
[45°/ —45°], simplesmente apoiado submetido a carga distribuida

ximo de 0,13% na malha de 2X2 elementos para o caso de laminado espesso (I/h = 10) e
delgado (I/h = 100). Assim como no teste anterior, os maiores erros encontrados foram para a
malha menos refinada. Com o aumento do nimero de elementos, a taxa de erro ficou restrita ao
valor méximo de 0,02%. As melhores taxas de convergéncia foram alcangadas nas situacdes
de placa semi-espessa (I/h = 20) e delgada (I/h = 100), onde esta se deu com uma malha de

somente 4X4 elementos.

4.3 Placa compoésita com atuadores piezelétricos acoplados a
superficie

Uma vez comprovado o correto funcionamento da placa compdsita laminada, a eficicia da
modelagem do material piezelétrico foi investigada. A principio, um teste estdtico utilizando o
PZT unicamente como atuador foi efetuado, de acordo com o teste proposto por Lam er al. [8].
A estrutura simulada consistiu em uma placa laminada compdsita engastada por um de seus
lados com sequéncia de laminacdo [—45°/45°/ —45° /45°] e de dois atuadores aderidos as su-
perficies superior e inferior da placa, revestindo-as completamente. As dimensdes da estrutura

e as propriedades fisicas dos materiais utilizados encontram-se descritas na Tab. 4.12.

Primeiramente, uma tensao elétrica de 10V foi aplicada aos atuadores, um com sinal oposto
em relacdo ao outro, sem a presenca de for¢ca mecanica externa. A deflexdo na linha central
da placa foi avaliada em fun¢do do estimulo elétrico e comparada com os valores obtidos pelo
modelo desenvolvido no software ANSYS®, dada a inexisténcia de valores para comparagio

em [8]. Os resultados dos modelos sao ilustrados na Fig. 4.3.
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Propriedades \ PZT | Material composto
Comprimento (/) e largura (b) 0,2m 0,2m
Espessura das laminas (h) 1X10~*m 25X10°m
Moédulo de Young na direcdo x (Y1) 63GPa 150GPa
Modulos de Young na direcdo y e z (Y2 = Y3) 63GPa 9GPa
Moédulos de cisalhamento (G2 = G13) 24,2GPa 7,10GPa
Moédulo de cisalhamento (G73) 24,2GPa 2,50GPa
Coeficientes de Poisson (Vi = Vi3) 0,3 0,3
Coeficiente de Poisson (V;3) 0,3 0,3
Constantes piezelétricas (d3; = d3») 254X10 2m /v
Constantes dielétricas (e, = €5,) 15,3X10~°F /m
Constante dielétrica (€5;) 15,0X10~°F /m

Tabela 4.12: Propriedades fisicas dos materiais piezelétrico e composto

Uma pequena divergéncia € encontrada em relagdo a deflexdo no ponto final considerado,
sendo o valor obtido pelo modelo desenvolvido de —0,5412mm e o encontrado com o modelo
ANSYS® de —0,5433mm, resultando em um erro de 0,3759%. Tal discrepancia foi consi-
derada admissivel dado o fato do primeiro modelo ser formulado utilizando elementos planos
(Quad9), enquanto no software comercial utilizou-se elementos s6lidos (SOLIDS para o mate-

rial composto e piezelétrico).

Um segundo teste foi efetuado a fim de avaliar o comportamento da placa sob esforco
mecanico. Uma carga distribuida de 100N.m 2 é aplicada sobre a placa simultaneamente 2
uma tensao elétrica que visa eliminar os efeitos de deformacdo desta. Tal situagdo foi simulada
para diferentes valores de alimentacdo dos atuadores, inclusive para tensdo elétrica nula, a fim
de possibilitar a visualizac@o do efeito dos atuadores em relacdo ao caso de auséncia de reacao a
tensdo mecanica externa. Os deslocamentos da estrutura foram calculados sobre a linha central e
sdo expostos na Fig. 4.4, em comparagdo com os valores encontrados pelo modelo desenvolvido
no ANSYS®.

Para a tensdo elétrica nula, pode-se observar a simples deflexdo da estrutura. Com a apli-
cacdo de potenciais elétricos, os atuadores deformam-se devido ao efeito piezelétrico inverso
e tendem a contrabalancear a a¢do do esfor¢co mecanico. Com o aumento da tensdo elétrica,
deformacgOes mais expressivas sdo geradas pelos atuadores. Assim, a estrutura se aproxima
da configuracdo de equilibrio inicial. No caso de alimentar-se os atuadores com 50V, pode-
se observar que a deflexdo na linha central da placa aproxima-se da situacdo de deslocamento
nulo, conforme pretendido. Os valores de deslocamento obtidos e diferenga absoluta entre os

modelos para cada curva encontram-se expostos na Tab. 4.13.

Face aos valores obtidos em cada situacao, os resultados foram considerados satisfatérios.
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Figura 4.3: Deflexdo da linha central da placa sujeita a tensao elétrica de 10V

0
__—-0.5
g
S
o L
q|°'
&
3 -1.5 30.0 Volts
Qo
=
g
% -2
°
8
A 25

FEM
-—-— ANSYS
_3 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Eixo = (m)

Figura 4.4: Deflex@o na linha central da placa sob ac¢do de tensdes mecanica e elétrica



106 4 Validagdo do modelo

Tensdo elétrica de entrada | ANSYS® | FEM
0,0V —2,7599mm | —2,7504mm — (0,0095mm)
30,0V —1,1362mm | —1,1206mm — (0,0156mm)
50,0V —0,0537mm | —0,0340mm — (0,0197mm)

Tabela 4.13: Comparagado dos valores de deflexao no ponto P

A acgdo dos atuadores na estrutura mostrou-se capaz de gerar esforcos resistivos significativos,

causando impacto na deformacao final da placa.

4.4 Placa com sensores e atuadores piezelétricos acoplados a
superficie

Um segundo teste para a validacdo dos materiais piezelétricos € efetuado, considerando a
utilizacdo destes como sensores e atuadores aderidos as superficies de uma placa de material
isotrépico simplesmente apoiada. A estrutura proposta apresenta trés atuadores e trés sensores
situados na face superior e inferior, respectivamente, sendo que o atuador encontra-se perfeita-
mente alinhado com seu respectivo sensor ao longo da espessura do laminado, de acordo com
o proposto por Abreu, Ribeiro e Steffen Jr [44]. O objetivo deste teste foi avaliar a exatidao
do sensor nas medidas de deformacdo da estrutura. Tais deformacdes foram inflingidas a placa
através da alimentacdo dos atuadores. Uma representacdo grafica da estrutura é apresentada na
Fig. 4.5, onde é possivel visualizar a disposi¢ao dos elementos piezelétricos sobre as superficies

da placa.

Figura 4.5: Configuragdo da placa com sensores e atuadores

A Tab. 4.14 contém as propriedades fisicas dos materiais utilizados no teste e a Fig. 4.6
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apresenta a posicdo dos sensores e atuadores sobre a placa.

Propriedades \ Sensor | Atuador | Placa
Comprimento (a) e largura () 0,1mX0,1m 0,1mX0,1m | 0,6mX0,4m
Espessura (/1) 0,205X103m | 0,254X10°m | 1X10°m
Moédulo de Young (Y) 2GPa 69GPa 207GPa
Coeficiente de Poisson 0,3 0,3 0,29
Constante piezelétrica (e3; = e3;) —0,046C /m? —12,5C/m?
Constante dielétrica 1,06X10~1F /m | 1,6X1078F /m

Tabela 4.14: Propriedades fisicas dos materiais piezelétrico e isotrépico
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Figura 4.6: Configuragdo da placa com materiais piezelétrico

Neste teste, os valores de alimentacdo dos atuadores foram de —1V, 1V e 1V para os atua-
dores 1, 2 e 3, respectivamente. Uma representagdo grafica da deformacdo da placa encontra-se

exposta na Fig. 4.7.

Nesta figura € possivel visualizar a deformacgdo causada pela ac¢do dos atuadores em fungao
do potencial elétrico de entrada. O atuador 1, ao qual é fornecida uma tensdo elétrica de sinal
oposto aos outros atuadores, apresenta uma deformacio em sentido contrario. A fim de verifi-
car a veracidade dos deslocamentos obtidos, os resultados foram comparados com um modelo
desenvolvido no software ANSYS® e com a solugio analitica proposta por Dimitriadis, Fuller
e Rogers [45]. Os deslocamentos transversais da placa ao longo do eixo x e y, sobre as se¢oes

médias s@o apresentados nas Figs. 4.8(a) e 4.8(b), respectivamente.

Na Fig. 4.8(a), pode-se verificar uma diferenca significativa entre os valores de deslo-
camento transversal maximos entre o0 modelo de elementos finitos desenvolvido e o modelo

ANSYS® em relagio a solucio analitica. Tal diferenga é principalmente gerada pelo fato da
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Figura 4.8: Deslocamento transversal nas secdes longitudinal e transversal da placa

solugdo analitica ndao considerar o efeito da rigidez do sensor na estrutura [31]. A fim de medir

a discrepancia, foram investigados os valores de deslocamento transversal ocorridos no centro

dos sensores, onde se deram as deformagdes maximas. Tais respostas encontram-se expostas na

Tab. 4.15, onde os erros dos modelos numéricos foram tomados em relacao ao valor da solugao

analitica.

Apesar das taxas de erro em relagdo a solucdo analitica ndo apresentarem valores satisfa-

térios, a comparacdo entre os modelos numéricos apresentou percentuais de 0,89% e 1,96%

para os deslocamentos minimo no sensor 1 e maximos nos sensores 2 € 3. Além dos valores
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Sensor | Sol. analitica | FEM \ ANSYS®
1 —4,816X1077 | —5,440X10~7 — (12,97%) | —5,392X10~7 — (11,97%)
2 6,827X10~7 | 7,747X1077 — (13,48%) | 7,598X1077 —(11,29%)
3 6,827X107 | 7,747X1077 — (13,48%) | 7,598X107 —(11,29%)

Tabela 4.15: Comparacdo dos valores de deflexdo encontrados no centro dos sensores.

de deslocamentos apresentados pelos sensores, foram igualmente comparadas as tensoes elétri-
cas desenvolvidas no interior destes, devidas ao efeito piezelétrico direto. Como explicado em
capitulos anteriores, sob um estimulo mecanico externo, o PZT tende a resistir a tal esforco.
Portanto, os potenciais elétricos nos sensores apresentam sinal oposto a deformac¢ao mecanica
geradora. Os valores obtidos pelos modelos numéricos sdo comparados com a solug¢ao analitica
na Tab. 4.16.

Sensor \ Sol. analitica \ FEM \ ANSYS®
1 +0,0139 +0,0125—(10,31%) | 40,0126 — (9,12%)
2 —0,0139 —0,0128 — (7, 84%) —0,0125 — (9, 82%)
3 —0,0139 —0,0128 — (7, 84%) —0,0125 — (9, 82%)

Tabela 4.16: Comparacao dos valores de potenciais elétricos gerados pelos sensores piezelétri-
cos incorporados na placa.

Uma margem de erro semelhante aquela encontrada para os deslocamentos transversais foi
obtida na comparacgdo entre potenciais elétricos com a solugdo analitica. Desta forma, pode-se
estimar a importancia da rigidez do sensor na resposta do sistema. Entre os modelos numéricos,
os erros apresentados foram de 0,79% para o potencial no sensor 1 e 2,40% para os sensores 2 €
3. Tais valores foram considerados satisfatorios e capazes de validar o comportamento estatico

da estrutura proposta.
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5 APLICACAO E CONTROLE

5.1 Descricao da aplicacao

Neste trabalho, a aplicac@o proposta € relativa ao problema de controle de vibragdes de
placas de materiais compostos com sensores e atuadores incorporados na superficie, enfati-
zando unicamente o comportamento da estrutura em funcdo do tempo. A anédlise no dominio
da frequéncia e investigacdo dos modos de vibragdo ndo sao contemplados neste estudo. A es-
trutura apresentada encontra-se engastada por um de seus lados (cantilever) e possui um sensor
aderido a superficie superior e o atuador na superficie inferior, sendo que ambos os elementos
piezelétricos possuem a mesma largura e comprimento da placa compdsita. Uma representacao
¢ exposta na Fig. 5.1. Tal conjunto é submetido a acao de for¢ca mecénica externa concentrada
pontualmente no centro do lado oposto ao engastamento, que conseqiientemente gera defor-
macao na estrutura. Esta deformacdo provoca o aparecimento de cargas elétricas no interior
do sensor piezelétrico situado na superficie superior da placa compdsita, que percebera a de-
formacdo ocorrida. O potencial criado no sensor pelas cargas elétricas € entdo controlado e
atribuido como entrada ao elemento de atuagdo, situado na superficie inferior da placa, sendo
este alinhado e de mesmo tamanho que o sensor. O atuador por sua vez responde a tal sinal com
uma deformagdo mecanica, dado o efeito piezelétrico inverso que rege seu funcionamento, no
sentido contrério da deformacao local infligida ao sistema pela acdo da for¢ca mecanica externa.
Desta forma, o sensor e o atuador situados na placa efetuam o trabalho de reduzir as vibracdes
do sistema. A intera¢do de cada elemento da estrutura € sucintamente ilustrada no esquema da
Fig. 5.2.

5.2 Controle da estrutura

5.2.1 Nocgoes de controle

O objetivo primordial de um sistema de controle € garantir a estabilidade absoluta do pro-
cesso sobre o qual este atua. Entende-se por estabilidade absoluta a caracteristica de um sistema

estdvel, definido como um sistema dindmico com resposta limitada a uma entrada limitada.
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Figura 5.1: Estrutura da aplicacio proposta
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Figura 5.2: Esquema de funcionamento do problema proposto
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Logo, um sistema linear € estdvel se a saida encontrar um estado de equilibrio ap6s a aplicagdo
de um esforco externo. Dado que um sistema fisico envolve armazenamento de energia, ao se
aplicar a ele um sinal de entrada ou perturbagdo, o sinal de saida ndo pode seguir a excitacdao
imediatamente, exibindo uma resposta caracteristica que apresenta duas por¢des distintas: a res-
posta transitdria e a resposta estaciondria. Entende-se por transitdria a resposta que ocorre logo
apos a aplicacdo de uma entrada ao sistema, onde encontram-se variacdes na saida do processo.
A resposta estaciondria ou regime permanente € a maneira como o sinal de saida do sistema se

comporta quando o tempo tende a infinito. Uma representacdo dessas respostas € mostrada na
Fig. 5.3.

transitdria estaciondria _

[\

Figura 5.3: Representagdo das respostas transitdria e estacionaria

Freqiientemente, as caracteristicas de desempenho de um sistema de controle sdo especi-
ficadas em termos da resposta transitoria a uma excitacdo em degrau unitdrio, pois este sinal
¢ facil de ser gerado e corresponde a uma solicitacdo suficientemente severa. Além disso,
conhecendo-se a resposta a uma excitacdo em degrau, ¢ matematicamente possivel computar a
resposta para qualquer outro tipo de sinal. A resposta transitoria de um sistema a uma excitagao
em degrau unitario depende das condicdes iniciais. Por uma questdao de conveniéncia, na com-
paracdo de respostas transitérias de varios sistemas, € usual a condicao inicial padrao de que o
sistema encontra-se inicialmente em repouso, com valor nulo da varidvel de saida e de todas as

suas derivadas, sendo assim as caracteristicas do sinal de resposta facilmente comparaveis.

Um controlador automatico avalia a diferenca entre o valor real da grandeza de saida do
processo e da grandeza de referéncia (valor desejado), determina o desvio e produz um sinal
de controle que reduzird o desvio a zero ou a um valor pequeno. A forma como o sistema
de controle produz o sinal de controle ¢ chamada acdo de controle [46]. Uma representacdo
esquemadtica de um sistema de controle € mostrada na Fig. 5.4. Nesta, € possivel a visualizacao

de cada parte do sistema e da interacdo entre os componentes.
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Figura 5.4: Representagdo esquemadtica de um sistema de controle

Em sistemas de controle convencionais, o sinal de saida do processo a ser controlado é cap-
turado por um elemento de medida denominado sensor. A eficicia do controle estd diretamente
ligada a precisao deste dispositivo, dado o fato de que o sinal proveniente do sensor é compa-
rado com o valor de resposta desejado, denominado valor de referéncia, e a diferenca destes €
a entrada do elemento compensador ou controlador. Tal dispositivo efetua operagdes matema-
ticas sobre o sinal a fim de reduzir ou anular o erro entre a saida do processo e a referéncia.
O sinal resultante calculado pelo compensador alimenta o atuador com o objetivo de corrigir a

diferenca.

O projeto de um sistema de controle € basicamente composto por trés etapas: a modelagem
matematica do processo a ser controlado, a definicdo de uma estrutura de controle e a defini¢do
do conjunto de especificacdes do comportamento a ser apresentado. Cada fase deve ser crite-
riosamente executada a fim de obter-se um resultado final adequado. Erros ou aproximacoes
excessivas no processo de modelagem podem tornar o modelo da estrutura pouco representa-
tivo. Neste caso, por melhor que seja o controlador desenvolvido, este ndo serd capaz exercer
sua funcdo corretamente. Em se tratando de sistemas complexos, o grau de dificuldade em se
representar fidedignamente o sistema € substancialmente aumentado e eventuais aproximagdes
devem ser feitas a fim de obter-se uma caracteriza¢ao do seu comportamento. Assim, cabe ao
projetista analisar as especificacdes e estabelecer os pontos de operacao nos quais o modelo e
o controle sdo vélidos e garantir o funcionamento nestas dreas. Em relacdo as especificacoes,
estas devem ser impostas de maneira realista, dado que normalmente € invidvel um projeto de
controlador suficientemente robusto a ponto de rejeitar toda e qualquer perturbacdo que venha
a ser imposta ao sistema. As especificagdes mais comuns estdo relacionadas aos tempos de
resposta do sistema e as amplitudes de oscilagdo do sinal de saida. Outro fator importante a
ser considerado € o esforco que o atuador devera aplicar a fim de levar o sistema a referéncia

especificada. Os atuadores possuem limites de funcionamento que devem ser respeitados pela
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acdo de controle para garantir sua integridade e a do sistema sobre o qual este age.

Controlar um sistema por realimentacdo permite ao controlador atuar dinamicamente sobre
a resposta e compensar as perturbacdes assim que estas se facam presentes. Entre as técnicas
mais utilizadas de controle por realimentacdo ou em malha fechada destacam-se as técnicas de
alocamento de pdlos, controle 6timo, controle adaptativo, controle inteligente, além do controle
proporcional, integral e derivativo e suas combinagdes. Entre estas estratégias de controle,
a mais utilizada em processos industriais € o controle PID, dado a simplicidade e eficicia.
Seu nome provém das caracteristicas dos trés termos (proporcional, integral e diferencial) que
operam sobre o erro entre a saida do sistema e o valor de referéncia produzindo o sinal ou ac@o
de controle. A descri¢do matematica de um controlador PID possui a forma geral apresentada

na Eq. (5.1),

de(t)
dt

u(t) = Kpe(r) +K,~/e(t)dt—|—Kd (5.1

sendo o erro calculado como e(f) = r(¢) — y(¢) [46]. A dindmica em malha fechada é obtida
através do ajuste dos pardmetros K, K; e K;, denominados ganhos proporcional, integral e
derivativo, respectivamente. De maneira geral, a estabilidade do sistema pode ser garantida uti-
lizando apenas a parcela proporcional. Entretanto, o uso do controle proporcional unicamente
gera o aparecimento de erro estaciondrio na resposta do sistema, definido como a diferenca entre
o valor da resposta em regime permanente e o valor de referéncia. Logo, o termo integral € adi-
cionado, permitindo a convergéncia da resposta ao valor de referéncia, corrigindo a diferenca.
O termo derivativo possui um carater preditivo, dado o fato deste agir sobre a variacao do erro.
Mais especificamente, a acdo derivativa predomina nos instantes onde a variacdo do erro € mais
acentuada, por exemplo, em pontos de mudanca de referéncia e perturbacdo externa [47]. Desta
forma, o controle opera sobre a tendéncia futura do erro, corrigindo o sinal antecipadamente.

Entretanto, este termo pode acrescentar oscilacdes na resposta caso seja mal dimensionado.

O ajuste dos ganhos de um PID € denominado sintonia. Existem indmeras técnicas dispo-
niveis em literatura que permitem a estima¢do dos ganhos proporcional, integral e derivativo.
Entre estas, a mais difundida € a técnica proposta por Ziegler e Nichols [48], dado que ndo é
necessdrio conhecer a funcio de transferéncia do sistema para sua aplicacdo. Esta baseia-se
unicamente sobre o conhecimento empirico do funcionamento do sistema em malha fechada
[47]. O objetivo desta sintonia € estabelecer uma redugdo de 25% entre o primeiro e o segundo
pico de oscilagdo. Esta metodologia consiste na observagdo da resposta do sistema em malha
fechada considerando-se apenas a acdo proporcional do controlador. O objetivo € encontrar o

ganho proporcional critico K., onde a saida do sistema apresente amortecimento nulo. E com
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base neste parametro e no periodo P, associado as oscilacdes da resposta que os ganhos do

controlador sdo estabelecidos, de acordo com a Tab. 5.1.

Controle | K, | K; | Ky
2K, | KPor
P., 8

PID 0.6K,,

Tabela 5.1: Sintonia do controlador PID pela técnica de Ziegler-Nichols

5.2.2 Controle da aplicacao proposta

Com base no modelo matemético da placa compdsita com sensor e atuador aderidos as su-
perficies, um exemplo de controle ativo de vibracdes foi desenvolvido. Dado o fato da estrutura
apresentar um comportamento estdvel em malha aberta, o controle elaborado visa a melho-
ria das caracteristicas dinamicas, principalmente a reducdo das oscilagdes do sinal de saida,
traduzindo-se em uma melhor taxa de convergéncia ao valor de regime permanente. Como a
estrutura proposta é composta por materiais ditos inteligentes, esta apresenta dois componentes
do sistema de controle diretamente integrados: o sensor e o atuador. Portanto, a realizacdo do
controle por retroacao ou realimentacgdo consiste unicamente do projeto do compensador que
utiliza como entrada os sinais de medida do sensor e o valor de referéncia e que gera a acao de
controle executada pelo atuador. Dada a fraca relagdo encontrada entre os sinais de entrada e
saida desenvolvidos no sensor via efeito piezelétrico direto, o potencial elétrico precisa ser am-
plificado a fim de fornecer ao atuador alimentagao suficiente de modo a obter-se deformacdes
aprecidveis como resposta, capazes de reagir as forcas externas aplicadas a estrutura. Tal am-

plificacdo corresponde a um ganho proporcional em malha fechada, conforme descrito abaixo,

Gu (1) =Kpe(r) (5.2)

sendo que K, € o ganho do amplificador. Este tipo de estrutura de controle foi abordado nos
trabalhos de Lam et al. [8], Reddy [7], Han e Lee [9] e Moita et al. [49]. Entretanto, o controle
proporcional apresenta erro estaciondrio na saida do processo para excitacdes nao impulsionais.
Portanto, visando a corre¢do da saida, uma parcela integradora foi inserida no projeto do com-
pensador. Com o intuito de reduzir o tempo de resposta da estrutura, uma parcela derivativa
foi igualmente adicionada para a obtencdo de uma acao preditiva. Neste trabalho optou-se por
atribuir um valor de referéncia nulo ao potencial elétrico do sensor, sendo o objetivo do controle

traduzido em alcancar deformagdo nula onde este esteja situado. Logo, define-se o erro como,



5.2 Controle da estrutura 117
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g(t):?(t)_(ﬁs(t):_(ﬁs(t) (5.3)

Desta forma, enquanto houver tensdo elétrica no sensor, existird uma acdo de controle
agindo na estrutura. Assim, a equacao da tensdo elétrica inserida no atuador pode ser definida

através da Eq. (5.1) como,

S 5 . d @
Bo (1) = K, B, (t)—Kl-/(ps (t)dt—qu;—t(t) (5.4)

A estrutura de controle proposta é sucintamente resumida na Fig. 5.5.

5.2.3 Investigacio da dinamica de malha aberta e definicio dos parame-
tros de controle

Uma vez definida a estrutura de controle a ser utilizada, torna-se necessario o conhecimento
da dinamica do sistema. Para tanto, uma simulacdo do comportamento do sistema em malha
aberta ¢ desenvolvida a fim de efetuar-se uma comparag¢io posteriormente com a resposta do
sistema sob a a¢do do controle. Conforme ilustrado na Fig. 5.1, a placa € exposta a uma forca
externa concentrada pontualmente no centro do lado oposto ao encastramento no valor de 1N
do tipo degrau. Nenhum potencial elétrico € imposto ao atuador e os valores de deslocamento
no ponto de aplicacdo da forca e a tensdo elétrica no sensor sdo avaliados. Uma comparagao
com os valores estdticos € realizada para andlise da convergéncia da resposta dindmica. As
propriedades dos materiais da estrutura sdo listadas na Tab. 4.12 e os valores dos parametros
da matriz de amortecimento C utilizados foram o = 8 = 1X10~*. O resultado desta simulagio

encontra-se exposto nas Figs. 5.6(a) e 5.6(b).
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Figura 5.6: Deslocamento transversal (a) e potencial elétrico (b) do sensor em malha aberta

Através das respostas, € possivel confirmar a estabilidade do sistema e a boa convergéncia
das respostas ao valor de regime permanente (resposta estatica). A comprovacgdo da veracidade
dos resultados € obtida pela comparacao destes com as respostas do modelo numérico efetuado
no ANSYS®, jgualmente expostas nas figuras supracitadas. Uma certa discrepdncia entre as
curvas pode ser verificada, inclusive no valor estatico encontrado. A causa desta diferenca reside
na impossibilidade de se efetuar esta simulagio com uma malha mais refinada no ANSYS®,
pois o tempo de simulacdo € longo e, sobretudo, o espaco fisico de armazenamento dos dados da
resposta ultrapassam os disponiveis'. Entretanto, uma andlise da convergéncia dos resultados
do modelo do ANSYS® em relagio ao modelo FEM foi efetuada para diferentes quantidades

de elementos, sendo o resultado apresentado na Fig. 5.7.

Assim, € possivel constatar que, com uma malha mais refinada, o modelo desenvolvido no
ANSYS® converge ao valor da resposta obtida pelo modelo FEM, que utiliza uma malha de
8X8 elementos. Porém, a fim de se obter um tempo de resposta aprecidvel para a comparacao
entre respostas, optou-se pela utilizacdo da malha de 20X20 elementos, que apresenta um erro
de 1,28% em relag@o ao valor estitico do modelo FEM. Analisando as Figs. 5.6(a) e 5.6(b),
pode-se perceber que este erro se mantém ao longo do tempo, criando uma defasagem entre as

respostas.

Analisando atentivamente as curvas de resposta obtidas em malha aberta instantes apds a
aplicacao do esforco externo, € possivel identificar uma leve perturbacao. Estas sdo devidas aos

diferentes modos de vibracdo da estrutura, de ordem superior ao primeiro modo, preferencial-

Por exemplo, a simulagio de 0,46 segundos (1400 passos com um Az de 0,000327s) utilizando uma malha de
20X20 elementos demora 10 horas e utiliza mais de 10GB de espaco fisico.



5.2 Controle da estrutura 119

— —2.95 - - . : ; .

|
w

-3.05

|
w
[HEN

Valor da resposta estatica do sensor (Volts

-3.15
; —— ANSYS
FEM
-3.2 - - - - - -
10 20 30 40 50 60 70 80

Numero de elementos ao longo do comprimento

Figura 5.7: Taxa de convergéncia do modelo face ao refino da malha em relagdo ao modelo
FEM

mente excitado pelo esfor¢co do tipo degrau que foi imposto a placa. Um estudo aprofundado no
dominio da freqiiéncia é capaz de identificar tais modos. Entretanto, este trabalho foi dedicado
ao estudo do comportamento estrutural no tempo, o que permite apenas supor que tais perturba-
coes sejam geradas pela superposicao de outros modos. A andlise modal deste tipo de estrutura

devera ser efetuada em trabalhos futuros.

Para a defini¢do dos parametros de controle, a malha do sistema deve ser fechada e a res-
posta deve ser analisada sob a ac@o exclusiva do controle proporcional. O objetivo desta etapa
¢ encontrar o valor de ganho proporcional critico K, que induza oscilagdes nao amortecidas na
resposta da varidvel controlada ¢s. Outro parametro a ser obtido para sintonizar o controlador
¢ o periodo critico P, relacionado as oscilagdes da resposta causadas pelo ganho proporcio-
nal critico. Os valores de K., e P, encontrados foram de 12,4000 e 0,0386, respectivamente.
Aplicando as relacdes de sintonia de Ziegler-Nichols expostas na Tab. 5.1, obteve-se os ganhos

proporcional, integral e derivativo mostrados na Tab. 5.2.

K, | Ki | Ky
7,4400 | 385,4922 | 0,0359

Tabela 5.2: Valores dos pardmetros do controlador

Os parametros foram aplicados ao controle e o sistema apresentou uma resposta instavel
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devido aos altos valores de ganho obtidos pela sintonia. A especificacdo de redugdo de 25%
entre os dois primeiros picos da resposta foi excessivamente severa e levou o sistema a instabi-
lidade. Uma reducdo gradativa do valor de ganho proporcional critico foi efetuada até o retorno
da estabilidade do sistema, encontrado para um valor de K., de 2,7. Os novos valores de ganho

sdo apresentados na Tab. 5.3.

Kp ‘ Ki ‘ Kq
1,6200 . 83,9378 . 0,0078

Tabela 5.3: Valores adaptados dos parametros do controlador

A resposta do sistema sob a¢do do controle € ilustrada nas Figs. 5.8(a) e 5.8(b). O resul-
tado € confrontado com a resposta do modelo em malha fechada desenvolvido no ANSYS®,

utilizando a malha de 20X20 elementos.

o | | ——FEM
£ _. —— ANSYS

Tensao eletrica (Volts)

— FEM
— ANSYS

0 0.1 0.2 0.3 0.4
Tempo (s)

(b)

Figura 5.8: Deslocamento transversal (a) e potencial elétrico (b) do sensor em malha fechada

A mesma taxa de erro entre as respostas foi encontrada para o comportamento do sistema
em malha fechada. Entretanto, pode-se observar que a caracteristica dinamica dos sistemas €
semelhante. Na curva de deslocamento transversal, verifica-se a atenuacdo das oscilagdes cau-
sada pelo atuador em relacdo a resposta em malha aberta, comprovando a eficdcia do controle
proposto. O efeito da acdo integradora do controlador € nitido na curva de resposta da varidvel
controlada @y, que tende ao valor de referéncia estabelecido como nulo, caracterizando a ausén-
cia de erro estaciondrio. Uma comparac¢do mais ampla € apresentada na Fig. 5.9, exibindo as
respostas do modelo desenvolvido em elementos finitos FEM em malha aberta e malha fechada,

a fim de evidenciar o resultado obtido pela acdo do controlador.

Uma preocupacdo relevante quando utiliza-se atuadores piezelétricos € quanto aos valores
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Figura 5.9: Potencial elétrico do sensor em malha aberta e fechada

de tensdo elétrica que os alimentam, pois a aplicacio de potenciais elétricos elevados pode levar
a despolarizacdo do material, causando a perda do efeito piezelétrico. Assim, uma averiguacao
dos niveis de tensdo elétrica no atuador foi efetuada, a fim de garantir sua integridade. O

resultado obtido € apresentado na Fig. 5.10.

Apesar da discordancia gerada pelo erro existente entre os dois modelos, o comportamento
dindmico da curva € semelhante, validando o resultado obtido. Analisando atentamente as cur-
vas, pode-se perceber uma atividade mais abrupta no inicio, gerada pelas deformacdes repenti-
nas causadas pelo esfor¢o externo tipo degrau. Entretanto, com o passar do tempo, a resposta
torna-se mais suave. A fim de estudar o comportamento do atuador mais préximo do regime
permanente, o resultado do modelo FEM € fornecido, apresentando um maior tempo de simu-

lagdo, exibido na Fig. 5.11.

A faixa de tensdo elétrica maxima aplicada ao atuador foi de 51V, sendo esta considerada
segura para funcionamento. Para valores superiores a 150V, os riscos de despolarizagdo sdo au-
mentados significamente. Entretanto, este nimero pode variar dependendo do tipo de material
piezelétrico utilizado. Através da curva exposta, pode-se verificar que o potencial elétrico no
atuador tende a um valor de regime permanente, levando o sistema a uma situacdo de equilibrio.
Uma constata¢do importante € o fato que, apesar da tensdo elétrica no sensor tender a zero, a
alimentacdo do atuador se mantém. Isto € devido a acdo da parcela integradora do controla-

dor. Caso o controlador implementado fosse unicamente proporcional, o atuador trabalharia
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Figura 5.11: Potencial elétrico do atuador em malha fechada

somente enquanto existisse potencial elétrico no sensor e seria incapaz de retomar a configura-
¢do original do sistema, exceto no caso de estimulos externos impulsionais. Para esclarecer este
efeito, a resposta do deslocamento transversal do modelo FEM ¢ apresentada na Fig. 5.12 para

um tempo de simulacdo de 1, 5s.
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Nesta, € possivel observar que o deslocamento ndo tende para o valor de regime permanente

em malha aberta, se estabilizando em um valor menor, mais préximo de zero. Com o aumento

do tempo de simulacdo, o atuador continuard agindo sobre a estrutura, paulatinamente apro-

ximando o deslocamento a um valor nulo. Este efeito, entretanto, acontece de forma gradual,

devido ao valor de tensdo elétrica no sensor ser muito baixo (préximo de zero) dada a pobre taxa

de conversdo de energia gerada pelo efeito piezelétrico direto. Assim, o retorno a configuragcdo

inicial levard muito tempo.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS DE TRABALHOS
FUTUROS

O objetivo principal deste trabalho foi a descri¢do minuciosa de modelos matematico e nu-
mérico capazes de representar fidedignamente o comportamento de uma estrutura composita
laminada, assim como dos atuadores e sensores piezelétricos acoplados. A formulagdo mate-
madtica da estrutura, realizada nos Capitulos 2 e 3, foi baseada na teoria de primeira ordem para
laminados, a qual considera efeitos do cisalhamento no conjunto. Dada a estrutura apresentada
ser tipo placa, foi admitido esta encontrar-se sob um estado plano de tensdes. Assim, as tensoes
mecanicas ao longo da espessura da placa foram consideradas nulas, entretanto, as deforma-
coes nesta direcdo foram incluidas nesta andlise. O aparecimento de tais deformacdes € nitido
no caso dos materiais piezelétricos dado os acoplamentos existentes entre as dire¢des de ortotro-
pia gerados pelos coeficientes da matriz piezelétrica. Desta forma, obteve-se um modelo mais
completo e realista em comparagdo a formulacdo que desconsidera estes efeitos, comumente

empregada na literatura.

Um modelo numérico foi elaborado baseado no método dos elementos finitos. A discreti-
zacdo da estrutura foi efetuada utilizando elementos quadrildteros de nove nés (Quad9), vasta-
mente empregados na literatura. O modelo numérico foi desenvolvido no ambiente computaci-
onal do software comercial MATLAB®, que mostrou-se preciso e robusto. A fim de evitar o
problema de rigidez artificial (shear locking), foi empregada a integracao seletiva. Entretanto,
durante a validacao do modelo, os tipos de integracdo completa e reduzida foram igualmente
avaliados. O modelo numérico foi validado através de comparagdes efetuadas com solucdes
analiticas, com modelos computacionais elaborados no software comercial ANSYS® e com
outros trabalhos, conforme relatado no Capitulo 4. Os resultados obtidos foram considerados
bons, mostrando concordancia com os valores tomados como referéncia. As taxas de erro com-
putadas apresentaram valores na faixa de 1% e a convergéncia mostrou-se rdpida, sendo que
alguns modelos simulados atingiram a referéncia utilizando uma malha pouco refinada de 4X4

elementos.

Um exemplo de aplicacdo foi proposto no Capitulo 5, explorando o problema de vibragdes

em placas de material composto com atuadores e sensores piezelétricos aderidos a superficie.
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O comportamento dindmico da estrutura sob a a¢do de forca mecénica externa foi investigado e
validado com o modelo desenvolvido no software ANSYS®. Baseada na resposta do sistema,
uma estrutura de controle por realimentacao foi implementada a fim de reduzir o nivel de vi-
bracdo na placa. O controlador tipo PID foi selecionado pelo fato deste ser o mais empregado
no meio industrial devido aos bons resultados e simplicidade de implementacdo. A técnica
utilizada para a sintonia dos pardmetros do controlador foi o método proposto por Ziegler e
Nichols, cldssico na literatura de controle. Os resultados obtidos nas simulacdes do sistema em
malha fechada comprovaram que o controlador proposto foi capaz de atenuar as vibracgdes e a
veracidade destes resultados foi confirmada pela confrontacao destes com a resposta do modelo

realimentado implementado no ANSYS®.

A modelagem da estrutura compoésita laminada com sensores e atuadores piezelétricos in-
corporados mostrou-se adequada, apresentando bons resultados em todas as situagdes as quais
o modelo foi submetido. Considerando cumprido o objetivo desta dissertacdo de mestrado,

algumas sugestoes de continuidade sdo propostas, tais quais:
(i) utilizagado da teoria de ordem superior ou da teoria layerwise para a formulagao matema-
tica da placa laminada;

(i1) incorporacdo do efeito da camada do adesivo nos modelos matematicos, usando modelos

de materiais viscoelésticos;

(iii) desenvolver um procedimento de otimizacdo para a alocagao dos elementos piezelétricos

sobre o laminado;
(iv) evoluir o modelo linear para um modelo que considere grandes deslocamentos;

(v) implementar diferentes estratégias de controle, utilizando teorias de controle 6timo, di-

fuso e estocastico, dentre outras;

(vi) elaborar um aparato experimental a fim de confrontar os resultados do modelo com um

sistema real.
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APENDICE A - MUDANCA DE BASE

Sendo o material compdsito constituido por vérias camadas de 1aminas, podendo cada uma
ter uma direcdo de ortotropia distinta, € necessario efetuar uma mudancga de varidveis, para cada
lamina, de modo a expressar suas propriedades com relacdo a um eixo global, definido pela

base cartesiana {é’x, éy, E’Z}, sendo o plano da 1amina definido pelas direcoes {Ex, Zy}.

Considere os dois sistemas de coordenadas cartesianas ortonormais, definidos pelas bases
{E’x, éy, é’z} e {€1,€2,¢3}. Considere ¢ como sendo a rotagéo do eixo €; com relagéo ao eixo &y,
rotagdo esta ocorrendo no plano {Ex,é’y} o qual contém os vetores {€1,¢é,}, de acordo com a

Fig. A.1.

Figura A.1: Sistema de eixos de ortotropia e de referéncia

Desta forma pode-se descrever um vetor A qualquer em relagdo a uma base em termos dos

VErsores que a geram,
A = A8 +A 8 +A,C, (A.1)
= A é1+Aér,+A5¢;

Considerando o angulo de rotacdo ¢ entre os sistemas de coordenadas, encontra-se as rela-

coes entre os versores formadores das bases descritas abaixo,
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€1 =cos(9)e+sin(¢)é,
€y = —sin(¢)é,+cos(¢)é, (A.2)
é

—

:eZ

w

Logo, o vetor A pode ser re-arranjado conforme abaixo,

A =A; (cos(9)é;+sin(9)é,) +Ay (—sin(9)é,+cos(9)é,) +A3 &

' ~ . . . (A.3)
= {Ajcos(¢) —Azsin(¢)} &+ {A;sin(9)+Ascos(¢)} €, +A3 €,
Como resultado, seus componentes podem ser relacionados entre si como,
Ay=Aicos(¢)—A;sin(0)
Ay =Ajsin(¢)+Azcos(9) (A.4)
A=Az
o que pode ser representado, em forma matricial, de acordo com a Eq. (A.5)
Ay cos(¢) —sin(¢) O Ay
Ay ¢ = sin(9) cos(9) O Ay (A.5)
A, 0 0 1 Az
ou ainda, em notagcdo compacta,
A = [R]A" (A.6)

sendo que [R] é a matriz de rotagdo de um sistema de coordenadas para outro, definida pela
Eq. (A.7),

cos(¢) —sin(¢) O
R = | sin(¢) cos(¢p) O (A7)
0 0 1

Assim, dado que [R] representa uma matrix de rota¢do, as seguintes propriedades sdo ob-

servadas,
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R =R (A8)
det[R] =1

De forma equivalente, a operagdo inversa de mudanca de coordenadas se da pela Eq. (A.9),

Ay cos(¢) sin(¢) O Ay
Ay ¢p=| —sin(¢) cos(¢) 0 Ay (A.9)
A 0 0 1 A
que, em notacdo compacta, apresenta a forma abaixo,
AL =[R]"A (A.10)

Considera-se [6] e [6]* como tensores de tensdo nas bases {&.,8,,é.} e {¢1,é,&3} respec-

tivamente. Neste caso, tem-se,

[0]v.¥ = [o]- - (A.11)

=L

em que vV e V- s@o vetores arbitrdrios pertencentes as bases {Ex, éy, EZ} e {€1,¢é»,¢3}, respectiva-

mente. Aplicando a relagdo de rotacao de vetores definida anteriormente, pode-se definir,

V= [R]¥" (A.12)

Substituir a Eq. (A.12) na Eq. (A.11) resulta em,

[6]v.¥ = [o][R] V- [R]¥* AL3)
= [R]" [o] [R]¥ - '
ou seja,
[o]“ - = [R)" [o] [R]V* - (A.14)

Como V" ¢ arbitrario, as igualdades abaixo podem ser definidas,
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(o] =[R]" [0][R]
(o] = [R][o]"[R]"

(A.15)

Considerando agora os tensores [0] e [6]" em funcio de seus componentes, segundo as

equacoes abaixo,

O11
[o]"=| on

013

e definindo os vetores,

O12 O13
022 023
023 033

=T __
9 _{Gxxany7GZZ7GyZ7GXZ76xy}

— T
(65)" ={o11,022,033, 023,013,012}

obtém-se,

Oxx Oxy

Oxy Oyy

Ox; Oy,

cos(¢) —sin(¢) O o1l O

= | sin(¢) cos(¢) O Olp O
0 0 1 o153 023

a qual pode ser expressa como

013

023
033

cos () sin(9)
—sin(9) cos(9)

- O O

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)
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Cox cos’(¢)  sin’(¢) O 0  —sin(29) o1

Oyy sin? (¢)  cos’(¢) O 0 sin (2¢) o2

Oy . 0 0 1 0 0 033

Oy, 0 0 0 cos(¢) sin(¢) 0 023

Oyx; 0 0 0 —sin(¢) cos(¢) 0 013

[ O | i %sm (20) —3sin(2¢9) O 0 0 cos(2¢) | | o2 |
(A.20)
ou ainda, em forma compacta,

G = [Is) 6" (A.21)

em que [T5] é a matriz de transformacdo de coordenadas para o tensor de tensdo, descrita de

acordo com a Eq. (A.22),

[ cos?(¢) sin? (¢) 0 0  —sin(29) |
sin? (¢) cos? (¢) 0 0 sin (2¢)
T5]) = 0 0 ! 0 0 (A.22)
0 0 0 cos(¢) sin(¢) 0
0 0 0 —sin(¢) cos(¢) 0
| sin(¢)cos(¢) —sin(p)cos(9) O 0 0 cos(2¢) |

O mesmo procedimento de rotagdo pode ser aplicado ao tensor de deformacgdes. A deter-
minagdo da matriz de transformacédo de coordenadas associada as deformacdes [T é obtida de

forma similar a [75|, conforme demonstrado abaixo.

€ = [R]eL[R]" (A.23)

Efetuando-se as multiplicagcGes e re-arranjando em formato matricial, o resultado € mos-

trado na Eq. (A.24),
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(& ] [ cos? (¢) sin®(¢) O 0 —sin(@)cos(¢) 1( en )
Eyy sin? (¢) cos?>(¢) O 0 sin (@) cos (¢) &
&z o 0 0 1 0 0 €33
Yz 0 0 0 cos(¢) sin(¢) 0 3
Yz 0 0 0 —sin(¢) cos(¢) 0 Y13
L Yo ) | sin(2¢) —sin(2¢) 0 0 0 cos (29) 1\ n2 |
(A.24)
resultando em,
& = [T & (A.25)

sendo [T¢] a matriz de mudanga de coordenadas para o tensor de deformagdes, mostrada na
Eq. (A.26),

[ cos?(¢) sin?(¢) O 0 —sin(¢)cos(¢) |
sin? ()  cos?(¢) O 0 sin(¢)cos(¢)
0 0 1 0 0
T.] = (A.26)
0 0 0 cos(¢) sin(¢) 0
0 0 0 —sin(¢) cos(¢) 0
| sin(2¢) —sin(2¢) 0 0 0 cos (29) ]

em que ¢ é o angulo entre os sistemas de ortotropia e de referéncia, conforme Fig. A.1. Assim,

as seguintes relacdes entre matrizes de transformagdes podem ser observadas,

] = [15)" (A27)
[TG]_l = [Te]T
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Os elementos quadrildteros utilizam um sistema de coordenadas local, definido no dominio

(§,m), conforme ilustrado na Fig. 3.3. Este sistema de coordenadas faz o mapeamento de um

elemento fisico para um elemento padrao, sendo este feito através de uma mudanca de coorde-

nadas do sistema de referéncia para o dominio do elemento. Ainda no dominio do elemento,

sdo definidos graus de liberdade nodais e fung¢des de forma (definidas em termos de (&, 1)) que

serdo responsaveis pela interpolacdo da geometria do elemento e do campo de deslocamento

[50]. Logo, pode-se escrever a transformagdo de dominios de acordo com a equagdo abaixo,

x-x§ 77 le
(B.1)
n):Z)’iNl(g n)
i=1
sendo que N; s@o as seguintes fungdes de forma,
N1<5,n>=%<52—5><n2—n>, Ns(&.m) = 5(1-&) (> —1)
Nz(é,n)z%(éz%)(nz—n), No(&,n) = 2(§2+5)( n%)
Ni(6m) = (6% £ ), (&) = (1) +) ®.2)
Nu(€.1) = (€2 =)+ ), Ns(&m) = (€2 &)1 —n?)
No(&,m) = (1-&*)(1-n?
Logo, o vetor deslocamento # continuo, é discretizado como
9
=) 4.Ni(&mn) (B.3)
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em que g, € o vetor que agrupa os graus de liberdade por né associados ao elemento. A discre-

tizacdo do campo de deformacdes referentes a i é feita de acordo com a equag@o abaixo,

!

S
oq
I

B(Em) )
= [BiEm | B || B | 0 ] @) B4

com a matriz B dada pela relacdo seguinte,

[ N(Em) 0 0 0
ox
0 8Na(5»rl) 0 0 0
dy
INa(§,m) INa(&,7) 0 0 0
0 ox
Oy 0 o MNul&m)
B ox (B.5)
0 0 0 0 %i,n)
0 0 0 ;f’m aNfgim)
0 0 a(é TI) Na(gan)
- 0 0 %ﬁn) 0 Na(évrl) |

No caso de operagdes matematicas que envolvam apenas o vetor posi¢ao X, a transformagio
de dominio € efetuada de forma direta através da Eq. (B.1). Entretanto, para a obtencdo do
campo de deformacgdes, torna-se necessario a defini¢do de uma entidade capaz de transformar
as relagdes derivativas entre dominios. Tal entidade € dita matriz jacobiana, representada na

equacdo abaixo,

dx dy ixl Ni(§,m) iy dN;(S,1)

0E & . d il 8
)= % g =5 IN(E,m) 5 ’31 5 aN(Em) (B.6)
an dn l; i Z

Através desta equacdo € possivel calcular a matriz jacobiana do elemento Quad9 utilizado

neste trabalho. Resolvendo as derivadas das funcdes de forma, a matriz jacobiana resulta em,

L1 o
== B.7
w-5100 ®7)
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sendo que [, é o lado do quadrado definido pelo elemento. Logo, o determinante da matriz

jacobiana é dado por,

2
J= detly] = )

A inversa de [J] possibilita o processo contrdrio, avaliada como,

% om [

-1 x g _ 1 an 8&

W=13d8 on | e | o ox (B.9)
8y 8y an ag

Uma vez definida a transformacio de operadores derivativos, pode-se calcular a matriz B,

através da relacdo,

5 dNE.n) _dNEn)d(§n) _ - 4dN
dx,y) — d(c,n) d(xy) déE

Esta relacdo pode ser estendida a qualquer fun¢do. Logo, as derivadas das funcdes de

(B.10)

aproximacdo podem ser obtidas pela regra da derivacdo em cadeia,

9 o In7( 2 9
Fo=1 8 &7 =Wy % (B.11)
dy dy dy on on
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APENDICE C - METODO DE NEWMARK

No método de Newmark, os sistemas de equagdes considerados apresentam a forma abaixo,

- - - — - —
R=M U +Fu (U,U) ~Fou (U, 0), (C.1)

sendo que este precisa ser resolvido para qualquer ¢ € (O,If), onde Fj,; e F,,; sdo os vetores
de forgas internas e externas, respectivamente. Para tanto, é utilizada a expansao em série de

Taylor (Eq. (C.2)),

2 k
f+A0)=f@)+f (1) At + % 1) +...+ % 8 () +R™ (C.2)
onde R®) ¢ o residuo da série, dado por,
t+At
RO = [T 0 @) [+ an) gt ae (€3)

Logo, aplicando ao vetor de graus de liberdade do sistema, obtém-se,

— — t+At —

Un+1:Un+/ U(é)dé (C4)

— — - HtA’ﬁ
Un+1:Un+AtUn+/t U(é)[@"‘AI)_é]dé

H
Apesar das equagdes serem exatas, o termo U (&) é uma incégnita. Assim, um proce-
dimento numérico é empregado na realizagdo de aproximacdes das integrais. A proposta do

método de Newmark para a aproximacao € exposta nas equagdes abaixo,

- - - -
Upr1=Up+(1=A)AtU,+AAtU 14

— — - 1 2T> 27> (C.5)

Uni1 =Un+A8U ,+ (53— %) A U+ 1A% U g

sendo A e x sdo pardmetros que podem ser determinados para obter-se precisdo de integracio
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e estabilidade, onde A € [0,1] e x € [0, %] . Newmark propds um método de taxa constante de
aceleracdo, nos quais os valores dos pardmetros citados acima seriam A = 3—1 ex= % [51]. Dado

— . - T . ,
que os valores do deslocamento U ,,, da velocidade U ,, e da aceleracdo U , sdao conhecidos, é

possivel estabelecer as seguintes relacoes,

= 1 — — — 1 )
UnH:W Unt1—-Upn—AtU, — 7 X A U,

- A= — X - x 1 s
U’H—I—E{U}H—I_Un_'—(I_l)AtUn+(z_§)At Un}

Logo, efetuando as derivadas parciais de tais termos em relacdo ao deslocamento no tempo

(C.6)

t,+1 obtém-se,

-
d Un+1 . 1
= = VA2
OUps1 XA (C.7)
aUn+1 - A
— —
aUrH—l XAI

A equacdo de equilibrio pode ser entdo encontrada para o tempo #, 1, € 0 problema pode

ser definido como: Determinar X, | tal que,

R( n+1) = M] U o1 + Fone (Un+1, Un+1> o (Un+1, Un+1) =0  (C8)

onde,

Ao (9.9) 1)+ ol 3] (] 2] {0} - ] o}
Foo (U.0) = Fzee (1)
(C.9)

sendo ﬁe’}’f“ (t) suposto ndo dependente do deslocamento ou da velocidade. As matrizes de rigi-

dez e amortecimento tangentes sao obtidas pelas relacdes estabelecidas na Eq. (C.10), listadas

abaixo,

a - -
[KT] = a—> Fint _Fext}
Uprr (C.10)
[CT] — {Ent - Fext}

i
8UnJrl
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O algoritmo proposto por Newmark para a resolugdo das equacdes € apresentado abaixo.

Figura C.1: Método de Newmark
A. Calculos iniciais
Calcular as seguintes matrizes

Kr]; /* Matriz de rigidez tangente =/

[Cr]; /* Matriz de amortecimento tangente x/

M] ; /* Matriz de massa x/
Inicializagdo

l7>o ; /* deslocamento inicial =x/

U_S; /* velocidade inicial */

17()) ; /* aceleracdo inicial «/
Selecionar Af, A € x e calcular as seguintes constantes,

x > 0.05;

A >025(0.5+x)%

ao = 1/7LAt2§

ar=X/) ar:

a2 = l/lAt;

ay =17 —1;

a4 = x/)t — 1;

as ="/ (X/), ~2):

ag=At(1—%);

a7 = XAt;

Calcular a matriz de rigidez efetiva
(K] = [Kz] +ao [M] +ay [Cr];
Triangularizar K
[K] =LDL";
B. Para cada instante de tempo Az:

fortr=0t0T do
Calcular as cargas efetivas no tempo ¢ + At

2 - — - - — - g
Frine = Fron+ [M] (aoUn +aU, + a3Un> +(Cr] <611Un +asU, + a5Un> ;
Resolver os deslocamentos no tempo ¢ + A
LDL™U i1 = Fyiar
Calcular a aceleragdo e a velocidade no tempo 4 Az

Upr1=ao (Un—H - Un) —ayU, —azUy;
— — — s

Un+1 = Un +a6Un +ay Un+1;
endfor
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APENDICE D - COMPONENTES DO CAMPO
DE DEFORMACOES DA
TEORIA DE MINDLIN

Este anexo contém as relagdes que definem as componentes do campo de deformagdes
proposto pela teoria de Mindlin aplicada neste estudo. Uma vez conhecidas as equagdes dos

deslocamentos, as componentes do tensor deformacao infinitesimal podem ser expressas pelas

relagdes descritas abaixo,

&, = —
© 0z D.1)

Substituindo as componentes do campo de deslocamento definidas nas Eqgs. 3.20 e 3.21,

obtém-se o campo de deformagdes associado a formulacdo de placas de Mindlin,

oU Jdu d8,
+Z__8xx+ZKxx
gV gv 0
&y = 9y Jy 8y = &), +2 Kyy
&:=0
_[9U V] _[du ov], [98 9&]_,, (D.2)
Yoy = &y ox - &y Ox < &y ox = Yy T Ky
—_V+a_W—_9 _|_a_w
B =5 dy ' dy
oU oW aw

yxz_3z+8x 9+8x
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