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Resumo

Neste trabalho, apresentamos resultados de estabilidade e analise de convergéncia dos
métodos Chebyshev-espectrais para equacoes diferenciais parciais parabdlicas. Abordamos a
teoria dos métodos Fourier-espectrais considerando apenas os resultados necessarios ao desen-
volvimento da teoria dos métodos Chebyshev-espectrais. A existéncia e unicidade de solugoes
foram obtidas através do método Faedo-Galerkin. Estabelecemos resultados de estabilidade e
convergéncia de esquemas semi-discretos e totalmente discretos para as equagoes de advecgao-
difusdo (uni e bidimensional) e do calor bidimensional. No caso de esquemas totalmente dis-
cretos, utilizamos o método implicito 6, 1/2 < # < 1, para avancar no tempo. A taxa de
convergéncia é espectral com relagdo ao espago e polinomial no tempo (segunda ordem para
1/2 < 0 <1 e quarta ordem para 6 = 1/2).
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Abstract

In this work we obtain results of stability and convergence analysis for spectral-Chebyshev
methods applied to parabolic partial differential equations. The theory of spectral-Fourier
methods is developed considering only the results necessary to prove some key theorems for
spectral-Chebyshev methods. We establish results of stability and convergence of semi-discrete
and totally discrete schemes for the advection-diffusion (one and two dimensions) and heat
equations. In the case of the fully discrete scheme, we utilize the implicit theta-method (1/2 <
6 < 1) to advance in time. The convergence rate is spectral in space and polynomial in time
(second-order for 1/2 < # <1 and fourth-order for § = 1/2).
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Introducao

Os metddos espectrais tém origem histérica atribuida a C. Lanczos, [18]. Ele estabeleceu
que a escolha conveniente de funcoes ortogonais infinitamente diferenciaveis e dos pontos de
colocagao é crucial para a precisao do método. No entanto, a viabilidade destes métodos na
resolucao de EDP’s tornou-se possivel apenas no final da década de 60 com os trabalhos de
Orszag, (23, 24], Eliassen, Machenhauer e Rasmussen, [13]. A principal barreira vencida naquela
época foi o desenvolvimento de transformadas, necessarias no esquema espectral-Galerkin para
a avaliacdo das somas origindrias dos termos nao-lineares. Kreiss e Oliger, [17], e Orszag, [25],
foram pioneiros na aplicacao dos métodos espectrais por colocagao.

Existem basicamente duas classes de métodos espectrais para problemas em dominios limi-
tados. Uma delas sao os métodos-Fourier espectrais, que empregam expansoes em série de Fou-
rier (classica) e sao adequados para problemas com condigoes de fronteira e dados periédicos. A
outra classe baseia-se em expansoes em polinomios que sao auto-funcoes de problemas de Sturm-
Liouville singulares (polinomios de Jacobi - os mais usados sao os polinémios de Chebyshev e
Legendre). Além de empregar tais expansoes, os métodos espectrais utilizam um formalismo
variacional (Galerkin, Colocagdo ou método Tau) para construir o problema aproximado. A
propriedade fundamental destas expansoes em séries é a seguinte: o erro de truncamento entre
a série com um numero finito de termos, digamos NN, e a funcao a ser aproximada decai a
zero mais rapidamente que qualquer poténcia de 1/N, se a fungao é infinitamente diferencidvel
ou analitica. Este tipo de convergéncia é denominado convergéncia espectral, e dela surgiu o
nome do método. Esta caracteristica tornou os métodos espectrais bastante atrativos como
instrumento de resolucao computacional de equacgoes diferenciais. Os varios aspectos da teoria
matematica dos métodos espectrais estao reunidos em [6].

Esta dissertacao é um estudo da teoria dos métodos Chebyshev-espectrais para equagoes
diferenciais parabdlicas. Os fundamentos desta teoria, desenvolvidos ao longo do trabalho,
aparecem na literatura nos seguintes textos: em [5] sdo estabelecidas as propriedades de con-
vergéncia 6tima dos operadores de projecao e interpolacao baseados em expansoes de Chebyshev;

[12] desenvolve-se uma teoria de existéncia e unicidade baseada no método de Faedo-
Galerkin; em [3, 4] analisa-se a estabilidade e convergéncia dos métodos espectrais aplicados as
equagoes de adveccao-difusao (uni e bidimensional) e do calor bidimensional. Ressaltamos que

vérios resultados que eram enunciados (com esbogo de demonstragdo ou sem demonstracao)



nos artigos foram provados nessa dissertacao com detalhes. Por exemplo, a proposigoes 5.1.3,
6.1.1, 6.1.2, observacoes 5.1.1 e 5.2.1, teoremas 5.2.3, 6.1.7, 6.1.8, lemas 5.3.2 e 5.3.3.

A descrigao dos capitulos deste trabalho é a seguinte. No primeiro capitulo, apresentamos
algumas defini¢oes e teoremas relativos a Andlise Funcional, espagos de Sobolev (e Sobolev com
peso), espagos LP(0,7; X) e W(0,7T;V,V’). Ou seja, as ferramentas necessarias que serdo usa-
das nos capitulos subseqiientes. No segundo capitulo, introduzimos as distribuigoes periddicas e
espagos de Sobolev periddicos, necesséarios para obtermos resultados de convergéncia do método
Fourier-Espectral. Este método é usado, principalmente, na resolucao de EDP’s com dados
e condicoes de fronteira periddicos. Ademais, tais resultados serao importantes na anélise do
método de Chebyshev-espectral. No terceiro capitulo, introduzimos os polinomios de Chebyshev
e apresentamos algumas de suas principais propriedades. Consideramos aproximagoes baseadas
em expansoes em polinomios de Chebyshev e fazemos estimativas de erro, numa norma conve-
niente, entre a funcao e seu aproximante. Este capitulo é a base dos quinto e sexto capitulos.
No quarto capitulo, obtemos a existéncia e unicidade de EDP’s parabdlicas lineares através
do método de Faedo-Galerkin. No quinto, analisamos o método espectral e pseudo-espectral
para a equagao de adveccao-difusao unidimensional, submetida as condigoes de fronteira de
Dirichlet em (—1,1). Resultados (em termos do grau do polindémio e regularidade da fun¢éo)
de estabilidade e convergéncia sao apresentados. Dividimos o sexto capitulo em duas secoes.
Na primeira, discretizamos a equacao do calor bidimensional apenas espacialmente. Em se-
guida, discretizamos completamente, isto é, no espago e no tempo. Esquemas implicitos sao
considerados para avangar no tempo através do método-6, (1/2 < 6 < 1). Novamente, obtemos
estabilidade e convergéncia. Na segunda se¢ao, apresentamos uma discretizagao completa da
equagao de advecgao-difusao bidimensional. Usamos o método-0, com 1/2 < # < 1, para o
termo difusivo, enquanto o termo advectivo é tratado de forma explicita. Obtemos estabilidade

e para § = 1 também convergéncia.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Resultados de analise funcional

Teorema 1.1.1 (Representagao de Riesz) Seja H um espaco de Hilbert real e H' deno-
tando o seu dual. Entdo, H ~ H, isto €,V f € H', existe um unico y € H tal que:

(i) f(x) = <f,:1:> = <x,y>H, Vx e H, em que <~, >H ¢ o produto interno em H.

(ii) (| fla = llyll-

Definigao 1.1.2 (Convergéncia fraca) Sejam X um espago de Banach, X' denotando o seu
dual, e {x,}nen C X. Dizemos que {x,}nen converge para x € X no sentido fraco quando

n — 00, Se

(f,xn) — (f,x), VfeX.

Denotamos a convergéncia fraca por x, — x.

Teorema 1.1.3 Seja X um espaco de Banach reflexivo e {x, }nen uma seqiéncia limitada em

X. Entao, € possivel extrair de {x,}nen uma subseqiiéncia {x,en a qual converge fraco em

X.

Este é um resultado de compacidade fraca, o qual pode ser apresentado como

Teorema 1.1.4 A bola unitdiria em um espaco de Banach reflexivo € compacta no sentido

fraco.

Teorema 1.1.5 Seja X um espaco de Banach reflexivo. Seja {xy}nen uma seqiéncia em X
tal que

(i) ||zn|| < C < 00, em que C' é uma constante.

(ii) O conjunto dos pontos de acumulag¢ao para a topologia fraca € reduzido a {x}.

Entao, a seqiéncia {,}nen converge para x fracamente em X.
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Definicao 1.1.6 Se X € um espaco linear, X € convexo se dados x, y pertencentes a X e para
qualquer t (real) pertencente a [0, 1], entao tx + (1 —t)y pertence a X. Seja A um subconjunto
de um espaco linear. O casco convero de A € a intersecao de todos os conjuntos convexos que

contém A.

Proposigao 1.1.7 (Propriedades da Convergéncia Fraca) Seja {u,} uma seqiéncia no
espaco de Banach X sobre K =R ou C. Entdo:

(i) A convergéncia forte u,, — u implica u, — u quando.

(ii) Se dim X < oo, entdo a convergéncia fraca u, — u implica que u, — u forte.

(i1i) Se u, — u, entao {u,} € limitada e
Jull < lim lu,[].
n—-—uoo

(iv) Seja X € uniformemente convezo localmente. Se u, — u e ||u,| — ||ul|, entdo u, — u.
(v) Se u, — u, entdo existe uma seqiéncia {v,} no casco convexo fechado de {u,} tal que
Up — U.

(vi) Se u,, — u, entdo u pertence ao casco convezo fechado de {u,}.

(vii) Se {u,} € limitada em X e se existem um u € X e um conjunto D denso em X' tal que

(foun) — (fou), VfeD,

entao u, — u.

(viii) Se X € reflezivo e a seqiiéncia real {<U, un>} converge para qualquer v € X', entao existe
u € X tal que u, — u.

(zi) Se cada subseqiiéncia de {u,} que converge fraco tem o mesmo limite u, entao u, — u.
(x) Se u, = u em X e f, — f em X', entdo <fn,un> — <f,u>.

(1) Seja X um espago reflexivo. Seu, — u em X e f, — f em X', entdo <fn,un> — <f, u>

Defini¢ao 1.1.8 (Convergéncia fraca*) Seja X um espa¢o normado e X' o seu dual. Di-
zemos que { fntnen, fn € X', V0, converge no sentido fraco*® para f € X' quando n — oo,

. . *
isto €, f, = f quando n — oo, se

n@m<fn,x> = <f,:c>, Vre X.

Teorema 1.1.9 (Alaoglu) Seja X um espago vetorial normado separdvel. Seja { fn}nen, fn €
X', Vn uma seqiéncia limitada em X'. Entao, € possivel extrair de {f,}nen uma subseqiiéncia

{fruhien tal que foy — f em X' equipada com a topologia fraca™ para alguma f € X'.

Proposicao 1.1.10 (Propriedades da Convergéncia Fraca™) Sejam X um espaco de Ba-

nach sobre K =R ou C e {f,} uma seqiéncia em X'. Entao:



(i) Se f, — f em X', entdo f, — f.
(ii) Se fo = f, entio {f,} ¢ limitada em X' e ||f|| < lim | f.]|.

(iii) Se {fn} € limitada em X' e se existe uma f € X' e um subconjunto D denso em X tal que

<fn,x> — <f,$>, VreD,

entio f, — f.

(iv) Se a seqiiéncia real {<fn, .CE>} ¢ convergente para qualquer x € X, entao existe uma f € X'
tal que f, = f.

(v) Se u, — u em X e f,, = f em X' implicam que <fn,un> — <f,u>

(vi) Se X € reflexivo, entio f, — f ¢ equivalente a f, — f.

1.2 Resultados da analise complexa

Os dois teoremas, que enunciaremos a seguir, serao empregados posteriormente para ob-
termos uma cota superior para o erro de interpolacao de funcoes analiticas e 2m-periddicas,
[21].

Teorema 1.2.1 ( Residuos) Sejam A C C aberto, conero, zy, 23, ..., 2, pontos distintos de
A; f holomorfa sobre A\{z1, z2,..., 2z, }; 7 curva fechada em A homotdpica a um ponto em A;

zi€vy,1=1,...,n. Entao,
[ £ =2mi Y (Res(s. ) 102,
Y =1

em que Res(f,z;) € o residuo de f em z;, I(7,z;) € o indice de vy em relagao a z;.

Teorema 1.2.2 (Principio da Reflexao de Schwarz) Seja A regiao no semiplano superior
(do plano complexo) cuja fronteira OA intercepta o eizo real em um intervalo [a,b] (ou uma
unido finita de intervalos disjuntos). Sejam f analitica sobre A e continua sobre AN (a,b);
A={zeC/ze A} areflexio de A; g definida sobre A por g(z) = f(2). Assumimos que f ¢

real sobre (a,b). Entdo, g € analitica e é a tinica continuagdo analitica de f para AN (a,b) N A.

1.3 Os espacos L?

Seja p a medida de Lebesgue no RY. Os subconjuntos do R? nos quais j estd bem definida
sao denominados conjuntos mensurdveis. As funcoes f tais que {z € R?: f(z) < a} é um
conjunto mensuravel, para cada a € R, sao denominadas fungoes mensuraveis. A integral de

Lebesgue é definida para este conjunto de fungoes.



Sejam € C R, d > 1, um conjunto aberto e 1 < p < oo. Consideremos o conjunto de

funcoes mensuraveis v tais que
/ |v(x)|Pde < 00, 1 <p < o0, (1.1)
Q
ou, quando p = oo,
sup{|v(z)| : x € Q} < 0. (1.2)

Definicao 1.3.1 Dizemos que duas funcgoes sao equivalentes em (), com respeito a medida
de Lebesgue, se elas sdo iguais quase sempre. Isto €, w = v, se w e v tém valores diferentes
apenas sobre um subconjunto de ) de medida nula.

A classe de equivaléncia determinada por v consiste de todas as funcoes f que sao

equivalentes a v.

Baseados nas classes de equivaléncia, introduzimos os espagos L”.

Definigao 1.3.2 Seja 1 < p < 00. O espago LP(Q)) consiste no espago das classes de equi-
valéncia de fungdes mensurdveis satisfazendo (1.1), quando 1 < p < oo, ou (1.2), quando

p=o00. Para 1l < p < oo, munimos estes espagos com a norma

ol = ( [ ot ac) " (13)

Para p = oo, a norma em L*®(Q) é dada por
0] Lo (@) = sup ess {|v(x)| : x € Q}, (1.4)

em que sup ess |v(z)| =inf{M >0: |v(z)| < M quase sempre em Q}.

Em outras palavras, na definicao acima, podemos dizer que nos espacos LP duas fungoes,
as quais sao diferentes em um subconjunto de medida nula, sao identificadas uma com a outra.
Os espacgos LP(£2) sao espagos de Banach com as normas definidas em (1.3), para
1 <p< oo, e (1.4) para p = co. Somente para p = 2, L*() é um espago de Hilbert., munido

com o produto escalar
f = dx.
< 79> /f(m)g(x)

A norma em L?(Q2) é dada por || f|| = (f, f>1/2 e serd denotada por || - ||,.

1 1
Teorema 1.3.3 (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p < oo e p' tal que —+ — = 1.
p p



Sejam f € LP(Q) e g € LP (), Q C R? aberto. Entdo, f-g € LY(Q) e

< A lzr@ - gl o @y

/Q F(2)g() da

Teorema 1.3.4 (Imersao dos Espacgos LP) Sejam Q@ C R™ aberto, nao vazio, com medida
finita e f € LP(Y). Entao, f € L"(Q2) para 1 <r < p.

Se 1 < p < oo, através do teorema de Representacao de Riesz, obtemos que o espago dual
, 1 1 . .
LP(2) é dado por LP(€2), em que — + — =1 (p' = oo, se p = 1). Ainda, temos as seguintes
p p
propriedades:

Proposicao 1.3.5 Seja Q uma aberto, nio-vazio do R?.
(i) O conjunto das fungoes f : Q — K tais que f € continua e supp f = {x € Q: f(x) # 0}

¢ um compacto contido em 2, denotado por C,(2), é denso em LP(§2).
(ii) Se 1 < p < 0o, LP(Q) € separdvel.

(iii) Se 1 < p < 00, entao LP(QY) € reflexivo.

(iv) LY(Q) nao € reflexivo.

(v) L>(82) ndo é separdvel e nao € reflexivo.

1.4 Distribuicoes

Apresentaremos os conceitos basicos da teoria das distribui¢oes, principalmente a nogao

de derivada distribucional, os quais serao necessarios para introduzir os espacos de Sobolev.

Defini¢ao 1.4.1 O conjunto {x : f(z) # 0} é chamado de suporte da func¢ao f e denotado
por supp f.

Definigao 1.4.2 C°(Q2) € o conjunto das fungoes infinitamente diferencidveis que possuem

suporte compacto contido em §).

Munindo C£°(Q2) de uma topologia, temos um espago vetorial topolégico. Assim, precisa-

mos saber como sao caracterizadas as seqiiéncias convergentes em C5°(£2). Primeiro, relembra-
olely
_ , . . < e
mos que se o = (qy, . .., qg) ¢ um multi-indice, a; > 0,7 =1,...,d, entao D% = m,

em que |a] = a3 +az+ -+ ag.

Definigao 1.4.3 C*(Q) ¢ o conjunto das funcgoes f : Q — K, k vezes continuamente dife-

rencidveis. C*(Q)) € o conjunto das fungoes f: Q — K, k vezes continuamente diferencidveis.

s

C°(Q2) € o conjunto das funcgoes continuas f : Q — K com suporte compacto. C°()) € o

conjunto das funcées continuas f : Q — K com suporte compacto.



Definigao 1.4.4 Uma seqiiéncia de fungoes {v,} C C°(2) converge para zero, se existe um
subconjunto compacto K C €1, fizo, tal que supp v,, C K, Vm € N, e para qualquer o multi-
indice, a deriwvada D*v, converge para zero uniformemente em K.

Denotamos por D(Y) o espago vetorial CS°(Q) munido dessa no¢do de convergéncia.

Definicao 1.4.5 Um funcional T' sobre D(2) € uma distribui¢cdo sobre Q) se <T, vm> — 0
sempre que v, — 0 no sentido de D(S).

O espago das distribuicoes, que € o dual do espaco D(QY), é denotado por D'(2).

Uma funcao u definida quase sempre em (2 é dita ser localmente integravel sobre (2,
se u € L'(A), para qualquer subconjunto A compacto contido em 2. Neste caso, escrevemos
u € L},.(2). Observamos que LF(Q) C L;,.(Q), via desigualdade de Holder.

Agora, cada funcgao u € L], (Q) pode ser associada com a seguinte distribuigao Ty,
(T,,v) = / x)dz,Yv e D(N).

Portanto, a aplicagao ¢ : L] () — D'(Q), que a cada u associa T, ¢ linear, injetiva e
continua, [16]. Por causa destas propriedades da aplica¢ao ¢, é comum identificar a distribuicao
T, com u € L}, (Q), u =~ T,. Por este motivo, os elementos de D'(?) sdo também chamados de
fungoes generalizadas.

Agora, introduziremos a diferenciagdo de uma distribuigdo. Sejam o« um multi-indice e T’
uma distribuigao. Sejam u € C1(Q2) e ¢ € D(Q). Como ¢ se anula fora de algum subconjunto

compacto contido em (2, pela fémula de integracao por partes em cada varidvel z;,

/Q ((,%ju(:lf)) o(z) dr = —/Qu(x) (%MQ;)) dr

Similarmente, se u € C1*(€2), integrando por partes || vezes,

| oruanoa)de = (1! [ w@)po() .
Isto motiva a seguinte definicao da derivada D*T"
(D°T,v) = (=1)l*N{T, D*), Vv e D). (1.5)

Observamos que D*T' pertence a D'(€2) e qualquer distribui¢ao possui derivadas de ordens
arbitrarias em D’(€2) no sentido da defini¢ao (1.5). Ainda, se 7" é uma fungao suave, integrando

por partes, a derivada no sentido distribucional coincide com a derivada classica.



Definicao 1.4.6 Dizemos que a a-derivada de uma distribuicao T é uma fungdo pertencente

a LP(R2), se existe uma fun¢ao g, € LP(Q) tal que

(D°T,v) = /an(x)v(x) dz, Yve D).

1.5 Espacos de Sobolev

Nesta secao, introduziremos os espagos de Sobolev e algumas de suas propriedades bésicas,
[1]. Estes espagos fornecem o ambiente para a teoria variacional de equagoes diferenciais par-
ciais.

Seja 0 € R? um conjunto aberto nio vazio.

Definicao 1.5.1 Sejam k um inteiro nao-negativo e 1 < p < oo. O espagco de Sobolev
WkP(Q) € o espago das fungoes v € LP(Q) tais que qualquer derivada distribucional de v, até

a ordem k, é uma fungdo do LP(Q). Isto é,
WhP(Q) = {velP(Q): Dvel’(Q),Vae N¢ com |a| < k} .

Notamos que, para cada p, 1 < p < co, WO(Q) = LP(Q) e WFP(Q) C WF»(Q), quando
k1 < ko.

Para 1 < p < oo, WkP(Q) é um espaco de Banach com respeito a norma

1/p

[v][kp0 = Z HD%HZ)(Q)

| <k

Além disso, definimos a seminorma sobre W*?(Q2) dada por

1/p

V] p0 = Z ||Davl|§p(9)
|a|=k

Por outro lado, W?(2) é um espago de Banach com respeito a norma

||U||k,oo,sz = max ||D%||L°°(Q)a
|| <k

e a correspondente seminorma dada por

|Vk,00,0 = max || D|| Lo (q).-
la|=k

Em particular, quando p = 2, escrevemos H*(Q), || - |lr.q € |- |x.q, ao invés de W*2(Q), || - [[x2.0
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e |- |x2.0, respectivamente. Além disso, os espagos H*({2) sao espacos de Hilbert com o produto

interno natural definido por

<u,v>k_7Q = Z /QDauDO‘"Ud:E.

o<k

Definigao 1.5.2 Denotemos por WFP(Q) o fecho de C°(2) com respeito a norma || - ||kpa €
W=k (Q) o espago dual de WHP(Q).

De forma anéloga, para p = 2, escrevemos H*(Q)) e H7*(Q), ao invés de WE2(Q) e WF2(Q),
respectivamente.

Também, podemos mostrar que W2P(Q) = LP(Q)) e que, se Q tem fronteira Lipschitz
continua, W*?(Q) é o fecho de C*() na norma || - ||z, o. Em outras palavras, C*°(€2) é denso
em WHP(Q).

Agora, definiremos os espagos W*P para s real e 1 < p < oc.

Definicao 1.5.3 Sejam 1 <p< oo el <s<1.

WeP = {u € LP(Q) : % € LP(Q x Q)} ;

com a norma natural associada.
Sejas=m-+occomm=0,1,2,...e0<s<1.

Definicao 1.5.4
WP(Q) = {u e W™P(Q): D e W (Q), Va=m}.

Ademais, Ws2(Q) = D) D e W7 (Q) ¢ 0 dual de WP(Q).

Novamente, quando p = 2, escrevemos H*({2).

Agora, apresentaremos as propriedades mais relevantes dos espagos W*®P(€2), principal-
mente H*((). Demonstracoes e mais detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em [1],
[19].

Iniciaremos com o teorema do traco. O traco sobre a fronteira 02 de uma funcao v €

H*(§2) ¢, no sentido mais preciso, o valor de v restrito a 9§2.

Teorema 1.5.5 (Trago) Sejam Q um conjunto aberto, limitado do R com fronteira OS) Lips-
chitz continua e s > 1/2.

(a) Eziste uma tinica aplicacdo linear continua vy, : H*(2) — H*"Y2(0Q) tal que v,v = U|8Q
para cada v € H*(2) N C°(2).

(b)Eziste uma aplicacio linear continua R, : H*"/2(0Q) — H*(Q) tal que 7,Rop = @, para

cada o € H*Y2(00).
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Obtemos resultados andlogos se consideramos o trago vy sobre um subconjunto Lipschitz
continuo ¥ da fronteira 0.
Através dos operadores de trago, temos outra forma de caracterizar os espagos H. (),

com {2 um conjunto com fronteira Lipschtiz continua:
Hy () ={ve H(Q): 7v=0}.

Também, definimos Hy(Q2) = {v € H'(Q) : vsv = 0}.

Teorema 1.5.6 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um conjunto aberto, conexo, limitado
do RY. Seja Y (nao-vazio) subconjunto Lipschitz continuo da fronteira 9. Entdo, eviste uma

constante Cq > 0 tal que

/QUQ(:C) de < CQ/Q]VU(x)|2dx,

para cada v € Hy(2).

Como conseqiiéncia da densidade de C*°(Q2) em H'(€) (sob a hipdtese que OS2 é Lipschitz

continuo), temos para cada u,v € H'(Q) a seguinte férmula de Green:

/(Dju)v dr = — / uw(Djv) dx +/ YouYoum;dy, j=1,...,d, (1.6)
Q Q o0

em que dvy denota a medida sobre 0f).
Teorema 1.5.7 Se 0 < 51 < s, entao H*>(Q2) C H* (X)) com imersao continua.

Teorema 1.5.8 (Imersoes de Sobolev) Sejam Q0 um conjunto aberto do R com fronteira
Lipschitz continua e 1 < p < 0o. As sequintes imersoes sao continuas:

(a) Se 0 < sp < d, entdo W*P(Q) C LP" para p* = dp/(d — sp);

(b) Se sp =d, entao W*P(Q) C LY(Q) para qualquer ¢ com p < q < 0.

(c) Se sp > d, entdo W*P(2) C C°(Q).

Teorema 1.5.9 (Compacidade de imersoes de Kondrasov) Seja Q um conjunto aberto
limitado em R?. Entdo:

(i) Sep<del<g<

y b , entao WIP(Q) C LI(Q) é uma imersio compacta.
-p

(ii) Se p > d, entdo WP C C(Q) é uma imersio compacta.

Corolario 1.5.10 (Rellich) Se Q2 é um conjunto aberto limitado de R, entao H:(Q) C L*()

€ uwma 1mersao compacta.

Historicamente, esse ultimo resultado de F. Rellich foi obtido antes do resultado mais

geral de V. Kondrasov.
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Teorema 1.5.11 (Compacidade de imersoes, Rellich-Kondrasov) Seja Q@ um conjunto
aberto, limitado do R? com fronteira Lipschitz continua. Paral < p < 0o, as sequintes imersoes
sao compactas:

(a) Se 0 < sp < d, entao W*P(Q2) C L9 para qualquer ¢ com 1 < q < p*, em que

p* = dp/(d — sp).

(b) Se sp =d, entao WP(Q) C LU(Q) para qualquer ¢ com 1 < q < 0.

(c) Se sp > d, entdo W*P(2) C C°(Q).

(d) Se p > 2d/(d+2), entdao LP(Q) C H~Y(Q). Em particular, H*(Q) estd imerso compacta-

mente em H*1(Q), k um inteiro ndo-negativo.

Teorema 1.5.12 (Interpolagao) Seja 0 um conjunto aberto do RY com fronteira Lipschitz
continua. Sejam sy < so dois numeros reias e T = (1 — 6)s; + 0so, 0 < 6 < 1. Entdo, existe

uma constante C' > 0 tal que

loll; < C -l - olls,, Yo € H2(Q).

EPR

1.6 Espacos de Sobolev com peso

Definiremos os espacos de Sobolev com uma fungao peso, os quais serao usados, a partir
do capitulo 3, para métodos espectrais baseados nos polinomios de Chebyshev.
Dada uma funcio w sobre Q = (—1,1)? C R, satisfazendo w € L*(Q), w(z) > 0 em Q,

da mesma forma como feito na secao 1.3, definimos

L2(Q) = {¢ : Q — C| ¢ é mensuravel e <¢,¢>w < oo} ,

em que <¢ w / o(x (r)dx. A norma sobre L2 () provém deste produto interno,

ou seja, u¢uowzzt/“ o) Puo(z) de

Para k£ > 0 inteiro, definimos
= {0 € L*(Q): D € Li(Q), la] <k},

em que D* é no sentido das distribuigoes (segao 1.4). Equipamos H () com o produto interno

€ norma

(6.9 = D_ (D%, DY),

meNd
[m|<k

[0l = {(6.6),.}
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Para s > 0 real, definimos H} ({2) analogamente como definimos os espagos H*(£2).
E importante observamos que todos os resultados citados para os espagos de Sobolev

H*(Q) sao validos para os espagos de Sobolev com peso HE (€2).

1.7 Os espagos LP(0,T; X)

Em problemas de evolugao, quando precisamos usar o operador % + L, em que L é um
operador eliptico, entdo é conveniente definirmos os espagos LP(0,7T; X) que levam em conta as
variaveis temporal e espacial.

Para cada t € [0,7] fixo, interpretamos a fun¢ao z —— u(z,t) como um elemento do
espago X . Denotaremos este elemento como u(t) € X. Agora, considerando t € [0, 7], obtemos

a funcao t — u(t) com valores no espago X.

Definicao 1.7.1 Sejam X um espaco de Banach, a,b € R.

e O espaco LP(a,b; X), 1 < p < oo, consiste das fungoes (classes) mensurdveis

u: (a,b) — X tais que

b 1/p
follan = ([ IuOlFdr) <o 1

e O espago L>(a,b; X) consiste das fungoes (classes) mensurdveis u : (a,b) — X limita-

das quase sempre em (a,b). A norma neste espago é dada por
1l (@i x) = Sup Essiap [|f(£)]|x- (1.8)

e O espago C™([a,b]; X), m =0,1,..., consiste de todas as fun¢des continuas u : [a,b] —

X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma é dada por:

m

|ul| = max |u(i)(t)|. (1.9)
py tela,b]

Citamos algumas propriedades destes espagos, [31].

Proposicao 1.7.2 Sejam m =0,1,..., 1 <p < oo, X eY espacos de Banach.

(a) C™([a,bl; X) € um espaco de Banach sobre K com a norma definida em (1.9).

(b) LP(a,b; X), 1 < p < 00, € um espago de Banach sobre K com a norma definida em (1.7).
L*>®(a,b; X) € um espago de Banach sobre K com a norma (1.8).

(c) O congunto de todas as funcoes degrau é denso em LP(a,b; X).

(d) C([a,b]; X) € denso em LP(a,b; X) e a imersao C([a,b]; X) C LP(a,b; X) € continua.
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(¢) Se X é um espaco de Hilbert com produto escalar (-, ->X, entdo L*(a,b; X) é também um

b
espaco de Hilbert com produto escalar <u,’u>L2(a bxX) = / <u(t),v(t)>X dt.
(f) L*(a,b; X) é separdvel, se X € separdvel e 1 <p < 5.
(g) Se a imersao X CY € continua, entao a imersio L"(a,b; X) C LY(a,b;Y), 1 <g<r < oo

também € continua.

Definicao 1.7.3 @'((a,b);X) = L(D(a,b); X), ou seja, € o conjunto de todas as aplicagoes
lineares e limitadas de D(a,b) em X. Cada elemento desse conjunto é uma distribuicao sobre

(a,b) com wvalores no espago de Banach X.

Definigao 1.7.4 L} (a,b; X) é o espaco das funcoes u tal que para todo compacto K C (a,b),

loc

Xk u € LY(a,b; X), em que xx denota a funcao caracteristica de K.

Definicao 1.7.5 Seja J € D(R), tal que J >0 e / J(t)dt = 1. Dado € > 0, definimos
R

J. = éJ(t/é) e (J.xu)(t) = / J-(t — s)u(s)ds,

R

para as funcoes u em que o lado direito desta ultima igualdade faz sentido.

Proposicao 1.7.6 Seja u uma funcgao definida sobre R, que anula-se fora de um intervalo I.
(a) Seu e L (R; X) =L} (—00,+00; X), entao J. xu € C®(R; X).

loc loc

(b) Se u € L*(R; X), entio J. xu € L*(R; X). Além disso, ||J. * ullr2w.x) < |Jullr2@x) €

lim ||Jg * u||L2(]R;X) =0.
e—0t

Fazendo as devidas adaptagoes, encontramos a demonstracao desta proposicao, por exemplo,
em [16] e [31].

1.8 O espago dual de LP(a,b; X)

Seja Y = LP(a,b; X). Temos a importante relagdo de dualidade Y’ = L9(a,b; X') com
% + % = 1. Isso se deve ao seguinte teorema, [31].

Teorema 1.8.1 Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < o0, i + % =1.

a) Cada funcao v € Li(a,b: X') corresponde a um tinico funcional v € Y' dado por
(a) ¢ , b; D D

b
(v,u) :/ <v(t),u(t)>th, Vuey. (1.10)
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Reciprocamente, cada v € Y' corresponde a exatamente uma fun¢io v € Li(a,b; X') dada por
(1.10).

Além disso,

12lly = (o]l Laga,b; x7)- (1.11)
(b) O espago de Banach LP(a,b; X) € reflexivo e separdvel.

Assim, podemos identificar Y/ com L4(a, b; X'), pois, pelo teorema acima, existe um isomorfismo
isométrico de L%(a,b; X') em Y’ dado por J(v) = 0. Reescrevemos (1.10) e (1.11) como

(v,u) = /ab<v(t),u(t)>x dt,  folly = (/ab||v(t)||§(, dt) l/q, YuEY, Yue Y,

Proposicao 1.8.2 Sejam V' espago de Hilbert e g € LP(0,T;V") com 1 < p < 0o. As sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

(i) g =0 em LP(0,T; V")

(i) Vv eV, (g(t),v) =0, ¢s. t €[0,T].

1.9 O espago W(a,b;V,V’)

Consideramos dois espagos de Hilbert reais separdaveis V e H, com V C H e V denso
em H. Sejam (-,-),. (-, ->V, || - ||, - [[v denotando o produto interno e a norma em H e V,
respectivamente. Também, H' e V' denotam os duais desses espacos, J a aplicacao identidade
(linear e continua) de V em H. Por resultados de Anélise Funcional, o operador adjunto J* é
linear e continuo de H' em V’. Além disso, J* é injetor, visto que J(V) =V é denso em H e
J*(H') é denso em V', pois J é injetor. Portanto, H' pode ser identificado como um subespago
denso em V’. Por outro lado, pelo Teorema de Representacao de Riesz, podemos identificar H

com o seu dual H’, obtendo as seguintes imersoes densas e continuas:
VCH=H CV. (1.12)

Como conseqiiencia desta identificacao, o produto escalar em H de f € H, u € V é o mesmo

que o produto interno de f e u na dualidade entre V' e V', ou seja,

fuw) = {(fu) ={f,u),, VfeH YueV.

Introduzimos o espago W(a,b;V,V’) para dar sentido ao problema de valor inicial a
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equacao

%+Au:0 em (0,7),

onde A € L(V,V’), sendo validas as imersoes (1.12). Para Au ter significado, é razodvel que
u assuma valores em V', isto é, u € LP(0,T;V), 1 < p < co. Entao, % = —Au € LP(0,T;V").
Se, além disso, queremos resgatar a estrutura de espaco de Hilbert, devemos escolher p = 2 e
entdao surge W(a,b; V,V’). Assim, temos a estrutura de um espago de Hilbert com significado

para a expressao "u = u, em t = 0”(com uma aplicagao continua u — u(0) € H).

Definigdo 1.9.1 Sejam a,b € R = RU {—o0, +00}.
W(a,b;V,V') = {u € L*(a,b;V) : u' € L*(a,b;V")} (1.13)

Notemos que a derivada com relagao a t é no sentido das distribuigoes.
Proposicao 1.9.2 O espago W {(a,b;V, V') equipado com a norma

1/2

1/2 b
lellw = (120 + 1 i) :( | I®IR + @] dt)

¢ um espaco de Hilbert.

O proximo teorema serd muito importante na formulagao fraca das equacgoes parabdlicas,
quando derivamos com relagao ao tempo sob o sinal da integral. Para auxiliar na demonstracao

deste teorema, necessitaremos dos dois lemas seguintes.

Lema 1.9.3 Para a,b € R finitos ou nao, seja D((a,b); V') o espaco das restricoes em |a, b de
fungoes de D(R; V). Entao, D((a,b); V) € denso em W(a,b; V,V").

Demonstragao. Sera feita em trés etapas.
Primeira etapa. Restringiremos ao caso em que a ou b é infinito.

Primeiro, se [a,b] C R, introduzimos 0; € D([a,b]), i = 1,2, com 6,(t) + 62(t) = 1,
YVt € [a,b], e 6; nula em uma vizinhanca de b e #; nula em uma vizinhanca de a. Entao,

Vu e W(a,b;V, V'), temos u = 61u + 6yu. Introduzimos

bru, t€a,b] Oou, t€ [a,b]
Uy = U =
0, t>0b 0, t<a

e obtemos que u; € W(a,+o0; V, V') e ug € W(—o0,b; V, V’).
Segunda etapa. Restringiremos ao caso em que a = —oo e b = +00.
Seja u € W(a,+o0; V,V') e h > 0, definimos uy(t) = u(t + h) q.s. parat > a. Entao, segue
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que uj,(t) = u'(t+ h) q.s. parat > a e up € W(a,+oo; V,V’). Além disso, pela continuidade
das translagoes em L? ( [12], pag. 303),

u, — u em L*(a,+o0; V) quando h — 0

uj, — u' em L*(a,+oo0; V') quando h — 0.
Portanto,
up, — u em W(a,+o0; V, V') quando h — 0.

Seja 1 € C®(R) tal que 0 < (t) < L; ¢(t) =1, set >a—% e () =0,set < a—h

Fazendo,

() up(t) set>a—nh
0, set<a-—h,

temos que vy, = uy q.8. t > a e v, € W(—o00,+00; V, V’).
Terceira etapa. Mostraremos que D(R; V') é denso em W (—o0, +o0; V, V).

Seja u € W(—o00,+00; V, V’). Iniciaremos regularizando u, isto é, aproximaremos u por

u. € C®°(R; V). Para isso, seja J € D(R) tal que J > 0, /J(t)dt: 1. Definimos, para
R

1 t
cada ¢ > 0. J.(t) = gJ (E) e u(t) = Joxu(t) = / J-(t — o)u(o) do. Pela proposicao 1.7.6,
R
u. € C*(R; V) e quando € — 0,

ue — u em L*(R;V)

ul =u' * J. — u em L*(R; V).

Agora, é suficiente aproximar u. por elementos de D(R; V). Para tanto, usaremos um processo
de truncamento. Seja p € D(R) tal que p(t) = 1 para |t| < 1 e p(t) = 0 para |t| > 2. Definimos
pn(t) = p(t/n) e obtemos que

prtte — u. em W(—o0o, +o0; V, V'),
quando n — oo.[]

Lema 1.9.4 Para a,b € R, existe um operador de extensio continuo de Wi(a,b;V,V') em
W (—o00, +00; V, V).

Demonstragao. Procederemos em duas etapas.

Primeira etapa. Restringiremos ao caso em que [a,b] C R com a ou b infinito.
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Para isto, usamos o mesmo método da primeira etapa do lema 1.9.3. Assim, o operador

de extensao é dado por

u;, t<a
Pu(t)=qu, a<t<b
U9, t>0b
Sequnda etapa. Supomos, por exemplo, que b = 400.

Pela translacao sobre a varidvel h, podemos reduzir ao espago W (0,+o0; V,V’). Seja
u € D([0,400); V). Definimos

u(t) t>0,
Pu(t) = (1.14)
u(—t) t<0.
Entao, Pu € L*(0,+o00;V) e
(Pu(t)) = (), t>0
—u'(—t), t<O.

Como Pu(t) ¢ continuo (pois u € D([0,00);V)) em ¢ = 0, segue que Pu € W(—o0, +o0; V, V')
e || Pul|w(—oo, 400 v,v7)y < 2[[ul|w (0,400 v,v7). Do lema 1.9.3, D([0, +00); V) é denso em
W(0,+00; V,V'). Assim, P pode ser prolongado a uma aplicacao linear continua P de

W (0, +00; V, V') em W (—o00,+00; V,V’). Como Pu = Pu q.s. (Pu dado por (1.14) ), temos

que Pu =u q.s. para t € (0,400) e a prova do lema estd completa.[]

Teorema 1.9.5 Para a,b € R, u € W(a,b;V,V') € quase sempre igual a uma fungao continua
de [a,b] em H. Além disso, W (a,b; V, V') estd imerso continuamente em C°([a,b]; H).

Demonstracao. Seja u € W(a,b;V,V’') e P o operador de extensao de W(a,b;V,V') em
W(—00,400; V,V'). Do lema 1.9.3, existe uma sequéncia {¢,,}, ¥, € D(R; V) satisfazendo

Pu = lim v, em W(—o0,+o0;V,V’).

n—oo
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Além disso, <-, > denotando a dualidade entre V' e V', temos:

e = [ mxwwzft L 000), (o)), do

—2/ (¢n() da—?/ (¥n(0), ¥}, (0)) do

§2/H%@MWMwmma

Aplicando a desigualdade 2ab < a? + b2, segue

6l < [ Wulldo+ [ no)ldo

Logo,
sup [[vn ()] < [lvn]lw- (1.15)

Agora, trocando v, por (¢, — ¥,,) em (1.15) e usando o fato que {¢,} é uma sequéncia de
Cauchy em W (—o0, +00; V, V'), deduzimos que {t¢,} é uma sequéncia de Cauchy em B°(R; V),
o espago das fungoes continuas limitadas de R em V', munido com a topologia da convergéncia

uniforme. Entdo, existe v € B°(R; V) tal que
v, — v em B°(R;V).

Mas, ¢, — Pu em W(—o00,400;V,V’). Logo, Pu = v q.s. e u = v q.s. em [a,b]. Agora,

passando limite em (1.15), obtemos
lullceqapivy < Cllullw,

pois, como P é um operador linear limitado, ||Pullw < C|lu||w.O

Observagao 1.9.1 Como conseqiiéncia do teorema acima, para u € W(a,b; V, V') com |a,b] C
R, podemos falar no trag¢o u(a),u(b) € H.

Teorema 1.9.6 (Integragao por partes) Sejam [a,b] C R, u,v € W(a,b;V,V'). Entdio,

/ (u'(t),v(t))dt +/ (V' (1), u(t))dt = (u(b),v(b)) ; — (u(a),v(a)) ;- (1.16)

Demonstracao. Da observagao acima, a igualdade (1.16) faz sentido. Como (1.16) é valida
para u,v € D([a,b]; V), ela permanece véalida para u,v € W(a,b;V,V’) em virtude do lema
1.9.3 e do teorema 1.9.5. O
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Corolario 1.9.7 Parau € W(a,b;V,V'), v €V temos

(W(),v) = — (u(-),v) em D'((a,b)). (1.17)
Demonstracao. Seja ¢ € D((a,b)). Escolhemos u € W(a,b; V, V') da forma p@v, v € V

(ie, u(t) = ¢(t)v) em (1.16). Como ¢(a) = ¢(b) = 0, obtemos

b b
/<u'(t),v<p(t)>dt+/ (' (t)v, u(t))dt = 0.

Como YVt € (a,b), ¢(t) é um escalar, temos novamente

/ (o (8),0) ot)dt = — / (o, u(t)) @' (1) dt.

Agora, observamos que u(t),v € V. C H e que a dualidade <-, > é compativel com a identificagao
de H com o seu dual (o que implica que se f € H e v € V temos (f,v) = (f,v) = (v, f)).
Entao, Vo € D((a,b)),
b b
[ wooyeta=- [ .0 e

d

- (u(t),v) = (¥ (t),v) em D'((a,b)). O

ou seja,

1.10 Algumas desigualdades

Seja z = x + iy, entdo |1 —icot z| < cothy — 1.

Sejam a,b € R com a,b > 0. Temos a desigualdade da raiz
Va+b<a+ Vb.

Para a,b € R, a desigualdade algébrica é dada por
2-a-b<a®+b.

Seja € > 0, a e-desigualdade ¢é dada por

€ b?
b< —a?+ —.
a _2a —i—26
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Sejam u,v € H, H espaco de Hilbert, temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz
[Cw, )| < lull - [0l

Os dois lemas de Gronwall abaixo serao muito utilizados na andlise da estabilidade e con-
vergéncia dos métodos espectrais. Podemos encontrar a demonstracao de ambos, por exemplo,
em [22].

Lema 1.10.1 (Gronwall) Seja f € L'(t,, T) uma fungdo nao-negativa, g e p fung¢oes continuas

sobre [t,, T]. Se ¢ satisfaz

o) <9(0)+ | Fe)p(r)dr, VEE [t T,
entao
o) <gt0)+ | ' F(s) 9(s) exp ( [ 1) dT) ds, Vi € [t ).

Se, além disso, g € nao-decrescente, entao

t
o(t) < g(t) exp (/ () dT) , YVt € t,, T].
to
t
Demonstracao. Seja R(t) = / f(T)e(T)dT. Entao, por hipétese,
to
dR

—- (1) = F(t) o(t) < f(£) [9(t) + R(D)]
Logo,

{%(t) — R() f(t)} exp (— /t: f(T)dT)
f

(1) g(t) exp (— / f<7>d7) |

% {R(t) exp (— /t: f(T)dTH

IA

Integrando de t, até ¢, temos que

R (- / firyir ) < /t:f(S)g(S) oo (= [ e as.
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Entao,

o(t) < g(t) + / s e ( [ t Firyir) ds, € [ T),

Se g é nao-decrescente,

olt) < 9l0) |1+ /t:f(S)exp ([ srar) as] =gt 1+ / (~e ([ syir) ) as].

Logo,

s=t

wlt) < g(t) {1 - {eXp (/:f(f)dT)} S:to} =9g(t) {1 —1+exp (/t f(r)dT)}
~tyesn ([ str1ar). -

Segue do lema acima a seguinte versao do lema de Gronwall.

Lema 1.10.2 (Gronwall) Seja ¢ € C|0,t*] e diferencidvel em (0,t*). Se existem o € R e g
fungdo continua tal que, para 0 <t < t*, ¢ satisfaz ¢'(t) < ap(t) + g(t), entdo

t
o(t) < eto0) + [ glopent ds
0

Lema 1.10.3 (Gronwall discreto) Sejam {k,} uma seqiiéncia de termos nao-negativos, g, €

R, ps € R e {¢,} uma seqiiéncia de nimeros reais satisfazendo

Cboﬁgo

n—1 n—1
¢” S go+zps+zks¢s; n Z 1
s=0 s=0
Entao, ¢, satisfaz

¢1 S go(1 + ko) +po

n—1 n—2 n—1
6o < g0 [JL+ k) +D pe [T A4k +pacy, n>2
s=0 s=0 T=s+1

Além disso, se g, > 0 e p, > 0 para n > 0, seque que



Capitulo 2
O método Fourier Espectral

Neste capitulo, introduziremos uma classe de ”fungoes generalizadas” periddicas, que apre-
sentam derivadas num sentido mais amplo que a derivada classica. Tais funcoes serao chama-
das de distribuigbes periddicas. Através destas fungoes, definiremos os espagos de Sobolev
periddicos. Estes espagos sao importantes para a teoria de aproximacao dos métodos Fourier-
Espectrais. Tais métodos sao empregados na resolugao aproximada de equacoes diferencias com
dados e condigoes de fronteira periddicos.

Para apresentar a teoria de aproximacao Fourier-Espectral, definimos inicialmente o ope-
rador de projecio, Py : L*[—m,m| — Sy = span{e™;|n] < N}, que é caracterizado pela
série de Fourier da funcao truncada até o enésimo termo. Os coeficientes de Fourier sao obtidos
através da transformada de Fourier continua. Em seguida, definimos o operador de inter-
polacdo, Iy : C[—m,m] — Sy, caracterizado pelo fato que Iyu coincide com a fungdo u em
pontos igualmente espacados. Neste caso, os coeficientes de Fourier sao obtidos através da
transformada discreta de Fourier.

Além disso, apresentaremos estimativas para os erros de projecao e erros de interpolagao
entre a funcao e seu aproximante em determinada norma de um espaco de Sobolev periédico. Os
resultados mostrarao uma caracteristica marcante dos métodos espectrais: as estimativas para o
erro dependerao unicamente da regularidade da funcao a ser aproximada. Caso esta funcao seja
infinitamente diferenciavel, o erro decai a zero mais rapidamente que qualquer poténcia de %,
em que N é o nimero de termos na expansao. Essa convergéncia ¢ denominada convergéncia
espectral, termo cunhado por Orszag (1969). Ademais, veremos que tais estimativas serao
importantes na obtencao de resultados nos capitulos subseqiientes

Trabalharemos no caso unidimensional, pois os resultados para dimensoes maiores sao

anélogos, [5].

23
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2.1 Distribuicoes periodicas

Esta secao é dedicada as distribuicoes periddicas e sua relacao com as séries de Fourier.
Em geral, uma distribuicao é um funcional linear continuo sobre certos espacos de funcoes

suaves.

Definigao 2.1.1 Cp¢.[—7, 7| € o espago das fungoes 2m—periddicas continuas que possuem to-

das as suas derivadas continuas e 2w-periodicas.

Observacao 2.1.1 O espaco C;:r[—ﬂ, 7| tem coeficientes de Fourier com decaimento rdpido,

isto €, se u € Cx [—m, 7|, entdo Va €N, eriste ¢, constante positiva tal que

| < 2

n]*’

em que U, $ao os coeficientes de Fourier de w. Em outras palavras, se u € C’;;’T[—W, n|,VB €N,

lim |d,| - [n]° = 0, pois podemos escolher o = 3+ 1 na desigualdade anterior.

In|—o0

E necessario introduzirmos uma topologia adequada em C’;’;’r[—w, 7|, que considere a pro-
ximidade entre a funcao e todas as suas derivadas. Desta forma, dizemos que a seqiiéncia
{tntnen C Cpg.[=m, 7| converge a u no sentido de C55.[—m, 7], se u, e cada derivada de u,,

converge uniformente a u e a cada derivada de u correspondente. Assim, o espago Cpg, [—, ]

munido com a esta topologia é denotado por Dy, [—, 7].
k

Observamos que o espago D, nao é completo com rela¢ao a norma || f|loox = Z 159 oo,
=0
Vk e NU{0}. Alids, podemos mostrar que nao existe uma norma em relacao a qual D, é um

espaco de Banach. Ademais, nao existe uma forma de escolher uma norma sobre Dy, de modo

que a convergeéncia através desta norma seja equivalente a convergéncia definida no sentido de

D maiores detalhes em [2] ou [29]). Entretanto, existe uma distancia natural em relagao a
per s G

qual Dy, é completo.

Definigao 2.1.2 Uma seqiiéncia de fungoes {u, }nen € uma seqiiéncia de Cauchy no sentido
de Dyer, se para cada k =0,1,2,..., {D"u, }ren € uma seqiiéncia de Cauchy em

(Oper[_ﬂuﬂ']a | - lloo), isto €,
| Dy, — D¥tiy|| oo — 0,
quando m,n — oo para cada k, em que D°u = u.

Proposigao 2.1.3 Se {uy, }nen € uma seqiiéncia de Cauchy no sentido de D, entao ela con-

verge a uma fung¢ao u € Dye,.
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Introduzindo a métrica d' sobre D,.,, definida por

.1 || DFu— D
d(uv) =3 = x
(v, ) ;zkw [DFu — Dkl

obtemos que

Teorema 2.1.4 Uma seqiiéncia de fungoes {u, tnen € uma seqiiéncia de Cauchy no sentido de
Dy, se e, somente se, for uma seqiéncia de Cauchy no sentido da métrica d'. (Dper,d') € um

espaco métrico completo.

Definicao 2.1.5 Uma distribui¢cao periodica ¢ um funcional linear e continuo sob o espaco

Dy, [—m, 7], ou seja,
(i) T(au) = aT(u) e T(u+v) =T(u) + T'(v).
(ii) Se u, — u no sentido de Dy.,|—m, x|, entdo T (u,) — T(u).

!
per

Além disso, o espago dual de D,.,|—m, 7|, denotado por D, [—m, 7|, € o espago formado

por todas as distribuicoes 2w —periodicas.

Definigao 2.1.6 Se f € D, .[—7, 7], definimos os coeficientes de Fourier {fn}neN por

; 1 , 1 .
fn = %f(ema?) = %<f’ 6mz>(D

P .
per? Dl’e?“)

Definigao 2.1.7 As derivadas de f € D, . [—7, 7| sio definidas por

f(a)(¢) = (_1>af(¢(a)>7 v¢ S Dper'
Observamos que g = f(@ pertence a D, e os coeficientes de Fourier de g sao dados por
gn = (Zn)afn

Definigao 2.1.8 L*[—m, 7| € a colegdo das distribuicoes f € D;,.., que sao limites no sentido
de D, de seqiiéncias {on} C Dy, de Cauchy com relagao a norma L*. Nesse caso, dizemos

2
que {@}, converge a f no sentido de L*[—m, m| e escrevemos o, , f.

Em outras palavras, a definigio acima pode ser escrita como L?|—7, 7] = {f € D},; Jpn C
D/ er . ~
D, Cauchy com relagdo a norma || - |5 tal que ¢, — f}. Observamos que a definigdo do

L?|—7, 7] acima ¢ equivalente a definicao feita na secao 1.3.

Agora, apresentaremos a convergéncia em D). da série de Fourier para f: 5 fne™.

ne”l

/

Proposigao 2.1.9 A série de Fourier para o converge em D,

[—m, 7).



26

Demonstracao. Temos que 6(¢) = ¢(0), V¢ € D,.,. Logo, Op = 5=, Vn € Z. Entao, a série de

Fourier truncada Pyd = — Z ™. Mostraremos que Pyd — § em D, quando N — oo.
In|<N
De fato, seja ¢ € D,.,, através do eorema de representacao de Riesz 1.1.1,

Paé(6) = (Px6,0)p, / ﬂ S enga) % T e g

" <N [n|<N 2
1 -—_
= Y (™) = o 3 G = Prol0)
|n|<N In|<N

Como Py¢ converge uniformemente para ¢, segue que

Jim Pyé(¢) = lim Pyo(0) = ¢(0) = d(¢),

ou seja, obtemos a convergéncia em D,,,. O

Teorema 2.1.10 A série de Fourier de uma distribuicao f € D,,, converge para f em D,

er per*

N

Demonstracgao. Seja fy = Pyf = Z fk e’ pertencente a D,.,. Entao, fN(k;) = fk, se
k=—N

k| < N; fa(k) =0, se |[k| > N. Como fy € L2[—n, 7], pelo teorema da representacio de Riesz,

identidade de Parseval e definicao dos coeficientes de Fourier de f, segue que, V¢ € Dy,

N — N
f (¢) (fNa —27T Z fN =2 Z fk¢k Z zkx

k=—o00 k=—N —

—f(Z e’ ) f(Png).

k=—N

Como Py¢ — ¢ em D)., quando N — o0,
Jim fy(@) = Jim f(Pyo) = f (lim Py(6)) = f(9),
para qualquer ¢ € D,,. O

Observacao 2.1.2 Dado ¢ € D,.,,
_ (z ¢) S e =2 S
nez nez nez

Isso mostra que ), , fng%n converge Vo € De,.
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Lema 2.1.11 Se f € D! _ ., entdo existem constantes ¢ > 0 e k € N tais que

per’

k
A <> 6™ oer Y6 E Dper.
n=0

Demonstragao. Como f : D,.. — C é um funcional linear e continuo, f~1({z € C; |z| < 1})
¢ um conjunto aberto em D, contendo a origem. Logo, existe ¢ > 0 tal que ¢ € D, €
d'(¢,0) < € implicam que |f(¢)] < 1. Sejam k& € N e v > 0 tais que

(RN B 1 e
F- 2 3<3 ¢ 1 m<z
n=k+1 n=0

Fixemos ¢ € Dp,. O resultado ¢é trivial se ¢ = 0. Supomos ¢ # 0 e definimos ) € D,,, por

e
S o l160)]o

Claro que Vj € {0,1,...,k}, [[%Y| s < 7. Entdo,

P =

k

S ) R TR
- o = 00 — < g,
2 Tl S et D <

n=0 n=k+1

o que implica |f(¢)| < 1. Por outro lado,
STRE
= (D 16" | = f(0),
n=0 v

e, desta forma, |f(¢)] < — Z 16 |0 O

Agora, vamos caracterlzar as distribuicoes periddicas através da transformada de Fourier.

Defini¢ao 2.1.12 Uma seqiéncia complexa o = {ay}rez € dita de crescimento lento, se
existem constantes ¢ >0 e N € N tais que |ay| < c|k|™, Vk € Z\{0}.

Teorema 2.1.13 Se a = {ay }rez € uma seqiiéncia compleza de crescimento lento, entdo existe

uma unica f € D, tal que f = «. Reciprocamente, se f € D entao f € de crescimento

per ’

lento.
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2.2 Espacos de Sobolev Periédicos

Seja I = [—m, 7|. Dado u € L*(I), definimos

1/2
[ullr = (Z(l + mz)’“!ﬁmﬁ) ,

meZ
em que 1, sao os coeficientes de Fourier de wu.

Definicao 2.2.1 H", (I) = {u € L*(I); v € L*(I), a = 1,...,r}, em que as derivadas

per

denotadas por u'® sdo consideradas no sentido das distribuicées periddicas, isto €,

u(p) = (=1)u(p"), Yy e Cx.(1).

per

Consideramos o espago H,,,.(I) munido com a seguinte norma

i, = (Z () !Iu‘“)!P) -

a=0
€1 que || : || = || : ||L2(1)-

Lema 2.2.2 C% ¢ denso em H), ().

per per

2
Demonstragao. Seja u € H; .(I). Temos que uy = Pyu L, u quando N — co. Mas,

(Pyu)® =) (in)*ime™ = Py(ul),

In|<N

2
Logo, ug\?‘) 5w, o =1,...r. Portanto, |l — un|||; — 0 quando N — c0.O

Definigao 2.2.3 H'(I) ={ue L*(I): |lull, < 400}, em que a norma || - || € a norma indu-
zida pelo produto interno <u, v>r = Z(l 4+ M) Ty Oy
meZ
Podemos provar que (Hg([ ), <-, >T) é um espaco de Hilbert ( [2] ou [29]) e que os espagos

Hi(I) e H.,.(I) sdo iguais, bem como a norma || - |||, é equivalente a | - [|,.

2.3 Estimativas de erro para o operador de projecao
Seja

PNZHT

per

(I) — Sy =ger {e™;In| <N},  ur— Y ipe™,

In|<N
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em que u, sao os coeficientes de Fourier exatos de u

Teorema 2.3.1 Sejam r,s € R com 0 < s <r. FEntao,

|u— Pyulls < (1+ N3 Jull,, Yue H. (I). (2.1)

per

Demonstracgao.

lu—Pyul2 = Y (14 m?) fin> = > (1+m?) iy
|m|>N |m|>N
= > (@+m?) T (14 m?) |
Im|>N
S+ N)T 0 (L +m?) > < (14 N2 lull?,

|m|>N

ou seja, a estimativa (2.1). O
Este resultado mostra que quanto mais regular for u, melhor é a aproximagao de u por
Pyu. Mais precisamente, se u € H", (I), entdo o erro é O(N~") na norma L2 (I), O(N—0—1)

per per

na norma H;eT e asslm sucessivamente.

Lema 2.3.2 (Desigualdade de Sobolev) Existe uma constante C' tal que

[ullZoe(ry < C - lullo - l[ully, ¥u € Hy, (D).

per

Em particular, H,,. C L>(I) com imersdo continua.

Demonstragao. Seja u € Cp2.(I). Sabemos que i, é a média de u sobre I. Pelo teorema do

valor médio, existe z, € I tal que 1, = u(z,).
Sejav(z) = u(x)—1,. Assim, temos que v € Cp5 (I) e v(w,) = 0. Entao, pela desigualdade

de Cauchy-Schwarz,

%wmﬁziﬁ@ww@s(i}wW@fﬂ(Lﬁwmw@mgwmwwm

1
Assim, como, por Cauchy-Schwarz, |u,| = ‘ / 2—u(x) dz| < ||lull, e, pela desigualdade triangu-
[ &7

lar, fvllo < fullo + llollo < (1 + 27)|ullo, segue que

[u(@)] < lio] + [v(@)] < | + V2 [0 Y2 - [[/|] 12
< Jlufl 2 - [Jull}? + (1 +2m) 2 V2 - [ulll? - ()]
< [l -l + (14202 V2 Y2l
< (14 (12022 - a2 - el
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Entao, [u(z)|* < Cllullo - lulli, Yo € I. Logo, [[ullfw ) < Cllullo- [[ulli. Como Cpe, é denso em
H! (I),lema 2.2.2, o resultado é vélido para u € H}, (I). O

per per

Proposicao 2.3.3 ||u — Pyul|p~my < C- N2~ - |jull,, Vu € H,

per

(1), r>1.

Demonstracao. Primeiro, notemos que u é uma fungao continua, devido a imersao de Sobolev.

Pelo lema 2.3.2 e pela desigualdade (2.1), temos

I 1—7r
lu — Pyul3ey < Cillu — Pyullo - [lu — Pyully < Cr(1+ N?)~5[[ull, - (1 + N?) = - [[ul],
<O 1+ N2 ul2 < CL N2 - )2 < Ci22 " - NG2 |lu)2.

Portanto, fazemos C? = C1227" e obtemos a desigualdade. O

2.4 Estimativas de erro para o operador de interpolacao

Na prética, se u € Cp,,.(I), ndo é possivel calcular exatamente os coeficientes de Fourier
(G,) de u. Portanto, geralmente nao conhecemos Pyu, que é a melhor aproximagao de u em
Sy (para a norma de L?*(I)). Veremos, agora, que é facil determinar uma fungao v € Sk,

denominada de interpolante de u, tal que v = u em 2N + 1 pontos (x;)|j<n definidos por
2m

2N +1°

Definigao 2.4.1 A aplicagao Iy : Cp,. — Sy que associa cada u ao seu interpolante v € Sy,

25 = jh, || < N, em que h =

com relagao aos pontos x; = jh, h = 2N7j_ T |7l < N, j € Z, é denominado Operador de
Interpolacao.

Definigao 2.4.2 Seja <-, ->N a forma sesqiiilinear sobre C2, (1) definida por

per

(0,0)y = gy O wle)olm).

ljI<N
Proposicao 2.4.3 <u — INu,w>N =0, Yw e Sy.

Demonstragao. Dado w € Sy,

(u—Iyu,w), = 2N1+ : Z (u(z;) — Inu(z;)) w(z;) = 0. O
i<V

Proposicao 2.4.4 <’LL,U>N = <u,v>, Yu,v e Sy.

Demonstracao. Seja f € Soy. Entao,

> | Zf(w) do= o 3 fy) (2.2)

li|I<N
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De fato, temos que

1 sek =0 mod (2N + 1)

1 ikx;
)] =
ON + 1 >

lj|<2N 0 caso contrario.

™

=0 se k # 0, segue que

—T

Como — /em‘” dz = ¢
2 Jp

T T o ik

- 1 , .
g ethri = o e*® dz. Além disso, uma vez que f € San, podemos escrever
T Jr

2N+l l7]<2N
f(x) = Z cre’™® . Entdo,
|k|<2N

1 " _ 1 ikx _ 1 ikx;
%/_ﬂf(m)dx—%rz:ck/le d$—ch N 1 Z e

[7|I<2N
_ 1 ikmj) _ 1
TON+1 Z (che TON+1 Z fls).
il<2N jl<2n

Quando fazemos f = uv em (2.2), com u,v € Sy, o resultado esta provado. O
Corolario 2.4.5 Seja u € Sy, entdo Iyu = u.

Demonstragao. Escolhendo w = u— Iyu na proposicao 2.4.3, o resultado segue da proposicao
2.4.4. O
A relacao entre os coeficientes de Fourier de uma funcao e os coeficientes de Fourier do

interpolante desta fungao é dada pelo seguinte lema.

Lema 2.4.6 Seja u € Cp..(I) com coeficientes de Fourier (iy)rez € U, 0s coeficientes de

Fourier do interpolante Iyu. Entao, u, = Z Upaing, onde M = 2N + 1.
leZ

Observacao 2.4.1 A diferenca Ayv = Iyv — Pyv, denominada erro de alcunha ou distorc¢ao,

satisfaz o “teorema de Pitdgoras”em L*|—m, 7], isto €, o erro de alcunha é ortogonal ao erro

de projegio ([6]),
lv = Invl* = lo = Pyoll* + || Aw vl|*.

O erro de alcunha é caracterizado pela relagao entre os coeficientes v, € Uy,:

0
Up = Up + E Un+Mm,
0#m=—00
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ou seja, v, difere de v,, por uma soma de harmonicas distintas da enésima por maltiplos de M.
Como % = e tMm)z; - estes modos sio indistingiifveis e as freqiiéncias destas harmonicas so-
brepoe-se a enésima freqiiéncia. Estes erros sao conhecidos por causarem instabilidade numérica
em problemas nao-lineares. Por outro lado, os erros de alcunha ndao sao relevantes se os coe-
ficientes de Fourier apresentam decaimento rdpido a zero (isso ocorre se a fun¢do periddica é

suave).

1
Teorema 2.4.7 Sejar > 5 Existe uma constante C' > 0 tal que

hu—Iyully < C- N7 - Jully, ¥ u € Hy, (1), (2.3)

~ . 1 , ~ ,
Demonstragao. Notemos primeiramente que, como 7 > ) 4 ¢ uma fungao continua pela
imersao de Sobolev (teorema 1.5.8), assim faz sentido aplicar Iy em u. Agora, pelo coroldrio

2.4.5, temos que

u—Iyu=u— Pyu+ Pyvu—Iyu=u— Pyvu+ InPyvu— Inu

IU—PNU+IN[<PN —I)u]
Seja v = (I — Py)u. Pela desigualdade (2.1),
[ = Inullo < [lu = Pyullo + [[Invllo < Cy- N7" - Jlully + [[Ixv]lo-

Assim, é suficiente mostrar que ||[Iyv||, < Cy- N7" - ||ul|., para alguma constante Cy. Pelo lema

2.4.6, temos ay = E Uka1m, com M = 2N + 1, em que 0, sao os coeficientes de Fourier de v
leZ

‘ . 0, se |k| <N,
que satisfazem vy =
Uy, se |k| > N.

SejaY(k)={neZ: n=k+1-M,l € Z\{0}}. Como a, sao os coeficientes de Iyv € Sy,
implica que a, = 0 para |k| > N. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que, para
k| < N,

ip= Y Ou= Y (L4077 (1407
neyY (k) ney (k)
1/2 1/2

<| S Py | S are)| (2.4)

ney (k) ney (k)
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Mas,
1 n?\ " 1
2\—r __ —2r _ —2r
ST =N Y () =N Y
neY (k) neyY (k) lezZ\{0}
1 k4 IM)?
onde bl:m—i—%. Agora, como k > —N,
2 2 2 . 2
bl:i+(k+lM) Z(l<:+lM) 2(k+l(2N+1)) Z(l<:+l 2N)
N2 N2 N2 N2 N2
(=N +2N -1)?
> e > (20— 1)2 > 2.
Entdo, = <+ Comor > 1, S 1< Y L oo Destat
— < — mo r > — — — < 00. Desta forma
ntdo, o < 5, Como 5> segue que ?_ o ,

! 1€7\{0} 1€7\{0}
Z (14+n?)"" < CON~*, onde C é uma constante que depende de r. Retornando & desi-
ney (k)
gualdade (2.4), temos |a|> < CN—*" Z (1+n*)"|0,|>. Pela identidade de Parseval e como

neyY (k)
v e Hy, (1),
nol2 =) > <CNT Y Y (L4 n?) [0u* < CNTY [P (1+n?)
|k|<N |k|<N neY (k) nez
SONT Y (140 |in> < ONTY (1 +n?) [i, .
In|>N nez

Logo, [[Iyv|l, < C - N7"||ul|,. O

Proposicao 2.4.8 (Desigualdade Inversa) Para o < s, para qualquer v € S,
lolls < (1+N%)72" o]l

Demonstracao. Dado v € Sy,

ol =D (Am®) o = Y (L+m®)*(1+m?)7 (1 +m?) [0,

|m|<N |m|<N
_ Z (1+m2)370(1+m2)a|@m|2 < Z (1+N2>sfa(1+m2>o|ﬁm|2
|m|<N |m|<N
= (L4 N7 3 (L m?)[omf? = (14 N2 o] 2.
Im|<N

Logo, [[vlls < (1+ N?)="[|v]l,. D
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1
Teorema 2.4.9 Seja 0 < s <r,r> 7 Dado w € H!, (I), existe constante C > 0 tal que

per
lu = Inulls < C(L+ N?)"=" [lul],.
Demonstragao. Pela desigualdade (2.1),
lu = Inulls < llu — Prvulls + || Pyu = Inulls < C(1+ N7 Jull, + [[ Iyl
Segue da proposigao 2.4.8 com ¢ = 0, da demonstragao do teorema 2.4.7, que

[ Inv]ls < C(1+ N?)*2|Iyv||, < CN"[|ul|, (1 + N?)*/
< C(1+ N»*2(1+ N)72||u|, < C(1+ N?)7,

pois temos que 1- k% <1+ k% < (1+ k%)% <2°-k%. O
Se g é uma funcao analitica, 27m-periddica, obtemos uma cota superior O(e="*) para a

norma do maximo do erro de interpolagao, como mostramos no teorema a seguir.

Teorema 2.4.10 Seja g : R — R uma fun¢ao analitica 2m-periddica. Entdo, existe uma
regiGgo D = R x (=s,s) C C, com s > 0, tal que g pode ser estendida para uma fun¢ao

G : D — C limitada, holomorfica e 2mw-periodica. Além disso,

M coth(s/2)

Ing — gl < :

em que M é cota superior para |G| sobre D.

Demonstracao. Como g ¢é analitica em cada t € R, a expansao em série de Taylor fornece
uma extensao holomérfica de g em um certo disco aberto no plano complexo de raio p(t) > 0
e centro em t. A funcao estendida tem periodo 27, pois os coeficientes da série de Taylor em ¢
et + 27 coincidem para g : R — R 27-periddicas.

Os discos correspondentes aos pontos do intervalo [0,27] formam uma cobertura aberta de
[0, 27]. Assim um nimero finito destes discos é suficiente para cobrir o intervalo todo. Entao,
obtemos uma extensao em uma faixa D de comprimento finito 2s contida na unidao do niimero
finito de discos.

Sem perda de generalidade, assumimos que G é limitada sobre D (restringindo D, se necessério,
caso G — 00, quando z — 2, € oD).

Sejam t; = ‘%, Jj=0,...,2n—1. Dados ¢,, . - - , g2n_1, €xiste um tnico polinémio trigonométrico

da forma

n n—1
Lig(t) =Y ajcos(jt) + Y _ B sin(jt),
=0 J=1



onde I,g(t;) = g(t;) =g, j=0,....2n—1e

1 2n—1 1 2n—1
o — — n — < _]. k
o Qnng’ @ QTLZ( )" 9k
k=0 k=0
2n 1 1 2n—1
ngcos Jt) Bj:ﬁ grsin(jtg), j=1,...,n—1.
k=0

Afirmacdo 1: Para 0 <t < 2w, com I = /—1,

n—1
» t
1+2 Z elit et = I(1 — ™) cot (5) :

j=1
De fato,
n—1 n— n
Zefjt o elt(lt H_1 _e I;_ eIt‘
= elt —1 eft —1
Entao,
n—1
' 9 (enlt o e]t) 2 (efnt o elt) 4 elt + 6I(n—l—l)t - elnt -1
Ijt Int _ Int _
2) el e 1 = T
j=1
B 6Int o eft + €I(n+1)t -1 B elnt(elt 4 1) o (elt + 1)
B -1 B elt —1
(elnt — 1) (e +1) o elt/2 4 o=1t/2
- oIt — = (™ =1)- olt/2 _ o—1t/2
(e 1) cos(t/2) + Isin(t/2) + cos(t/2) — I sin(t/2)
B cos(t/2) + Isin(t/2) — cos(t/2) + I sin(t/2)
n cos(t/2) n
= <€I t_ 1) . m = [(1 — €I t)COt(t/Q)

Afirmacao 2: Para 0 <t <2m, t#t;, j=0,...,2n — 1, temos

2n—1

(1,9)(0) = 5 snnt) 32 (1) cor (57 )

k=

o
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Substituindo os coeficientes «; e 3; na definigao de I,g,

[y

2n—1 2n—1

Z gk cos(jtx) cos(jt) + - Z gr sin(jty,) sin(jt)

k=0 k=0

n—

1
I,g = a, + «, cos(nt) —l—

3|

n—12n—1
1
=, + oy, cos(nt) + EZ Z g cos[j(ty —t)]
=1 k=0
2n—1 2n—1 1 n—1 2n—1
=5, gk"‘%Z( 1)* gy, cos(nt) +n ngcos (t — t)]
k=0 k=0 j=1 k=0
n—1

- % Ok (1 + (=1)* cos(nt) 4 2 Z cos[j(ty — t)])

k=0

km
Agora, pela parte real da afirmacao 1, ty = —
n

1+2 i cos[j(tx — t)] = sin[n(tx — t)] cot (tk; t> — cos[n(ty —t)]

k=0

= [sin(nty) cos(nt) — sin(nt) cos(nty)] cot (tk 2_ t)
— [cos(nty) cos(nt) + sin(nty) sin(nt)]

— sin(nt)(=1)* cot (t ;tk) — (=1)* cos(nt).

Logo,  (Ing)(t) = —sm (nt MZlgk [ ~1)* cot (t;tk)]

Afirmacgao 3: A base Lagrangeana para a interpolacao trigonométrica ¢ dada por:

Li(t) = ;n{HznZCOS (t — ;)] + cos|n (t—t)]}

k=0

1 t—t,
:%sin[n(t—tj)]cot( 2’), t#t;, 7=0,...,2n—1. (2.5)

De fato, como sin[n(t — t;)] = sin(nt) cos(nt;) + sin(nt;) cos(nt), pela afirmacao 2, temos

(1)) = 3 ohsinfn(e — )] eot (5 ) o

k=0

Ainda, L;(t;) =1 e L;j(ty) =0, se k # j.

Sejam o € (0, s) e I' a fronteira do retangulo [; 2m + 5 ] [—0, o] orientado no sentido
n

anti-horario.
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Afirmacao 4: Para0 <t <2m t#t;, j=0,...,2n — 1, temos

271r] ]{ co.t (5) G(r)dr = ?g(t) — % Z_(—l)kg(tk) cot (t _2tk> :

De fato, como o integrando f tem poélos simples em 7 = ¢, k = 0,....2n —leem 7 = ¢
(zeros da cotangente), seu residuo é Res,—,f(z) = lim(z — a) f(2). Logo, segue do Teorema do

Residuo 1.2.1 e depois aplicando a Regra de H'Lopital,

1 cot (54) Ny — i . (z — ty,) cot (5) . . (z —t)cot (52) .
2W1]£ sin(nr) Glr)dr = % Zl_’tk [ sin(nz) () +£—>t sin(nz) G(z)
2n—1 . cot (tk2—t) G(tk> G(t) . 9
= lim lim
% 2=ty ( n cos(nz) > * sin(nt) z—t (sec2 (%))
_ 290 LIRS e (0
~sin(nt)  n k()( 1) cot ( 2 ) 9(tx).

onde a ultima igualdade vem do fato de GG ser analitica. Agora, das afirmacdes 2 e /, obtemos

que
sin(nt) [ cot (I4)
t)— (1,9)(t) = : G(t)dr, Vt e |0,2n],
olt) = (L)t) = 0 § S TIG() dr e 0.2
pois esta identidade também ¢ valida nos pontos t =t¢;, j =0,...,2n — 1.
Afirmacao 5:

Io+2n [ oot (1=t
o) — (Lg)(t) = Qism(ms)Re { /I Leot (57) dT,}

T . sin(nt)

com 0 <o <s.

T T T
I , r:[—,2 —} —o}, o= {2+~ } x [-0,0),
ntegrar;do em 7; 5y 2Tt 5 >7<T{ o}, I' Ui aw e [—0, 0]
Iy = [—, 2 + —} x{c}ely= {—} X [—0o, 0], pelo fato da cotangente ter periodo m e G
2n 2n 2n



ser 2m-periddica, utilizando o Principio da Reflexao de Schwarz 1.2.2, temos que

g(t) — (Lug)(t) = %sin(nt){/o Tl v ol —h) 2] (5o +r—1o) dr

as sin [n(l—i—r—la)]

cot (g +7+0l —1t) /2

_/ smt[[rf( ++:_+IJ)]t) } G<2n+7‘+10>d
Icot [(2m + & + Ir — t) /2]

/ smn27r—|— —I—Ir)}

I)cot | ( —i—[r—t)/Q] -G(l—l—fr) dr}
2n

sin n —I—Ir)}

_sin(nt) [ 2 Teot (5 +r+of—t>/2} T vt Io)dr
a {/0 sin [n (o + 7+ I0)] G<2n+ H >d

2m T _
+/ Leot g v+ ol 21) /2 'G<l+r+10> dr}
0 2n

G(Q?T—{—%—FIT) dr

>\.

sin [n (5 +r+Io)]
_ sin(nt) 2Re {/O%ICOt (35 +7+ol—1) /2] -G<2n +r+[0) ar }

4 sin [n (%—FT—{-[U)}

Fazendo a mudanca de variavel 7 =r + [0,

g(t) — (Lg)(t) = sin(nt) {/Imzw ]cot. (£ +7-1)/2] e (l +T> dT}

2T - sin [n (% + 7')}

T
Novamente, agora fazendo z = o + 7, temos
n

g<t>—<fng><t>—MRe{ [ ”COt.“Z‘t>/2].G<z>dz}

2w E sin (nz)
S e )

em que a ultima igualdade ocorre devido ao periodo das fungoes acima.

Agora, se z = x + [y temos as seguintes desigualdades:

| sinh(y)] < [sin(z)] < [ cosh(y)]
| sinh(y)| < [cos(2)] < | cosh(y)].

Destas, segue que | cot(z)| < |coth(y)|. Entao,

| coth(o/2)]

l9(t) = (Ing)(t)| < M | sinh(no)|

, Yo e (0,s),
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sendo M a cota superior para |G| sobre D = R x [—s, s|. Passando ao limite quando ¢ — s,

obtemos o resultado enunciado. O

Teorema 2.4.11 (P.J. Davis (1959)) Seja g : R — R wuma fun¢ao analitica 2m-periddica.

Entao, o erro

para a regra trapezoidal pode ser estimado por
|Rr| < M(coth(ns) —1).

Demonstracao. Sejam s e G como na prova do teorema anterior. Notamos que,

Re(g) = / L) — (Lg) (),

pOlS CcOmo Ing ZOéJ COS ]t + Zﬁj sin jt temos
7=0 7=1

2
/ g—27rao—|—2a]/ COSjtdt—l—Zﬁj/ smytdt-?wao——ng
0

Entao, pelo Teorema (2.4.10),
12T I cot[(1 —t) /2]

Re(g) = % /0 %sin(nt)Re{ A ) dT}dt

_ %Re{ /1 o (Sl I{ : el? (r )dT} - %Re{ /I T Teot(nr)] G(r) dT},

[ a

1 2
pois 2—/ sin(nt) cot[(T — t)/2]dt = —e!™™, Im7 >0, n =1,2,.... Agora, pela desigualdade
T

0
|1 — I cot(2)| < coth(y) — 1, fazendo 0 — s, segue que |Rrg| < M (coth(ns) —1). O



Capitulo 3

Aproximacao polinomial: polinomios
de Chebyshev

A resolugao aproximada de equagoes diferenciais, em dominios limitados, com condigoes
de fronteira nao periédicas, através de métodos espectrais, geralmente envolve a escolha de
expansoes em polinomios de Chebyshev ou Legendre. Se empregarmos os métodos Fourier-
espectrais para problemas nao-periédicos, ocorre o conhecido fenomeno de Gibbs.

Neste capitulo, inicialmente definimos os polindmios de Chebyshev e apresentamos al-
gumas de suas propriedades. Ressaltamos a férmula de integragao de Gauss e igualdade do
produto interno continuo e discreto, ambos sobre Pyy_1, polindmios de grau menor ou igual a
2N — 1 em cada variavel.

Em seguida, consideramos as aproximacoes baseadas na expansao polinomial de Chebyshev.
Faremos estimativas, nas normas dos espagos H?, para o erro de projegao/interpolagao, em que
w é uma funcao peso positiva associada a construcao de polinomios de Chebyshev via processo
de ortogonalizagao de Gram-Schmidt. Na norma L2, tais estimativas serdo provadas através
do auxilio das estimativas de erro do operador de projegao/interpolagao de Fourier (capitulo
2). Para normas de Sobolev de ordem maior, além do auxilio dos operadores de Fourier, é
necessaria a diferenca de erro entre PyD; e D;Py. Isso ocorre, pois no caso de Chebyshev, o
operador de projecao nao comuta com o operador de diferenciacdo (PyD; # D;Py).

Os resultados acima serao tteis na andlise de estabilidade e convergéncia de solugoes

aproximadas de equacoes diferenciais via métodos Chebyshev-espectrais.

3.1 Introducao aos polindmios de Chebyshev

Seja I = (—1,1). Consideramos a fungao peso w(£) = (1 — &2)~V2, @ € LY(I),
w>0em [.

40
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Definicao 3.1.1 Os polinémios de Chebyshev de primeira espécie sao dados por
Ty(x) = cos(k arccos(z)), k€ N.

Observamos que, via indugao matematica, Ty pode ser representado por um polinémio (em x)

de grau k. Estes polinomios sao ortogonais com relagao ao seguinte produto interno:
(.95 = [ £l o) o) o
I

T

ou seja, <Tn, Tm>w =3 CnOn,m, €M qUe ¢, = 2, ¢, = 1, Vn > 1, e d,,,, denota o delta de Kronec-
ker. Além disso, o sistema ortonormal associado com a funcao w é dado por {qgk =TTk} oo
com 7, =7 Y2, 7, = (2/m)Y?, para k > 1.

7

A expansao em série de polindomios de Chebyshev de uma fungao u € LZ(T) é

u(p) = W Ti(e), = —— | u(z) Tu(z) @) do.

TCL Jr

Se definimos a fungao periédica par u*(0) = u(cos(d)), entao u*(0) = Z ty, cos(k ). Portanto,

k=0
a série de Chebyshev para u corresponde a uma série de cossenos para u*. Se u € infinitamente

diferencidvel sobre I, entao u*(f) ¢ infinitamente diferencidvel e periédica sobre [0, 27], sendo
todas as suas derivadas também periédicas sobre [0,27]. Através de um argumento de inte-
gragao por partes, usado em séries de Fourier, podemos mostrar que os coeficientes da expansao
em polinomios de Chebyshev de uma funcao infinitamente diferenciavel decaem a zero a uma
taxa mais rapida que a algébrica.

Agora, apresentaremos algumas das propriedades dos polinomios de Chebyshev.

Proposicao 3.1.2 Os polinomios de Chebyshev de primeira espécie satisfazem:
(i) To(—z) = (=1)"T,(x), v € (-1,1),n=0,1,...

(ii) T,(£1) = (£1)", Yn € NU {0}

(iii) |To(z)| < 1, -1 < z < 1.

(i) |Tll2 = exgs em que |- o = ()"

(v) To(x) = 22T, 1(x) — T a(x), n=2,3,..., com Ty(x) =1 e Ti(z) = x.

(i) 9T (&) = ——T" ., (2) — ——T"_(z), n>2.

(vii) {Ti}32, s@o autofungioes do sequinte problema de Sturm-Liouville singular:

2
(ﬁ_x2@>+”_vzo.

d
% d;p 1/1_$2
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(1) 27 n!

212d
(2n)! (-

~(1— 22"~/ " conhecida como a férmula de Rodri-

(viii) T, (z) =

ques.

Temos a seguinte féormula de integracao sobre [

N
[ot@ate) e =3 sanin, zo< < <ax,
1 m=0

e denotaremos por fu v = {(Zm, Wm)| 0 < m < N}, em que os pontos de colocacao de Chebyshev

sao da forma x,, = cos(f,,), 0 < m < N, onde

0, =0,+mh Ef:(—ﬂ',ﬂ'), m=0,...,M, h= (3.1)

para um dado 6, € I e M € N.
Para o conjunto de formulas Fg y = { e 188, 18 %}, temos :

o f¢ 6 a férmula de integracdo de Chebyshev-Gauss (G), —1 < z, < zn < 1; 6,, é definido
w,N g Y

2N +1 T
1 0, = M=2N+1ed, =
por (3.1), com 2N+27T +1lew NoT Y'm

° ff ~ € a formula de integragdo de Chebychev-Gauss-Radau (GR), -1 =z, < zy < 1; 0,, é
definido por (3.1), com 0, = —7w, M = 2N, 0, = %ﬂ Wy = % para m > 1.
° fG ¢é a formula de integracao de ChebysheV-Gauss—Lobatto (GL), -1=z,<zy=1.0,¢
dada por (3.1), com 0, = —w, M = 2N — 1, wo—wN—ﬁ,wm ;\rfpara1<m<N—1
Cada fz n pertencente a JFy y satisfaz:
(i)xmef, Wy, >0 para 0 <m < N.
(ii) A férmula de integracao é exata se ¢ é um polinomio de grau menor ou igual a 2N — 1.
A férmula de integragao de Chebyshev-Gauss-Lobatto sera ulizada nos capitulos 5 e 6,

por isso daremos atencao especial a ela.

Definigao 3.1.3 Para qualquer fg n associamos o pseudo-produto interno discreto sob C°(I)

dado por
N
<u’ U>N7u~; = Z U(%’m)v(l‘m)@m, (32)
m=0
e, conseqiientemente, a pseudo-norma associada é dada por || - ||No = < >1/2

Proposicao 3.1.4 Para quaisquer ¢, tais que - ¢ € Pon_1, temos

<¢’ ¢>N,u~; = <¢> ¢>u~} (3.3)
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Proposigao 3.1.5 As normas || - |l € || - ||n@, com peso de Chebyshev w, sdo equivalentes

sobre Py, isto €, existem constantes positivas Cy e Cy, independentes de N, tais que
Cillullos < Jullve < Collullom, Vu € Py.

Demonstracao. Faremos a prova relativa a quadratura de Chebyshev-Gauss-Lobatto. Mos-

traremos que ||[ullo0 < [Jullne < 2[|ul|os-
N

N
Dado u € Py, u = Zﬂk Ti(z) e ||ull? Zﬁk IT%12.., Zﬁi Ck g Agora, via proposigao
k=0 k=0
3.1.4,
N N-1
b = (S mrin) T > =S R T + 8 (T Ty
Definindo ¢, =2,se k=00ouk=N;¢, =1, 1 <k <N —1, temos que
al s T T 27
Tn,Tn) =—4 = —=(N—-1)—+ — :
(v, T ;COS ]N oN TN +N+2N N-Dg+n="
Assim,
N-1 - N-1 - - -
lull X0 = kzo ek 5t aym > 2 ek 5t uy 5= %ﬂi Chg = [ull?

Logo, ||ulle.s < ||u||n.z. Por outro lado,
N N -
Allull? 5 Zuk 2oy > Y UpmeE > Y if SO = Uy ontinT = |lulis
k=0 k=0 k=0

ou seja, ||u|lyae < 2||ullos. O

Observacao 3.1.1 Vimos que:
T
() | Tl %e = cr 5 5 50k <N—1elTnlya=
o < ||ul|vg < 2||ullom no caso dos pontos de Chebyshev-Gauss-Lobatto.

3.1.1 Diferenciacao no espaco de freqiiéncia

Proposicao 3.1.6 Temos as sequintes propriedades para T), e T :
(i) T, (z)] <n?, -1 <z <1.
(ii) T (£1) = (£1)" T n?
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n—1

N 1
(iii) T, (z) = 2n ; ngk(x)
k+n impar
(i) Se x € (—1,1), entao T, (x) = ngl(ﬁ)__j;"H(x), n>1.
) b (4 DTa () = 20Ta(a) + (0 — DVTaya(e)
(v) Sex € (—1,1), n>1, Tn(x)—4 e .

(vi) T!(1) = %rﬂ(rﬁ —1) e T/(-1) = %(—1)%2(712 —1).

(vii) Para w(z) = (1 — 22) w(z), {T}ken C L3(I) é uma seqiiéncia de polinémios ortogonais.

N
Proposicao 3.1.7 Dado u € Py, u= Zﬁk Tv(z), a derivada de u pode ser escrita como
k=0

N
u'(r) = Zﬂ,(:) Ti(z), onde os coeficientes {ﬂ,(cl)} de v’ sao determinados por
k=0

ay =0

ay) | =2Nay
A(l) . Qkak + A(l)

u
) = ———F E=N_-1N-2...,1
Ck—1

Além disso, as derivadas de ordem superior podem ser obtidas aplicando essa a formula de

recorréncia inversa repetidas vezes, ou seja, ¢y, 11,(;1) = 12,(;22 +2(k+1) 11,(;1_;11), k> 0.

3.1.2 Diferenciacao do espaco fisico

Sejam x; = cos ‘%T ,7=0,...,N os pontos de Gauss-Lobatto. Dado u € Py, conhece-

mos u; = u(x;), j =0,...,N. Podemos mostrar que os polinomios de Lagrange, relativos aos

pontos de Chebyshev-Gauss-Lobatto, sao dados por

(=1 (1 = 2?) Ty (x)
¢ N? (x — x;) '

Lj(z) =

N
Desta forma, u™ (z) = Zu(m_l)(xj) Li(xz), m > 1. Definindo dy; = L(24), a matriz
=0

D = (dwy), k,j = 0,1,....N, e a™ = (u(m)(xo),...,u(m)(xN))T, m € N U {0}, temos

N
u™ = Z L (xk)u(mfl)(xj), ou seja, u™ = D™@'®), pois u™ = Da™mV.
=0

Proposicao 3.1.8 Sejam {z;} e {L;}, j = 0,...,N, o0s pontos e polinémios de Lagrange

relativos a Chebyshev-Gauss-Lobatto, respectivamente. A matriz de diferenciagdo dy, ; = L (k)
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¢ dada por

¢ -1 k+j .
dk,j:Tk‘( ) . JF k.

Cj T — Xy

Tk
dppy=———, k=1,2,...,N —1.
k,k 2(1—37%), ) 4y 9
2N2 +1

doo = —dyN = 6

3.2 O operador de projecao

d
Seja = (—=1,1)¢ com d > 1. Definimos w : @ — R, w(x) = chb(xj), em que r =
j=1
(x1,To,...,2q).

Definigao 3.2.1 O produto interno em L2 () é dado por

(f.g), = /Q F(2) 9@ w(z) do.

d

Assim, o sistema {@p}pen ¢, em que Ny, = {0,1,2,3,...}, ép(x) = qugj(:vj) ¢ ortonormal e
j=1

completo em L2 (£2), pois {@,}pen, ¢ um sistema ortonormal e completo em L2 (—1,1).

Observacao 3.2.1 Parad > 1, f, Ny = (fi}}v X 1(023\, X - X fff}v> em que cada fg%\, perten-

cen a (Fgn), define a formula de integracao sobre §):

[ o@u@ide= 3 o,

mENg
[m]eo <N

mj

d d
em que T,, = (x(j)> , Wy = Hw,ﬁ,{j, onde o subscrito (j) se refere a fg)N que estd sendo
J=1 j=1

usada. Assim, introduzimos o produto interno discreto sobre C°(€2):

(Wo)y, = D uwl@m)v(@m)wn,

mENfz
Imloo <N
. _ 1/2
o qual da origem a norma discreta || - || N = <'v '>Nw'
Como no caso unidimensional, € vdlida a equivaléncia entre as normas || - |low € || - || N.w,

bem como a igualdade do produto interno continuo e discreto sobre Pon_q.
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Definigao 3.2.2 Sy = Sy(Q) = span{¢y : k € N, |kl < N}, isto é, o conjunto dos
polinémios de grau < N em cada varidvel. O operador de projecao de L2(Q) em Sy,
Py : L2 () — Sy, € definido por

<u — PNu,v>w =0, Yve Sy.

Notemos que para qualquer u € L2 (), u = Z U, U, = <u, gbk>w. Entao,
keNd

<Z ak¢k,v> = <PNu,v>w, Vo € Sy. Em particular, v = ¢; (|l|oc < N), @4 = <PNu,gz5l>w.

keNd

Desta forma, temos que Pyu = Z <PNu, ¢k>w¢k = Z Up P

|k|<N [k|I<N
keNd keNd

Agora, para cada funcdo v = v(z) sobre 2, associamos a fungao
9(0) = v(cos(#)), cos(h) = (cos(F),...,cos(h?)),
em que ¥ é uma funcio 2r—periédica sobre Q = (—m, 7)%. Como

/ v(x)w(x)dr = 2_d/ 0(0)do e @ _ w > 1, temos que

v —s D (3.4)

¢ uma injegao continua de H; (€2) em H;er(fl). Também, esta injecao aplica Sy em

Sy ={: |klee < N} C L*Q), em que 94(0) = (21)~ 2 exp(ik - §). Em particular,
Pyv = Py, Vv e L3(Q), (3.5)

em que Py : LQ(Q) — Sy. De fato, faremos a demonstracao para o caso em que d = 1, pois é

analogo para outras dimensoes.

Pyo(0) = Y (0,00), n(0) = > (0,9 ) e + _Z (T, 9k ) W
|k|<N k=0 k=—N

= {B,0), Yo+ g[@, Vi), Ui+ (0, ) ]

N N
= (0, %0), o+ Y _ [cuthr + cuthi] = (D, 00) o + Y 2Re(crth)
k=1 k=1

= (/:a(@)#d@) \/% + i:: 2Re(crir),



em que ¢ = <v wk>w e ¢¥_; = V. Pela mudanca de varidvel 2 = cos(f), temos

(/_:@(Q)J%de)\/—% / v(cos(0)) df = /_U(x) !

Vil
- (/_1\/1—_7;52 . ﬁd;@) _ T:’/(? </_llv(x)w(x)T\o/(;) dx)
= (v, %), bo-

Por outro lado,

%mzww%wz(ﬁawmmﬁmwz(fﬁmwmwmﬁm@
B (/_ZU(COS(Q))[COS(M);% sin(k0)] dQ) @) = 2

Nor ( /0 " (cos(0)) cos(k) d6’> Vi (0)

—T

) [cos(kB) + isin(k0)]
Ve \Ja Vit Vor |
Assim, considerando a parte real acima desta igualdade, obtemos que
P~(9)—< ¢>¢+2i 2 ( 1Md>T()
NU = (U, 0/ %o kzl(\/ﬁ)Q _lm T k\L
YOt wl) VRT() V2T, ()
<v,¢o>w¢o+z< =P Jr dx —ﬁ
N
= (v, k), 6k = Pyv(cos(f)) = Pyv(6).
k=0

Agora, obteremos a taxa de convergéncia, com respeito a N, para o erro de projecao

u — Pyu nas normas de Sobolev. A estimativa na norma L? ¢ uma conseqiiéncia da estimativa
para o erro de projecao de Fourier

Teorema 3.2.3 Para qualquer real o > 0, existe uma constante C' > 0 tal que

lu — Pnullow < C- N7 ullgw, Yu € HS (). (3.6)

47
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Demonstracao. Por (3.5),(2.1) e (3.4)

||lu — PNuHiw = /Q(u — PNu)Q(x)w(x)dx = 2~4/2 /Q(u — PNU)2(COS(9))CZ(9

= 27d/2 / (u— Pyuw)(6)dd = 27*7||ii — Pyul| 2,
Q

= 27d/2H1’1 — PNNﬂHLZ(Q) < 27d/2éN70||ﬂ”0
< ON"lullow,

ou seja, a desigualdade (3.6). O

Agora, consideraremos as normas de Sobolev de ordem maior. Para isto, temos a seguinte
oo

expansao formal da derivada da funcao v = Z VP,
k=0

Dv = i% ( i k@k) ¢, (3.7)

=0 k=I+1

/

q

em que v, = V2, v, = 1 paral > 1. O simbolo Z, q podendo ser infinito, denota a soma sobre
k=p

todos os inteiros k tais que p < k < g e k — p é par. Observamos que esta expansao pode ser

rigorosamente justificada quando v é regular suficientemente regular.

Lema 3.2.4 (Desigualdade Inversa) Dados p,v com 0 < v < pu, existe uma constante

C > 0 tal que
lullpw < C - N2, Yu € Sy (3.8)
Demonstragao.
Para v = Z Uror em (3.7), temos
keNd
[kloo <N

N’
Div = Z 711< Z k‘ﬁ(m,z/)) o1,

oo <N ki=l1+1
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em que ' = (ls,...,lg). Pela identidade de Parseval e, em seguida, a desigualdade de Cauchy-
Schwarz,
N’ N— N N
ko= 3t (3 win) <25 S (5 8) (52 )
Ill‘fo<§\fN ki=l1+1 1=0 |l'|cc<N \k1=l1+1 ki=l1+1

N(N +1)(2N +3) = & )
= 3 Z Z |U(’€171/)|2

l1=0 k1=1|l'|oc <N

N
NN+1 (2N +3)
< M NZ 7 Jign? < ONJ|?

k1=1|l/|co<N

o,w?

e, similarmente, para as outras derivadas de primeira ordem de v. A aplicacao repetida desta

estimativa assegura que
/[ < ON*™|tllo, Yu € Sy, ¥m € N. (3.9)

Para p real, usaremos a interpolacao de espagos. Seja S% o espaco Sy equipado com
a norma HY. Entao, o operador identidade i : S% — S% tem norma < C'N?™ enquanto
i:S% — SY tem norma 1. Pelo teorema 1.5.12 obtemos que i : S% — (S¥, S¥)jg = SI™* tem
norma < CN*" (0 < 6 < 1. Finalmente, para y niao nulo, interpolamos entre i : S — Sk e
i:S% — S& e, usando novamente o teorema 1.5.12, obtemos a estimativa do lema. O

Através da expansao formal da derivada de uma fungao dada em (3.7), podemos perceber
que Py nao comuta com o operador de diferenciagao (Pyu, # (Pyu),;) como ocorre no sistema
de Fourier. Portanto, nos préximos dois lemas, vamos estimar a diferenca PyD; — D, Py,
J =1,...,d. Por simplicidade, somente deduziremos o caso 7 = 1, pois os demais casos sao

analogos.

Lema 3.2.5 Sejau € HL(Q) e Dyu= Z Zror. Entao,
keNd

¢ + S(N+1) (N)’ N par
PxDiu — Dy Pyu = o ¢1N b (3.10)
2N ¢§ ) (N1 ¢£ ), N impar,

onde

2N = Z Ay, 2D = Z Z(N+1,k) Pr

k’eN171 k’EN(,f71
[k |oo <N [k oo <N

N’ N’
N
N):Z’Ymbzl, o\ ):Z%l@l-

11=0 =1
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Demonstracao. Assumimos primeiro que u é regular o suficiente. Por (3.7),
Be= T D, M), (3.11)
m=k1+1

em que k' = (ka, ..., kq). Por exemplo, por (3.6), obtemos

| < flu = Prullow < CL™Jullguw, L = |lo] =1

para qualquer [ € N? e u € H?(Q), em que escolhemos o suficientemente grande tal que a
série do lado direito de (3.11) é absolutamente convergente e igual ao k-ésimo coeficiente de

Chebyshev da fungao 2z € L2(), a qual necessariamente coincide com Dju. Entdo, usando
(3.7),

Dyu=D; | > gy | =Di| > ow (Z ﬁ(kl,k/)(bkl)
k=0

keN¢ k' eNd—t
00 oo’
= E Prr 5 Vi E kv, | &, | -
k/6N171 151 ki=l1+1

Portanto,

N oo’
PxDiu= Y ¢p [Z My ( Yook ﬁ(kl,k')> ¢11] - (3.12)

K end—1 l1=0 ki=li+1
|k |<N

Por outro lado,

N
Pyu= Y b= Y ow [Za@l,k/)%].
k1=0

keNd K end—1
[kloo SN [k oo <N

Assim,

N N-1 N’
DiPyu= Y ¢pD [Z ﬁ/k¢k1] = > [Z Vi ( Yook @(kl,k’)> ¢h] - (313)

K end—1 k1=0 K end—1 11=0 k1=l1+1
|6 |oo <N |6 |oo <N
N
A dltima igualdade segue de (3.7), pois se v = E Updr, temos v, =0 se k > N + 1. Entao,

k=0

N-1 N
Dv = Z o7 ( Z k®k> ¢ Agora, subtraindo a equacao (3.13) da equagao (3.12), supondo

k=0 k=l+1
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N par, temos que

N oo’
PnDiyu — Dy Pyu = Z Y Z’Yll ( Z ki @(kl,k')> o,

K end—1 11=0 ki=l1+1
[K'|<N
N—-1 N’
E </>k'§ Vi g k1 g 1y | o1
K end—1 11=0 k1=l1+1
[k |<N
N-1 oo’ N’
E ¢k’§ V1 Py E kv gy 1y — E 1 G, ey
K end—1 11=0 ki=l1+1 ki=l1+1
[k |<N
Oo/
+ E ¢k"YN< E /ﬁﬁ(kl,k')) ON-
K end—1 k1=N+1
[k |<N

/

Lembramos que o simbolo E denota a soma dos indices inteiros k entre p e ¢ tais que k —p é
k=p
par, assim:

N—-1' oo’
PNDlu — Dleu = Z Qbk, [Z ’ngbll < Z ]Cl ﬁ(kj,k’))

K end—1 11=0 k1=N+1
k<N
N-1' oo’
+ E M, P, E kit py | | + E OrYN E kit k) | ON
=1 k1=N+2 k’EN‘,,%*l =N+1
k<N
N/ N/
= E O E T, P, ( g k1t k’) + E E Y, P, ( E 1 gy, k’)
K end—1 11=0 =N+1 K end=1 11=0 =N+2
K| <N K| <N
= E o ( E k‘1uk1k'> (E ’Vll¢l1> + E o < E k1uk1k'> <E %1@1)
klel\ﬂi*l =N+1 11:0 k/EN;{71 =N+2 l1:1
[k |<N W\<N
= E O - Eavary - O + E O+ Z(N+1,k) -t
K end—1 K end—1
|k |<N [k |<N

que é (3.10). Como cada lado de (3.10) pertence ao subespago de dimensao finita Sy e depende
continuamente de u na topologia de HJ (), através de argumentos de densidade, mostramos

que o resultado é vélido para qualquer u € H_ (2).0

Lema 3.2.6 Para quaisquer numeros reais p e o com 0 < p < o — 1, existe uma constante
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C > 0 tal que, para 7 =1,...,d,

|(PyDj — DjPn)ul|pw < C - N5 llullgws Yu € HZ(Q). (3.14)

Demonstracao. Novamente, consideraremos o caso j = 1. Observamos que zV) e z(V+1)

somente dependem de ' = (x9,...,24) € pertencem ao subespago Sy (de dimensado d — 1 ).
Por outro lado, ¢£,N) e ¢§N) dependem somente de x; e sao ortogonais em LZ%(I). Portando,

quando N ¢é par,

1Py Dyu — Dy Prully,, = 268 + 206

o,w / |Z +ZN+1)¢5N)|2UJCZ,I
1

= [ ([ a6 + ) §N><x1>\2wldxl) s’

1

1
- /, (/ [Z(N)(x’)2¢gN)($1)2 + Z(N+1)(x’)2¢gN)(9E1)2}w1 da:l) Ao’

1

- ( /Q / 2™ (220 d:c’) < /_ 11 ¢gN>(x1)2w1dx1)
+ </ SN ()2 dx’) (/1 ¢§N)(x1)2w1da:1)

N
2 T2 5+ 122 (1e™)2 5

= =2

Analogamente, temos uma igualdade semelhante quando N ¢ impar. Pela identidade de Par-

seval e desigualdade (3.6), obtemos:

E P S P S ) S 1 b

Kk end—1 K end—1
|k |<N lk1|=N

< > |al = IDw— PyaDywlf},, < C- N9 - lu)2,,
kil >N, i

Da mesma forma, limitamos [z *V||2 ;. Também, temos que HQ(;N)H?W ~ Ne H(égN)ng
Assim, obtemos a desigualdade (3.14) para p = 0.

Para p > 0,concluimos (3.14) pela desigualdade inversa (3.8). De fato, PyD;u e D;Pyu
pertencem a Sy, escolhendo v =0e pu=p >0 em (3.8),

| Py Dju — D; Pyt]| py < CN*||PyDit — D Pyti]on < CN?*F2 ||t g,

ou seja, obtemos a desigualdade (3.14).0

No préximo teorema, provaremos a principal estimativa para o erro de projecao u — Pyu.

Teorema 3.2.7 Para quaisquer pu,o € R tais que 0 < p < o, existe uma constante C' > 0 tal
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que
| — Pyt < C - N g Yu € HI(S), (3.15)
em que
2 — o — 1 > 1,
emo)y=¢ 0T N
37“ — o0, 0<pu<l.

Demonstragao. Provaremos o resultado para p natural por indugao, uma vez que para e para
1 = 0, a desigualdade (3.15) se reduz a desigualdade (3.6). Em seguida, usaremos o teorema
1.5.12 de interpolagao para obtermos o resultado para pu € R.

Assumimos que (3.15) é valida para qualquer natural p < m — 1, vamos provar que

também ¢é valida para p = m. De fato,

lu = Prully, = D 11D (u = Pyu)ll3,,

|a|<m

< > ID*u—Pyu)|l, -+ Y ID(u— Pyu)l2,
|a| <m,o1 #£0 || <, q#0

= > DD u= P2+ 4+ Y 1DaD’(u— Pyu)l?,
\B|<m—1 |,6’|<m 1

_Z Z |1D; D*(u — Pyu)|?,, ZHD (u— Pyu)|l?, 1.

=1 Ja]<m—1

Usando a desigualdade da raiz, segue que

d
[u = Pyttflma <> 11D = Pyw)llm-1

j=1
d d

< |Dju— PyDjw) |1+ Y _ | PyDjtt — D Pyt 1,0
j=1 j=1

d
< GNTDS Dl + CoN ]
j=1
em que, na ultima desigualdade acima, aplicamos a hipétese de inducao para cada Dj;u €
HZ71(Q) e a desigualdade (3.14). Como e(m — 1,0 — 1) < e(m,0), segue o resultado para
nw=m.
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3.3 O Operador de Interpolacao de Chebyshev

Definimos P, : C°(Q2) — Sy

(P, 6) = (0,0)yr VOE S (3.16)

Como, para qualquer z,,, existe tnica ¢ € Sy satisfazendo ¢(x;) = d,,; (precisamente,
d
o= H gzgj, com ggj <xl(j)> = Opm,,1), vemos que P,v é o polinomio de Sy o qual interpola v nos
j=1

pontos de colocacao de Chebyshev, isto é,
Pou(z;) =v(z;), 7=0,...,N. (3.17)

Da mesma forma como fizemos com o operador de projecao, podemos associar o operador
de interpolacao P, sobre €2 com o operador de interpolacao de Fourier In sobre Q. De fato,
definimos a parti¢ao {J(G), J(GR),J(GL)} de D = {1,...,d} por j € J(G) (respec. J(GR)
ou J(GL)) sempre que a férmula de integracao de Chebyshev-Gauss (Chebyshev-Gauss-Radau
ou Chebyshev-Gauss-Lobatto) é usada.

Lema 3.3.1 Para quaisquer v € C(Q),

P = Iyb. (3.18)

eik@ + —ik0

2
En(Q) que é o produto tensorial de espagos de dimensao finita. Além disso, temos que P.v

Demonstragao. Pela relagdo cos(kf) = e o fato que P. € Sy, obtemos P.v €

¢ igual a ¥ nos pontos 6,,, com 0 < m; < N, Vj € D. Como os pontos de interpolacao do

tipo (G), (GR) e (GL) sao igualmente espacados com relagao a origem P.v e ¥ sdo iguais em
cada coordenada, elas sao iguais em 6,,. O resultado segue pela unicidade do operador de

interpolagao. O

Teorema 3.3.2 Para todo o > d/2 e p real com 0 < u < o, existe uma constante C' tal que
|u — Pty < C - N7 ||ullgw, Yu € HI(). (3.19)
Demonstragao. Temos que
lu = Pal?,, = 27 — Txitl% -

Entao, (3.19) é véalida para u = 0 por (2.3) e pelo fato de existir uma inje¢ao continua de H: (Q2)
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em Hp  (€2). Para pi > 0, usaremos a desigualdade inversa (3.8). De fato, como Pyu—P.u € Sy,

lu = Pott]l s < [l = Pl + 1Pyt = Peal|pu < CNH ]| g0 + CN* || Pyt — Petal|oy
< ON ||| g + CN?|| Pyt — | g0 + CN*|| Paw — | g0
< N [l gy + CN# Nt g0 + CN*# N7 [tt]| 0
< CN*7||ul| g,

sendo que usamos a estimativa (3.15) e o caso em que p = 0. O



Capitulo 4
Existéncia e unicidade

Para obtermos a existéncia e unicidade de equacoes diferencias parciais parabdlicas linea-
res usaremos o método de Faedo-Galerkin. Denotaremos como P o problema exato, para o qual
pretendemos provar a existéncia de uma unica solugao sobre um espaco de Hilbert separavel
V. Inicialmente, mostraremos que ha no maximo uma solugao. Em seguida, construiremos
problemas aproximados P, sobre espacos de dimensao finita V,,. Usando a teoria de EDO’s,
garantimos uma tunica solugao u,, de P,,. Tendo u,,, estabeleceremos algumas estimativas para
mostrar que a seqiiéncia {u,,} das solugoes é limitada. Através dos resultados da se¢ao 1.1, em
especial o teorema de compacidade de Alaoglu, obteremos uma fun¢ao u, a qual mostraremos
ser a solucao do problema exato.

Sejam V' e H espacos de Hilbert reais separdaveis, de acordo com (1.12).

4.1 O problema exato

Seja T' > 0. Para cada t € [0,71, seja a(t; u,v) uma forma bilinear sobre V' x V. Supomos
que Yu,v € V, a funcdo t — a(t;u,v) é mensurdvel e existe uma constante M = M(T) > 0
(independente de ¢t € (0,7"),u,v € V) tal que |a(t;u,v)] < M - ||u|ly - ||v]|v. Segue que, para
cada t € [0,7T], a forma bilinear a(t; u,v) define um operador linear continuo A(t) de V.— V’

com

sup ||A)||eevyy < M. (4.1)
te(0,T)

Adicionamos ainda a hipdtese que a(t;u,v) seja coerciva, isto é, existe a > 0 tal que
a(t;u,v) > allully, Vte0,T,YueV. (4.2)

Se X é um espago de Banach, denotamos por LP(X) o espaco LP(0,7;X), 1 < p < oo.
Sejam u, € H, f € L*(V').

26
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Problema P: Encontrar v satisfazendo

we W(O,T;V,V') (4.3)
%@(.)7@ +a(iu(-),v) = (f(),0), VeV (4.4)
u(0) = u,. (4.5)

Observagao 4.1.1 Do teorema 1.9.5, (4.5) faz sentido. A equagdo (4.4) € no sentido das
distribuigoes, D'(0,T).

Observagao 4.1.2 Podemos reescrever (4.4) na forma vetorial
d
U0 +ACu() = f(),

no sentido de L*(V"), devido a proposicdo 1.9.7 e a construgao de A.

4.2 Unicidade

Teorema 4.2.1 Supomos V', H espagos dados que satisfazem (1.12); a(t;u,v) satisfazendo as
hipdteses acima; u, e f dadas tais que u, € H, f € L*(V'). Entdo, a solu¢io do Problema

P, se existe, € unica.

Demonstracao. Sejam u; e uy duas solugoes do Problema P. Entao, w = u; — uy satisfaz
weW(O,T;V,V') e

<Cfi_:)(>’v> —}-a(t;w(-),v) =0, YvoeV (4‘6)
w(0) = 0.

Escolhendo v = w(t) na equagao (4.6) e integrando de 0 até t,

1 t
Sl + [ aftsw(o), wio)do =o.
0
Pela coercividade de a, temos
1 2
Sle®lm <0, ¥ €[0,T],
ou seja,

w(t) =0, Vte[0,T).



o8

Logo, w1 = ug. O

4.3 Existéncia de uma solugcao para o Problema P

Teorema 4.3.1 Sob as hipdteses do teorema 4.2.1, existe uma solugao para o Problema P

Demonstracgao.

Etapa 1: Problema aproximado (P,,).

Seja {Vin}men uma familia de subespagos vetoriais de dimensao finita satisfazendo:

(i) Vi, C V.

(ii) V,, — V quando m — oo no seguinte sentido: existe V subespago denso em V', tal que
Vv € V, podemos encontrar uma seqiiéncia {v,,} tal que , Ym, v,, € V,, e v,, — vem V
quando m — oo.

Como V é denso em H e do item (ii) acima, segue que para u, € H, existe uma seqiiéncia

{tom }men tal que
Uom € Vi, YM, € Uy, — U, em H. (4.7)

Denotamos por d,,, = dim V,,, {wjm}, j = 1,...,d,, uma base de V,,. Isso define uma seqiiéncia

de problemas P, em espacos de dimensao finita: Encontrar

dm
U () = Gim ()W (4.8)
j=1
satisfazendo
d
<Eum(t),wjm> + a(t; wn (t), wim) = (f(t), wjm), 1<) <dy (4.9)

U (0) = Upm.-
O sistema (4.9) é equivalente ao sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem em R da

forma:

dgm

B,
dt

F A () G = Con(1), (4.10)

em que B, e Ap,(t) sdo matrizes d,, X d,,, as quais possuem elementos [3;jm,, @;jm(t), respecti-

vamente, que sao definidos por:
Bijm = <wimawjm>7 Qijm () = a(t; Wi, Wjr), 1 <0, 5 <dpy.

Ainda, C' ¢ um vetor d,, x 1 com componentes Cy,;(t) = (f(t), wjm ). Notemos que, como w;y,



sao linearmente independentes, det B,, # 0. Logo, a equagao (4.10) é equivalente a:

dgm
CIm o B A, (#) g = B Cn(t).
dt
Da teoria de existéncia e unicidade de EDQO’s, obtemos o seguinte lema.
Lema 4.3.2 FExiste uma unica solu¢ao u,, para o problema P, satisfazendo:

U € C([0,T); Vi), ul, € L*(0,T; V).

Etapa 2: Estimativas a priori

Multiplicamos a equagao (4.9) por g;m,(t) e somamos de 1 até d,,, obtendo

1d

5 gz e Oz + @t wn () 1 (8)) = (f(2), um(1)),

pela qual, por integragao sobre (0,1),

1 ¢ ! 1
@B+ [ asi s = [ (£(5) 1 (5))ds + 5 o
0 0
Pela coercividade de a e desigualdade de Cauchy-Schwarz,
1 2 ' 2 ' 1 2
o lum @)1l + a/ [t () |y ds < / 1£1lv - et ($)llv ds + S lltwoml [
0 0
Por outro lado,

[tom | < Clltol|

[ 15 Bl s < 5 [ umts + o [ 1566017

Assm, pelas desigualdades (4.13), (4.14) e (4.15),

1 T
nlFs + 5 [ lano)as <0 {unliy + [ 15 as ).
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(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

com t € [0,7] e C' uma constante independente de t,m. Através da desigualdade (4.16),

obtemos o seguinte lema.

Lema 4.3.3 As fungoes u,,, solugdes de P,,, pertencem a um conjunto limitado de L>(H) e

de L*(V).

Etapa 3: Passagem ao limite para m — oo.
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Do lema 4.3.3 e da desigualdade (4.1), deduzimos que A(-)u,, pertence a um conjunto limitado

de L*(V’). Pelos teoremas 1.1.3 e 1.1.9, obtemos o seguinte lema:

Lema 4.3.4 Podemos extrair da seqiiéncia {u,,} uma subseqiéncia {um }ien tendo as sequintes
propriedades:

(i) Uy — u fraco em L*(V).

(1 )iy — u fraco™ em L*°(H).

(i1 )A( )y — A()u fraco em L2(V').
Observagao 4.3.1 O item (iii) do lema acima seque de:

T 1/2 T
HACMMMHWVZ(A Wﬂdwﬂ@) s(é WﬂuuwaMM@)

<M - w22y < F,

1/2

pois Uy — u em L*(V), o que implica ||t 12y limitada.

Consideramos ¢ € D(]0,T]) e v € V. Temos que, existe {v,tmen, Um € Vin, ¥m, tal que

U — v forte em V. Introduzimos,

Vm = © ® Uy, (i€, Y (t) = @(t)vm)

Y=9pQu.
Particularmente, temos que
Yy — ¥ em L*(0,T;V) forte, | — oo. (4.17)
Y= %%z — )" em L*(0,T;H) forte, | — oo. (4.18)

Da equagao (4.9), deduzimos

—A«wwwwma+4amwme@w:A<ﬂm%wmm (4.19)
em que ¥, = @ ® Uy, Vo € D(]0,T]).

Agora, vamos passar ao limite cada um dos termos da igualdade acima separadamente.

Primeiramente,

/o (f(t),wml(t))dt—>/0 <f(t),¢>dt, [ — . (4.20)
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De fato, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, do fato que f € L*(V') e de (4.17),

T

[0 a0 - / (O dt\ [ 10ttt = vt
/ WOl - [ (t) = (0) vt

(/ IOl at) - (/ ) = (0t ) — 0

quando [ — oo. Também,

/ (U (t), 900, (8)) dt —>/ ) dt, | — 0. (4.21)
0

De fato, do lema 4.3.4 (ii), temos que u,,; — u fraco® em L*(H), isto é, vemos L>®(H) =
T

[L'(H))', entao, V¢ € L*'(H), / |(wmi(¢) — u(e))|dt — 0, quando | — oo. Da convergéncia
0

T
(4.18), / !, — |3 dt — 0, quando | — oo. Entdo, pela desigualdade de Cauchy-

0
Schwarz, do fato de {u,,} ser limitada e das convergéncias acima,

/OT<uml<t>,w;,<t>>dt—/oTut v dt\g/Tmmlt ) — (), (O dt

< / (et (£), () — (i (£), 0/ (1)) it + / (), (8)) — (u(t), ()]

T
s/o (1), 00y (8) — /(1)) |dt+/0 | Ctma(t) — u(t), 0/ (0)) |t

< / Vetmally - [8toa(8) — 0/ (8) | st + / | Ctma(t) — u(t), /(1)) |t

<c / [40(8) = /Ol + [ (t) = )0 ()t — .

quando | — oo, pois ¢/ € L'(H).

Finalmente,

/Oa(t;uml(t),@bml(t))dt:/o (A(t)uml,wml)dt—>/0 a(t;u(t),(t))dt, | — oco. (4.22)

De fato, por 4.3.4 (iii), A(-)tm — A(-)u fraco em L%(V'), isto é,
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T T
/ (A() i, @) dt — / (A()u, ¢)dt, V¢ € L*(V); por (4.17), segue que
0 0

[ A0 ) — A< [ 1A 00) ~ (A0
b [ 1A~ (A

< [ NGz s = v+ [ At~ A )

<O [ o= vl [ 1A~ At — 0, 1 — o

Assim, passando limite em (4.19), quando | — oo, temos Vv € V | V¢ € D(]0,T7),

_ /0 (u(t), ) & (H)dt + /0 ot u(t), v)6(t)dt — /O F(E),0) bt dt. (4.93)

Como V é denso em V| a equagao (4.23) permanece verdadeira Vv € V', se mostrarmos que u
satisfaz (4.4).

Etapa 4: u é solugao de (P)

Para mostramos que u é solu¢do do problema (P), precisamos mostrar que (4.3) e (4.4) sao

satisfeitas. Iniciemos por (4.3). Da equacao (4.23), deduzimos que

—A<med®ﬁ=1;U@wW@ﬁ—A(Wm@ww®ﬁ
_ /O (F(t) — A(t)u(t), v)o(2)dt.

Como f € L*(V') e A(-)u(-) € L*(V'), temos g = f — A(-)u € L*(V') e

—/0 (), v) qﬁ’(t)dt:/o (g(t),0)(0)dt, Vv € V, Yo € D(0, T,

implicando que, pela definicao 1.4.6,

du
‘= — e L}V 4.24
o =M e (1.21)
Assim, do teorema 1.9.5, u € W (V') é uma fungao continua de [0,7] — H.
Agora, verificaremos (4.5). Seja ¢ € C*°[0,T] a valores reais, nula em uma vizinhanca de 7" e

tal que ¢(0) # 0. Entéo, ¥ = ¢ @ v, v € V, estd em W (V) e, pela férmula de integragao por



partes (1.16), temos que

/0 (Wl (1), S(tyo) dt = — / (ult). v) (D)t — (u(0), v) H(0).

Das equagoes (4.4) e (4.24), temos também

/0 (W (8), S(tyo) dt = / (), 0) (t)dt — / a(t u(t), v)o(t)dt.

Da equagao (4.10), segue

/0 (s (), ) S(E)dE = / (F(1), o) B(0)d — / a(t: (1), 0a) (1)

e também,

/0 (s, ) S(E)E = — / (Ut (), V) & (£)dE — (et vt} H(0).

Passando ao limite nas equagoes (4.27) e (4.28), quando | — 00, temos

T

lim [ (o (8), o) S()dE = / (F (1), 0) (t)dt — / ot u(t), v)o(t) di

|—00 0

- / (W (), ) S(2)dt,

em que a tltima igualdade acima vem da equacao (4.26). Além disso,

T

lim (g (t), vt} G(2)dE = —/0 (u(t), v) ¢ (t)dt — (uo,v) $(0).

l—00 0
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(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

Agora, comparando a equacao (4.25) com (4.30), levando em consideragao (4.29), obtemos

(u(0),v) = (up,v), Yo eV.

(4.31)

Da densidade de V em H, a equagao (4.31) permanece verdadeira Vv € H e, portanto, u(0) =

u,. Logo, temos o lema abaixo.

Lema 4.3.5 A funcdo u € solugcao do problema P.

4.4 Solucao forte para o problema P

Gracas a unicidade de solucoes do Problema P, é desnecessario extrair uma subseqiiéncia

de {u,,} e temos que u,, — w em L*(V) fraco e em L*®(H) fraco*.
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Introduzimos

Xn(T) = %Hum(T) —u(T)|[ + /O a(t; um(t) = u(t), um(t) — u(t)) dt (4.32)

Da desigualdade (4.16), u,,(7") permanece limitada em H e podemos extrair {u,, }ien no lema
4.3.4 com

U (T) — x1 fraco em H.

Além disso, escolhemos ¢ € D0, 7], nula em uma vizinhanca de zero, com ¢(7T") # 0. Raci-
ocinando analogamente como feito para mostrar que u(0) = u,, obtemos <u(T ), v> = <X1, v>,

Vv €V e, desta forma, u(T) = x;1. Agora, pelo lema (4.3.4) e teorema 1.1.5, segue que
U (T) — u(T') fraco em H. (4.33)
Entao, podemos escrever
1 ) r
Xon(T) = T+ [ altsn(0), (1) e+ Y, (T)

Pelo lema 4.3.4 e por (4.33), deduzimos que

lim Y, (T) = —%HU(T)H?{ —/0 a(t;u(t), u(t)) dt. (4.34)

m—->00

Integrando a equacao (4.11) de 0 a T,

(D + [ ot (00 dt = Gty + [ (00 (0)

de onde inferimos que

i (S + [ ol i) = Sl + [ (0 w3
Por outro lado, da equagdo (4.4), temos
1, o 4 1 > 4
ool + [ (Fou®)de = Sl + [ atuo.uean @30
Entao, os limites (4.34), (4.35) e (4.36) implicam que
lim X, (T) = 0. (4.37)

m—->00
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Agora, pela coercividade da forma bilinear a,

0<a / () — (I3 dt < X (T). (4.38)

Portanto, de (4.37) e (4.38), deduzimos a seguinte proposigao.

Proposigao 4.4.1 Quando m — oo, u,, — u forte em L*(V).

Observacao 4.4.1 O limite (4.37) também implica que Uy, (T) — u(T) forte em H. De
forma mais geral, ¥Vt € [0,T],

U (t) — u(t) forte em H. (4.39)

De fato, € suficiente observarmos que para t, € (0,T), fivo, L*(0,t,; V) pode ser identificado
como um subespaco de L*(0,T;V). Assim, Yv € L*(V), define, por restricio a (0,t,), um
elemento de L*(0,t,; V) e (4.39) resulta da proposi¢io 4.4.1, considerando

Xon(t) = 3l (t0) = wlt )y + [ st (5) = (s) () = () .



Capitulo 5

Métodos de Chebyshev-espectral para

equacoes parabdlicas unidimensionais

Analisaremos o método espectral e pseudo-espectral para a equagao de advecgao-difusao
unidimensional submetida as condigoes de fronteira de Dirichlet no intervalo I = (—1,1). O
método pseudo-espectral é essencialmente o método de colocacao nos pontos de Chebyshev-
Gauss-Lobatto.

Resultados de estabilidade dos métodos pseudo-espectral e espectral de Chebyshev na
norma de energia sao obtidos. Além disso, estimativas de erro nas normas de H; serao apre-
sentadas. Tais estimativas aparecem em termos dos parametros de discretizacao (grau do
polinomio) e da regularidade da funcao aproximada.

Algumas das ferramentas essenciais, utilizadas neste capitulo, sao a equivaléncia entre as
normas discreta e continua sobre Poy, o fato da férmula de integracao de Chebyshev-Gauss-
Lobatto ser exata sobre Pyny_1 e a definicao dos operadores de projecao e interpolagao.

Além dos operadores de projecao e interpolacao do capitulo 3, definiremos o operador de
projecao ortogal Iy de H(I) em Vy. Estes operadores auxiliarao na anélise de convergéncia
dos métodos espectrais de Chebyshev.

Observamos que, mesmo enfatizando a dependéncia de v nas estimativas de erro, o caso

em que ¥ — (0 nao é explicitamente investigado.
5.1 Equacao de adveccao-difusao

Seja w(x) = (1 — 2?)7Y2, 2 € I, a funcdo peso de Chebyshev.
Sejam v > 0, v € R e as fungoes b € WH>(I) e b, € L>(I) dadas. Para qualquer
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u, = u,(x) € L2(I) e f € L*(0,T; L2(I)), consideremos o problema parabélico (T' > 0):

U — VUge + (bu), +bou = f em (0,T] x I,
u(z,t) =0 sobre (0,7] x T, (5.1)

u(z,0) = uo(x) em 1.
Por simplicidade (referente a observagao 5.1.1), assumiremos que
1 1w
—by + b, — =b—= I. 2
5 + K 0 em (5.2)

Definimos a,, : H.(I) x H.(I) — R, a forma bilinear sobre H_ (I), por

(U, v) = /qu (vw), du.

Lema 5.1.1 Para qualquer u € H, (1),

/I W(@)(1+ 2)w(e) de < [lu|2,.

Demonstragao. Seja w(z) = (1 — 22)~'/2. Integrando por partes, via teorema 1.6,

Q/Umuxw?’ dr = [ (u*),zwdr = — [ u* (vw®), do. Agora, como w, = zw?,
I I I

(zw?), = w* + 3zw’w, = w* + 32%w° = (w* + 2?*w°) + 22°w° = wi(1 + 2*w?) + 22%w°

= w1 +2%(1 — 2™ + 22°w° = w? <1—13:—2;—2x2) + 22°w®
= w® + 22%w° = w’(1 + 22?%).
Logo,
2 /quualzw‘3 dr = — /qu (1 + 22%)w’ dz. (5.3)
Entao,

0< / (ux + uxw2)2 wdxr = /(uz)dex + /u2x2w5 dr + 2 /uxuxw?’ dx
I

1 I 1

= /(ux)Qw dx + /u23:2w5 dx — /u2(1 + 227w’ dz

1 1 1

= /I(uz)zw de — /u2(1 + 23w’ dz.

I

ou seja, obtemos a desigualdade do lema. O
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No lema a seguir, deduziremos a desigualdade de Poincaré para L2 (I) e estabeleceremos
a continuidade da forma bilinear a,(-, ). Estas desigualdades sdo fundamentais para o restante

desse capitulo.

Lema 5.1.2 FExistem constantes positivas 3,7,0 tais que para qualquer v € Hg,w eu € HY,

temos:

HUHO,w < ﬁ”vmno,un (5.4)
a(v,v) = ||}, (5.5)
016, 0)] < STt llows - 10l (5.6)

Demonstracao. A desigualdade de Poincaré (5.4) segue diretamente do lema 5.1.1, tendo
em vista que w(z) > 1, Vo € I. Para a continuidade de a,,, desigualdade (5.6), usamos a

desigualdade de Cauchy-Schwarz e novamente o lema 5.1.1. De fato,

ay(u,v) = /ux (vw), dz = /uz(vmw + vw,) dz = /uw(vzw + vzw?) dr
1

I I
1/2

= /ux(vx + vrzwHw dr < |t lloww - |V llow + |22 0w - (/v2352w5 da:)

I I

<2 HumHo,w : Hvxuo,w'

Agora, para a desigualdade (5.5), como na prova do lema 5.1.1, usando que
1422% < 3(1+2?),Vael,

1
ay(v,v) = /(vx)Qw dx + /vvzow’ do = |va |3, — 3 /v2(1 + 222w’ dw
I I I

3 1
2 ol = 5 [ o0 +22)ulde 2 Zloul

Pela desigualdade de Poincaré, a norma e semi-norma sao equivalentes, isto €,
0110 = 0050 + l02ll50 < B2llvallfw + lvallfw = (1 + 85[0l 0

o que implica — ||v,||? |v]|1,, e, assim, obtemos a desigualdade (5.5). O

z >_ -
4| T A1+ 5?)

Seja V. =H Ol,w(f ). Pelo lema 5.1.2, deduzimos que a,, é continua e coerciva em V. Como
mostrado no capitulo anterior, existe solu¢ao tnica para a equacao (5.1). Desta forma temos

ue L*0,T;V) eu; € L*0,T; L?). Denotaremos LP(0,T; X) por LP(X), 1 < p < cc.
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Consideremos a formulagao fraca de (5.1),

u(t) € V, u(0) = u,
(ug, @), + v aw(u, @) + ((bu)y + bou, ¢) = (f,¢) , Vo €V. (5.7)

Proposigao 5.1.3 Existe uma constante C' > 0, independente de v, tal que

lull oo 22y + V¥ [z < C (lluollow + [1£1lz2(22)) - (5.8)

Demonstragao. Escolhendo ¢ = u € V na equacao (5.7),

<ut, u>w + v ay(u,u) + <(bu)$ + bou, u>w = <f, u>w,

ou seja, temos

0
/—uu(x)w(w)dm + v ay(u, u) + ((bu)y + bou,u) = {(f,u) .

I at w w
1 [0
5 / a(uQ)w(x)d:B + vay(u,u) + <(bu)x + bou, u>w = <f, u>w

I

Para a derivada de u com relagao ao tempo, usamos a proposi¢ao (1.9.7), e derivamos sob sinal
de integracao (daqui em diante, esta passagem serd sempre justificada pela proposigao (1.9.7)

e ndo sera mais comentada), como segue:

1d

—— [ Wwdzr + vay(u,u) + ((bu)y + bou,u) = {f,u) |
2dt J; v v

1d
ou seja, EEHUH?”” + v ay(u,u) + ((bu)y + bou, u) = (f,u) . Pela coercividade de a,, (5.5) e

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos que

1
S g + vl + ((bw)e + bow, u), < N fllogw - leflow- (5.9)

Por outro lado, com a integragao por partes, feita a seguir, sendo justificada pelo teorema de

Green 1.6, obtemos

((bu)g + bou, uy = /I(bu)xu@)w(x) dx + /Ibou(:v)Qw@) dx
=— /(bu)(uw)x dx + /bouzw dx = — /[buzwx + buu,w) dr + /boqu dx

1 I 1 I

bw,
:/(bo— v )u2wdx—/buwuzd;1:.
I w T




Agora,

1 1 1
/Ibuwux = / bw%( Y dr = —3 /I(bw)zu2dx =3 /I[bgcwu2 + bw,u?|dz.

Portanto, pela hipdtese (5.2),

1 1
<(bu)x + bou7u>w = / (bo - _wa + §bx) U2'UJ dr > 0.
I

Entao, pela desigualdade algébrica, segue

EIIUH w4 llull
Aplicando o Lema de Gronwall 1.10.2, temos
t
lull?. < €llu(z, 0)]3., / 1£112.0(5)et5ds — zw/ ul3 ¢!~ ds.
0
Agora, 0 < s<t<T; 0<t—s<T—-s<T, 1< et~ < e’ Logo,

t T
full o [ ol s < 7 (| Lo [
0 0

z,w ds) , Vt.

A desigualdade acima vale Vt € [0, 7]. Em particular, é valida para t = T, isto é,

T T
lll2. + vy / Jull? ds < ¢ (Huouz,w + [ czs) .
0

Através da desigualdade da raiz, segue

o < €2 {tollow + 1 Fll 2202 }
eT/2

Volullianyy < = {ltollow + 1 Fll20)} -
\/_

Tomando o supremo essencial de (5.11),

ull o2y < €2 {{[tollow + I1f | z222) } -

Portanto,

Jull oo 22y + VUl 2y < C {ltollow + 1222 } 5

ou seja, obtemos a estimativa da proposicao. O
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(5.10)

(5.11)
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Observagao 5.1.1 (i) A condigdo (5.2) € desnecessdria para obtermos (5.8), pois de (5.9),

d
el +29vllulll < 20 fllow - Nullow = 2((b)a, w),, = 2(bow, w),,
< 2[ fllow - HUHOM +2 ’<(bu)m,u>w{ +2 ‘<b0u7 U>w}
1 el 2 ( ottt b, | + (o), )
SIS 0+ Hall? o+ 20102 oo uall3 0+ 2110lloo 2t o0+ [[2ellow + [1Bolloollull3, o

Agora, usando a e-desigualdade, com € = ||Z|l|/ ,
fYV”uZHz,w HbHoo

bl lttallows - Nellow < 28] g2, + Tl 2
, > v o,w

2[|6]| 2yv

11815 Hoo
< Nullf v + = =lullz,

Portanto,

10113

d
—lullew + 29vllulll, < 1F11G. + (1 + 2162 loo + 2/[boloc + ) ull + 2 llullt,,

= 150 + Cullullg o + 2 Ilullf o

em que Cy depende de v. Logo, temos

d
—lellew +wlulliw < 1150 + Callells.w,

e aplicamos o Lema de Gronwall 1.10.2 como feito anteriormente. Notamos que a constante

final C' agora depende de v. O

1 1 w,
(ii) A condig¢ao (5.2) ndo € restritiva, pois caso tenhamos ébm +0b, < §b—, podemos encontrar

w
A > 0 conveniente tal que (5.2) pode ser alcan¢ada fazendo a mudanga de varidvel v(t) =

e Mu(t). De fato,

vy = —Ae Mu(t) + e Muy = = e Mu(t) + e M (Vg — (bu)e — bou + f)
= 0+ Ve — (D0)y — bov + fe .

Ou seja, vy — VUge + (b0), + Bow = F, em que B, = b,+ X e F' = fe™. Para )\ suficientemente

1 1 w,
grande, obtemos §b + B, > bw—
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5.2 Meétodos Chebyshev-espectrais para aproximar (5.1)

Seja p, = 1,1, T, = \/LE, Tn = \/g, Vn > 1, T, é o polinomio de Chebyshev de primeira
espécie com T,(1) = 1, familia de polindmios ortonormais com relagdo ao produto interno
<-, ->w. Sabemos que Vu € L2 (I), u = Zﬁnpn em que i, = <u,pn>

n=0
Para qualquer inteiro N > 0, o conjunto gerado por {p,}"_, coincide com o espago P,

w'

dos polinomios de grau menor ou igual a N sobre I.

Definimos Vy = {¢ € Py : ¢(—1) = ¢(1) = 0}. Notamos que a dimensao de Vi é
(N —1).

Seja ugy € Vi, a conveniente aproximacao de u, em Vy. A aproximacao espectral do

problema (5.1) é dada por:

Encontrar uy € H'(Vy) tal que:
(ung, @), + v aw(un, ) + ((bun)e + boun, @) = (f, ). Yo € Vy, q.s (5.12)

un(0) = uon
Argumentando como na proposicao 5.1.3, obtemos o seguinte resultado de estabilidade.

Proposicao 5.2.1 FExiste uma constante C' > 0 tal que

lun | Loz + Vo lun 2y < C (uonllow + | fllr2zz)) - (5.13)

Para auxiliar na demonstracao de convergéencia do método espectral para a solucao exata,

introduzimos o operador de projecao Ily, definido por
Iy:H)\y — Vy, aw(u—Tyu,¢) =0, Vo€ Vy. (5.14)

Obteremos, a seguir, um resultado fundamental de aproximacao polinomial, estimando o

erro de projecao em normas de Sobolev.

Teorema 5.2.2 Seja u € HS N H}

07w7 0 Z 1)
N#—o 0<p<l.

3p—1

[ = Tnvullpw < C - fluflow - .
= 7 1< pu<min(20).

(5.15)

Demonstracao. Para provarmos (5.15) seguiremos a seguinte estratégia: primeiro, provaremos

para u = 0, na sequéncia, para u = 1, pela técnica de dualidade, e para 0 < p < 1 por
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interpolagao. Para auxiliar na demonstracao definimos o operador Iy : H!  — Vy, por

<(u _ ﬁNu)x,¢x> —0, Voe V. (5.16)

Dado ¢ € I, definimos, também,

Hy(€) = / " Py udr (5.17)

-1

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, V¢ € 1,

ule) ~ Hv(©)] = [u(©) - [ E Py_ruy dr| = \ / i<ux ~ Py_yug)ds

£ 1/2 £ 1/2
< (/ w_ldx) . (/ |, — PN_lum|2w dx)
-1 -1

S C : ||ua; - PN—luzL’Ho,w-

Pela estimativa (3.15) aplicada na desigualdade acima, obtemos que, V& € I, o > 1
[u(§) = Hx(§)] < ON'||uzllo—1,0 < ON'Jullo.u, (5.18)

a ultima desigualdade devido ao teorema 1.5.7. Além disso, pelas defini¢oes do operador de

projecio Py 3.2.2 e do operador auxiliar Iy, temos

<PN_1um (M), ¢x>w —0, Voe Vy. (5.19)

Agora, definimos

Ry(€) = /_ i [PN_lum _ HNQ(”] d

e observemos que Ry € Vy. Entao, por (5.19),

(= Rt | = | (s = (Pvcn = 252 o)

= '<(ﬁNU)x — Pn_1uy, ¢az>w -1 (Hy(1), ¢a),,

2

= S HHN(1).62), ], Vo€ Vi

Pela desigualdade de Poincaré (5.4), e escolhendo ¢ = I ~Nu — Ry € Vy na identidade acima,
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temos que

U - 1
Cftyu = Rl < (vt = Raal2,, = 5 |(H(D), (v = Ry )

w ‘

< 5 )] (T = Rl <
Entéao, pela estimativa (5.18) (com £ = 1),
ITxu = Ryl < ClHN(1)] < ON' g0
Desta forma, obteremos que
= Tyl < CNY 1| g (5.20)
De fato,

lu = Tyl < llu = Bxllw + 1Ry = Tyl
< lu = Rylliw + CN" 7l

Para estimar o primeiro termo do segundo membro da desigualdade acima, usaremos a estima-

tiva (3.15) e, novamente, a estimativa (5.18), como segue:

3 13 H
u— Ryl|liw = Updx — Py_1u, — ~(1) dx
-1 -1

3 3 (1)
= [uy — Py_qug]dx + —dx
—1 —1 2
1 1 H 1
S T | W)
-1 -1

2
< ONT7 g gm0 + ONY o

< ON"7 ]| s + CN " [tt]|

< ON"|Jul|p + CN" ||l g0 < CN ||t g0

1w

1w

dx

1w

Agora, pela coercividade (5.5), continuidade (5.6) e defini¢ao do operador Iy, pois
ﬁNU —IIyu € VN,

|lu — HNuHiw <A ag(u — Tyu, u — yu) = Y ag(u — Dy, v — Hyu 4+ My — Tyu)

=y L ay(u — Hyu,u — ﬂNu) + 7 ay(u — yu, yu — yu)

= 7—1 aw(“ — HNU,U — ﬁNU)

S 7—1 ) ||U — HNUHLw . ||U - 1:[NUHLw



Portanto, pela desigualdade (5.20), segue que

1)

lu — Myu||y, < ) |lu — fINuHLw < C’NI*”Hqu’w, Vo > 1, (5.21)

e, desta forma, (5.15) estd provada para pu = 1.

Para obtermos (5.15) para p = 0, identificamos L?(I) com o seu dual.

—1II —1II
= Tyl = sup M) o Ty
verr(ny  |1llow verr(ny  |1llow
Definimos o operador T': (H, ,(I)) — H,,,(I) por
w(Tg,0) ={g.¢), Yo € H, (I). (5.22)

Segue de (5.5) que T é um operador limitado, pois,

aw(T(g1 — 92), T(91 — 92)) = v 1T (91 — 92) |13 0o-

Por outro lado,

aw(T(g1 = 92), T(91 — 92)) = (91 — 92, T(g1 — 92)) < llg1 — @2ll (2, - 1T (92 = 92)l|1.00-

1
Portanto, || T(g1 — g2)|l1,0 < —|lg1 — g2||(zr2 - Também, T" ¢ linear, pois
f}/ ’

aw(T (g1 + Ag2), <91 + Aga, & > <g1, <Z5> + A <g2, <Z5>
ZGMTmﬁ%%MMTmﬁ)
= aw(Tq1 + ATg2, 0).

Por (5.22), defini¢ao de a,, (5.14) e continuidade (5.6), obtemos

u — I yu, ,u—IIvu
|l — Tytl|ow = sup M — sup u
ver2ry  |[¥llow ver2ry  |[¥low
aw<T1/)7u - HNU)
= sup
YEL2(I) 1%1]0,0
aw(“ - HNuvT'l/})
= sup
Ywel2(I) H@Z)Hmw
B ay(u — M yu, Ty — TN (T))
= sup
eL2(I) 191l 0,00

< sup SN0 Tyl [T = Tn(T)): o
peL2(I) ||¢||o7w
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Portanto, por (5.21) (com o = 2),

T — TN (T 1
Hu_HNuHo,w S 5HU_HNU||171U sup ” ¢ N( ¢)||1’
YeL2(I) 19l 0,00

§5||u—HJVUHLUJ]V_1 sup H T o

S C’5N_1||u — HNqu,wa
pel2(1 Hw”ow

a tltima desigualdade acima vem do fato de T" ser um operador linear continuo de H (/) em
H,,(I)NH;(I), Vs > 0. De fato, sejam s € N, g € H; (1) e ¢ € C3°(I). Por (5.22), temos

que /(Tg)x (pw), dz = {g,¢), Vo € C(I). Integrando por partes e usando o teorema de
I

Representacao de Riesz, — /(Tg)m pwdr = /vg pwdz, Ve Cr(I), ouseja, —(19) = v,

em D'(I), pois v, € H;(I) (usaremos a identificacdo (—=7'¢),, = g em I). Entao, (Tg), €
H:PY(I) e Tg € HEM(I). Agora,

|D**2(Tg)|l2.,, = (D***(Tg), D***(Tyg)),, = (D*(D*Tyg), D*(D*Tg)),,
= <_D897 _D89>w = HDngo,w'

Analogamente, ||D**(Tg)|2, = ||D*'g]|Z,,. Entao,

1Tl 00 = Y ID T2 + 1D HTG)I5 0 + 1D (T)
= 1Tgll50 + 1109050 + 10" glle < T lgllz + Ngll2 . + gl

1
< (— ) 9130 < ClgllS.
7

Para s > 0 real, o resultado segue por interpolacao.

Entao, novamente por (5.21),
| — Tnul|o < CNHu — Oyullim < CN TN ullow < ON|ullgw- (5.23)

Agora, (5.15) é valida para u € (0,1) por interpolacao de (5.23) e (5.21), pelo teorema 1.5.12.
Logo, se u € [0, 1],

lu = Ty ullpw < ON*lullow, o =>1,

e o teorema estd demonstrado. O
No seguinte teorema usaremos a notacao: u = IIyu, e = u —uy e p = 4 — u. Neste
teorema, obtemos uma primeira estimativa, na norma L*(L2), para o erro entre a solugao

exata do problema discreto (5.12) e a solucao exata da EDP (5.1). Como ji temos uma
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estimativa para u — Il yu nessa norma, derivamos uma equacao variacional para e = Ilyu —uy,
que resulta em estimativa para ||e||z(r2). Obtemos, entdo, ||u — un||p~(r2) via desigualdade

triangular.
Teorema 5.2.3 Sejam u € L*(HZ), u; € L*(HZ) para algum o > 1 e ugy = lyu,. Entao,
= unlzmzzy < € N7 {lullimagy + el o } (520

Demonstragao. Pela formulagao fraca (5.7) e pela definigao 5.14, segue que

(10, &), + v (@i, 8) + (bd) + boit, ), = (£,8). + (pu + (bp)a +bops ), Y6 € V. (5.25)
De fato, A(@t) = Uy — v gy + (b0) + byti, entao

A(T) = up — V gy + (), + bott + Uy — Uy — V Uy + ¥V Ugy — (b)z + byl — Do + (bT0)
= f4pt — Vlgy + VUyy — (bu)y + bop + (bT0),
= [+ pi+bop — buy — byu+ byt + Uyb — v (Ugy — Ugy)
=f+pi+bop+ bty — uy) + bp(t — ) — vV (Ugy — Ugz)
= [+ pt 4+ bop +bpy + bep — v (e — Ue)
= f 4 pe +bop + (bp)a — V (Uzz — Usz).

Seja ¢ € Vi, multiplicando por ¢ - w e integrando sobre I, obtemos

(i), — v /1 Gaatw d + ((b0), + boits 8) = (f.6).

T {pet (bp)e + bops 8, — v / Pt da
I

Integrando por partes o segundo termo do primeiro membro da igualdade acima, temos
—v / Uzz QW dx = V ayy (U, ¢). Novamente, integrando por partes o tltimo termo do segundo

I
membro da igualdade acima, usando a defini¢ao (5.14), pois p,, € Vi, obtemos equacao (5.25).

Agora, subtraimos a equagao (5.25) da equagao (5.12), obtemos

(€1, 0),, + v aw(e,d) + ((be)s +boe, @) = (pr + (bp)x +bop, &), V& € Vy (5.26)
e(0) = 0.

Escolhendo ¢ = e € Vy na equagao (5.26), temos

<et, e>w +vay(ee)+ <(be)x + boe, e>w = <pt + (bp) s + bop, e>w
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Aplicando a desigualdade (5.5), Cauchy-Schwarz e de maneira andloga como em (5.10),

thll llow + v llealllw < lotlow - lellow + ((b0)s, €),, + 1Bopllow - llellow- (5.27)

T

Agora, seja u = / (bp)(&)dé e v = e em (5.6). Entao, |ay,(u,v)] < d|[bpllow - ||€x]low- Mas, por

-1

outro lado,
|ay(u,e)| = /um(ew)xda: /(b,o ew), ‘/ bp)s(ew) dz| = [((bp) x,e> }
I I
Logo, através da e-desigualdade com ¢ = vy v,
52
((0p)s, ), < [{(bp)a, €),,| = law(u, )] < 8]Ibpllow - lleallow < 2—|!pr| 5 el (5.28)

Substituindo (5.28) em (5.27), segue

52 vy
31 420 el < Ul ells + 51801+ 5 ea B+ Bl el

Usando a desigualdade algébrica, C = 2,‘32

d Cy
%\Ielli, + v leallZ ., < ol + el + ~ 16p112 ., + bopll3 . + llell?.,
< Llodli2 + S 1ol2, + [BuplZ, b + 21l
= Pt o,w y P o,w OpHo,w + ||eHo,w
Aplicando o lema de Gronwall 1.10.2,
! 2 & 2 2 2 2(t—s)
lell?,, < lpellow + == 0ol + 1Bopllow =77 lleallow | €™ ds.
0
Entao, Vt € [0, T],

T 2 Cy 2 2
0 HptHo,w + 7 ”pro,w + ||b0pHo,w ds
T -
Cy
{ ot S 11 1B+ Il | s}

T_ 9 & 9
0 lPellG + { = 1Blloc + 11Bolloe ) 11150 | ds

2

T Wz ez, ] s €= mast)
0

0262T

lell2. + v / leall? ds < e

2

’ﬂ

2T

{oelle + lpllG .} -
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Logo,

t 1/2 T
036
||eHo,w+ﬁ< / ||ex||z,wds) < O (ol + loloap}, V1] 629)

Notamos que o lado direito da desigualdade acima nao depende de ¢, tomando o supremo

essencial, temos:

CgeT
H‘SHL"O(LEU) < \/; {HPtHL?(LgU) + Hp”Lz(Li)}- (5.30)

Assim, através da estimativa (5.15) e desigualdade triangular obtemos (5.24). De fato,

|u — UNHLOO(%) = [Ju — Hyu+ Hyu — UNHLOO(L?U)
< lu = Iyul g2y + [Hnu — un || Lo (r2)
= [|pll 2y + llell e (r2)
< lIplp=ez) + Csllpellracz) + Callpll 2z,
< lpllpeer2) + 03||pt||L2(L%U) + Callpll Lo (2,
< Csllpllzoozz,) + C’SHPtHLQ(L%’U)
< CeN 77 ||ull oo (1) + CoN =7 ||ugl| 12 (215
< ON~7 {||ull oo (rrg) + [lwellz2(arg) }

pois, como u € L*(HY), |lu — Iyu| 22y < |lu — Hyu||peorz). O
Estimaremos, a seguir, o erro na derivada espacial de uy na norma de L?(L2). A estima-

tiva é uma conseqiiéncia imediata de (5.29), (5.15) e da desigualdade triangular

t 1/2
0= wulasy < ol + ([ lealZuds)
0
Teorema 5.2.4 Sob as hipdteses do teorema anterior,
Vol = )iy < ON7 {Jull gy + g 1)} - (531)

Demonstragao.

’ 1/2
I(w = un)allra@z) < ol + (/ Hew”iwdS)
0
< Cs (ot 2y + lpllzcz)) + ol o)
< Co ((Myw — w)ell 2z + Myu — ul| 2y
< CN'™ (HUt”Lz(Hg*l) + |IUI|L2<H3,>) )
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ou seja, a desigualdade (5.31). O

Observacao 5.2.1 Notamos que o operador Iy comuta com o operador derivada em relacao
ao tempo, isto €, _tHNu = lnu;. De fato, seja {1y}, uma base para Vi ortonormalizada

pelo processo de Gram-Schmidt, sao ortogonais em relacdo a a.,. Temos que I nuy E V. Entao,
N N

Myu, = ch(t)wk(x). Da mesma forma, Illyu = Zbk(t)wk(x) e — HNu Zb’ Yk (z

k=2 k:2N
Por outro lado, a,,(ITyug, 1) = ch(t)aw(%ﬁmibl) = ch(t)ékl = ¢(t). Analogamente,

k=2 k=2
ay (I nu, i) = by(t). Assim, usando a definicio de Iy, o teorema 1.9.7,

(t) = (v, b0) = e v0) = [ (w)a(wrw)sde = [ utun)ads = 2 ot da

I
0 (9 0

= 5@ aw(u, 1) = - aw(lnu, ) = &bl( ) = by(t).

Na igualdade acima usamos o fato que (u;), = (uy)¢ no sentido das distribuicées. Pois, sejam

we L*(0,T;H,,), uy € L*(0,T;H; ), {¢n} C C°((0,T) x I) seqiiéncia que aprozima u em
L2(0,T; H;,w>7 via densidade. Logo,

T
| =l e — 0, n— .
0

Como (¢n)et = (@n)tz, Y1 € N, basta mostrarmos que:

(@) (pn)or — (uz)e em L*(0,T; L7),

() (Pn)te — (ur)z em L2<07T3 L%u)

E suficiente mostrarmos que se o, — u € L2 (1), ¢, € C°(I), entdo (¢n)s — uz. De fato,
se o, — u, T, — Tu, isto é, T,(&) — Tu(§), VE € C°(I). Entao,

DT, (¢) = (-1)T,(¢") = (-=1)im T, (¢') = lim DT, (¢), ou seja, u, = lim(p,),. O

5.3 Meétodos pseudo-espectrais para aproximar (5.1)

Sejam b, € C°(I), b € C*(I), u, € C°(I) e f € C°([0,T] x I). A aproximagao pseudo-

espectral de (5.1) é dada pelo problema de colocagao:

Encontrar u, € C'(Py) tal que:

Uet(Tf) = VUege () + (bue)o(x)) + boue(z;) = f(z;), 7=1,...,N —1,

Ue(xo) = uc(zn) = 0, (5.32)
u(z;,0) = uo(z;), 7=0,...,N.
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Através da defini¢do de produto interno discreto e pela identidade (3.3), o problema (5.32)

poder ser reescrito, equivalentemente, como:

Encontrar u, € C'(Vy) tal que:
<ucvt’ ¢>N,w -V <uc,mx7 ¢>N,w + <(bu5)x + bouc’ ¢>N,w - <f’ ¢>N,w’ V(Z5 €V <533>
uc(0) = P.u,.

De fato, para a condi¢ao necessaria da equivaléncia, basta multiplicarmos (5.32) pelo peso da
férmula de integracao w;, também por ¢(z;), j = 0,...,N, com ¢ € Vy. Ent@o, somamos
em j de 0 a N, aplicando, na seqiiéncia a definicao de produto interno discreto. A condicao
suficiente vem do fato que (5.33) é valida para toda ¢ € Vy, basta escolhermos ¢ como sendo

o Lagrangeano interno, isto é, ¢;(x;) = 0, ;.

Teorema 5.3.1 O problema pseudo-espectral (5.33) € estdvel, a saber,

T 1/2
||uc||Lw<Lg,>+ﬁnuc,xnmzﬂsc-{||uo||N,w+(/ ||f<t>||%v,wdt) } (5.34)
0

Demonstragao. Escolhendo ¢ = u, € Viy na equagao (5.33), obtemos

1d
5%”“0“?\[#; -V <uc,mc7 uC>N,w = <f7 uC>N,w - <(buc)x + bou07 U‘C>N7w (535)
Agora, da igualdade (3.3), pois Uz, - u. € Poy_1, integrando por partes e da coercividade de

a, (5.5), segue

—v <uc7m, uC>Nw = —v <uc,m,uc>w =—v /uc,mucw dr =v /uc,x(ucw)x dx
’ I

1

= vy (e, ue) = vy|Juellt o = v l[teallsn (5.36)

o,w

Além disso, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e algébrica,

N | —

[(Fsue) ol S Wl el < 5 (1F IR0 + el va) (5.37)

’<bou67u6>N,w‘ < [1bolloo - HUCH?\T,w- (5.38)
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yv

Também, pela e-desigualdade, com € = W

(e te) | < |(atterie) | + (Bt ue) |

< Bllwroe(ry - Nttell3 s + 1Blloc el - l1te]| v

w el
< Il Bl + 100 el + Bl

15112 v
2w HUCH?\/,w + 7||ch||?v,w (5.39)

< lbllwree(ry - el 30 +

Agora, substituindo (5.36)-(5.39) em (5.35), segue

1d
el + 07 el < [(Frte) | + (e ) |+ [ (Botter ),
b1

(28]

2y

1 1 YV
< S M + el + (olloo + Bllwroe) - el + el + 5 Ml

1 1 18113 W
< — 2 — bolloo bl = ¢ A 5 Uz N
< g1+ (5 10l ot + B ) i+ i

Entao,

d 1 o112
el + el < 10+ 2 (5 D0+ Dl + 51 ) i,

< 1 e + Cultel
Finalmente, aplicando o Lema de Gronwall 1.10.2, temos
t t
ummwsawmmmw+/nﬂmwwﬁﬂwwﬂw/nwﬂaw“W®w.
0 0
Logo,
t t
H%M@+W/W%AWMBSJMm%ﬁw””/Hﬂ&mﬁ
0 0
T
<G (Il t [ 111wds), e .11
0

A desigualdade acima é valida para qualquer ¢ € [0, 7], em particular, é valida para ¢t = T'. Na

seqiiéncia, aplicamos o supremo essencial e obtemos

T 1/2
||UC||L°°(L?U) + \/; Huc,:cHLQ(L?u) ds < Cj {HUOH?V,M) + (/ ||f||?\f,w ds) } )
0

ou seja, a desigualdade (5.34).0
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Observamos que, devido a formulagdo variacional (5.33) para o problema de colocacao
(5.32) e a possibilidade de usar (3.3), foi possivel obtermos a estabilidade diretamente de (5.33).
Essa ¢ a grande vantagem desse método de colocacao variacional. No entanto, veremos que
a prova de convergéncia é laboriosa, tendo em vista que nao desejamos apenas provar con-

vergéncia, mas obter uma taxa de convergéncia espectral.

Lema 5.3.2 Para qualquer ¢ = Z QASNpN € L?U(I), em que (/EN = <¢,pN>w sao os coeficientes

de Chebyshev, temos M
x| < 16 — Py_16llow, YN > 1. (5.40)
Além disso, definindo
Ey(6,0) = (6,0) 4, ~(¢:¥),, ¥ &0 € Co(D), (5.41)
temos
|Ew(é, )] = onl - [dn], V¢ € Py. (5.42)

|Ew(ga ¢)| S C (Hg - chHz,w + ||g - PN_lgHi,w + ||¢||3,w) ) \V/g S CO([_)7V¢ € IPN~ (543)

Demonstracao. (i) A desigualdade (5.40) segue diretamente da identidade de Parseval, pois

como [|6]17, = Y lonl* e |6 = Pyv-1o3, = Y lonl* > [on].

N=0 n>N
N N
(ii) Sejam ¢, ¢ € Py. Entao, ¢(x) = Z ok pr(x) e (z) = Z Yr pe(z). Por um lado, por (3.3),
k=0 k=0
temos que
N N N-1 ) N-1 )
(D, 0) y0 = <Z¢kpk,z¢kpk> = < ¢kpk+¢NpN,Z¢kpk+¢NpN>
k=0 k=0 Now k=0 k=0 Now
N-1 N-1 N-—1
= < Dk Pis, ¢kpk> + <¢NPN7 > ¢kpk>
k=0 k=0 Nw k=0 Nw
N-1
+ < Pk Dk wNPN> + <¢N]9N, <Z5NPN>
k=0 Nuw Now
N-1 N-1 N-—1
= < Dt Pis wkpk> + <¢NPN7 > wkpk>
pa k=0 w k=0 w

0
N—-1
+ < Ok P, 1/)NPN> + <1/1NPN7¢NPN>N

;W
k=0 w
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Pela ortonormalidade do sistema {p}i, e identidade de Parseval, segue que

N—-1

<¢, ¢>N7w = Z ng Tﬂk + <¢NPN, (ZBNPN>

N,w
k=0

2
Entao, novamente pela identidade de Parseval, do fato que py = \/j Ty e <TN, TN> Nw = T
T w

segue que

Ew(w? ¢) - 7¢>N,w - <w7 ¢>w

1

Pe

N
O Ui + <1/AJNPN, QngN>Nw - Z Vi O

I
EM

€>

NPN, ¢NPN>N — YN YN

,w

by <<pN,pN>N7w — 1)
NN <%<TN,TN>N@ — 1) =y Un.

Il
<> <,
4

(iii) Como <u — P.u, ¢>Nw =0e <u — Pyu, ¢>w =0,V¢ € Py, entao

(9.0 = | (9.0, — (9.), ]

= (Peg:0)y, — (Pny, ¢>w)

= [(Pg.0)y,, = (Pxg,0), + (Pvg,6)y, — (Prg,6)y |
< |Bu(Pyg. 6)| + |{(P.= Px)g.9) .,

< [Ew(Png: o)l + [(Fe = Py)gllnaw - |19l vw, V& € P

Por (5.40) e (5.42), segue que

|Ew(Prng, @)l = [gn] - o8] < llg = Pr-agllow - [6llow

1
<5 (lg = Pryoagllzn + 1415.) -

Pela equivaléncia entre a norma discreta e continua em Py,

1
I(Pe = Pn)gllvaw - 9]l nw < al!(Pc = Prn)gllow - |0llow

1

< — (I(P. = Px)gl? 2
~ 201 (”( N>g||o,w + H¢||o,w)

IA

Y22 (2 ||ch - gHz,w + 2H“DNg - 9||§,w + ||¢H(2),w) :
2CY
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Assim, V¢ € Py, g € C°(I),

|Ew(g, 0)| < |Ew(Png, o) + [|(Fe = Pn)glnw - 0]l nw

1 1
< 3 (lg = PuaglBu + 1912+ 5 (Q1Peg =gl + 20Pug =gl + 1612.)
1 1 1 1 1
< -llg=Pn_agl?, +=(1+—= 2 4+ —=\P.g—gl*, + =IPvg — gl?
< glls = Pl 5 (14 5 ) VlEw + & 1P = ol + 1P = ol

1 1 1 1 1
<(=4=)llg=PyaglZ, +=(14=) 162 + =—IIP.g — gl
= (2 + Cl) ||g N 1g||o,’w + 9 ( + Cl) ||¢||o,w + Cl || g g”o,w

< c- {Hg - PNflgHiw + HPCg - gHi,w + H¢”12),w}7

pois ||Png — g2, < |Pv-19 — glI%., €, desta forma, obtemos a desigualdade (5.43). O

ow —

Agora, provaremos um lema que auxiliard na demonstracao de convergéncia do método

pseudo-espectral (colocagao).
Lema 5.3.3 Temos a sequinte desigualdade:
lu = uelle(rz) + Vi |(u— Ue)allz2(rz) < C- {”Uo — Hntolow + [[tto = Fe tollow (5.44)

+ [Ju = Tyul|poor2)y + lu — Oyl 2y + llue — Tvwg| 22

+ ||ue — Pyoawel| 22y + | f — Pe flizzez) + | f — Py fllz2z) + R(U)},

em que
R(u) = |lu — Pv_yul| 22 + || (bu) s — Py—1(bu)z || 222), se b, € R, b€ Py. (5.45)
R(u) = [[(bow) = Pn—1(bow)|r2(z2) + [|(borr) — Fe (bow) [ r2(z2,)
(= P ool — Ty oz + | 0u)e — Pyoa(bulelloaz)
+ [ (bw)y — Po (bw)s | r2z2) + [[(La — Po)[b(u — Iyu)lal|r2 2, seb, € C°(I), be C'(I).

(5.46)

Demonstracao. Sejam @ = lyu, e =4 —ue, p=1u—ue G(p) = py + (bp)z + bop. Notamos
que, pela igualdade (3.3),

-V <uc,x:r> ¢>N,w = Vaw(um ¢)7 v¢ € Py.

Substituindo na equacao (5.33),

(Uests @) oy + V A (es ) + ((Due)e + botie, 0) = (f. )y -
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Agora, através da equagao (5.25) e da equagao acima, obtemos

<et,¢>N + aw(e, @) + ((be)s + boe ¢>Nw (G(p),d),, + Euliy, d) (5.47)
+ Ew(bou + (bit), @) — Eu(f,¢), Vo € Vy.
e(0) = (Ily — P.)u,.

De fato, sejam B(e —<et, >N7 + ay(e +<be + b, 6,¢>N , 0 € Vy,

e, 0) = (U — U, @)y, + VA (@ = e &) + ([D(T = ue)]z + 0ol — uc), ¢)
= (i, ¢>N,w + v ay (@, ¢) + {(bi), + by, ¢>N7w
= (et )y ¥ (ttes ) + ((bic)a + botic, 8) |
= (i, @), + v aw(t, @) + ((bt)y + bott, &) — (f, ¢>N7w
+ (T, ¢>N + ((b) + botl, ¢>Nw (g, ) — ((bi)g + boti, §),
= (f,9),, + (Pt + (0p)z + bop, ), + (T, &)y, + ((0W)0 + boll, §)
— <f,¢>N7w (g, ¢),, — ((bit)z + boti, §)
= —Eu(f,¢) + (G(p), 8),,+ Euw(l, ) + Ew((bi)s + boti, ¢).

Estimaremos separadamente os termos do lado direito da equagao (5.47).
(i) Estimativa para ||G(p)]]o.w-

Como Iy comuta com o operador de diferenciagao, temos que

G(p) = pi + (bp)x + bop
= (Myu); — up + [b(yu — uw)]y + bo(Tlyu — u)
= Iyuy — ug + [b(IIyu — u)]e + bo(Tyu — u).

Entao,

1G ()0 = [T — wr + [b(Iyu — w)]e + bo(Ilnu — w)|ow
< My = wellow + [[ba (v — w)|o.w + [[D(Hyu — w)alo,w + [[Do(IInt — w)|ow
< My = wellow + Crl v = ulfow + Col (vt — w)s 0w + Csl[Hyu — ulfo.w
< [Myvue = weflow + Cal[yu — ulf1,w,

em que Cy = ||b]|1.ee, Co = ||b]|oo, C3 = ||bo]|cc € Cs = max{C}, Cy, C3}.
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Logo,

IG (P15 < [MTvue — wellg,, + 2 - [Tvtte — wellow - Call v — ully0 + CF[Hyu —ulf,
< My — w5, + [T — wellg, + CElvu — ulff,, + CEl|Tyu — ullf,

= 2|[Tyue — w3, + 207 [TMyu — ullf, (5.48)

(ii) Estimativa para o termo F,,(f, ®).
Por hipétese, temos f € C°([0,T] x I), entdo, pela desigualdade (5.43),

|Eu(f, 0 < Cs (Ilf = Pefllzw + I1f = Pyoafl5w + 19115.) - (5.49)

(iii) Estimativa para o termo |E, (¢, ¢)|.
Como iy € Py, pela identidade (5.42), temos que |Ey (G, ¢)| = |Xn| - [én], em que
XN = <€Lt,pN>w. Pela desigualdade (5.40) e Cauchy-Schwarz,

Xl < [ae = we pv) |+ [Cues pv) | < e — telow + llue — Pr—qtig]|ow

= HHNut - utHo,w + ||ut - PN—lutHo,w-

Entao,

- . ~ 1. 1 -
[ (i, $)| = [Xwv] - [on] < S + 510w

< My — w5 + e — Pyoaull5, + 19115, (5.50)

(iv) Estimativa para o termo |E, (b, + (bit)4, ¢)|.
Para este termo, faremos a estimativa dividindo em dois casos. Primeiramente, sejam
b, € R e b € P;. Desta forma, b,u € Py e (bu), € Py. Entao, por (5.42),

| Ew(boi + (bib)a, §)] = [Yiv + Zn| - |l
em que Yy = <boﬁ,pN>w e Iy = <(bﬁ)x,pN>w. Pela desigualdade (5.40),

|}>N| < |boIIyu — Pry—1(boIInw)|| 0w = |bo| - [[TInt — u + w — Py—1(IInw)]|ow
< bof - {IHvu — ullow + [[u = Py—1(Hnw)l|o.w}
< bo| - {I1Int — | + [|[u — Pv—1tu + Py—1u — Py_q(IIyu)][o.w}
< [bo| - {Ivu — ullow + lu = Pn—vullow + [|[Py—1u — Py—1(IIyu)[|o.w}
< [bo| - {IMvu = ullow + [[u = Pyyulfow + [[u — (Hyu)low}
= [bo| - {2/ Tvu — ulfow + [lu — Py-1ulfow} -
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Entao,

Yivl? < 1bof® - {2 vt = ullow + [Ju = Py—yutfo}?
< bol* - {5 IMyu — w3,y + 2 [lu — Py-yullz, }

Também, pela desigualdade (5.40) e pela estimativa (3.15) com o = p = 0,

|ZN| < ”(bﬂ)z - PN—l(ba)ﬂcHo,w = H(bHNu)a: - PN—I(bHNU)zHo,w = ||(]d - PN—I)[(bHNu)m]Ho,w

= [[(Ia — Pn—1)(bIIyu), + (bu), — (bu), + Py-1(bu), — PN—I(bu)wHO,w
< |[(Za = Px-1)(0u) /|00 + || (1a = Pn—1)(bu — bIInu)|[o,w
< |[[(Za = Pn-1)(bu)zlow + Co|l (bu — bIInu) || 0,0
< [[({a = Pn-1)(0t)z[lo,w + Col|bu — DIInul|1 -

Entao,

Zn[? < 2|[(Ia = Py—1)(bu)s|2,, + 2 C3 [|bu — DI yulf3 .-
Logo,

|Ew(b0a + (bﬂ).m ¢)| < C- {HHNU - u”iw + ||U’ - PN—lu“?),m
= Pxca) Gl | + (551)
De fato, fazendo as subtituicoes das estimativas para |Yy| e |Zy|,

| Bu(boti + (b0)s, &)| < ([Yn| + [ Zn]) - [on] < 7 (¥n] + 1Zn|)? + low|?

1, - 1 - A
< é\YN\2+§\ZN|2+ on|?

IN

)
bl { STl + = Pyl
41 La = Pacs)(u |2+ O o — b, + 012,

<Cr {HHNu ul, + = Py_yull,

I - PN_1><bu>x||3,w} I (5.52)

em que C%7 = max {%, 1,C2 HbH%moo}
Agora, consideraremos o caso geral no qual nenhuma hipétese adicional é feita sobre os
coeficientes b, e b. Pela desigualdade (5.43), pois b, € C°(I) e b € C*(I), e pelo fato de E,, ser
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linear,
| Ew(boti + (b)z, §)| < 05{ 1(Za = Pe) (o) I3, + l|(1a = Pe)(ba)a 3.,

+[(Za = Prv—1) (bo@) |5, + | (Za = Prv—1) (bit)o |17 ., + ||¢||§,w}- (5.53)
Pela estimativa (3.15), obtemos

1(Za — Pnv—1)(bo@) [0 = |(a — Prn—1)(bolnu) + (I — Py—1)(bou) — (Ig — Pn—1)(bott) |00
< (g = Pnv—1)(bott — boIInu) |0 + [|(1a — Pnv—1)(bott)|] o,
< ||b0||OOHU - HNuHo,w + H(Id - PN71>(bou>||o,w

Analogamente,

[(La = Pn—1)(b0) o0 = [[({a = Pn—1)(bu)s — (la — Pn—1)(bw)s + (la — Pn—1)(bt)|ow
< |1(Za = Py-1)(bw)alow + [[(Za = Pyv—1) (bIInu — bu)s[o.w
< 1(Za = Py-1)(bu)alow + [|bIInu — bul|iw
< [[(Za = Pn—1)(0t)z [low + [[bl[wroe [Ty u — ulf1,0-

Além disso,

|(1g — Pc)(bott) ||ow = [|boT — P. (bott) 4 bt — bt + Pe(bott) — Pe(bott)|] 6.
< |I({q — PC)(bou)Ho,w + (g — Pe)[bo(Tlyu — u)]Ho,w’

I(la = Pe)(b)e]low < [|(1a = Pe) (0)allow + [|(1a = Fe) [b(u — Tinu)lelo,0-

Elevando ao quadrado, temos

1(Za = Pryv—1)(bo@)[I5 1 < 211013 e — Tvul[5 , + 21[1(Za = Prv—1)(bou)[5, (5.54)
1(Za = Pr—1) (bit)a g0 < 2[[(La = Py—1) (bu)allg s + 21l [T — ull7 (5.55)
1(Za = Pe)(boit) 15, < 2[I(1a = Po) (bow)ll5 + 2 [[(La — Pe)bo(Tvu — w)]|[5,., (5.56)
|(Ja = Pc)(bi). ||ow < 2|[(1a = Po)(bu)allo. + 2 (1o = Po)[b(u — TInu) oI5, (5.57)
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Substituindo as desigualdades (5.54)-(5.57) em (5.53), obtemos

| B (boti + (bd), )| < 09{ 1(Za = Py-1) (bou)ll5 + [[(1a = Pr—1) (bu)a 3.
+IMyvu = ull, + 1(Ta = Po) (bow)l[5, + 1| (Ta = Po)[bo(Tyu — w5,

+[1(Za = Po) (bu)a 5, + (g = Pe) [b(u — HNU)]IHi,w} + 19115, (5.58)

em que Cy = max{2C5,2, C5 ||b]|Z1., Cs ||bo]| 2 }-
Agora, escolhemos ¢ = e € Vy na equagao (5.47).

Seja B(e) = <et, e>N7w + ay (e, e) + <(be)z + bee, e>N7w. Entao,

1 1 - - -
B(e) < 5GP 5.0 + SNl + [Buw (i, )] + [ Bu(boli + (b)z, €)| + | Ew(f, €)].
(v) Pelas desigualdades (5.48), (5.49), (5.50), (5.52) e (5.58), obtemos

1
B(e) < My = wllg,, + CllTlve = ullt, + 5l

+ Mywe — w2 + Jue — Pyoawl?,,
+ 10N + Cs (IIf = Pefllz, + I1f — Pueifll2, + lle
+ |lell?., + Hi(t),

o)
o,w

em que
(
Cs - § Myvu —ull?, + lu — Py—yull3, + [[(Za — PN1)<bu)fEHg,w}7 b, €R,by € Py
Co - { 1(Za = Py-1)(bow) I3, + I(Za — Prn—1)(bu)all3,
() = My = ull?, + 1 = P)bow)]2,,
+[[(Za = Pe)[bo(Mnu — ]|, + (1 = Po) (bu) |3,
+||(Ig — P.)[b(u — HNU)]$||(2”U} caso contrario.
\
Entao,

Ble) < c{unNut ol + = Tl + e — Parla

Cf = PeflZy + 1 — Pt fI2 + H(t)} T allel2,
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em que

Ju = Prcsl + (T = Prs) (el by € Ry € Py
(Lo Pya) b2+ (L — Py) (b2

(L= P)ba)|y + 1 (La — Pl — w2,

+1(Ia — Po)(bu)e |12, + |(Ia — Pe)[b(u — Hyu)]e |2, caso contrario.

\

Portanto, pela coercividade de a,, (5.5), temos
d 2 2 2 2
%HQHN,w + ’yyHeﬂﬁ”o,w < C HHNut - utHo,w + Hu - 1_[Nu”l,w + Hut - PNflutHo,w

=PI+ I = Pyl +H<t>} T alle],.

Seja g(t) = C{Ilﬂwut — [l + lu—yull?,, + lur = Pyoawl3,, + 11f = Pe fI5.

+ If = PnvoafllZ, + H(t) p. Usando a equivaléncia entre as normas discreta e continua e

aplicando o lema de Gronwall 1.10.2, obtemos

t t
el < elle@) R + [ g(s)e™ds —vy [ leall? e ds
0 0

T t
<Ny~ Pl [ as)ds = vy [ el e s,
0 0

Entao,

t T
e+ 7 [ Nealiuds < € {100y = Puli + [ atas}, ve .71
0 0

Novamente, pela equivaléncia das normas,

t T
e o7 [ lealBuds < € {0 = Phulin + [ aas). vee ) (59
0 0
Agora, u — u. = u — [Iyu + e, entao

[ — uellorz) + VU (= ve)ollz2z) < llelliez) + VYlleallzzmz) + [lu — Dvufl ez,
+ VIl — vl ees)

< [lu — Onul ez + VVIlu = Dvull o) + lue — Dyl e + lu — Dvull g2,

+ llue = Pyorwellrez) + (1f = Pefllzaez) + 11f — Py-afllz2ez)

+ | H (w222 + 2llel| L~ (z2)-
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Por outro lado, de (5.59),

lellow < C { | = P2, + ( / Tg<s>ds> 1/2} |

Como o lado direito da desigualdade acima indepente de ¢, tomando o supremo essencial,

T 1/2
||6HL°°(L3,) < C{”(HN - PC)Uono,w + (/ 9(3)d5> } .
0

Assim,

HU - ucHLO"(L?ﬂ) + \/;”('LL - uc)xHLQ(L%J) S C- {HHNUO - uoHo,w + Hpc Uo — uoHo,w
+ [Ju = Hyull ez + llu = Myull 2y + lue = Dvuellzaez) + (1f = Pe fllzz@e)

+ Jug = Pyoqwelrzz) + 1 f = Py-1fllr2z) + ||H(U)||L2(L%u)}
em que

|u = Pyoyullpzz) + (1o = Py-1)(0u)z| 1222, b0 € R, b € Py

10 = P)Goll oz + (T — PGl — ) 2z
+|(Za = Pe)(buz) || 2(z2) + [[({a — Fo)[b(u — Inu)af r2r2)
+[[(Za = Pn—1)(bu)ollr2(22) + |(Ja — Py-1)(bot)[ £2(12),

| H (w)|| 222y =

ou seja, a desigualdade (5.44). O

Obteremos, agora, um dos resultados principais deste capitulo, provando o teorema de con-
vergéncia do método pseudo-espectral. Notamos que precisamos dos dados inicias f € L?(HZ ™)
e u, € HZ71(I) pois vamos utilizar as estimativas (3.15),(3.19) e (5.15) para mostrarmos a con-

vergéncia.
Teorema 5.3.4 Para o > 1, sejam b, € W>>=(I), b € Wo=(I), u, € H'(I), f € L*(H5™),
we L®(HI YN LA(HY), uy € L*(HS™Y). Entdo, Ve > 0,

= te|| Lo (22)) + VIV | (U = we)a| 222

N7 . K(u,, f,u,u;), b, €R,bE Py,
<C (tor fut, ) ' (5.60)

N7 K (uo, f,u,us) + N%+E_"||u||L2(H5)), caso contrdrio.

em que

K (to, [ usue) = [[tollo—1,w + [ fll 2arg—1y + wll oo g1y + lull p2cmg-1) + llwell g2 g1y, (5.61)
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onde C' € uma constante que depende de T, €, ||bo||wee € ||b||wes.

Demonstragao. Para mostrarmos a convergéncia, usaremos o lema anterior com as estimativas
(3.15),(3.19) e (5.15). De fato, notamos que, para N > 1,

1 1 No-1 1 1\ 1,
— = — - — = — (1 + —— < — 277,
(N_l)a 1 No—1 (N_l)a 1 No—1 N —1 No—1

||u - UCHLOO(L%U) + \/; H(U - uc)m”LQ(L%J) < C{CINIUHuoHcrl,w + C2N170||uo‘|071,w

+ CIN'full 2arg) + CLN'7 el porg
+ CaN "l g1y + CoN U F g arg1)

# GVl + Bl
Para o termo R(u), primeiramente, sejam b, € R e b € P;. Por (5.45),

R(u) < C3(N = 1) |ul| r2(ag) + C3(N — 1) 7| (bu)o]| 1215
< CsN'|ul| z2arg) + Cs N ||bl oo ]| 12

Agora, para (5.46), como N > 1,

[(bou) — Pnv—1(bow)|| r2(22) < CsN 7 ||bousl| r2(r15) < Csl|bollwooe N7 ||ull 12(sg)-
||(bou) — PC(bOU)HLZ(L%)) S CQN_UHbOUHLZ(Hg) S CQ||bo||Wo,ooN1_g||u||L2(Hg)).

1L — Pe) ot — Ty))[l 22z < CoN =2 by — Tyu)l] o ppysove,
S CQN71/275‘|b0|ywl/2+E,OO Hu - HNUHLQ(H}U/HE)
< CoN 727 b [l 24eioe CLN Y2757 ]| 221

< Obollyr/zezce N7 ul| L2 2g)
Também,

(o) — P (bu)all 2y < CaN' 7l (bw)all g1y < Csllbllwese Nl 2,

1(bw)e = Pel(bu)a]l|z2(zg) < Callbllwese N' = lJull paggyg-1) < Callbllwese N'=7 |[ul| 2(rrg)-



1(1s = Pe)[b(u — Tyw)]all 2 () < CaN~274|[b(u — yuw)]ell 2 gg1/2+e
< CQN_l/Q_SHb(u - HNU)||L2(H3)/2+E)
< CZN71/275”bHW3/2+5,0001N7/4+(3/2)87UHU/HLQ(H’S'J)

< Obllwsszrece N ull 215,

)

ou seja, obtemos a estimativa de convergéncia do método pseudo-espectral (colocagao). O

94



Capitulo 6

Métodos de Chebyshev-espectral para

equacoes parabdlicas bidimensionais

Na primeira secao, apresentamos e discretizamos no espaco a equacao do calor sobre
Q% (0,T), em que Q = (—1,1)? e T > 0. O método pseudo-espectral é utilizado nos pontos de
Chebyshev-Gauss-Lobatto, e permitem alcancar alta precisao para funcoes suaves. Provamos
resultados de estabilidade incondicional e convergéncia nas normas dos espacos de Sobolev com
peso w (como feito no capitulo anterior). Estes resultados dependem do passo no tempo At,
do grau N do polinomio, o qual aproxima a solugao no espaco, e da regularidade da solucao.
Em seguida, discretizamos a equacao do calor completamente, ou seja, no espaco e no tempo.
Utilizamos o método de diferencas finitas tratando o termo difusivo de forma implicita, através
do método—6, com 1/2 < 6 < 1.

Na segunda secao, apresentamos a equacao de adveccao -difusao bidimensional, também
sobre  x (0,7). Novamente, o termo difusivo para avangar no tempo é tratado de forma
implicita via método-0, mas o termo advectivo é deixado de forma explicita. Analogamente,
como nas outras secoes, resultados de estabilidade sao obtidos. Para 6§ = 1, obtemos também

a convergencia do método de Chebyshev pseudo-espectral.

6.1 Equacao do calor

Seja Q@ = (—1,1)% Parawu, : Q@ — Re f: O x (0,T) — R, u, € L2(Q) e [ €

L*(0,T; L2 (Q)), consideremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira:

u—Au=f, em Qx(0,T)
u(z,t) =0, sobre 02 x (0,7T) (6.1)

u(u, 0) = u,(x) em €,

95
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em que A denota o operador Laplaciano. Definimos a forma bilinear sobre H] (2) como
a(u,v) = / Vu - V(vw)dr, Yu, v e H,(Q). (6.2)
Q

Proposigao 6.1.1 (i) Eziste uma constante positiva (3 tal que Vv € H, () e u € Hy(Q),

|a(u, V)] < B[Vullow - [VOllow- (6.3)
(i) Vv € H, ()
1 2
LIVl < ae,o). (6.4)
(11i) Existe ~y tal que
a(v,v) = v |vlly,, Vo€ H,, (6.5)

Demonstragao. (i) Continuidade da forma bilinear. Sejam u € Hy(Q) e v € H, ().
Afirmagao: Existe um ¢ > 0 tal que, Vv € H, ,(Q),

< 5 [[Vlfow- (6.6)

o,w

e

1 ow

De fato, temos que —

= 2; (W(x;))%, i =1,2, em que w(¢) = (1 —&)7V2 ¢ € (—=1,1) e

w(z) = w(x)w(xy), x € Q. Assim,

/1)2 1 ow 2wdx</v2(ﬁ)(x'))4wdx
Q wal’z - Q ‘ ’

para i = 1,2. Pelo lema (5.1.1), obtemos

/QUQ(w(xl))%)d:c:/UQw(azl)E’zD(a:Q)dx

Q

_ /l (z2) [ /I i (1,)° dxl] das
[ [(2) st d%] i

<af <§—£)2w(x1)w(x2)dx1dxz
(&)
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Analogamente para ¢ = 2. Entao,

va_ Q w 01
2

Vw
v_

N\

w

Low\'| g
w 0o war

Por outro lado,

Logo,

Vw

v—

3

< ||VUH0,w +

o,w o,w

< L+ V) Vollow = 3 [[Vollow-
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

V(vw) w di

w

a(u,v) = /QVU -V(vw) de = /QVU-
V(vw)

< [Vl - H

o,w

< BlIVullow - [[V]low-

(ii) Seja v € H, (). Como ow =z W(71)* W(72) € 2710 =
2

81‘1

Ty W(x2)? W(z1), segue

a(v,v) = / Vo - V(vw)dx = / Vo - (wVv +ovVw)de
0 0

:/Q(VU-VU)wdx—F/Q(VU-Vw)vdx

0 - . 0 . .
= ||V, +/Q {a—;}lxlw(a:l)?’w(xg)v + a—;;azzw(xg)?’w(a:l)v} dx

N 0 ~
— Vo2, + / () { / a—;vxlwm):’)dm} i,

+/Iw($1) { @v@w(xz)?)d@} day.

I 6172
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Pela igualdade (5.3) (demonstrada na prova do lema 5.1.1),
L[ 2y~ \5
a(v,v) = [|[VvlZ,, b w(xg) v (1 4 223) (21 )°dwy | day

L st [0+ o] i

3
> ||VU||g7w — Z/ (x2) [/212(1 +x%)ﬁ)(x1)5dx1] dxs
I I

_2/]@(3;1) UI 21 + 22)io(x )d.rg] dzy.

=%

Pelo lema 5.1.1,

(w0) 2 Vol = [l [ / (5—)w<>d] iz,
- fote | (g_;z)u@m] )
> 9l =3 [ [ () wteateninar,
_3 / / ( %2) 1) () dady
~Iveli. -3 [ [(5) +(§—)] i
= 19012, - 31902, = J1V2,

(iii) Coercividade da forma bilinear. Relembramos a desigualdade de Poincaré: existe a > 0,

tal que
[Vllow < allVollow, Yo € Hg (). (6.8)

Dela deduzimos a desigualdade (6.5). O

Consideremos a formulacao variacional de (6.1),

(u, ¢), +a(u, @) = (f,¢),, Vo € H, ,(Q). (6.9)

A equagao (6.9) tem solugao unica, pelo teorema de existéncia e unicidade do capitulo 4.
Ainda, a solugdo desta equagao pertence a L? (0,T; H, ,(€2)) N L™ (0,T; L2 (Q2)).
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6.1.1 Discretizacao espacial

Seja Py = Py x Py, em que Py é o espaco dos polinémios de grau menor ou igual a N
em uma varidvel. Além disso, definimos P} = {p € Py : p(z) =0 se xz € 0Q}.

A aproximacao pseudo-espectral do problema (6.1) consiste em: Vt € (0,7,

Encontrar U € C*(P%) tal que: (6.10)
U(xijaO) = uo(xij)> 0 S Z)] S N

I
em que z;; = (&,&;), & = cos (N , 0 <1< N. Neste capitulo, (&, w;)Y,, em que w, = wy =

T

2N
Chebyshev w. Relembramos que

e w; = %, sao os pontos e peso da féormula de integragao Gauss-Lobatto relativa ao peso de

N

| pOn©ds =Y pleus, Vo Pavs (6.12)

1 sy

Para o caso bidimensional, definimos o produto interno discreto da seguinte forma: dados

¢, : Q2 — R, com ¢, ¢ € C?(Q2),

N

(¢, ¢>N7w = Z (2ij) P (i) wiw;.

i.j=0
Se 1, ¢ : Q — R2 com ¢,1 € C°(€), definimos
N
(D, 0) 50 = > [(xy) - (@) waw;.

1,j=0

Usando a defini¢ao de produto interno discreto, podemos reescrever a equacao (6.11)

equivalentemente como:

<Ut’ ¢>N,w o <AU’ ¢>N,w - <f’ ¢>N,w’ v¢ € ]P)(])V <613>
U(0) = P.u,.

De uma simples aplicagao da férmula (6.12) resulta que, V¢ € P e p € Py,

w

(divp, o)y, = —<p, V(guw) >N’w. (6.14)
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De fato, integrando por partes,

(divp,6),y,, = mzo(div D) (47) s Jwsu; — /Q (div p)éw dz = — /Q b V(6w dz

:_/Qp.v(zw)wdx:—<p,v(jjw)> .

Definimos a forma bilinear discreta sobre P%; por

an (¥, ¢) = <w, V(¢w>> VU, € B (6.15)
N,w

w

Proposicao 6.1.2 A forma bilinear ay € continua e coerciva sobre IP%;

. Ou seja, existe uma
constante positiva & tal que

lan (¥, 0)| < ENVYnw - IVSlInw, ¥, ¢ € Py (6.16)
1
an(¢,9) = <IVol%.,, ¢ <Py (6.17)

~ . 10
Demonstracao. Sejam ¢, ¢ € P%. Como — d

w ox;
A € Py, se ¢ € P. Por (6.7), Vigw) € Py, Vo € P%. Pela desigualdade de Cauchy-
w

Schwarz, equivaléncia de normas e desigualdade (6.6), segue que

= 2;(w(x;))%, i = 1,2, temos que

an (6, 8)] < [V llx - HW‘”)

w

<2Vl - |V

N,w

<260 IVY|Inw - IVl N0

o,w

Agora, como ¢ € P}, implica que V¢ € Py_;. Portanto, por (3.3) e (6.4), temos que

an(6,6) = <V¢, WXM - <V¢, V(¢w)>w SAG V00 i

w

1 1
— [ Vo Viow)ds = a(6,0) = {IVol2, = {IV6lR.
Q

ou seja, a desigualdade (6.17).0

Através da definigao da forma bilinear ay, podemos reescrever a equagao (6.13) como

<Ut7¢>N’w+aN(U7 ¢) = <f7 ¢>N,w’ VQS S P?\ﬁ (618>

pois ay (U, ¢) = <Vu, v<3w) >N = —<div(Vu), ¢>N7w = —<Au,gb>N,w.
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Teorema 6.1.3 O problema pseudo-espectral semidiscreto (6.11) (ou (6.13), ou (6.18)) € estdvel,
ou seja,

10+ ([ IO, i) < {I!U(Oﬂlo,w av OB ) 1/2} (6.19)

Demonstracao. Escolhemos ¢ = U € P4, na equagao (6.18):

1/2

<Ut’ U>N,w + CLN(U, U) - <f’ U>N,w'
Agora, através da coercividade de a (6.17), temos que
1 2
<Ut’ U>N,w + ZHVUHN»U/ < <f’ U>N,w'

Entao, pelas desigualdades de Cauchy-Scharwz e algébrica,

d 2 1 2 2 2

E“UHN,U) + EHVU“N,w < “f”N,w + “UHN,w‘ (620)
Aplicando o lema de Gronwall 1.10.2 em (6.20), segue que

2 ' 2 1 2

01w < OO+ [ 11 = 5IVOIR] e s, e 0.7
0

T 1 t .
< 0O+ [ 11wdsh = 5 [ IV0R e ds, vee .11
0 o

Como a desigualdade acima é valida para todo ¢ € [0, 7], em particular, é vdlida para t =T,

1 T T
0Bt 5 [ IVO Rt < (IO + [ 17 R s}

Portanto, pela desigualdade da raiz,

T 1/2
Ul < €7 {HU(@HN,w ([ 1) }

1 /T 1/2 T 1/2
(5 [ I90Bwat) < 0@t ([ 171as) b

Somando ambas as desigualdades acima e usando a equivaléncia de normas, obtemos (6.19). O
Para auxiliar na anélise de convergéncia, no capitulo anterior, introduzimos o operador
Iy e demonstramos a estimativa (5.15) para o caso unidimensional. Agora, demonstraremos

tal estimativa para o caso geral (d > 1).
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Proposigao 6.1.4 Sejam 0 < pu<o,0>1,ve HZ N H}

o,w’

N#=7 p <1
o~ Txolle < C-fleflo-{ (6.21)
N##=277 > 1.

Demonstragao. Para demonstrar (5.21) para d > 1, introduzimos o operador Iy, : C®(Q) —
HI(=1,1) x C>®(Q),i=1,...,d, por

1" (7, 1) = (a0 (@, 2Ly -1 = _inf [[0'(G2:) = @(@) g1y, V9 € L, (6.22)
eP3 (—1,1)

em que v (7, 2;) = v(y1, Y2, Ty, Yn_1). Parai = 1,....d e um fixo § € Q;, por (5.21),

temos que
10 (5, 2:) = (M 0) (G, )|y 1) < C - NN (G, @) |g-11), Yo € C%0 > 1. (6.23)
E, entao,

<Ui(g, ) — (T ) (5, 7:1), g0> — 0, Vo € %, (6.24)

HL(~1,1)
Por (6.24) e diferenciagao sob o sinal da integral, temos que

0 - - 0
Oy, =y, — | £ 1. 2
Oz, o N’laxj’ ser7t (6:25)

De fato, diferenciando (6.24) com relacao a z;,

o' 0 ~ .
<g7x1)790> = <_(HN,iv)l(g7$i)790>
<8xj HL(—1,1) dz; Hi(-1,1)

_ <(HN§7) @ xz->,so>

H&)(_l»l)

Afirmagao 1: Se v € C°, temos
v =y 0llw < ON" ||, i=1,...,d, ¢ > 1. (6.26)

De fato, parai =1,...,d, por (5.15), segue que

~ ~ w .
/Q(v —Tly,v)?wdr < /Q l|lv — HNJ-UH%%(_M)EOZ% < C (JJv]lguw - N* )2' (6.27)
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Desta forma, ainda por (5.15),

2
/ (ai (v — l:[NJv)) wdr < C(||v]|gs - N'77)2 (6.28)
Q i

Para j # i, por (6.25), segue que

2

0 - )2 / ov -~ Ov w
—(v — Iy, wdr < —_— = i —dx;
/Q (8%( i ) Q; axj N 3xj L2(-1,1) w;
2
<c (' i N) < C (Jlollug - N7’ (6.29)
81‘] Hg)—l w

em que na penultima desigualdade, usamos (5.23). Entao, somando (6.27), (6.28) e (6.29) com
j=1,...,dej#1i, obtemos a desigualdade (6.26). Agora, introduzimos o operador

ﬁ}(\[:ﬁN,l'---'ﬁN,i'---'ﬁN,d

para demonstrar que (5.15) é vélida para d > 1. De fato, faremos a demonstracao via indugao
matematica sobre d. Para d = 1, é exatamente (5.15). Para d > 1, se v € C5° e pela defini¢ao

de Ily, segue que

HU — HNUHl,w S HU — ﬁ*NvHLw S H(’U — ﬁNJ’U) — ﬁN,Q oLt ﬁN,d(” — ﬂN,lv)Hl,w

+|v — ﬁN,l?JHLw + [|v — ﬁN,z Tl ﬁN,dUHl,w-
Agora, obtemos (5.15) via hipétese de indugao e (5.15) para d = 1, isto é,
lv =Ty vl < €+ N0 ]l

Como C$° é denso em H., obtemos (5.15) para d > 1. O

Como feito no capitulo anterior, definimos

Ey(v,¢) = <v, ¢>N7w — <v,¢>w, Yo, ¢ € C°(Q).
Entao, analogamente como demonstramos (5.43), obtemos
|Ew(v, @) < Cs{{lv = Py1vllow + [0 = Pevllow} - [0llow, Vo € Py. (6.30)
Pelas estimativas (3.19) e (3.15), deduzimos que

|Ew(v,9)] < CaN"7[vllo - |9llow, o> 1,V € Py, (6.31)
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De fato, Vo € Py e 0 > 1,

|Ew(v, )] < Cs{[lv = Pv-10|ow + [[v = Pevlow} - |9ll0w
< C3{CN|vlle + CrN~7 0]l } - [¢llow
< C’4]\7_0”“”0 : ||¢||ow

Lema 6.1.5 FEuziste uma constante positiva C tal que

Viow)

w

‘Ew (VHNU, )‘ < CsN "[0]|orao - [V |0, (6.32)

para qualquer v € Holﬂu N HS com o > 1 e para qualquer ¢ € Py,.

Demonstragao. Na prova da continuidade da forma bilinear a, mostramos que

3

<0 ||VUllow, Vv € Hj’w.

o,w

Também, como z — P.z = 0, quando z € Py, da desigualdade (6.30), segue que
|Ew(z,9)] < Csllz = Pyoazllow - 1¥llow: V2,0 € P (6.33)

Portanto, por (6.33) e observagoes acima, temos que

‘ B, (van, %‘”)‘ < Oy | VIt — Pyt (Iyo) o -

w

' V(¢w)

< §Cs||[VIINv — Pno1(ITnv) ||ow - [V |00
S (503 {HVU — PN,1VUHO,U, —+ H([d — PN,1)<VHN’U — VU)HO,U)}
NIVAllow (6.34)

Agora, aplicando as estimativas (3.15) e (6.21), com p =1, em (6.34),

V(pw)

w

E, <VHNU, > ‘ < 5C3 {CiN" |0l gaw + C1[ VNV = VU0 } - VO 00

<003 {CINI_U”UHU,w + OlC?Nl_UHUHmw} : ||v¢||o,w
< Cs Nl_a””“mw : HVQSHO,UH

obtemos a desigualdade (6.32). O

Teorema 6.1.6 (Convergéncia) Sejam u(t) € HZ(Q), para 0 < t < T, u, € HIY(Q) e

u, € L2(HZ™') com o > 2. Entdo, existe uma constante positiva K, independente de N, tal
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que

1/2
[u(t) = U(t) o + (/HVu— (). ) Sk“ﬂ”“ﬂmw$n+mﬂnmw)

+HuAu_mﬂ+uuunu@} (6.35)

Demonstracao. Seja u(t) = [Iyu(t) para qualquer ¢ > 0. Entao, @ satisfaz a equagao variaci-

onal:

<I~Lt, ¢>N,w + aN(ﬂ’a (b) = <at — Uy, ¢>w + Ew(atv ¢) + a/N<a7 ¢) - (I(ﬂ,, ¢) + <f7 ¢>w’ v¢ S P?V
(6.36)

De fato, pela equagao (6.9) e usando as defini¢oes dos operadores Py e Iy,

<Ut, ¢>N +an (@, ) = <Ut, > - <'L~Lt> ¢> + <at7 ¢> + an (@, ¢)
= E, (Ut, + <Ut, ¢> + aN ¢) + a(u Cb) ( 7¢) + <Ut> ¢>w - <Ut, ¢>w
= E ut, +<f, ¢> +<Ut — U, > —CL(U, ¢) —|—CLN(ﬂ, ¢)

Agora, Vt > 0, p(t) = u(t) — U(t). Comparando as equagoes (6.18) e (6.36), deduzimos
que, V¢ € Py,

<Pt» ¢>N7w +an(p, ¢) = <@t — Uy, ¢>w + By (e, @) + an(a, ¢) — a(t, ¢) — Ey(f, d). (6.37)

Vamos estimar os diferentes termos do lado direito da equagao (6.37).
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, estimativa (6.21) e lembrando que o operador 1y

comuta com o operador de diferenciacao em relagao ao tempo,

[t — e, )| < N = illoww - [|9llonw = [(Tnw)e — wellow = [Mntur — o
S CQNlig“utHafl,w : ||¢||o,w- (638>

Por hipétese o > 2, entdo 0 — 1 > 1. Da desigualdade (6.31), segue que
[Ew(f &) < CaN | Fllo—1, - 16llo- (6.39)

Além disso,

| B (e, §)| < CoN'7 flullo—1 - [|6]]ow- (6.40)
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De fato, por (6.31),

| Ew(iie, 8)] < CaN~C Vgl o1, - [|6]low
< CNI (Iyvue — wello—10 + tiello—1,0) - 1|6 llow
< C4N_(U_1)||ut”0—l,w : ”¢||ow + O4N_(U_1)||HNU7€ - utHU—Lw : ||¢||ow

Agora, aplicando a estimativa (6.21), com gy =0 —1>1e 6 = 20 — 3; e em seguida, através

do teorema 1.5.7, pois 20 — 3 > 0 — 1, tendo em vista que o > 2, segue que

B, 8)] < CoN™O D g1+ [@lloas + CaN =D - N2 =3-Co Dy g,
< CUN"Nugllo1 - [[llosw + CaN "V - Clluallo 1.
< C6N1_U||ut||a—1,w ’ ||¢||o7w~

Finalmente,

lan (@, ¢) — a(a, 9)| = ‘Ew (W" V(zw))'

< GN' " ullow - 1VEllow- (6.41)

A desigualdade acima segue do lema 6.1.5, pois

(Va) - V(ow) dz

an(it, 8) — a(i, ¢)| = <va,

| (Vi) - (</5w)wd ’
- <va, Viow) w—<va,M>w

w

= |Ey (Vﬂ,
< CsN'ullow - [VYllow
Agora, escolhendo ¢ = p € P}, Vt > 0, na equacao (6.37),
(Pt P) o T an (P, p) = (e = i, p), + By, p) + an (i, p) — a(@, p) = Eu(f, p)-

Pelas desigualdades (6.17) e (6.38)-(6.41) e observando que

2C5N" " ||ullow - IV llow < (205N |Jullow)® + IIVpllow,
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obtemos,

d 1 Y Y
ol + 51Vl w < 20N lugllo—10 - llplloaw + 206N [futello—1 - |0
dt 2

—o —o 1
+ 20N [ fllo1 - Nlpllow + 2Cs N7 fullo)® + 21V llg.0-
Entao, através da desigualdade algébrica e equivaléncia de normas,
d 1 Y
%Ilpll?v,w + ZIIVPII?v,w < CENPO IRy + el + 20} + ol
Aplicando o lema de Gronwall 1.10.2 na desigualdade acima, obtemos
2 L[ 2 T 2
Pl + 5 i IVo(s)[[5.wds < € § lp(0) I
T
) B 1 A e R P
Como p(0) = P.u,—xu,, segue das estimativas (6.21), (3.19), e pela equivaléncia das normas,

P Nw X P ow — cUo — LUNUp||low > NUo — Uo||o,w cUo — Uol|o,w
10(0)[| 7.0 < 2[|p(0)]] 2[| Peu — Tnto| o, < 2|11 low + 2/ P I
S 202N1_U”u0||a—1,w + 2C~’N1_Ul|uo||a—l,w S CNI_UHUOHO'—L’UJ'

Portanto,

1 s
o0+ 5 [ 19PN s < EN] ol LW, + Tl + el |

Agora, pela desigualdade da raiz
1ollow < ONI-“{nuona_Lw gy + el g, + ||u||a,w}

1 t 1/2 s
3 ([ 1900Ewds) < N flllamsi + Uy + Tz + Nl

Agora, pela desigualdade triangular e estimativa (6.21),

“u(t) - U(t)Ho,w < u(t) — HNU(t)“o,w + HPHO,w
< CQNl_UHuHmw

T CNI-G{uuoum,w e L Hul\w}

< z%zv“{nuoum 1 gzt + Ml g, + Hul!a,w} (6.42)
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Analogamente, Vu — VU = Vu — V(Ilyu) + p,

IVu = VU5, < 2|Vu = V(Ixu)lg, + 2 Vlls, < 2lu —yulli, +2[VollZ,
< N u|lZ, + VoI

Integrando de 0 a ¢,
t t
/ IV — VU2 yds < CN?*0-) u2, + / IVpI12 s
0 0
< c{nuona_l,w 1 ez, + el +||u||a,w} (6.43)

ou seja, somando (6.42) e (6.43), obtemos (6.35). O

6.1.2 Discretizacao completa pelo método-6

A aproximacao semidiscreta (6.11) de (6.1) conduz a um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias na varidvel temporal. Podemos resolver este sistema numericamente utilizando o
método de diferencas finitas. Esquemas implicitos para avancar no tempo serao considerados

através do método-6, com & < 6 < 1, pois esquemas explicitos nos conduziriam a fortes

2
restrigoes sobre o passo no tempo. Observamos que para § = 1/2, obtemos o método conhecido
como Crank-Nicolson.

Consideramos a seguinte aproximacao completa de (6.1): Para todo k£ > 0, encontrar

Ukl € P, tal que

UM (i5) — U ()
At
U(zij) = uo(zyj), 0<i,j <N

— AU (i) = f§ (), 1<d,j <N -1 (6.44)

Aqui, usamos a notagio ¢! = 0¢* 4 (1 — )¢*. Também, supomos que existe M inteiro tal

que MAt=T.

Teorema 6.1.7 (Estabilidade incondicional) O esquema (6.44) € estdvel, a saber, para
qualquer N e qualquer At < 1/2, 1 <m < M,

1/2

m—1 1/2 m
U™ llow + (At > IIVUé““IIi,w) <2v2e” {HUOHiw + ALY ||f'“|!?v,w} . (645)
k=0 k=0

Demonstracao. Reescrevemos (6.44) na forma variacional:
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<Uk+1 _ Uk

N ,¢> +an(Ugt o) = (f5™, )y Vo € PR (6.46)
N,w

Escolhemos ¢ = Uy *! na equagao (6.46) e utilizando a coercividade de ay (6.17),

Ukt — Uk k+1 1 k4112 k+1 7rk+1
T7U9 +Z||VU9 ||N,w S <f9 7U9 >N,w'
N,w
Agora,
Uk+1 o Uk 1
,Uk+1> _ Uk+1 o Uk79Uk+1 4 (1 o 9>Uk
< At ’ N,w At< >N,w

1
= LIV R + = 20) UL UR) = (L= O)IT* 1 }-
Além disso, pela a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a algébrica,

<9fk+1 +(1— 9)fk76Uk+1 +(1— G)Uk>N,w _ 02<fk+17 Uk+1>N,w 11— Q)<fk+17 Uk>N,w
+6(1 — (9)<fk, Uk+1>N’w +(1- 9)2<fk, Uk>N’w
< O F v - 1T v + 01 = O v 1T v
+ 0L = O f v 1T v + @ = 02 v - 1T v

02 62 0(1—0)

< TP+ SO R+ S (U s + 10413,0)
o(1 — 0) (1-6)2
O 0 e+ 10130 + S (4 B+ 10418

0 0 0 0
= S+ I B + g7 + S 10 R

1 1
S = O B + 510 — 01T B

1 0 1
U v = 175 150) + I 1w + 5 (0 R = 1081 3w) + 510w

N D

Logo, temos

1 1
A LU R + (L= 200U U5 g, = (A= O UM R} + ZIVU 2

0

1 1
U 1w = 175 150) + S 1w + 5 (T R = 105 1R) + 51U R

<
- 2

N D

Ainda, podemos minorar o termo que estd entre chaves do lado esquerdo da desigualdade

1
acima por 3 {IU 3.0 = 1U*| 3} De fato, como 1 <6 < 1, temos que (1 —26) < 0. Por
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Cauchy-Schwarz e, em seguida, a desigualdade algébrica,

(UL U v S N0 v - 10 v < 278 (10518 + 105 ) -

Multiplicando por (1 — 26), temos que
(1 =20) (U UMY = (1 =20)27" ([U* % + 1T 7)) -
Assim,

OIU* N + (1= 20)(US, U5 = (1= 0T
> | U R + (1= 20270 (10 R 0 + 10 IR ) = (1= ONT

TR IR

2 2

Logo, como 0 < 1,

ow —

At
(T = 10 R} + S VUGG < A IR = 1 1) + AR
+ AL ([T R = 1U*R ) + AU
< A{[IF R 1T IR

Somando a desigualdade acima de k = 0 até m — 1, com At < 1/2,

At m—1 m—1 m—1
10" e = 10N+ 5 DNV R < ALY P R + A8 Y UM R
k=0 k=0 k=0

=AY 1 fF IR+ ALY IUFR
k=1 k=1

S ALY | + A NUFR
k=0 k=0

m—1

D MU+ ALT™
k=0

< ALY | fFlR, + At
k=0

m m—1
1 m
<A N + AL IUH R + LG RS
k=0 k=0

Logo,

m—1

m m—1
1™ R < 200 1R + 288> 1 R0 = A D IVUFH R+ 248 D> U* 15
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Aplicando o lema de Gronwall discreto 1.10.3 (a primeira parte) na desigualdade acima, obtemos

m m—1
U™ 130 < <2||U°|I?v,w +2At) ||fk||?v,w> exp (Z(%t))

k=0 s=0
m—2 m—1
=AY VU R [T 1+ 288 — At VORI,
k=0 T=k+1
m—1
Como H (1+2At) = (1 +2AH)™ "2 > 1, segue que
T=k+1

m—1 1/2

1/2 m
U™ || v + (At > IIVUe’““H?v,w) < \/5{\|U“||?v,w +ALY ||f’“||?v,w} el
k=0 k=0

m 1/2
gm{||U0||3,w+AtZ||f'f||%v,w}
k=0

ou seja, obtemos a desigualdade (6.45). O

Observagao 6.1.1 Quando f = 0, a norma da solu¢ao de (6.44) nao cresce no tempo, pois,

por (6.46), temos

gttt —u* k+1 k+1 rrk+1 1 k+1)2 k|2
0= <T’U9Jr > +an (Ut U > §(HU 15w = 1U N )
N,w

portanto, 043 < |U° 3, Vi > 0.

No teorema abaixo, provaremos a convergencia da solucao aproximada U para a solucao
u de (6.9). Como notacio, para qualquer funcao ¢ = ¢(t), ¢* significa ¢(t*), em que t* = k- At,
k> 0.

Teorema 6.1.8 (Convergéncia) FEziste uma constante C > 0, independente de N e At, e

fungoes Ky(u) e Ko(u) tais que
Ju™ —U™|2,, < e4TC{K1(u)N2(1_U) + Kg(u)(At)"(e)}, 1<m< M, (6.47)

1
em que n(1/2) =4 en(d) =2, se§<9§1.

Demonstracao. Novamente, seja u = [Iyu, Vi > 0, e relembramos que @ satisfaz a equacao

(6.36). Multiplicamos a equacao (6.36) por € no tempo t = tk*1 e, depois, por (1 — ) no tempo
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t = t*. Em seguida, somamos ambas, ou seja
) ) b

00", @)y + (L= (s, 0)y, + O an (@, 6) + (1= 0) an (", 9)
9<uf“ ’““,¢> +(1— )@ — b, ¢),
+0E, (4, ¢) + (1 - )E (ut,¢>+6a (@, ) + (1= 0) an(i", ¢)
—0a(@*,¢) — (1 0)a@",¢) +(f**",0) + (1= 0)(f". ),

Seja ek = U* — 4%, subtraindo a equacio acima da equagao (6.46), temos, V¢ € P%;,

Uk+1_Uk
(Far0) = (@6) g+ anlef o) =6 (R6)+ (1= ) (R0 (049

em que, Vk > 0e ¢ € PY,

(R.6) = Bulf*, 6) — Bu(i,¢) — (i — u")0,8) — B, (w W“’)) (6.49)

w

De fato,

k+1 k
<¥’¢> _ <( k:+1 ¢>N + aN(ek-‘rl )
N,w

=0, 6) g, + (1= 0)(£,0),, — [0(aE =, 0), + (1 - )ik —uk,0),,
+0E,(u k:+1’¢) +(1-0)E, (ut,¢)+9aN( k+1’¢) (1 Q)aN(ﬂk,@

— Qa(@*,¢) — (1= 0)a(@®, ¢) + 0(f . 0), + (1= 0){f* ¢,
= 0((41,6) = (1400, — (= 0),
— Bl 6) — ax(@*, 6) + (@, ¢>)
1—0(<f’€> — (f5,), — Bu(iit, 9)
(i~ 6, — ax(t, ) +alit. o))
R N L)

e 9){Ew(f’“, )= (= ot 0}, ~ Eutif o) - £ (i, L0
= 0(RM 6) + (1 - 0)(RF, ¢), Vo € Py,

ou seja, obtemos a equagao (6.48).
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Definimos, V& > 0,
Ry & Wk
e¥(a) = (Tt)g (6.50)

Afirmacao 1: Se u € C*(0,T;L?(f)), entao

tk+1

1
ek (a) = Kt/ {(1 — O t" + 0tF — s} iy, ds, Yk > 0. (6.51)

Provaremos a afirmacao usando a férmula de Taylor com o resto na forma integral. Ou seja,

tk+1

" =y + AtaF + / Ty () (" — ) ds.
t

k

Entao,
s P N LA
A = X /k Ty () (T — 5) ds. (6.52)
t
Novamente, aplicando a formula de Taylor,
tk:+1 tk+1
artt = a4 /k Ty () (t*T! — 8)° ds = af + /k Uy (s)ds (6.53)
t t
Substituindo (6.52) e (6.53) em (6.50), temos
okt _ gk Lan Sy thtl
6’“(1]):T—9ﬂf+1—(1—9)11f: A7 —Qut 9/ iy (s)ds — (1 — 0) aF
,&k—i—l _ ak thtl
= — 0 7 d
A ak — /k Uy () ds
1 tk+l tk+1
= E (/ /att( )(thrl dS — At6 Utt )
tk
1 thtl th+1
=X Ty (8)(tFT — s — O At) d z—/ Ty (8) (1" + At — s — O At) ds
k
ttk+1

=L s = 0t 1ot — s)ds,
At

a ultima igualdade é conseqiiéncia de:
OtF + (1 — " — s =0tF + (1 = 0)(t" + At) —s =" + (1 — O)At — s,

o que demonstra a afirmacao 1.



Entao, de (6.51), temos
tk+l

(@) g/ G (s)|ds Yk > 0.
t

k

Afirmacdao 2: Se 0 =1/2 e a e C3(0,T;L2(9)), entao
1 tk+l
i) = 5 / (10— $) (% — ) fig(5) ds

tk

Novamente, usaremos a formula de Taylor com resto integral.

At g
G = At + Sk + / Tals) i gy2 g
Entao,
. k1
Uk-l-l — uk B ak _ gak i t uttt(s) (tk+1 3)2 ds
At Eo2 AL S 2!
Também,
tk+1
ﬂf“ = fbf + At ﬂft + / {Lttt(5> (tk+1 - S) ds
tk
Substituindo (6.56) e (6.57) em (6.50),
~k+l _ ok
k(zy o 4 T U Lok | ok
e®(a) = A 3 (a;*! + ay)
ﬂk+1 . ak 1 tk+l .
=——F; "3 {uf + Atk + /tk Ty (8) (T — 5) ds + uf}
aktl — gk R 1 3 thtl
=— W 3 {At ark + /k Ty (8) (7T — 5) ds]
t

114

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

At 1 "G At 1
=gk + / e (tk+1 _ 3)2 ds — _aft _ 5/ ﬂttt(s)(tk+1 — s)ds
t

2 AL S 2

1 thrl

=351 |, (7T — )2 — At (5T — )] e () ds
1 gt

- o /t (t1 = $)[(H+1 — ) — AL () ds
1 e k+1 k ~

- o /t (t5 = $)(t* — 5) T(s) ds,

o que demonstra a afirmacao 2.
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Entao, por (6.55), temos

tk+l

At .
" (@)] < ?/ |ttt ()] ds. (6.58)
tk
At2 tk-l—l +tk
De fato, seja g(s) = (t**1—s)(s—t*). O valor maximo de g é —» due ocorre em s* = —
Assim,
tk+1
(0] < 2At/ PH = )t = )| ials) ds
tk+1
S 2At (tk+1 )(S —t ) |/&ttt(s)| ds
1A At U
S E /;k 4 ’uttt( )l ds < ? " ’uttt(5)| ds.

Observagao 6.1.2 A afirmagao 2 sé é vdlida para § = 1/2. Para 1/2 < 0 < 1, expandimos
na formula de Taylor @ e @, e, como feito acima, substituimos a expansao em (6.50). Contudo,

para estes valores de 0, o termo @¥, ndo se anula, como no caso de 6 = 1/2.

De (6.48) e (6.50), segue que, V¢ € P4,

_ekﬂ — e k+1 _ /pk+l )k
A ) tanle o) =(RyT0) = (@), 0) (6.59)
N,w
De fato,
okt _ ok Bl sk4l\  (rrk sk
< - —e ’¢>N7w+aN(elg+1’¢) _ <(U (v A)t (U"—a )>¢>N’w+“N<€’5H’¢>
B Uk+1 Uk akJrl . fbk -
_< At 7(b>Nw_<T’¢>Nw"’_aN(eeJr @)

u

_ << k+17¢>Nw+<Rk+1 ¢>+ 1-0 <R/€ ¢> <~k%t~k’¢>
= (B, 0) = (@), )y,

Escolhemos ¢ = es*! na equagdo (6.59),

Mt —eb BHL kil EHL (ki1 k() okt
At » €p + aN(eg <R €y > - <8 (u)7 € >N,w'
N,w

Analogamente, como feito na prova do teorema 6.1.7, temos

1 1
a1 e = e} + IVl R < (RE ¥ = (5@ cb*) e (6:60)
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Vamos estimar o lado direito da desigualdade acima. Seja B(e, K1) = <Rk+1 ’5+1> —

(ek(a), ef™) v Utilizando as desigualdades (6.38)-(6.41), Cauchy—Schwarz e a equivaléncia

entre as normas continua e discreta, obtemos

B(elg—l—l) S ‘Ew(fk—l—l k+1 |+ ‘E fk k+1 |_|_ }E k—f—l k+1 }_’_ ‘E t7elg+1)‘

E, (VakJrl’ V(ef}“w)) (Vuk V( o w ))‘
w w
G, | G — a5 [ = a7 e,
< CAN' Moot - [les ™ ogw + CaN' f ¥l o1 - ||69+1||o,w
+ CoN'"Nuf oo - lleg™ llow + CeN' =7 lluf llo—1 - llef™ low
+ CsN b |, - IV b o + CsN 7 ub|5 - [ Vep™ o
+ CoN g oo - e ™ llow + CoaN' 7l llo—1 - lleg™ o

+ 2/ (@)l v - lleg™ o

+

Aplicando a desigualdade e-algébrica,

B<elg+1) SC 2(1 U){||fk+l||cr 1w+||fk||cr 1w+||ut+1||a 1w+ ||ut||a 1w

_ 1
+ 5., + ||uk+1||3-,w} + 1" @ + 1V 50 + ||€'“+1||ow

S C 2(1 J){”fk—HHa 1w + ||kaO' 1w + HU +1HO‘ 1w + ||Uf||(27_17w

“II5
o,w)

- 1 1 1
+lWt)17 + Huk“Hiw} @l + Z1Ves™ 160 + S, + 5 lle
em que a ultima desigualdade acima segue de

1 1
e 15 = 116" + (1= 6)e"|3,

4
1
< 7 (11" 150 + 201 = 0) e M low - lle¥lI5. + (1 = 0)2[le"]Z.,
1 1
< 7 U8 + 1 M G0 + MeM 15w + 1e150) < 5 (e HIzw + etlw) -
Seja St = [|f*12_1., + [ubll?_1, + ||u¥]2,. Substituindo a estimativa de B(ey™") em

(6.60), temos

At ~ i
€571 = B + S ITEE R, < 20N AT + S} 4 284 @)

At
+ S Ve 5 + Atlle G, + Atlet|Z.,,



Entao,

X Y30 — N30 < 20N DAL SF 4+ SFY 1+ 2A¢ |k (a)]3,.,

+ Atfle* 2, + Atlle |12

o,w?

Somando a desigualdade acima de k = 0 até m — 1, obtemos

m—1 m—1
le™ [0 = e ll3 < 20N ")Atz (St + 51 +2AtZ le® (@)1,
+ Z At 3, + Z Atlle™3.
< ACN?- "AtZS’“+2AtZ||e !Nw+2AtZ||ekHNw -|y ™13 -
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A justificativa para a ultima desigualdade é apresentada a seguir, onde usamos o fato que

At <1/2 ¢ |lellow < |lel|lnw-

3
L

b
Il

0
+ At([lel5 + e 6w + -+ lle™ HI5.)

=20t ([le" 50 + 1€%M15 0 + - + €™ 5.0) + Atllell5,, + Atlle™[[Z,

m—1

<20t Y M3, + Atlle™ 3, < 288 Y [le 1%, + —||€mHNw
= k=0

Portanto,

Aplicando o lema de Gronwall discreto 1.10.3 (segunda parte) e observando que

m—1
exp (Z 4At> = exp(4dmAt) < exp(4M At) = exp(4T'), obtemos que

k=0

m—1
At 2, + D Atller|3, = At(leM 2, + 1€ 15, + - + €™ 2

m—1

le™ 13 = 2€°I < CLN?0 ”)Aizsk +4Atz e (@)1 v, +4Atz eI

e <e4T{c - 0>At25k+4AtZH€ s + 2] HM}

+[le™ |15,

(6.61)

1
Agora, notamos que ||e¥(@)]|| . < 2[/%(@) |- Se 0 = Y pelas desigualdades (6.58) e Cauchy-
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Schwarz,

k+1
t 1

2
A5 @)|By < 16]* @), = 16 / ( / T B s>attt<s>ds> wdz
’ ’ Q tk 2At

2 th+1 2

< (AZ) / (/ |qjttt(s)]d8> wdx
Q thk

2 tk+1 tk+1

< ( / |am<s>|2ds) - ( / ds) wids
4 Q tk tk
At)3 ¢t At)3 thtl 3
< ( 1 / /|uttt| wdzds < ( 4) /k ||uttt||(2;7w ds. (662)
ik

Entao, para 6 = -

(At (At (A
4AtZH5 )i < 1 el 2(rz) < 1 @t 22y < 1 Jueeellz2qm).  (6.63)

1
Da mesma forma, para 5 < 0 <1, mas agora utilizando a desigualdade (6.54),

4Atz €™ (@) 7. < 16(A? |72y < 16(AL) [dheel 72 (ary) < 16(AL) Jusel T2y (6.64)

Além disso, U° = P.u,, entao
1€l nw < 2[[€°]ow = 2| U° — IINtollow < CSN170‘|UO||071

Entéao, por (6.61)-(6.64), segue

le™ I3 < e

Cy N2 "AtZSk+CN2(1 Nto||2_1 (At)”(g)Kg(u)}

< €4T

CN (At25k+ o 17— 1w) +(At)"“’)Kz(U)}

Q A~

k=0
< M IONM I (u) + (A" Kg(u)}
< T {NQ(l_")f(l(u) +(AD® KQ(U)}

2 2 N ok i”uttt“Lz(Hl) se = %
em que Ki(u) = | ||uoll5_; + AtZSl , Ky(u) = b
k=0 16||utt||L2(H&)) se 1 < @ < 1.

en@)=4,se0=1/2; nl)=2,se1/2<6<1.
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Finalmente, usando as desigualdades (6.21) e triangular,

lu™ = U™ 150 < 2™ = a™)5.0 + 2[le™ 5.
< TC{K (w)N* ) + Koy (u) (A1)}

em que Ki(u) = K; + |Ju™||? O

o—1lw:*

6.2 Equacao Adveccao-Difusao

Sejam b = b(z,t) uma fungao vetorial, b € C*([0,T]; C*°(Q2)) uma funcio de classe C?,
u, € L2 (), f € L*(0,T; L2 (Q)), v um nimero real positivo e T > 0. Consideremos a seguinte

equacao de adveccao-difusao transiente:

ur — v Au+ div(bu) = f, em Q x (0,T) (6.65)
u(z,t) =0, sobre 002 x (0,7)

u(z,0) = u,(x), em Q

em que u, : {2 — R é uma funcao inicial dada.

No capitulo anterior, analisamos uma aproximacao semidiscreta, em uma dimensao, para
a equacao evolucao de advecgao-difusao baseada no método de colocacao de Chebyshev. Nesta
secao, apresentaremos uma aproximagao discreta completa, ou seja, no tempo e no espago,
usando o método-6, com % < 6 < 1, para o termo difusivo, enquanto o termo advectivo é
tratado de forma explicita.

Este tipo de aproximagao apresenta algumas vantagens. Primeiramente, ela é incondi-
cionalmente estavel, como provaremos no teorema a seguir. Além disso, em qualquer nivel
temporal, o sistema a ser resolvido possui a mesma matriz, o que permite uma fatoracao con-
veniente. Além disso, o termo advectivo pode ser eficientemente calculado pela técnica de

derivada pseudo-espectral, via transformada rapida de Fourier.

6.2.1 Discretizacao completa da equagao de adveccao-difusao

Para 0 € [1/2, 1], fixo, e qualquer nivel de tempo t**! = (k + 1)At, procuramos por uma

fungao U € P}, tal que

Uk+1 _ Uk
At
U0<xij) - uo(xij)a 0 S Z7j S N.

— v AU + div(Iy(bFU*)) = f5t em a; 1<i,j < N —1 (6.66)

O método de diferenciagao pseudo-espectral é usado em (6.66) para calcular o termo advec-
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tivo. Este método consiste em trocar a funcao pelo seu interpolante nos pontos de Chebyshev,
antes de obter as derivadas.

Na forma variacional, a equagao (6.66) é equivalente a: V¢ € P%;,
Uttt —ut k+1 : ke Tk k+1
¢ +van (U™, ¢) + (div(In(0°U%), ¢) o = (f50) y (6.67)
N,w

Novamente, supomos que existe M inteiro tal que MAt =T.

Teorema 6.2.1 (Estabilidade Incondicional) Para qualquer At < 1 e N, existem constan-

tes A e C, independentes de At e N, tais que

AT co& 2
0 < 0 (27 {||UO||?V,w+;Atguféfn?v,w} ClEmM (669

Demonstracio. Escolhemos ¢ = UF™ € P4, na equagio (6.67).
Denotamos por B, o méximo valor de |b| em © x [0,T]. Notamos que, pela identidade

(6.14), a desigualdade de Cauchy-Schwarz e equivaléncia de normas, segue

5, | 00 Y|
v Nw w Nyw
k+1

< 2B, |U* |y HM
w o,w

Pelas desigualdades (6.6) e e-algébrica, com € = 2/v,

[(div(Iy (0 U), UF) | < 20B0* v VU

83252 v
——U*|[3 0 + gHVUgHHiw

Agora, usando novamente a equivaléncia de normas, as desigualdades de Poincaré (6.8) e e-

algébrica, com € = 2/v,

LU s S 15 v~ 105 v < 2055 - U5

8a? v
<20l f5 v - VUG o < _||f0k+1||Nw gIIVUé““IIiw

Assim, pela coercividade de ay (6.17), argumentos andlogos aos usados na prova do teorema

6.1.7 e desigualdades acima, deduzimos que:

8a?

8B24*
A

1%
(I e =10 ) + (= § = §) IV o < =500 v+

1
2At
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Sejam A = 16B26* e C' = 16a*. Somando de k = 0 até m — 1, implica

. . C m A m—1
U™ 1% < NU°I 0 + ;Atz 1751 + At D NU*R (6.69)

k=1 k=0

A desigualdade (6.68) segue aplicando o lema de Gronwall discreto 1.10.3 (segunda parte) em
(6.69). O

Observagao 6.2.1 Na desigualdade (6.68) temos que, para um coeficiente de viscosidade fixo
v >0, o esquema (6.66) € incondicionalmente estdvel. Isto resulta do fato que para qualquer
escolha de N ou At, a norma discreta de U™ é limitada por uma constante K(1/v), a qual
independe de N ou At.

Claramente, K(1/v) — o0, se v — 0. Entdo, (6.68) fica sem sentido em tal caso. Isto
¢ razodvel, pois se v =0, o problema (6.65) torna-se mal-posto e o esquema numérico (6.66) é

incondicionalmente instdvel.

Teorema 6.2.2 (Convergéncia) Assumimos que At € suficientemente pequeno, u, € H ™! e
f € H3™1. Entao, a solugio de (6.66), com 0 = 1, converge para a solugdao do problema (6.65).

Isto €, existem constante positivas A e C', independentes de N e At, tais que

A
[u™ = U™|2., < Cexp ( T) {IG (A + KNP 1 <m <M (6.70)

v
em que

Ky = |l oy + At Y llufl, + (A0 [ull 2z,
k=0

T
+ At max ||uk||§w{m/ Iby|*ds + T max Ibf“lio}
1 . 0 0<k<m—1

0<k<m—

m
Ky = o]l -1+ D A5 -1 + 10 15+ gl ) -
k=0

Demonstragao. Seja (t) = [Iyu(t), Vt > 0. Para todo k > 0, a funcio @* = a(t*) € P4 ¢ a

solugao do seguinte problema, V ¢ € P%,

ak—i—l o ak
<A—t7¢> +rvay (@t ¢) = <fk+1,¢>w
N,w

— (div(b* M), ¢>w + o014+ 03+ 03 (6.71)
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onde o1, 09 € 03 sao definidas como:

”r = akJrl o ak B ~k+1 (b
At " N

<uk+1 k+17 > +E ( k+17¢)
o3 =U- {aN ~k+1 ¢) _ a(ukﬂ,qﬁ)}.

L—a

Yias k
De fato, seja D(¢) = <—,¢> +van (i, ¢)
At Now

Rl _ gk
D(¢) = <T _ ~k+1’¢> " <uk+1’¢>N,w (@ 8) + (@, 6)
Naw
+ vay (@t ¢)
= 0y + By (1) + (A — w1 6) 1 (W 6) +vay (@, 9)
=014 02 +vay(@,¢) —va(@, o) + va(@, o) + (i, O,
=01+ 09+ 03 — <div(bk+1uk“), ¢>w + <fl€+1 ¢>
+va(@*,¢) — (f1,0) + (din(buE), ¢) 4 (ubth )
= 014 02 + 03 — (div(b* ) @)+ (FF 8
+ )+ va(uttt, ¢) + (div(bETut ), ¢) (g
= 01 + 0 + 03 — (div (B, ¢) 4 (£ 6)

a ultima igualdade segue do fato que u*™! é solucao exata da equacdo de adveccao-difusao.

Agora, seja e* = 4% — U*. Subtraindo e equagao (6.71) da equacio (6.67), temos

okl _ ok
<T,¢> +vay(e™, ¢) ZU@, Vo € Py (6.72)
N,w

em que

04 = _Ew(fk+17 ¢)
o5 = <dZ'U(IN(kak)), ¢>N7w . <div(bk+lUk+1), ¢>w

A seguir, escolhemos ¢ = e*! e estimaremos separadamente cada termo do lado direito da
equagao (6.72).
Pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e algébrica, definigao (6.50) (com 6 = 1), temos

_ 1
1] < [le™ (@) 1o+ €™ v < H€ (@5 + 51 s k20, (6.73)
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As desigualdades (6.38) e (6.40), com t = t*, implicam

o] < |(ay ™ —uf ™ ) | 4 | B (T M) (6.74)
(02+06>N1 N o1, - 15 o
1~ s 1
50 R+ 2H 2, k>0 (6.75)

Além disso, pelas desigualdades (6.41) e algébrica,

V k+1
|os| = ‘Ew (Vfc’““, Ve w) w)> (6.76)
w
S C5leo||uk+1HU’w . Hvek+1Ho,w
< CENPI M2 ) 4 ve™ [ Ve, k>0, (6.77)

4ue*

em que €* é um dado nimero real positivo a ser determinado posteriormente. Também, através

das desigualdades (6.39) e algébrica,

o4l = [Eu(f, D] < N lomr - 1 o
L

- 1
< SINH PR+ Sl

k> 0. (6.78)

o,w’

Finalmente, estimaremos o termo mais dificil, o5. Para isso, primeiramente observamos que

<dZU kak)) k+1>N’w_<dZ’v<bk+1uk+1), ek+1>w
_ <dZ’U IN kak:))’€k+1>N7w+<diU[bk’+1(uk‘ - Uk+1)],€k+1>w

+ {div[p" (@ — u*)], ek+1>w—<div(bk+1ﬂk), ety L k> 0. (6.79)

w

Integrando por partes e através da definicao de E,,, obtemos que
k41
—(div(bF1ah), ey = <b’“+1a’“ V(e w) w>>
w ’ w "

<b/€+1 ~k V( k+1 )> E (bk—‘,—l ~k V( k+1 ))7 kZO
N,w

w w

Além disso, pelas identidades (6.14) e (3.16), temos que

w

— _<bk:Uk V(ek+1w)> )
N,w

w

{(div(In(b*U")), ’“+1>N’w—<[N(ka’“),w>Nw
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Portanto, substituindo os dois termos encontrados acima em (6.79), somando e diminuindo o
eF )

\%
termo <bk1’lk, ( > , resulta que
w N,w

o5 = <dZU[bk+1(Uk . U,k+1>], €k+1>w+<div[bk+l(,ﬁk . uk)L ek+1>w
B, (bk+1ﬂk’ V(ek+lw)> 4 <bk€k’ V(ek+l)w>
w w Now
k41
+ <(b’“+1 — bh)a*, M> . k>0 (6.80)
w N,w
Vamos estimar cada termo da equacao (6.80). Primeiro, integrando por partes, através da
defini¢ao (6.50) (com u ao invés de @), por (6.51), desigualdades (6.6), triangular e algébrica,

obtemos

|<dw[bk+1(uk — Wt ek+1>w| _

<bk+1(uk _ uk—i—l)’ V(ek+1w)>

w

V(ek—i-lw)

S Bo”uk - uk—H”o,w :
w

< AtSB, || (1) + ufH  low - [V o
< AtSB, (|| (@)oo + 1 o) - [V o

1
< o B (A0 (I (W) 3 + i ™ 15) + w2 IVETE (6.81)

Agora, das desigualdades (6.21) e algébrica,

1 1
[(diobH (@ — )], ) | < SCRBNA DR, + e 2 (6.:82)

2 o,w’

em que B; é uma constante positiva, a qual depende do valor maximo da primeira derivada de

b em Q x [0,T]. Agora, pelas desigualdades algébrica e (6.32), segue

‘Ew (bk"'lﬂk’ V(€k+1w)) ‘ _ ‘Ew ({/2 bEHL . V(ek+1w)> ‘
w

w

< BoCs N ||[t¥]| g - [VE |00
1
4pe*

< —C2BIN* M ||k |, + ve [ VT2, (6.83)

Além disso, através da equivaléncia de normas e desigualdade (6.6),

k+1
<bk€k" M> < 2B,||e*||nw -
w N,w

V ek—f—l w
‘g < 2B,/ v - [IVE o

o,w

1
< — Bod|leM |y, + vt Ve Z (6.84)

— pe*
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€k+1u0

Finalmente, como € Py, pois e**! € P4, pela equivaléncia de normas, desigualdades

w
(6.6), Cauchy-Schwarz e algébrica, segue que

k41 k41
'<(bk+1 bk, V(e w)> < 9||(bF*t — bk)ﬁkHN,w ) H V(e Hw
w N,w w o,w
< 20[|(0" = b )i || - [|VEH o
52 . .
< IbH = bR, + v VTR, (6385)

Agora, pela desigualdade (6.17), equivaléncia de normas e resultados prévios (6.73) -

(6.85), deduzimos que,

5
1 v 7
o (1 3, = elldn) + SNV R, < S 0 < 5ue TR, + ek 2,

i=1
Co 1 Cho
+ 7||6k||§,w + §II>S (@), + —(At) (135 0 + N @112 )

. 1
+ Oy N3 ’{HUf“HJ v FIFE ;(Iluk“lli,w+||uk||3,w)+||u"”||3,w}

+ Cra| (" = bR, (6.86)

Por outro lado, temos que

tk+l
[bFH — bF2 < 2(At)? {/ by |2 ds + \bf+1|§o} : (6.87)
tk
De fato, através da defini¢ao (6.50),
bk+1 _ bk:
e*(b) = ——— — bFL,

At

Entao, pelas desigualdades (6.54) e Cauchy-Schwarz, resulta que

‘karl _ bk|2 _ ‘At gk (b) +bk+1)’io
< 2(A1)?|eF(b) 2, + 2(At)?2 b2,

5

k1 2

( / |btt|oods> LB,
tht1

{/ bul2.ds + [bEH2 }
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Além disso, temos que

m—1

Aty [|(0* = bhat |,

k=0
3 k|2 2 1 k+1)2
< JE—
C13(At) Ogr&ax_l {Hu ||17w [/0 |byt|Z ds + i rkn<ax_1 by ™| ]} (6.88)

De fato, pela definicao de produto interno discreto, equivaléncia de normas e desigualdade

(6.21), segue que

m—1 m—1 N
ALY ([ = bhatR, = At {Z (b1 — R bk)ﬂ’“](%j)wiwg}
k=0 k=0 =1
m— N
<A Z {Z [bFHE — bk|§o(ﬂk(%))2wiwa‘}
k= 4,j=1
-1 m—1
< A DA — DM Jlat IR, < 248 ) - BRE a7,
k=0 k=0
m—1
<AAt ) b= DR (et = TIvul 3, + [luf(17.,)
k=0
m—1
<4At )y [pM = bR (CINTuR L, + N3 )
k=0
m—1
<At ) [P -DPRACT + 1),
k=0
m—1
< Ci3At Z [bFHt — bk|io||uk||%w
k=0

Agora, por (6.87), obtemos (6.88).
Escolhemos e* < 55 e somamos de 0 até (m — 1) em (6.86),

m—1 m—1
m o vAtL
le™ 3w = llelnw + —— Z IVer R, < QN Z IVer R + TAt Z ™12 0

,2C
+2At—ZH6’“|| +At2||€ Wi + (A1) 10Z{H uy G+l ()50}

m—1

#2002 S 1

k=0

1
+ — (5 + 1 15.) + Hu’“Hi,w}

m—1

+2CAt Y [|(b* = bhak|3,
k=0
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Logo, por (6.64) e (6.88),

m—1
le™ 1 < el + 7AL D [l I7 +2At—z €115, + (A8 lluae| 2y
k=0
ClO -
+(At) ||utt||L2(L2 +2 At Z
k=0
20 AtNQl o) — k+1 k+1 l k+1)12 k|12 k|12
+200 Z et oms + IS+ — (e IG + efl5,0) + 15
k=0

<k<m-—1

T
T
3 k|2 2 - k+1)2
+2C12C13(At) Ogr,ggg_l{llu (" UO [beeloods + 77 | max  [b, |OOH~

Logo,
1™ 3 < el + 61<At>2{uuuuiw A oz + DS b2
k=0
k12 4 2 T k 112
- +
v 1 ([ ults 5 e bt ||
+02N2<”>Z(Hut“ua . r|ukr|3,w)
k=0
m—1 C m—1
k+12 ~9 k2
F7AEY 2, + a2 S e,
k=0 k=0
Sejam,

Kz = [Juu 221y + Atz g |12 + (A luse]| 722,
k=0

T
A T
111 ik 2 il bi+1|2
+ togkga,ff_l {HU ||1,w (/o |bu | ds + N 0<I]?<aX 2 )]}

RN 3| (AP TR R PN
k=0
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Entao,
le™ 2,0 < lle™ 3w < Cr- (AD? - Ky + Co - N2070 - Ky + [|e°[[3,

m—1 m—1
C
+TALY [, + 288 ]2,
k=0

k=0
< Cy-(At)? Ky + Co,N?U=9) . K,

v

m—1 C m—1
HTALY 2, 280> (|2,
k=0 k=0

em que K, = K, + ||u0||(2,_1’w.
Entao, para At suficientemente pequeno, aplicando o lema de Gronwall discreto 1.10.3 na
desigualdade acima e, pela desigualdade triangular ||[u™ — U0 < ||u™ — @™ |0 + [|€™] 0.

obtemos a estimativa de convergéncia (6.70). O

Observagao 6.2.2 Se § = 1/2 em (6.66), para alcancgar precisao de sequnda ordem no tempo,
um método de avancar no tempo de sequnda ordem deveria ser usado para o termo advectivo
também. Para este propdsito, o método de Adams-Bashforth de dois niveis € freqientemente

utilizado.

6.3 Aplicacao numérica
Seja
w(z,y,t) =sin[(1+z)(1 —z)] * (e — 1) xe? (6.89)

Diferenciando em relacao a t, duas vezes em relagao a x e a y, encontramos a equacao diferencial

que u tem por solucao.

A equagao numérica a resolver serd (6.44):

URt (@) — U ()
At
U’(xij) = uo(zy5), 0<14,5 <N

— AU (@y) = fit(zy), 1<i,j<N-1

Na tabela abaixo, apresentamos a evolucao do maximo erro entre a solu¢ao aproximada

e a solugao exata.

N| 6 At | Erro || - || | Ntimero de condigao.
4105 (1-e—3 6.3e-3 1.01
05|1-e—=3 2.9e-5 1.21
1605 |1-e—3 2.4e-8 4.21
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SoluASAEo da EquaASAEo do Calor
N=4, the = 0.5,dt=1e-3

Figura 6.1: N=4, 0 =0.5, At =e —3

SoluASAEo da EquaA§AEo do Calor
N=8, dt=1e-3, the=0.5

Figura 6.2: N=8, 0 =05, At=¢—3

SoluASAEo da EquaASA£o do Calor
N=16, the=0.5, di=1e-3

M -1

Figura 6.3: N=16,0 = 0.5, At =¢ —3

Na tabela abaixo, apresentamos, novamente, o erro entre a solugao aproximada e a solugao

exata, mas agora com o passo no tempo de segunda ordem.



N| 6 At | Erro || - || | Ntimero de condigao.
4105 (1-e—2 6.3e-3 1.16
05 |1-e—2 2.7e-5 3.10

16 |05 |1-e—2 2.4e-6 32.45
32105 |1-e—2 2.4e-6 495.91
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Observamos que nao ha diferenca apreciavel no erro quando passamos de N = 16 para N = 32.

Isso se deve ao fato que na variavel temporal nao temos convergéncia espectral.



Consideracoes finais

e Ressaltamos a importancia das estimativas 6timas dos operadores de projecao e inter-
polacao para a andlise e obtencao das estimativas de estabilidade e convergéncia. A andlise
semi-discreta do método Chebyshev-pseudo-espectral, realizada neste trabalho, é um caso par-
ticular da teoria apresentada em [6], pagina 353, secao 10.5. No entanto, a teoria em [6] nao
apresenta a taxa explicita de convergéncia que obtivemos no trabalho.

e Para a equagao do calor, discretizada com relagao ao espaco, quando a solucao exata
u(t) € HI(Q), uy € L*(HS1(Q)), condigao inicial u, e forgante f pertencem a HZ (),
sendo HZ(2) um espaco de Sobolev de ordem alta, o erro entre a solugdo exata e a solugao
aproximada decai a zero com taxa N'7, em que N é o parametro de discretizacao espacial.
Para a discretizacao completa da equacao do calor, mostramos que em relacao ao espago a
taxa de convergéncia é espectral, enquanto que, com relacao ao tempo, a taxa é polinomial
(quadratica para 1/2 < # <1 e de quarta ordem para 6 = 1/2).

e As estimativas de estabilidade (5.8), (5.13), (6.19) e (6.1.7) dependem de T, ou seja,
do intervalo (0,7") finito que estd sendo considerado. Se T' — o0, tais estimativas perdem
o sentido. Xiang(2006), [30], apresenta uma alternativa para este problema. A técnica para
obter a estabilidade na norma H_ é, primeiramente, usar a desigualdade inversa (3.8) e uma
versao nao-linear do lema do Gronwall para obter uma estimativa inicial. Em seguida, adaptar
tal estimativa com o lema de Gronwall continuo 1.10.2 no intervalo [0, 7] e, depois, estender
este resultado para [0, 00) via indugdo matemética.

e A teoria apresentada é o alicerce de qualquer investigacao envolvendo métodos espectrais
para problemas parabdlicos.

e Na demonstracao de existéncia e unicidade de solugoes para equagoes diferenciais pa-
rabolicas poderiamos ter usado a abordagem de semigrupos. Ressaltamos, porém, que a escolha
do método de Faedo-Galerkin se deve a familiaridade do mesmo com o esquema espectral de
Galerkin.

e Neste trabalho, apresentamos a teoria Fourier-espectral com escopo limitado ao abso-

lutamente necessario a obtengao dos resultados referente aos métodos Chebyshev-espectrais.
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