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Resumo

Descritores o operadores que formam termos a partir deavais e brmulas de siste-
mas bgicos. Diversas teorias introduzem descritores para representar, em linguagens formais,
o artigo definido (¢a) e o artigo indefinido (ufama) das linguagens naturais. Entretanto, as
abordagens mais conhecida@onoferecem um tratamento para termos igubs. A bgica
LAR (Logic of Ambiguous Referenceriginalmente apresentada ém Buchsbbaum (2002), foi
proposta para representar adequadamente estassudastante comuns na mateica e na
linguagem cotidiana. LAR apresenta um modo diferenciado de tratar desgrigtrags da
associago de cada termo a uma cdegde objetos do universo de discurso, em opRasis
senanticas usuais, as quais associam cada termo @nisu objeto. Dessa forma, pode-se tra-
tar uniformemente descfies ufivocas, \acuas e aniguas. Outra caracfistica de destaque
0 conceito de abrar@ycia, o qual opera como uma igualdade unidirecional. Essas duas carac-
teristicas, descrio e abrangncia, permitem uma represeréagle conhecimento maisgxima
da pitica linglistica usual. Este trabalho apresenta um detalhamento de LAR, incluindo provas
dos resultados originais e algumas cobes; abm da apresentag de diversos exemplos. Por
fim, LAR &€ comparadas bgicas descritivas de Bertrand Russell, John Barkley Rosser e David

Hilbert.



Abstract

Description operators make terms from variables and formulas of logical systems. Se-
veral theories introduce description operators to represent, in formal languages, the definite
article (the) and the indefinite article/ém) of natural languages. However, the known appro-
aches do not féer a treatment for ambiguous terms. The logic LAR (Logic of Ambiguous
Reference), firstly presented |in Buchsbaum (2002), was proposed to represent suitably these
situations, which appear very often in mathematics and in everyday speech. LAR presents a
different way to treat descriptions, through the association of each term to a collection of ob-
jects of the universe of discourse, in opposition to usual semantics, which associate each term
to a single object. Thus, we can deal uniformly with univocal, vacuous and ambiguous des-
criptions. Another remarkable feature of LAR is the concept of comprising, which behaves as
an unidirectional equality. These two features, description and comprising, allow a knowledge
representation closer to usual linguistic practice. This work presents LAR in detail, including
the proof of original results and some corrections, besides a presentation of many examples. Fi-
nally, a comparison between LAR and the description logics of Bertrand Russell, John Barkley

Rosser and David Hilbert is accomplished.



Capitulo 1

Introduc ao

O interesse na constr@g de sistemas que apresentem comportamento inteligente, simu-
lando o pensamento humano, vem de longa data. Desde as rudimerdgresas de calcular
ate os primeiros computadores, a humanidade vivia um misto de ad@mieaespanto com a
possibilidade de ver aguinas pensando e agindo racionalmente. Desd@® entdesenvolvi-

mento da Inteli@ncia Artificial (IA) passou por diversas etapas, entre progressos e desepc

NasUltimas cecadas, esta \&® nistica se dissolveu. O computador deixou de ser uma
maquina herrética e passou a ser uma ferramenta décieg e entretenimento. O interesse
em |A cresce com a possibilidade de apli@ag comerciais gticas. Junta-se a isso a téndia

de sistemas de informag processareman apenas informaQ, mas conhecimento.

Em geral, um sistema inteligente envolve processos de agojsepresentap e manipu-
lacao de conhecimento. Represefdiagle Conhecimento (RC &R - Knowledge Representa-
tion) & definida como o estudo de como o conhecimento sobre o mundo pode ser representado e
gue tipos de racidnio podem realizados sobre este conhecimento (CIRL,/2005). Os conceitos
de represent@p de conhecimento e processos de ragiocio centrais para toda&ea de
IA (RUSSELL; NORVIGC, 2004), constituindo-se em uma das principaéas de pesquisa da
Inteligéncia Artificial Simidlica (IAS) (BITTENCOURT| 2006).

Existem diversos @&todos de representsg de conhecimento, baseados em metodolo-
gias diferentes e comiveis de complexidade e sofistiédistintos. Destacam-se as redes
senmanticas, quadros, regras de prodlogfatos, ontologias, roteirosdripty e a Logica. Se-

gundo Bittencoult| (2006), “em termos de represdibagrande parte da comunidade de IA



tem prefeéncia por uma representagna forma de uma linguagem sialica como a bgica,
constitida de um conjunto derebolos e de um conjunto de refsgs entre essesnsbolos”.

Em uma das linhas de IA, defendida por McCarthy, procura-se desenvolugi@alpara que
esta se aproxime tanto quanto gusekda capacidade humana de raciocinar e representar co-
nhecimento| (BARRETO, 2001). Esta adedaada Logica como formalismo de represergéac

de conhecimento pré&m de sua natureza essencialmente declarativa.

A Logicdl] € uma céncia que se presta ao estudo de certas estruturas abstratas, encon-
trando aplicages nas mais diversaseas do conhecimento, tais como méaigoa, filosofia,
tecnologia e @ncias empicas. Na computdp, por exemplo, seus conceitos aplicam-samal
da represent@p de conheciment@s areas de programag, prova autoitica de teoremas,
projeto e verificago de hardware, especifiéa;formal, prova de corrép de programas e es-

tudos sobre complexidade e computabilidade.

Uma das atribuiges da lbgica, certamente a mais difundidap estudo das inféncias
validas, isteg, aquelas onde a concitssea verdadeira sempre que as premissas o forem. Po-
demos assim deduzir um vasto volume de conhecimento a partir démero relativamente
pequeno de fatos ou lopeses explicitamente estabelecidas. Diferentemente das linguagens na-
turais, as linguagens para adica devem ser suficientemente estruturadas de modo a permitir
a expresdo do conhecimento de forma exata e iflggoa. Tais linguagens, ditastificiais ou
formais possuem pelo menos duas dinteesrelevantes para @gica: dimenao sinftica e di-
men&o senantica (CARRION; DA COSTA, 1988). A dimeéas sinftica, que define a sintaxe
|6gica da linguagem, trata das combides entreisnbolos pertencentes ao alfabeto da mesma,
sem levar em considerag o significado destegnsbolos. & a dimendo serantica considera os
objetos referenciados pelas combideg de Bnbolos da linguagem, juntamente com seus sig-
nificados. O uso destas linguagens rigica permite a expreds do conhecimento de forma
concisa e precisa e oferece um meio de raciocinar de modo rigoroso sobre asi€ncissq
deste conhecimentp (NISSANKE, 1999).

O sistema formal mais antigwatribido a Arisbteles, respor@vel por sistematizar um
conjunto de formas de argumerdacdenominadasilogismos os quais, supunha-se, captura-
vam todas as formas de racioio validas. Foi o estudo dessas leis do pensamento que ori-

ginou o que chamamos deégica. Entretanto, a silégtica aristotlica apresentava diversas

'Denominaremos “bgica” (com inicial maliscula) a disciplina cieffica, e “lbgica” (com inicial miriiscula)
um sistemadgico em particular.
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limitacbes. Uma delaé que os silogismos operam apenas sobre duas premissas, 0 que inviabi-
liza a represent@p de umaérie de raciomios mais complexos. &m disso, certas formas de
inferéncia utilizadas em matetica rao .0 capturadas adequadamente. Soma-se ainda o fato
de lidar apenas com objetos reais, chegando-se a resultados paradoxais casciasfeejam
executadas sobre objetos inexistentes (KRAUSE, [2005). Mesmo asshgica aristatlica
permaneceu quase inalterada durante 2000 anos, sendo apenas retransmitida comdasdificac
superficiais. Atualmente, a teoria dos silogismos tem apenag&nei@hisbrica, sendo que seu
contdido mais substancial foi incorporadateoria quantificacional (POGORZELSKI, 1994).
Tambkem se atribui a Arigiteles a elabor&@p dos tés prinépios que caracterizam a chamada
Logica chssica: gorincipio da nao-contradicdosegundo o qual umaifmula e sua negag

nao podem ambas serem verdadeiraprincipio do terceiro excluidoque diz que para qual-
qguer Brmula, ou ela ou sua negagé verdadeira; e principio da identidadeo qual afirma

gue uma brmula verdadeiré@ sempre verdadeira, e un@rula false& sempre falsa.

O desenvolvimento mateatico da logica comecou com George Boole e a chamada
l6gica proposicional Neste sistema, sentencadéraicas 80 representadas paingoolos, 0s
guais podem ser combinados a#avde conectivos, a fim de construir sentencas de complexi-
dade arbitaria. A chamad&.6gica modernaeve iricio com Gotlob Frege, o qual elaborou o
gue atualmenté conhecido comaealculo de predicadosu logica de primeira ordemincor-
porando adgica proposicional de Boole e estendendo a@nate predicado da teoria dos silo-

gismos para captar relacionamentos entre qualdgueero de elementos (NISSANKE, 1999).

Por volta do final doéculo XIX, a Logica passou a ser utilizada como base formal para
outros campos da maténica (BITTENCOURT/ 2006). De acordo cdm Carrion e da Costa
(1988), a bgica chssica atingiu sua forma quase definitiva com a &biracipia Mathematica
escrita por Russell e Whitehead (WHITEHEAD; RUSSELL, 1910). Nesta obra e em trabalhos
como o €lebre artig®dn DenotingRUSSELL | 1905), Russell ekg sua Teoria das Desdigs
Definidas. Descriges definidasa@o frases da forma “olmero par primo” ou “a maior cidade
da Terra”, as quais falam acerca de um objeto que possui determinada propriedade, sem no
entanto utilizar explicitamente um nome catulo para este objeto. Posteriormente, Hilbert
introduz um operador para formalizar desgesg indefinidas, ou seja, deséas da forma “um
numero par”, onde se fala acerca de um objeto dentre umadmtierelementos que possuem

um dado predicado, sem no entanto fazer gsfeia a um objeto espiico desta colego.
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Para formalizar frases descritivas ambito da dgica de primeira ordem, recorreu-se a
operadores capazes de formar termos a partibdadlas, os chamados descritoresviaios

(variable-binding term operatojs

Um descritor @ um operador que, ao ser aplicado a umaavatie uma érmula, pro-
duz um termo, tornando as ocencias livres da vaavel na brmula ligadas. Por exemplo, o
operador " produz um termo quando aplicado a un@arhulaP e uma varavel x, ligando as
ocoriéncias dex em seu escopd (HATCHER, 1982). O termo resultant&,P’, &€ chamado
de descricdo Em sua teoria, Russell (RUSSELL, 1905) introduz o descritor por daénic
contextual. Outras abordagens, como as de Rdsser (ROSSER, 1953) e de|Hilbert (HILBERT,;

BERNAYS, 1934), adotam o descritor como sinal primitivo da linguagem.

Russell emprega a letra gregé {iota) como descritor. Nesta teoria, desées 1@o
sao termos da linguagem, mas samblagens incompletas, as quais apenas possuem significado

guando ocorrem no contexto de unéarhula.

A lbgica chssica de descies formulada por Rossér (ROSSER, 1953) utiliza o descritor
“(” para representar o artigo definido/éd das linguagens naturais. Assim, o termg& P’
significa, intuitivamente, “0 objeta que satisfaz’”. Se existe um e somente um objeto
satisfazendd®, o termo ‘ix P’ denota tal objeto. Caso coatio, se mais de um ou nenhum
objeto satisfaz’, o termo ‘ix P’ pode ser considerado desiito de significado, ou pode ser
associado a um objeto fixo do universo de discurso, escolhido arbitrariamente para corresponder
atodas as descies deste tipo. No primeiro caso, temos uma desopgopria; ja no segundo,

a descri@oé ditaimpropria (ABAR| [1985).

Por outro lado, o descritors", conhecido comoimbolo de Hilbert,é empregado para
formalizar o artigo indefinido “uiuma”. Uma descrigo da forma £x P’ pode ser interpretada
como “um objetax que satisfa®”, e denota um objeto qualquer dentre agueles que satisfazem
propriedadd® (atraves de uma furp-escolha), ou um objeto fixo qualquer, caso nenhum objeto
satisfaca tal propriedade. Por este motive; € tami&m conhecido comdescritor indefinido
pois permite referenciar um objeto do diome, sem no entanto especificar de modo preciso que
objetoé esse. Assim, uma des@asomente sarimppria quando for &cua, ou seja, quando
nenhum objeto satisfaz a propriedade especificada pela mesma. Bourbaki empregalo s

7" como sinal primitivo da linguagem de sua v@esde ZF, com comportamento&dogo ao
“£” de Hilbert (BOURBAKI, 1966).



1.1 Justificativa

As logicas descritivas mencionadas anteriormeateaferecem um tratamento para a am-
biglidade. No entant® bastante comum encontrarmos sifies;na mateatica e na lingua-
gem natural, onde temos mais de um objeto satisfazendo determinada propriedade, e usualmente
empregamos um nome para referenciar um objeto qualquer destacoMg materatica, por
exemplo, denotamos uma primitiva da féaod (x) = 2x porfzx dx, apesar de haver mais de
uma primitiva para esta fuag. Similarmente, a teoria das categorias utiliza, em sua lingua-
gem, nomes que podem ter mais de um significado. Dizemos, por exemplo, que “o produto
cate@rico dea por b & isomorfo ao produto catégco deb por a’, embora em geral, existe
mais de um objeto que o produto catdfyico de dois objetos dados. Encontramos na literatura
diversas merfgesa preocupao em o empregar nomes amgoios (denotando mais de um

objeto) ou \acuos (denotando algo quamexiste).

Ao definir o conjunto vazio como “o conjunto qué&am coném membros”| Enderton
(1977) afirma que esta defi@ig atribui 0 nome @’ a um certo conjunto. Enfatiza ainda que,
para que tal defin#ip seja satisfatia,dois fatos devem ser assegurados:

(i) existe um conjunto queao coném membros (o que garantido pelédxioma do Conjunto
VazidP);
(i) nao pode haver mais de um conjunto qu® rconém membros (0 qué garantido pelo

Axioma da Extensionalidadf.

O autor justifica estas restéies afirmando que “dificuldadesgicas severas surgem da
introduo de smbolos quando@o ha objeto a ser nomeado, ou (ainda piorjratsolo nomeia

ambiguamente mais de um objeﬂ)”

Outro exemplcé dado pol Suppes (1972), o qual sustenta que, em raataynrao se
pode definir operdies com mais de um resultado, uma vez que isso acarreta paradoxos. O autor
cita a expres®o “xxy = Z',ondez> X A z> Yy, e “*”, neste contexto, representa um operador
binario. Observa-se guepode assumir qualquer valor, desde que seja maior do que os valores

dexey. Poderamos ter, como poBseis valores para a expréss 2«3 = 8,2+3 =9, 2«3 = 10,

2Empty Set Axiom: There is a set having no memt#Bs/x (x ¢ B) (ENDERTON/ 1977).
3Extensionality Axiom: If two sets have exactly the same members, then they are equal
YAVB(Vx(x € A & xe B) » A= B) (ENDERTON, 1977).
4“Severe logical dfficulties arise from introducing symbols when either there is no object for the symbol to
name, or (even worse) the symbol names ambiguously more than one {EREERTON, 1977) pg. 19.



etc., donde pode-se inferir que=89, por exemplo.

Na matenatica tradicional, termosao podem denotar mais de um objeto sem provocar
certas inconvegincias de not&p, devidoa inexiséncia da i@ia deigualdade unidirecional

gue permite substituies apenas em um sentido,drem ambos.

Vejamos o caso de uma integral indefinida. Dizemos que a&fugx) = x> + ¢ € uma
primitiva de f(x) = 2x, e denotamos este fato pof 5xdx = x> + ¢, para qualquec € R.
Terfiamos eréio, como posseis exemplares,

[axdx=x+1 e [2xdx=3+2.

Aigualdade, sendo uma rekgde equiva@ncia,g sinetrica, transitiva e reflexiva. Consi-
derando as propriedades de simetria e a transitividade, ten@saqungx® + 1 = X* + 2, donde
pode-se chegax conclugo erbnea de qua = 2. Tal fato decorre do uso inadequado do si-
nal de igualdade nesta siti#ax; poisYc € R (f 2xdx = X* + c) €, na verdade, uma abreviatura
para a expres®VYc € R (primitiva(x*> + ¢, 2X)), ou seja, 0 sinal =” na primeira express rao
desempenha o papel de um sinal predicativo que estabelece un&oreld#ge dois objetos
iguais, mas sim de uma abreviatura. Seria mais conveniente representar @osiciata ex-
posta por uma “semi-igualdade”, uma vez qﬁex dx = X* + 1 ndo implica necessariamente

quex’ +1 = fzx dx, se “=” denota, neste caso, a igualdade unidirecional.

As linguagens naturais, como por exemplanglia portuguesa, lidam com a aniligade
de uma forma praticamenteigia. Na linguagem informal, em muitos casos, um substantivo
precedido por um artigo indefinidouma refegncia amigua para qualquer objeto da cdaec
correspondente. Por exemplo, na frase “o produto de um inteiro @qaB’, a expreg® “um
inteiro” nao denota umimmero inteiro espéfico, masé uma refegncia amigua para qualquer
nimero dentre a col@p dos imeros inteiros, ist@, para qualquer membro do conjuZo
Tal expresgo e, portanto, um nome arguo para qualquerimmero inteiro. A afirmag@o “um
nimero inteiroeé um rumero real” pode significar, em certo sentido, que todos(msenos

inteiros §10 nMumeros reais.

Portanto, diferentemente das des@eis usualmente empregadas émgida, onde cada
descri@o denota uniinico objeto, nas linguagens naturais uma expepede estar associada
a uma colego de objetos. Entretanto, pelo menos quase toddggss, mondinicas ou Ao,
nao trabalham com a amiiglade, ou seja, com termos ou nomes denotando eventualmente

mais de um objeto.



1.2 Delimitagao do tema

Este trabalho apresenta un@ica para formalizar adequadamente sib@gccomo as
descritas acima, denominalddagic of Ambiguous Referene€AR. Esta bgicaé uma exterso
conservativa da dgica Quantificacional @bksica, acrescida de dois conceitos principdés-

cricdo e abrangéncia

Para adotar estas rigs em uma linguagem formal, definiremos em LAR um novo descri-
tor, com um comportamento diferente ddde Russell (WHITEHEAD; RUSSELL, 1910), do
“1” de Rosser (ROSSER, 1953) e dg ‘de Hilbert (HILBERT; BERNAYS|1934). As descri-
¢cOes aqui empregadas 8erassociadas a cofigs de objetos do universo de discurso, ou seja,
sero refeéncias amiguas para quaisquer objetos da catecorrespondente. Cada termo em
LAR ser associado semanticamente a uma éaleade objetos, do mesmo modo que nas lin-
guagens naturais, a expraesuma flor"é associada, muitas vezes;ole@o das flores, apesar
de, obviamente,ao significar esta col@p, e sim representar ambiguamente uma flor driptr
Se tal colego for vazia, dizemos que o terrdwacuq ou seja, um nome que&in denota nada.
Se, ao conério, a cole@o rao for vazia, o terme dito existencial Um termoexistencial
pode ainda semnivocq caso a coleio a ele associada seja um conjuntoanit eambiguo
caso tal colego possua mais de um elemento.i@tolo “ Y " sera adotado como operador de
descri@o. Uma descrio da forma x P’ € lida “umx tal queP”. Ressaltamos que um termo
em LAR rBoé a cole@o em si, e sing associada cole@o. Por exemplo,Tx leao(x)” naoé

a cole@o de todos os {Ees, mas a represenézamligua de um lao qualquer. Similarmente,

“YTx(x = X)” ndo representa a co&g de todas as coisas, mas apenas um objetoaibitr

Dados dois termos em LAR, de modo que o primé&rnoma descrio que compreende
mais objetos do que a segunda, representamgsaddade unidirecionakentre esses dois ter-
mos, denominadabrangénciapelo $mbolo “ =". A formularx inteiro(x) )} X primo(x)

e lida “um x tal quex & inteiroabrangeum x tal quex & primo” (ou, informalmente, “um
primo & um inteiro”), ou seja, a col@g associada #x inteiro(x) conem a coleg@o associada
arx primo(x), mas o inverso @ é verdadeiro (&0 podemos inferir dajue “um inteiroé um

primo”). Ou seja, abranger, em LAR,0 inverso de ser, hanlgua portuguesa.

A igualdade tradicional@o é adotada em LAR como conceito primitivo, mas definida a
partir da abrangncia. Set = u” e “u X t”, ou seja, quando dois termos abrangem um ao

outro, os mesmosae ditos iguais, e o sinal=” & empregado para representar esta adserg
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Podemos utilizar as @&las acima expostas para formalizar o exemplo dad¢ por Suppes

(1972): “xxy=2Z",ondez> X A 2>y, e “*” representa um operador tiro. Denotaremos

por “Yz(z> xAz>Yy)" (Ié-se “umztal quez & maior quex e z € maior quey”). Esta descrigo

esh associada ao conjunto de todos os valores maiorex gue ou seja,e uma refegncia
ambdgua para um valor arbério, dentre os posgis valores que pode assumir, sem no en-
tanto realizar uma escolha por um elemento particular, como seria 0 caso SeZIBHEINegs O
operador £”. A expresfo pode ser reescrita coma % y = Tz(z > XAz > y)’ﬂ Como
consegéncia, 2« 3 naoé igual a 8, e sim abrange 8. Temo$ gae 2« 3 =8, 2+« 3 =9, etc.,

mas rao se deriva que 8 9, por exemplo. Em outras palavras,tsg uet = v, nao se tem

necessariamente que-=v.

Uma forma de comutatividade do produto cétecp, em bgica chssica de primeira or-
dem, pode ser expressa poxVy(prod(x,a, b) A prodfy,a,b) — x =~ y), onde, neste con-
texto, prodé um sinal predicativo taidico. Em LAR, tal frase pode ser escrita de uma forma
bem mais simples: dxb ~ bxa’, onde “axb” denota, de uma forma arfdgua, qualquer
produto cate@rico dea por b. Ou seja, axb” &, na verdade, abreviatura para a degeric
“rxprod(x, a b)”. Ainda de acordo com esta notax:

e [2xdx = Tg(g e uma primitiva da furgo f(X) = 2x);
e Podemos expressar o fato de que a dogfx) = X*> + 1 € uma primitiva def (x) = 2x escre-

vendo “[ 2x dx )= g ou* [2x dx )= (3 + 1)dx";

Ou seja, LAR quebra um paradigma da natagnateratica, por permitir que termos
denotem mais de um objeto ao mesmo tempo, o que as linguagens naturais, pelo menos as mais

conhecidas, costumam fazer.

LAR apresenta regras para lidar com des@&amiguas e abraréncia, enriquecendo
a logica chssica e aumentando seu poder de expressividade. dgsta foi desenvolvida
para operar o mais pximo pos$vel da bgica chssica, embora naérinulas em que ocorrem
descri@es amiguas ou @cuas, apresente damcias como paracongsicia, paracompletude
e rao-reflexividade (para termos e pagarfiulas). Estas situaes sefio melhor detalhadas no

decorrer deste trabalho.

50 smbolo= se& empregado para defidigs.



1.3 Objetivo geral

Desenvolver, detalhar e verificar resultados referentes a dgieal que formalize ade-
guadamente desciies \acuas e aniguas, baseando-se na assdiage termos a colées de

objetos e na rel@p de igualdade unidirecional entre termos.

1.4 Objetivos espeificos

LAR foi proposta originalmente em Buchsbaum (2002), cujo aé@tororientador deste
trabalho. No artigo, uma expo8ig sucinta dadgicaé apresentada, englobando sua linguagem,
uma serantica e suas leis primitivas. Alguns teoremas eanunciados intuitivamente, sem uma
verificag@@o formal e precisa de sua validade. Com base nesta proposta original, este trabalho
busca:

e Apresentar de forma detalhada e aida as iéias, motivages e peculiaridades de LAR,
visto que esse assunto aindeorfoi objeto de estudo aprofundado. Assim, um dos objetivos
deste trabalhé servir como fonte de consulta para futuras pesquisas neste tema.

e Provar os teoremas enunciados/em Buchsbaum (2002).

e Modificar os enunciados de tais teoremas, quando os mesiogsuderam ser provados em
sua forma original.

e Elaborar resultados novos considerados releva@epresentes no artigo original.

e Comparar LAR com ahicas descritivas mais conhecidas.

1.5 Estrutura do trabalho

Este trabalho eatorganizado em c#plos, a saber:
e O Captulo 2 exe alguns conceitos fundamentais sobre sistedgisds, 0s quais s&o
empregados ao longo deste trabalho.
e No Captulo 3, apresentamos sucintamentetgica Equacional Glissica (LEC).
e O Captulo 4 apresenta algumasgicas com descritores, baseadas nos operadores propostos

por Russell, Rosser e Hilbert.
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e A Logica da Refé@ncia Ambgua (LAR)é apresentada no Cigydo 5. Alem de definir uma
linguagem, um &lculo de seijentes e uma seintica para LAR, diversos teorema@odor-
mulados e provados. Exemplos e contra-exemg@ogddaidos, quando julgamos nece&s

e No Captulo 6, faz-se uma aalise dos resultados obtidos e compara-sgyach LAR com as
demais bgicas descritivas vistas neste trabalho.

e Por fim, apresentamos a conéos algumas perspectivas de desenvolvimentos futuros deste
trabalho no Caipulo 7.



Capitulo 2

Sistemas logicos

A historia nos mostra que diversos desenvolvimentos de grandéneievem @ncia
da computago se deram associados ao desenvolvimento de sistégiagd. Como exemplo,
pode-se citar os estudos sobre decidibilidade de sistarga$, desenvolvidos por Turing,
Church, Gdel, entre outros, os quais levaram ao desenvolvimento dsoraes computabili-
dade. Para Malanovicz (2004), os sistent@gdos assemelham-se em muitos aspectos a siste-
mas de comput@p, pois possuem uma linguagem que permite expressar 0os objetos da sintaxe,
uma serantica e uma teoria da prova, a qualaesttimamente relacionada ao conceito de al-
goritmo em computap. Alem de sua impoéincia para a éncia da computap, o estudo de
sistemasdgicos tambm serve ao prdysito de fundamentar aplicdgs tecndlgicas decorren-

tes das pesquisas neéiaa.

Neste cafiulo esto reunidas diversas defibigs, pe-definiges, notages e converties
acerca de sistemaggicos, as quais fundamentam a forméladas demai$bicas apresentadas

neste trabaltid

Um sistema l6gicmu logica é constitido por umdinguagemou classe de linguagens

umateoriaassociada a estas linguagens.

Uma Iinguagen[’ﬂé o0 ambiente material no qual o sistema se manifesta, sendo definida em
duas etapas (BUCHSBAUM, 2006):

1As defini@es, notales e converies aqui apresentadas passam a valer para todas as dagicais tliscutidas
neste trabalho. As prdefinies referem-se a conceitos que podem variatbded paradgica, sendo eéb
consideradas definidas nesteitalp e reescritas de forma esffera para cadadgica, no caftulo correspondente,
guando necessio.

2Referimo-nos aqui a linguagens formais ou artificiais.
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e a escolha de um conjuntd@a vazio de sinaisdsicos, geralmente @ficos, o qual deno-
minamosalfabetao Os $mbolos pertencentes ao alfabefm£mpregados na constaacde
expresses ou samblagdﬂsa referida linguagem;

e a enunciago de uma colép de regras de formag, chamadagramaticada linguagem.
A gramatica permite distinguir quais combirtas de Bnbolos, dentre aquelas posss
na linguagem considerada, constituem exfressignificativas da mesma. Tais expoess
ou samblagens significativagstermos(nomes de objetos do universo de disc@sm

formulas(asserdes, na linguagem considerada, acerca de objetos do universo de discurso).

Uma teoria, por outro lado, permite avaliar, para uma dada linguagem, Quaislds
devem ser consideradas absoluta ou relativamente verdadeitagasdm quedb. Para isso,
deve-se definir umarelag de consdigncia entre coldies de drmulas e frmulas nestadlgica,
tarefa que pode ser realizada agsde uma das seguintes vias (BUCHSBAUM, 2006):
¢ \ia sintatica tem como base certos objetos formais iniciais, aos quais aplica regras para
obter novos objetos formais, a partir de uma lista daquéalebtidos. Nesta via enquadram-
se osCalculos Axiomaticosu Sistemas de HilberbsCalculos de SeqguientesosSistemas
de Deducéo Natural

¢ \ia semanticabaseia-se em uma cobag devalores veritativogou doninio veritativo), 0s
guais o Btulos representando diferentes graus de veracidade ou falsidade, e ura cole¢
de fun®es chamadamloracdesas quais associamrmulas a valores veritativos.

¢ \ia de automatizacaautiliza algoritmos que&m como entrada ségntes e como &a as
poss$veis respostas que avaliam cadaisate considerado. Osétodos de automatizag

usuais 8oResolucapTablése Sequientes de Gentzen

2.1 Linguagens para Sistemas agicos

Nesta sego, apresentamos algumas defieis sinhticas que séo empregadas no decor-

rer deste trabalho.

2.1.1 Defini@o. Um alfabetoé uma colego rio vazia de sinais.

3Utilizaremos a palavra “samblagem” como um@iimo para a expreae “cadeia de caracteres”.
4Um universo de discursé a cole&o de objetos associada a uma dada intergetpara um sistemadgico,
conforme sei detalhado na s&g[2.2.].
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Todas asdgicas abordadas neste trabalho admacomo base para suas linguagens, 0s

sinais de unalfabeto quantificacionadefinido a seguir.

2.1.2 Defini@o. Um alfabeto quantificacionatonem os seguintes sinais, mutuamente disjun-

tos dois a dois:

e Constantessao nomes de objetos, em geral definidos, do universo de discurso. Aaole¢
de constantes pode eventualmente ser vazia.

e Variaveis tamkem conhecidas comariaveis individuaisreferem-se a objetos, em geral in-
definidos, do universo de discurso. Adotamos aqui, com@weis, 0s sinais da lista infinita
“X,¥,2Z,W, X1, Y1, 21, W1, X2, Y2,Z2,Wo, ... .

¢ Sinais funcionais sao sinais que formam termos a partir de um ou mais termos. Se um
sinal funcional usa termos para formar um termo, dizemos quée aaridade deste sinal.

A colegao dos sinais funcionais de um alfabeto quantificacional pode ser vazia.

¢ Sinais predicativassao sinais que formandfmulas a partir de uma lista eventualmente vazia
de termos. Se um sinal predicativo ustermos para formar umaifmula, dizemos que &

a aridadedeste sinalLetras sentenciaisao sinais predicativos de aridade 0. Um alfabeto
guantificacional deve possuir pelo menos um sinal predicativo.

e Conectivos sao sinais que formanbfmulas a partir deGrmulas. Se um conectivo usa
formulas para formar umaifmula, dizemos queé aaridadedeste conectivo. Os conectivos
usualmente possuem aridade 1 ou 2. Um alfabeto quantificacional deve possuir pelo menos
um conectivo.

¢ Quantificadores sao sinais que formanbfmulas a partir de uma vasel e uma drmula.

Um alfabeto quantificacional deve possuir pelo menos um quantificador.

¢ Qualificadoresou Descritores sao sinais que formam termos a partir de umaaxaei e uma
formula. A cole@o dos qualificadores pode ser vazia.

e Sinais de pontuacaosao sinais auxiliares, como o [@atese de abertura “(", o gartese
de fechamento “)” e aiwgula “,”. Tém como propsito agrupar corretamente os sinais da

linguagem na constréap de expres€ees significativas.

2.1.3 Nota@o. De agora em diante, considerarergdsima bgica cujos alfabetosae quanti-

ficacionais.

2.1.4 Defini@o. Sejas um conectivo, um sinal funcional ou um sinal predicativo.s®®ssui
aridaden, dizemos ques € n-ario ou n-adica Ses possui uma das aridades 1, 2 ou 3aergé

tamkem chamado respectivamenterdenadico diadicoou triadico.
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2.1.5 Nota. Os alfabetos de todas asgicas consideradas neste trabalho adotacomo co-
nectivos primitivos, os conectivosatlicos “-»” (conectivo da implicago), “A” (conectivo da

conjun@o) e “v” (conectivo da disjungo), e o conectivo mauico “—=” (conectivo da negap),

estellltimo de escrita @-fixada.

2.1.6 Defini@o. Uma samblagenem £ €& uma segéncia finita de sinais (vazia olwaa) de

algum alfabeto de’.

2.1.7 Defini¢o. Termoseformulas em/ sdo certas samblagens efrsatisfazendo as@lisulas

abaixo:

¢ Uma constanté um termo eny, dito termo atdmicl

e Uma varavelé um termo eny’, dito termo atdmico

e Sef & um sinal funcional de aridadeem £ ety, ..., t, sAo termos ent, enfo f(t,...,t,)
€ um termo eny, dito termo funcional

e Sexéuma varvel em/L, P & uma brmula em/ e ® & um qualificador enL, enfo®x P é
um termo emZ, dito descricao

e Sepé um sinal predicativo de aridadem L et;, ..., t, 3o termos enL, en@iop(ty, ..., t,)
& uma brmula emZ, ditaformula atomicfl

e SePy,...,P,sao formulas emf e # & um conectivo de aridadeem £, enfio #P4, ..., Py)
€ uma brmula em/.

e Sexé uma vamavel em/, P & umabrmula em/ e ¥ & um quantificador enf, eno¥x P

€ uma brmula em/.

No caso de um sistemadico possuir diversas linguagens, suas @iigas i@o devem
atribuir tipos diferentes ao mesmo sinal. Por exemplo, um si@pode ser um conectivo em
uma linguagent.; paraZ e um sinal funcional em uma linguagemparaZ. Da mesma forma,
uma mesma samblagerampode ser um termo em uma linguagenparal e uma brmula em
uma linguageni, paraL. Por outro lado, as colées de constantes, sinais funcionais e sinais
predicativos, ditosinais nao logicospodem variar em diferentes linguagens para um sistema

l6gico.

2.1.8 Defini@o. Um designadorL &€ um termo en¥ ou uma brmula emLE].

SUm termo atdmica um termo que#o coném outros termos.

6Umaférmula atdmiceé uma brmula que &o possui suliirmulas.

"Utilizaremos a palavrdesignadomo sentido adotado por Shoenfield (1967), pg. 15@mo sentido intro-
duzido por Kripke, no qual esta palavra refere-se somente aos termos sindulares (BRANQUINHO; MURCHO,
2001).
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2.1.9 Defini@o. Umasubformula de uma formula ®uma subsd@ncia da samblagemque

tamkemeé uma brmula, ou seja, umafmula que ocorre ern.

2.1.10 Defini@o. Umaocorréncia de uma variavelm um designadd® uma ©pia espeifica

da mesma neste designador.

2.1.11 Notago. Adotaremos como conveag, em todo este trabalho, as seguintes eefgas
para as listas de letras abaixo, seguidas @o de plicas ou subdices, dada umabdtjica
L qualquer:

e a, b, c: referem-se a constantes;

e X v,z wW: referem-se a vaaveis;

e f, g, h: referem-se a sinais funcionais;

e p,q,r: referem-se a sinais predicativos;

e t,u,v: referem-se a termos efx

e P Q,R S: referem-se adrmulas em/;

e D, E,G: referem-se a designadores €&n

e I, ®: referem-se a colégs de brmulas em/;

Q: refere-se a uma colag de designadores e

2.1.12 Nota@o. A menos que o cordrio seja dito, adotaremos, em todo este trabalho, as
seguintes conveies:

e O dmbolo “#” refere-se a um dos conectivaos™ou “V".

e O dmbolo “¥” refere-se a um dos quantificadore& “ou “3".

VY, se¥ =1,
e Quando¥’ aparecer no mesmo contexto em §uer’ =
d, se¥ =V.

2.1.13 Defini@o. Em todas asdgicas deste trabalho, utilizaremos o conectiadaio “—”,

denominadaquivalénciao qualé definido a seguir:

e PeQ=((P->QAr(Q—P).

2.1.14. Convenges para escrita informal de termos edrmulas. Adotaremos, no restante
deste trabalho, as seguintes cond@g;para a escrita de termoséeniulas, sempre quein
houver margem para confus, a fim de evitar o uso excessivo degrdaeses (BUCHSBAUM,
2006):

e Se todos os conectivos maticos dadgica consideradeas de escrita @-fixada e #& um

conectivo moadico nestadgica, erdo notamos #) por #P.
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e Se # for um conectivo ddico, erdio notamos # Q) por (P#Q) e, se P#Q) nao estiver no
interior de outradrmula, eno notamosR# Q) por P#Q.

e Alista“e, —,{A, Vv}” fornece a ordem de prioridade para a sepanagm subdrmulas.

e Quando o conectivo da implicag se suceder em umarinula, a parentetizag impicita se
da da direita para a esquerda.

e Quando conectivos ddicos de mesmoivel hielarquico, exceto o conectivo da implicax;
se sucederem em umariula, a parentetizag impicita se é da esquerda para a direita.

e Sef &um sinal funcional maxdico de escrita grfixada, notamo$(t) por (ft). Quando (t)
nao estiver no interior de outro termo, podemos prescindir do seu par exterioEmtgsas.

e Sef & um sinal funcional maxdico de escritads-fixada, notamos(t) por (tf). Quando{f)
nao estiver no interior de outro termo, podemos prescindir do seu par exterioeegsas.

e Sef & um sinal funcional didico, notamod (t;, t;) por (t; f t;). Quando {; f t;) nao estiver
escrito como subtermo de outro termo, podemos prescindir do seu par exteriotle pes.

e Quando o mesmo sinal funcionaladico se suceder em um termo, podemos suprimir no
mesmo todos o0s pares internos deépéeses, considerando a parentefipagnpicita da
esquerda para a direita.

e Sep for um sinal predicativo @idico, enio notamo%(ts, t,) por t1pty) e, se {1pty) nao for

uma subbrmula de outradrmula, notamost{p t;) port;p t,.

2.1.15 Convengo. Em todo este trabalho, considerarésgue as vaéveis esio ordenadas de
acordo com a lista infinitaxX; y, z, w, X1, Y1, Z1, W1, X2, Y2, Z2, W», . ..". Chamaremos esta ordem
de eséndar.

2.2 Teorias de Sistemas tgicos

Todo sistemadgico possui uma teoria @pria, constrida a partir de suas linguagens,
a qual descreve a veracidade absoluta ou relativaatasufas de tal sistema, até&w de uma

relagio de consdigncia entre coldies de drmulas e drmulas.

O sinal F ", ou um de seus varianteg,usado, em &gica, para denotar a rekg de
consegéncia de uma dadagica. Dada umadica £, se a sua rel&p de consdigncia for de-
finida por uma via siréttica ou de automatizag, notamos, efib, esta reléip de consdiencia

por “ }7 "e se sua relaégo de consdencia for definida semanticamente, @t notamos por
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“ )? ”. As definigdes e notales a seguir referem-se tanto jg* "como a )?

2.2.1 Nota¢o. Pode-se ler I’ }7 P” de uma das seguintes maneiras:

e “Pé consefiénciadd em L”;
e “Pé L-conse@éncia dd™;

e “Péteoremad&em.L”;

e “I" acarreteP em.L”;

e “DeT, emL, afirma-seP”.

Desta forma, I' }7 P” significa que, se todas aérinulas pertencenteslaforem ver-
dadeiras ent’, P tamkem sea verdadeiro en. Em particular, s& for vazio, endo “0 }7 P”
expressa a veracidade absoluta”Rlem £. Do contério, ‘T }7 P’ expressa a veracidade

relativa deP em £, dependendo dg.

2.2.2 Defini@o. I" & L-trivial se, para todadrmulaP em £, T }f P. Caso contrio, I € dito

nao trivial em/L.

2.2.3 Nota@o.

=P = o} P.

o Pi....,Pif-P = (Pi,....P} | P

ILPI-Q = TU{P Q.

o I,o...TnPy..,P 7 Q = TLU...UTLU{P.,....P}|F Q

2.2.4 Definig@o. Um sequentem £ & um pakT’, P), ondel’ € uma colego de brmulas em/ e
P &€ uma brmula em£. Um esquemam L & uma colego de segentes de mesmo formato

em L. Os elementos de um esquema.€rsao chamados dexemplaresleste esquema.

2.2.5 Definigo. Umaaplicacdoem £ & um parZ, ), ondeX & uma lista finita de ségntes
em/L e & um segente emL. Os elementos de sdo ditoshipoteses da aplicacad®/ € dito a

conclusao da aplicacadJmaregraem £ & uma colego de aplicagies em/L.
2.2.6 Defini@o. Umalei em £ & um esquema e ou uma regra ent.

2.2.7 Defini@o. Um sediente(T’, P) & corretoem £ se existir uma demonstrag para ele no
referido @lculo. Este fat@ notado pof }7 P. Um esquema ditocorretoem £ se todos 0s

seus exemplares forem corretos €m

80s dmbolos |— e |= ", bem como outras ved@s dos mesmosas tamiém conhecidos como barras de
Frege [(WIKIPEDIA, 2007).
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2.2.8 Exemplos.
e Esquema da-Introdugo: P,Q }f PAQ.
e Um exemplar do Esquema daintrodu@o: p(x,y), d(z, w) }f p(x,y) A q(z, w).

2.2.9 Defini@o. Uma aplicacaoé ditacorretaem £ se a corrego emL de todas as suas
hipbteses implica na corrag de sua concla®. Umaregraé ditacorretaem £ se todas as suas
aplica@es forem corretas edf . Umalei € ditacorretaem £ se esta for um esquema correto

em.£ ou uma regra correta ef.

2.2.10 Exemplos.

[Pl Q

e RegradaDedwp: ——— -
THP-Q

e Uma aplicadéo da Regra da Dedag:

PO Y) bz azw)
7 p(x.y) = q(z.w)

2.2.1 Senanticas de Sistemas bgicos

Para asdgicas apresentadas neste trabalho, definiremos um objeto formal denominado
interpretaca@g o qual da significado a todos os sinais contidos na linguagem considerada. Uma
interpreta@o pode incluir, entre outros pdgsis objetos, uma colé@gp rao vazia, denominada
universo de discursgou simplesmenteiniversQ da interpretago, ummundoe umaatri-
buicdo para variaveis O universo de discurso cdmh todos os objetos do contexto em es-
tudo. Um mundo @ significado aos chamados sina@rbgicos: constantes, sinais funcionais
e sinais predicativos. Uma atrib@éig para vaéveis associa vaveis a objetos do universo de
discurso. Estes elementos, bem como a®esgle satisfatibilidade, validade e corigatria

senmantica em/ , sefo definidos a seguir.
2.2.11 Defini@o. Um universo de discursé uma colego rao vazia.

2.2.12 Defini@o. Um mundo wpara um universo de discurgoé uma funéo cujo dormio
€ uma colego de constantes, sinais funcionais e sinais predicativos, atendsrauintes
condiges:

e para cada constante= D(w), w(c) € A;

e para cada sinal funciondle D(w) de aridaden, w(f) & uma fun@o deA" emA,;

e para cada sinal predicatiybe D(w) de aridaden, w(p) < A".
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2.2.13 Defini@o. Dado um designaddd em £, dizemos quev € um mundo pard se o
dominio dew contiver todas as constantes, sinais funcionais e sinais predicativos que ocorrem

emD. Dizemos tambm quew € um mundo par& sew € um mundo para cada e Q.

2.2.14 Defini@o. Um termo (formulagdesignadoremum mundow & um termo (Grmulg de-

signador) cujas constantes, sinais funcionais e sinais predicati@osnestionmio dew.

2.2.15 Defini@o. SejaA um universo de discurso. Umgatribuigdo para vaéveiss & uma

funcao cujo dormio € a cole@o das vadveis e cuja imagem éstontida em.

2.2.16 Defini@o. Sejams uma A-atribuicdo para vaaveis, xy, ..., X, variaveis distintas e
d,ds,...,d, elementos de\. s(X|d) e S(Xq, ..., X%, |ds,...,d,) sAo A-atribuighes para vaaveis
definidas por:

s(y), sey# X
e s(xd)(y) =
d, sey = X.
S(y), sey¢ {Xi,..., %)
o S(Xg,..., % |dg,...,d)(Y) =
d, sey=x,paraie€{l,...,n}.

2.2.17 Pe-definicdo. Dada umadgica £, consideramos como previamente conhecido o que
vem a ser umal-interpretag@o. Dada umal-interpretago I, consideramos tan@mn como

previamente conhecido o mundo de

2.2.18 Nota@o. No restante deste trabalho, consideraremos wwEeum mundo para um uni-
verso de discursa; s & umaA-atribuigdo para vaéveis;| € uma interpretaip para adgica
consideradad e e, seguidos ou &0 de sumdices, 80 elementos do universo de discurso de

uma dada interpretag.

2.2.19 Defini@o. Dizemos qud & uma interpretaép paraD se o mundo dé for um mundo
paraD. Dizemos tambm quel & uma interpreté@p paraQ se o mundo dé for um mundo
paraQ.

2.2.20 Pé-definicado. Dada umadrmulaP em £, consideramos como previamente definido

guando umal-interpreta@o| satisfazP em L.

2.2.21 Defini@o. | satisfazZl' em £ sel & uma/-interpreta@o e, para cad® € T', | satisfazP

emZL.
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2.2.22 Defini@o. P € uma/Z-conse@éncia serantica dd” se todal-interpretago pard” U {P}

que satisfaz’ tambem satisfa2. Notamos isto poil” )f P.
2.2.23 Defini@o. P & £-valida se todal-interpretaéo paraP satisfazP.
2.2.24 Defini@o. P é L-satisfatvel se existir umal-interpreta@o| que satisfa®.

2.2.25 Defini@o. T" &€ L-satisfatvel se existir umal-interpreta@o que satisfak.

2.2.2 Qlculos de Sedentes para Sistemas bgicos

Em todos os sistemasdicos definidos neste trabalho, adotaremos como viatsiat
preferencial os@culos de segentes. Osaculos de seigentes 8o um tipo de sistema dedutivo,
ou seja, um sistema que possibilita inferir, derivar ou deduzir as co@seias de um conjunto
de formulas|(SILVA; FINGER; MELO] 2006).

2.2.26 Defini@io. Um calculo de sequenté&sdado por uma col@g de leis em algumadjica L,
ditas leis primitivasou postuladosdeste alculo. Um(a) esquema(regra) primitivo(a) deste
calculo & um postulado destélculo queé esquema(regra). Untiemonstracameste alculo

€ uma lista de ségpntes, tal que cada seEpteé um exemplar de um esquema primitivo deste
calculo oué conseféncia da aplicep de uma regra primitiva do mesmo a um ou maisieee

tes anteriores nesta demonsda(BUCHSBAUM | 20006).

2.2.27 Nota@o. Consideraremos no restante deste@eequeL € definido por um &lculo

de segentes.

2.2.28 Defini¢o. Um esquema correto el que rao for primitivo em/£ & ditoderivadoem

L. Uma regra correta etfi que rao seja primitiva ena’ € ditaderivadaem £.

2.2.3 Corre@o e Completude de Sistemasdgicos

Sejam/; e £, lbgicas que possuem as mesmas linguagens, de form&,gaielefinida

por um @lculo de segentes e, & definida por uma semntica.

2.2.29 Defini@o. Dizemos queL; é correto com respeito &, se, para todd e para todd,
r }Tl P implicaemT )1::2 P.
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2.2.30 Defini@o. Dizemos queL, € completo com respeito §; se, para todd e para todd>,
r )LZZ P implicaemT }71 P.

Quando sabemos que alculo de segentes del; e a serantica deL, definem uma
mesma bgica, costumamos designéi e £, pelo mesmo nome. Usualmente, por abuso de
linguagem, usamos o mesmo nome pékae L,, com a condigo de mostrar posteriormente

gue o @lculo deL; e a serantica de£, definem a mesmadica.



Capitulo 3

A L ogica Equacional Chssica

3.1 Introducao

Neste cafiulo abordaremos &bgica Equacional Classica LEC, taml&m conhecida
como Logica Elementar Classicd.ogica de Primeira Ordem com Igualdadel Calculo de
Predicados de Primeira Ordem com Igualdadesta bgica opera sobre os chamados conectivos
(conjuncao disjuncag implicacaoe negacag, quantificadoresp@ara todoe algum) e sobre o

predicado de igualdade.
Sobre a impoéncia destadgica/ Carrion e da Costa (1988) afirmam que

elaé de fundamental impdncia para adgica e a mateatica tradicionais, poié€ o ponto de

partida para a codificap rigorosa das mesmas. Mas t@&mké relevante para agdicas @o-

classicas, dado que estas sempre se originam a partir de mdskBcade seus prifgios. Alem

disso elaé importante por si j@pria, como teoria matestico-formal extremamente fecunda, e

encontrou aplicaies variadas na filosofia, nagitias empicas e na tecnologia. Por exemplo,

ela se evidenciou imprescivel para a comput@p.

A denominado primeira ordemqualifica bgicas onde & unicamente vaaveis que de-
notam elementos do universo de discurso (iftlies), mas @&o ha varaveis para predicados ou
fungdes (DA COSTA; KRAUSE, 2005). Nasdgicas de ordem superioralsinais predicativos
que tomam outros sinais predicativos ou funcionais como argumentos, ou onde quantificado-
res predicativos ou funcionai@ permitidos/ (POGORZELSKI, 1994). Por exemplo, na frase
“todo conjunto &o vazio de Gimeros naturais tem um primeiro elemento”, a quantificagsh
sendo aplicada sobre conjuntos deaneros, e &o sobre vaéveis individuais que denotam

numeros/(CARNIELLI; CONIGLIO; BIANCONI/ 2002).
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Conforme Hatchér (1982), uméadica de primeira ordem com igualdaélema bgica de
primeira ordem contendo um sinal predicativodio, usualmente denotado poe*”, satis-
fazendoas condifes de reflexividade e substitutividade. EHsitima, articulada & 350 anos
e conhecida como Lei de Leibniz, pode ser enunciada conuas‘expressoes sao iguais, em
qgualquer atribuicéo de variaveis, se e somente se substituindo-se uma por outra em qualquer
expressao E, o valor veritativo de E nao se alterA Lei de Leibniz pode ser representada
como: X=y E@l X)H. Ou seja, sex ey denotam o mesmo objeto, @ottudo o que for

E(zly)
verdadeiro sobre tamkem sea sobrey. Desse modo, se comecarmos com ubranfila con-

tendo ocoréncias dex, e substituirmos algumas@aao necessariamente todas, gpengo as
duas brmulas tedo o mesmo valor veritativo (BOSTOCK, 1997). Gries e Schneider {1994)
ressaltam que, n&gica equacional, a substitéig de termos por seus igu&@smais do que a

modus ponens, a principal regra de igfecia.

A seguir definiremos uma linguagem, uralaulo de se@lentes e uma sdmtica para
LEC, adaptadas de Buchsbaum (2006). Todas as d&fsie converlies estabelecidas no

Cagtulo 2 valem tambm para estabica.

3.2 Linguagens para LEC

3.2.1 Definigo. Um alfabeto para LE@ um alfabeto quantificacional (d¢f. 2]1.2) possuindo
0s conectivos @idicos “-” (conectivo da implicago), “A” (conectivo da conjur@o) e “v”
(conectivo da disjurép), o conectivo maadico ‘=" (conectivo da negaip), o sinal predicativo
diadico ‘=" (igualdade) e os quantificadoreg™ (quantificador universal) e’ (quantificador

existencial).

3.2.2 Nota@o. Adotaremos neste caplo as notages especificadas nos iténs 2.1.11 e 2]1.12,

exceto para oimbolo, “#” o qual se refere, nesta §&; a um dos conectivog”, “ v” ou“—".

3.2.3 Defini@o. Todas as ocoéncias de uma vavel em um termo em LEC3s ditaslivres
neste termo. Uma ocd@ncia de uma vaavel x em uma érmulaP em LECE ditaligada em

P se esta estiver em uma sabhula deP de uma das forma#éx Q ou dx Q; caso contrio, a

1Em [Clarence |. Lewis A survey of symbolic logicDover Publication, New York, 1960.], Lewis apresenta
uma vergo em ingés do trabalho de Leibniz, o qualencontrado em [Karl Imanuel Gerhardt (editobie
Philosophischen von G. W. LeibnBand VII, “Scientific Generalis”. XIX e XX. Weidmannsche Buchh., Berlin,
1887].
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ocor@nciaé ditalivre em P

3.2.4 Definig@o. Umavariavelé dita selivre em um termo erhEC se a mesma possuir pelo
menos uma ocoéncia neste termo. Umariavel é dita sedigada em uma férmula eEC
se esta possuir pelo menos uma ogocia ligada nestabfmula. Analogamente, umaariavel

e dita settivre em uma formula en EC se esta possuir pelo menos uma c&ocia livre nesta
formula. Umavariavelé dita setivre em uma colecao de designadoresldaC se ela for livre

em pelo menos um elemento desta cate¢

3.2.5 Defini@o. As clausulas abaixo especificanmirstanciacdo de variaveis por termesn

LEC:

¢ Ainstanciacaalex port em um termau, notada pou(X|t), &€ o termo obtido da substituindo
todas as ocoéncias dex port;

e Ainstanciacaae x port emP, notada poP(x|t), & a brmula obtida dé® substituindo todas
as ocoréncias livres dex port, seP nao possuir quantificadores. Se houverem quantifica-
dores emP, a instanciago & definida de acordo com asagkulas abaixo, ondee y sao
variaveis distintd%

* (PXP)(Xt) = Px P,
* Wy P(x|t), sex naoé livre emP ouy naoé livre emt;

* (PyP)(Xt) = ¢x Pz Ry2(X]t), sex é livre emP ey & livre emt, ondez & a

primeira varavel rao livre em{t, P}.

e A instanciacaale x port emTI’, notada poi’(x|t), € a cole@o{P(x|t) | P € I'}.

3.2.6 Defini@o. Todas as ocoéncias de um termo em um termo em LEAD slitasreais neste
terma Uma ocoréncia de um termeem uma érmulaQ em LECEé ditarealemQ se a mesma
nao suceder en® um dos quantificadores/” ou “3”. Um termov é dito serreal em Qsev

possuir pelo menos uma ocencia real eng.

3.2.7 Defini@o. As clausulas abaixo especificansabstituicdo de termos por termesubsti-

tuicdo de formulas por formulaam LEC:

e A substituicaadev port emu, notada pou(v||t), € o termo obtido de substituindo todas as
ocoriéncias de/ port;

e A substituicaadev port emP, notada poP(v||t), & a brmula obtida dé® substituindo todas

as ocorencias reais deport;

2Esta definido impede o qué comumente chamado denfus&oou colisdo de variaveisou seja, nenhuma
variavel livre emt torna-se ligada ds a instancicip.
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e A substituicaadev port emI’, notada pof'(v|t), € a cole@o{P(v||t) | P € T'};
e A substituicdode S por P em Q, notada poiQ(S||P), & a Brmula obtida d&Q substituindo
todas as ocoéncias des por P;

e A substituicaade S por P emI’, notada pof’(S||P), & a cole@o{Q(S||P) | Q € T'}.

3.2.8 Defini@o. As clausulas abaixo definem a reda@gdecongruéncia entre designadorem
LEC, notada por4.” [

e ax:.b sss ‘@’ e“b’ sao a mesma constante;

e X~y Sss X' ey’ sao a mesma vavel,

o f(ty,....t) =c9g(Us,...,up) sss f=g,n=pet =u, paracadac {1,...,n)ﬂ;

o P(ts,....t) =c Q(Us,...,Up) SSS p=0q,n=pet; =u, paracadac {1,...,n}E|;

o =Py ~; =P, sss P;=x.Ps;

o P1#Qy~cP2#Q2 sss Py ~¢ P2eQr~¢ Qy

o UxP,~ WYyP, sss ynaoe livre emVYxP; e Py(Xly) ~¢ P,.

e SeP; e P, forem formulas de tipos diferentes, @otP; #.P, E]

3.2.9 Definigo. Um termov é dito estar no escopo de uma @ael x em uma drmulaQ em
LEC seQ possuir uma sulbfmula de uma das formag R ou Ax R, tal quev € real emR.
Uma formulaS é dita estar no escopo de uma a&gl x em uma brmulaQ seQ possuir uma

subrmula de uma das form&x Rou Ax R, tal queS ocorre emR.

3.3 Um Calculo de Sedgjientes para LEC

A seguir f0 relacionadas as Leis Estruturais, as Leis de Int@ol@;Eliminago de
Conectivos, as Leis Quantificacionais e as Leis Equacionais, as quais constituem conjuntamente

as Leis Primitivas de LEC. Estas le&msbaseadas nas apresentadas Buchsbauni (2006).

3Dois designadoresie congruentes se o segundo for obtido do primeiro porimeno finito de substituies
de ocoréncias d&Px P por Py P(xly), ondey nao ocorre enfP. Informalmente, segundo Carrion e da Cpsta (1988),
duas brmulas &o congruentes quando diferem apenas pelas suaserligadas, e ocdncias correspondentes
de varaveis ligadas@o ligadas por quantificadores correspondentes (ou pelo descritdigitasicom descrigs).
Formulas congruentes possuem o mesmo sentido, ou sdjafoseverdadeiro, qualquebfmula congruente B
tamkem o sed. Formulas congruentefis tami&ém equivalentes.

40u seja, dois termos funciona&ascongruentes se e somente se forem iguais.

50u seja, duasiirmulas admicas &0 congruentes se e somente se forem iguais.

50u seja, Aoé verdade qu@; ~ P,.
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3.3.1. Leis Estruturais
e Esquema da Reflexividade (RFL)SeP € I', en@ol gz P.

leeP TP
 Regra da Cadeia (CAD) —=5 }EQ_

rk=0Q

r P
o Regra da Monotonicidade (MON) Sel’ C I, enfio ——=<—.

I LEC P
3.3.2. Leis de Introdu@o e Eliminacdo de Conectivos

e Esquema Modus Ponens (MP)P,P - Q== Q.

F,P}EQ .
Itz P-Q

e Esquema doA-Introduc ao (A-int): P, Q }E PAQ.

¢ Regra da Deduéo (RD):

o PAQiEe P
e Esquema doA-Eliminagao (A-el):

PA Qs Q.

Ple= PV Q

Qf=PVvQ

e Esquema dov-Introduc ao (v-int):

e Esquema da Prova por Casos (PCP Vv Q,P - R Q - Rz R

ILPE Q I Pltec _'Q‘
[iee -P

F’_‘P}EQ I',-P e _'Q_
e P

e Regra do--Introdug &o (=-int):

Regra do—--Eliminagao (--el):

3.3.3. Leis Quantificacionais

e Esquema doV¥-Eliminacao (-el): VX P gz P(Xt).

e P .
I ge YxP

e Regra da Generalizago (GEN); Sex naoé livre emI’, enio

e Regrada Testemunhaﬂ-elﬂ:
I, POY) e @
I,AxPhe Q

e Esquema do3-Introdug ao @-int): P(X|t) gz X P.

*» Seynaoé livre emI’ U {Ax P, Q}, enfio

"Regra de introduiio do quantificador universay®.
8Regra de eliminaio do quantificador existencial™.
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3.3.4. Leis Equacionais

o Reflexividade da Igualdade (RI) ez t = t.

e Substituicdo em Termos Funcionais (STF)
* t=Up,. .oty = Unfes Fltn .o te) = F(Up,.. ., Un).

e SubstituicAo em Formulas Atdmicas (SFA)
* tp=Up,...,th= Un}ﬁ p(ty,...,t) — p(u,...,up).

Apresentaremos a seguir alguns resultadoasaus kasicos de LEC. Pargo nos esten-
dermos exageradamente nesigita, a qual &o constitui o foco deste trabalho, apenas enunci-

aremos as leis, sem pranas.

3.3.5. Leis Bsicas dos Conectivas

Reflexividade da Implicago (RImp): gz P — P.

() P-Ple Q;
(i) =z ~(P A —P).
e Consediente da Implicaggo (Cl): Q }ﬁ P—- Q.

e Nao Contradicao (NC): {

e Antecedente da Implica@o (Al): =P }ﬁ P—- Q.
¢ Silogismo Hipotético (SHY P - Q,Q - Rz P— R

e Regra Redproca da Dedu@o (RRD): Sel" }ﬁ P— Q, enforl,P }ﬁ Q.
Dupla Negagio (DN) { 0 Pl

e Dupla Negago R
(II) -—-P LEC P.

e Modus Tollens (MT): =Q,P — Q== —P.

() P- Qlge -Q— -P;

(i) Q- -Plz=P—- Q.

() -PPVQlmQ

(i) -Q,PV Qg P.

@) ~(PAQlEP--Q
(i) P—-Qlzs ~(P A Q)
(iii) ~(P A Q fge Q = —P;
(iv) Q= -Plz= ~(P A Q).

e Contraposicao (CTP): {

¢ Silogismo Disjuntivo (SD} {

¢ Nega@o da Conjuncao (NCJ):
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M ~(PVQlgs-PA-Q;
(i) =P A -Qlzs ~(P Vv Q)
(iiiy =(P A Q) bz -P v -Q;
(iv) =PV Q= (P A Q).

() P>Qlm-PvQ

(i) -PvQl=P-Q

(i) (P - Q) frge P A ~Q;
iv) PA-Qlzs ~(P - Q).
) PvQlz-P-Q
(i) -P - Qlz= PV Q
(iiiy PV Qfzs -Q - P;
(iv) - Q- Plm==PVvQ
() PPoQlE Q
(i) PP o QlesP.
Comutatividade da Equivaléncia (CME): | == (P & Q) & (Q & P).

De Morgan (DM):

Implicacao Material (IM) :

Reducao da Disjuncao (RDJ):

Esquema do—-Eliminacgao («-el): {

Transitividade da Equivaléncia (TE). P < Q,Q & Rfgg P« R

Lema da Substituicao para Conectivos (LSC)

() PLo Polgs -PLo =Py

(i) P Pls (P> Q) o (P— Q);

(i) P1o Pale (Q— P o (Q— P);

(V) PioPafs (PLAQ) & (P2A Q)

v) Pie Pz}ﬁ (QA P & (QAPy);

(Vi) P PalEs (PLv Qo (P2V Q)

(vii) P1 o Pafs (QV Py & (QV Py);

(viii) Py P2 Q& Qafes (P — Q1) & (P2 — Q)
(iX) P1ePy,Q1eQ }ﬁ (P1 A Qu) & (P2 A Qy);
(X) PreoPrQreQ }ﬁ (P1V Qp) & (P2 Vv Q).

3.3.6. Leis Basicas dos Quantificadores

}E -3AXP & ¥YX-P;
e Alternancia (ALT):
gc YX—-P & -dxP.



- ) I'iEc P
Instanciacao (INS): Se , entiofee P(XIt).
X naoé livre emI’

gc YXP e P;
Vacuidade (VAC): Sex naoé livre emP, enfio
gc IXP o P.

ke VX P o Yy P(Xly);

Congruéncia (CGR) Sey naoé livre emP, enfio
}ﬁ AX P & 3y P(Xy).

Lema da Substituicdo para Quantificadores (LSQ)
() hee VX (P o Py) = (VX Py o VX PY);
(i) Fgs X(PL & P2) = (AX Py & AXPy).

3-Eliminacao generalizado

r }E Ax; Py,

r ax, Ph,
(i) Se }ﬁ " en@ol’ }ﬁ Q.

sei # j, enBox naoé livre emP;,
F3P19-"9PH}EQ’

X1, ..., X% Nao {0 livres enm” U {Q},

Thee 3%... 3%, P,
(i) Se{ I,Plz= Q, endol [ Q.

X1, ..., X% nao Ko livres en” U {Q},

3.3.7. Leis Basicas da Igualdade

Substituicdo em Formulas Atdmicas (SFA)

x ty=Up,..., th= Un}ﬁ p(ty,...,t) © p(u,...,up).
Simetria da Igualdade (SIy t = ujgg U=t
Transitividade da Igualdade (TI):t=u,u=Vvgg t=Ww

Simetria e Transitividade da Igualdade (STI}
() t=vu=vfgt=y

(i) v=tv=uUfgt=u

29
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Esquema da Substitui@o da Igualdade para Termos

c =t }E u(Vilty) = u(viitz).

Esquema da Substitui@o da Igualdade para Formulas:

* Sexy,..., X%, SA0 as vaaveis livres emty, t} tais quev esk emQ no seu escopo, e

Xy .. Y% (4 = t2) Fee QMIt) © Q(Vilty).

Regra da Substituigio da Igualdade para Formulas:

F}ﬁH:tz,

v nao esh, emQ, no escopo de nenhuma \arel livre eml” e em(ty, t,},

entorl frzs Qi) < Q(VIIt,).

* Se

Esquema da Instancia@o da Igualdade para Formulas:

b = tEs Qi) © Q(Xty).

Esquema da Substitui@o da Equivalencia

* SeX,..., X, SA0 as vaaveis livres enjPy, P,} tais queS esh emQ no seu escopo, e
VXi... V% Py & P2) s Q(SIIPY) < Q(SIIP2).

Regra da Substituicdo da Equivalencia

e PLo Py

S nao esh, emQ, no escopo de nenhuma \arel livre eml” e em{Py, P,},

en@iol’ }E Q(SIIP1) « Q(SIIP2).

* Se

Quantificacao Pontual (QP)
() fms ¥x(x=t— P) o P(xt);
(if) }ﬁ Ax(x = t A P) & P(Xt).

Quantificagcao Pontual Plural (QPP)

* Sexnaoé livre emt, enﬁlo{

x Sexnaoée livre emty,...,t, enfo

() hEeV(x=tiv...vx=t)xPo P(Xt) A ... A PXt);

(i) s Ax=tv...vx=t)xPo P(Xty) V... v P(Xity).
Unificacao pela Substitui@o:
* Sevnao esh, emQ, no escopo de nenhuma \arel livre em{ty, t,}, enfio

Q(Vilty), ~QMIt) frgs tr # ta.

Unificacdo pela Instancia@o: Q(X|t1), ~Q(X|t2) }E ty # to.
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Para cadatmero inteiron, positivo ou nulo, pode-se definir em LEC seis quantificado-
res existenciais especiais, denominagoantificadores numéricodDadon, os tes primeiros
guantificadores a ele associademto pro@sito de representar formalmente expéesscomo
“existem pelo menos objetosx tais queP(x)”, “existem no maximon objetosx tais queP(x)”

e “existem exatamenteobjetosx tais queP(x)”".

Abordaremos aqui apenas o caso emmaegual a um. A drmulaix P significa “existe
pelo menos um objetr tal queP(x)”. Definiremos abaixo mais dois destes quantificadores, a
fim de formalizar expre$®s do tipo “existe no Aximo um objeto tal queP(x)”, representada
pela Brmuladx P , e “existe exatamente um objetdal queP(X)”, representada pel@fmula

J'x P (BUCHSBAUM, [2006).

3.3.8 Defini@o. (Quantificadores Numéricos)
e IXP = VX VX (P(XIX1) A P(X[X2) — X1 = X2), ondexy, X, SA0 as primeiras vaveis rao
livres em3x P.

e AIxP=13axP A IxP.

3.3.9. Unicidade Sejamxy, X, variaveis distintas &o livres endx P ey uma varavel rao livre
em{x, P}. Sao equivalentes:

(i) 3IxP.

(i) VX VX2 (P(XIX1) A P(X|X2) — X1 = Xp).

(i) VxVy(P A P(Xly) = x=1Y).

(iv) 3xVy, (P(Xly) - x=y).

3.3.10. Absor@o na Unicidade Sey naoeé livre em({t, Ax P}, enfio f1.0 equivalentes:
i PXt) AAXP.

(i) P(xt) A IxP.

(iii) P(Xt) A Yy (P(Xly) =y =1).

(iv) Vy(P(Xly) o y=1).

3.3.11. Exiséncia e Unicidade Sey naoé livre em({x, P}, enfio €10 equivalentes:
(i) 3IA'xP.

(i) 3Ix(PA3IxP).

(i) Ix(P A VY(P(Xly) — x=1Y)).

(iv) 3xVy(P(xly) & x=y).
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3.3.12 Lema.

() 3Py, 3Py b VX0 VX (PL A .o APy = Q) = Axy... 3X(PL A ... A Py A Q).
(i) TPy, 3P e 3. Xa(PL A ... AP A Q) = VX VXy(PL A ... A Py = Q).
(iiiy Ax4Py, ..., IXPy hge VX VXa(PL A ... APy > Q) o Axy... 3X(PL A ... A Py A Q).

Abaixo definiremos as nées depositividadee negatividadede uma érmula em uma
formula em LEC, @&m doEsquema da Substituicdo para a Implicagdi@Regra da Substi-

tuicdo para a Implicacaem LEC (BUCHSBAUM|/ 2006).

3.3.13 Defini@o. Definimos apositividadee negatividadede uma dadadrmula em outra

formula em LEC pelas alisulas abaixo:

e SeP nao ocorre en®, enfio P € tanto positivo como negativo e@
e P é positivo nasdrmulasP,Q - PPAQ,QAPPV QeQV P.
e P & negativo nastrmulas-PeP — Q.

e P é positivo nasrmulasyx P e Ax P.

e SeP é positivo enmQ e Q & positivo enR, enfio P € positivo enR.
e SeP é positivo enQ e Q & negativo enir, enflo P € negativo eniR.
e SeP & negativo en®) e Q é positivo enR, enflo P & negativo eniR.

e SeP é negativo en® e Q & negativo enRR, enfilo P & positivo enR.

P € dito serestritamente positivem Q se P nao ocorre enQ ou seP & positivo emQ e P
naoé negativo enQ. P € dito serestritamente negativem Q seP nao ocorre enQ ou seP &

negativo en e P naoé positivo emQ.

3.3.14. Esquemas da Substituép para a Implicacao.

_ S é estritamente positivo e,
(i) Se
X1, ..., X, SA0 as va@veis livres emP,, P,} tais queS est no seu escopo e,

enBovx ... V(P — Py) fzs Q(SIPL) — Q(SIIPy).

B S é estritamente negativo e@
(i) Se
X1, ..., X, SA0 as vaaveis livres emPy, P,} tais queS est no seu escopo ef,

enBoVx, ... V(P — P,) iz Q(SIIP2) — Q(SIIPY).
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3.3.15. Regras da Substitugo para a Implicacao.

IlEe PL— Pa

() Seq S é estritamente positivo ef,

S nao esh, emQ, no escopo de nenhuma \arel livre eml” e em{Py, P,},

enorl [ == Q(SIIP1) — Q(SIIP,).

Itz P> P,

(i) Seq S é estritamente negativo e@)

S nao esh, emQ, no escopo de nenhuma \@arel livre eml” e em{P, P,},

endol [z Q(SIIP2) — Q(SIIPy).

3.4 Uma Senantica para LEC

3.4.1 Notago. Empregaremos nesta $ecas mesmas noi@gs estabelecidas no it¢m 2.2.18.
3.4.2 Defini@o. Os valores veritativos de LE@svV (verdadeiro) € (falso).

3.4.3 Defini@o. Uma LEC-interpreta@o | € uma triplal = (A, w, s), ondeA &€ um universo
de discurso (ou domio da interpretago), w € um mundo sobrd, s & umaA-atribuicao e
w(=) = {(d,d) | d € A}.

3.4.4 Defini@o. Sejaml uma LEC-interpretadp, i, .. ., X, variaveis distintas @, d, ..., d,
elementos d&. Definimos:
e |(x/d) € uma LEC-interpretd@p definida pot (x|d) = (A, w, S(X|d));
e I(Xg,...,X%n|ds,...,dy) € uma LEC-interpret&p definida por
[(X1, ..., Xnld1, ..., dn) = (AW, S(Xq, ..., Xq | Dg, ..., C)).

3.4.5 Defini@o. Definimos nas @usulas abaixo as fudeslp e ly, denominadas respectiva-
mente adenotacaaespecificada pdre avaloracadoespecificada par.

e |p & uma fun@o da colego de termos emw paraP(A);

¢ |, & uma fun@o da colego de brmulas enw parafv, f};

e Ip(X) = S(X);

e Ip(c) = w(c);

o Ip(f(t,....t)) = wW(f)(Ip(ta).. ... In(tn));
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o ly(p(ty,....t)) =V sss(lp(ts),...,Ip(tn)) € W(p);
e Iy(=P) # Iv(P);
Iv(Q),selv(P) =V,
v,sely(P) = f;
e Iy(P A Q) =min{ly(P), Iv(Q)};
e Iv(PVv Q) =maxlv(P), lv(Q)};
o |y (VxP) = min{l(x|d)y(P) | d € A};
e Iy(AxP) = maxXl(xd)y(P) | d e A}.

e ly(P—> Q)=

3.4.6 Esolio. Sel € uma LEC-interpretap pardt, u}, enfio
lv(t=u)=v sss Ip(t) =Ip(u).
| € uma LEC-interpret&p paraP,

3.4.7 Defini@o. | satisfazP em LEC s
|V(P) =V.

3.4.8. Avaliag@o de Termos e Brmulas Instanciados na Logica Classica
() To(u(xt)) = 1(X Ip(t))(u);
(i) Iv(P(xIt)) = (X 1o()v(P).

3.5 Corregao e Completude do @lculo de Sedientes para

LEC

3.5.1. Teorema da Correéo do Calculo de Sedientes para LEC.

J Sel"}@ P, enfol /== P.

3.5.2. Teorema da Completude do &@lculo de Sedjentes para LEC.
o Sel )ﬁ P, enol [ zz P.

Provas de corrép e completude podem ser encontradas em diversos livrasyiba,|

como por exemplo, em Bell e Machover (1977) e,em Enderton (1972).



Capitulo 4

L 0gicas Descritivas

4.1 Introducao

As samblagens significativas em um sisteggido podem ser de dois tipog&rmosou
formulas Em uma analogia com as linguagens naturais, terrdoscempaaveis a nomes e

formulas a frases, as quais podem ser verdadeiras ou falsas.

Segundao Branquinho e Murchp (2001), nas teorias de primeira ordem com igualdade
suficientemente desenvolvidas, um objeto pode ser representado por um nome, como “2”, no
dominio dos rumeros inteiros, ou por uma exprassmais complexa, como “a raiz quadrada
de quatro”, a qual se refere ao mesmo objeto, mesmo sem mencionar explicitamente o nome
“2". Dessa forma, untnomeé um $mbolo atribido a um objeto do domio (ou seja, ae-
notacdodo objeto), enquanto que urdascricdoé uma especificé@p que se aplica a qualquer
objeto do dormio que satisfaca a uma dada propriedade. Similarmeateb” pode ser fa-
cilmente visto como uma abreviatura para a exf@@se nimerox que resulta da adip entre

aeb”(BOSTOCK, 1997).

Descri@es §o frases da forma “gtal queP” ou “um xtal queP” e sao freqientemente
encontradas nas teorias de primeira ordem. A&sale uma desc@p, pode-se falar sobre um
objeto que possui determinada propriedade, mesmo @usaconheca seu nome. A disiing
entre descrigesproprias e impropriasvaria conforme a teoria considerada. A grosso modo,
uma descrigo é ditapropria quando est associada a um objeto do universo de discurso que

satisfaz a propriedade especificada por ela. De outro modo, a @escdiaimpropria.
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Tanto nomes quanto desdgs denotam objetos e, portanto, podem ser termos da lingua-
gem considerada. Por outro lado, as propriedades utilizadas na caonstasdescries devem
ser Hbrmulas, uma vez que tais propriedadefisavaliadas para cada elemento do universo de
discurso, buscando identificar aqueles que a satisfazem. Ou seja, umaddescnig termo
formado a partir de umafmula, numa operap que, em geral, envolve ligag de varveis.
Consideremos o exemplo dado por Hatther (1982): Agjpuma Hrmula, em uma linguagem
de primeira ordem, na quale livre. Suponha que, numa dada interprataé\(x) significa “x &
vermelho”. Quando quisermos falar sobre “um objeto vermelho”, tal@atea deve ser um

termo. Faz-se necems$o, enfio, uma maneira de transformar urbanfiulaA(x) em um termd.

Os sinais funcionais se aplicam a uma lista de termos para produzir um novo termo, sem
ligacao de varaveis, rdo servindo, portanto, para formar desges. & os quantificadores ligam
variaveis ao serem aplicados a uma &ael e umadrmula, mas produzem como resultado ou-
tra formula. A solu@oé, portanto, empregar um operador que forme termos ligandavessi
a formulas. Tais operadoredscomumente denominadastos(variable-binding term opera-
tors). Exemplos dhssicos debtossao, de acordo com da Costa e Mortensen (1983), o operador
de abstrago “{: }” da teoria dos conjuntos, o operador de degarig” e o operador de Hil-
bert “¢”. Dada uma drmulaF e uma vaavel x, “{x : F}", “«xF"e “exF" representam,
respectivamente, “o conjunto dastais queF”, “o Gnico F”e “um F”. Segundg Carrion|e
da Costa/(1988), a teoria dos operadores que formam termos liganaeeisde drmulas tem

sido muito desenvolvida e encontrado apli@asg diversas.

Osvbtosutilizados para representar formalmente as de@esigo $mbolos conhecidos
como descritoresou qualificadores Por exemplo, o operador™ produz um termo quando
aplicado a umadrmulaP e uma varavel X, ligando as ocoémcias enP da varavel x em
seu escopa (HATCHER, 1982). Expréss como ¥x P’ sao termos chamados descricoes
ou descritivos(DA COSTA, [1963). H varios metodos de incorporar estes termos em teo-
rias formais. Em algumas teorias, dsscritoressao introduzidos por defingp contextual,
como fez Russell. Em outras, incorpora-se um ou mais descritores ¢orholgs primitivos
as linguagens de primeira ordem, regidos por postuladosiéspsca fim de se obtdbgicas

elementares com vb{®A COSTA; KRAUSE, 2005).

Historicamente, segundo Bo@Jthﬂ apud/Abar (1985), o conceito de desdi teria

1BOCHENSKI, I. M. Formale Logik. Minchen, Verlag Karl Alber, Freiburg, 1956.
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surgido com Gotlob Frege por volta de 1880. Entretanto, o primeiro tratamento deste pro-
cesso bgico fundamental foi feito por Bertrand Russéell (BRANQUINHO; MURCHO, 2001).
Em 1905, Russell publica sua teoria de deg&gno artigoOn Denoting (RUSSELL, 19055[§|.

Esta teori@ exposta superficialmente éntroduction to Mathematical Philosopt{RUSSELL,

1919F e de forma mais detalhada eRrincipia Mathematica(WHITEHEAD; RUSSELL,
1910). Russell adotou a letrad’ ‘invertida como descritor em seu artigathematical lo-

gic as based on the theory of ty@és Como dmbolo primitivo, o descritogé introduzido na

década de 50 por Rosser (ROSSER, 1953) e por Kalish e Morﬁhgue

Descri@es podem ser definidas ou indefinidas. As deSedgefinidas&o usualmente
representadas pelo operaduin, definido por Branquinho e Murcho (2001) como um operador
monradico de ligago de varveis, cuja contraparte em linguagens natugaisartigo definido
no singular “0” ou “a”. Uma descrép da forma {x P’ denota olnico objetox que satisfa®,
se existe tal objet@nico. Caso conéirio, podemos ou deixatX P’ representar algum objeto
arbitrario fixo ou podemos consideto sem sentidd (POGORZELSKI, 1994). Por exemplo, a
aplicag@o do operadaiota a frase abertax e filosofo ex bebeu a cicuta” gera o termo descri-
tivo “ix(x € filosofo ex bebeu a cicuta)”, a qual se I'o Unico x tal quex € filosofo ex bebeu a
cicuta”, ou simplesmente “o fisofo que bebeu a cicutd” (BRANQUINHO; MURCHO, 2001).
Ja as descriges indefinidas@ comumente representadas pelo operador de Hiliser ‘qual
tem como contraparte na linguagem natural o artigo indefinido “um” ou “uma”. O teswig™
denota um objeto qualquer, dentre aqueles do universo de discurso que satBfamenmm
objeto fixo qualquer, se nenhum objeto satidfaz”or exemplo, o termoe&k(x é filosofo)” e

lido “um fil6sofo”, e representa umdsofo qualquer.

Neste cafiulo procederemos uma breve explaagobre a Teoria das Desérgs de
Russell, sobre atgica Descritiva Gssica, a qual adota o descritor de Rosser, e sobbgiad.
das Descriges Indefinidas, a qual emprega o descritor de Hilbert. Esta e&oosggm como
objetivo fornecer algumas ndes elementares sobre estes sistemas, a fim de catagguos-

teriormente com adlgica LAR.

20n Denotingfoi, mais tarde, inclido emLogic and Knowledge: essays 1901-14RUSSELL, 1988). Uma
tradu@o deste artigo para o portuEglaparece ef@s PensadoreRUSSELL.) 1978).

3Uma tradu@o delntroduction to Mathematical Philosophyara o portugés pode ser encontrada ém
troducéo a Filosofia MatematicRUSSELL.) 1974).

4RUSSELL, B. Mathematical logic as based on the theory of typeserican Journal of Mathematic80:222-
262, 1908.

SKALISH, D. MONTAGUE, R. Logic — Techniques of Formal Reasoninlyew York. Harcourt. Brace &
World Inc., 1964.
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4.2 Teoria das Descriges de Russell

Segundo Lambert (1990), Russell teve na verdade duas teorias dast#ssda{inidas.
A primeira foi apresentada no artigon Denoting(RUSSELL.,1905), e a segunda na obra
Principia Mathematic WHITEHEAD; RUSSELL, 1910). En©On Denoting Russell procura
analisar a formadgica de sentencas da linguagem natural contendo dassritefinidas, con-
testando alguns argumentos de Meinong sobre objetos se@nexéstd emPrincipia Mathe-
matica o objetivoé prover os fundamentos para a reduzir a materaa logica, o chamado

Logicismo.

Em suas teorias, Russell introduz o descritor por defmigontextual. Desse modo, as
descri@es o f10 termos da linguagem, mas constituem apenas uma al@revieteratica,
ou smbolo incomplelﬂ 0 qual somente possui significado no contexto em que ocorre. Por-
tanto, raoé necesario atribuir denota@esas descriges, e a distirgpo entre descries pbprias
e imptoprias fica implkita na definigo contextual do descritar (ABAR, 1985). Russell introdu-

ziu a nota@o

GxF(¥) = Jy (VX(F(x) & x=Yy) A G(Y)),

a qual confere sentid®d descrigo “.xF(x)” apenas quando a mesma ocorre darfulaG, isto
€, no contextd@ (ABAR| [1985).

Se o descritor for adotado por defiagcontextual, o mesmo pode ser eliminado em todas
as Hrmulas em que este ocorrer. Entretanto, o tratamento rigoroso deste processo requer uma
serie de resultados metajicos (DA COSTA, 1980b).

Embora emintroduction to Mathematical PhilosopHyussell tenha feito uma distiag
entre descriges definidas e indefinidas, a teoria desenvolvida por ele ocupou-se essencialmente
das descriges definidas. Uma descaig definida caracteriza-se pelo fato de que seu predicado
é satisfeito por um e apenas um objeto. Esta réstiécexpressa nas chamadasnfiulas da
univocidade[(BRANQUINHO; MURCHO, 2001):

AX Fx

YXYY((FX A Fy) = x=Y).

5Um simbolo incompletae um $mbolo que, ocorrendo sozinhdm constitui um termo owfmula da bgica
considerade (BRANQUINHO; MURCHO, 2001).
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Uma formula sea avaliada como falsa se contiver uma de$ericujas condiges de uni-
vocidade expressas peld@srhulas acima @o sejam satisfeitas. Se @srhulas de univocidade
podem ser derivadas pafa, enfio a descrigo(x Fx & um termo e representa o objétoico
gue satisfara (BRANQUINHO; MURCHQ, 2001).

4.3 A Logica Descritiva Chssica

Nesta sego apresentamoslabgica Descritiva Classica LDC, a qual sex formulada a
partir daLogica Equacional Classicapresentada no Caplo[3. Estadgica estuda as propri-

edades dos conectivos, dos quantificadores, da igualdade e dastdssdefinidas.

O calculo chssico de desciiigsé obtido do @lculo chssico de predicados com igualdade,
acrescentando-se o descridinguagem (ABAR, 1985). Uma formulag deste &lculoé apre-
sentada em Rosseér (1953), e sérgomo base paraadica LDC desenvolvida nesta $&¢ No
entanto, Rosser deixa em aberto a qaeste como proceder no caso de deSascimpbprias.
Em LDC, se houver mais de um ou nhenhum objeto satisfazendo uma descdgnvenciona-

remos assoékla a um objeto fixo do universo de discurso, definido pela interg@retac

Em LDC, um termo {x P’ possui 0os seguintes padssis significados (BUCHSBAUM,
2006):
¢ Nos contextos em que arimulai! x P for verdadeira;x P denota dinico objeto do universo
de discurso que satisf& Nesse caso, a desd@ixx P & umadescricao propria
e Nos contextos em que arimula3i!x P for falsa,.x P denota um objeto do universo de dis-
curso escolhido arbitrariamente para corresponder a todas as desaligste tipo. Tais

descri@es $i0 denominadas, nos contextos em que ocordesgricdes improprias

4.3.1 Exemplo.Considerando os significados usuais afidlos aos snbolos contidos nas des-
cricoes abaixo, temos:
e Descri@o popria: x (primo(x) A par)).

e Descri@o impopria:x (x > 0 A x < 10).

A seguir apresentaremos uma linguagem, atouwdo de segentes e uma seintica para
LDC, baseadas em Buchsbaum (2006). Valem igualmente as deSregconveries estabele-

cidas no Cajtulo 2.
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4.3.1 Linguagens para LDC

4.3.2 Definigo. Um alfabetopara LDC se constitui de todos dsbolos de unalfabetopara

LEC, mais o descritor:”, denominadaartigo definido
4.3.3 Notago. Adotaremos nesta s&g as notafes especificadas no it¢m 2.7.11.

4.3.4 Defini@o. Os termos edrmulas de LDC 3o todos os termos @fmulas obtidos pelas
regras de formap de LEC, mais os termos da formxaP, ondeP € uma brmula em LDC. Os
termos:x P sdo chamados de desdigs, e adrmulaP & chamada de corpo da desangix P

é lido como “ox tal queP”.

Como 2" & um operador que liga vaneis em seu escopo, algumas das défes@pre-
sentadas para LEC precisam ser adaptadas para LDC. Todas as demaistemwelgfiniges

presentes no Cétplo[3 continuam valendo nesta &ec

4.3.5 Definig@o. Uma ocoréncia de uma vaaivel x em um designaddDd é dita seligada em
D se a mesma ocorrer em um subdesignaddd de uma das formasgx P, 3x P ou:x P. Caso

contiario, a ocorénciaé dita settivre em D

4.3.6 Defini@o. Uma varavel € dita serdivie em um designadose esta possuir pelo menos
uma ocoréncia livre neste designador. Similarmente, umaavadié dita sedigada em um
designadorse esta possuir pelo menos uma ogncia ligada neste designador. Uma &eeil
e dita setlivre(ligada) em uma colecao de designadosesela for livre(ligada) em pelo menos

um elemento desta colég.

4.3.7 Definigo. A instanciacaade x port em um designaddp, notada poD(x|t) & a brmula
obtida deD substituindo-se todas as odamcias livres d& port, seD nao possuir quantificado-
res ou o descritar. Se houverem quantificadores ou o descrito®ra instanciagoé definida
de acordo com asalisulas abaixo, ondeey sao varaveis distintas & € {V¥, 3, «}:

o (PxP)(Xt) = ¥xP;
* Wy P(x|t), sex naoé livre emP ouy naoé livre emt;

e (PyP)(Xlt) =+ Yz Ry|2)(Xt), sex & livre emP ey & livre emt, ondez é a

primeira varavel rao livre em{t, P}.
4.3.8 Defini@o. Uma ocoréncia de um designador em um designad@am LDC é ditareal
em Ese a mesmadao suceder erk um dos sinais¥”, “3” ou “«". Um designadoD é dito ser

real em EseD possuir pelo menos uma ocencialreal em E
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4.3.9 Defini@o. A substitui¢io deD por D’ emE, ondeD e D’ sao ambos termos ou ambos
formulas, notada pdg(D||D’), € o designador obtido dé substituindo todas as océncias

reais deD porD’ emE.

4.3.10 Defini@o. Um designadob é dito estar n@scopo de uma variavelem um designador
E seE possuir uma sulbfmula de uma das formasR, Ax Rou xR tal queD é real emR.

Caso contario, D é dito estafora do escopo de emE.

4.3.11 Defini@o. Definimos nas éusulas abaixo a cond¥ncia entre designadores em LDC,
onde #ec {A,V,—} eV e {V,,}:

e ax:.b sss ‘@’ e “b’sao a mesma constante;

e X=:y SSS X' e“y’sdo a mesma vael;

o f(ty,....t) =cQ(Us,...,up) sss f=g,n=peti~ u,paracadac {1,...,n};

o P(ty,....t) =cg(Us,...,Up) SSS p=0q,n=peti =~ u, paracadac {1,...,n};

o —P; =P, sss P; = Py

o P1#Q1~c P2#Q, ssS Pp~c PreQr ¢ Qy

o UXP; ~. YyP, sss ynaoé livre emvYxP; e Py(Xly) ~¢ Ps.

e SeD, e D, forem designadores de tipos diferentesaem; #. D{].

4.3.2 Um QGlculo de Sedjentes para LDC

O calculo de seflentes para LDC possui todas as leis primitivas de LEC, mais algumas
leis primitivas concernentes a destreg definidas. Analogamente, as leis definidas de LEC,
devidamente traduzidas, valem tagnibem LDC, com excé&p doEsquema da Substituicdo da

Igualdade para Termos

4.3.12. Esquemas Primitivos da Descrép Definida

e Descricao Propria: }ﬁ A'xXP - P(Xix P).
e Descrigdes Equivalentes}ﬁ YX(P & Q) —» «xP=1xQ.
¢ Descrigdes CongruentesSey naoé livre emP, 5z (X P = 1y P(Xly).

e Descrigdes Improprias: —3A!x P, -3y Qs (XP =1y Q.

Os resultados abaixo podem ser provados a partir das leis primitivas de LDC.

’Ou seja, Aoé verdade qu®; ~¢ D,.
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4.3.13. Leis Bsicas da Descrigo Definida

e Existéncia e Unicidade Sey naoé livre emx P:
0] }ﬁ AIXP & Yy(P(Xly) & y = XP).
(i) e AXP o P(XxP) A Yy (P(Xly) — y = X P).

e Congruéncia As seguintes propodies referentea congriéncia de designadores em LDC
sao \alidas:
(i) Seté congruente #, enofp t=t".

(i) SeP é congruente &', entiorps P < P'.

Devido a exiséncia de vadveis ligadas em termos em LDC Esquemea aRegra da
Substituicao da Igualdaderecisam ser reformulados. Faz-se ne@gasami@m a formulago
de umEsquema da Instanciacao da Igualdade para Termaosa vez que, em LDC, a opetax
de instanciago de varaveis por termos em termof&mé idénticaa operago de substitugo.
O Esquema aRegra da Substituicao da Igualdade para Férmulasm como cEsquema da
Instanciacao da Igualdade para Formulde LEC o tami@ém validos em LDC, e s@o repe-

tidos abaixo por comodidade.

Esquema da Substitui@o da Igualdade para Termos

* SeXy,..., X% SA0 as va@veis livres enft,, t,} tais quev eshh emu no seu escopo, e
YX1... Y% (t1 = 1) }R u(vilty) = u(viit,).

Regra da Substituido da Igualdade para Termos
Thssti =t

v nao esh, emu, no escopo de nenhuma arel livre eml” e em{ty, to},

* Se

enBol gz u(vity) = u(vity).

Esquema da Instancia@o da Igualdade para Termos

=1 }R u(xits) = u(xito).

Esquema da Substitui@o da Igualdade para Formulas:

* SexXy,..., X% SA0 as vadveis livres emty, tp} tais quev esk emQ no seu escopo, e

VXy... V% (4 = ) fse Qi) & QVilty).
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Regra da Substituigio da Igualdade para Formulas:
Ise t = to,
e

v nao esh, emQ, no escopo de nenhuma \@arel livre eml” e em(ty, t,},

entiorl fpe QM) « QViltz).

*

Esquema da Instancia@o da Igualdade para Formulas:

1 =t QXIty) & Q(Xit,).

Esquema da Substitui@o da Equivaéncia

* SeX,..., X, SA0 as va@veis livres enjPy, P,} tais queS esh emQ no seu escopo, e
VXi... V% (P1 & P2) iz Q(SIPY) « Q(SIIP).

Regra da Substituicdo da Equivalencia
I }ﬁ Pl d Pz,
e

S nao esh, emQ, no escopo de nenhuma \arel livre eml” e em{Py, P,},

enBorl |5 Q(SIIPL) & Q(SIIP2).

*

Em LDC é possvel que brmulas ocorram em termos, no caso de de8es¢ Por este
motivo, formulamos a seguir Bsquema aRegra da Substituicdo da Equivaléncia para Ter-
mos SAo listados tamém oEsquemae Regra da Substituicao da Equivaléncia para Formulas

0S quais 80 icenticosa ver&o apresentada para LEC.

e Esquema da Substitui@o da Equivalencia para Termos

* SexXi,..., X, SA0 as vaaveis livres eniP,, P,} tais queS esh emu no seu escopo, i
VXy... Y% (P1 = Py) fse U(SIIPL) = U(S|IP2).

e Regra da Substituigdo da Equivalencia para Termos
T'fse PL= P,
e

S nao esh, emu, no escopo de nenhuma \arel livre eml” e em{Py, P,},

*

eniol [5e U(SIIP1) = u(S|IPy).

e Esquema da Substitui@o da Equivalencia para Formulas:

* Sexy,..., X, SA0 as va@veis livres enjP,, P,} tais queS es& emQ no seu escopo, i
VXo.. V% (P & P2) [z QSIPY) « Q(SIIP2).
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e Regra da Substituido da Equivalencia para Formulas:
I'fse Pr o P,
Se

S nao esh, emQ, no escopo de nenhuma \@arel livre eml” e em{P4, P,},

enBol [z Q(SIIPy) & Q(SIIP,).

*

4.3.3 Uma Serantica para LDC

As definioes referented sendintica de LEC, enunciadas na&e@.4, continuamalidas
em LDC, com excego da definigo de LDC-interpretap, reformulada abaixo.
4.3.14 Defini@o. Uma LDC-interpretago & uma gadrupla{A, w, s, dg), onde(A, w, S) € uma
LEC-interpretago edy, € um elemento do universo de discurso. Deste modo, as seguintes
condigoes o satisfeitas:
(i) se existe ununicod; € A tal quel (X|d1)v(P) = v, enBolp(ex P) = dy;
(i) se rao existed € A tal quel(x/d)y(P) = v ou existem pelo menos dots € A tal que

[(XId)v(P) = v, enBolp(tx P) = dp.

4.4 A Logica das Descriges Indefinidas

Apresentaremos nesta &ecuma bgica constrida sobre a fgica Equacional Gssica,
adotando o artigo indefinidce™, ou simbolo de Hilbert, como sinal primitivo. Chamaremos
esta bgica delL.ogica das Descricdes Indefinidad_DI. Esta bgica estuda as propriedades dos

conectivos, dos quantificadores, da igualdade e das daéssrigdefinidas.

Historicamente, segundo da Costa (1980ajntbslo “c” aparece pela primeira vez na
tese de Ackermann em 1924 qual foi orientada por Hilbert. Anteriormente, Hillfgmavia

utilizado um $mbolo aralogo, representado pot™

Hilbert introduziu o §mbolo ¢ para simplificar certas demonstéas materaticas e fa-
cilitar as investigag@es metataricas (DA COSTA| 1980a). Este operadgotami&m conhecido
comooperador de selecaATCHER, 1982) ouwdescritor indefinidCARRION; DA COSTA,

1988), uma vez que permite referenciarmos um objeto, dentre aqueles no universo de discurso

8ACKERMANN, W. Begrundiing des ‘tertium non datur’ mittels der Hilbertschen Theorie der Widerspruchs-
freiheit Math. An. 93, 1924,
SHILBERT, D. Die Logischen Grundlagen der MathematMath. An. 88, 1923.
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gue possuem determinada propriedade, mesmo sem especificar de modo predisesgeal

objeto.

Em uma linguagem que adota™como dmbolo primitivo, 0 mesmo pode ser utilizado

para definir os quantificadorgse 3:

AXP=P(XexP) e VxP= P(Xex-P).

Segundo Hatcher (1982), a aplidgagde ‘X" Ba uma brmulaA(x) pode ser interpretada
como a escolha de algum objeto particular, dentre os objetos do universo de discurso que, de
acordo com uma dada interpredac satisfazem a propriedadéx). Assim, seA(x) significa
“x & vermelho”, Ex A(X)" significa “um objeto vermelho”. Ou sejagk A(X)" denota um
objeto qualquer, embora fixado, que satisf{x), caso exista pelo menos um objeto, e um
objeto fixo arbitario, caso nenhum objeto satisfaix) (CARRION; DA COSTA, 1988). Ou

seja, ‘ex P’ fornece um meio de obter um objeto que satidfaze existir tal objeto.

Hilbert e Bernays| (HILBERT; BERNAY'S, 1934) propuseram uma teoria que utiliza o
operadore como uma forma de eliminar o operadate Russell. Segundo Branquinho e Mur-
chg (2001), o termeox Axsomente pode ser introduzido mediante a de@vatas brmulas de
univocidade. Hilbert mostra que ta@rmulas podem ser dispensadas e 0 operasidrstitido

por g, utilizando pringpios de sintaxe e axiomas adequados.

O smbolo “¢” esta relacionado ao axioma da escolhai,[pade se provar que 0 mesmo
nao pode ser introduzido por defifig contextual, como ode Russell (DA COSTA, 1980a).
Uma exposigo sobredgica de primeira ordem coninsbolo de Hilberte apresentada eém Car-
rion e da Cosiée (1988).

De acordo com Buchsbalim (2006%, P possui os seguintes pdgsis significados:
e Nos contextos em que arimuladx P for verdadeiragx P denota um objeto do universo de
discurso que satisfa2. Nesse caso, a des@igex P & umadescricdo propria
e Nos contextos em que arimulaix P for falsa,ex P denota um objeto escolhido arbitraria-
mente para corresponder a todas as dasesideste tipo. Tais desdiigs o0 ditaslescricdes

improprias

100 autor emprega no texto énsbolo “r”. Porém, pelo contexto, fica claro que trata-se do artigo indefinido.
Portanto, para evitar conféis, empregamos aqui inwoolo de Hilbert &”.
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4.4.1 Exemplo.Considerando os significados usuais afdos aos snbolos contidos nas des-
cricoes abaixo, temos:
e Descri@o popria:ex(x e N A x>5A x < 10).

e Descri@o impopria: ex (x # x).

Definiremos a seguir uma linguagenalaulo de se@entes e uma sdimtica para LDI
(BUCHSBAUM, 2006).

4.4.1 Linguagens para LDI

4.4.2 Defini@o. Um alfabetopara LDI se constitui de todos osrgholos de unalfabetopara

LEC, mais o descritor¢”, denominadaartigo indefinido

4.4.3 Definig@o. Os termos edrmulas de LDI &o todos os termos éifimulas de LEC, mais os
termos da formax P, ondex & uma varavel eP € uma brmula em LDI. Os termosx P sao
chamados de desciies, e adrmulaP & chamada de corpo da deséncgex P & lido como “um

x tal queP”.
4.4.4 Nota@o. Adotaremos nesta s&g as notafes especificadas no it¢m 2.7.11.

4.4.5 Defini@o. As definigges dedesignador em LDlocorréncia de variavel em um designa-
dor, ocorréncia ligada de uma variavebcorréncia livre de uma variavevariavel ligada em
um designadagrvariavel livre em um designadoinstanciacao de variavel por termescopo
de uma variavelaceitacado de um termo por uma variayvetorréncia real de um designador
designador reak substituicao de um designadedio definidas em LDI de modo alego ao

efetuado para LDC, com as devidas adapta((BUCHSBAUM| 2006).

4.4.2 Um Glculo de Sedentes para LDI

Adotaremos em LDI todas as leis primitivas de LEC, mais algumas leis primitivas de
descri@es indefinidas. Analogamente, as leis definidas de LEC, devidamente traduzidas, va-

lem taml&m em LDI, com exceip doEsquema da Substituicdo da Igualdade para Termos
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4.4.6. Esquemas Primitivos da Descrép Indefinida.

e Descricao Propria: }ﬁ AX P — P(Xlex P).

e Descrigdes Equivalente@: }ﬁ YX(P & Q) —» exP=¢exQ.
o Descrigoes CongruentesSey naoé livre emP, ;5 eX P = gy P(Xly).

Abaixo 0 listados alguns resultados &ititos de LDI, sem provas.

4.4.7. Leis Basicas da Descrigo Indefinida.

e Formula Existencial: }H AX P & P(Xex P).
e Formula Universal: }H VX P < P(Xlex-P).

4.4.8 Defini@o. A congriencia de designadores em LB®Uefinida de modo @togo ao reali-
zado para LDC. As proposies referentea congr@ncia \alidas em LDC valem tan@#m em
LDI, com as devidas adaptaes (BUCHSBAUNM| 2006).

4.4.9 Definigo. O Esquema da Substituicao da lgualdade para Ternad3egra da Substi-
tuicdo da Igualdade para Termps Esquema da Instanciacao da Igualdade para Ternwos
Esquema da Substituicdo da Igualdade para FormuseRegra da Substituicdo da Igualdade
para Formulas o Esquema da Instanciacao da Igualdade para FormuteiSsquema da Subs-
tituicdo da Equivaléncia para Termpa Regra da Substituicdo da Equivaléncia para Termos
0 Esquema da Substituicdo da Equivaléncia para FormalaRegra da Substituicdo da Equi-

valéncia para Férmulasalem igualmente em LD] (BUCHSBAUM, 2006).

4.4.10 Esélio. O Esquema Geral da Substitaa; a Regra Geral da Substitaie o Esquema
Geral da Instanci@p para a Igualdade valem igualmente em LLDI (BUCHSBAUM, 2006).

4.4.3 Uma Serantica para LDI

As definides referented sen@intica de LEC, enunciadas na&e@.4, continuamalidas
em LDI, com excego da definigo de LDC-interpretdip, reformulada abaixo, juntamente com

a defini@o de fun@o-escolha.

4.4.11 Defini@o. SejaA uma cole@o rao vazia. Dizemos que &€ uma fun@o-escolha para

se as seguintes condes forem satisfeitas:

LEste esquema serve para fazer com quebasiflas equivalenteB e Q correspondam ao mesmo objeto
denotado poex P (CARRION; DA COSTA/1988).
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(i) f & uma fundo;
(i) D(f) =P(4) - {0}
(i) para cadaA € D(f), f(A) € A

4.4.12 Definigo. Uma LDI-interpretago € uma gadrupla{A,w, s, f,dy), onde(A,w, s) €&
uma LEC-interpretep, f € uma fun@o-escolha para e dy € A. Desse modo, as seguin-
tes condifes &o satisfeitas:
(i) se existe pelo menos udhe A tal quel(x|d)y (P) = v, en&o

lo(ex P) = f(fd|d € A A I(Xd)v(P) = V});
(i) se rao existed € A tal quel(X|/d)y(P) = v, enfolp(ex P) = d.



Capitulo 5

A L ogica da Refeencia Ambigua

5.1 Introducao

Este cajtulo apresentabbgica da Referéncia AmbiguaL AR (do ingles,Logic of Ambi-
guous ReferengeA linguagem destalgica possui os mesmasitholos de uma linguagem para
a Logica Equacional Gissica (LEC), descrita na s&§3.2, exceto igualdade, acrescentando-se
ainda como #nbolos primitivos o descritor " ”e o sinal predicativo biario “ =", o qual
representa a abra@gcia. Todas as defiriigs e converies apresentadas no Qafp 2 valem

tambem para estadbica.

As T-descrifes de LAR 80 inspiradas nas desdgs indefinidas das linguagens na-
turais, as quais aparecem fiemtemente associadas a coles; de objetos. Como exemplo,
considere a frase “umad®@é capaz de comer cem quilos de carne de uimeeg”. Nesta frase, a
locucdo substantiva “um Bo” denota qualquer &, e 1@o algum I&o espeifico. Poderamos
traduzi-la em umadrmula de LAR, na qual a express “um ledo” & formalizada em LAR
por “Y'x leao(x)”, onde, neste contexto, ‘@" & um sinal predicativo ma@dico. “I'x leao(x)”
€ uma descrigo, ou seja, um termo em LAR. A frase original pode ser reescrita em LAR da
seguinte forma: “podeomerYx ledo(x), 100 carne”E]. Se abreviarmosY'x leao(x)” por “um

leao”, esta brmula pode ser reescrita como: “podemer(um |&o,100,carne)”.

A relagdo de abrangncia em LAR ocorre entre dois termos. Por exemplo, considere a

seguinte frase: “cabrags animais”. Em LAR esta frase pode ser representada da seguinte

!Considerando uma exteéis de LAR na qualo definidos numerais como “100”.
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forma: “rx animalk) = Tx cabrak)”, ou, se abreviarmosYx animalf)” por “um animal”

e “Y'x cabrak)” por “uma cabra”, teslamos, em LAR, adrmula “um animal)= uma cabra”,

gue, emingua portuguesa, significa “uma caleram animal”. Iste, “abranger” em LARe 0
inverso de “ser” naihgua portuguesa. Afmula “um animal= uma cabra”, em LAR, significa

gue a colego associada a “um animal” c@m a coleg@o associada a “uma cabra”. Embora o
termo “um animal” seja associado em LARcole@o de todos os animais, “um animal@m
significa a colego de todos os animais, mas representa um objetoaibittesta colegp. Em
termos pragraticos, isto significa que tudo o que pode ser dito sobre um animal pode ser dito
sobre uma cabra, magmvale a reiproca, ou seja, nem tudo que pode ser dito sobre uma cabra
pode ser dito sobre um animal. Ou sejg=" €, em LAR, um sinal predicativo que expressa

umaigualdade unidirecionalapenas da esquerda para a direita.

LAR foi desenvolvida para operar o mai$gimo poss$vel da bgica chssica. Entretanto,
em formulas onde & ocoréncia de descries, podem ocorrer déncias: descries amiguas
geram paracompletude @amreflexividade, enquanto que des@esg \acuas geram paracon-
sisénci@ Portanto, os termos éfimulas de LAR em quedo a ocoréncia de descries
obedecenas mesmas regras de irdacia dabgica chssica de primeira ordem. Por esse mo-
tivo, dizemos que LARe umaextensao conservatf¥fda logica chssica. Esta caractstica esh
de acordo com Carrion e da Caosta (1/988), segundo os quais 0s sisbgias Inconsistentes
mais fortes corgm, aém de proposiges “mal comportadas” (aquelas para as quasvale o
principio da rao-contradigo), tami@m proposiges “bem comportadas” (aquelas para as quais

se aplica 0 mesmo prifmo), englobando &lgica tradicional como caso especial.

Na se@o[5.2 deste capulo, delimitamos uma linguagem para LAR, relacionando algu-

mas definifes e converiies que s@&o empregadas no decorrer deste trabalho.

Na segiéncia (sego[5.3), a sedntica de LARé especificada atrés de tés fun@es:
Ia,Is ely. Afuncaol,, denominadduncao-ambitpassocia cada termo a uma cé@egeven-
tualmente vazia, de elementos do universo de discurso. Aéurg por outro ladog uma

valora@o, ou seja, associarimulas a valores veritativoly € uma fungo complementar, utili-

2Aslogicas paraconsistentgsas quais &o vale grincipio da nZo-contradiciservem como base para teorias
inconsistentes eado triviais; adogicas paracompletaderrogam grincipio do terceiro excluideemlogicas nao-
reflexivasndo vale oprincipio da identidade Refeéncias adicionais para estdgjicas podem ser obtidas em
da Costh[(1974), da Cosia (1989) e da Costa (1963).

3Por extengo conservativa de uma teoffaem uma linguagen$, entendemos uma teorid > T em uma
linguagem estendida onde todo modeldldim uma exter@ para um modelo d&' (POGORZELSKI| 1994).
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zada para definirs recursivamente. Nesta segtamiém €0 definidas as fuidgs de traduio

de LAR para LEC, seguidas de alguns resultadosas¢ioos relacionados.

A se@o[5.4 traz um &@lculo de segientes para LAR. & definidas as leis primitivas da

linguagem e alguns resultados &ititos &0 apresentados e provados.

Ao final deste cajpulo, na sego[5.5, alguns resultados sititos concernenteéselimina-
cao de descriges §i0 enunciados. Estes resultados permitem traduzir adequadabremiéas
expressas em LAR para LEC. A coréege completude de LARas apresentadas baseando-se

nesta tradugo.

As técnicas empregadas para as provas foram &msgbre termos, ind&g sobre &r-
mulas, indu@o sobre o grau dafmula, indu@o sobre designadores, indacsobre sdipntes
validos e provas de ségntes no estilo de Fitch (FITCH, 1952). Algumas proas apresen-
tadas de modo informal, ou seja, expressam apenas 0s passos relevantes da prova, utilizando

como metalinguagem o portugsiacrescido ddrabolos (primitivos ou definidos) de LAR.

As provas no estilo de Fitch aqui adotadas consistem em uma listarmelés, uma
abaixo da outra, em linhas numeradaslireita da brmula consta sua justificativa, indicando se
a mesma uma hiptese (hip), premissa (pr), desigiagdsdj, suposi@o (sup) ou o resultado
da aplica@o de alguma lei a uma ou maiwrifnulas anteriores, devidamente identificadas por
seus respectivosimeros. As suposies §io acompanhadas de uma linha vertecalsquerda,

conforme ilustra 0 exemplo abaixo, onBeQ e R sao formulas em LAR.

1 P pr

2 Q sup

3 R 1, 2, Nome ou sigla da lei utilizada
4 Q->R 2,3,RD

Para indicar a implicé@p e a equivé&ncia informais, empregaremos, respectivamente,
as abreviaturas “imp” (“se ... ei”) e “sss” (“se, e somente se”). Por d@s de simplici-
dade, algumas provaas desenvolvidas por equiggicia, utilizando a abreviatura “sss” ou 0s
conectivos definidos<%” ou “<”. Algumas provas mais simples ou semelhantes a oudras |

desenvolvidasa@ apenas esbocadas.

Em todas as sées, exemplos ilustram diversos conceitos referentes acegtal Para

4Chamamos ddesignacads convenges ou restriges estabelecida no interior de uma prova no estilo de Fitch.
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justificar certas restries, alguns contra-exemplodosapresentados, baseando-se no fato de
querl’ }m P implica emI’ )ﬁ P, ou seja, no Teorema da Coraegdo Gilculo para LAR com

respeitoa sendéintica, o qual sérprovado na sép[5.6.

5.2 Linguagens para LAR

Esta se@o apresenta algumas convées e definiges sinhticas de LAR, as quais &y

utilizadas no restante deste trabalho.

5.2.1 Defini@o. Um alfabeto para LAR um alfabeto quantificacional (d¢f. 2]1.2) possuindo
0s conectivos didicos “-»” (conectivo da implicago), “A” (conectivo da conjuréo) e “v”
(conectivo da disjurép), o conectivo maadico ‘=" (conectivo da negaip), o sinal predicativo
diadico “)="(sinal da abrangncia), os quantificadore&™ (quantificador universal) e¥"

(quantificador existencial) e o descritor (ou qualificadox)™.

5.2.2 Esolio. Os termos edrmulas de LAR 8o todos os termos é@ifmulas obtidos pelas
regras de formaip de umadgica quantificacional (deff. 2.1.7), o que inclui os seguintes:

e setet’ saotermos em LAR, e&bt =t € uma brmula abmica em LAR;

e sex & uma vaiavel eP &€ uma brmula em LAR, erio Yx P & um termo em LAR, tamém

chamado delescricéo

5.2.3 Notag@o. No restante deste ciplo, adotaremos como convezas seguintes refancias
para as listas de letras abaixo, seguidasamude plicas ou subdices:

e a, b, c: referem-se a constantes;

e XY,z w: referem-se a vaaveis;

e f,g, h: referem-se a sinais funcionais;

e p,q,r: referem-se a sinais predicativos distintos ge ™;

e t u,Vv: referem-se a termos em LAR;

e P, Q,R S: referem-se adrmulas em LAR;

e D, E,G: referem-se a designadores em LAR;

e I', ®: referem-se a colégs de drmulas em LAR;

Q: refere-se a uma colag de designadores em LAR;

5.2.4 Nota@o. A partir de agora, a menos que o c@mio seja dito, adotaremos as seguintes

convenges:
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e O dmbolo “#" refere-se a um dos conectivas™ou “V”.

e O simbolo “¥" refere-se a um dos quantificadores “ou “3".

v, se¥ = 3,
e Quando¥’ aparecer no mesmo contexto em §uer’ =

d, se¥ =V.
5.2.5 Defini@o. Uma ocoréncia de uma vaiivel x em um designaddD é ditaligada em Dse
esta ocorrer em um subdesignadobdge uma das formasx P, 3x PouY'x P. Uma ocoréncia
de uma vadvelx emD é ditalivre em Dse esta &o for ligada enD. Uma varavelé ditalivre

em Dse esta possuir pelo menos uma ogncia livre emD. Uma varavelé ditaligada em D

se esta possuir pelo menos uma oéncia ligada enb.

5.2.6 Defini@o. Uma ocoréncia de um designad® em um designaddeE & ditareal em Ese
esta 1o sucederV”, “3" ou“ Y”em E. Um designadoD & ditoreal emum designador er&

seD possuir pelo menos uma ocencia real entk.

5.2.7 Esolio. SeD naoé uma varavel, enfio toda oco&ncia deD em um designaddk € real

emE.

5.2.8 Definigo. Um designadob € dito estar ne@scopo de uma variavel x amm designadoE
se la um subdesignador einde uma das formaséx P, 3x Pou r'x P, tal que ta uma ocomncia

real deD emP. Caso confario, D € dito estafora do escopo de x em.E

5.2.9 Definig@o. Uma ocoréncia de um designad@r & dita estar n@scopo de¢ =" emum
designadoE seE possuir um subdesignador da formg= v e esta ocoéncia for real em pelo
menos um dos termasouv. Caso confirio, esta ocoanciaé dita estafora do escopo de
“E"em E Um designadoD & dito estar na&escopo dé ="em EseD possuir pelo menos
uma ocoréncia no escopo de)-"em E. Caso conturio, D € dito estarfora do escopo de
“¥="em E Tamkem dizemos que uma océrncia deD (ou um designaddD) est noescopo

da abrangéncia em Fo lugar de dizer que a mesmagesbescopo dé ="em E

5.2.10 Defini@o. Uma ocoréncia de um designad@r € dita estar n@scopo dé Y ” emum
designadoiE se E possuir um subdesignador da forfiia P e esta ocoéncia for real enP.
Caso contario, esta ocofncia dita estaiora do escopo déT” em E Um designadob é dito
estar noescopo dé T ” em EseD possuir pelo menos uma ocencia no escopo deY ”em
E. Caso contario, D é dito estarfora do escopo dé T ” em E Tamkem dizemos que uma
ocor@encia deD (ou um designaddD) est noescopo do descritor em, Bo lugar de dizer que

a mesma eétnoescopo dé T em E
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5.2.11 Defini@o. Um designador em LAR ditopuro se este &0 possuir nenhuma océrrcia

de “T” fora do escopo de =".

5.2.12 Defini@o. Uma ocoréncia de um designaddérem um designadde em LAR € dita de

topo em Ese a mesma real enE e esé fora do escopo det"e “ ="emE[}

5.2.13 Defini@o. Uma varavel x & dita de topo enum designadoE se todas as oc@ncias
livres dex em E sdo ocoréncias de topo erk. Um designadob que réio seja uma vaavel
é ditode topo enum designadoE se todas as ocd@ncias deD em E sao ocoréncias de topo

emE.

5.2.14 Defini@o. Uma formula que o coném nenhuma ocaéncia de topo de algumarimula

daforma ‘i =V’ é dita umaformula basica

5.2.15 Defini@o. Uma varavel x € ditapontual emum designadoE se x possui exatamente

uma ocoréncia livre enk.

5.2.16 Exemplos.Damos a seguir alguns exemplos das sibeacdescritas pelas defibgs

acima (BUCHSBAUM; SEBBEN, 2007).

e Variavel livre e/ou ligada. Na formulavx(f(x,y,z) A Yzg(z)), a varavelx é ligada, en-
guanto que as vaveisy e z sao livres ¢ € ligada na suldfrmula¥z g(z), mas como possui
outra ocoréncia livre nadrmula, passa a ser livre na mesma).

e Ocorrénciareal A primeira ocoréncia dex no termoY'x (x )= y) naoé real neste termoaJ
a segund@& uma ocoiincia real no mesmo termo.

e Escopo de varavel. As subbrmulasp(y, z) e q(y,z) esfio no escopo da vaiel x na
formulavx (p(y, z) — q(y, z)) A r(z,w). A subformular(z, w) est fora do escopo da vanel
X na mesmadrmula.

e Escopo da abran@ncia As variaveisx ey esBio no escopo da abragmcia na érmula
(Tx inteirox) = Ty parfy)) A f(z,w). Ja as vamaveisz e w esfio fora do escopo da
abran@ncia na mesmafmula.

e Escopo do descritor A variavelx est no escopo do descritor narinulag(x par),y). A
variavely est fora do escopo do descritor na mesiarfula.

e Formula pura. A formula(TxP = TyQ) A p(xi,x2) € pura, uma vez que todas as

descri@es que ocorrem nestarfmula estio no escopo da abragmgcia. Por outro lado, a

SUma descrigo pode ser um termo de topo, desde G esteja no escopo d&” ou“ )=".
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formula('rxP = Ty Q) A p(Yz P, y) ndaoé pura, pois com uma descrigpo fora do escopo
da abrangncia.

e Ocorréncia de topo Somente a primeira oc@mcia dex no termof(x,y, Tx(x )= t)) & uma
ocoriéncia de topo.

e Formula basica A férmula persegu&'x caof), Tx gatok)) & basica, pois &o coném
nenhuma ocoéncia de topo de =". Por outro lado,Tx caok) = Tx poodlek) € uma
formula rao kasica.

e Variavel pontual. A variavely & pontual no term&'x p(x, y, z, z). A variavelz naoé pontual

Nno mesmo termo.

A distingdo entre as operées de substitudp e instancigo nem sempré apresen-
tada de forma clara na literatura. Denominarenmstanciacdoa operago de substitugo
de ocoréncias livres de vaaiveis por termos em um designa@oA opera@o desubstituicao
por outro lado, consiste em trocar o@rcias reais de designadores por designadores (ou seja,
termos por termos éfmulas por drmulas) em um designa(ﬁrDefinimos a seguir estas duas

operaes.

5.2.17 Defini@o. A instanciacao de x por t em,Eotada porE(x|t), € o designador obtido
de E substituindo todas as océncias livres de port, seE nao possuir quantificadores ou o
descritor “Y'”. Se houverem quantificadores ou o descrit”"‘em E, a instanciagoé definida
conforme as @usulas abaixo, ondeey sao varaveis distintas & € {V, 3, T}:

o (IxP)(Xt) = ¥xP,
* Py P(x|t), sex naoé livre emP ouy naoé livre emt;

o (PyP)(Xlt) = {+ ¥z Ry|2)(X|t), sex € livre emP ey € livre emt, ondezé a primeira

variavel rao livre em(t, P}.

5.2.18 Defini@o. A substituicdo de G por D em,Botada poE(G||D), & o designador obtido

de E substituindo todas as océncias reais d& por D.

5.2.19 Exemplos.Os exemplos abaixo ilustram a diferenca entre as opesage instanci@p

e substituigo.

A operago deinstancia¢acé fundamental para algumas leis de intrdiue eliminago de quantificadores e
de abrangncia, pertencentes aalculo de segentes de LAR.

"Esta operaio & essencial para a defiiig de leis gerais de substitéig de designadores por designadores
em LAR.
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¢ Instanciagao:
P=Vx(xey)V(x=3).
Pxlz+w)=VYx(xey)V(z+w=3).

e Substituicao:
P=Vx(xey)V(x=3).

Pxllz+w)=VYx(z+wey)V(z+w=23).

Definimos a seguir a instancig simulnea em LAR.

5.2.20 Nota@o. A partir de agora, a menos que o c@mio seja dito, adotamos as seguintes
conven@es para osisbolos abaixo, ond® € {¥,3, Y} en e p sAo rtimeros naturais, eventu-
almente nulos:

e X refere-sai lista de vadveisx, . . ., X,.

Y refere-sei lista de vadveisy,, .. ., yn.

Z refere-se lista de va@veisz, . . ., z,.

W refere-se lista de vadveisw, . . ., w,.
refere-sa lista de termos, . . ., t,.
refere-sea lista de termosy, . .., Up.

refere-sea lista de designadoré, . .., D,.

| O = ~

o E refere-se lista de designadorés, ..., E,.
° ‘{_7 refere-sa lista de¥y, ..., ¥,.
e VX & asamblagemv¥, ...Vx,".
H e
e ¥'X & asamblagem¥ix; ... ¥nX,".

e ”
e ¥ 7 éasamblagem¥,z,...¥,z,".

5.2.21 Defini@o.

e X ocorre em D= existe algum € {1,...,n} tal quex ocorre enD.

e X élivre em D= existe algum € {1,...,n} tal quex & livre emD.

e X ocorre enE = para algum € {1,...,n} e para algunj € {1,..., p}, X; ocorre enE;.

o X &livie enE = para algum € {1,...,n} e paraalgunj € {1,..., p}, X € livre emE;.

¢ X éligada emE = para alguni € {1,...,n} e para algunj € {1,..., p}, x € ligada enE;.
e X & detopoem E= paratodd € {1,...,n}, sex é livre emE, enfiox & de topo enk.

e D épropria = para quaisquet j € {1,...,n}, sei # j, enBoD; # D;.

g e .. . .
e D eE saodisjuntas= paracadac {1,...,n} e paracadac {1,..., p}, D; # E;.
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5.2.22 Defini@o. Sejamx,..., X, variaveis distintasr( > 0). A instanciacao simultanede

X porT) em um designadoE, notada porE(YlT’), € o designador obtido dé substituindo
simultaneamente todas as o@tias livres de, .. ., X, respectivamente pdi,...,t,, seE
nao possuir quantificadores ou o descritof . Se houverem quantificadores ou o descritor

“T”em E, enfio tal instancia@o & definida pelas seguintesaakulas, ond® € {V, 3, T}:

e Seexista € {1,...,n}tal quex; =y ou X = t; ou x; naoé livre emP, enfio
* 11,...,I, SA0 0S naturais € {1,...,n} tais que
X #Y, X #t e x e livre emP.
(Py P)(XT) = Py P@T), onde |
x W =Xy, X

« U =t,....t,.
e Se,paracadae {1,...,n},x Yy e X #t e x & livre emP, enfio
x Py P(X[T), sey ndoé livre emt ;
(Py P)(XT) =« Wz Ryj2)(X[T) em caso conério, ondez & a primeira vativel

nao livre em{T), Pj}.

5.2.23 Fato.Dado um designaddd sem descriges de topo no escopo de alguma &eei,

existemE, X1, ..., Xn, Y1, -+ > Yn, P1, ..., Pn, tais queD = E(Xy, ..., X)| YY1 P, ..., Tyn Pn)
E & designador puto

X1, ..., X, NA0 €sh0 no escopo de nenhuma el emE,

e
X1, ..., Xy NA0 R0 livres ey, Py, ..., Ty, Py,
X1, ..., Xn SA0 de topo pontuais e

Esboco da provaProva-se por indw@p sobre o designado. ]

5.2.24 Defini@o. Definimos a relago decongruéncia entre designadores AR pelas condi-
cOes abaixo, onde & {A,V,—} eV € {V,3,T}:

e a~:b sss ‘@’ e“b’sao a mesma constante;

e X~ Yy Sss X'e "y’ sao a mesma vavel;

o f(ty,....t) =cQ(Uy,...,Up) sss f=g,n=peti =~ u,paracadac {1,...,n};

o P(ty,....t) =c Q(Us,...,Up) SSS p=0q,n=peti =~ u, paracadac {1,...,n};

e ty FU~ctr FUy SSS 1 ~ctreu ~¢ Up;

o Py ~.—P, sss P; =Py

o P1#Qy~:P2#Q, sss Py~ PeQq = Qy;



58

¥x Py ~. Py P, sss ynaoe livre emVx P; e Py(Xly) ~¢ Py;

SeD; e D, forem designadores de tipos diferentesael; #.DJ}

5.2.25 Fato. Utilizaremos neste trabalho os seguintes resultadoat&ios envolvendo con-

gruéncia, instanciaip simples e instanciag simuléinea, extraos de Buchsbaurm (2006). Con-

sideraremosq, . . ., X, variaveis distintas & < {V¥, 3, 1}.

D ~¢
SeD =~ E, enfioD e E possuem as mesmas \&aweis livres.
SeD =, E, enfioE ~. D.
SeD ~;. EeE ~; G, enfioD ~; G.
SeD ~. E, enloD(X[T) ~. E(X[T).

PRIV TT) ~c PXTT),
Sey naoé livre emvX P, enfio

PXY)YIX) ~c P

X e7Z sdo disjuntas
Se! ¥ naoé livre emt’, entoD(X[T)(Z[T) ~. DEZW)(XIT).
Z naoé livre emt’,
X naoé ligada enD,

Se enBoD(XT) ~e DXy, . .., X, ltip, - ... i)
i1,...,in € Uma permutaép de 1...,n,

SeX naoeé livre emt’, enBoD(X ) ~¢ D(Xlty) . . . (Xaltr)-

X ey sdo poprias,
Se entio¥ X P~ ¥y PXY).
Y naoé livre emv¥xX P,

X,Z eW s3o0 poprias,
Se Sel X e7 sdo disjuntas, entio W7 P(XT) ~ ¥W PEZ|W)(XT).
W naoé livre em{X,T,VZ P,

Y naoé livre em{X, 1, D},
ief{l,....n}, R
Set en&oD(Xt') ~ DXTY)(Z W) (yilt)-
Z = 7 =Y
T=1-t,

80u seja, Aoé verdade qu®; ~ D.
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5.2.26 Defini@o. Além dos sinais primitivos de LAR, adotaremos t&mbos seguintes sinais
definidos (considerandoey as primeiras vaéveis rao livres ent):

et=t =2t Rt Al =t

ettt = (t=t);

e vact) = —-3Ix(t = x). Lé-se vad) como ‘t & vacuo”;

e ex() = Ix(t = x). Lé-se ext) como ‘t & existencial”;

o fix(t) = VxVy(t E XAt )Xy— x=y). Lé-se fixf) como ‘t & fixo”.

e un(t) = ex() A fix(t). Lé-se un) como ‘t & urivoco”;

e ambf) = AIxAy(t = XAt =y — x#Yy). Lé-se amh) como ‘t € amhbguo”.

o t=t =fix(t) Afix(t') At="t,

O sinal “=” definido acima corresponde em LAR a uma igualdade, em ge&radreflexiva.
A mesma apenas sereflexiva entre termos fixos, ou seja, entre tern@msamiiguos. O sinal
“=", por outro lado, opera como uma igualdade reflexiva. Ista seelhor detalhado em um

exemplo adiante.

5.3 Uma Senantica para LAR

Nesta seg§o apresentamos uma s&mtica para LAR, extida de Buchsbaum (2002), com

algumas adaptées.
5.3.1 Nota@o. Para as definiies a seguir, consideraremsima cole@o rao vazia.

5.3.2 Defini@o. Uma LAR-interpretagol & uma triplal = (A, w, s), ondeA & um universo de

discurso (ou dommio da interprete@o),w € um mundo sobra e s€& umaA-atribuicdo.

5.3.3 Defini¢o. Sejaml uma LAR-interpreta@o, X, . .., X, variaveis distintas €, di, ..., d,
elementos d&. Definimos:
e |(x/d) € uma LAR-interpretaio definida pot(x|d) = (A, w, S(x|d));
e I(Xg,...,X%n/ds,...,dy) € uma LAR-interpretaio definida por
[(X1, ... Xald1, ..., dn) = (AW, S(Xq, ..., Xq | Dg, ..., C)).
5.3.4 Nota@o. No restante desta s&g, as seguintes conveérgs para as letras abaixo, seguidas

ou rao de plicas e subdices:

e W& um mundo sobre um universo de discusso
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e sSé umaA-atribuicdo para vaéveis.
e | =(A,w,s) & uma LAR-interpretaip.

e d eesdo aelementos do universo de discurso de uma dada LAR-inteig@oetac

Para especificar a sémtica de LAR, definimos, para cada LAR-interpréa¢, trés

fungdes:la, Isely.

A funcaol, ou funcéo-ambitade |, associa cada termo a uma cé@egeventualmente
vazia, ditadmbitodo termo (dao “A’ em |,), de elementos do universo de discursd.dse tal
cole@o for vazia, dizemos que o terrewacuo em | ou sejag um nome quedo denota nada.
Se a mesma contiver noaximo um elemento, dizemos que o terafixo em | Se esta colép
nao for vazia, o termé ditoexistencial em.lUm termoexistencial em pode ainda sarnivoco
em |, caso a colefp a ele associada seja um conjuntoandf, eambiguo em,Icaso tal colego
possua mais de um elemento. Desta forma, um termagumb um nome para cada objeto da

cole@o a ele associada.

” 1] 1] ”

5.3.5 Exemplos.Considere uma interpretag na qual osimbolos ‘N”, “#”, “>" e “€” pos-
suem seus significados usuais. Com respeito a esta integmetlgnos a seguir alguns exem-
plos.

e Termo \acuo:Tx (X # X).

e Termo amiguo: Tx(x € N A x > 2).

e Termo unvoco: Tx (x € N A park) A primo(x)).

A funcaols, por outro ladog uma valorago, ou seja, associarimulas a valores verita-
tivos. Iy € uma fun@o auxiliar, utilizada para definlg por recurfo simulinea. Os valores
veritativos de LAR &0 1 (um), owitoria e 0 (zero), ouerrota, sendo que £ o valor distin-
guido. Este tipo de seamticaé denominadeemantica de jogoUCHSBAUM; PEQUENO,
2000; HINTIKKA; KULAS| 1983), e baseia-se numa ésje de jogo imagiario entre cujeito
(da 0 “S” emls), 0 qual deseja provar que uma dadeniulaé verdadeira, e natureza(da o
“N” em ly), que deseja provar que a negaga brmula considerada verdadeira. Seamticas
de jogos 8o particularmente adequadas p&gidas paraconsistentes, onde assdéiarl rao
significa, necessariamente, quP se@ associado a 0. Particularmente em LAR, dependendo
da estrutura dabfmula P, que pode conter termos&uos,—-P pode ser tanto associado a 0

comoal.

%0u seja, um termo tmocoé um termo qué existencial e fixo.
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Dizemos que o sujeito ganha o jogo com respeito a wmadlaP sels(P) = 1, e que a
natureza ganha o jogo $@P) = 1. Da mesma forma, dizemos que sujeito perde o jogo com

respeito a umadrmulaP sels(P) = 0, e que a hatureza perde o jogdg€°) = 0.

Dizemos tambm que umadrmulaP & verdadeira erh selg(P) = 1, e que umadrmula

P é falsa em sels(P) = 0.

Para motivar a defingp das fungesla, Is e Iy, dada a seguir, consideremBsuma
formula kasica, tal quexy, ..., X, S0 varaveis de topo distintas e pontuais & Conside-
remos tambm P(xy, ..., Xlt1, ..., t,) aformula obtida dé? instanciando-se simultaneamente

X]_,...,anort]_,...,tn.

Dizemos qued,, . .., d, satisfazenP(xy, ..., X,), de acordo com uma dada interprétal;
sel(Xy, ..., X)|dg,...,dy)s(P) = 1.

Se, eml, cada um dos termds, ..., t, denota pelo menos um objeto, &ols associa
vitoria a P(Xxq, ..., Xlts,...,t,) Se, e somente se, para catla...,d, tal qued,,...,d, sao
respectivamente elementos do universo de discurso denotados (ambiguamemig). pd,
d, ..., d, satisfizerenP. Se algum destes termoamdenota nenhum objeto dme P € uma

formula abmica, erdoP(xy, ..., Xt ..., t,) & avaliado como wuitria (vacua) do sujeito erh

In comporta-se de modo complementar. Se cada um dos tefmost, denota pelo
menos um objeto, eab |y associa vibria aP(Xy, ..., X1, ..., t,) Se, e somente se, para todos
os objetod, ..., d, denotados pot,...,t,, di,...,d, ndo satisfizeren. Se algum destes
termos @o denota nenhum objeto,Reé uma brmula abmica, endio P(xg, ..., Xty ..., t,) €

avaliado como vitria (vacua) da natureza eim

5.3.6 Defini@o. As clausulas abaixo especificam as foesgla, Is e Iy, ondel, € afuncéao-
ambito definida por lels &€ denominada a LARaloracao definida por:|

e |5 &uma fun@o da colego de termos emw paraP(A);

e Ig, Iy sao fun@es da colego das brmulas enw para{0, 1};

* 1a(c) = {w(e)};

o Ia(X) = {s(¥)};

o In(f(t,....t0) = {(W(f)(dy,...,dn) | di € 1a(t1), ..., dn € la(tn)};

e IA(TxP) ={deA| I(Xd)s(P) = 1};

o Is(p(ty,...,t,)) = 1 sss paracaddh € Ia(ty),..., para cada, € Ia(t,), (di,...,dn) € W(P);



62

o In(p(ty,...,th)) = 1 sss paracadh € Ia(ty), ..., para cada, € Ia(tn), (dy, ..., dn) & W(p);
o Ig(t =1) =1ssdy(t 1) =0ssda(t) 2 Ia(t);
o Is(=P) = In(P);

* In(=P) = 15(P);

* Is(P — Q) = maxin(P), Is(Q)};

e In(P — Q) = min{ls(P), In(P)};

o Is(P A Q) = min{ls(P),1s(Q)};

e In(P A Q) =maxIn(P), IN(Q)};

e Is(P Vv Q) =maxls(P),Is(Q)};

e In(PV Q) = min{In(P), IN(Q)};

e Is(YxP) = min{l(xd)s(P) | d € A};

e In(YXP) = max!(xd)n(P) | d € A};

e I5(AXP) = maxXI(xd)s(P) | d € A};

o In(AXP) = min{l(X|d)n(P) | d € A}.

5.3.7 Defini@o. Um termot & ditovacuo com respeita uma interpretaép | sela(t) € o con-
junto vazio, existencialse I5(t) € rdo vazio,fixo sela(t) conem no naximo um elemento,

univocosel(t) € um conjunto unério eambiguosel(t) coném pelo menos dois elementos.
5.3.8 Nota@o. Dado um termo utvocot, notamos pot' o (inico elemento do conjunt@(t).

5.3.9 Exemplo.A fim de ilustrar a sef@ntica de LAR paradrmulas abmicas lasicas, considere
d,...,ds elementos de et;,t, termos amiguos cujosambitos &0, respectivamentg (t;) =
{d1, do} ela(tz) = {d3, ds, ds}. LOgo, pela definigo[5.3.6,

Is(p(t1,t2)) = 1

sss
(dy, d3) € w(p) e(dy, ds) € wW(p) e(dy, ds) € wW(p) e(d>, d3) € W(p) e(do, ds) € W(p) e(d>, ds) € W(p).

Esta seraintica caracteriza umagdicanao alética ou seja, umadgica queg paraconsis-
tentee paracompleta Isto &, uma bgica onde amboR e =P podem ser verdadeiros (0 sujeito
e a natureza podem ganhar), ou na qual anibes:P podem ser falsos (a natureza e o sujeito
podem perder). Am disso, LARE taml&m uma bgicanao-reflexivaistoé, & uma bgica onde

a proposiéaoP — P pode ser falsa. O exemplo a seguir demonstra estas&gtslac
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5.3.10 Exemplo.Considerep(x) uma rmula abmica kasica € uma interpretao na qual os

sinais ‘=" e “#” possuem seus significados usuais.

e Set & vacuo com respeito B enfio ambag(t) e —p(t) sdo verdadeiras e confirmando
aparaconsisténcige LAR. Por exemplo, ambas amulasp(rx(x # x)) € =p(rx(x # X))
si0 verdadeira®)

e Set € ambguo com respeito 4 tal que existend; e d, pertencendo & (t), para os quais
[(x|dy)s(p(x)) = 1 el(x|dy)s(p(x)) = 0, enho ambag(t) e —p(t) sao falsas en, confir-
mando gparacompletudele LAR. Neste caso taréin acontece que arfmulap(t) — p(t)
e falsa eml, poisIn(p(t)) = 0 els(p(t)) = 0, confirmando anao-reflexividadaede LAR.
Por exemplo, adrmula pafrx(x = 1V x = 2)) e sua negaip K0 falsas, da a formula

panrx(x =1V x=2) - pa(Yx(x =1V x = 2)) & tamkem falsa.

Definimos a seguir a seintica da igualdade=", apresentada na defir@g[5.2.26.

5.3.11 Esolio.

o Ig(ty =t;) =1 sss para cadh € Ia(ty), para cadal, € 15(t;), d; e d, SA0 0 mesmo objeto

Definimos abaixo quando uma LAR-interpréia¢ satisfaz umadrmulaP em LAR.

| € uma LAR-interpretaop paraP,
5.3.12 Defini@o. | satisfazP em LAR =
Is(P) = 1.

A seguir formulamos a n@p de coinci@ncia de interpret@gs e o Lema da Coin@dcia,

necesario para a prova de alguns resultados &eticos de LAR.

5.3.13 Defini@o. Sejaml = (A,w,s) e I’ = (A,w, S) LAR-interpreta@es. Dizemos qukee
I” coincidem em um designadBrse as seguintes condigs forem satisfeitas:

e | el’ sAo LAR-interpretages paré.

Para toda vaévelx livre emE, s(x) = S(X).

Para toda constanteocorrendo enk, w(c) = w'(c).

Para todo sinal funciondl ocorrendo ent, w(f) = w'(f).

Para todo sinal predicativeocorrendo ent, w(p) = w'(p).

5.3.14 Esolio. Sel = (A,w,s) el’ = (A,w, ') sao LAR-interpreta@es coincidentes ei,

enBol(x|d) e I’(x/d) tamkem coincidem ent.

0Quando algum termo de topo de ungarfiula abmica tasica for \acuo, a brmula torna-se paraconsistente.
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5.3.15. Lema da Coincié&ncia
E & termo implica quda(E) = 14"(E);

Sel el’ coincidem enE, ento Is(E) = IS'(E);
E & formula implica qu
In(E) = IN'(B).
Esboco da prova:
Suponha qué = (A,w, s) el’ = (A,w, ) coincidem enkE.
se Eé termo, erdio I1o(E) = IA"(E);
SejaA(E): Is(E) = Is'(E);
se Eé formula, endio
IN(E) = IN(E).
A provaé feita mostrando-se a validade AiE), por indu@o sobreE. O

Em LEC e em qualquer das diversagiitas mais conhecidas, deviddnexiséncia de

termos amfguos, a se@dntica da instanci&p € definida pelas duasatlsulas abaixo:

() To(u(xt)) = [(x Ip(t))(u);
(i) Tv(P(Xt) = 1(X Ip(t)v(P).

Em LAR, tais resultados seéanticos 80 mais elaborados, uma vez que os tern@ms S
associados a colées de objetos. Esta caratstica exige um tratamento mais detalhado, o

gualé dado pelo resultado a seguir.

5.3.16. Avalia@o de Designadores Instanciados em LAR

Ia(U(Xit)) = 1(XIt")a(u),
(i) Setéumtermo puro, edib { Is(P(Xt)) = I(x|t")s(P),

In(P(XI)) = 1 (Xt )n(P).

(i) Sexé detopo emu, enBola(u(xt)) 2 U [ (X|d)a(u).
dela(t)

X & de topo enP, Is(P(Xt)) < min{l(x|d)s(P) | d € 1a(t)},
(i) Se enfo
Ia(t) # 0, In(P(XIt)) < min{l(X|d)n(P) | d € [a(t)}.



(iv) Sexé de topo pontual em, enfola(u(xt)) = U [ (X|d)a(u).

dela(t)

X € de topo pontual el

(v) Se
Ia(t) #0,
Is(P(X|t)) = min{l(X|d)s(P) | d € Ia(t)},
In(P(X|t)) = min{I(XId)n(P) | d € 1a(D)}-
X possui uma ocoéncia de topo em,
(vi) Se en@ola(u(xt)) = 0.

|A(t) =0,

(vii) Se{ P possuipelo menos uma ocencia de topo de,

la(t) = 0,

entols(P(x|t)) = In(P(Xt)) = 1.

Prova de(i):

Suponha quéé um termo puro.

SeE é termo, erdio A (E(Xt)) = 1(Xt")a(E).
SejaA(E): Para qualquet, Is(E(Xt)) = 1 (x|t")s(E),

In(E(XE)) = 1 (Xt )n(E).

SeE é formula, enho

e CasoE €& uma constante
Ia(c(X]t)) = la(c) = 1(Xt")a(c), pelo Lema da Coincihcia.

Logo, A vale quandde & uma constante.

e CasoE é uma varmvely distinta dex.
Ia(Y(XIt)) = 1a(y) = I (X]t)a(y), pelo Lema da Coincihcia.

Portanto A vale quandd & uma varavel distinta dex.

e CasoE éx.
IA(X(X1)) = 1a(t) = {t'}).
I (X|tYa(X) = {t'}, donde temos qu& vale quandcE & x.
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P & uma brmula abmica tasica ou uma negag de umadrmula abmica tasica,
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e CasoE éf(ty,..., tn).
Por HI, para cadac {1,.. ., N}, La(ti (X)) = 1(Xt)a(t;).
La(f(to - -, t)(XIE) = Ta(F(ta(X), ... ta(Xt))) =
{W(F)(dy, ..., dh) | di € Ia(ta(XD)), .. ., O € Ia(ta(Xi1))} ="
{(W(F)(da, ..., dn) | di € 1(Xt)a(ts), ..., tn € 1(X)a(tn)} =
[(XtYa(f(te, ..., tn)).
Logo, Ia(f(ty,..., t)(Xt) = 1(Xt)a(f(ts, ..., t,)), ou sejaA vale quandd é f(ty,..., th).

CasoE e TxP.

IA((rX P)(Xt)) = 1a(TXx P) = {d € A | 1(x|d)s(P) = 1}.

I(Xt)a(TXP) = {d € A [ 1(Xt")(XId)s(P) = 1} = {d € A | I(Xd)s(P) = 1}.
PortantoJA((TX P)(Xt)) = 1(X|t")a(rx P). Dai, A vale quandd & rx P

CasoE é Ty P, ondey & uma varavel distinta dex.
* Subcasox naoe livre emP ouy naoé livre emt.
Ia((Cy P)(Xt)) = [a(Yy P(XIt)) =
{deA1(yid)s(P(xit)) = 1} ="
{deAlIyd)(Xt)s(P) =1} =
{deAlI(Xt)Wd)s(P) = 1} = 1(Xt')a(Ty P).
Logo, Ia((Cy P)(Xt)) = 1(x|t")a(y P), dondeA vale quandd &Yy P.
* Subcasox € livre emP ey é livre emt.
Sejaz a primeira varavel rao livre em{t, P}.
Entao (Yy P)(xt) = Tz Ryiz)(xt).
LA((Cy P)(N)) = 1a(TZ Ryl2)(Xt)) =
{d e A11(Zd)s(P(yiz)(xIt)) = 1} ="
{deA|1@d)MN)s(PHY) = 1) ="
{d e Al1(Zd)(Mt")(yid)s(P) = 1.
Comoznaoé livre emP,
{de A1 )N VId)s(P) = 1} = {d € A | I(xt')(YId)s(P) = 1} =
L(XIt)a(Ty P).
Logo, [a((Ty P)(xit)) = I (Xt")a(Yy P).
Dai, em qualquer subcasa,vale quandde € Ty P, sendoy distinto dex.



e CasoE ép(ty,..., tn).
Por Hl, para cadac {1,..., n}, Ia(t(xt)) = 1(XtYa(t).
Is(p(ts - - -, ta)(XIt)) = 1
SsSs
Is(P(ta(Xt), . . ., ta(X1))) = 1
sss (def[ 5.316)
(dy, ..., dn) € w(p), para cadd; € I(t1(X]t)),..., para cadd, € | (tn(X|t))
sss (HI)
(O, ..., d.) € w(p), para cadal;, € | (X|t")a(t1),. .., para cadd, € | (x|t")a(t,)
sss (def[ 5.316)
I(Xt)s(p(ts, . . . tn)) = 1.
Portanto)s(p(ty, .. ., to)(Xt)) = 1(Xt)s(p(ta, ..., tn)).
In(P(ta. ... t)(XID) = 1
SsSs
IN(P(t2(XE), ..., ta(XI1))) = 1
sss (def[ 5.316)
(dy, ..., dn) ¢ W(p), para cadda; € 15 (t1(X|t)),. .., para cadd, € Ia(ta(X|t))
sss (HI)
(dy,..., dn) ¢ W(p), para cadal; € | (Xt")a(t1),. .., para cadd, € | (x|t")a(t,)
sss (def[ 5.316)
(Xt n(p(t, - -, 1) = 1.
Portanto)n(p(ty, . . ., t) (X)) = 1(Xtn(p(ts, ..., tn)).
De (1) e (2), temos qua vale quandd € p(ty, ..., tn)

e CasoE éu Ev.
Por HI, 1a(u(xt)) = [(Xit'")a(u) e la(v(Xt)) = 1 (Xt")a(V).
Is((u )= v)(xit)) =1
SSS
Is(u(XIt) )= v(xit)) = 1
sss (def[ 5.3]6)
La(u(X|t)) 2 Ta(V(Xt))
sss (HI)
L(X|t")a(u) 2 1(Xt')a(Vv))
sss (def[ 5.316)
[(XtYs(u =Vv) = 1.
Portanto)s((u )= V)(X|t)) = 1(Xt")s(u )= V).

67

(1)

)

®3)



In((u )= v)(Xt)) =0
sss (def[ 5.316)
Is((u )= Vv)(Xt) =1
sss (3)
[(XtYs(u =Vv) = 1.
sss (def[ 5.3]6)
I (X|t"Yn(u = V) = 0.
Portanto)n((u )= V)(Xt) = I (Xt)n(u )= V).
De (3) e (4), temos qu& vale quanddE éu = V.

CasoE € (—=P).
Is((=P)(xt)) = Is(=P(xit)) = In(P(xt)) ="" 1 (x|t )n(P) = 1(Xt")s(=P).

In((=P)(XI1) = In(=P(x|t)) = Is(P(xit)) =" 1(xit')s(P) = I(XIt')n(=P).

Portanto, de (5) e (6 (—P).

CasoE € (P — Q).

1s((P — Q)(Xit)) = Is(P(xit) — Q(xit)) = max{In(P(xIt)), Is(Q(xIt))} ="

max{1 (xt')n(P), I (xIt')s(Q)} = I (xit')s(P — Q).

In((P — Qi) = In(P(XIt) — Q(xit)) = min{ls(P(xIt)), In(Q(xIt))} =""

min{l (xit')s(P), I (XIt")n(Q)} = 1(Xt)n(P — Q).
Dal, de (7) e (8)A vale quand®E é (P — Q).

CasoE e (P A Q).
Is((P A Q)(XIt)) = Is(P(XIt) A Q(xit)) = min{ls(P(xt)), Is(Q(X))} ="'
min{l (Xit')s(P), I (XIt")s(Q)} = 1(Xit')s(P A Q).

In((P A QX)) = In(P(Xit) A Q(XIt)) = maxIn(P(XIt)), In(Q(xit))} ="

max{1 (Xt )n(P), [ (Xt )n(Q)} = I (Xt )n(P A Q).
Dal, de (9) e (10)A vale quanddE € (P A Q).

CasoEé (P Vv Q).
Is((P v Q)(Xit)) = Is(P(XIt) v Q(xIt)) = max{Is(P(xit)), Is(Q(xt))} =""
max(| (Xit')s(P), 1 (xit')s(Q)} = 1(Xit')s(P v Q).

In((P v Qi) = In(P(Xit) v Q(XIt)) = min{In(P(xIt)), In(Q(XIt))} ="

min{l (Xt)n(P), (Xt )n(Q)} = 1(XIt'n(P V Q).
Dal, de (11) e (12)A vale quandd& é (P v Q).
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e CasoE éVxP.
[s((YX P)(X]t)) = Is(Yx P) = min{l(x|d)s(P) | d € A}.
(X[t s(VX P) = min{l (xt")(x/d)s(P) | d € A} = min{I (x|d)s(P) | d € A}.
Logo, Is((Yx P)(xt)) = 1(X|t")s(Vx P). (13)
IN((VX P)(Xt)) = In(VX P) = max{1(x|d)s(P) | d € A}.
I(Xtn(YX P) = max| (xit')(Xd)n(P) | d € A} = max{] (X(d)n(P) | d € A}.
Logo, In((YX P)(X|t)) = I(Xt"n(YX P). (14)
Temos de (13) e (14) quevale quandde e Vx P.

e CasoE eVy P, ondey € uma varavel distinta dex.

* Subcaso: S& naoé livre emP ouy naoé livre emt.
Is((Vy P)(XIt)) = Is(Yy P(xt)) =
min{l (yld)s(P(xt)) | d € A} ="' min{I(yld)(xt')s(P) | d € A} =
min{l (xt)(yid)s(P) | d € A} = 1(xit')s(Vy P).
Logo, Is((Yy P)(xt)) = 1(xt')s(¥y P). (15)
In((Vy P)(XIt)) = In(Yy P(Xt)) =
max(! (yld)n(P(xt)) | d € A} ="' max{] (Yid)(x|t')n(P) | d € A} =
max(| (x|t ) (Yd)n(P) | d € A} = I(Xit')n(Vy P).
Logo, In((¥y P)(XIt)) = I (Xit')n(Vy P). (16)
De (15) e (16), temos que vaidE).

*» Subcaso: Se é livre emP ey € livre emt.
Considerez a primeira vaiavel rao livre em{t, P}.
Entao, {7y P)(xIt) = Yz R(yl2)(xt).
Is((Vy P)(XIt)) = 1s(¥z RyID(XIt)) =
min{l (Zd)s(P(yI2(xIt)) | d € A} ="' min{1(Zd)(xt')s(P(y12)) | d € A} ="
min{l (Zd)(xit')(yid)s(P) | d € A}.
Comoznaoé livre emP,
min{l (Zd)(x|t")(yld)s(P) | d € A} = min{I (x|t')(yld)s(P) | d € A} = I(xt')s(Vy P).
Dai, Is((Yy P)(Xit)) = 1(xt')s(Vy P). (17)
In((Yy P)(XIt)) = In(YZ R(Y12)(Xit)) =
max| (Zd)n(P(YI2)(xt)) | d € A} ="' max(| (Zd)(Xit')n(P(y12)) | d € A} ="
max{ (Zd)(xit')(yld)n(P) | d € A}.

Comoznaoée livre emP,



max( | (Zd)(xt")(Yd)n(P) | d € A} = max(1 (xit')(yid)n(P) | d € A} = 1(Xt')n(¥y P).

Dai, In((Yy P)(Xt)) = I (Xt )n(Yy P).
De (17) e (18), temos que vaidE).

Dai, em qualquer subcasa,vale quandd € Yy P.

CasoE eé3x P.

Is((Ax P)(Xt)) = 1s(3x P) = max{1(x|d)s(P) | d € A}.

1(Xit')s(Ix P) = max(I (xit')(x|d)s(P) | d € A} = max(| (xid)s(P) | d € A}.
Logo, Is((@x P)(xt)) = I (x|t")s(Ix P).

In((@x P)(X]t)) = In(@X P) = min{l (x|d)s(P) | d € A}.

I (Xt )n(@x P) = min{l (xt")(X|d)s(P) | d € A} = min{I(x|d)s(P) | d € A}.
Logo, In((Ax P)(Xt)) = 1(Xt"n(3X P).

Temos de (19) e (20) quevale quandde € Ax P.

CasoE é 1y P, ondey & uma varavel distinta dex.
* Subcaso: S& naoé livre emP ouy naoé livre emt:
Is((Ty P)(Xt)) = Is(Qy P(XIt)) =
max(! (Yld)s(P(xit)) | d € A} ="' max{1 (yld)(xit')s(P) | d € A} =
max(| (x|t")(Yld)s(P) | d € A} = [(xt')s(3y P).
Logo, Is((Fy P)(xt)) = 1(xt')s(3y P).
In((@y P)(XIt)) = In(Fy P(Xt)) =
min{l (yld)n(P(xt)) | d € A} ="' min{l(yld)(xit')n(P) | d € A} =
min{l (x|t")(yld)n(P) | d € A} = I(XIt")n(3y P).
Logo, In((Ty P)(xt)) = 1(xit')n(3y P).
De (21) e (22), temos que valdE).
» Subcaso: S& é livre emP ey é livre emt:
Considere a primeira varavel rao livre em(t, P}.
Entao, Ay P)(xt) = 3z Ryl (xIt).
Is((Ay P)(Xit)) = 1s(3z R(y12)(xit)) =
max{| (Zd)s(P(yI2(xit)) | d € A} ="' max{1(Zd)(xit")s(P(y12) | d € A} ="
max1(zd)(xt')(yld)s(P) | d € A}.
Comoznaoé livre emP,

max(| (Zd)(xt")(Yld)s(P) | d € A} = max{I (xit')(yld)s(P) | d € A} = 1(xit')s(Jy P).

70

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)



71

Dai, 1s((Jy P)(xit)) = 1(xit')s(Ty P). (23)
In(@y P)(XIt)) = In(Fz R(YI2)(xit)) =

min{l (Zd)n(P(yI2(xt)) | d € A} ="' min{l (Zd)(xt' )n(P(YI2) | d € A} ="

min{l Zd)(xit')(yld)n(P) | d € A}.

Comoznaoé livre emP,

min{l Zd)(xit')(yld)n(P) | d € A} = min{l (xit")(Yid)n(P) | d € A} = (Xt )n(3y P).

Dai, In((Ty P)(XIt)) = I (Xt )Ny P). (24)
De (23) e (24), temos que vaidE).

Dai, em qualquer subcasa,vale quandde & dy P.

mi
Prova de(ii):
SejaA(u) : Iau) 2 () 1(dd)a().
dela(t)
Suponha que é de topo eAmu.
e Casou & uma constante
La(c(Xt)) = 1a(c) = {w(c)}.
U 1ida@ = [ @ = [ wo.
dela(t) dela(t) dela(t)
Sela(t) = 0, enBo U {w(c)} = 0;
dela(t)
Sela(t) # 0, enflo U W(©)} = (w(c)).
dela(t)
Dal, em qualquer casb, (c(x|t)) 2 U I (x|d)a(c), donde temos qué vale quanda € uma
dela(t)
constante.
e Casou € uma varvely distinta dex.
La(y(xt)) = 1a(y) = {s(¥)}
L) 1xidamd = [ 1am = ) (s
dela(t) dela(t) dela(t)
Sela(t) = 0, ento [ ] {s)) = 0;
dela(t)
Sela(t) # 0, entio | | {s(y)} = {s(y)}h
dela()
Dal, em qualquer casb, (y(x|t)) 2 U I (x|d)a(y), donde temos qué vale quanda € uma

_ o dela(t)
variavely, distinta dex.
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e Casou é x.
A(X(XID) = 1a(0).
L 100Da0) = ) () = 1.

dela(t) dela(t)
Logo, temos qué vale quanda € x.

e Casoué f(ty,..., tn).
Temos quex € de topo enty, ..., th.
Por HI, para cadae {1,....n}, La@(x0) 2 | ] 1(d)at).
dela(t)
para cadace {1,..., nj,
Logo, Aa(t(X0) 2 H(Xd)a(t). 1)
para cadal € IA(t)
LA(f(te, ..., ) (X)) = Ta(F(ta(Xt), . .., ta(XI)) =
w(f)(dy, ..., dh) | di € 1a(t2(X1)), .. -, th € 1a(tn(XIt))}. (2)
Sed € I4(t), temos que
(Xd)a(f(te, ..., 1)) = (W(F)(dy, ..., dn) | di € I(XID)a(te), ..., dn € (Xd)a(tn)}.(3)
Dal, de (1), (2) e (3), para cadbe I(t),
Ia(f(ts,. .., tn)(X[t)) 2 1(Xd)a(f(ta, ..., tn)).
PortantoJa(f(ty,..., th)(X|t)) 2 U [(X|d)a(f(te, ..., t,)), donde temos qu& vale quando
uef(ty,.. . .t) 1O

e CasouéYTxP.
IA((CX P)(XIt)) = 1a(TXP) = {d € A| I(xd)s(P) = 1}. 4)
Para cada € I14(t),
I(Xd)a(YXP) = {ec A I(Xd)(Xe)s(P) = 1} ={ec A | I(Xe)s(P) = 1} =
{de Al I(Xd)s(P) = 1}. ®)
De (4) e (5), para cadae I5(t), 1a((CXxP)(X|t)) 2 1(Xd)a(rXx P).

Logo, Ia((TxP)(Xit)) 2 | 1(Xid)a(rx P), dondeA(u).
dela(t)

e Casou é Yy P, ondey € uma varavel distinta dex.
Comox € de topo enu, temos que naoé livre emP.
Ia((y P)(XE)) = [a(YY P) = {d € A [ I(yid)s(P) = 1}. (6)
Para cada € I(t), 1(Xd)a(TyP) ={eec A|l(xd)(yle)s(P) = 1}.
Comox naoé livre emP,

fee Al1(Xd)(Ye)s(P) = 1} ={ec A|I(yle)s(P) = 1} = {d € A[I(Yd)s(P) = 1}. (7)



73

Dal, de (6) e (7), para cadhe I5(t), 1a((Cy P)(X|t)) 2 (X|d)a(Ty P).

Logo, Ia((Ty P)(Xt)) 2 U I (x|d)a(y P), ou sejaA vale quanda € Yy P.
dela(t)

Prova de(iii):

X & de topo enP,

Suponha qu
Ia(t) # 0.

_ Is(P(XIt)) < min{l(x|d)s(P) | d € Ia(t)},
SejaA(P) :
In(P(Xt)) < min{I(X|d)n(P) | d € 1a(D)}-
e CasoPeép(ty,..., tn).
Entao, x é de topo enty, ..., t,. Dal, por (i), para cadae {1,..., n},

AGO) 2 ) 1(Xd)att): (1)

dela(t)

Is((p(ta, ..., th) (X)) = 1
SSS

Is(p(ta(XIt), . . ., ta(XIt))) = 1
sss (def[ 5.316)
(dyg, ..., dn) € W(p), para cada; € 1A (t;(X|t),..., para cada, € 14 (th(X|t)

imp (1)
(di,....d) € W(p), p/ cadady € | | 1(Xd)a(ts), ..., p/cadady € [ ] I(Xd)a(ty)

dela(t) dela(t)
Sed € IA(t), temos ques(p(ty, ..., t,)(Xt)) = 1 implica que
(dy, ..., d,) € w(p), para cada; € I(X|d)a(ty),. .., para cadal, € 1 (x|d)a(tn),

Ou seja, para cadhe I5(1), Is(p(ty, ..., t)(X|t)) < I(XId)s(p(ty, . .., th).
Logo, Is(p(ts, . . ., ta)(XIt)) < min{l(X|d)s(p(ts. . . .. tn)) | d € 1a(D)}- (2)

IN((P(ta, ..., th)(XIt)) = 1
Sss

IN(P(t2(X[D), . ... ta(XI1))) = 1
sss (def[ 5.316)
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(dy, ..., dn) ¢ W(p), para cada; € 1a(t;(X|t)), ..., para cadal, € I (t,(X|t))
imp (1)
(D, ch) & W(p), p/ cadady € | | 1(Xd)a(ta). ..., p/cadadne | | 1(4d)a(ts)
dela(t) dela(t)
Sed € IA(t), temos quen(p(ty, . . ., t,)(X|t)) = 1 implica que
(dy, ..., dn) € W(p), para cada; € | (X|d)a(ty),..., para cada, € [ (X|d)a(tn),
0 que equivale dizer quéx|d)n(p(ty, . . ., t) = 1.
Ou seja, para cadhe IA(t), In(p(t, ..., tn) (X)) < I(Xd)n(p(ty, - - -, t).
Logo, In(p(ts, . . -, tn)(XI1)) < min{I(X{d)n(p(ts, .. -, 1)) [ d € 1a(t)} (3)
De (2) e (3)A vale quandd € p(ty, .. ., tn)

CasoP éu = v.

Comox € de topo enP, temos que haoé€ livre emu )= v. Ddi,

Is((u = V)(Xt)) = Is(u = V) = I(X|d)s(u = V), pelo Lema da Coincihcia.

Sed € Ia(t), Is((u )= V)(Xt)) < 1(X|d)s(u )= V).

Dai, Is((u )= v)(xt)) < minf{l(X(d)s(u )= v) | d € 1a(t)}. 4)
In((u = V)(Xt)) = In(u = V) = I(Xd)n(u = V), pelo Lema da Coincihcia.

Sed € I (1), In((u )= V(X)) < I(Xd)n(u )= V).

Logo, In((u )= v)(xt)) < min{l(Xid)n(u )= V) | d € Ia(t)}. ®)
Portanto, de (4) e (57 vale quandd éu = v.

CasoP é -Q.

Is((=Q)(XIt)) = Is(=Q(XIt)) = In(Q(Xt)) <M min{I(Xd)n(Q) | d € Ia(t)} =

min{l(xid)s(-=Q) | d € Ia(t)}.

Logo, Is((=Q)(XIt)) < min{l(X|d)s(—=Q) | d € I (1)} (6)
IN((=Q)(XL)) = In(=Q(XIt)) = Is(Q(xIt)) <™ min{l(x|d)s(Q) | d € Ia(t)} =

min{l(Xd)n(=Q) | d € 1a(D)}.

Logo, In((=Q)(XIt)) < min{I(X|d)n(=Q) | d € 1a(1)}. (7
Dai, de (6) e (7)A vale quandd® & -Q.

CasoPeQ - R

Is((Q — R)(XI)) = Is(Q(Xt) — R(Xt)) = maxin(Q(xit)), Is(R(Xt))}.
IN(Q(XIE)) < min{l(X|d)n(Q) | d € Ia(D)},

Por HI
Is(R(x|t)) < min{I(X|d)s(R) | d € Ia(t)},

dondels((Q — R)(XIt)) < min{I(X/d)n(Q) | d € 1 ()} ou
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1s((Q = R)(Xt)) < minfl(X|d)s(R) | d € 1a(t)} (1)
Dadod € I(t), temos de (1) quis((Q — R)(XIt)) < I(X/d)n(Q) ou
Is((Q = R)(Xt)) < 1(X|d)s(R), donde

1s((Q — R)(Xt)) < max{|(x|d)n(Q), I(Xd)s(R)}. (8)
Para cadal € I(t), I(Xd)s(Q — R) = maxl(X/d)n(Q), I (XId)s(R)}. )
De (8) e (9), para cadd € Ia(t), temos quds((Q — R)(Xt)) < I(Xd)s(Q — R), donde
Is((Q = R)(X|t)) < min{I(X|d)s(Q — R) | d € Ia(D)}- (10)

IN((Q — R)(Xt)) = In(Q(Xt) = R(X|t)) = min{ls(Q(Xt)). In(R(XIt))}.

Bor Hi Is(Q(X1)) < minfl(x|d)s(Q) | d € Ia(1)},
or Hl,
In(R(XIt)) < min{l(XId)n(R) [ d € 1a(D)},

INn((Q — R)(XIt)) < min{l(Xid)s(Q) | d € 1a(t)},
donde (11
In((Q = R)(XIt)) < min{l(xd)n(R) | d € 1a(D)}-
INn((Q — R)(XIt)) < 1(xd)s(Q),
Dadod € I(t), temos de (11) qu
IN((Q = R)(X)) < I(Xdn(R),
dondely((Q — R)(Xt)) < min{I(X|d)s(Q), I(X/d)n(R)}. (12)
Para cada € 14(t), I(Xd)n(Q — R) = min{l(X|d)s(Q), I(X/d)n(R)}. (13)
De (12) e (13), para cadhe 15(t), temos quédyn((Q — R)(Xt)) < IXd)n(Q — R), donde
IN((Q = R)(XIt)) < min{I(Xd)n(Q — R) [ d € 1a())} . (14)
Portanto de (10) e (147 vale quandd® €Q — R.
CasoPeQ AR
1s((Q A R)(Xt)) = 1s(Q(Xt) A R(XIt)) = min{ls(Q(Xt)), Is(R(X[t))}.
Is(Q(XIt)) < min{I(X|d)s(Q) | d € Ia(D)},
Por HI,
Is(R(X|t)) < min{I(x|d)s(R) | d € 1A ()},
Is((Q A R(X)) < min{l(Xd)s(Q) | d € Ia(t)},
donde (15)
Is((Q A R)(Xt)) < min{l(X|d)s(R) | d € 1a(t)}-
Is((Q A R)(XIt)) < 1(xd)s(Q),
Dadod € I(t), temos de (15) qu
Is((Q A R)(XIt)) < 1(Xd)s(R),
dondels((Q A R)(xt)) < min{l(x|d)s(Q), I(X/d)s(R)}. (16)
Para cadd € IA(t), I(Xd)s(Q A R) = min{l(x|d)s(Q), 1(X|d)s(R)}. (17)

De (16) e (17), para cadh € IA(t), temos quds((Q A R)(X|t)) < 1(Xd)s(Q A R), donde
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Is((Q A R)(X|t)) < min{I(Xid)s(Q A R) | d € Ia(t)}. (18)

INn((Q A R)(XI)) = In(Q(XIE) A R(XIt)) = max{In(Q(xt)), In(R(XIt))}.
In(Q(XIt)) < min{I(Xd)n(Q) | d € 1a(1)},
Por HI,
In(R(XIt)) < min{I(Xd)n(R) | d € 1a (1)},
dondel\((Q A R)(X|t)) < min{l(X|d)n(Q) | d € 1a(t)} Ou
INn((Q A R)(Xt)) < min{I(X|d)n(R) | d € [a(t)}. (19)
Dadod € I (t), temos de (19) qui ((Q A R)(X|t)) < I(X|d)n(Q) ou

In((Q A R)(XI)) < I(xd)n(R), donde

IN((Q A R)(Xt)) < max{| (XId)n(Q), I (XId)n(R)}. (20)
Para cada € Ia(t), I(Xd)n(Q A R) = max| (Xd)n(Q), I(Xd)n(R)}- (21)
De (20) e (21), para cadh € I5(t), temos qudn((Q A R(Xt)) < I(Xd)n(Q A R), donde
IN((Q A R)(Xt)) < min{I(XId)n(Q A R) [ d € Ia(t)}- (22)

Logo, de (18) e (22)A vale quandd@® €Q A R.

CasoPeQ Vv R

Is((Q v R)(X|t)) = 1s(Q(XIt) v R(X|t)) = max{Is(Q(xit)), Is(R(x|t))}.
Is(Q(XIt)) < min{I(Xd)s(Q) | d € 1a(1)},
Por HI
Is(R(Xt)) < min{l(X|d)s(R) | d € Ia(t)},
dondels((Q Vv R)(X|t)) < min{l(x|d)s(Q) | d € Ia(t)} ou
Is((Q vV R)(Xt)) < min{I(X|d)s(R) | d € Ia(t)}. (23)
Dadod € I(t), temos de (23) qui((Q Vv R)(X|t)) < I(X|d)s(Q) ou

Is((Q Vv R)(X|t)) < I(x/d)s(R), donde

1s((Q v R)(Xt)) < max1(x|d)s(Q), I (x|d)s(R)}. (24)
Para cadal € Ia(t), |(Xd)s(Q Vv R) = maxI(x|d)s(Q), I(X|d)s(R)}. (25)
De (24) e (25), para cadh € I5(t), temos quds((Q VvV R)(X|t)) < 1(Xd)s(Q v R), donde
Is((Q v R)(Xt)) < min{I(X|d)s(Q v R) | d € Ia(t)}- (26)

IN((Q V R)(Xt)) = In(Q(Xt) Vv R(XIt)) = min{ln(Q(xt)), In(R(Xt))}.

Bor Hi IN(Q(XIE)) < min{l(X|d)n(Q) | d € Ia(D)},
or Hl,
In(R(XE)) < min{I(XId)n(R) | d € 1a(t)},

dond INn((Q Vv R)(XIt)) < min{I(X|d)n(Q) | d € 1a(1)}
on
INn((Q v R)(XIt)) < min{l(XId)n(R) | d € [a(t)}.

(27)
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IN((Q Vv R)(XID)) < I(X|d)n(Q).
IN((Q v R)(XID)) < 1(X|d)n(R),

Dadod € I (t), temos de (27) qu

dondeln((Q Vv R)(Xt)) < min{I(X|d)n(Q), I(XId)n(R)}. (28)
Para cada € IA(t), |(Xd)n(Q Vv R) = min{l(X|/d)n(Q), I(Xd)n(R)}- (29)
De (28) e (29), para cadh e 14(t), temos qudn((Q vV R)(X|t)) < IXd)n(Q Vv R), donde
IN((Q V R)(XIt)) < min{l(X|d)n(Q v R) [ d € 1a(t)}. (30)

Portanto, de (29) e (30)\ vale quandd® eéQ v R.

CasoP éVx P.

Is((Yx P)(Xt)) = Is(Yx P) = min{l(x|d)s(P) | d € A}.

Sed € IA(t), enfo

I(X|d)s(¥x P) = min{l(X|d)(XIe)s(P) | e € A} =

min{l(x/e)s(P) | e € A} = min{l(X|d)s(P) | d € A}.

Dal, para todd € IA(t),

Is((Yx P)(X]t)) < I(Xd)s(¥x P), dondels((Yx P)(Xt)) < min{l(X|d)s(P) | d € A}. (31)
IN((YX P)(XIt)) = In(YX P) = max|(Xid)n(P) | d € A}.

Sed € IA(t), enfo

I(XId)n(YX P) = max| (Xd)(Xe)n(P) | e€ A} =

maxX|(xe)n(P) | e € A} = maxXI(X|d)n(P) | d € A}

Dal, para todd € 14(t),

IN((YX P)(X]t)) < I(X|d)n(YX P), dondely((YX P)(X|t)) < min{l(x|d)n(P) | d € A} . (32)
Dal, de (31) e (32)A vale quandd® e Vx P.

CasoP éVy P, ondey € uma varavel distinta dex.
* Subcasox naoe livre emP ouy naoé livre emt.
Is((Yy P)(XIt)) = Is(Yy P(xt)) = min{l(yle)s(P(It)) | e € A}. (33)
Dadod € IA(t), pela def] 5.3J6l(x/d)s(Yy P) = min{l(x|d)(yle)s(P) | e € A}. (34)
Dadoe € A, de (33), por HIJ (yle)s(P(X]t)) < min{l(yle)(X|d)s(P) | d € 1a(t)}.
Dal, para qualquee € A ed € IA(t), 1(yle)s(P(X|t)) < 1(yle)(x|d)s(P) .
Dal, para qualquee € A ed € I5(t), min{l (yle)s(P(Xlt)) | e € A} < I (yle)(X|d)s(P).
Logo, para qualqued € IA(t),
min{l (yle)s(P(xit)) | e € A} < min{l(Yle)(x|d)s(P) | e € A}.
Logo, para qualquet € I5(t), de (33) e (34)ls((Yy P)(Xt)) < I(xd)s(Yy P).
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In((Yy P)(XIt)) = In(Yy P(Xt)) = max{I (yle)n(P(X[t)) | e € A}.

Dadod € 14(t), pela def[ 5.3J6l(x|d)n(Yy P) = max|(xid)(yie)n(P) | e € A}.
Dadoe € A, de (36), por HIJ (yle)n(P(X[t)) < min{l(yle)(X|/d)n(P) | d € [a(t)}.
Dal, para qualquee € A ed € I (t), 1(yle)n(P(Xt)) < I(yle)(XId)n(P).

Dal, para qualquee € A ed € IA(t), maX| (yle)n(P(Xt)) | e € A} < 1(yle)(X|d)s(P).

Logo, para qualqued € IA(t),

max | (yle)n(P(XIt)) | e € A} < max|(yle)(Xld)n(P) | e € A}.

Logo, para qualquet € I5(t), de (36) e (37)In((Yy P)(X[t)) < I(XId)n(YY P).
Portanto]n((Yy P)(X|t)) < min{l(X|d)n(Yy P) | d € 1a(t)}.

De (35) e (38), temos quk vale para este subcaso.

» Subcasox € livre emP ey € livre emt.
Considerez a primeira vaiavel rao livre em(t, P}.
Entao (7y P)(Xt) = Yz Ryl2)(XIt). Dai Is((Vy P)(XIt)) = Is(Yz R(yI2)(Xt)).
Dal, pelo caso anteriolg(¥Yz R(y|2)(Xt)) < min{l(X/d)s(Yz R(y|2)) | d € a()}.
Analogamenteln(¥Yz Ry2)(X]t)) < min{l(x|d)n(YZ R(YI2)) | d € 1a(1)}.

Portanto A vale quandd® € Yy P, ondey € uma varavel distinta dex.

CasoP é3x P.

Is((Ax P)(Xt)) = Is(Ax P) = maxXI(x|/d)s(P) | d € A}.

Sed € IA(t), ento

|(X|d)s(Ix P) = max{1(xd)(xe)s(P) | e € A} =

max|(x/e)s(P) | e € A} = maxXl(xd)s(P) | d € A}.

Dal, para todd € IA(t),

Is((@x P)(x]t)) < I(x/d)s(Ix P), dondels((Ix P)(Xt)) < min{l(X/d)s(P) | d € A}.
In(@x P)(X]t)) = In(AX P) = min{l(xd)n(P) | d € A}

Sed € IA(t), entio

I(Xd)n(Ix P) = min{l (X/d)(XIe)n(P) | e € A} =

min{l(Xle)n(P) | e € A} = min{l(X|d)n(P) | d € A}.

Dal, para toda € I14(t),

INn((@Xx P)(X|t)) < I(X|d)n(3X P), dondel((Ix P)(X[t)) < min{l(x|d)n(P) | d € A} .
Dal, de (39) e (40)A vale quandd® € Ax P.
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e CasoP é1y P, ondey & uma varavel distinta dex.
*» Subcasox naoé livre emP ouy naoé livre emt.

Is((Fy P)(XIt)) = 1s(Qy P(xt)) = max{i(yle)s(P(X[t)) | e € A}. (41)
Dadod € IA(t), pela def[ 5.3]6l(x/d)s(Qy P) = max1(x/d)(yie)s(P) | e € A}. (42)
Dadoe € A, de (41), por HIJ (yle)s(P(X]t)) < min{l(yle)(x|d)s(P) | d € 1a(t)}.
Dai, para qualquee € A ed € Ia(t), [ (Yle)s(P(Xt)) < I(yle)(X|d)s(P) .
Dal, para qualquee € A ed € I (t), maxl(yle)s(P(x|t)) | e € A} < I(yle)(X|d)s(P).
Logo, para qualqued € IA(t),
max| (yle)s(P(xit)) | e € A} < maxl(yle)(Xd)s(P) | e € A}.
Logo, para qualquet € 15(t), de (41) e (42)Is((Ty P)(X|t)) < I(X|d)s(Ty P).

Portanto]s((Ay P)(X|t)) < min{l(X|d)s(Ay P) | d € (1)} . (43)
In(@y P)(X1)) = In(Jy P(xt)) = min{l (yle)n(P(XIt)) | e € A}. (44)
Dadod € IA(t), pela def[ 5.3J6L(x|d)n(Ty P) = min{l (X|d)(yle)n(P) | e € A}. (45)

Dadoe € A, de (44), por HII (yie)n(P(Xt)) < min{l(yle)(X|d)n(P) | d € 1a(1)}.

Dal, para qualquee € A ed € I5(t), I (yle)n(P(XIt)) < 1(yle)(XId)n(P).

Dal, para qualquee € A ed € I (t), min{l (yle)n(P(X]t)) | € € A} < 1(yle)(x|d)s(P).

Logo, para qualqued € (%),

min{l (yle)n(P(xIt) | € € A} < min{l(yle)(XId)n(P) | e € A}.

Logo, para qualquet € I5(t), de (44) e (45)In((Ay P)(X|t)) < I(XId)n(Ty P).
Portanto]n((3y P)(X|t)) < min{l(x|d)n(Ay P) | d € 1a(t)}. (46)

Logo, de (43) e (46)A vale para este subcaso.

* Subcasox € livre emP ey é livre emt.
Considerez a primeira vaiavel rao livre em{t, P}.
Entao @y P)(xit) = 3z Rylz)(xt). Dai 1s((Qy P)(Xit)) = Is(3z Ryl2)(xt)).
Dal, pelo caso anteriots(3z P(y|2)(X|t)) < min{l(X|d)s(3z Ay|2)) | d € Ia(t)}.
Analogamentel(3z R(y|2)(Xt)) < min{l(X|d)n(Fz R(YI2) | d € 1a(t)}.

Portanto A vale quandd® € 3y P, ondey € uma varavel distinta dex.
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Prova de(iv):

SejaA(u) : IauedD) = | 10:4d)a(u).
dela(t)
Suponha que é de topo pontual em.
Comox € de topo pontual em, temos ques nao pode ser uma constante, @@l distinta dex

ou uma descr#o.

e Casou éx.
LA(X(X1)) = 1a(t). 1)
L 100a0 = ) () = 1. 2
dela(t) dela(t)
De (1) e (2), temos quia (u(x|t)) = U [(X|d)a(u), ou sejaA vale quanda é x.
dela(t)
e Casoué f(ty,...,t).
x &€ de topo enty, ..., tn,
Temos qu
existe uminicoi € {1,...,n} tal quex & pontual ent;.
Ia(f(ts, .- -, ta) (X)) = 1a(f(t(X1), ..., ta(XIt)) = Ta(F(te, ..., tig, (XE), tiya, ..., t0)) =
{W(f)(dl’ R dn) | dl € IA(tl)’ R di—l € IA(ti—l)’ di € IA(tI(Xlt))’ di+l € IA(ti+1)a RN dn €
|a(tn)}. 3)

Para cada € 15(t), temos que

(X d)a(f(t2, ..., t)) = {W(f)(dy,...,dn) [ dh € I(Xd)a(ts), ..., O € I(XId)a(tn)} =
W(f)(dg,...,dn) | di € la(ts),...,disy € Ia(tie), di € I(Xd)a(ti), divr € Ia(tize),....0n €
LA (tn)}. 4)
Dadod € Ia(t), por HI, 1o (ti(X]t)) = [(x|d)a(t).

Dal, temos que, para cadie 14(t), (3)= (4), donde

IA(F(t2, .., 1) (XE)) = H(Xd)a(F (L2, .. ., 1))

Logo, Ia(f(ts,. .., th)(Xt)) = U [(d)a(F(ts, - .., ),

dela(t)
donde temos qua vale quandai € f(ty,...,t,).
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Esboco da prova dé):

X &€ de topo pontual elR
Suponha qu

Ia(t) # 0,

Is(P(Xt)) = min{l(x|d)s(P) | d € 1a(t)},
In(P(X1)) = min{l(XId)n(P) | d € 1a(t)}-

SejaA(P) :

A provaé feita mostrando-se a validade &), por indu@o sobreP.

O
Esboco da prova dévi):
X possui uma ocoéncia de topo em,
Suponha qu
|A(t) =0.
SejaA(u): Ta(u(xt)) = 0.
A provaé feita por indugo sobrd.
O

Esboco da prova dévii):

* P & uma brmula admica tkasica ou uma negag de uma

formula abmica kasica,

Suponha qu . .

* P possui pelo menos uma ocencia de topo de,

* |A(t) = Q)
SejaA(P): Is(P(xt)) = In(P(xIt)) = 1.
A provaé feita mostrando-se a validade Aipara os casos em q&ee uma brmula abmica

basica ou nega@p de umadrmula abmica lasica.
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5.3.17 Exemplo.Sejal uma LAR-interpretago cujo universo de discurgoN e que atribui
ao sinal funcional didico “+” e ao sinal predicativo madico “par” seus significados usuais.

Sejamu o termo x +x et o termorx par). Pelo lema 5.3.16 (ii):

[A((x + X)(X|Tx par))) 2 U [(x]d)a (X + X)

dela(Txparf))
Temos que Ia((x + X)(x|Tx par))) = {x | x & paj.
[(x|d)a(x + x) = {x | x &€ miltiplo de 4, pois

dela(Txparf))

1(x|0)a(x +x) = {0}

I (X12)a(x +x) = {4}

[(X|4)a(x + x) = {8}

I(XI6)a(x +X) = {12}

Por exemplo, 14 15(Tx par)), mas r@o existe um natural par que somado a si mesmo, re-

sulte 14. Logo, 14 U I (x|d)a(x + x). ISSO acontece porgueocorre duas vezes em

dela(Txpar))
Portanto, a primeira col@ép apenas co@in a segunda. Seocorresse apenas uma vez gm

teiamos que a primeira colagé iguala segunda, conforme especifica o itaw) o mesmo

lema.

5.3.18 Exemplo.Sejal uma LAR-interpretago cujo universo de discurg&dN. SejaP a formula
atdmica kasica dividex, x) et o termoYx inteiro(x). Como réo é verdade que todo inteiro
divide um inteiro, temos que:

Is(divide(x, x)(x|Tx inteiro(x))) = O.

Todo rimero inteiro divide a si @prio. Logo,l (x|d)s(divide(x, x)) = 1, para todo inteiro. Oa
min{l (x|d)s(divide(x, x)) | d € Ia(Tx inteiro(x))} = 1.

Pelo lema 5.3.76 (jii),

Is(divide(x, x)(x|Tx inteiro(x))) < min{l (x|d)s(divide(x, x)) | d € I5(Tx inteiro(x))},

0 que se confirma pelo exemplo acima. Se houver apenas umarugardex emP, o resultado

acima set uma igualdade, conforme especifica o ite@jrdp mesmo lema.
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5.3.1 Umatradugo de LAR para LEC

Nesta sego fornecemos uma tradiug de LAR para LEC, feita em duas etapas. Na pri-
meira, §0 eliminadas, de um dado designador, todas as@&muas do descritor, atras de
uma fun@o que denominamos @dd (eliminagdo dedescriges). Na segunda etapa, todas as
ocoréncias do sinal de abragégcia §o substitidas pelo sinal de igualdade, ategvde uma
funcao que denominamasi (substituiio daabrangncia porigualdade). Obtemos finalmente
uma fun@o de tradugo de brmulas em LAR paradrmulas em LEC, a qual denominantos

(tradugo).

5.3.19 Defini@o. Definimos nas @éusulas abaixo a fuag form, a qual associa uma lista de
um termo e uma vaaivel rao livre neste termo a umarimula:
e form(c,x) = ¢ = x.
o form(y,x) =y = x
o form(f(ty,....tn),X) =
Axy ... A%, (form(ty, X)) A ... A form(ty, Xp) A f(Xg,..., X)) = X),
ondexy, ..., X, SA0 as primeiras vaeis distintas entre si @a livres emxe emf(ty, .. ., t,).
e form(TxP, x) = P.

o form(Ty PR x) = P(y|x).

5.3.20 Lema.

(1) T(Xgy ooy XalO, ..o dn)s(P(Xa, - - ., Xn)) =1 SSS(dy, ..., 0y € W(p).

() 1%+, Xaldn o O)A(F Xy - - s X)) = (W(F)(Das . . ., O

(i) 1(Xgs - - X, X1, ooy Oy d)s(F(Xg, ... s %) EX) =1 sssd=w(f)(dy,...,d).

Prova de(i):

[(Xgs ..., XalOh, ..., Ao)s(P(Xa, - . .5 X)) = 1
sss (def[ 5.316)
paracada@; € I(Xy,...,X)d1,...,d)a(X),...,paracad®, € [(Xy,...,Xlds,...,d)a(Xn),
(er,....e) e W(p)
SSS
para cada; € {d;},...,para cad®, € {d},(€1,...,e) € W(p)
SSS

(dy, ...,dn) € W(p).



Portanto] (Xq, ..., X)ld1, ..., dn)s(P(Xg, ..., X)) =1 sSS(dy,...,d,) € w(p).

Prova de(ii):
|(X1, ey Xn|d1 ..... dn)A(f(X]_ ..... Xn)) =

{W(f)(e].’ RN en)lel € I(Xl’ RN andl’ e ,dn)A(Xl)’ s 7en € I(Xl ---- andla e

{w(f)(dy,...,dn)}

Portanto (Xg, ..., Xald1, ..., dy)a(f(Xq, ..., X)) = (W(f)(dy, ..., dn)}.

Prova de(iii):
104, - X Xk, -, G, d)s(F (X0, %) )= = 1
sss (def[5.3]6)
(X0« X, Xl Gy DDA () € 10X, X, Xk .., G, Da(F (0

sss (i)

{d} € (W(f)(dy,...,d)}
Sss

d e {w(f)(dy,....dn)}
Sss

d=w(f)(d,,..., dn).

Portanto) (Xq, ..., Xn, X|dg, ..., 0y, d)s(f(X1,..., X)) FX) =1 sssd=w(f)

5.3.21 Lema.

84

O
L On)a(X)} =
O
..... Xn))
(dy, ..., dn).
O

(i) paracadal,..., paracada,, I(Xy,...,X%pds,...,dy)s(P) =1 ssslg(VX;...¥X, P) = 1.

(i) existedy,..., existed,, 1(Xq, ..., Xnld1,...,dn)s(P) =1 ssS Ig(AX;... A%, P) = 1.

Esboco da prova:A provaé feita por indugo sobren.
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5.3.22 Lema.Sex naoé livre emt, enfio d € I5(t) sss I(x|d)s(form(t, X)) = 1.

Prova:

Suponha que naoé livre emt.

e Casot € uma constante
[(X|d)s(form(c, X)) = 1 sssl(X|d)s(c = x) = 1 sssI(X|d)a(X) € I(x|d)a(C) ssS
{d} € {w(c)} sssd € {w(c)} sssd € I(C).
e Casot &€ uma varavely distinta dex.
[(X|d)s(form(y, X)) = 1 sssl(X|d)s(y }= X) = 1 sssI(X|d)a(X) C I(X|d)a(y) sSS
{d} C {S(y)} sssd € {S(y)} sssd € la(y).
e Casoteée f(ty,...,t,).
Sejamxy, ..., X, as primeiras vaaveis distintas entre si én livres emx e emf(ty,...,t,).
dela(f(ty,...,tn)
sss (def[ 5.316)
de (W(f)(dy,...,d)ld; € Ia(ty),...,dn € Ia(th)}
SSS
existed,, ..., existed, tal qued; € Ix(t;) e ... ed, € Ia(t,) ew(f)(dy,...,d,) =d
sss (HI, lem@’5.3.20 (iii))
existed,, ..., existed, tal quel(x;|d;)s(form(ty, X1)) =1 e ... el(X)|dn)s(form(t,, X,)) = 1
el(Xy, ..., %, X|dg, ..., 00, d)s(f(Xg,..., %) EX) =1
SSS
existedy, ..., existed, tal quel (Xq, ..., Xy, X|dy, ..., dn, d)s(form(ty, X)) A ... A form(t,, X,)

AF(X,.. %) EX) =1
sss (lem&5.3.21)
|(X)s(IXe, - .., Ixa(form(ty, Xa) A ... A form(tn, Xo) A F(Xa,..., %) = %) =1
sss (def[5.3719)
[(x|d)s(form(f(t,...,t,), X)) = 1.
Portantod € Ia(f(ty,...,t)) sss I(Xd)s(form(f(ts,...,t,), X)) = 1.

e CasotéeYTxP.
d e lo(TxP)

sss (def[ 5.316)
d e {d e All(Xd)s(P) = 1}
SSS
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I(Xd)s(P) = 1

sss (def[ 5.3.19)
[(}d)s(form(rx P, x)) = 1.

Portantod € Ia(f(ty,...,ty)) sss I(X|d)s(form(rx P, x)) = 1.

e CasotéeTyP.
Sejal’ = I(x|d). Dai, I’(yld) = I(x|d)(yid).
de la(TyP)

sss (def[ 5.316)
d e {d € All(yid)s(P) = 1}
SSS

I(yid)s(P) =1
sss

I'(Yd)s(P) = 1
SSS

I'(ylxX)s(P) = 1
SSS
I5(P(yIX) = 1
SSS
1 (Xld)s(P(ylx)) = 1

sss (def[ 5.3.19)
[(X|d)s(form(Yy P, x)) = 1.

Portantod € Ia(f(ty, ..., t,) sss I(xd)s(form(Ty P, x)) = 1.

O

5.3.23 Defini@o. Definimos a seguir as fudesP — Pse P — Py por recurfo simulfinea,
a fim de obter a especificag da fun@oeld:

e seP édaformap(ty,...,t,), enfo

{PS =V¥Xy... VX (form(ty, X1)s A ... A form(t,, Xn)s = p(Xs, .. ., Xn)),

Py = 33Xy ... A%, (form(ty, X1)s A ... A form(tn, Xa)s A P(X1, - - - 5 X)),
ondexg, ..., X, SA0 as primeirag variaveis 1o livres emy, .. ., t,.

t & um termo &o puro,
e se

X € a primeira vaavel rao livre emt, t’,

enBo(t’ Et)s=( Ft)= VX((t EXs— )= X)S);
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t & um termo puro,
Se ~ . . v . ~ -
XLy e Xn SA0 as primeirag variaveis 1o livres enty, .. ., ty, t,

enéo

(f(tl ----- tn) )= t)s = (f(tl ..... tn) )= t)N =
Hxl...HXn((tl XD A o At = X)g A (F(Xa, ..o, Xn) t)S);

e set & um termo puro, eBb(TX P )= t)g = (TX P = t)y = Ps(Xt);
e (=P)s = =(Pn);

e (=P)n = =(Ps);

e (P—>Q)s=Py— Qs
e (P— Q)n=Ps— Qu;
e (PAQ)s=PsAQs;
e (PAQN=PnAQn;
e (PVvQ)s=PsVQs;
e (PVQN=PnVQu;
o (VXP)s=VYxPs;

o (VXP)y = VXxPy;

e (AXxP)s = AxPg;

e (AxP)y = AXPy.

5.3.24 Esolio. SeP nao possui ocoéncia de “Y' ", entaoPs = Py = P.

5.3.25 Exemplos.

e (p(Txq(x)))s = ¥x(a(x) — p(x))-
(P(Tx q(x)))y = IX(A() A P(X))-

o (=p(Txq(x)))s = ¥x(q(x) = =p(x)).
(=p(Tx g(x))n = I (aA(x) A =p(x)).

e (Ix mamifero(x) = Txleaok))s = (Yx maniferox) = Trxledok)), =
VX ((Tx ledof) = x)s — (Tx maniferox) = x)g) =
Vx (ledok) — manifero(x)).

e (Ix primo(x) + Ty parfy)) = z)s = (Tx primo) + Ty parfy)) = z)y =
Ix Ay ((Cx primo(x) = x)s A (Yy parfy) Fy)sAz Ex+y) =
Ax Jy (primo(x) A parfy) A z = x+Yy).

o (Txp(x) }=y)s = (TxpKX) ¥ Yy = py)-
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e (ferozYx carrivoro(x)) — ferozYx ledok)))s =
(ferozrx carrivoro(x))),— ferozrx ledok))s =

Ax (carrivoro(x) A feroz()) — Vx (leaok) — feroz)).

5.3.26 Definigo. Dada umadrmulaP, eld(P) = Ps.

5.3.27 Teorema.
o Is(P) = Is(Ps).
o In(P) = In(Pn).

Esboco da prova:
A prova é feita por indugo sobreP. Demonstraremos aqui apenas o0 caso emRj@éeuma
formula abmica.

Is(p(ty,....th) =1
SSS

para cadal,, ..., dn,di € la(ty) € ... ed, € Ia(tn), enBio(d,,..., dn) € W(p)
sss lemab5.3.22, lema5.3]20 (i)
para cadal, ..., para cadal,, | (X/dy)s(form(ty, 1)) = 1 e ... el(Xd,)s(form(t,, X,)) = 1,
entol(x, ..., Xalds, . . ., dn)s(P(Xes - - ., X)) =1
sss HI
para cadal, ..., para cadal,, | (xd;)s(form(ty, X;)s) = 1L e ... el(X|d,)s(form(t,, Xn)s) = 1,
enBol(Xy,..., Xld1, ..., dn)s(P(Xs, ..., %)) =1

SSS
para cadal,, ..., para cada,, | (X, ..., Xp|d1, . .., dy)s(form(ty, X1)s A ... A form(t,, X,)s) = 1,
enBol (X, ..., X|d, ..., dn)s(P(X4, ..., X)) = 1
SSS

para cadal,, ..., para cadal,,

[(Xg, ..., %nld1, ..., dn)s(form(ty, X))s A ... A form(tn, Xn)s = p(Xz,..., %)) =1
sss lemah.3.21

Is(V X1 ... ¥VXa(form(ty, Xg)s A ... A form(tn, Xo)s = p(Xa, ..., %)) = 1
sss def(5.3.23

|S(p(t1, cee tn)S) =1.

Dal, Is(p(ty,...,th) =1 sss Is(p(ty,...,th)s) = 1, ou seja,
Is(p(te - - -, tn)) = Is(p(ts, - - -, tn)s).
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In(p(ts, ..., tn)) = 1
sss

existed,, ..., dn,dy € la(ty) e ... ed, € la(ty), €(dy,..., d,) € w(p)
sss lem@a’5.3.22, lema 5.3 20 (i)
existedy, ..., existed,, | (X|d;)s(form(t, x;)) = 1L e ... el(Xd,)s(form(t,, x,)) = 1,
el(X,..., X0, ..., d)s(P(Xd, - .., X)) = 1
sss HI
existedy, ..., existed,, | (X|/d;)s(form(ty, X1)s) = 1 e ... el(Xdy)s(form(tn, X,)s) = 1,

el(X,..., X0, ..., d)s(P(Xd, - .., X)) = 1
SSsS
existed,, ..., existed,, I (Xq, ..., X,|dy, ..., dy)s(form(ty, X1)s A ... A form(t,, X,)s) = 1,

el(xl""7xn|d1," ',dn)s(p(xl""’xn)) = 1
SSS
existed,, ..., existedy,

[(X1, ..., X%nld1, ..., dn)s(form(ty, X1)s A ... A form(tn, Xn)s A P(Xz,..., %)) =1
sss lemab.3.21

In(AXy ... IX(form(ty, X1)s A ... A form(ty, Xn)s A P(Xg,..., %)) =1
sss def[5.3.23

IN(P(ts, . .., ta)n) = 1.

Dal, In(p(ty, . .., t,) =1 sss In(p(ty,...,t)s) = 1, ou seja,
INn(P(ts, . . . th)) = In(P(ts, . . . . tn)s). o

5.3.28 Corohrio. I5(P) = Is(eld(P)).
5.3.29 Lema.| satisfaz” sss | satisfazeld(I).

5.3.30 Teoremal' [ P sss eId(F))ﬁeld(P).

Prova:

IﬂLAR P

sss def. de satisfatibilidade (2.2.22)

toda LAR-interpretago| paral’ U {P} que satisfat” satisfazP
sss leméa5.3.29

eld(I) == eld(P).
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5.3.31 Lema.

e SeP & umabrmula pura, erdols(—=P) # Is(P).
|S(Q), se IS(P) =1,
1,selg(P) =0.

e SeP & umabrmula pura, eidols(P — Q) =

5.3.32 Defini@o. Definimos nas éusulas abaixe P, P° e P*:
o ~P=-(Ps)[

e PP=~(PAr-P)[3

e PP=Pv-PH

5.3.33 Lema.

(i) Is(~P) # Is(P).

(i) 1s(P°) # min{ls(P), In(P)}.
(iii) 1s(P*) = max{lIs(P), In(P)}.

Prova de(i):

Is(~P) = 1
sss def[5.3.32
Is(=(Ps)) = 1
sss lema5.3.31
Is(Ps) =0
sss teoremab5.3.R7
Is(P) = 0.

Portanto)s(~P) # Is(P).

Provas de(ii) e (iii): Seguem de modo &togo a anterior, utilizando a defirip[5.3.3R, o
item (i) deste lema e a defirdig[5.3.6.

Chamaremos de “conectivo da negéo chssica”.
12pe |1g-se “P bola”.
13p« |g-se “P estrela”.
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5.3.34 Defini@o. Definimos a fun@o sai (substituido daabrangncia porigualdade), a qual,
dada umadrmula em LAR, associa a mesma a urbenfula correspondente em LEC, onde

todos os sinais de abragmgia “)="sao substitidos pelo sinal de igualdade="". sai(l') € 0
conjunto{sai(P) | P e T'}.

Analogamente, definimos sua flwinversasia (substituigdo daigualdade poabrangncia),

a qual associa umaifmula em LECa sua érmula correspondente em LAR, substituindo cada
ocorencia do sinal de igualdade=""pelo sinal de abrar&ncia “)=". siall') & o conjunto

{sia(P) | P e T}

5.3.35 Esolio.

(i) SeP é&umabrmula de LAR sem descibes, erdio sia(sai(P)) = P.

(i) SeP & umabrmula de LEC, er@osia(P) & uma brmula de LAR sem descies.
(i) Se P & uma brmula de LEC, er@osai(sia(P)) = P.

5.3.36 Lema.Set & um termo sem desciies, erfola(t) = {Ip(t)}.

5.3.37 Lema.SeP & uma brmula sem descries, erfiols(P) = 1 sss ly(sai(P)) = v.
Prova:

Sejam:

e Ai(P): Is(P) =1 sssly(sai(P)) = v.

e Ay(P): In(P) =1 sssly(sai(P)) = f.

e A(P): A1(P) eAy(P).

Suponha qu® & uma brmula sem descrigs.

e CasoP é p(ty,...,ty).
IS(p(tl, cey tn)) =1

sss def[ 5.316
para cadal; € Ia(ty),...,para cadal, € Ia(ty), (dy,...,d,) € W(p)
sss leméab.3.36
para cadal, € {Ip(t1)},..., para cadal, € {Ip(t,)}, (dy,...,dn) € W(P)
Sss

(In(ty), ..., Io(tn)) € W(p)
sss def[3.4]5
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lv(p(ts,....t)) =V

lv(sai(p(ty, ..., t)) = V.
Logo, valeA,(P).
In(p(ts, ..., t)) =1
sss def[5.316
para cadal; € Ia(ty),..., para cadal, € Ia(tn), (dy, ..., dn) ¢ w(p)
sss lemak.3.36
para cadal; € {Ip(t1)},..., para cadal, € {Ip(t,)}, (dy, ..., d,) ¢ w(p)

Sss

(Ip(ty), ..., In(tn)) ¢ W(p)
sss def[3.4]5

lv(p(ts, ..., tn)) = f

lv(sai(p(ts, . . ., 1)) = f.
Logo, valeA,(P).
Portanto, vale\(P).

e CasoPét = u.

Is(t Fu) =1
sss def[ 5.316
la(t) 2 1a(U)
sss lemak.3.36
{Io(t)} 2 {Ip(u)}
SSS
In(t) = In(u)
sss esolio3.4.6
lv(t=u)=v
SSS
Iv(sai(t) = sai(u)) = v
SSS
lv(sai(t = u)) =v.
Logo, valeA;(P).

|N(t )ZU):].



Logo, valeA,(P).

Portanto, vale\(P).

e CasoP é-Q.

Logo, valeA;(P).

Logo, valeA,(P).

Portanto, vale\(P).

e CasoPEQ - R
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sss def[5.316

[a(t) 2 1a(U)

sss lemah.3.36
{Io(t)} 2 {Ip(u)}

SSs

In(t) # Io(u)
sss esglio[3.4.6

ly(t=u)=f
SSS

lv(sai(t) = sai(u)) = f
Sss
ly(sait = u)) = f.

Is(-Q) =1
sss def( 5.3]6

INQ) =1

sss HI

lv(sa(Q)) = f

SSS

lv(sai(-Q)) = v.

IN(_'Q) =1
sss def[5.316

Is(Q) =1

sss HI

lv(sai(Q)) = v

SSS

lv(sai(-Q)) = f.

Q>R =1
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sss def[5.316
INQ =1 ou Is(R) = 1
sss HI
lv(sai(Q)) = f ou Iy(sai(R)) =v
Sss
ly(sai(Q) — saiR)) = v
SSsS

lv(sa(lQ —» R)) = .
Logo, valeA;(P).

IN(Q — R) =1

sss def[5.3]6

Is(Q=1¢e (R =1
sss HI

lv(sai(Q)) =v e Iy(saiR)) = f

SsS

lv(sa(Q) — sai(R)) = f
Sss

lv(sai(Q —» R)) = f.
Logo, valeA,(P).
Portanto, vale\(P).

e CasoPeEQAR.

O raciodnio € aralogo ao anterior.

e CasoPeQV R

O raciodnio € aralogo ao anterior.

e CasoPévxQ.

Is(vxQ) =1
sss def[5.316

para cada € A, 1(Xd)s(Q) =1

sss Hi

para cada € A, 1(x|d)y(sal(Q)) = v
SSs

lv(Vx sai(Q)) = v



SSs
lv(sai(Vx Q) = v.
Logo, valeA,(P).

IN(¥XQ) =1
sss def[5.316
existed € A, I(X|d)n(Q) =1
sss HI
existed € A, 1(Xd)y(sai(Q)) = f
SSs
lv(¥x sai(Q)) = f
SSs

ly(sai(Yx Q) = f.
Logo, valeA,(P).
Portanto, valé\(P).

e CasoP édxQ.

O raciodnio € aralogo ao anterior.

5.3.38 Lema.SeP & uma brmula em LEC, efdto |,(P) = v sss Ig(sia(P)) = 1.

Prova:

Suponha qu® é uma brmula em LEC.

lv(P) =V
sss esalio[5.3.35 (iii)
Iy (sai(sia(P)) = v
sss lemab.3.37
Is(sia(P)) = 1

“ T "nao ocorre ent” e emP,
5.3.39 Lema.Se enBiosail’) )ﬁ sai(P).

1—‘LAR P’
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Prova:
“ T "nao ocorre ent’ e emP, (1)
Suponha qu
=P (2)
Sejal uma LEC-interpretago parasai(l’) U {sai(P)} que satisfazai(l'). 3)
Temos qud € uma LAR-interpretago pard” U {P}. (4)

Suponha qu® € I'. Dd, sai(Q) € sai(I'), donde de (3)ly(sai(Q)) = v, e da, pelo lem4 5.3.37,
1s(Q) = 1.

Portanto] satisfad", donde, de (4) e (2),satisfazP em LAR, ou sejals(P) = 1, donde de (1)
e pelo lem& 5.3.37,,(sai(P)) = v.

Logo, sai(I') )ﬁ sai(P).

O
5.3.40 Lema. SeTl f== P, enfosia(l’) == sia(P).
Prova:
Suponha qué = P. ()
Sejal uma LAR-interpreta@o parasia(l') U {sia(P)} que satisfazia(l'). (2)
Temos qud & uma LEC-interpretadp pard" U {P}. 3)

Suponha qu® € I'. Dd, sia(Q) € sia(l'), donde de (2)ls(sia(Q)) = 1, e da, pelo lemd 5.3.38,
lv(Q) = .
Portanto,l satisfazl’, donde de (3) e (1), satisfazP em LEC, ou sejaly(P) = v, donde pelo

lema5.3.3Bls(sia(P)) = 1.

Logo, sia(l’) F== sia(P).
O
5.3.41 Lema.Se “Y "nao ocorre ent’ e emP, enfo
oI’ )ﬁ P sss sail) )ﬁ sai(P).
Prova:
Imediata pelos lemas 5.3]39 e 5.3.40. O

5.3.42 Defini@o. tr = sai o eld.
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5.3.43 Teoremal (=P sss tr(F))ﬁtr(P).

Prova:

F LAR P
sss teorema’5.3.B0

eld(I) F== eld(P)
sss lemab.3.41

sai(eld(D) == sai(eld(P))
sss def[5.3.42

tr (D) f== tr (P) .

5.4 Um Calculo de Sedgjientes para LAR

Nesta sego, fornecemos umadculo de segentes para LAR, o qual caracteriza sintatica-

mente abgica. Diversos resultados saticos §o tamiém apresentados e provados.
As leis abaixo relacionadag® adotadas como primitivas nalculo de LAR.
5.4.1. Leis Estruturais

e Esquema da Reflexividade (RFL)SeP € I', entol [z P.

rfe= P IPlox
 Regra da Cadeia (CAD) —=8 ar Q

Ie Q

- I LAR P
e Regra da Monotonicidade (MON)-% Sel’ c I, enflo ———— -
I LAR P

5.4.2. Leis de Introdu@o e Eliminacdo de Conectivos

e Esquema Modus Ponens (MP)SeP & uma brmula pura, e@oP, P —» Q }m Q.

I,P }7
e Regra da Dedugo (RD). SeP & uma brmula pura, efto — % = Q.
It P - Q

PAQ P;
e Esquema doA-Eliminacao (A-el): HAR

P/\Q}WQ.

14Esta lei determina que todo subconjunto finito de um conjuatotrivial de brmulas em LARe tamli@&m réo
trivial em LAR.
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e Esquema doA-Introduc @o (A-int): P,Q }m PAQ.

1—‘LARF)VCD 1—"F)LARR F’Q LAR R
I LAR R

Pl PV Q

Ql= PV Q

e Regra da Prova por Casos (PC)

e Esquema dov-Introdug ao (v-int):

¢ Regra do—-Introduc &o (--int):
F’P}WQ I, PR _‘Q_
I''ar —P

*» SeP e Q sao formulas puras, eab

- | PR P
e Esquema da Dupla Nega@o (DN):
Prag =P

P— Qg ~PV Q
-PVQlm P- Q
(P = Qs PA-Q
PA-Qlzs ~(P - Q).

e Esquema da Implicago Material (IM) :

~(PV Q fr ~P A -Q;
-P A -Qlmgr ~(P Vv Q);
“(PAQ) g ~PV -Q;
PV -Qlzm ~(P A Q).

e Esquema de De Morgan (DM)

5.4.3. Leis Quantificacionais
e Esquema doVY-Eliminacao (V-el): Set &€ um termo puro, eabvx P}m P(X|t).

e Regra da Generalizago (GENJ™

I fom P(XY)

* Se , enol g YXP-
ynaoé livre emI’ U {Vx P}

I, POY) foam Q@
r,axPl= Q

¢ Regra da Testemunhad-el}'% Sey naoé livre emI’ U {Ix P, Q}, enio

15Regra de introduip do quantificador universay™.
18Regra de eliminago do quantificador existenciall™.



99

e Esquema do3-Introdug &o @-int): Set & um termo puro, eab P(X|t) ag IXP.

—3AXPag VX-P;

_ VX=Pag ~3IXP,
e Esquema da Alterrancia (ALT):

VX P g 3X-P;

Ax-P AR =YX P

5.4.4. Leis da Abrangncia
e Esquema da Transitividade da Abrangncia (TA):t = u,u =V }mt V.

e Esquema da Exten&o (EXT):

* Sexnaoé livre emt,t’, enBoVX(t =X >t =X) gt/ =t

e Esquema da Globalizaéo (GLOB):

X naoe livre emt,

* Se enfo ex(), Vx(t = x— P) }m P(X|t).
X € de topo pontual erR,

e Postulado da Substitui@o (SUBSTB:
() t)= Uty )= Un b F(tn .. oot) )= F(UL .., ).
(i)t )= Us..ooty )= Un Pt - -0 1) foem P(UL - .., Un).
(iii) ty )= Up, ..ty )= Uny =Pt -+ ) Foa = P(Uas - . Un).

e Esquema da Univocidade (UN)Set,t’” sao termos puros, et =t [zt =t
e Esquema da Vacuidade (VAC)

P & uma brmula abmica tasica ou uma negag de brmula abmica tasica,

* Se
P possui pelo menos uma ocencia livre de topo de,
enfio vacf) }m P(X|t).

e Esquema da Funéo (FUNC):
u é um termo puro,
* Se enfo
X1, ..., %X, NA0 K0 livres emu, ty, ..., t,,
f(ty,....th) F u}mﬂxl...ﬂxn(tl EXIA . AL EXA T(Xe, ..., %) FEU),
Ay Bty =X A Aty )= X A T %) )= U)o flts . t) = UL

"Chamaremos esta esquema de Postulado, a fim de evitar Zomis os Esquemas Gerais da Subsinic
apresentados adiante.
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TXP )= thom P(XL),
P(Xt) [ TXP )=t

e Esquema da Descrigo (DESCR) Set &€ um termo puro, eab

5.4.5 Exemplos.A titulo de ilustra@o, €0 apresentados a seguir exemplos de agzale
algumas Leis da Abrargcia, pertencentes aalculo de seijentes de LAR. Para os exemplos,
considere as constantesg@ates”, “Tom”, “Jerry” e “5”, o sinal funcional+”, os sinais pre-
dicativos moadicos “léo”, “animal”, “feroz”, “gato”, “rato”, “homem” e “filbsofo” e o sinal

predicativo dadico “caca”.

e Esquema da Transitividade da Abrangéncia

Ix servivo(x) k= Tx animalk), Tx animalk) = Tx leao) lﬁ Tx servivo(x) = Tx leaok)

A transitividade da abra@mcia vem da transitividade da inchesde conjuntos.

e Esquema da Extensao
VX (Tx ledok) )= x — Tx animal) )= x) fm Tx animalg) )= Tx ledok)
Informalmente, se todos os elementos da Gwegssociada ax leao) tamkem o ele-

mentos da coléip associada ‘#ix animalk), enfio estalltima cole@o coném a primeira.

e Esquema da Globalizacéo
ex(Yx leaof)), Yx (Tx ledok) — ferozf)) }m feroz"rx ledok))
Ou seja, se o termx leao) for existencial e se todos os elementos da Gwegssociada
a ele satisfazera formula ferozx), enfio o termoY'x ledaof) satisfaz esta mesmarmula.
A grosso modo, para que um termo existentgatisfaca a umafmulaP, € necesario que

todos os elementos pertencenteiatito det satisfacan®.

e Postulado da Substituicao (ii)
Tx gatok) = Tom, Tx ratok) )= Jerry cacdx gatok), Tx ratof)) }m caca(TomJerry)
Se a brmula cacérx gatok), T'x ratok)) € verdadeira, eb tamlém sea verdadeira para

0s elementos pertencentes aowitos dos termo¥x gatok) e Tx rato).

e Esquema da Funcéo

Ty parfy)+Yz imparg) =5 lﬁ Axy Ix2(Ty parfy) = x1 A Yzimparg) }= x2 A X14+x2 = 5)
Se a soma de um par e umpar abrange “5”, e@b existe um par e existe uimpar tal que

a soma de ambos abrange “5”.
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e Esquema da Descricéo
Tx (homemk) A fil6sofok)) = S(’)crates#m homem(®crates) filosofo(Dcrates)
Se SDcrates pertence a@mbito do termdrx (homemk) A filésofok)), enfo a constante

“Socrates” satisfaz o corpo desta desaoi¢

Com base nas leis primitiva& japresentadas, formulamos a seguir alguns resultados

sintaticos elementares de LAR.

5.4.6. Reflexividade da Abran@ncia (RA).}mt =t

Prova:
Considerex a primeira varavel rao livre emt. (2)

Pelo Esquema da Reflexividade (RFL), terhgs x }mt ¥ X, donde pela Regra da Deda;
(RD),lom t x>t )= x.

Dal, por GEN, temoﬁ YX(t EX—>1t EX). (2)
De (1) e (2), pela Regra da Extérus(EXT),}mt =t m|

5.4.7. Reflexividade da Igualdade (R)zz t =t.
5.4.8. Simetria da Igualdade (RI)t = ufzzg U =t.

5.4.9. Transitividade da Igualdade (TI}t=u,u=VvVag t=V.

A igualdade £”, formulada na definigo[5.2.25, &o &, em geral, reflexiva. O contra-

exemplo abaixo mostra uma sit@agem que isto ocorre.

5.4.10 Contra-exemplo.Sejal uma LAR-interpreta@go que atribui aoimbolo € seu signifi-
cado habitual e cujo universo de discuésa cole@o dos fimeros naturais. Considere o termo
ambguoTx (x € {1, 2}). De acordo com o eétio[5.3.11,

IS(‘Y‘X (xe{l,2}) =Tx(xe {1, 2})) =0.

Portanto,}m t = t nao &€, em geral, um esquema correto em LAR. Restringindo-se este es-

guema para 0 caso em gue um termo fixo, efdo 0 mesmo seria correto.

A partir da igualdade2” entre dois termos, podemos derivar a igualdadéeém LAR,

0 queé mostrado pelo esquema abaixo.
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5411.t=t|o=t=t.

A Regra do Cortea Regra da Compacidade aRegra da Deducao Generalizadapre-
sentadas a seguir, 8@rneceswias para as provas de alguns resultados no decorrer deste traba-
lho.

5.4.12. Regra do Corté

I LAR Py
e Se : e (D,Pl,--wpn}mQ, eno I, @ [z Q.
I'itag P

5.4.13. Regra da Compacidadd

e Sel' [zg P, enfio existd™ finito tal quel” C I' eI [z P.

5.4.14. Regra da Dedugo Generalizada

F’Pls""Pﬂ}mQ .
Tl PLA... AP, > Q

Esboco da prova:A prova é feita por indugo sobren, tendo como caso inicial a Regra da

e SePy,...,P,sao formulas puras, edb

Dedu@o primitiva. O

Em LAR, a paraconsiéhciaé gerada por termosacuos e a paracompletude aon
reflexividade por termos arﬁjuoﬂ Ou seja, brmulas em LAR que @o possuem ocancia
de descriges rao apresentam estas dawias. Considerando a fuaggsai (substituiao da
abrangncia porigualdade), apresentada na defwois.3.34, os resultados a seguir mostram
gue, paradrmulas @o possuindo occgncia de “Y'”, P & conseéncia dd” em LAR implica
gue sai(P) & consegéncia desai(l') em LEC, e vice-versa, ou seja, a facsai preserva a
relagio de consdigncia de LAR para LEC, e reciprocamente.

I' e P ndo possuem ocdncia de “1' ",

5.4.15 Lema.Se entiosai(l) }ﬁ sai(P).
I LAR P’

B0u seja, se umadfmulaQ é obtida a partir d& U {Py, ..., Py} e, simultaneamentd®;, ..., P, podem ser
obtidos ddl", enfo Q & derivavel del’ U ®. A formulagao geral desta regra foi primeiramente apresentada por
Gentzen em sua formalizag da bgica chssica|(POGORZELSK], 1994).

19Esta lei determina que um conjunto de formugasio trivial se cada um de seus subconjuntos firéto&o
trivial (POGORZELSKI| 1994).

#Conforme o exemplo 5.3.]10.



103

Prova:
SejaA(l’ }m P) uma propriedade sobre demtes @alidos em LAR que &o possuem 1 ",
istoé, “A(I" }m P)” & “sai(l') }E sai(P)".

I' e P ndo possuem ocancia de “1' ",
Suponha qu

IﬂLARF)'

Sel’ }m P & um exemplar do Esquema da ReflexividadegaeRte I', dd sai(P) € sail’).
Temos daquesail’) }ﬁ sai(P), ou sejaA(I" }m P).

Considere o exemplar da Modus PonénB — Q }m Q. Temos quesai({P,P — Q}) &
{sai(P), sai(P) — sai(Q)}. Pela Modus Ponens em LEC, temos

sai(P), sai(P) — sai(Q) }ﬁ sai(Q), dondesai({P,P — Q}) }E sai(Q), ou seja
APP—-Q }m Q). Portanto, o esquema Modus Ponens pres&rva

SejaP, Q }m P A Q um exemplar do\-int. sai({P, Q}) € {sai(P), sai(Q)}. Por A-int em
LEC, temossai(P), sai(Q) f== saiP) A sai(Q). Ou sejasai({P,Q}) k== saiP A Q),
dondeA(P, Q }m P A Q). Logo, o0 esquema-int preservai.

Um exemplar dox-el € da formaP A Q }m P. Temos quesai(P A Q) €sai(P) A sai(Q).
Temos porn-el em LEC quesai(P) A saiQ) }ﬁ sai(P). Ou sejasai(lP A Q) }E sai(P),
dondeA(P A Q }m P). Dal, o esquema\-el preserva\. Para os exemplares deel da
formaP A Q }m Q, o raciognio € aralogo.

Para os exemplares dos esquemast, Dupla Negago, Implica@o Material e De Morgan,
o0 raciognio é arélogo.

Considerevx P }m P(x/t) um exemplar do/-el. Temos quesai(¥x P) & Yx sai(P). Por
¥Y-el em LEC, temo¥/x sai(P) }@ sai(P)(xt), ou sejasai(Vx P) }@ sai(P)(x|t). Comot
€ um termo puro, temasai(Vx P) }@ sai(P(x|t)), donde A(¥Yx P }m P(x|t)). Portanto, o
esquema-el preservaj.

Um exemplar dad-int & da formaP(x|t) }m Ax P. Temos quesai(P(x|t)) & sai(P)(x|t). Por
3-int em LEC, temosai(P)(x|t) }ﬁ dx sai(P), ou sejasai(P(x|t)) }ﬁ sai(dx P), donde
A(P(X|t) }m Ix P). Portantod-int preservaj.

Para os exemplares do Esquema da Alieam, o raciomio € aralogo.

Sejat = u,u Vv }m t = vum exemplar do Esquema da Transitividade da Abao@
(TA). Temos quesai{t = u,u = Vv}) é{t = u,u = v}, esailt = v) ét = v. Dd, pela
Transitividade da Igualdade em LEC, temos gag{t = u,u = v}) }E sai(t = v), ou seja,
Alt =uu E= v}mt = V). Logo, 0 esquema TA preseria
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e ConsidereVx(t = x = t' = X)[ag t' )= t um exemplar do Esquema da Ext@agEXT).
Temos quesai(Vx(t = x - t' = X)) = Vx(sait = X)— sait’ = X)) = Vx(t=x—-t' =X).
Temos tambm quesai(t’ =1t) = (I’ =1).

ComoVYx(t=x—-t =X }ﬁ t’ =t, temos erdo que
sai(Vx(t = x > t' = x))es sait’ = t), ou sejaA(VX(t = X —» ' = o t = 1)
Portanto, EXT preservA.

X naoeé livre emt,
e Considere qu
X € de topo pontual erR

Um exemplar do Esquema da GlobalizagGLOB)é da forma
ex(t), VX (t )= X — P) | P(Xit).
Sendox’ a primeira varvel rao livre emP, temos que
sai(ex(t)) = sai@x (t = x)) =3A¥ (sait = x))=AX(t=X) e
sa(Vx(t = x — P)) = VYx(sait = x) — sai(P)) = Vx(t = x — sai(P)).
Temos ainda qusai(P(x|t)) = sai(P)(x|t).
ComodX (t = X),¥x(t=x— sai(P))}@ sai(P)(xlt, enfio
sai({ex(t), Yx(t )= x - P)}) fr=s sai(P(xlt)), donde
A(ex(t), VX (t =x— P) }m P(x|t)), ou seja, GLOB preserva.
e Sejat; F Uy,....th F Uy }m f(ty,....tn) = f(uy,...,u,) um exemplar do Postulado da
Substitui@o (SUBST) (i). Para cadee {1, ..., n}, temos quesai(t; = u) = (t = u).
Temos tambm quesai( f(ty,...,t,) = f(uy,...,uy)) = (f(te,....t) = f(ug,...,up)).
Pela Substituigo em Termos Funcionais (STF) em LEC, temos
ty=Up,... oty = Unfge Flt .o te) = F(Un ..., Uy).
Ou sejasai({t; = Uy,....th = uy}) }ﬁ sai(f(ty,...,t,) & f(uy,...,uy)), donde
Aty )= Ut )= Un fom F(tas oo t) )= F(Up,. .., Uy)).
Para os exemplares de SUBST (ii) e (iii), o radie € aralogo, utilizando-se a Substit@ig
em Formulas Abmicas (SFA) em LEC.
Portanto, o Postulado da Substifug{SUBST) preservA.
e Considere que¢ =t [z t' =t € um exemplar da Regra da Univocidade (UN). Como
sat =t) = (t=t)esailt! =t) = (' =1t), temos, por Simetria da Igualdade em LEC,

quesait =t }ﬁ sai(t’ = t). Logo, UN preserva.

P & formula abmica tasica ou negap de brmula abmica kasica
e Considere qu o
P tem pelo menos uma océmcia livre de topo d&.

IPelo esquema da QuantifiéaxPontual em LEC, apresentado no ifem 3.3.7



105

Considere vaty }m P(x|t) um exemplar do Esquema da Vacuidade (VAC).

Sendox’ a primeira varvel rao livre emP, temos que

saivact)) = sai(—3Ix (t = x)) = -3IAX (sai(t = x)) = =3IAX (t = X).

Temos tambm quesai(P(xt)) = sai(P)(x|t). Como-3X (t = X) }ﬁ sai(P)(xlt, enfio
sai(vac(t))}ﬁ sai(P(x|t)), dondeA(vac() }m P(x|t)). Logo, VAC preserval.

Considere queq, . .., X, ndo K0 livres emu, ty, . . ., t,.

Sejaf(ty,...,t) F u}m AX ..t EXLA AL E X A F(X, ..., %) FE U)um
exemplar do Esquema da Faag(FUNC).

Temos quesai( f(ty,...,t,) = u) = (f(ty,...,t,) = u).

Temos tambm quesai(dx;... Ity FE X2 A ... Aty E X A f(X,.... %) F L) =
A Xt =X A At =X A F(Xg, .., X)) = L)

Comof(ty,...,ty) = u}ﬁﬂxl..ﬂxn(tl =X A ... Aty =X A F(Xq, ..., %) = U), enfo
temos que

sai(f(ty,...,tn) F u)}ﬁsai(axl...ﬁxn(tl FEXALALE XA F(X,.. ., %) F ),
ou sejaA(f(ty,....t) F u}m3x1...3xn(t1 EXIA AL E XA F(Xe, ..., %) E U)).
Para os exemplares de FUNC da forma

AX . X EXA AL EX A T(X, . %) F u)}m f(ty,...,t) F U,

o raciognio € aralogo. Logo, FUNC preserna.

Queremos mostrar que a Regra da Monotonicidade (MON) pre&erva

rcr,
Suponha qu
I LAR P.

Por HI, temos qusai(I') € sai(I"") esai(I) }E sai(P), donde por Monotonicidade em LEC,
temossai(I”) }E sai(P). Portanto, a Regra da Monotonicidade presérva

Queremos mostrar que a Regra da Cadeia pregderva

r="P s, por H sai(l) == sai(P),

I.Plos Q ’ | sai(r). sai(P) == sai(Q).

Dal, pela Regra da Cadeia (CAD) em LESG(I) }ﬁ sai(Q).

Suponha qu

Portanto, a Regra da Cadeia presexva

Queremos mostrar que a Regra da Dédugreserva.

Suponha qué, P }m Q. Por Hl,sai(I'), sai(P) }E sai(Q), donde, pela Regra da Ded
(RD) em LEC,sai(T) | == sai(P) — sai(Q), ou sejasail’) == sai(P — Q).

2|sto &, -3X (t = X) acarreta qualquebfmula em LEC.
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Logo, a RD preserva.

e Queremos mostrar que a Regra da Prova por Casos préserva

ex PV Q, sai(l) fzs sai(P) v sai(Q),
Suponhaque I',P }m R, Por HI, temos sai(Il'), sai(P) }ﬁ sai(R),
I.Ql=R sai(I'), sai(Q) == sai(R).

Dal, pela Regra da Prova por Casos (PC) em L&E]) }ﬁ sai(R), donde temos que esta
regra preserva.

e Queremos mostrar que a Regra-gintrodug@o preserva.

T, P}TAR Q. sai(Il'), sai(P) }TEC sai(Q),
Suponha qu Por HI, temo _ _ _
I[P g Q. sail'), sai(P) }TEC sai(—Q).

Comosai(—-Q) = - sai(Q), pela Regra de-Introdugo (--int) em LEC, temos
sail’) }ﬁ - sai(P), dondesai(I’) }ﬁ sai(—P). Ou seja, esta regra presetva
e Queremos mostrar que a Regra da Generd@azageserva.
I o POYY),
y naoé livre emI” U {VYx P}.
Por HI, saiI’) }ﬁ sai(P(x]y)), ou sejasai(l’) }ﬁ sai(P)(xly). Dai, por GEN em LEC, para
umy nao livre emsail') e emsai(P), sai(l') }E Yy sai(P)(xly), donde por CGR em LEC,
sai(l') }E ¥x sai(P), ou sejasai(l’) }ﬁ sai(¥x P). Logo, GEN preserva.
e Queremos mostrar que a Regratiel preserva\.
L, POdy) - Q.
ynaoée livre emlI’ U {Ix P, Q}.
Por Hl, sai(I"), sai(P(Xly)) e sai(Q), dondesai(T"), sai(P)(xy) e sai(Q).
Por3-el em LEC,sai(I'), Ax sai(P) }ﬁ sai(Q), ou sejasai(l'), sai(dx P) }ﬁ sai(Q).
Dal, 3-el preserva\.

Suponha qu

Suponha qu

5.4.16 Lema.SeT |z P, ento sial) [z sia(P).

Esboco da prova:A prova é feita de modo alogoa anterior, por indwgo sobre sdipntes

validos em LEC. O

5.4.17 Teorema.
e Sel' eP nao possuem ocanciade “r ", entao I }m P sss sail) }E sai(P).

Prova: Imediata pelos lemas 5.4]15 e 5.4.16. m]
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Como LAR é uma bgica deviante, nem todas as leis dgita chssica 8o \alidas de
modo irrestrito nestadbgica, como por exemplo, a modus ponens e a modus tollens. Os contra-

exemplos abaixo mostram amcorre@o destas leis naatculo de LAR.

5.4.18 Contra-exemplo.Sejal uma LAR-interpreta@o que @ o significado usual adrabolo
“#” e cujo universo de discurse a cole@o dos eimeros naturais. Considere o termacuo
Tx(x # x). Temos que adrmula adbmica prim@Yx(x # x)) & paraconsistente, ou seja,
Is(primo(rx (x # x))) = 1 e ls(=primo(Tx(x # x))) = 1, dondely(primo(rx (x # x))) = 1.
Considerando a implic&Q prim@(x (x # x)) — 2 # 2, podemos ter

[s(primo(Tx (x # x))) = 1;

[s(primo(rx (x # X)) = 2 # 2) = maxX|n(primo(rx (x # x))), 1s(2 # 2)} = 1.

Portanto, as dua$fmulas acima@o satisfeitas pela interpretag;considerada, ao passo que a

formula 2+ 2 naoé satisfeita, ou sejdg(2 # 2) = 0. Deste modo,

primo("rx (x # x)), primo(Tx (x # X)) —» 2 # 2 }dﬁ 2+ 2

Portanto, a lei Modus PonenB, f — Q }m Q) nao &, em geral, um esquema correto em
LAR. A mesma vale dentro de certas redigg alternativas. Uma delasjue a érmulaP seja

pura.

5.4.19 Contra-exemplo.Sejal uma LAR-interpretago que @ o significado usual aogsbolos
“<” e “<” e cujo universo de discurs® a cole@o dos imeros naturais. Considere@trhula
Tx(x < 10) < 8. A mesmaé uma brmula paracompleta, poig(Trx(x <10)<8)=0 e
Is(=(Tx(x < 10) < 8)) = 0, dondely(Tx(x < 10) < 8) = 0. Considere tan#m a brmula
Tx(x? = 8) < 10, a qual comporta-se de forma paraconsistente. Temos que

ls(~(Tx (x? = 8) < 10)) = 1,

Is(Tx(x < 10) < 8 — Tx(x2 = 8) < 10) = max{In(Tx(x < 10) < 8), I5(Tx(x> = 8) < 10)} = 1.

Comols(—=(Tx(x < 10)< 8)) = 0, enfo

~(Tx (x? = 8) < 10), Tx (x < 10) < 8 - Tx (x? = 8) < 10[kx ~(Tx (x < 10) < 8).

Logo, a lei Modus TollensHQ,P — Q }m -P) nao &, em geral, um esquema correto em
LAR. A mesma vale, por exemplo, sob a resiogde queP e Q sejam brmulas puras, con-

forme demonstra o resultado abaixo.
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5.4.20. Modus Tollens (MT) SeP e Q sao formulas puras, eadb—-Q,P — Qg —P.

Prova

1 PeQsao formulas puras hip

2 -Q pr

3 P-Q pr

4 P sup

5 Q 1,4,3, MP
6 -Q 2

7 =P 1,5, 6,—-int

Em vista dos contra-exemplos acinganecesario definir dois novos tipos de implica-
cao e equiva@ncia para a elaborag das leis gerais de substitiice instanciggo. O primeiro
possui a modus ponens e uma lei irrestrita de intradwesta implicago, mas Ao a modus
tollens. O segundo possui a modus ponens e a modus tollens,amasna lei irrestrita de
introdugo desta segunda impliGa Na segiéncia, alguns resultados envolvendo estes novos

conectivos 80 apresentados.

5.4.21 Defini@o. Definimos nas @usulas abaixo enplicacao forte atraves do conectivo de-
finido “—", e aequivaléncia forteatraves do conectivo definido+".

e P— Q= "7TxQ )= TxP, ondex é a primeira vaavel rao livre em{P, Q}.

¢ P=Q=2(P—QA(Q—>P)

A samblagem P — Q" & lida “P implica fortemente Q A samblagem P « Q" € lida

“P equivale fortemente a'Q

5.4.22 Defini@o. Definimos nas @usulas abaixo superimplicacépatraes do conectivo de-
finido “=", e asuperequivalénciaatra\es do conectivo definidos”.

e P=>Q=(P—>Q) A (-Q—-P).

e PoQ=FP=>0QA(Q=P).

A samblagem P = Q” € lida “P superimplica Q A samblagem P & Q" € lida “P supere-

quivale a Q.

5.4.23 Convengo. No restante deste trabalho, adotaremos as seguintes corgencg

e A ordem de prioridade para a separa@m sulfrmulas passa a ser dada pela lista
“o©,=, w0, —>, o, o, {A, V]

e Quando o conectivo-" se suceder em umaifmula, a parentetizag implicita se @& da

direita para a esquerda. O mesmo vale para 0 conectvo “
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5.4.24. Modus Ponens Forte (MPF)P,P — Q fzx Q.

Prova

1 P pr

2 P—Q pr

3 xéaprimeira vaavel rao livre em{P, Q} dsg

4 TXQETXP 2, 3,def! 5.4.21
5 TXP)xEXx 1, DESCR

6 TXQ )X 4,5, TA

7 Q 6, DESCR

5.4.25. Regra da Dedugo Forte (RDF). Sel’, P }m Q, engol' }m P— Q.

Prova:

Suponhd’, P }m Q.

Pela Regra da Compacida.lS), eXistenito tal quel” c T'el”, P }m Q. (2)
Sejax a primeira vatavel rao livre eml” U {P, Q}.

Pela Regra da Desclg (DESCR), XX P = Xz P- (2)
De (1) e (2), pela Regra do Cor.12), temQ&'x P = x }m Q. 3)
Pela Regra da Descég (DESCR)Q }m TXQ E X (4)

De (3) e (4), pela Regra da Cadeia (CAD),TXP = X }m TXQ )= xdonde, pela Regra da
Dedugo (RD),I” }m TXP E=X—- TXQ = X

Aplicando a Regra da GeneraliZa;(GEN), temog” }m YX(TXP = X = TXQ kE X),
donde, pelo Esquema da ExtangEXT),I” }m TXQ = TXP.

Logo, pela definiéo I’ }m P— Q.

Dal, pela Regra da Monotonicidade (MON), temb\sm P— Q. O

5.4.26. Modus Ponens Superforte (MPSEP,P = Q }m Q.

Prova

1 P pr

2 P=Q pr

3 P—=QA(-Q—-P) 2, def

4 P—Q 3, A-€l

5 Q 1, 4, MPF
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5.4.27. Modus Tollens Superforte (MTSF)-Q,P = Qg —P

Prova

1 -Q pr

2 P=Q pr

3 P—QA(EQ—=P) 2, def

4 -Q—-P 3, A-€el

5 =P 1, 4, MPF

5.4.28. Reflexividade da Implicago Forte (RFLIF): [;zg P — P.

Prova: Como a abrangnciaé reflexiva, temos qu}(?ﬁ TXP = TXxP, ondex & a primeira
variavel rao ocorrendo er®. Dai, }m P — P, pela definiéo : O

5.4.29. Antecedente da Implicago Forte (AIF): Q }m P— Q.

Prova: Consedjéncia imediata da RDF. m|

5.4.30. Implicago Pura (IP):
e SeP é formula pura, erito}m P—Q) «+» (P— Q).

Prova

1 Péumabrmula pura hip

2 P—Q sup

3 P sup

4 Q 3,2, MPF

S P—Q 1,3,4,RD

6 P—-Q—»(P-0Q 2,5, RDF

7 P—-Q sup

8 P sup

9 Q 1,8,7,MP
10 P—Q 8,9, RDF
11 P-Q—=(FP—=0Q 7,10, RDF
12 (P>Q—=>P-Q)A(P->Q—(P—Q) 6 11 A-int
13 P—>Q«(P-0Q 12, def|5.4.211

5.4.31. Equivaéncia Pura (EP)

e SeP e Q sao formulas puras, eﬁo}m (P+ Q) «» (P Q).



5.4.32. Contraposi@o da Implicagdo Forte (CTPIF).

e SeP e Qsao formulas puras‘m (P— Q) «+» (-Q — =P).

Prova

1 PeQsao formulas puras
2 P—Q

3 P—-Q

4 -Q

5 -P

6 -Q— =P

7 P—>Q—(-Q—>-P)
8 -Q— =P

9 -Q— -P

10 P

11 --P

12 --Q
13 Q
14 P—Q
15 (Q—-P)—(P—=Q)
16 (P~ Q<+ (-Q > -P)

5.4.33. Contraposiéo da Implicacao Superforte (CTPS) P = Q }m -Q= -P.

hip
sup
1,2,IP
sup
1,4,3,MT
4,5, RDF
2,6, RDF
sup
1,8,IP
sup
10, DN
1,11,9,MT
12, DN
10, 13, RDF
8, 14, RDF
7, 15,A-int, def.|5.4.21L

5.4.34. Implicag@o Forte Pura (IFP).
e SeP e Qsao formulas puras, eabP — Q }m P= Q.

5.4.35. Equivaéncia Forte Pura (EFP)
e SePeQsao formulas puras, eabP « Q }m Pe Q.

5.4.36. Silogismo Hipaético Forte (SHFY P — Q,Q - Rag P+ R

5.4.37. Transitividade da Equivaéncia Forte (TEF). P« Q,Q «» Rjzg P+ R

5.4.38. Importacgo/ Exportacéo (IE):[zzg P+ (Q > R) « (PA Q) — R

5.4.39. Prova por Casos Forte (PCEP Vv Q,P - R Q - R R

5.4.40. Dilema Construtivo Forte (DCF)PVv Q,P - R Q —> Szz RV S.

111
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- () PP+ Qg @
5.4.41.+>-Eliminacao («»-el):

(i) QP+ Qg P

5.4.42.«>-Preservag@o pela Negagéo («>-pres):
e SePeQ sio formulas puras, eabP «» Q| ~P < —Q.

) PP ;
5.4.43. &-Eliminacao (e-el): 0 & Qlzm Q
(i) QP e Qg P.

5.4.44. Silogismo Hipaético Superforte (SHSF)P = Q. Q= Rz P= R
5.4.45. Transitividade da Superequiva@ncia (TSE} P Q.Q e Rz P& R

5.4.46. Altermancia para Quantificaggo Iterad. g ~¥X P ¥% -P.

Esboco da provaA provaé feita por indugéo sobren, tomando como caso inicial o Esquema
da Alterrancia (ALT). m|

5.4.47. Transporte de Quantificadores (TQ)
o YX(P > Q) & P > ¥xQ

= ¥X(P#Q) & P #¥Xx Q.
= ¥X(P - Q) & ¥'xP - Q.
I WX (P#Q) & WXP#Q.

() Sexnaoé livre emP, enfio
(i) Sexnaoé livre emQ, enfio

5.4.48. Transporte de Quantificadores para Quantificago Iterada (TQQI).
}m P— ‘?YQ'@ ?Y(P - Q).

() SeX naoé livre emP, enfio }m PAYX0Qe ‘??(P A Q).
o PVPRQe FR(PV Q).
r PXP 5 Qe WR(P - Q).

(i) SeX naoé livre emQ, enfio] | ¥XPA Q & PR (P A Q).
}m‘?YPv Qo ¥X(PV Q).

Esboco da prova:As provas &o feitas por induio sobren, onde o caso iniciad constatado a

partir do lema 5.4.47. O

23pdotamos a denominag Quantificag@o Iterada para as listds, . . ., ¥,, representadas pﬁ7, onde cada;
€ um dos quantificadorésou 3, para cada e {1,..., n},.
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5.4.49 Lema.

° }WP@Q SSS

}mpr.
}mﬂpd—b—!Q.

Abaixo, {0 listadas alguns dos esquemas primitivos de LAR, expressos na forma de

equivaéncia forte.
5.4.50. Esquema da Descrép: Set & um termo puro, eﬁb}m TXP =t P(X]t).
5.4.51. Esquema da Furdo:

u é um termo puro,
e Se enfio

X1, ..., %X, NA0 K0 livres emu, ty, ..., t,,
}mf(tl,...,tn) FuUu X ... %ML EX A AL EX A F(X,. .., %) FEU).

5.4.52. Esquema da Exter&:
() fog VXt EX >t EX) et =t
(i) fog VXt )Xot = X) oot/ =t

e Sexnaoe livre emt,t’, enfio

Prova de(i):

1 xnaoé livre emt,t hip

2 VXt EX—>t EX) sup

3 ¥ et 1,2, EXT
4 VYX(tEXx-t EX) > EL 2,4, RDF
5 v =t sup

6 t EX sup

7 ' k= X 6,7, TA
8 tEX->tU EX 7,8,RD
9 VX(t =X -t = X) 1,9, GEN
10 t =t—VYx(tEXx—>t =X 6,10, RDF

H
[ —

VXt EXot EX) st Et 4,11, def| 5.4.291

A seguir, &0 listadas algumas das leis primitivas dicalo de LAR, para as quais vale a

equivaéncia superforte.



114

5.4.53. Esquema da Dupla Nega@p (DN): }m --P o P.

. _ lGw P> Qe -PVQ;
5.4.54. Esquema da Implicago Material (IM) :
I ~(P > Q) & P A -Q.
}mﬁ(PVQ)CI’ﬂP/\ﬂQ;
5.4.55. Esquema de De Morgan (DM
b= ~(PA Q) & =PV -Q.

}m —VYXP & IAX-P;

5.4.56. Esquema da Alterancia (ALT):
}7 -3dXP & VX-P;
LAR ’

Os lemas a seguide neceswios para a prova dos resultados relati@sdeis gerais de

substitui@o e instanciggo para a correspoadcia e o alcance.

5.4.57. Lema da Substituigo para Conectivos e Equivancia (LSCE).
Considere: € {«», &} e #€ {A, V}:

() Py Plom Py o -P,.

(i) P+ Pzl (Q#PY) + (Q#Py).

(i) Py * Polom (P1#Q) * (Po#Q).

(V) P Pl (Q— Py« (Q— Po).

V) Pioe Pz}m (P1— Q) & (P2 — Q).

(Vi) P1# P, Qq % Qz}m (P1#Qq) * (P2#Qy).

(Vi) Py o PQ e Qlor (Pr— Q) & (P> Q).

5.4.58. Lema da Substituigo para a Igualdade em Termos Funcionais
o ty=Up....th= U [oag F(tn. . t) = F(Un...,Un).

5.4.59. Lema da Substitui@o para a Superequivaéncia em Formulas Atdmicas Basicas

[ ] tlzul,...,thUn}m p(tl,...,tn)@ p(ul,...,Un)-

5.4.60. Lema da Substituido para a Superequivaéncia em Formulas Atdmicas Nao Basicas

° tlztz,U]_:Uz}mtl )=U1@t2 )=U2.

5.4.61. Lema da Substituifio da Superequivaéncia para Quantificadores e Descriges
(LSSQD).
e VX(P & Q) |m ¥XP o ¥xQ, onde¥ € {¥,3,T}.



5.4.62. Lema da Substituido para Conectivos e Implicagéo (LSCI).

Considere: € {—, =} e #€ {A, V}

()  Pix Palggr (Pi#Q) = (P2#Q).

(i) Pi* Palgm (Q#PY) * (Q#Py).

(i) P1* P2 (Q— Py * (Q— Py).

V) Pi= Palmg (P2~ Q= (P1> Q).

(V)  P1xPpQ Qz}m (P1#Qq) * (P2#Q2).

(Vi) P1=PaQ = Qlgr (P2~ Q)= (PL— Q).
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5.4.63. Lema da Substituido para a Implicacdo Forte em Formulas Atdmicas Basicas

()t )= Un..ooth )= Un o Pt - oo t) —> (U, .. ., Un).
(i) ty )= Up,. .oty )= Un o =P t) —> =p(Uy, ..., Un).

5.4.64. Lema da Substituiéio para a Implicacdo Forte em Formulas Atdmicas Nao Basicas

() U ) UaVi = Vol Uz 2 Ve —> Uy )= Vo
(i) U1 EuLvi =V }m (U1 = Vo) = (U2 = va).

5.4.65. Lema da Substituiéo para a Implicacao Forte e Quantificadores

o VX(P — Q) |z ¥XP — ¥XQ



5.4.66 Teoremal = VX (P — Q) & TXQ )= TxP.

Prova:

1 Yx(P — Q)

2 P(xly) — Q(xly)

3 ynaoé livre em{P, Q}

4 TXP Ey

5 P(Xly)

6 Q(Xly)

7 TXQ )y

8 TXP)XEYy—->TXQ)Ey

9 YY(IXPEY—->TXQ)EY)
10 TXQ = TxP
11 VXx(P—- Q) — TXxQ = TxP
12 —=(rxQ E= TXP) — =(YX(P — Q))
13 Vx(P—> Q)= TxQ E= TxP
14 TXQ = TxP
15 P
16 P(x|X)
17 TXP &= X
18 TXQ = X
19 Q(xx)
20 Q
21 P—Q
22 Yx(P — Q)
23 TXQ )E TXP— VX(P— Q)
24 —=(Yx(P— Q))— —(TxQ E TxP)
25 TxQ)E TxP=Vx(P— Q)
26 YX(P— Q) TxQ = TxP

sup
1,V-el

dsg

sup

4, DESCR

5, 2, MPF

6, DESCR

4,7,RD

3,8, GEN

9, EXT

1, 10, RDF

11, CTPIF

11, 12,A-int, def.|5.4.2

N

sup
sup

15

16, DESCR
14,17, TA
18, DESCR
19

15, 20, RDF
21, GEN
14, 22, RDF
23, CTPIF
23, 24,A-int, def.|5.4.2
13, 25,A-int, def|l5.4.2

o

NJ

5.4.67 Corokrio. [ YX(P+> Q) & TXQ= TXP.

Prova: Consedjéncia do teorenfa 5.4./66.
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Podemos reescrever as defaes de vad], ex(t), fix(t), unt) e ambf), apresentadas na

definigao[5.2.2p, utilizando a equirgicia superforte.

5.4.68 Esolio. Sejamx e y variaveis distintas @o livres emt. Enfio valem as seguintes
proposi@es:

o | vact) & —3x(t = x).

o ext) & Ax(t )= X).

}mfix(t) S VXYYt EXAtL)EY—> X=Y).

= un) © exg) A fix(t).

}mamb@ S XY EXAtLEY > XEY).

Definimos a seguir os quantificadores rérinos “I” (“existe um maximo”) e “31” (“existe

um dnico”).

5.4.69. Quantificadores Nuréricos
o AXP = VX ¥x(P(XX1) A P(XIX2) — X1 = Xp), ondexy, X, SA0 as primeiras vaieis o
livres em3x P.

e dIxP=3xPAdxP

5.4.70 Esoélio. Sejamx; e x, variaveis 1@o livres emdx P. Valem as seguintes proposes:
o [ IXP < VX VX(P(XIX1) A P(X|X%2) — Xq = Xp).

e [ AXP<s IXP A IXP

5.4.71 Esolio. Valem as seguintes propo8i&s, onde para as duas primeixagoé livre emt:
o [ fix(t) © Ix(t E= %).

= un@) & Ax(t x= X).

}m un(rx P) «» AIx P.

e fix(Tx P) < IxP.

}m ex(rx P) «» Ax P.

5.4.72 Lema.Set &€ um termo puro, eﬁb}m un().

5.4.73 Lema.

° }m ex(t) v vact).
o [ (extt) A ... A ex(t) Vv (vacty) V ... v vacty)).

5.4.74 Lema.}m t, = t, «» vacty) v vacty) v (un(ty) A un(ty)).
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A seguir, apresentaremos e provaremos alguns resultados conceeneobes&ncia de

designadores em LAR.

() b AP < Ty P(xly).

5.4.75 Lema.Sey naoé livre emVx P, enfio

Prova de(i) :
1 ynaoé livre emvyxP
2 dx P
3 P(xy)
4 Jy P(xly)
5 Jy P(xy)
6 3IxP— dyP(xy)
7 Jy P(xly)
8 P(xly)
9 IxP
10 dx P
11 3y P(xy) — IxP
12 Ax P« Ay P(Xly)
13 -3dxP
14 Vx-P
15 =P(xy)
16 vy =P(Xly)
17 —dy P(xly)
18 —3AxP — =3y P(xly)
19 =3y P(Xly)
20 vy =P(xly)
21 —P(xly)
22 VXx—-P
23 -3dx P
24 -3y P(xly) — —-3IxP
25 —3Ax P+ =3y P(Xly)
26 dAxP e 3y P(Xly)

(ii) f VX P < Vy P(Xly).

hip

sup

sup

3, 3-int

1,2, 3,43-el
2,5, RDF
sup

sup

8, 3-int
1,7,8,93-el
7,10, RDF
6, 11,A-int, def.[5.4.21

sup

13, ALT
14,V-el

1, 15, GEN
16, ALT
13,17, RDF
sup

19, ALT

20, V-el
1,21, GEN
22, ALT

19, 23, RDF
18, 24,A-int, def.|5.4.21
12, 25, lema 5.4.49
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Prova de(ii) :
Suponha qug naoé livre emVx P. Q)
Temos que Vx P
«+ DN, ALT
—-dx-P
« 1,lemd5.4.75 (i)
=3y =P(xly)
+> ALT, DN
vy P(xly)
Logo,}m VX P <> Yy P(Xy). (2)
Temos que -VxP
«>  ALT
dAx =P
« 1,lemg5.4.75 (i)
Jy ~P(xly)
«>  ALT
=Vy P(Xly)
Logo,}m =YX P <> =Yy P(X]y). 3)

Logo, de (2) e (3), pelo lema 5.4 4@@ YX P o Yy P(X]y).

A sequir, definimos a rel@p de correspor@hcia entre designadores em LABorres-
pondénciaé o nome ge@rico adotado para representar igualdade entre termos ou superequi-

valéncia entredrmulas.

5.4.76 Defini@o. SejamD; e D, dois designadores em LAR tal que amb@® $ermos ou
ambos &o formulas. A samblagenD; © D,” representa:

e D; =D,, seD; e D, sao ambos termos;

e D; & D,, seD; e D, sao ambosdérmulas.

No restante desta s&q, 0 sinaks sea denominadasinal da correspondéncieDeste modo, a

samblagemD; & D,” € lida “D; corresponde a &'.
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5.4.77. Regra da Congréncia (CGR).

e SeD ~. E, enfioj ;g D & E.

Prova:

e CasoD & uma constante
Ento E & uma constantb. SeD = E, pela definio[5.2.244, efdto c e b so a mesma
constante. Logo, pela Reflexividade da Igual,c = Db, dondgzz D © E.

e CasoD & uma varavelx.

Analogamente ao caso anterior, terﬁgg Do E.

e CasoD é f(ty,...,t,).

EnoE&f(us,...,un). SeD =¢ E,enBof(ty,...,t) = f(us,...,u), donde pela def. 5.2.24,
t; ~¢ Ug,...,th =~ U, Ddl, por HI,}m t; = ul,...,}m t, = u,, donde pelo lema 5.4.58,

}m f(ts,....t) = f(us,...,uy). Ousejajzz D © E.
e CasoD éTxP.

EnioE é Yy Q. SeD =~¢ E, enBoTxP ~; Ty Q, 0 queé o mesmo qu&’y Q ~. TxP
(fato[5.2.25).

Dal, pela defini@o|5.2.24;

xnaoélivreemTyQ, (1)

QYIX) ~c P 2)

De (2), temosP ~, Q(yX), donde por Hif= P < Q(yIX).

Pelo Esquema da Des@@,}m TXP = X<+ P e}m Ty Q = X+ Q(YIX).
Dai,}meP F X <> Ty Q )= X, donde porGEl\‘mVx(‘rxP E X<+ TyQ = X).

Dai, de (1) e pelo Iemﬁﬁ TXP="7"TyQ. Logo,zzg D & E.
e CasoD ép(ty,...,t,).

EnoE ép(uy, ..., un). SeD =¢ E, enBop(ty, ..., t) ~c p(u,. .., u), donde pela def. 5.2.24,
t1 ~c Up,....th ~¢ Uy Ddl, por HI, 7z t1 = W, ...,ag th = Uy, donde pelo Iem9,
}m p(ts,....t) © p(uy, ..., u). Ousejajazg D & E.

e CasoD ét Et.
EnoE éu )= u. SeD ~ E, enBot }=t' ~. u }= U, donde pela defindp[5.2.24t ~c ue
t =c U. Por HI,}mt =uemg U = U, donde pelo Iemﬁﬁt FtoeukEu.
Ousejajzz D © E.

e CasoD é&-P. EnfioE €-Q. SeD = E, enBo-P ~. —-Q, donde pela defingp[5.2.24,

P ~. Q. Dd, por HI,}= P & Q, donde pelo LSCE (5.4.57) (bl —P & —Q.

Portantojzz D © E.
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CasoD éeP — Q.
EnBoE éR — S. SeD =, E, enioP - Q ~; R— S, donde pela defingp[5.2.24P ~. R
eQ~=.S
lZ= PeoR 3)
PorHI,{ %
R Qe S (4)

De (3), pelo LSCE/(5.4.57) (ibm -P & =R Dai e de (4), pelo LSCE (vii),

}m—'Pv Qe -RVS, donde‘mPa Q & R— S. Portantoj g D & E.

CasoD eP #Q.

EnBBoE éR#S. SeD ~¢ E, enfoP # Q ~. R# S, donde pela defingp[5.2.24P ~. R e
Q=~cS.

PR
Por HI,{ % . donde pelo LSCE (5.4.57)) (vi) e (Vi P # Q © R# S.

AR Qe S
Portantojz= D & E.

CasoD e¥x P.

EnfioE ¥y Q. SeD ~. E, enio¥x P ~. ¥y Q.

y naoé livre emvYx P,

P(Xly) ~c Q. )

De (5), por HI,}W P(xly) & Q, donde por GEN}m Yy (P(xly) © Q) e d4, pelo lema

Dal, pela defini@o|5.2.2

5.4.61 1= Py P(xly) © Py Q.

Do lema 5.4.75, temos qlh@ﬁ YxP < Yy P(xy). Portanto}m ¥YxP < Yy Q, donde

temos que¢ g D & E.

5.4.78 Corohrio. Sey naoé livre emVx P, enﬁo}m TXP = Ty P(Xy).

Prova

1 Ty P(Xly) )= X sup

2 P(xly)(Y1X) 1, DESCR

3 P 2, fato5.2.25, CGR
4 TXP E= x 3, DESCR

5 TyP(Xy) FXx— TXP =X 1,4, RD

6 VYX(TyP(Xly) E X— TXP EX) 5, GEN

7 TP )ETyP(Xy) 6, EXT
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5.4.79 Corohrio. (Descrigdes Congruentes
e Seynaoé livre emVxP, enﬁo}m TX P =Ty P(Xy).

() P— Qg TXQ )= TxP.

5.4.80 Corohrio. Sex naoée livre em{P, Q}, enfio
(i) rxQ )= TXPlm P — Q.

Prova de(i):
1 xnaoé livre em{P, Q} hip
2 P—Q pr
3 yé aprimeira vaavel rao livre em{P, Q} dsg
4 TyQETYyP 2,3, def| 5.4.21
5 TXQVX) E=TYQ 1, corohrio|5.4.79
6 TyP )= TXxP(yX) 1, corokrio|5.4.78
7 TXQYIX) E TXP(YX) 5,4,6, TA
8 TxQ)xXTxP 3,7
Prova de(ii):
1 xnaoé livre em{P, Q} hip
2 TxQ)ETxP pr
3 P sup
4 P(X|x) 3
5 TXP )= X 4, DESCR
6 TXQ k= X 2,5, TA
7 Q(X|X) 6, DESCR
8 Q 7
9 P—0Q 3,8, RDF

5.4.1 Leis de Substitui@o e Instancia@o para a Correspondncia

Nesta sego apresentamoskEsquema Geral da Substituicdo para a Correspondéreia
Regra Geral da Substituicao para a Correspondérec@Esquema Geral da Instanciacéo para
a CorrespondénciaEstas leis mostram que, sob certas cobelg a correspocia entre dois
designadores gera, atés/da substituéo ou instanciggo de um terceiro designador por ambos,

uma nova correspogdcia.
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5.4.81. Esquema Geral da Substitugpo para a Correspondncia (EGSC)

e Sexy,..., X, SA0 as va@veis livres en{D, D,} tais queG esh emE no seu escopo, eam
VX, ...¥%(D1 © D,) fo E(GIIDy) < E(G|IDy).

Prova:

SejaA(E) a proposi@o: Para quaisquexy,..., X, S€Xy,..., X, SA0 as va@veis livres em
{D;, D,} tais queG est emE no seu escopo, e

VXq...V%(D1 © D,) fm E(GIIDy) & E(GIIDy).

e CasoG nao ocorre ent.
Dai, E(GIID;) = E(GIID,) = E.
Comol = E < E, temos qués= E(G|ID;)  E(G|ID,), donde por MON,
VXy...V%(D1 & Dy) g E(GIID:) & E(GIID,). Logo, A(E).

e CasoG éigual aE.
E(GIID,) = Dy,
Ento
E(GI|D2) = D..
ComoVx;...¥x,(D1 © Dy) }m D; & D,, temos que

VXy... V% (D1 & Dy) g E(GIID;) & E(GIID,), dondeA(E).

Sem perder a generalidade, podemos considerar doravar@eapeere enkE e G é diferente
deE.

e CasoE é f(uy,...,u).
Para cada € {1,...,r}, sejar; 0o numero de vadveis livres en{D,, D,} tais queG es& no
Seu escopo em.
Para cada € {(1,...,r}, sejamx x'r as varaveis livres em D, D,} tais queG est no
Seu escopo em.

Sejamxy, ..., X, as varaveis tais quéxi, ..., X} = U {x‘l, e, x‘n}.

i€{l,....,r}
Dal, X4, ..., X, SA0 as va@veis livres emiD,, D,} tais queG est no seu escopo effuy, ..., U;).
Por HI, para cadac {1,...,r}, VX, ... VX (D1 & D) }m u;(G||D1) = ui(G||Dy). (1)

Para cadae {1,...,r}, Vx;... V¥ (D1 & D) g VX, ... VX (D1 & Dy). (2)
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De (1) e (2), para cadee {1,...,r}, ¥X;...YX, (D1 © Dy) }m U (GJIDy) = ui(GJIDy). (3)

Pelo Lema da Substitué para a Igualdade em Termos Funcionais (lema $.4.58), temos que
U (GIID1) = Uy (GIID,), ..., U (GIID) = U (GIID,) [z

f(U(GIID1), ..., U (GlID1)) = f(u(GIID2), ..., U (GIID2)).

Ou sejay(GlID1) = Ur(GIID). ..., (GIID1) = U (GIID) fm

f(us,....u)(GIID1) = f(us,.... U )(GIID2). 4)
Portanto, de (3) e (4¥,X; ... ¥Xx,(D1 © D) }m f(Ug,...,w)(G|IDy) = f(uy,...,u)(G||Dy),
dondeA(E).

CasoE é p(uy, ..., Ur).

Para cada € {1,...,r}, sejar; o numero de vadveis livres em{D,, D,} tais queG est no
Seu escopo em.

Para cada € {1,...,r}, sejamx,,..., X, as varaveis livres em{D;, D,} tais queG esf no
Seu escopo em.

Sejamx,, . .., X, as varaveis tais quéxy, ..., X} = U (X, X )

ie{l,....,r}
Ddl, x4, ..., X, SA0 as va@veis livres eniD,, D,} tais queG est no seu escopo epfuy, .. ., Uy).
Por HI, para cadac {1,...,r}, VX, ... VX (D; & Dy) }m u(GJ|D1) = ui(G||D,). (5)
Para cadae {1,...,r}, ¥X;...VXy(D1 © D) [tag ¥X, ... VX (D1  Dy). (6)

De (5) e (6), para cadee {1,...,r}, ¥X;...¥X,(D1 © Dy) }W U (GJIDy) = ui(GlIDy). (7)
Pelo Lema da Substitlap para a Superequiaicia em Brmulas Abmicas Easicas (lema
5.4.59),u1(GIID1) = Us(GIIDy), - ., ur(GIID1) = U(GIID)

P(UL(GIIDy), . .., W (GIID1)) & p(Ur(GIIDy), ..., u(GIID2)).

Ou sejau(GlIDy) = Uy(GIID). ... u(GIID1) = U (GIID,) fag

P(Us, ..., U)(GIID1) & p(Us, ..., U)(GIIDy). (8)
Portanto, de (7) e (8Y,X; ... YX,(D1 & D») }m p(Uy,...,u)(G|ID1) © p(uy,...,u)(G|IDy),
dondeA(E).

CasoE éu = v.

Sejamys, ..., Y, as varaveis livres emiD4, D,} tais queG esth emu no seu escopo.
Sejamz, ..., zs as varaveis livres em{D,, D,} tais queG esi emv no seu escopo.
Sejamxy, ..., X, as varaveis tais quéxi, ..., X} = {Y,.... ¥} U{z, ..., z}.

Dal, Xy, ..., X, S20 as vaaveis livres emD4, D,} tais queG es&i emu )= v ho Seu escopo.
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Vy1...¥y:(D1 & Dy) g U(GIIDy) = u(GlIDy),
Yz, ...¥2{D; © D,) |5 V(GIIDy) = V(GIID2).
VX, ... ¥%(D1 © D,) fom U(GIIDy) = u(GIIDy),

VX, ... V(D1 © D,) fm V(GIIDy) = V(GIID2).
Do Lema da Substituiip para a Superequigaicia em Brmulas Abmicas Nio Basicas

(lema5.4.6D)u(GIID:) = U(GID,), V(GIID) = UGIID2) |oare

U(GIID1) )= V(GIID1) & U(GIID2) )= V(GIID2), donde

U(GIID1) = U(GIID2), V(GIID1) = V(GIID2) [z (U )= V)(GIDY) & (U =V)(GID).  (10)
De (9) € (10)¥xy ... ¥xu(D1 & Do) [z (U )= V)(GIID1) & (u )= V)(GIID2), ou sejaA(E).

Por HI, temos qu

Logo, temos qu

(9)

CasoE e -Q.

Sejamxqy, ..., X, as varaveis livres emD,, D,} tais queG est no seu escopo ef.

Por HI,VX;...¥X,(D; & Dy) }m Q(G|ID1) & Q(G|IDy). (11)
Do LSCE (lema 5.4.57), tem&(G|ID1) & Q(GIID2) i ~Q(GIID:) & —-Q(GIIDy).  (12)
Dal, de (11) e (12)¥X;...¥X\(Dy & D,) }m -Q(G|ID;) & -Q(G||D,), ondexy,..., X,
sa0 as va@veis livres emiD4, D,} tais queG est no seu escopo ers. Dai, temosA(E).

CasoE eP#Q, onde #€ {A,V, —}.

Sejamys, ..., Y, as varaveis livres emiD4, D,} tais queG est no seu escopo e
Sejamz, ..., zs as varaveis livres em{D1, D,} tais queG est no seu escopo ef.
Sejamxy, ..., X, as varaveis distintas tais qua, ..., Xa} = {Y1,.... i} U {z1, ..., Z}.

Ento, X, ..., Xn SA0 as va@veis livres emD4, D,} tais queG est no seu escopo eR Q.
1. ¥y:(D1 & D) [ P(GIID1) & P(GIID,),

Por HI,
Vz;...V2(D1 & D) fm Q(GIIDy) & Q(GIIDy).
VXq...¥%(D1 & Dy) [om P(GIIDy) © P(GIIDy),
Logo, (13)

... V% (D1 & Do) [z QGIIDY) & Q(GIID.).
Do LSCE (lem&5.4.57), temos que

P(GIID1) & P(GIID2), Q(GIID;) « Q(GIID) }m P(GIID1) #Q(GIID,) & P(GIID,) #Q(GIID2),
ou seja,

P(GIIDy) & P(GIID2), Q(GID:) & Q(GID,) far (P#Q)(GIIDY) & (P#Q)(GID2).  (14)
Portanto, de (13) e (14Yx, ... Vx(D1 © Dy) |5 (P#Q)(GIIDy) & (P#Q)(GIID2).

Logo, A(E).
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e CasoE eé¥xP, onde¥ € {V,d,T}.

Sejamxqy, ..., X, as varaveis livres emD,, D,} tais queG est no seu escopo em

* Subcasox naoe livre em{D4, D,} oux & livre em{D1, Do} € X € {Xq, ..., Xn}.
Por HI,¥x, ... V%,(D1 & D) lo P(GIIDy) & P(GIID,).
Dai, por GEN,V ... ¥x(D1 & Dy) [z YX(P(GIIDy) & P(G|ID)).
Dal, pelo LSSQD (lemp5.4.61),
VX;...¥x(D1 © D,) fm ¥X P(GIIDy) & X P(GI|D,), donde
¥X1...¥X% (D1 & Dy) }m (YxP)(G|IDy) & (¥xP)(G|ID,), ondexy,..., X, SA0 as
variaveis livres enjD4, D,} tais queG est no seu escopo eix P.

* Subcasox e livre em{D, Dy} ex ¢ {Xq, ..., Xa}.
Por HI,¥X, ... V%,(Dy & D) l== P(GIIDy) & P(GIID,).
ComoVYxVX;...¥x,(D1 & Dy) }m ¥X1...¥% (D1 © D,), temos
VXVXy ... V(D1 & D)l P(GIIDy) & P(GIID,).
Dal, por GEN,VXVx, ... ¥x(D1 © D,) [ YX(P(GIIDy) & P(GID2)).
Dal, pelo LSSQD (lemp5.4.61),
YXVX1...¥X% (D1 & Dy) }m Yx P(G||D,) & ¥x P(G||D,), donde
VXVXy ... V(D1 & Do) b (WX P)(GIIDy) & (WX P)(GlID2), ondex, Xy, . .., X, S&0 as
variaveis livres emD;, D5} tais queG est no seu escopo eWix P.

Ou seja, em qualquer subcaagE).

5.4.82. Regra Geral da Substituigo para a Correspondncia (RGSC)

r}leﬁDz,
e

G nao esh, emE, no escopo de nenhuma \arel livre emlI" e em{Dy, D5},

en&orl |z E(GIIDy) & E(GIIDy).

Prova:

Suponha que
I'fzm D1 © Dy, 1)

G nao esh, emE, no escopo de nenhuma \arel livre emI’ e em{D, D,}. (2)

Sejamxy, ..., X, as varaveis livres emD;, D,} tais queG est no seu escopo ek 3)
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Se existex; € {Xy,..., X} tal quex; & livre emr’, teiamos qués esk, emE, no escopo de;, e
X; € livre emI’ e em{D4, D5}, 0 queé absurdo segundo (2).

Portantox,, ..., X, nao fio livres enT’, dd, de (1) e GEN,

T'lom V... VX,(Dy © Dy). (4)
De (3), pelo Esquema Geral da Substi&uigara a Correspoadcia (EGSC), temos que
V1. ¥x,(D1 & D) [ E(GIIDy) & E(GIID). (5)

De (4) e (5), pela Regra da Cadeia (CAD), temosnhgg E(G|ID,) & E(G||D,).

5.4.83. Esquema Geral da Instanciao para a Correspondncia (EGIC).
o 1=t }m E(Xltl) L= E(Xltz)

Prova:

SejaA(E) a proposi@o:t; =t }m E(Xt;) © E(Xlty).

e Casox naoeé livre emE.
Dal, E(Xt;) = E(Xt,) = E. Como}m E < E, temos quéL,TR E(xlt;) & E(Xt,), donde por
MON, t; = t, [ E(Xit) & E(Xlt). Logo, A(E).

e CasoE éx.
E(Xity) = ty,
Entao
E(Xit2) = t.

Comot; =t, }m t; = tp, temost; = t, }m E(Xt1) = E(Xt,), ou seja,
ty = t; [ E(XIt2) © E(Xitz), dondeA(E).

Sem perder a generalidade, podemos considerar doravantedivee emE e x é diferente

deE.

e CasoE & uma constante ou uma \arel qualquer distinta de

Entiox naoé livre emE, o que f foi considerado.

e CasoE é f(u,...,uy).
Por HI, para cadac {1,...,n},t; =t }m Ui (Xty) = ui(Xty). 1)
Pelo Lema da Substitué para a Igualdade em Termos Funcionais (lema $.4.58), temos que
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Uy (Xlty) = ur(Xit2), ... ., Un(XIt1) = Un(XIt2) }m f(ur(Xty), ..., Un(Xt1)) = f(ua(Xit2), ..., Un(Xt2)).
Ou seja,

ur(Xts) = ug(Xtz), - . -, Un(XIt1) = Un(Xlt2) }m fug,..., Un)(Xt2) = f(u, ..., u)(Xt2).  (2)
Portanto,de (1) e (2); =t }m f(ug,..., u)(Xty) = f(uy,..., un)(Xt2), dondeA(E).

CasoE é p(uy, ..., Un).

Por HI, para cadac {1,..., n,ti =t }m ui(Xlt) = ui(Xtp). (3)

Pelo Lema da Substitlag para a Superequidaicia em Brmulas Abmicas Easicas (lema

5.4.59),

Up(X[ty) = ua(Xt2), ..., Un(Xlt1) = Un(Xit2) }m p(uy(Xity), . . ., Un(Xlt)) & p(ui(Xt), .. ., Un(Xt2)).
Ou seja,

Un(XItr) = Uy (XIL), .., Un(Xlts) = Un(Xlto) o (U, -, Un)(XIt:) © Pl ., Un)(XIt).  (4)
Portanto, de (3) e (4); =t }m p(ug,..., u)(Xty) © p(ug, ..., Un)(X|t2), dondeA(E).

CasoE éu xv.

th=1t }m u(xity) = u(xity),
t1 =1t }m V(Xlty) = V(X|tp).
Do Lema da Substituéip para a Superequigaicia em Brmulas Abmicas Nio Basicas
(lema[5.4.6D)u(xitr) = U(XIt,), V(XItz) = V(XIts) | U(t) )= V(Xitr) & U(Xits) )= V(XIt),
donde u(X|t;) = u(xtz), v(xt1) = v(xt2) }m (U = V)(Xt) & (u F V)(Xtp). (6)
Dal, de (5) e (6)t; =t }m (u = V)(Xt) © (u = V)(Xt2), ou sejaA(E).

Por HI temos qUQ][ (5)

CasoE & -Q.
Por HI,ty = tp [ Q(Xit) & Q(XIty). (7)
Do LSCE (lema 5.4.87), temd3(X|t;) & Q(Xt2) }m -Q(X|ty) & = Q(X|ty). (8)

De (7) e (8)1 = to [ ~Q(Xlty) & —~Q(Xit), dondeA(E).

CasoE eP#Q, onde #¢€ {A,V, —}.

ti = b | P(XIt) & P(Xity),

Por HI, 9)
t1 = b o Q) © Q(Xity).

Do LSCE (lem&5.4.57), temos que

P(Xits) & P(xit2). QXitz) & Q(Xitz) [rar P(itz) # Q(Xity) & P(Xit2) # Q(Xtz), ou seja,
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P(Xt1) © P(Xt2), Q(Xt1) © Q(Xt2) }m (P#Q)(Xtr) & (P#Q)(Xlt2). (10)
Portanto, de (9) e (10} = t; | (P#Q)(XIty) & (P#Q)(Xty). Logo, A(E).

e CasoE é daforma¥x P, onde¥ € {V, 3, T}.

Temos daquex naoé livre emE, o que a foi considerado.

e CasoE é da formaly P, ondey é distinto dexe ¥ € {V, 3, T}.
* Subcasox naoé livre emP ouy naoe livre em({ty, t,}.
Por Hl,t; = t, fe P(XIty) © P(Xto).
Dai, por GENt; =t }m Yy (P(Xt1) & P(Xt2)).
Dal, pelo LSSQD (lemp5.4.61),
tr = to [ Wy P(Xita) & Wy P(Xitz), dondety = tp [rzg (¥y P)(Xits) & (Py P)(Xitz).
* Subcasox € livre emP ey é livre em({ty, t5}.

Considere a primeira varavel rao livre emity, to, P}.
(Py P)(XIt) ~c Yz AYID(XIta),
Yy P ~. Yz RAy|2) (fato|5.2.25), eréo (12)
(Py P)(Xt2) ~c ¥z AylZ)(Xt).
Por Hl,ty = ta [ POYI2)(XIt:) & PO2)(Xtz).
Por GENt; = t; }m Yz(P(y|2(Xt1) & P(YI2)(Xt2)).
Dai, pelo LSSQD (lemh 5.4.61%, = t, fre W2 Py (Xlty) © Wz PyID(Xito).
Logo, de (11) e CGRy = t; [ (WY P)(Xity) & (Py P)(Xito).
Dai, em qualquer subcaso, tembie).

5.4.2 Leis de Substitui@o e Instancia@o para o Alcance

A semelhanca das leis de substitidce instanciggo para a correspogdcia, apresenta-
das no dpico[5.4.1, as quais lidam com a igualdade e supere@uiv@, formularemos nesta
se@o leis de substitu@ip e instanciggo para cAlcance as quais operam sobre a abranga
e a implica@o forte. Por rages €cnicas, restringiremos estas leis para o caso em que o termo
a ser substifido ou a varvel am ser instanciadade topo nadrmula considerada. Quando
um termo abrange outro termo, podemos, d@sala substituiip ou instanciggo de um terceiro

termo de topo por ambos, formar novas implides fortes ou abraggcias.
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5.4.84 Defini@o. SejamD; e D, dois designadores em LAR tais que ambas &rmos ou
ambos &o formulas. A samblagenD; — D,” representa:

e D; = Dy, seD; e D, sao ambos termos;

e D; — Dy, seD; e D, sao ambosdrmulas.

No restante desta s&g, o sinal “»” sera denominado sinal do alcancé A samblagem

“D; — D," €lida “D; alcanca D).

5.4.85. Esquema Geral da Substituio para o Alcance (EGSA)

E possui somente oc@mncias de topo de,
e Se

X1, ..., %, SA0 as va@veis livres enity, t,} tais queu est emE no seu escopo
enBoVx, ... VX, (t, )= to) fom E(Ullty) — E(Ullty).
Esboco da prova:A prova é feita por indugo sobreE, analogament@ prova do Esquema

Geral da Substitu#io para a Correspoadcia. m]

5.4.86. Regra Geral da Substituigo para o Alcance (RGSA)
Mg b =t
e Se: E possui somente oc@ncias de topo de,
unao esh, emE, no escopo de nenhuma \arel livre emI” e em({ty, t,},
en@orl | EUllty) — E(Ullty).

Esboco da provaEsta regr@ um coroéirio do Esquema Geral da Substifiggpara o Alcance,

analogamenta prova da Regra Geral da Substifilogara a Correspoadcia. m]

5.4.87. Esquema Geral da Instanciap para o Alcance (EGIA)

e Sexé detopo enk, enfiot; = t, }m E(Xlty)) — E(Xty).

Prova:
SejaA(E) a proposi@o:
b )= [ EG) — E(X)

Sex € de topo enk, enfo
seE é formula, erdot; = t; }m (=E)(Xty)) — (=E)(X|t2).

Suponha que é de topo entk.
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e Casox naoe livre emE.
Ento, E(X|t;) = E(X|t;) = E.
Pela Reflexividade da Implicag Forte8), temos q‘:[r;; E — E, donde
= E(Xity) — E(Xt,). Ddi, por Monotonicidadet; )= t, | E(Xity) — E(Xity).
Logo, A(E).

e CasoE e x.
E(x|ty) = ty,
Ento
E(Xit2) = to.

Comot; Eto }m t; E b, temost; =t }m E(Xty) = E(Xlty), ou seja,
ty )=t for E(Xty) — E(Xltz), dondeA(E).

Sem perder a generalidade, podemos considerar doravanteéliere emE e x & dife-

rente dek.

e CasoE & uma constante ou uma vavel distinta dex.

Entiox naoée livre emE, o que f foi considerado.

e CasoE éf(ty,...,t,).
Temos quex € de topo enty, ... ., t,,.
Por Hl, para cadae {1,...,n}, t; )= to [ ti(Xity) )= ti(Xity). (1)
Pelo Postulado da Substitéig (i),
ti(Xlt) = ta(Xit2), . . ., ta(Xlt) = ta(Xt2) }m f(ta(Xts), . ... th(Xt2)) F= F(ta(Xit2), . . ., ta(Xt2)).
Ou seja,
ta(Xit) )= t(Xita). ... t(Xits) )= ta(Xi) [ (e t)(X) )= F(t, . t)(XE2). 2
Portanto, de (1) e (2}; ¥ tz}m f(te,....th)(Xty) E f(tg,...,t)(Xt), dondeA(E).

e CasoE eTxP.

Temos daquex naoé livre emE, o que a foi considerado.

e CasoE eTyP.

Comox é de topo enk, enfiox naoé livre emE, o que a foi considerado.
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e CasoE ép(ty,...,t).

Temos quex € de topo enty, ..., t,.

Por Hl, para cadae {1,...,n}, t; )= to [ ti(Xity) )= ti(Xity). (3)
Pelo Lema da Substitlap para a Implicago Forte em Brmulas Abmicas Esicas (lema
[5.4.63),

t(Xita) )= t(Xita), ..., ta(Xitr) )= t(Xit2) [Tar PC(XIta). ... ta(Xit2)) —> P(ta(Xit2), .. .. ta(XL2)).
Ou seja,

t1(Xt1) = ti(Xt2), . .., ta(Xlty) )= ta(Xt2) }m P(te, ..., th)(Ktr) — pts, . . ., ta)(Xt2). (4)

Portanto, de (3) e (4); =t }m p(ta, ..., th)(Xt)) — p(ty, ..., th) (Xt2). (5)
Pelo Lema da Substitlap para a Implicago Forte em Brmulas Abmicas Easicas (lema
[5.4.63),

t1(Xt1) » tu(Xt2), ..., ta(Xt1) )= ta(Xt2) }m =Pt (Xte), . . ., th(Xt1)) — =~ p(ta(Xt2), . . ., ta(Xt2)).
Ou seja,

t1(Xt1) = ti(Xt2), . .., ta(Xlt) )= ta(Xt2) }m =p(ta, . .-, t)(Kt1) —> =p(ts, ..., t)(XIt2).  (6)
Portanto, de (3) e (6); = tz}m =p(ty, ..., t)(Xt) — =p(ty,. .., tH)(XL). (7)

De (5) e (7), temo4(E).

e CasoE éu Ev.

Comox & de topo enk, enfio x naoé livre emE, o que a foi considerado.

e CasoE e -P.

Temos quex € de topo enP.

ooy ) B o P(Xit) — P(xity), (8)
|t = ol (AP)(XI) — (-P)Y(xit2). 9)

Pelo Esquema da Dupla Ne@ag(DN) (5.4.5
LAR P(X|t2) < _‘_'P(X|t2)

}m P(Xlt;) © —~—P(Xt1),
3), temos g

Dai, de (8).ty )= ta foag =~ P(Xlty) —> ==P(XItz). (10)
Dal, de (9) e (10) temo4(E).

e CasoEeP — Q.

Temos quex € de topo enP e emQ.



ty )= to [ P(XIty) — P(Xit),

t )= b foar (<P)(XI) — (-P)(Nto),

t )= bl Q) — Q(t),

t ) b foar (GQOt) — (Q)(XI).

Do LSCI (lemg5.4.62), temos que

(-P)(Xitz) = (=P)(XItz), Q(Xits) —> Q(XItz) [z (<P)(Xita) v Q(Xits) —»
(=P)(Xt2) v Q(X|t2), ou seja,

(-P)(Xit) — (=P)(Xt2). QXits) — Q(XItz) frag (=P v Q)(Xit) <+ (=P v Q)(Xit2).
Portanto, de (12), (13) e (15),

t )=t kg (5P V Q) — (=P v Q(xit).

De (16), pelo Esquema da Implicag; Material,

t )= e (P~ Qi) — (P - Q(Nt).

Do LSCI (lemg5.4.62), temos que

P(xitr) — P(Xitz), (~Q)(XItz) = (~Q)(XItz) ez P(XItz) A (= Q)(Xltz) —
P(Xltz) A (=Q)(Xt), ou seja,

Por HI,

P(xitr) — P(Xitz). (~Q)(Xitz) = (~Q)(Xitz) [tz (P A ~Q)(¥itz) — (P A ~Q)(Xitz).

De (11), (14) € (18) )= ta maw (P A ~Q)(Xt) — (P A =Q)(Xto).
De (19), pelo Esquema da Implicag; Material,

tr )=t foam ~(P = Q(Xita) — =(P - Q)(XIty).
Logo, de (17) e (20)A(E) vale quanddE éP — Q.

CasoE e P#Q.

O raciodnio €& aralogo ao caso anterior, utilizando o Esquema de De Morgan.

CasoE e Px P.

Entiox naoé livre emE, o que f foi considerado.

CasoE ey P.
Temos quex € de topo enf.

* Subcasox naoé livre emP ouy naoé livre em{ty, t,}.
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(11)
(12)
(13)
(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
(19)

(20)
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ty )= t [ P(Xty) — P(Xitz) (21)
Por HlI,
ty = t o (FP)(Xity) — (—P)(Xity). (22)

De (21), por GEN, )= t, fae Yy (P(XIty) — P(Xt2)).

Dai, pelo Lema da Substituép para a Implice@p Forte e Quantificadorgs (5.4.65),

th Fto }m Yy P(xt;)) — Wy P(X|t;), donde

tr )=t fam (Py P)(Mts) — (¥y PY(Xtz). (23)
De (22), por GEN; )= t, fe Yy (=P(Xity) — —P(X[t2)).

Dai, pelo Lema da Substituép para a Implicepo Forte e Quantificadorgs (5.4.65),

th Fto }m Yy -P(Xt;) = ¥'y-P(Xt,), donde

tr )=t foam ('Y ~P)(Mitz) = (¥y =P)(XIt2).

Dal, pelo Esquema da Alteamcia (ALT),t; = t, }m =Yy P)(Xt1)) — (=Py P)(Xt,).(24)
De (23) e (24)A(E) vale para este subcaso.

Subcasox € livre emP ey & livre em(ty, t,}.

Considerez a primeira varavel rao livre em{ty, t,, P}.

(Py P)(Xt1) ~c ¥z Ryi2)(Xita),

(Py P)(Xt2) ~c ¥z AyI2)(Xt2),

Yy P ~. Yz RAy|2) (fato|5.2.25), da (25)
(Py =P)(Xt1) ~c Yz=P(yl2)(Xt1),

(Py-P)(Xtz) ~c ¥Z=P(y|2)(XIt2).

Por Hi,ty )=tz [ PIYD(Xit) — POI2)(xIt).

Dal,t; =1, }m Yz Ryl2)(Xlt;) — ¥z Ay|2)(Xlt,), donde, de (25) e CGR,

t )=t b (B P)(XIt) — (Py P)(Xtz), 43)
Por HI,ty )=tz [ (-P)(Y2)(Xit:) — (~P)(y12)(xIty).

Dal, t1 =t ag ¥'z2-P(yI2)(X|t)) — ¥'z-P(yl2)(X|t;), donde, de (25) e CGR,

t )t fam ('Y =P)(Xit) — (Fy~P)(xIt,).

Dal, pelo Esquema da Alteamcia (ALT),

t ) b foae (GPY P)(XIt) — (=Y PY(XNta). (44)
De (43), (44) temos que valgE) para este subcaso.



5.4.88. Esquema Geral d¥-Eliminagao.
e Sex é de topo pontual e, enfio ex(), Vx P}m P(X|t).

Prova
1 xédetopo pontual el hip
2 ext) pr
3 VxP pr
4  ynaoé livre emit, P} dsg
5 tEy sup
6 P(Xly) 3, V-el
7 t)xry- PXy 5,6, RD
8 Vy(t Fy— P(Xy) 7, GEN
9 yé detopo pontual erR(x|y) 1
10 P(Xly)(yit) 4,9,2,8,GLOB
11 P(Xt) 4,10, fatg

5.4.89. Esquema Geral d@-Introdug &o.

5.2.25, CGR

e Sexé de topo enP, enfio ex(), P(x|t) g IX P.

Prova
1 xédetopoenP
ex()
P(X|t)

© 00 N o o b~ W N

y naoée livre emit, P}
yx=y)

tEy

P(xly)

axP
dx P

hip

pr

pr

dsg

2,4, es6lio(5.4.64

sup

1,6, 3, EGIA
7,3-int

4,5, 6, 7 3-el
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5.4.90. Lei do Contexto
(i) Sexé detopo en®, enfoQ(X/Tx P) }m YX(P — Q).
(i) Se x & de topo pontual er®, enfioAX P, VX (P — Q) }m Q(XTx P).
(i) Se x4, ..., X, sao de topo en®, entio
Q(X1y -+ » Xl TXg Py, ..., Ty Pr) }val...Vxn(Pl A...APy— Q).

_ X1, ..., X%, SA0 de topo pontuais e,
(iv) Se o o .
para quaisquet j € {1,...,n}, sei # j, enBox naoé livre emP;,
enfo

A% Pr. . 3% P, VX Y X (PL A Lo APy — Q)}mQ(xl,...,xn|‘I‘x1P1,...,‘I‘ann).

Prova de(i):

1 xédetopoen® hip

2 Q(XXTxP) pr

3 P sup

4 TXP =X 3, DESCR

5 Q(X|x) 1,4,2,EGIA

6 Q 5

7 P—Q 3, 6, RDF

8 Vx(P— Q) 7, GEN
Prova de(ii):

1 xé detopo pontual er® hip

2 dIxP pr

3 Yx(P—Q) pr

4 P—Q 3, V-el

5 ex(rxP) 2, es0liof5.4.71

6 TXP = x sup

7 P(X|X) 6, DESCR

8 P 7

9 Q 8, 4, MPF
10 TXP)Ex—-0Q 6, 9, RD
11 VX(rXxP E=x—- Q) 10, GEN

12 Q(XTxP) 1,5, 11, GLOB



Prova de(iii):
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SejaA(n): para quaisquexy, ..., X,, para quaisqudps, ..., P, e para qualque, sexy, ..., X,

sao de topo en®, entio

Q(Xl, ...

1

© 00 N oo o b~ W DN
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,xn|Tx1P1,...,Tann)}WVXl...VXn(Pl A...ANPy— Q)
X1, - .., Xn, Xny1 SA0 de topo en®
Q(Xl’ ceey Xl"b Xn+1|TX1Pl, ceey Txnpn, Txn+1 Pn+1)

~ v . .. ~ . -
Y1, - ., ¥Yn Yni1 SA0 varaveis distintas @o livres emX, Xns1, P, Pns1, Q)

Q(Xl’ ) Xn, Xn+1|y1> ey Yn, yn+l)(y19 ey Yn, Yn+1|TXlP1, ceey TXnPn, Txn+1 Pn+1)

ReQ(X1, - -, Xn, Xn+1lY1s - - - » Yn, Y1)

RY1L, - - - Y, Yneal TX2P1, . .., UX0 P, TXne1 Prga)

R(Y1, - - -5 Y, Ynra | TY1P1(Xalyn)s - - -, CYnPn(Xnlyn), TYn+1 Pnsa(Xn+1lYne1))
R(YL, - - - Ynl Ty P1(xaly1)s - - -, TYnPa(Xnlyn)) Y+ 1 TYn+1 Prea(Xns1lYne1))
Yn+1 € de topo enR(y1, ... ., Yl TY1P1(Xaly1), - - - . TYnPn(Xalyn))
YYne1(Pns1(XnslYne) = RYL, - .. Yl YY1P1(Xaly1), - - . . TYnPn(Xnlyn))
Y1, ...,Yn SA0 de topo enk

YYn+1(Pre1(Xnralyne1) = ¥y1... Vyn(Pi(Xaly1) A ... A Pn(Xnlyn) — R))
YYne1¥Y1 - . YYn(Pria(Xnsalyne1) —> (Pi(xalyr) A ... A Pa(Xnlyn) — R))
YY1 VY, YYnea(Pa(Xalys) A ... A Pa(Xalyn) A Pnia(Xnelyne1) —> R))
S ePi(xaly1) A ... A Pa(Xalyn) A Pnsa(Xnralyni1) = R

SY1, - > Yns YnelXa, - - o5 Xn, Xne1) e PLA ... APy —> Q
VX1, .. ¥%1(P1 A ... APy A Ppyr — Q)

hip
pr

dsg
2, 3, fatg 5.2.2b

dsg

4,5

6, 3, fatg 5.2.25
7, fato|5.2.2b
1,3,5

9,8,(i)

1,3,5

10,11, HI

12, TQ

13, IE

dsg
15,5,3,fatg 5.2.45
14,15,16,fat¢ 5.2.2
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Prova de(iv):

SejaA(n):
{* X1, ..., X, SA0 de topo pontuais e,
Se

* para quaisquer j € {1,...,n}, sei # j, enfiox naoe livre emP;,

entio
A Py A% P VX V%(Pr A .. A Py = Q) b Q0. Xl TXg Pr .., T, Py).
1 Xg,...,%, X1 SA0 de topo pontuais e@ hip
2 paraquaisquerj e {1,...,n}, sei # j enfox naoeé livre emP; hip
3 AxPy...3% P, pr
4 dXnp1 Prsa pr
5 VX...¥XVX1(PL A ... APLA P — Q) pr
6 Pri1 sup
7 PiA...APLA PR — Q 5, V-el
8 Pui APiA...AP,— Q 7,8
9 Pui—>PiA...AP,— Q 8, IE
10 PLA...AP,— Q 6, 9, MPF
11 VX ... ¥X%(PL A ... APy — Q) 10, GEN
12 Q(Xg, ..y Xl UXg Py, .., TXn Pr) 1,2,3,11, HI
13 Ph —> Q(Xg, ..., Xl UX% Py, .., TXn Pr) 6,12, RDF
14 YXp1(Prsr = Q(Xg, ..., Xo| Y% Py, ..., TX, Pp)) 13, GEN
15  X,.1 € de topo pontual e(xy, ..., % TXy Py, ..., TXy Pp) 1,2
16 Q(X1,..., X UXe Pa, ..., U0 Pr)(Xnsa TXns1Prst) 1,5, 14, (i)
17 Q(Xa, ..., Xn Xnet|UXe P, ooy UXn Pry CXni1Praa) 1,6,2,fatq 5.2.25

5.4.91 Corohrio.
X & de topo pontual erQ,

e Se
Q € uma brmula abmica tasica ou uma negag de brmula abmica kasica

enﬁo}m Q(XTXP) «» ¥Yx(P — Q).

X1, ..., Xn SA0 de topo pontuais e,
e Se! Q& uma brmula abmica kasica ou uma negag de brmula abmica tasica
sei # j,enfiox naoe livre emP;

enﬁo}mQ(xl,...,xnl‘Y'lel,...,‘I’ann)«»VXl...Vxn(Pl/\ ... APy — Q).



Q éumaf. at. Bsica ou uma negag de f. at. Bsica

Prova de(i):
1 xé detopo pontual er®
2
3 Q(XTx P)
4 YX(P — Q)
5 QMXXTrxP) — Vx(P— Q)
6 VX(P — Q)
7 ex(rx P) v vac(rx P)
8 Ax P v vac(rx P)
9 IxP
10 Q(XTxP)
11 AXP — Q(X|'Tx P)
12 vac('x P) — Q(X|'rx P)
13 Q(Xrx P)
14  Vx(P— Q) — Q(X|TXP)
15 VYx(P— Q) <« Q(XTxP)

5.4.92. Esquema da Globalizegpo (GLOB).

X naoe livre emt,
Se
X & de topo pontual erR,

en@o ex() }m VX(t = X — P) <« P(Xt).

Prova
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hip
hip
sup
1, 3, Lei do Contexto (i)
3,4, RDF
sup

lema 5.4.73
7,es06lio5.4.71

sup
1,9, 6, Lei do Contexto (ii)
9, 10, RDF

1, 2, VAC, RDF

8,11, 12, PCF

6, 13, RDF

5, 14, A-int, def.|5.4.21
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1 xnaoé livre emt hip
2 Xé detopo pontual er hip
3 ext) pr
4 VX(t = Xx— P) sup
5 P(X[t) 1,2, 3,4, GLOB
6 VYx(t)Ex—P)—P(Xt) 4,5, RDF
7 P(Xx|t) sup
8 t EX sup
9 P(XX) 2,8,7, EGIA
10 P 9
11 tEXx—-P 8,10, RD
12 VX(t = x > P) 11, GEN
13 P(Xt) — ¥x(t Ex—> P) 7,12, RDF
14 Vx(t = x— P)<«> P(xlt) 6, 13,A-int, def(5.4.21

5.4.93. Esquema da Globalize&gp Generalizado

X1, ..., X, NA0 K0 livres emty, .. ., t,,
e Se _ enfo
X1,..., X%, SA0 de topo pontuais e

ext), ..., exXtn) fom VXa . VX (ty )= X0 A oo Aty )= X > P) oo P(Xe, .., Xalta, .- ).

Prova:
X1, ..., X, NA0 K0 livres emty, ..., t,, (1)
Suponha qu
X1,..., X%, SA0 de topo pontuais e (2)
Z =X + Xne,
V=T +ths,
Considere qu e
W = 7 + yn+l,

W nao ocorre emiz, Vv, P}.
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ex@l)’ ) ex(tn), ex(tn+l)
VZ(t1 X1 A oo Aty )= Xo A trer )= Xne1 — P)
YW(ts J=Y1 A ... Aty )= Yn A tnes )= Yo — P(ZIW))

t1 FVyi.....th = ¥n
thi1 & Yne1
L EYVIA ... At FEYnAth Yo
P(X(Y’) (Xn+1lyn+1)
YYne1(tnes )= Ynur = POXTY) (XnealYne1))
PXTY) (Xn+1lYn+1) (Ynsaltnea)
VY (t1 )= V1. - ta )= Yo = POXIY) (Xnealyne1) Vnealtnea))
P(RIY) Ctnsalyne2) Gt ) (7 TT)
P(Z W)W V)
P(ZV)
VZ(t =Xt A oo Aty E X A tpgs = Xai1 — P) = P(ZV)
PEZV)
P(X1, - .. s Xn, Xn+lta, - -5 tn, thit)
t1 EXLA AT E X At F X
P(X1 - - -, Xn, Xne1lX4, - - -, Xn, Xne1)
P
VZ(t1 X1 Ao Aty )= X0 Atngs )= Xne1 — P)
PZN) > VYZ(tL =Xa Ao At )= X0 Atnet )= Xne1 — P)
VZ(t1 =X A ... Atn )= Xn A thet )= X1 — P) < P(Z V)

5.4.94. Esquema da Vacuidade Generalizado

e Se

Vw(tl EYiA . At EYn Al Yol — P(7|7)(Xn+1|)/n+1))
tt EVIA . A EYnAtht E Y1 — P(7|7)(Xn+l|)/n+1)
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pr
sup

2,CGR

3,CGR, fatg 5.2.25
4,v-el

sup
sup

6, 7, A-int

8,5, MP

7,9, RD, GEN

1, 10, GLOB

7,11, RD-GEN, GEN
1,12, GLOB (HI)

13, fatg 5.2.2p
14, CGR
2,15, RDF

sup

17

sup

19, 18, EGIA
20

19, 21, RD, GEN
17,22, RDF

16, 23, def.5.2.26

P & uma brmula abmica kasica ou uma negag de brmula abmica kasica,

para cadae {1,...,n}, X possui uma ocoéncia de topo err,

enfo vac(y) v ... v vact,) }m P(Xq, ..., Xnlt1, ..., tn).

Prova:
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P & uma brmula at. &sica ou uma negag de brmula at. &sica, (1)

Suponha qu{ _ _ o
para cadace {1,...,n}, X possui uma ocoéncia de topo err. (2)

¥ nao ocorre enfx, T, P},
Considere quez =y —y;,

V=T-t.
De (2), temos que, para cadae {1,...,n}, y; possui uma ocoéncia de topo enP(X[y),
dondey; possui uma ocoéncia de topo erR(X [V )(Z V). (3)

De (1), (3) e VAC, para cadae {1,...,n}, vact) lox PRIY)Z V) (yilt).
MasP(X[Y")Z V) (yilt) ~c PRIV)Y TT) ~c PRIT),

donde, para cadee {1,...,n}, vact;) }m P(?l?).

Logo, vact;) Vv ... v vacty) }m P(?l?), ou seja,

vacty) Vv ... v vacty) fom PO - Xalta, - ).

5.5 Eliminacao de Descriges

Considerando as fubBessai (definicao[5.3.34) esld (definiggo[5.3.2B), fornecemos a se-
guir alguns resultados, 0s qua@osa expres sinfitica dos resultados apresentados nasec¢
[5.3. Ao final desta s@&p, a corrego e completude de LAR&s demonstradas, baseando-se na
tradu@o de LAR para LEC.

5.5.1 Lema. Sex naoée livre emt, enﬁo}m form(t, x) <>t = X.
Prova:

Suponha que naoé livre emt.

e Casot € uma constante

Da defini@o|5.3.198, temos de imediato d‘lﬂﬁ; form(c, X) «» ¢ = x.

e Casot &€ uma varavely distinta dex.

Analogamente ao caso anteriq;ﬁ form(y,X) «»y = X.
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e Casotée f(uy,...,upy).
Pela definiéo[5.3.19,
form(f(ug,...,un),X) =
AXy ... Ax, (form(uy, X1) A ... A form(Un, X,) A T(X1,..., %)) FE X), ondexy,..., X, SA0 as
primeiras varveis distintas entre si éa livres emx e emf(uy, ..., Uy).
Por HI,
}mform(f(ul,...,un),x)a»ﬂxl...Hxn(ul EXIA...AUy EXy A T(Xg, ..., X)) F X).
Dai, pelo Esquema da Fuag (FUNC) [5.4.51),
}mform(f(ul,...,un),x) > f(Ug,...,Un) F X

e CasotéTxP.
Pela defini@o[5.3.19, fornf(x P, x) = P.

Pelo Esquema da Descz”n'[q:(DESCR)O}m P+ TXP = X
Logo,}m form(Yx P, x) <> TXP = x.

e CasotéeYyP.
Pela defini@o[5.3.19, forni(y P, x) = P(yIX).
Pelo Esquema da Desdcig (DESCR))|(5.4.5 O}W P(y|X) «» Ty P = x.
Logo,}m form(Yy P, X) «+ Ty P = X.

5.5.2 Lema.Sexy, ..., X, nao K0 livres enty, ..., t,, ento

(I) }mp(tl,...,tn)WVXl...VXn(tl EXIA...AL EX— p(Xl,.-~,Xn)).
(i) Fom = P(te, - te) = VXg . V3 (B 2 Xa Ao Aty )= Xo = —P(Ks - .5 X))

Prova de(i):
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1 Xg,...,% nao o livresenty,...,t, hip

2 p(ty,...,t,) sup

3 t1 F Xy, ..o th F X sup

4 P(X1, . - - » %n) 3, 2, SUBST (ii)

5 L EXIA .. AL EXy— p(Xe, ..., Xn) 3,4,RD(5.4.14)

6 VX1 o V%t E XL Ao Aty = Xy = P(Xa, ...y X)) 5, GEN

7 p(ty,....t) = VX VXt EX A AL =X — P(Xe, ..., %)) 2,6, RDF

8 VX V% (L E XA L At = X = P(Xa, -y Xn)) sup

9 (ex@) A ... Aexty)) Vv (vacty) Vv ... Vv vacty)) lema 5.4.78
10 ex(ty) A ... Aex(tn) sup
11 p(ty,...,t) 1,10, 8, GLOB Gener.
12 ex(ty) A ... Aexty) — p(ty,...,t) 10, 11, RDF
13 vacfy) v ... v vact,) — p(ts,...,tn) VAC Gener., RDF
14 p(te, . . ., t) 9,12, 13, PCF
15 VX.. VX (Mt EX A AL E X o p(Xe, ..., %) — Py, ..., th) 8, 14, RDF

16 p(ty,....th) > VX ... VX (1 EXLA .. A L = X — p(Xg, ... Xn)) 7, 15,A-int

Esboco da prova dé¢ii): analogaa prova de (i), utilizando-se o item (iii) do Postulado da
Substitui@o (SUBST).

5.5.3 Teorema.

° }TAR P <> Ps.
[ ] }m —|P <+> _'(PN)

Prova:

form(P) = P,
Para esta prova, defini
form(t) = form(t, X), ondex & a primeira vadvel rao livre emt.

ts = form(t)s,
Definimos tambm
ty = form(t)n.
Dal, para cada designadbr, definimosDs e Dy. Vamos mostrar, por ind@g sobreD, que:

e Ay(D) :}mform(D) <+> form(D)s;
e Ay(D) : | —form(D) <> =(form(D)y);

24para termos, utilizamos a fuig form definida e 9.
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o A(D) = A(D) e Ax(D).

e CasoD & uma constante
form(D) = ¢ = x.
form(D)s = (C = X)s=C E= X
Logo,}m form(c) <> form(c)s, donde temos qu&; (D) vale parec.
- form(D) = =(c k= X).
=(form(D)n) = =(c )= ).
Dai, ag — form(c) <> —(form(c)n), donde temos qu&,(D) vale parec.
Portanto, vale\(D).
e CasoD é uma varavely.
Analogamente ao caso anterior, temos que Xél).
e CasoD é f(ty,...,t,).
Sejax a primeira varavel rao livre emty, . . ., t,.
Sejamxy, ..., X, @s primeiras vaéveis rao livres enty, ..., t,, X.
Pela definiéo[5.3.19,
form(D) = Ax; ... X, (form(ty, X)) A ... A form(t,, X,) A f(Xq, ..., Xn) FE X). 1)

form(D)s = Ax; ... Ax(form(ty, X1)s A ... A form(tn, X)s A (F(Xg, ..., X0) F X)s).(2)

para cadace {1,...,n}, form(t) < form(t;)s,
Por HI, o= ) (3)

b fltn o) )= X oo (F(tn, ..o 1) )= Xs.
De (1), (2) e (S)lm form(D) < form(D)s. Logo, A;(D).
—form(D) = =A%y ... A%, (form(ty, X1) A ... A form(ty, X)) A T(Xg, ..., X,) E X). (4)
=(form(D)n) = =A%y ... IX(form(ty, X))s A ... A form(t,, Xn)s A (f(Xz, ..., X)) E X)s).(5)
Dd, (3), (4) e (S)ﬁ - form(D) <> —(form(D)y). Logo, A,(D).
Portanto, vale\(D).
e CasoD eTxP.
Sejay a primeira vamavel rao livre emYx P.
Pela defini@o[5.3.19, formiD) = form(rx Py) = P(Xy).
form(D)s = P(xly)s.
Por Hl,fzz P(Xly) «> P(Xly)s. Dai, [z form(D) < form(D)s, dondeA, (D).
- form(D) = =form(Tx P y) = =P(xly).
—(form(D)n) = =(P(xly)n).
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Por HI, izag “P(Xly) «» ~(P(xly)n). Dai, }m - form(D) <> —=(form(D)y), dondeA,(D).
Portanto, vale\(D).
CasaoD ép(ty, ..., t).

Considerexy, . .., X, variaveis r@o livres enty, .. ., t,.

Pela defini@o[5.3.19, formD) = p(ty, ..., tn).

Pelo lem&a5.5]2 (i),

o Pt o t) > VX VX0 ()= Xa A e Aty )= X0 = POK, -+ X)),

donde pelolemg5.5.1,

b Pty . t) < VXg . VX (Formity, Xg) A ... A form(t, X)) = p(Xa. - . X)) (6)
Pela defini@o[5.3.2B, temos que

form(D)s = ¥X; ... VX, (form(ty, X))s A ... A form(t,, X,)s = p(Xe, - . -, Xn))- (7)
Por HI, para cadae {1,...,n}, }m form(t;, x) <> form(t;, X)s. (8)
Logo,}m form(D) <> form(D)s, dondeA;(D).

Pela defini@o[5.3.19;~form(D) = —p(ts, ..., tn).

Pelo lema& 5.5]2 (ii),

}mﬂp(tl,...,tn)<H>VX1...VXn(t1 EXIA..AL EX— ﬂp(Xl,...,Xn)),
donde pelo lemg5.5.1,

}m =p(ty, ..., th) <> ¥X1... VX, (form(ty, X)) A ... A form(tn, X)) = =p(Xg,..., %))  (9)
Pela defini@o[5.3.2B, temos

—(form(D)x) = =Xy ... Ix, (form(ty, Xo)s A ... A form(tn, Xa)s A P(X1s . . ., X)) (10)
Por HI, para cadac {1,..., n}, }m form(t;, x) <> form(t;, X)s. (11)

Como}m =3y ... A, (form(ty, X1) A ... A form(tn, X,) A p(X, ..., Xn))e>
VX1 ... ¥X (form(ty, Xo) A ... A form(ty, X)) — —=p(X, ..., X)),

temos de (9), (10) e (11) Cﬂj:l'l% - form(D) «» —(form(D)y), dondeA,(D).
Logo, valeA(D).

CasaD ét’ e t.

* Subcasot € um termo &o puro.

Considerex a primeira vatavel rao livre emt’, t.

Pela definiéo[5.3.19, formD) = form(t’ =1t) =t = t. (12)
Pela defini@o[5.3.2B8, formiD)s = form(t’ )= t)s = YXx((t )= X)s = (' )= X)s). (13)
Por HI,}mform(D)Sw VX(t EX—> U EX). (14)

Pelo Esquema da Exteis ), temos QUeR ' Et< VX(t E Xt E=X).
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Dal e de (12), (13) e (14bm form(D) <+ form(D)s, dondeA;(D).

-form(D) = =(t" ¥ t). (15)
=(form(D)n) = =((t" )= tn) = =VX((t )= X)s = (t' = X)s).
Por HI,zg —(form(D)y) <+ =¥X(t )= X > t' = X). (16)

Pelo Esquema da Exteis (5.4.52), como amba&a formulas puras, temos

o =t )= )« =YX (t )= X >t )= X).

Dal, de (15) e (16)}m - form(D) «» —(form(D)y). Logo, A,(D). Portanto, valé\(D).

*» Subcasot &€ um termo puro.

o Subsubcasd’ € f(ty,...,t).
EntoD é da formaf (ty,...,t,) )= t, ondet & um termo puro.
Considerexy, . . ., X, as primeiras variaveis o livres emy, ..., ty, t.
form(D) = f(ty,...,t) F t. (17)
form(D)s = (f(t1,....t,) = t)s=
Axg .. AI%a((t ) XD A s A (B )= X)s A (F(Xas .- %) ) t)o)
Por Hl,f g form(D)s<» 3%, ... Ixa(ty J= Xa Ao Aty )= X0 A F(Xg,..., X0) )= 1).(18)
Comot & puro, pelo Esquema da Faérg(5.4.511),
o . ot) et Dxa Wty =X A Aty =X A F(Xey. s %) )= 1)
Dai e de (17) e (18), temos qhg; form(D) «» form(D)s, ou sejaA;(D).
—form(D) = =(f(ts,....t,) = 1). (19)
=(formD)n) = ~((f(te, ... 1) 1)) =
=3 I ((t E X)g A A (G E X)g A (F(Xe, -, Xn) )= t)g).
Por HI,
e ~(form(D)n) «» =3y ... Ity J= Xg A o Aty )= X0 A F(Xa,... %) = 1), (20)
Pelo Esquema da Fuag [5.4.5]1), como amba&g formulas puras,
b ~(F (.o te) = DeomTxg . X (b =X A Aty )= X0 A F(Xes. 0, X0) )= B).
Dai, de (19) e (20), temos qlie - form(D) <> —(form(D)y), ou sejaAx(D).
Portanto, vale\(D).

o Subsubcasd’ € Tx Q.
EntoD é da formdrx Q = t, ondet & um termo puro.
form(D) = xQ = t. (21)
form(D)s = (Tx Q )= t)s = Qs(xt).
Pelo Esquema da Descig )jm TXQ ) t< Q(X|t), donde por Hllm



TXQ )=t «> Qs(Xt).

Portanto, de (21) e (225 form(D) «» form(D)s, ou sejaA; (D).
-form(D) = =(xQ = 1).

=(form(D)n) = =((Tx Q )= t)n) = ~(Qs(Xt)).

Por HI, g —(form(D)n) <> =(Q(XIt))

Pelo Esquema da Desdiiig, como ambasae formulas puras, temos que
[ —(TXQ )= 1) +> ~(Qs(XIt).

Logo, de (23), (24) e (255 —form(D) <> —(form(D)y), ou sejaA(D).
Portanto, vale\(D).

CasoD e-Q.
AR Q<+ Qs; (26)
Por HI,

Gr ~Qee Q). (27)
De (27), como-(Qn) = (=Q)s, temoszagr —Q <+ (—=Q)s, ou sejaA;(D).
Pelo Esquema da Dupla Ne@ax;(DN),}m Qe ——Q e}m Qs © -—Qs.
Dai e de (ZG)W ==Q ++ ==Qs. Como--Qs = =((=Q)n), temos
}m -=Q + =((—=Q)n), ou sejaA,(D). Portanto, valé\(D).
CasoDeQ - R

}m Q <+ Qs;
o ~Q <+ =(Qu);

AR R+ Rs;

[ “R <+ ~(Ry).
am (Q > R) 2 (<Q v R) «+M (+(Qu) V Rs) ++ (Qn = Re) += (Q - Rs.
Logo,}m form(D) <+ form(D)s, dondeA,(D).

Por HI,

e =(Q = R) «» (Q A =R) «M' (Qs A =(Ry)) «+ ~(Qs = Ry) «» =((Q — R)y).

Ou sejabm - form(D) < =(form(D)y). Logo, A,(D). Dai, vale A(D).
CasoDEeQ AR
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(23)

(24)

(25)

= (Q A R) «+M' (Qs A Rs) +» (Q A R)s. Ou sejaj = form(D) «» form(D)s, dondeA (D).

om ~(Q A R) «» (=Q V =R) «>M (=(Qn) V ~(Ry)) > =(Qu A Ry) <= =((Q A R)y)-

Dal, [zg —~form(D) <> =(form(D)y). Logo, Ax(D).
Portanto, vale\(D).

CasoD € Q Vv R, o raciognio & ardlogo ao caso anterior.
CasoD évVx Q.
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form(D) = Vx Q.

form(D)s = (VX Q)s = VX Qs.

Por HI,}W form(D)s <> ¥x Q, ou sejalm form(D) <+ form(D)s. Logo, A;(D).
-form(D) = -¥x Q.

=(form(D)n) = ~((VX Q) = =YX Qu.

Temos de ALT quéL,TR —(form(D)n) <> IA%-(Qy), donde por Hi

I ~(form(D)y) <+ Ax-Q, donde, por ALTHzz ~(form(D)y) <> =¥xQ.

Dai, }m - form(D) «» =(form(D)yn). Logo, A,(D). Portanto, valé\(D).

e CasoD é3dxQ, o racioénio € ardlogo ao caso anterior.

ComoPs e Py sao formulas puras, valem os coapios abaixo.

5.5.4 Corofrio. () fog (P — Q) <> (Py — Qo);
(i) o (P Q) > ((Py— Q¢ A (Qu — Ps));
(iii) fzx (P— Q & (Ps— Qo)

V) g (P <> Q) & (Ps & Qs);

W) fmm (P=Q & (Ps— Qs) A (Py — Qu);
Vi) fzx (P e Q & (Ps & Qs) A (Py & Qu).

Prova de(i):

P—-Q
+«> teoremda’5.5l3
(P—Q)s
« definigdao[5.3.2B
Pn — Qs

Prova de(ii): Segue-se do item (i).
Prova deiii):

P—Q
+« lema5.4.8D
TXQ E= TP



« teorema’5.5]3

(TxQ )} TXP)s
< definiao[5.3.2B

YX((TXP )= X)g — (TXQ )= X))
+» Esquema da Descég [5.4.5D)
¥x(Ps — Qs)
« VY-el
Ps — Qs

Prova de(iv): Segue-se do item (iii).
Prova de(v):

P=0Q
« definigao[5.4.2P
(P—QA(=Q—-P)
«  item (iii), definicao[5.3.2B
(Ps = Qs) A (=Qn — =(Pn))
«> Contraposigo
(Ps — Qs) A (Pn — Q)

Prova de(vi): Segue-se do item (v).

5.5.5. Modus Ponens (reescritaPy, P —» Q }m Q.

Prova

1 Py.Py— Qslzgr Qs MP

2 Pu(P— Qslzg Qs 1, def|5.3.23
3 PuwP—-Q }m (P—> Qs teorema5.5(3
4 Py,P— Qlzg P RFL

5 PP Qlmr Qs 4,3,2, CAD
6 Qs}m Q teorema 5.5/3
7 PnP-Qlmr Q 5,6, CAD

150
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F,PN}WQ
Iemw P—Q

5.5.6. Regra da Dedugo (reescrita)

Prova
1 TPy Q hip
2 Q }m Qs teorema 5.5/3
3 T,Pylze Qs 1,2, CAD
4 TlgmPyv—Qs 3,RD
5 Tlor (P> Qs 4, def|53.23
6 Tl=P—-Q 5, teorema 5.5|3

5.5.7. Regra do--Introdug &o (reescrita)

) L, P}m Q I, Par —(Qs)

(i
L LAR _'(PS)
(") F’ P }m QN F’ P LAR _|Q
I' AR —(Ps)
(i) I', Py }m Q I', Py }m —(Qs)
I' R -P
(iv) I', Pn }m Qn I, Py }m -Q
I' R -P
Prova de(i):
1 T.Pl=Q hip
2 F, P LAR _'(QS) hlp
3 Q }m Qs teorema 5.5)3
4 T,Plax Qs 1,3, CAD
5 T,Psg }m Qs 4, teorema 5.5|3
6 I,Psizm—~(Qs) 2, teorema5.5|3
7 T AR -(Ps) 5, 6,—-int



152
Prova de(ii):

1 T.Plo= Qu hip

2 I,Plox -Q hip

3 T, P}m (-Q)s 2, teorema 5.5|3
4 T,Prg —(Qn) 3, def|5.3.23
5
6
7

I, P }m Qn 1, teorema 5.5/3

I, Ps }m -(Qv) 4, teorema’5.5(3
I' R —(Ps) 5, 6,—-int

Prova de(iii):
1 TPy Q hip
2 IPylgr —(Q9)  hip
3 Q }m Qs teorema 5.5/3
4 T,Pyloe Qs 1,3, CAD
5 Tfom —(Py) 2, 4,—-int
6 Tlos (-P)s 5, def5.3.2B
7 TI'mag P 6, teorema 5.5{3

Prova de(iv):

1 TPyl Qu hip

2 T,Pylzm -Q hip

3 -Q }m (-Q)s teorema 5.5/3
4 T,Pylgg (-Qs  2,3,CAD

5 TI,Pylzz ~(Qu) 4, def|5.3.28
6 TI'lox ~(Py) 1,5,—-int

7 Tlar P 6, def|5.3.28
8

I'tag —P 7,teorema 5.5(3
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5.5.8 Lema.SeP;,..., P, sdo formulas puras, eab

(i)

HX]_P]_, c ey HXnPn LAR

VX VX (P A oo AP, > Q) = AXy ... AX(PL A ... AP, A Q).

(i) FxPy,..., 3Pl

Ax . AX(PL A L AP A Q) = VX VX (P A ... A Py — Q).

(iiiy Ax4Py, ..., Py fm

VX VX (PLA oo APy — Q) ee X ... AX(PL A ... APy A Q).

Prova: A validade deste lema decorre da validade do mesmo em LEC|[(lema]3.3.12).

O

5.5.9 Defini@o. Considerando # {A,Vv,—} e ¥ € {V¥,3}, definimos nas @usulas abaixo

guando uma dad@&fmulaP & existencialfixa, univoca vacuaou ambigua

ex(p(ty,...,t)) = exty) A ... A ex(tn);

ex(=P) = ex(P);

ex(P# Q) = ex(P) A ex(Q);

ex(x P) = V¥x ex(P);

fix(p(ty, ..., tn)) = fix(ty) A ... A fix(ty);

fix(=P) = fix(P);

fix(P # Q) = fix(P) A fix(Q);

fix(Wx P) = Vx fix(P);

un(P) = ex(P) A fix(P);

vac(P) = - ex(P);

ambP) = - fix(P);

“ex(P)” & lido “todos os termos de topo emmsao existenciais”, ou simplesmente & exis-
tencial”;

“fix(P)” & lido “todos os termos de topo dsao fixos”, ou simplesmenteP‘é fixo”;
“un(P)” € lido “todos os termos de topo dPrsao urivocos”, ou simplesmentd?‘é urivoco”;
“vac(P)” € lido pelo menos um termo de topo éh& vacuo”, ou simplesmented?‘é vacuo”;
“amb(P)” & lido “pelo menos um termo de topo &mé ambguo”, ou simplesmenteP &

ambguo”.

5.5.10 Esélio. SeP & uma brmula pura, erﬁto}m un(P).

Esboco da prova:Prova-se por recué® sobredrmulas. m|
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5.5.11 Lema.SejaR uma Hrmula em que nenhuma deségde topo edtno escopo de uma
variavel em R. Er#io existenxy, ..., x,, P1,..., P,, Qtais que
Q &€ uma brmula pura,

X1, ..., X, SA0 varaveis de topo pontuais e@

X1, ..., %X, NA0 K0 livres emY'x; Py, ..., TX, Pn,
eR=~c Q(Xg, ..., Xn | TXg Py,..., TX, Pp).

Esboco da prova:Consegjéncia imediata do fafo 5.2.23. O

5.5.12 Exemplos.Como exemplos da situag descrita pelo lema acima, temos:

o p(rxQq, F(Ty Q2 Tz Q3)) ~¢ P(X, f(y,2))(X,Y,z| X Q1, Ty Qz, Tz Q3).
L p(TX C](X, y’ Z)’ Ty r(X’ y’ Z)’ TZ S(X’ y? Z)) zC
P(X1, Y1, Z1)(X1, Y1, Z1 | TX1 9(X1, Y, 2), YY1 1 (X, Y1,2), Y21 S(X, Y, 21)).

5.5.13 Lema.

() Sexeé de topo pontual er®, enfio
Ax P}m Q(XTX P) «» ¥YX(Ps — Q).

B X1, ..., X, SA0 varaveis de topo pontuais e,
(i) Se{ _ enfio
X1, ..., %, NA0 R0 livres em{C'X; P, ..., ¥X, Pnl,

3X1P1...3ann}m
Q(Xg, oo o s Xl TX Pry oo, X0 Pp) <> VXL ..V X(Pis A ... A Ppg — Q).

Esboco da prova:Corolario da Lei do Contextq (5.4.P0). O

5.5.14 Teorema.SejaP uma HBrmula onde nenhuma des@a;de topo edtno escopo de al-
guma varavel emP. Enfo existenx, ..., X,, P1,..., Py, Qtais que

Q é uma brmula pura,

X1, ..., X%, SA0 de topo pontuais e,

X1, ..., Xy NA0 K0 livres enf'x; Py, ..., TX, P,
e

(l) HX]_P]_...EIXnPn}mPS@VX]_...VXn(Pls/\ oA PnS_> Q)
(i) I Pr... 3% Py g Py © 3% Ix(Pis A ... A Pas A Q).

Prova de(i):

Pelo lem&5.5.71, temos q#exc Q(X4, ..., % | YX Py, ..., Y%, Py),
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Q é uma brmula pura,
ondes Xg,..., X, SA0 de topo pontuais e,
X1, ..., X, NA0 K0 livres emY'x; Py, ..., TX, Pp.
Do lemg 5.5.13 (i), temos que
3x1P1...3ann}m
Q(Xg, oo s Xl TX Pry oo, X Pr) <> VX Y X(Pis A ..o A Ppg — Q).
Dai, A%, Py ... 3% Pyl P Vg .. . VXa(Pis A ... A Pos = Q).

Como, pelo teorema 5.5.% P « Pg, temos

A%, Py 3% Pyl Ps > VX ... VXo(Pis A ... A Pas = Q). (1)
Dal, como ambo$s e Vx;...¥x(Pis A ... A Phg = Q) sdo formulas puras, edd
A%, Py 3% Po fom =(Ps) <> =X ... VXa(P1s A ... A Pos = Q). )

De (1) e (2), pelo lema 5.4.49,
A, Py 3% Pyl Ps © Vg .. VXa(Pis A ... A Pos = Q).

Prova de(ii):

Pelo lema&5.5.71, temos qué® ~c =Q(X1, ..., X% | TX P, ..., TX, Pn),
-Q & uma brmula pura,

ondes Xg,..., X, SA0 de topo pontuais emQ,
X1, ..., %X, NA0 K0 livres emY'x; Py, ..., TX, P.

Do lemg 5.5.13 (i), temos que

3X1P1---3ann}m
QX .., XnlYXL P, oo, Xy Pr) <0 VX ... VX (Pis A ... A Prg = —Q).

Dai, A%, Py ... 3% Pyl =P <> Vg ... VXa(Pis A ... A Pos — —Q), donde

A, Py... 3% Po g =P <> =% ... IX(Pis A ... A Pos A Q).

Como, pelo teore.}qﬁ =P «> =(Py), temos

A%, Py ... 3% P o ~(Py) «» =3 ... 3x(Pis A ... A Pas A Q). (1)
Como ambos(Py) € =3x; ... X (P1s A ... A Phs A Q) sao formulas puras, eab

Ax, Py, .. 3%, Py, }m —=(Pn) «» =A% ... IX(P1s A ... A Phs A Q), donde, pelo Esquema

da Dupla Negago (DN),
ElX]_Pl...HXnPn}m Pn <H>3X1...3Xn(P13/\ A PnS/\ Q) (2)

De (1) e (2), pelo lema 5.4.49,
A Py W% Pofar Py © 3% .. Ix(Pis A ... A Pis A Q).



156

5.5.15 Exemplo.ConsidereR a formulap(Tx q(x)) A r(Tw s(w)). En&o
R ~¢ (p(X) A r(w))(x, w|Tx q(x), Yw s(w)), onde:

(p(x) A r(y)) € uma brmula pura;

e X ew Sa0 varaveis de topo pontuais em(k) A r(y));

X Naoé livre ems(w) ew naoé livre emq(x);

Tx g(x) e Yw s(w)) nao esdo, emR, no escopo de nenhuma \éavel.
Ento, 3x q(x), Iw s(w) }7 Rs © ¥xVYw (q(x) A s(w) — p(x) A r(w)).

5.5.16 Lema.Dada uma®rmulaP, existem quantificadoreB,, ..., ¥, e existem
Yi,..., ¥ R tais que
* Y1,...,Y SA0 as va@veis cujas desciigs de topo d& estio no escopo de algumas
delas enP,

* R nao possui descries de topo no escopo de alguma &eel emR,
e

() g P © ¥iyu... Wy R
(i) fom =P © ¥iyi... Wy -R

Esboco da provaprovaé feita por indu@o sobreP, utilizando as leis de Transporte de Quan-

tificadores|(5.4.48). o

5.5.17 Teorema.Dada umadrmulaP, existem quantificadoreg,, ..., ¥, e existem

ViseoorYes Xt5 e 05 X0 P1, ..., Py, Q tais que

* Y1,...,Y; SA0 as vadveis onde as desciies de topo er® estio no escopo de algumas
delas enP,

* Q& uma brmula pura,

* Xi,..., %, SA0 de topo pontuais eq,

* Xq,..., %X, NA0 K0 livres emY'x; P4, ..., TX, Pn,

e

() I Pr... 3% Pyl Ps © Wayr . Wy (VX ... VX(Pis A ... A Pos — Q).
(i) IxaPy... 3% Pn g Py © Wayr ... Wy (3% ... Ixa(Pis A ... A Pag A Q).

Prova: Imediata, pelo lema5.5.]L6 e teorema 5.5.14.
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5.5.18. Lei da Exiséncia ex(P), Ps o P

Prova:

e CasoP é p(ty,...,ty).

Considerexy, . . ., X, as primeiras variaveis rao livres enty, . .., t,.

1 ex((ty,...,t)) pr
2 (p(ty,---,tn))s pr
3 exty) A ... Aextn) 1, def|5.5.9
4 Vxy... VX (form(ty, X1)s A ... A form(tn, X)s — P(X1, - - ., X)) 2, def[5.3.28
5  Axty EX) A ... ATty FE Xn) 3, es0lio/5.4.68
6  Ixa(form(ty, x1)) A ... A Ixa(form(tn, X)) 5, lemg 5.5.[1
7 Axg(form(ty, X1))s A ... A Axy(form(tn, X,))s 6, teorema 5.5|3
8 Axg...3Ax(form(ty, X1)s A ... A form(tn, Xn)s A P(X1, - - ., Xn)) 7,4,lema 5.5.8
9 (p(ts,.. .. t)n 8, def,[5.3.23
Portanto, exf(ty. . .., tn), (P(ts. - . ., tn))s Fem (P(tas -+ - to))n-
e CasoPée-Q.

Por Hl, temos ex0), Qs [ Q.
1 extQ  pr
2 (=Q)s pr
3 ex@Q 1, def.[5.5.9
4 —(Qu) 2, def5.3.23
5 Qs sup
6 Qn 3,5, HI
7 ~(Qs) 5, 4, 6,~-int
8 (=Qn 7, def.[5.3.28

Portanto, extQ), (—-Q)s }m (=Q)n.
e CasoPeEQ - R

por . ex@Q), Qsfor Q. (1)

exR),Rslzz Ry (2)
De (1), temos ex(Q), (-Q)s g (- (3)
De (3) € (2), ex¢Q V R), (-Q V R)s fzm (-Q V R)n.
Portanto, exQ — R), (Q — R)s }m (Q— R




e CasoP éQ#R, onde #e {A, V}.

Por

ex@), Qsfzm Qu. (4)

ex(R), Rs [z Ru.
De (4) e (5), eQ #R), (Q # R)s |z (Q # R)u.

HI,

e CasoPévxQ.

Por HI, temos ex®), Qs }m Qn-

1

o N o o b~ WD

9

Portanto, exX{(x Q), (VX Q)s }m (VX Q)n.

ex(x Q)
(VX Qs
¥x ex(Q)
VX Qs
ex@Q)

Qs

Qn

VX Qu
(VX Q)n

e CasoPéedxQ.

Por HI, temos exD), Qs }m Qn-

1

© 00 N o o b~ w DN

10

Portanto, exdx Q), (Ax Q)s }m (AX Q)n.

ex@x Q)
(@xQ)s
VX ex(Q)
Ax Qs
ex@Q)

Qs

Qn

Ax Qu
Ax Qu
@x Qn

pr
pr

1, def.{5.5.9

(5)

2, def|5.3.2

3,V-el
4 V-el
5, 6, HI

7, GEN

8, def.[5.3.2

¢

pr
pr

1, def.

2, def.

5.3.2

3,V-el
sup

5, 6, HI
7,3-int

4,6, 8,3-el

9, def.

5.3.2

¢
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5.5.19. Lei da Fixidez fix(P), Py [ Ps.

Prova:
e CasoPeénp(ty,...,ty).

Considerex, .. ., X, as primeiras variaveis rao livres emty, ..., t,.

1 fix(p(ty,...,t)) pr
2 (p(t, .- th))n pr
3 fix(ty) A ... A fix(t) 1, def|5.5.9
4 3Axy... Ixy(form(ty, X)s A ... A form(t, X)s A P(Xe, ..., Xn)) 2, def|5.3.2B
5 Txa(ty = X) A ... A Txa(th )= %) 3, esblio[5.4.71
6  Ixy(form(ty, x1)) A ... A Ixy(form(tn, X)) 5, lemg 5.5.[L
7 Ixa(form(ty, X1))s A ... A Ixa(form(tn, Xn))s 6, teorema 5.53
8  Vxi...¥x,(form(ty, X)s A ... A form(tn, X))s = p(Xs, ..., %) 7,4, lema5.58
9 (p(tz,. ... tn)s 8, def.5.3.28
Portanto, fixp(ts, ..., tn)), (P(ta, . . ., th))n }m (p(ty, ..., t))s.
e CasoP é-Q.

Por HI, temos fixQ), Qy }m Qs.
1 fix(=Q) pr

2 (=Q pr

3  fix(Q) 1, def|5.5.9
4 —=(Qs) 2, def.|5.3.28
3 Qn sup

6 Qs 3,5, Hi

7

~(Qu)  5,4,6,—int
8 (=Q)s 7, def[5.3.28
Portanto, fixtQ), (-Q)n ar (—Q)s.
e CasoPEQ—- R

por fix(Q), Qu foxm Qs (1),

fix(R), Ry g Rs (2)-
De (1), temos fix¢Q). (~Q)x [ (-Q)s (3).
De (3) e (2), fixtQ vV R), (-Q V Ry }m (-Q Vv R)s, ou seja,
fix(Q - R).(Q = R [max (Q = Rs.
e CasoP éQ#R, onde #e {A, V}.




Por

1

o N o o b~ WD

9

fix(Q), Qn }m Qs (4),

fix(R), Ry [t Rs (5).
De (4) e (5), fixQ #R), (Q # Rl (Q#R)s.
e CasoPévxQ.

Por HI, temos fixQ), Qy }m Qs.

HI,

fix(Vx Q)
(VX Q)
VX fix(Q)
VX Qu
fix(Q)

Qn

Qs

VX Qs
(VX Qs

pr
pr

1, def.
2, def.
3, V-el
4,V-el

5.5.9

5.3.28

5, 6, HI
7, GEN

8, def.

5.3.28

Portanto, fix¢x Q), (VX Q)n }m (VX Q)s.
e CasoP éedxQ.

Por Hl, temos fixQ), Qu |z Qs

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

fix(AX Q)
(X Qn
VX fix(Q)
Ax Qu
fix(Q)

Qn

Qs

Ax Qs
Ix Qs
@xQ)s

pr
pr

1, def.
2, def.
3, V-el

sup

5.5.9

5.3.28

5, 6, HI
7, 3-int

4,6,8
9, def.

,J-el

5.3.28

Portanto, fixdx Q), (Ax Q)n }m (AxQ)s.

5.5.20. Lei da Unicidade

(i) un(P) |z P < Ps;
(i) un(P) | P & Py

Prova Imediata pelas duas leis anteriores.
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5.5.21. Modus Ponens (veéo limpa): ex(P),P,P — Q }m Q.

Prova:

1 exP) pr

2 P pr

3 P-Q pr

4 Pg 2, teorema 5.5|3

5 Py 1, 4, Lei da Exigncia|(5.5.18)

6 Q 5, 3, Modus Ponens reescrita (5(5.5)
I fo fix(P)

5.5.22. Regra da Dedugo (versio limpa):

Prova:

1

© 00 N o o b~ w N

Tt fix(P)

I Plo=Q

I, Py g Ps
IPyl=P
TPyl Q
F,PN}WQS
I'ar Pv— Qs
I'zm (P - Qs
F}mPeQ

hip
hip

1, Lei da Fixidez|(5.5.19), Regra do Corte (5.4

F’P}WQ_

I P - Q

3, teorema 5.5

2,4, Regra do

3

Corte (5.4.12)

5, teorema 5.5

6, RD
7, def.

3

5.3.28

8, teorem@a 5.5

5.5.23 Esolio. | P* & (P — P).

Prova:

Temos, pela defindp

5.3.3

2, QUEag P* > PV —P.

~(P)

1.12)

«  Defini¢ao[5.3.3P
-(PvVv =P)

+> De Morgan

-PA—==P

+ Comutatividade
-=P A =P

161
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++ Dupla Negago

PA-P
«> Implicagdo Material
-(P - P).
Logo,}m -(P*) «» =(P — P). Déi e de (1), temogzg P* © P — P. m]

Nos @lculos paraconsistentesg (DA COSTA,1974) e Gl (BUCHSBAUM; PEQUENO,
1991), temos queP }7 -P e ~P H -P A P° Eﬁ O contra-exemplo a seguir mostra que

estes esquemado 0, em geral, corretos em LAR.

5.5.24 Contra-exemplo.Considere uma uma LAR-interpretago que & o significado usual
aos $mbolos contidos nadfmula pafrx(x < 10)) e cujo universo de discurgoa cole@o dos
nimeros inteiros. Temos que

}m ~panTx(x < 10)) «» =(par(rx(x < 10))) <> =VXx(x < 10 — parx)) <

AX(x < 10 A = par(x)).

Temos que, no domio dos rumeros inteirosls(Ax(x < 10 A = par(x))) = 1.

Por outro lado,

}m = parrx(x < 10)) < (= par(rx(x < 10))) <> ¥x(x < 10 - - par(x)).

Masls(Vx(x < 10 — - par(x))) = 0.

Portanto,ls(~P) # Is(=P). Logo, ~P }7 -P naoé, em geral, um esquemalido em LAR.

Como coro&rio,}f ~P «» =P A P° tamkem rdoé um esquema correto em LAR.

Nos d@lculos paracompletd®, (DA COSTA,/1963) e PCL (BUCHSBAUM; PEQUENO,
1991), a igualdade aksicaé definida como-P = P — —=P. Temos tambm nessesaculos

que-P }7 ~P. O contra-exemplo a seguir ilustra ascorre@o destes esquemas em LAR.

5.5.25 Contra-exemplo.Considere umé uma LAR-interpretago que @& o significado usual
aos $mbolos contidos nabfmula paTx(x # X)) e cujo universo de discurgpa coleg@o dos
nimeros inteiros. Temos que

}m ~panYx(x # X)) «» =(par(rx(x # x))s) «> =¥YX(x # X — par(x)) «»

AX(X # X A = parx)).

pHQ= P QeQ|-P.

26 A samblagem “+” & empregada em da Casta (1974) para representar soatfgsica, a qua denominada
Negacao Fortee definida come- « A = —=A A A°. Uma $ntese do @lculo G é tamtem apresentada em da Costa
(1994). Outra exposéip do mesmo pode ser encontrade em da Costa, Krause € Buero (2005).
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Temos que, no domio dos rumeros inteirosls(Ax (x # X A =~ par(x))) = 0.

Por outro ladoj g — par(rx(x # X)) <> (= par(‘x(x # X))s) <> YX(X # X = = par)).
Masls(Vx(x # x — = park))) = 1.

Portanto,ls(~P) # Is(-=P). Logo, -P }7 ~P naoé, em geral, um esquemalido em LAR.

Como coroﬁrio,}f ~P <+ (P — =P) tamkem riioé um esquema correto em LAR.

A seguir, apresentamos as leis de intr@ue eliminago da negao chssica.

I, Pl -]
5.5.26.~ -int: R Q A Q

Prova: o ~P

1 T.Pl=Q hip

2 T,Plog ~Q hip

3 TI,Par ~(Qs) 2, def,|5.3.3R

4 T g ~(Ps) 1, 3,—-int reescrita|(5.5)7 (i)
5 TI'fzx ~P 4, def,|5.3.3R

I,~Plow Q F’”P}W’VQ.

5.5.27.~ -el:
Prova: Fiow P
1 T,~PlxQ hip
2 T,~Ple=~Q hip
3 T,-(Ps)|mm Q 1, def|5.3.3p
4 T,-(Ps)zz ~(Qs)  2,def{5.3.3p
5 T,-(Ps) }m Qs 3, teorema 5.5|3
6 Il ——(Ps) 4, 5,—-int
7 Tlar Ps 6, DN
8 I'mg P 7, teorema 5.5(3




5.5.28 Teoremazxg P° v P".

Prova
1 ~(P° v PY) sup
2 ~(P)A~(P)  1,DM
3 ~(P°) 2, n-el
4 ~(P*) 2, n-el
5 ~~(P A =P) 3, def,|5.3.3
6 PA-P 5, DN
7 P 6, A-el
8 -P 6, A-el
9 ~(P Vv -P) 4, def|5.3.3
10 ~P A ~=P 9, DM
11 ~P 10, A-el
12 P°v P 1,7,11,~-el

5.5.29. Terceiro Exclido. [zzg P v ~P.

Prova:

1

2
3
4
5
6

~(P Vv ~P) sup

P

sup

Pv ~P 2, Vv-int

~P
Pv~P
Pv~P

1, 2, 3,~-int
4 v-int
1,5,~-el

5.5.30. Nao Contradicao. P, ~P|= Q.

Prova:
1 P
2 ~P
3 ~Q
4 P
5 ~P
6 Q

pr
pr

sup

1

2

3,4, 5,~¢l
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. , .o . I LAR P’
5.5.31 Corofrio. T" € LAR-trivial sss existd® tal que

F}W~P.

r P, ) I P,
5.5.32 Teorema.Se{ LAR engio riioé o caso qu% AR
I' &€ rbo LAR-trivial, I' g —P-
Prova:
I P, 1
Suponha que 'R @)
' € rho LAR-trivial. (2)
r P, 3
Suponha, por absurdo, qn{e LAR ()
I'ar P (4)

De (1), temod” }m ~(P A =P).
De (3) e (4), pon-int, temosl [zg P A =P.

De (5) e (6), pelo cordlrio anterior, temos quéé LAR-trivial, 0 que contraria (2).

r P,
Logo, rioé o caso qu{ LAR
I''ar —P.

5.5.33. Regra do-int (primeira vers ao limpa).

o I P I @ IPoR Q I, PR _‘Q_

I''ar -P
Prova:
1 TP pr
2 F}m Q° pr
3 TPl Q pr
4 TI,Pmag Q pr
5 Tlox~(QA-Q) 2, def|5.3.3p
6 T.Plo=QA-Q 3, 4, A-int
7 T, Plg=~(QA-Q) 5 MON
8 I'mag ~P 6, 7,~-int
9 I'foxPv-P 1, def|5.3.3p

[EY
o

I'om P 8,9, SD
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5.5.34 Lema.
(i) ex(P) =g P°.
(i) fix(P) =g P

Prova de(i)
1 exP) pr
2 Ps A =(Pn) sup
3 Ps 2, N-el
4 =(Pn) 2, n-el
5 Py 1, 3, Lei da Exigdncia (5.5.18)
6 —(PsA=(Pn) 2,4,5,~-int
7  =(PsA (=P)s) 6, def.|5.3.2B
8 —((PA-P)g) 7, def|5.3.2B
9 ~(PA-P) 8, def.|5.3.3P
10 P° 9, def[5.3.3P
Prova de(ii):

1 fix(P) pr

2 Pn sup

3 Ps 1, 2, Lei da Fixidez(5.5.19)
4 Py — Ps 2,3,RD

5 (P-P)s 4,def|53.2B
6

7

8

9

P—-P 5, teorem@ 5.5|3
-PvP 6, IM

Pv-P 7, Comutatividade da Disjuag

P 8, def.[5.3.3p

Os contra-exemplos a seguir mostram ea% ex(P) eP* % fix(P).

5.5.35 Contra-exemplo.Considerd uma interpreta@o que associa aogrolos contidos na
formula pafrx(x < 10)) A primo(r'x(x # X)) seus significados usuais. Temos que
Is(pa(rx (x < 10)) A primo(TX(X # X))°) #

min{ls(panrx(x < 10)) A primo(rX (X # X))), In(par(Tx(x < 10)) A primo(Yx (X # X)))} #
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min{1,1} = 1.
Por outro lado]s(ex(par(’'x(x < 10)) A primo(Yx(x # x))) = 0. Logo, P’ }m ex(P) naoeé,

em geral, um esquemakdo em LAR.

5.5.36 Contra-exemplo.Considerd uma interpreta®o que associa &" e “par” seus signi-
ficados usuais e cujo universo de discuesa cole@o dos fimeros naturais. Seua formula
panrx(x € {2,4})). Temos que

Is(par(rx(x € {2,4})*) = maxXls(panx(x € {2,4})), In(panx(x € {2,4}))} = max1,0} = 1.
Por outro lado, como o termiBx (x € {2, 4}) & ambguo, Is(fix(par(Tx(x € {2,4}))) = 0.

Logo, P* }m fix(P) naoé, em geral, um esquema correto em LAR.

L. L. o LAR PO’
5.5.37 Esolio. SeP é formula pura, efdto

LAR P

Prova: Do es®lio 5.5.1&), temo**m un(P).

PO
LAR ’
Pela defini@o[5.5.9, urP) = ex(P) A fix(P). D4, pelo lema anterior, temds

LAR P

5.5.38. Regra do--int (segunda verso limpa).

Tl fx(P)  TIiggex@Q TIPgwQ  TIPlmw-Q

I —P
Prova:

1 Tlogfix(P)  pr

2 T }m ex(Q) pr

3 T,PlogQ  pr

4 TI,Pmag —Q pr

5 I'mg P 1,lemg 5.5.34

6 TlmQ 2, lemd 5.5.34

7 Thag P 5, 6, 3, 4,~-int (primeira ver&o limpa) (5.5.33)

As vezes Boé posével provar ‘P — Q" em algum ambiente usando alguns dos resulta-
dos dados acima. Considerando esta possibilidade, outéowgigegra da dedagé mostrada

abaixo.
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5.5.39. Regra da Dedugo (versio pratica).

P & uma brmula sem descries de topo no escopo de alguma &eei,
Q € uma brmula pura,
X1, ..., X, SA0 varaveis de topo pontuais e@,

e Se
X1,..., %X, NAao K0 livres eml" U {R TX; Py, ..., X, Py},

F}WEIX]_P]_,...F LAR HXnPn
F, PlS9-~-’PnS’Q LAR R’

enBol' g P— R

Prova:

1 Péumabrm. sem descr. de topo no escopo de alguma var. hip

2 Qeéumabrmula pura hip

3  X,...,X, SA0 varaveis de topo pontuais e@ hip

4  Xq,...,% nao K0 livresenT U{R YTx; Pq,..., TX, Pn} hip

5 Tlog 3%Py....T o 3% P, hip

6 I,Pis.....Ps. Qg R hip

7 Tl PisA...APsAQ—oR 6, RD Gen. |(5.4.14)
8 TlogVX.. . VX(PisA...APsAQ—R) 4,7, GEN

9 Tl ... I (PisA...APisAQ-R 4,8, TQ

10 T|lzm Pyv—Rs 1,2,3,4,5,9, teof. 5.5.14
11 Tlgg (P-Rs 10, def)5.3.28

12 T'mgP—R 11, teor; 5.5.3
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5.6 Corregao e Completude do @lculo para LAR com res-

peito a Senantica para LAR

5.6.1 Teorema.I' ;5 P sss eId(F)}meld(P).
Prova:
r LAR P

sss Regra da Compacidafle (5.4.13)
existemQ,...,QneI'tal que{Qa,...,Qn} ag P
sss teorema’.h.3
existemQy, .. ., Qn € T tal que{(Qw)s, - - -, (Qu)s} Fram Ps
sss definigo[5.3.2p
existemQy, ..., Q, € I" tal quefeld(Q,), . .., eld(Qn)} }m eld(P)

sss Regra da Monotonicidade

eld(N) lo eld(P).

5.6.2 Teorema.I' zz P sss tr(F)}Etr(P).
Prova:
I LAR P

sss teorema’5.6.1
eld(r) o eld(P)
sss teorema5.4l7
sai(eld(I')) }ﬁ sai(eld(P))
sss definigo[5.3.4B
tr (1) fee tr (P).



5.6.3. Corre@o e CompletudeI’ }m P se, e somente sE

Prova:
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P.

TLAR

I LAR P
sss teoremab.g.2
tr (I f=s tr (P)
sss Corrego e Completude de LEC (3.5)
tr (D) == tr (P)
sss teoremab5.3.43

I''== P



Capitulo 6

Resultados

Segundd Pogorzelski (1994), awgicas de primeira ordenfs suficientes para a ex-
pres§o das teorias matdticas conhecidas. Entretanto, conforme alguns exemplos fornecidos
na introdu@o deste trabalho, podemos perceber que algumas@edp K0 capturadas ade-
guadamente, uma vez que a maitica usual Bo admite nomesacuos ou amlguos, e nem a

idéia de igualdade unidirecional.
Em|Suppes (1972), pg. 87 encontramos a seguinte cadipigra o termof(x)”:

}7 f(X)=y e (Az(xf A xfy) v (=3'z(xf2 Ay=0)
Como a verdo de ZF de Suppesin trabalha com algum descritor de um déseyos do (”
de Rosser ou doc” de Hilbert, eno € preciso dar defin@ies de uma forma declarativa. Esta
definicdo adota a fatica de associar todas as de<iei; impodprias ao conjunto vazid@). Tal
praticaé problenatica, pois, se obtemos, em algum contexto,lq‘:ﬁ f(x) = 0, ficamos sem
saber, somente pelo queasanui escrito, sef{x)” & uma descri@o imppria ou rdo, istog, se
Alz(xf2) ou—-3'z(xf2), pois o resultadod” para f(x) pode estar associado a qualquer um dos

dois casos.

Em LAR, podemos definif (x) por f(x) = YTy (xfy). O termo “f(x)” contém em si todas
as informaes necessias para sabermos, em um dado contextoase® nenhum resultado
paraf(x), se la mais de um resultado paféx) ou se & exatamente um resultado pdi).
Se estamos considerand@omo a colego local de premissas, basta sabdr Eevac(f (x)) no

primeiro caso, S€ }7 amb(f (x)) no segundo caso e Eéf un(f(x)) no terceiro caso.

Pelo " de Rosser, tal defingp poderia ser da seguinte form&(x) = wy(xfy). Tal
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definicdo possui uma problegtica adlogaa defini@o expressa em Suppes (1972), pois o termo
“f(x)” nao diz, por ele @, sed!z(xf2 ou se-3!z(xf2). Pelo ‘c” de Hilbert, a probleraticaé

tamkem araloga.

LAR possui duas idias chave, a da desdiig, expressa pelo descritor*”, e a da

abran@ncia, expressa pelo sinal predicativadico “ =".

A existencia de termos anndpuos origina-se da oc@mncia do descritorY”, o qual difere
dos demais descritores acima mencionados, conzd dé Hilbert, o " de Russell, ou o¢”

de Rosser.

O “/" de Russelle introduzido por defin@o contextual, o que acarreta a necessidade de
teoremas adequados para elitrin. Tais resultadosae complexos e elaborados, conforme
da Costa/(1980b). Uma desdéa “tx P’ ndoé um termo da linguagemo ossuindo sentido
guando ocorre no contexto de unadarfiula. Quanda!xP, a descrigocx P & associada amnico

objetox que satisfa®, dentro do contexto em que esta aparece.

De acordo com Rosser (1953), a palavra degorigdica um nome cuja estrutura iden-
tifica univocamente o objeto nomeado. O autor adota o descriteoio sinal primitivo da
linguagem. Dessa forma, uma desadga forma ix P’ € um termo e denota ianico objeto
X que satisfa2’. Nos casos em que mais de um ou nenhum objeto satsfazdescrigo é
impropria e pode ser considerada destitude significado, ou e ser associada a um objeto

arbitrario do universo de discurso definido pela interpr@tac

O “&” de Hilbert, adotado como sinal primitivo, associa uma de&origa formasx P
a um objeto qualquer, dentre a cd@ecde todos os objetos que satisfazénutilizando para
iIsso uma fungo-escolha. Ou sejax P representa “um” objeto que satisfBz Uma descrigo
impropria, como por exemplex(x # X) & associada pela interpred@aca umd arbitrario do

universo de discurso.

O descritor “Y " de LAR, por outro lado, quebra o paradigma da natagateratica de
gue termos devem denotar exatamente um objeto, acacimntta patica corrente nas lingua-
gens naturais. Uma desdig da forma 'x P’ € associada cole@o de todos os objetos que
satisfazenP, ou seja,Y'x P & um nome para cada objeto desta cdtesem a necessidade de
uma fun@o-escolha, como no caso do descritgr “Em LAR nao ha descriges impbprias,

pois todas as desciies recebem o mesmo tratamento. Dedesccujas propriedadedm 10
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satisfeitas por nenhum indduo do universo de discurs@s\acuas, ou sejaas associadas
ao conjunto vazio. Este tratameréamais natural do que o utilizado pelos descritorgsde
Hilbert e “.” de Rosser, que utilizam o recurso de associar as déssrignpbprias a objetos

arbitrarios.

Embora “Y ”seja adotado como sinal primitivo da linguagem de LAR, as desesic

podem ser eliminadas atf@s dos resultados apresentados nasedh.

O artigo definido pode ser simulado em LAR da seguinte forma:

X P = Tx(P A VYY(P(Xy) — x=Y)), ondeyé a primeira vaével rao livre emP.

Nesse caso, se houver mais de um objeto ou nenhum que s&jsfa®P se& uma

descri@o vacua.

Pelas Leis do Alcance, temos que xs&de topo enP, enfio

t )=t fom P(Xt) — P(XE).

Assim sendo, podemos tagn considerar que afmula‘t = t"” € uma esgcie de “implicago
entre os termoset’””. Por exemplo, a frase “um peix®um vertebrado” pode ser escrita em
LAR pela formula “r'x vertebradoX) = Tx peixe)”, isto &, abrevianda@'x vertebradox) por
“um vertebrado” €rx peixe) por “ um peixe”, podemos expressar a frase original por “um

vertebradoy= um peixe”, ou seja, o sinal predicativo=" & o inverso do verbo “ser”.

Tal como os sistemas paraconsistentes ou paracompletos mais fortes, LAR engloba a
l6gica chssica como um caso especial, a qual reg@m@siuflas bem comportadas. LAR apre-
senta devAncias apenas quanda bcoréncia de termos andpos ou acuos. De outro modo,
comporta-se exatamente comaobgita equacional aksica, uma vez que, entre termos puros,

a abran@ncia opera como igualdade. Ou seja, LAR possui todo o poder de expressividade da

l6gica chssica, mais o tratamento da anibitade e vacuidade.

Todos os resultados aqui apresentados foram provados. No entanto, poes|deseco-

nomia, as provas mais simples ou que se assemelham a outras provas foram omitidas.

Com rela@oa primeira vergo de LAR apresentada em Buchsbaum (2002), este trabalho
desenvolveu:

¢ Verificagdo de todos resultados originais, aérawe provas.
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Ajustes em algumas leis qué@mpuderam ser provadas em sua forma original.

Uniformizag@o das leis de substit@g originais, atra®s dos conceitos de Correspéndia

e Alcance. Desse modo, 0s mesmos resultados se aplicam tanto a termos oamal asf
Desenvolvimento do esquemas gerais da Instadciapara Correspogdcia e para o Al-
cance.

Apresentago dicatica e detalhada de LAR, com exemplos e contra-exemplos, a fim de que

este trabalho possa servir como fonte de gafeia para futuros trabalhos na mesma linha.



Capitulo 7

Considerag@es Finais

Enquanto que o discurso das linguagens nat@a&is geral repleto de amlhiglades, o
mesmo Ao acontece usualmente com as linguagens formais usuais presentes naticetem
Entretanto, existemarias situages, tanto na @atica materatica como na modelagem do ra-
ciodnio em Logica, nas quaig bastante des®jel lidar diretamente com a amhbigade, como
por exemplo a integral indefinida, o produto categorial, e diversas 8#aagnaticas nas lin-
guagens formais. Esta dificuldade se davilta de ferramenta®dicas adequadas para a
formalizag@o de situa@es como ambigidade e vacuidade. Agica aqui descrita tenta suprir
esta lacuna, adotando um novo paradigmags#ito: a associa@p de cada termo a uma cahec
de objetos, em opogsipas seranticas mais conhecidas, onde cada teénagsociado a apenas

um objeto.

Em linguagens naturais, como port@guinges e outras, expre®ss podem empregar no-
mes amiguos para coldies de objetos. Em LAR, adotamos este mesmo conceito na definic
de uma linguagem formal para represeatade conhecimento, enriqguecend@gita chssica
e aumentando seu poder de expressividade. Asraos resultados concernergeslimina@o
de descrides, qualquerdrmula representada em LAR pode ser convertida pargied de pri-
meira ordem com igualdade. Desse modo, podemos empregar rigstatat os ratodos de
automatizago conhecidos e largamente empregados, comodablesolugo, ha constrip

de sistemas de intekgcia artificial.
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7.1 Trabalhos Futuros

Algumas linhas futuras de pesquisa identificadas durante o desenvolvimento deste traba-

lho sA0:

e Definigdes de positividade e negatividade adequadas para a abtemg LAR, de resultados
aralogos aos apresentados nasg8.3.1b, para a implicag forte e para a superimplica
Tal definigio tornaria possel a generalizego das Leis de Substitid@ig e Instancigio para
o Alcance, a fim de trabalhar com termdsrapenas de topo, mas ocorrendo em qualquer
profundidade.

e Lidar com vinculages entre termos ariguos. Por exemplo, se queremos dizer que “se um
leao esh com fome, efdto ele ia cacar”. Neste casoaluma vinculago entre a loclip
substantiva “um l@o” e o pronome “ele”. Em LAR, @ haveria uma forma imediata de
representar esta frase, pois estgida rao lida diretamente com vinculd€s entre termos.

Podetamos, em LAR, representar esta frase petenfila
Ax(rx ledox) = x A esfomeado() — comea(x)).

O leitor pode notar a relativa complexidade deétaifula. Em umadgica LAR com vinculago,
ainda rao desenvolvida, mas somente imaginada, paders representar a mesma frase pela
formula

esfomead@r; x ledo(x)) —» comei(T'; leao(x)).

e Desenvolvimento de umagica dual a esta, onde os termos sejam interpretados existencial-
mente, ao ings de serem interpretados universalmente, como foi feito neste trabaibo. N
ficamos, a prinipio, motivados a desenvolver tdldica por somente termos detectado, no
discurso mateditico, rafssimas oco@éncias de termos que podem ser vistos como existen-
ciais.

e Explorar outras possibilidades abertas pela assacidg termos a colées de objetos, como,
por exemplo, o uso de conectivos e quantificadores para termos. Por exemplo, umadlisjung
de dois termos Vv u, poderia ser definida semanticamente como aaidas cole@es asso-

ciadas respectivamentd a au.
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