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comportamento dos momentos de primeira e segunda ordens e da curva de aprendizagem.
Os modelos séo obtidos sem invocar a suposi¢éo classica da Teoria da Independéncia (T1),
levando-se em conta a hipdtese de adaptacdo lenta e considerando-se sinais de entrada
Gaussianos. Os modelos aqui propostos ndo dependem do tipo de sinal de referéncia,
podendo ser utilizados tanto para sinais de entrada brancos quanto para sinais coloridos.
Para fins de comparagdo em cada caso, sdo também derivados modelos considerando-se a
TIl. A partir dos resultados obtidos, observa-se que os modelos propostos descrevem
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ABSTRACT: In this work, analytical models for both modified delayed least-mean-square
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A filtragem adaptativa constitui uma ferramenta util em processamento de sinais para
aplicagdes em tempo real. Em particular, sempre que houver necessidade de processar
sinais resultantes de ambientes com caracteristicas e comportamento desconhecidos, a
utilizagdo de filtragem adaptativa é uma solugdo bastante interessante e¢ eficaz quando
confrontada com os resultados obtidos através de filtragem convencional.

Em geral, os filtros adaptativos sdo apropriados a ambientes em que ndo ha
conhecimento a priori das caracteristicas dos sinais de entrada [2]. O filtro adaptativo
entdo modifica de forma automatica as caracteristicas de tais sinais baseando-se quase
sempre em um algoritmo recursivo para ajuste de seus parametros, minimizando uma dada
fun¢do custo. Assim, o algoritmo comega com um conjunto de parametros iniciais
predeterminados, convergindo para uma solu¢do que fornece o minimo valor para a
definida funcdo custo. Se o ambiente for estacionario, os parametros do filtro convergem, a
cada iteragdo, para a solugdo otima do filtro de Wiener [1], [2]. Em ambientes
ndo-estacionarios o algoritmo permite ao filtro a possibilidade de acompanhar as variagdes
estatisticas do ambiente, desde que essas sejam suficientemente lentas.

A escolha do algoritmo de adaptagdo apropriada ¢ realizada considerando-se os

seguintes parametros:

i)  velocidade de convergéncia e precisdo do algoritmo;
i) complexidade numérica do algoritmo;

iii) estabilidade numérica dependendo do algoritmo utilizado.

O algoritmo least-mean-square (LMS) ¢ o mais utilizado dentre os algoritmos

adaptativos apresentados na literatura [1], [2]. O principal motivo € sua robustez e
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simplicidade computacional. Esse algoritmo usa uma estimativa instantanea da fun¢ao
custo para realizar o ajuste continuo dos coeficientes do filtro. Devido a tal caracteristica,
o algoritmo LMS pertence a classe dos algoritmos baseados no método de gradiente

estocastico.

1.1. Algoritmo DLMS

O algoritmo LMS tem sido largamente estudado em filtragem adaptativa [1], [2]. O
sinal de erro desse algoritmo, o qual ¢ obtido pela diferenca entre o sinal de saida do filtro
e o sinal desejado utilizado para a atualizagdo dos coeficientes adaptativos do filtro. Esse
processo ¢ realizado para cada amostra do sinal de entrada. Em algumas aplicagdes
praticas, o sinal de erro considerado na adaptagcdo do algoritmo LMS impde limitagdes
criticas a sua implementagdo. Por exemplo, em equalizacdo adaptativa, a adaptagdo ¢
realizada utilizando-se o critério do minimo erro quadratico médio. Caso o equalizador
utilize o algoritmo de Viterbi [4], [5] ou o detector descrito por Abend e Fritchman [6], o
sinal desejado e o sinal de erro sdo avaliados com um atraso de vdarias amostras,
requerendo assim a inser¢do de um retardo no algoritmo com o propdsito de compensar tal
atraso [4]-[6]. Também podemos encontrar a necessidade de inserir um atraso fixo no sinal
de erro do algoritmo LMS para o projeto de arquiteturas paralelas [7]-[8], visando
implementar estruturas pipeline mais simples. A partir da inser¢do de certo atraso ao
algoritmo LMS convencional, obtém-se entdo o chamado algoritmo LMS com atraso

(delayed least-mean-square - DLMS) [12].

Algumas aplicagdes do algoritmo DLMS podem ser encontradas na implementacdo
de estruturas de processamento usando arranjos sistolicos [9]-[10] (esses ultimos
considerados em aplicacdes requerendo processamento rapido de sinal, sendo uma
alternativa muito interessante e de grande viabilidade devido ao continuo avango na
tecnologia VLSI [31]). O algoritmo DLMS ¢ entdo implementado baseado em arranjos
sistélicos devido a sua compatibilidade com a tecnologia VLSI [31]. Em [11], o algoritmo
DLMS ¢ usado para o projeto de proteses auditivas, requerendo uma poténcia de

dissipacdo muito baixa em relac¢do a outras implementacdes de tais sistemas [33]-[35].
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Muitos autores tém estudado o algoritmo DLMS visando determinar a estabilidade e
suas propriedades de convergéncia [12]-[15]. Em [12] e [13], ¢ apresentada uma analise de
estabilidade e o comportamento médio do vetor de coeficientes; em [14], a analise ¢ obtida
visando determinar o limite de estabilidade que assegure a convergéncia do algoritmo,
invocando para tal a bem conhecida teoria da independéncia (TI) [19]. A teoria da
independéncia assume que:

e O conjunto de vetores X(1), X(2),...X(n) constitue uma seqiiéncia de vetores
estatisticamente independentes;

e no instante N, o sinal desejado d(n) ¢ estatisticamente dependente ao correspondente
vetor de entrada X(n).

A teoria da independéncia pode ser justificada em certas aplicagdes. Por exemplo, no
caso de antenas adaptativas, elas recebem multiplas entradas independentes entre si.
Entretanto, em filtragem adaptativa aplicada a comunicagdes (predicdo do sinal,
equalizacdo do canal e cancelamento de eco, dentre outras), os vetores de entrada sdo
estatisticamente dependentes. Essa dependéncia ¢ justificada pela propriedade de
deslocamento.  Especificamente, o vetor de entrada no instante n ¢
x(n) =[x(n) x(n=1) X(N=2) ....x(n—N +1)]". No instante n+1, o vetor toma um novo
valor X(n+1)=[x(n+1) x(n) X(n—1) ....x(n—=N +2)]". Assim, com a chegada de cada
nova amostra X(n+1), a ultima amostra X(n— N +1) ¢ descartada de X(n), e as restantes
x(n—=1) x(n—=2) .... x(n—N +2), s3o deslocadas uma posi¢ao para a direita, sendo assim
¢ inserida a nova amostra X(n+1) na primeira posicao do vetor. A partir desse processo,

observa-se que os vetores de entrada sao de fato estatisticamente dependentes.

As analises ja mencionadas para algoritmo DLMS invocando a TI sdo interessantes,
porém, nao sdo suficientemente adequadas para se obter de forma analitica uma
modelagem precisa para tal algoritmo. Em [16], é apresentada uma analise estatistica do
algoritmo DLMS sem invocar a teoria da independéncia, sendo assim consideradas no
processo todas as correlagdes existentes do vetor de entrada para instantes diferentes de

amostras. Nesse trabalho, sdo discutidos os momentos de primeira e segunda ordens do
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vetor de coeficientes do filtro adaptativo, resultando modelos que descrevem

satisfatoriamente o comportamento do algoritmo sob andlise.

1.2. Algoritmo DLMS modificado

Na se¢do anterior, foram exemplificadas algumas situagdes em que deve ser utilizado
o algoritmo DLMS, como também os diferentes estudos ja realizados considerando tal
algoritmo. No entanto, o algoritmo DLMS tem como inconveniente uma degradagdo tanto
na taxa de convergéncia quanto em estabilidade, a qual é progressiva conforme o atraso
existente no caminho do erro aumenta. Para contornar tais problemas, uma modificagao
desse algoritmo foi proposta em [17]. O resultado de tal alteragdo ¢ que o algoritmo
modificado agora se comporta como um algoritmo LMS convencional. Isto €, as
caracteristicas de velocidade de convergéncia e estabilidade sdo restabelecidas aquelas de
um algoritmo LMS convencional. Tal algoritmo ¢ denominado algoritmo DLMS

modificado (modified delayed least-mean-square - MDLMS)[17].

Na literatura técnica nao existem trabalhos que modelem este algoritmo. Assim, para
o presente trabalho de dissertagdo, dois modelos analiticos sdo desenvolvidos. Da mesma
forma que nos algoritmos DLMS [16] ¢ LMS filtrado (filtered-x least-mean-square —
Fx-LMS) [22]-[23], a TI ndo ¢ invocada. Assim, os momentos de primeira e segunda
ordens do vetor de coeficientes do algoritmo DLMS modificado sdo determinados.
Também, por simplicidade matematica, o momento de segunda ordem ¢ aqui desenvolvido
utilizando-se a hipdtese de adaptacao lenta e sinais de entrada Gaussianos. Comparagdes
entre os resultados de simulagdo Monte Carlo e as predi¢des obtidas a partir do modelo

proposto sdo apresentadas tanto para sinais de entrada brancos quanto para coloridos.

1.3. Algoritmo FE-LMS modificado

Em aplicacdes de controle ativo de ruido acustico e vibragdes como também em
cancelamento de eco acustico, dentre outras, a existéncia de um filtro no caminho do erro
faz com que o uso do algoritmo DLMS ndo seja mais possivel, visto que para garantir a

estabilidade do algoritmo precisa-se do cancelamento de tal filtro [36]. Nesses casos,
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devem ser utilizados algoritmos adaptativos de erro filtrado (Fig. 1.1). No entanto, os
algoritmos de erro filtrado, similarmente ao algoritmo DLMS, apresentam um
comportamento pobre tanto em velocidade de convergéncia quanto em estabilidade. Para
contornar tais problemas, a modificacdo considerada para o algoritmo DLMS [17] também
pode ser estendia aos algoritmos de erro filtrado. Tal algoritmo ¢ denominado algoritmo

LMS de erro filtrado modificado [18].

Fig. 1.1. Diagrama de blocos do algoritmo LMS de erro filtrado.

Na literatura, podemos encontrar trés tipos de algoritmos pertencentes a familia de
algoritmos adaptativos de erro filtrado, a saber: Fx-LMS [20]-[21], que ¢ amplamente
utilizado em aplicagdes de controle ativo de ruido acustico; algoritmo LMS filtrado
modificado (modified filtered-x least-mean-square - MFx-LMS) [26]-[27], que é uma
versao modificada do Fx-LMS padrao; e o LMS de erro filtrado (filtered error
least-mean-square - FE-LMS) [24], que ¢ usado como uma implementacdo alternativa ao
algoritmo Fx-LMS em diversas aplicagdes [25], [29], tais como cancelamento de eco e

equalizagdo adaptativa.

Uma outra contribuicdo deste trabalho de dissertagdo ¢ o desenvolvimento de um
modelo analitico para o algoritmo FE-LMS modificado (modified filtered error
least-mean-square - MFE-LMS). As consideracdes para a obten¢do dos modelos do
algoritmo DLMS modificado podem ser estendidas também a este algoritmo. Assim, os
momentos de primeira e segunda ordens para tal algoritmo sdo obtidos sem invocar a TI e
levando-se em conta a hipotese de adaptagdo lenta bem como a consideragdo de sinais de
entrada Gaussianos. Comparagdes entre os resultados de simulagdo Monte Carlo e as
predi¢des obtidas a partir do modelo proposto sdo apresentadas tanto para sinais de entrada

brancos quanto para sinais coloridos.
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1.4. Estrutura da dissertacao

Esta dissertacdo ¢ organizada como segue. O Capitulo 2 apresenta um breve estudo
do comportamento dos momentos de primeira e segunda ordens do algoritmo DLMS
convencional. Nos Capitulos 3 e 4 sdo introduzidas as versdes modificadas dos algoritmos
DLMS convencional e FE-LMS, respectivamente. Ainda nestes capitulos desenvolvem-se
modelos que descrevem o comportamento de tais algoritmos sem invocar a TI e utilizando
a consideracao de adaptagdo lenta. O Capitulo 5 mostra e discute os resultados obtidos via
método Monte Carlo (MC) e através dos modelos propostos obtidos nos Capitulos 3 e 4.
Finalmente, no Capitulo 5, sdo apresentados os comentarios e as conclusdes deste trabalho

de dissertagdo como também as propostas para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

ALGORITMO DLMS CONVENCIONAL
2.1. Introducéao

Neste capitulo, ¢ estudado o algoritmo DLMS convencional, sendo apresentadas as
expressoes que descrevem o comportamento desse algoritmo. O diagrama em blocos da
Fig. 2 apresenta os sinais envolvidos para o caso de uma aplicagdo de identificacdo de
sistemas. Também, sdo apresentadas as expressdes do sinal de erro e de atualizagdo do
vetor de coeficientes do filtro adaptativo, seguido de um breve estudo do comportamento
dos momentos de primeira ¢ segunda ordens e da curva de aprendizagem do algoritmo em

questao.

2.2. Diagrama de blocos do algoritmo DLMS convencional

Ao
x(n—D) e(n—-D)

Fig. 2.1. Diagrama de blocos do algoritmo DLMS convencional.

As variaveis envolvidas no processo sao:

- W ,N_I]T : resposta ao impulso a ser identificada

0,1 0

w(n) =[w,(n) w,(n) ---w,_(n)]" : vetor de coeficientes adaptativos
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x(n) =[x(n) x(n=1) X(N=2) ... X(N—=N +1)]" : sinal de referéncia

d(n) : sinal desejado

y(n): saida do filtro adaptativo

e(n) : sinal de erro
D : atraso inerente ao sistema

e(n—D): sinal de erro atrasado
X(n—D) :sinal de referéncia atrasado

No processo de andlise considerado, X(n)¢é assumido Gaussiano com média zero e
varidncia o,. Também, as dimensdes de W_ e w(n)sdo consideradas iguais para fins de

simplicidade no tratamento matematico.

2.3. Equac0bes do algoritmo DLMS

A partir da Fig. 2.1, obtém-se a expressdo para o sinal de erro instantaneo como

sendo a diferenca entre o sinal desejado e a saida do filtro adaptativo. Assim,

e(n) =d(n)—y(n), 2.1
onde o sinal desejado ¢ dado por
d(n)=w_ x(n)=x"(nNw,, (2.2)
e a saida do filtro adaptativo ¢ dada por
y(n)=w" (mx(n)=x" (mw(n). (2.3)
Substituindo-se (2.3) em (2.1), tem-se
e(n)=d(n)—w" (n)x(n). (2.4)

Do diagrama em blocos vemos que o sinal de erro, que ¢ utilizado pelo algoritmo, ¢

afetado pelo atraso do sistema. Assim, o sinal de erro atrasado ¢
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e(n—-D)=d(n-D)-w"(n—-D)x(n-D). (2.5)
Para a atualizagdo do vetor de coeficientes usa-se a implementagao estocastica do
método steepest decesent [1]. Assim,

w(n+1) =w(n) —%Vé(n), (2.6)

onde p ¢ uma constante denominada passo de adaptacao e V?:;(n) ¢ a estimativa

instantinea do gradiente do erro quadratico médio Ve*(n— D), expresso como,

oe(n—D)

VE(n)=Ve*(n—D)=2e(n—D) w(=D)’

2.7)

Cabe ressaltar que e(n—D) ¢ o erro instantaneo utilizado pelo algoritmo para a atualizagdo
do vetor de coeficientes. Agora, derivando-se (2.5) em relacdo a w(n—D) e

substituindo-se a expressao resultante em (b), obtém-se

VE(n) = Ve*(n— D) =—-2e(n—D)x(n- D). (2.8)

Finalmente, aplicando-se (2.8 ) em (2.6), obtém-se a expressao recursiva para a atualizacao

do vetor de coeficientes dada por

w(n+1)=w(n)+pe(n—D)x(n-D). (2.9)
2.4. Comportamento meédio do vetor de coeficientes

O comportamento médio do vetor de coeficientes € obtido substituindo-se (2.5) em

(2.9) e tomando-se o valor esperado em ambos os lados da expressao resultante. Assim,

E[w(n+1)]= E[w(n)]+unE[d(n—D)x(n—D)]

(2.10)
—pE[X(n=D)x" (n-D)w(n-D)].
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Utilizando-se em (2.7) a consideragdo de adaptacao lenta, tem-se
E[x(n—D)x"(n—D)w(n-D)]= E[x(n-D)x" (n-D)]E [W(n - D)]

= RE[w(n-D)], 1D

onde R = E[x(n—D)x" (n—D)] é a matriz de autocorrela¢io do sinal de referéncia.

Agora, substituindo-se (2.11) em (2.10), obtém-se a expressao recursiva para o

comportamento médio do vetor de coeficientes. Assim,

E[w(n+1)]=E[w(n)]+pp—-pRE[w(n-D)], (2.12)

onde p = E[d(n— D)x(n— D)] ¢ o vetor de correlacdo cruzada entre os sinais desejado e

de referéncia.

2.5. Valor de regime permanente do vetor de coeficientes

Pode-se entdo determinar o valor de regime permanente aplicando-se o limite quando

n — oo em ambos os lados de (2.12). Portanto,

lim E [w(n+1)] =lim E[w(n)]+pp - pR lim E [w(n - D)]. (2.13)

n—oo

Assumindo-se que o algoritmo converge, o valor de regime permanente do vetor de

coeficientes do filtro adaptativo € determinado a partir da seguinte condi¢ao:

lim E[w(n+1)] = lim E[w(n - D)] = lim E[w(n)] = w,. (2.14)

Finalmente, substituindo-se (2.14) em (2.13), obtemos a expressdao do valor de regime

permanente do vetor de coeficientes. Assim,

w_=R7'p. (2.15)

0
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2.6. Vetor de erro nos coeficientes

Definindo-se o vetor de erro nos coeficientes como
v(in)=w(n)-w,_, (2.16)

e substituindo-se (2.16) em (2.12), tem-se

E[v(n+1)]=E[v(n)]-up+pRw_ —pRE[v(n-D)]. (2.17)

Finalmente, aplicando-se (2.15) em (2.17), obtém-se uma expressao para o vetor de erro

nos coeficientes. Assim,

E[v(n+1)]= E[v(n)]- tRE[v(n - D)]. (2.18)

2.7. Curvade aprendizagem

A curva de aprendizagem representa a evolugdo, ao longo do tempo, do erro
quadratico médio. Para o caso do algoritmo DLMS, a curva de aprendizagem ¢ obtida
elevando-se (2.5) ao quadrado e tomando-se o valor esperado da expressdo resultante.

Assim,

E[e’(n-D)]=E[d’*(n-D)]-2p"E[v(n-D)]-2p"w,, +tr{Rw,w_ |
2.19
+r{Rw, E[v'(n-D)]} +tr{RE[v(n-D)v' (n-D)]} +o,, 219

ruido *

onde tr {} representa o operador trago da matriz.

Em [16] encontra-se um procedimento detalhado para a obtengao de (2.19).

A partir de (2.19), observa-se que para descrever o comportamento da curva de

aprendizagem, é necessario conhecer o valor esperado E[v(n—D)v'(n—D)]. Tal valor

esperado ¢ determinado através dos seguintes passos:
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i)  determinar-se V(n—D);
ii)  obtém-se o produto externo V(n—D)v' (n—D);
iii) determina-se o valor esperado E[v(n—D)v'(n-D)], para o qual ¢
considerada a seguinte notagdo K ,(n)=E[v(n— D)v'(n-D)].
Realizando-se os passos (i), (ii) e (iii) e utilizando-se a relagio K, ,(n)=K ,(n-D),

obtém-se uma expressao recursiva para determinar K(n). Assim,

KoM =Ky, (n=1)—pK,,(n-D-)R-pRK,;(n-D-1)
+w’DR(K,,(n-D-1)+K,,(n-D-1))R

+1* (2RK 5 (N-DR+R tr{RK, 5 (n-1)}) (2.20)
ROy,
Note que  para  descrever  completamente K(n), deve-se  conhecer

Kio(n)= E[v(n-1)v'(n)] ou Ko = E[v(n)v'(n—1)]. Por exemplo, para o calculo de
K,o(n), determina-se primeiramente uma expressdo para V(n-—1), e poés-multiplica-se

entdo ambos os lados dessa expressdo por V' (n) e toma-se o valor esperado da expressdo

resultante, obtendo-se
Ko, (M=K, ,(n=1)-uRK, (n-1), (2.21)
onde K, (n)=K" /(n).

Em [16] encontra-se um procedimento detalhado para a obtencao de (2.20) e (2.21).
2.8. Conclusbes

Neste capitulo, foi apresentado um breve estudo do comportamento dos momentos
de primeira e segunda ordens do algoritmo DLMS convencional. Tal modelo foi obtido
sem o uso da classica teoria da independéncia e levando em conta a hipotese de adaptagdo

lenta.



CAPITULO 3

ALGORITMO DLMS MODIFICADO

Equation Section (Next)

3.1. Introducéao

Neste capitulo, sdo derivadas as expressdes que descrevem o comportamento do
algoritmo DLMS modificado. Na Sec¢ao 3.2, ¢ obtida a expressdo para o sinal de erro desse
algoritmo. Tal expressdo ¢ determinada a partir de uma compensagao realizada no sinal de
erro do algoritmo DLMS convencional [equagdo (2.5)] introduzida no capitulo anterior.
Nas subseqiientes se¢des, sdo determinados os modelos que descrevem o comportamento
dos momentos de primeira e segunda ordens e da curva de aprendizagem. Tais modelos
sdo obtidos considerando-se a hipotese de adaptacdo lenta e ndo utilizando a TI. Também
para fins de comparagdo ¢ desenvolvido um modelo invocando a TI, que ¢ uma suposi¢ao

classica na modelagem do algoritmo LMS.

3.2. Derivacao do algoritmo DLMS modificado

O algoritmo DLMS modificado ¢ obtido fazendo compensagdo no sinal de erro
[equacdo (2.5)] do algoritmo DLMS convencional. Tal compensacdo ¢ obtida

acrescentado-se um termo, denotado por —A(n), em (2.5). Assim, a expressao para o erro
compensado é(n—D) ¢ dada por [17]

én—-D)=d(n-D)-w"(n—D)x(n—D)—-A(n). (3.1)

Agora, necessita-se determinar uma expressao para A(n), tal que faca (3.1) ser

igual & expressao do sinal de erro do algoritmo LMS convencional. Entao,
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e(n— D)| =d(n-D)-w"(n)x(n-D). (3.2)

LMS

Assim, determina-se A(Nn) igualando (3.1) e (3.2). Portanto,

e(n-D)| . =é(n-D). (3.3)

LMS

Desta forma, rearranjando-se os termos da expressao resultante, obtém-se
A(n)=[w"(nN)—w"(n-D)x(n-D). (34)

A partir (2.9), pode-se determinar uma expressdo que exprima [w'(n)—w'(n—D)] da

seguinte forma:

instante () = W (M)=w"(N—1)+pué(n—D-1)x"(n-D-1), (3.5)

instante (N—1) = W' (N=1)=w'(n=2)+pé(n-D-2)x"(n-D-2), (3.6)

instante (N-2) = wW'(n=2)=w'(n=3)+pé(n—D-3)x"(n—D-3), (3.7)
= +

instante (Nn—-D-1)=w' (n-D+1)=w'(n-D)+pé(n-D-D)x"(n—-D-D). (3.8)

Agora, substituindo-se as expressoes para o instante (N—D-—1) no instante anterior

(n—D) e assim, sucessivamente, obtém-se

w(n)' —w(n-D)" =pué(n-D-Dx"(n-D-1)+pué(n—-D-2)
xX'(N=D-2)+pé(n-D-3)x"(n—D-3) (3.9)
4o tué(n—D—D)X"(n—D - D).

Rearranjando-se os termos de (3.9), tem-se
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[ x"(n—-D-1) |
x"(n-D-2)
w(n)' —w(n-D)" =p[é(n—=D—1)+------ +é(n—-D-D)] : (3.10)
| X"(n-D-D) |
Substituindo-se (3.10) em (3.4), obtém-se
[ x"(n—-D-1) |

x"(n-D-2)

A(N)=pw[é(N=D~1)+-----+&(N—D - D)] x(n-D).  (3.11)

| x'(n _D- D) |

A expressao (3.11) pode agora ser escrita da seguinte forma:

A(n):pZD:é(n—D—j)xT(n—D—j)x(n—D). (3.12)

j=1

Entdo, aplicando-se (3.12) em (3.1), tem-se uma expressao para o sinal de erro modificado.
Assim,

&(n-D)=d(n-D)-w"(n—D)x(n—D)

—p Y é(n-D- X" (n—D- j)x(n-D).

j=1

(3.13)

Note que no algoritmo DLMS modificado, (3.13) apresenta inumeros termos
devido ao fator €(n—D), sendo que tal caracteristica ndo se encontra presente no caso do
DLMS convencional. Entretanto, ¢ essa caracteristica que fornece ao algoritmo

modificado um comportamento similar ao do LMS convencional.
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3.3. Modelo do algoritmo DLMS modificado (aproximacédo de
segunda ordem)

Nesta secdo, ¢ desenvolvido um modelo para descrever o comportamento dos
momentos de primeira e segunda ordens e da curva de aprendizagem, considerando-se o

caso de adaptagdo lenta e sem invocar a TI.

3.3.1. Comportamento médio do vetor de coeficientes

Para o comportamento médio do vetor de coeficientes, deve-se inicialmente

substituir (3.13) em (2.9). Assim,

w(n+1)=w(n)+px(n— D) d(n—D)—px(n—D) X" (n—D)w(n-D)

—u’x(n—-D) ZD:é(n_ D— jx"(n—D)x(n—D— j). (3.14)

j=1

Tomando-se o valor esperado em ambos os lados de (3.14), tem-se

E[w(n+1)] = E[w(n)]+ pE[X" (n— D) d(n— D)]
—RE[X(n-D) X" (n- D)w(n - D)] (3.15)
—w*E[x(n—D) > é(n—D- j)X"(n—D - j)x(n—D)].

j=1

Para calcular os valores esperados em (3.15), sdo aplicadas as seguintes

consideracdes para a determina¢do do comportamento do algoritmo.

As correlagdes entre os diferentes vetores de entrada sdo muito mais importantes do que as

correlagdes entre vetores de entrada e vetores de coeficientes:

) E[x(mx’ (mw(n)]= E[x(mx" (M)]E[w(n)]
i) E[x(n—i)x(n—-)]=R,, #0sei=]
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As consideragdes (i) e (ii) sdo suportadas pela hipotese de adaptagdo lenta e por extensas
simulagodes realizadas para o caso do algoritmo Fx-LMS [22]-[23]. Assim, cada um dos

valores esperados de (3.15) ¢ determinado da seguinte forma:

a) Calculode E[x(n—D) d(n—D)] (3.16)
d(n—D) ¢é obtido a partir de (2.2), entdo d(n—D)=x"(n—D)w,; substituindo-se essa

expressao em (3.16), obtém-se

E[x(n—D) d(n-D)]=E[x(n-D) x"(n-D)w, =Rw_, (3.17)

onde R ¢ a matriz de autocorrelacdo do vetor de entrada.

b) Calculo de E[x(n—D) X" (n— D)w(n-D)] (3.18)

De acordo com as consideragdes assumidas, tem-se

E[x(n—D) x"(n-=D)w(n—D)]= E[x(n—D) X" (n—D)]E[w(n—D)]

(3.19)
= RE[w(n-D)].
D
c) Calculo de Z E[x(n—D) én—-D - j)x"(n—D - j)x(n—D)]
j=1
Para este caso, define-se o seguinte vetor:
D
a=>» x(n—-D)é&n-D- j)x"(n—D- j)x(n—D). (3.20)

j=1
Agora, deve-se encontrar o valor esperado de a. Para tal, primeiro necessita-se conhecer o

termo é(N—D - J), o qual é obtido a partir de (3.1). Assim,

én-D-j)=d(n-D-j)-w"(n—D - j)x(n-D - j)—A(n-j). (3.21)

Substituindo-se (3.21) em (3.20) e tomando-se o valor esperado, tem-se

E[a]:ji:E{x(n— D) [d(n-D-j)-w'(n-D- jx(n-D-j)—A(n- J)] (3.22)

xX'(n—D— j)x(n—D)}.
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Agora, rearranjando-se os termos de (3.22), tem-se

E[a]= ZD: E[x(n—-D)d(n-D- j)x"(n-=D - j)x(n-D)]

=

—ZD: E[x(n—-D)w'(n-D- j)x(n—-D- j)x"(n-D-j)x(n-D)]  (3.23)
- Y EIX(n-D) A(n- ))x"(n-D - jx(n-D)].
j=1

Note que para o calculo dos valores esperados do lado direito de (3.23) devem ser

determinados os seguintes valores esperados:

c.1) Célculo de ZD: E[x(n—D)d(n—D - j)x"(n—D - j)x(n— D)]

j=1

Seja o seguinte vetor:

b:ZD:E[x(n—D) d(n-D- j)x"(n—D - j)x(n-D)], (3.24)

j=1

d(n—-D-j) é determinado a partir de (2.2); entdo, d(n—-D-j)=x"(n—D- j)w,.

Substituindo-se entao essa expressao em (3.24), tem-se

b= ZD: E[X(n-D) X" (n-D - j)x(n-D)x" (n-D - j)w,, (3.25)

=1

No Apéndice A ¢ detalhado o calculo do momento de quarta ordem de uma variavel

Gaussiana. Assim, a partir de (3.25), obtém-se o requerido valor esperado. Entdo,
E[x(n-D) x'(n-D-j)x(n-D)x"(n-D-j)]=R*+R}+R,tr[R,].  (3.26)
Agora, substituindo-se (3.26) em (3.25), tem-se

b:i{R2+R§+Rjtr[Rj]}wo, (3.27)

=l
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Note que em (3.27), todas as correlagdes do vetor de entrada sdo consideradas. Isso ndo

acontece quando ¢ assumida a T1.

c.2) Calculo de i E[X(n-D)w'(n-=D-j)x(n-=D—-j)x"(n-=D~-j)x(n—D)].

j=1

Seja o seguinte vetor:

D
c=Y E[x(n-D)w'(n-D-j)x(n-D-j)x'(n-D-j)x(n-D)],  (3.28)
j=1
Rearranjando-se os termos em (3.28) e usando-se a hipdtese de adaptagdo lenta, tem-se

c= ZD: E[x(n-D) X" (n—D - j)x(n=D) x" (n-=D - j)IE[w(n-D—-j)], (3.29)

i=1

Agora, considerando-se o momento de quarta ordem de uma variavel Gaussiana,

determinado no Apéndice A, obtém-se

c :i{R2+R§+Rjtr[Rj]} E[w(n-D- j)]. (3.30)

i=1

¢.3) Caleulo de zD: E[x(n—D) A(n— j)x"(n—D - j)x(n— D)]

j=1

Seja o seguinte vetor:

e:ZD:E[x(n—D) A(n— Hx"(n=D - j)x(n—-D)]. (3.31)

i=1

Para o calculo deste valor esperado, necessita-se A(nN—J), o qual € obtido a partir de
(3.12). Assim,

A(N=j) :MZD:é(n— D-j—kx'(n=D-j—k)x(n-D-j). (3.32)

Agora, substituindo-se (3.32) em (3.31), obtém-se
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e:ujz: kZ:E[x(n—D) én-D-j-kx' (n-D—j-kx(n-D-j) (3.33)

xX' (n—D- j)x(n-D)].

Substituindo-se (3.27), (3.30) e (3.33) em (3.23), tem-se

a=Y [R’+R}+R;t[R;]}{w, —E[w(n—D- )]}

=1

—uZD:ZD:E[x(n—D) 8n-D- j—K)X"(n—=D— j—k) (3.34)

j=1 k=1

xX(n—=D - j)x"(n=D - j)x(n—D)].
Agora, aplicando-se (3.17), (3.19) e (3.34) em (3.15), obtém-se

E[w(n+1)] = E[w(n)]+pnRw, —pRE[w(n—-D)]

—w? Y [R*+RY+R i[RI} {w, —E[w(n—D- j)]}

—_
1l
—_

(3.35)

3

+h

Mo

Y E[x(n-D) é(n-D - j—k)X"(n-D - j—k)

k=1

—
I
—_

xX(n—=D - j)x"(n=D - j)x(n—D)].

Dado que o modelo ¢ derivado para adaptacdo lenta, podem ser desconsiderados em (3.35)

os termos afetados pelo fator uﬁ com B >3. Assim, (3.35) pode ser reescrita como segue:

E[w(n+1)] = E[w(n)]+ uRw, — uRE[w(n - D)]

S . 3.36
YR +R 4R 0[R I} w, ~Ew(n-D— ). >0
j=1
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3.3.2. Valor de regime permanente do vetor de coeficientes

O valor de regime permanente do vetor de coeficientes ¢ calculado aplicando-se o

limite quando N — o em ambos os lados de (3.36). Assim,

lim E[w(n +1)] = lim E[w(n)] + tRW, - iR lim E[w(n - D)]
b 3.37
_“zz{R2+R§+Rjtr[Rj]}{wo—1imE[w(n—D—j)]}, (3.57)

i=1

Assumindo-se que o algoritmo converge, o valor de regime permanente do vetor de

coeficientes do filtro adaptativo ¢ determinado a partir da seguinte condi¢do:

lim E[w(n+1)] = lim E[w(n)] = lim E[w(n— D)] = lim E[w(n-D— j)]=w,,. (3.38)

Substituindo-se (3.38) em (3.37), obtém-se

D
W, =W, +pRw, —puRw, -’ Y {R* + R} + R;tr[R; T} {w, -w, }. (3.39)

j=1
Apo6s uma simples manipulagdo matematica em (3.39), determina-se
Aw_ =Aw,, (3.40)

D
onde A:{MR—uZZ R*+R} +Rjtr[RJ—]}.

j=1
Finalmente, pré-multiplicando ambos os lados de (3.40) por A™', obtém-se

W, =W_. (3.41)

o0 [

Note que o algoritmo DLMS modificado tem o mesmo valor de regime permanente que o
algoritmo DLMS convencional. O termo de compensagdo atua apenas durante a fase

transiente do algoritmo. Tal fato ¢ mais bem observado em (3.4), na qual para a condi¢ao

de convergéncia, a diferenga [w'(n)—w" (n—D)] é zero, anulando assim o efeito de A(n).
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3.3.3. Vetor de erro nos coeficientes

Define-se o vetor de erro nos coeficientes como
v(n)=w(n)-w,. (3.42)

Agora, substituindo-se (3.42) em (3.36), tem-se

E[v(n+1)]+w, = E[v(n)]+W, +uRw, —puRE[v(n— D)+ W, ]

—u’ ZD:{Rz + R? + Rjtr[Rj]}{wo —E[v(n-D-j)+w,_1}, (3.43)
i=1

rearranjando-se os termos de (3.43), obtém-se

E[v(n+1)]= E[v(n)]+pR (W, —w,_)—-puRE[v(n—d)]

— Z{RZ +R] +Rt[R; H{w, —w,, —E[v(n—d - j)]}. (3.44)

Finalmente, substituindo-se (3.41) em (3.44) e rearranjando a expressao resultante,
obtém-se uma expressdo recursiva que descreve o comportamento do vetor de erro nos

coeficientes. Assim,

E[v(n+1)]=E[v(n)]-uRE[v(n—D)]
+u’ ZD:{Rz+R?+Rjtr[Rj]}E[v(n_D_j)]_ (3.45)

i=1

3.3.4. Curvade aprendizagem

A expressdao para a curva de aprendizagem do algoritmo DLMS modificado ¢
obtida a partir da substituicdo de (3.4) em (3.1). Desta forma, reduz-se de forma
consideravel a complexidade matematica requerida para se determinar uma expressao que

descreva o comportamento da curva de aprendizagem. Entao,
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én-D)=d(n-D)-w'(n—d)x(n=D)—[w'(n)—w"(n-D)Jx(n—- D)

(3.46)
=d(n-D)-w"(n)x(n—D).
Substituindo-se a defini¢do do vetor de erro (3.42) em (3.46), obtém-se
é(n—-D)=d(n-D)-Vv'(nN)x(n—D)-w.x(n-D). (3.47)
Definindo-se o erro em regime permanente como sendo
é_(n)=d(n)—w_.x(n-D), (3.48)
e substituindo-se (3.48) em (3.47), pode-se escrever o erro como
é(n—D)=€_(n)—Vv'(n)x(n—D). (3.49)

Elevando-se (3.49) ao quadrado e tomando-se o valor esperado em ambos os lados da

expressao resultante, tem-se

E[e’(n- D)] = E[e (n)]- E[&_ (n)v" (n)x(n— D)]+ E[v" (n)x(n— D)]. (3.50)

Definindo-se a seguintes grandezas:

&(n) = E[€*(n-D)] (3.51)

& =E[E(M], (3.52)

os valores esperados do segundo e terceiro termos do lado direito de (3.50) sdo

determinados como segue:

a)  Calculo de E[€,_(n)Vv'(n)x(n—D)]
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E[€, (n)v' (n)x(n—D)]= E[é,(n)x" (n—D)]E[v(n)]. (3.53)
Substituindo-se (3.48) em (3.53) e arranjando-se os termos, tem-se

E[é, (MV" (n)x(n-D)]= E[d(n)x" (n- D)JE[v(n)]

(3.54)
— E[w'x(n—D)x" (n— D)]E[v(N)].

Agora, substituindo-se (3.17) e utilizando-se as consideragdes de analise (i) ¢ (ii) em

(3.54), obtém-se

E[6, (n)V" (N)x(n - D)] = w'RE[v(n)]-w RE[vV(N)]. (3.55)

Finalmente, substituindo-se (3.41) em (3.55), tem-se o seguinte resultado:

E[&,(n)v' (n)x(n—D)]=w_RE[v(n)]-w_.RE[v(n)]=0. (3.56)

b)  Célculo de E [(VT(n)X(n - D))z}

2 .
sendo [VT (nNx(n- D)] um escalar, o valor esperado pode ser escrito como segue:

E [(VT(n)X(n - D))z} _ tr{E [(VT(n)X(n - D))z}}
= E{tv" (MRV(n)]} (3.57)
= tr{E[v(n)v" (MIR}.

Finalmente, substituindo-se (3.51), (3.56) e (3.57) em (3.50), obtém-se

gn) = &, +tr{E[v(mV' (M]R}. (3.58)
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A partir de (3.58), observa-se que, para descrever o comportamento da curva de
aprendizagem, é necessario conhecer o valor esperado E[v(n)v'(n)]. Entretanto, dado que

o modelo ¢ derivado utilizando-se a hipotese de adaptacao lenta, o momento de segunda

ordem pode ser obtido como o produto dos momentos de primeira ordem [32]. Assim,

E[v(n)v'(n)]= E[V(n)]E[V (n)], (3.59)
onde E[Vv(n)] ¢ dado por (3.42).

Assim, através das expressoes (3.58) e (3.59), obtém-se a descrigdo para o comportamento

da curva de aprendizagem.

3.4. Modelo do algoritmo DLMS modificado (aproximacgéo de terceira
ordem)

Nesta se¢do, ¢ apresentado um segundo modelo para o algoritmo DLMS
modificado. Agora sio considerados em (3.35) os termos até p’. Assim para essa

condicdo, sdo novamente determinados os momentos de primeira ¢ segunda ordens e a
curva de aprendizagem do algoritmo em questao.
3.4.1. Comportamento médio do vetor de coeficientes

Para se obter a expressdo recursiva que descreva o comportamento médio do vetor

de coeficientes, em (3.35) deve-se determinar o seguinte valor esperado:
a) Calculode e
Seja e dado pelo seguinte vetor:

3" E[X(N=D) &(n—-D— j—k)X' (=D j—k)X(N—D— |
e lelkz_; [x(n—D) e(n J=k)x (n J=kK)x(n )] (3.60)

xX'(n=D - j)x(n—D)].

A partir de (3.12), pode-se determinar é(n—D — j—k). Assim,
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én-D-j-k)=d(n-D-j-k)-w'(n-D-j-k)x(n-D - j—k)

D 3.61
—pn) é(n-D-j-k-Ix"(n-=D- j—k-Dx(n—-D - j—k). (3.61)
1=1
Substituindo-se (3.61) em (3.60) e rearranjando-se a expressao resultante, tem-se
D D
e=> > E[x(n-D)d(n-D- j-k)x"(n—d - j)x(n-D- j—k)
j=1 k=1
xx"(n=D = j) x(n-D)]
D D
- EX(n—-Dyw'(n—-D-j—k)x(n-D—-j-k)x"(n-D-j—k)
JZ'; (3.62)
xX(n—D-jx" (n—=D - j)x(n-D)]
D D D
Y > D EX(-DEM-D-j—k-Hx"(n-D-j-k-Dx(n-D- j—k)
=1

j=1 k=1 1=l

xX' (n—=D-j-k)x(n-D- j)x"(n-D - j)x(n-D)].
Os valores esperados em (3.62) sdo determinados como segue:
a.l) Calculo de f
Seja T dado pelo seguinte vetor:
i E[x(n-D)d(n—-D- j—k)x"(n—-D—- j—k)x(n—-D- j)

i (3.63)
xx"(n=D - j)x(n—D)],

f

A partir de (2.2), tem-se que d(n—-D- j—k)=x"(n—D- j—k)w,. Substituindo-se essa

expressdo em (3.63) e rearranjando-se a expressao resultante, tem-se

f =ggE[x(n— D)X'(n—=D-j—k)X(n=D- j)x"(n-=D-j) (.64

xX(N—D)x"(n—=D - j—k) w,.
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No Apéndice B, ¢ detalhado o célculo do momento de sexta ordem de uma varidvel

Gaussiana. Assim, de (3.64), o requerido valor esperado ¢

E[x(n—-D)X"(n-D - j—k)x(n—D - j) X" (n=D - j)x(n-D)Xx"(n—D— j—k)]

-R,«RR,,, +R

j+k RTij+Rj+k
+R R t[R,;] +R R, IR, +R ;R R, +RZR+R* +R t[R, R, (3.65)

+RR,R, +R t[R,,R] +R  t[RTR", ]+ R, tr[R, Jtr[R,].

» Rt[R,1+R,RIR,,, +RRT,R,

j+k j+k j+k

Note que em (3.65), novamente, sdo consideradas todas as correlagdes do vetor de entrada

para os diferentes atrasos.

Agora, substituindo-se (3.65) em (3.64), tem-se:

f=ZD:ZD:{Rj+kRRj+k +RRIR +R

j=1 k=1

RR,J+R,RIR ,,

j+k

+RRT,R, +R,R tr[R,]+R t[R, IR ., +R,R R, (3.66)
+RIR+R’+R r[R, |R, +RR, R, + R, tr[R ,R]
+R,, [RIR" J+R R t[R, 1) W,

a.2) Calculode g

Seja g dado pelo seguinte vetor:

D D
= EIX(n-D)w' (n—D- j—k)x(n—-D—j—k)x"(n—-D— j—k
g ZkZ [X(n-D)w"(n j—k)x(n j—k)x"(n i—k) G367

xX(n—D - j)x"(n-=D - j)x(n-D)],

Rearranjando-se os termos em (3.67) e usando-se a consideragdes de analise (i) e (ii),

tem-se
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D D
= E[X(n-D)x'(n-=D-j-k)x'(n=D-jx(n-D-j
g JZKZ [X(n— D)X ( j—kXT( X( ) (3.:68)

xx(n—D)x"(n-D - j—k)]E[w(n—D - j—k)].
Substituindo-se (3.65) em (3.68), obtém-se

9=2">" {RuRR+RRIR +R,RulRJ+RR(R

j+k

+R,RT,R, +R,RufR,]+R,[R, IR, +R,R
+RR+R’+Rtr[R, ]R, +RR,R, +R

a[RTR}]+R

j+kFQk
iR «R] (3.69)
tr[R; ][R, ]} E[w(n—D- j—k)].

J+k j+k

Agora, substituindo-se (3.69) e (3.66) em (3.62), determina-se

e:ZD:ZD:{RHk RR.,+R,RIR,+R

j=1 k=1

RtR,1+R,RIR,

j+k

+RR",R, +R,Ru[R ]+R R, IR, +R,R R,
+R2R+R’ +Ru[R, IR, +RR,R, +R , t[R ,R] (3.70)

J+ktr[R R, 1+ RHktr[Rj]tr[Rk]}{E[Wo —-w(n-D-j-— k)]}.
Finalmente, substituindo-se (3.70) em (3.35) obtém-se uma expressdo recursiva para o

comportamento médio do vetor de coeficientes. Entdo,

E[w(n+1)]
= E[w(n)]+pRw, —uRE[w(n—D)]

2 Z{R2+R2+R t[R; 1} {w, - E[w(n—D- j)]}

Rktr[Rj]+RjR:Rj+k

j+k

+u3ii{RHkRR « TR, RIR +R
j=1 k=1

+R R R +RRu[R ]+ R t[R, IR, +R R R, (3.71)
+RIR+R’+R[R, IR, +RRR, +R,  ti[R ,R]

u[RIRF1+R R (R, 1} {w, — E[w(n—D - j—k)]}

j+k

j+k

ZD:ZD:E[x(n—D)é(n—D—j—k—I)xT(n—D—j—k—I)

k=1 1=1

4

-

™o

i

xX(N=D—-j—k)Xx"(n-D-j—k)x(n-D - j)x"(n—D - j)x(n—D)].
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Dado que o modelo ¢ derivado para adaptacao lenta, em (3.71) podem ser desconsiderados

os termos afetados pelo fator p* com B> 4. Assim, (3.71) pode ser reescrita como segue:

E[w(n+1)]
= E[w(n)]+pRw, —uRE[w(n—-D)]

2 Z{R2+R2+R t[R; 1} {w, - E[w(n—D- j)]}

D D
+uszz;{RHkRR 4 +RLRIR (+R, R URJ+R,R(R,, (3.72)
J

j+k
+R,R!,R, +R,Ru[R ]+R R, IR ,, +R,R ,R,
+RIR+R’+Ru[R,JR, +RR,R, +R,  ti[R ,R]

t[RRy 1+R ,, R 1R, 1} {w, — E[w(n - D - j—k)]}.

j+k

j+k

3.4.2. Valor de regime permanente do vetor de coeficientes

O valor de regime permanente do vetor de coeficientes ¢ determinado aplicando o

limite quando N — o em ambos os lados em (3.72). Assim,

lim E[w(n+1)]
= lim E[w(n)]+pRw, —puR lim E[w(n—-D)]

i ZD:{R2+R2+R R, ]}{ Lgme[w(n—D—j)]}

RtlR,1+R,RIR ., (3.73)

j+k

+H3ZD:ZD:{RJ+I<RR «+tR,RIR +R
i=

1 k=1

+R,R!,R, +R Rt[R]+R R, IR, +R R

j+k

+R.R+R3+Rtr[ JR,+RR,R, +R

j+kRk
J+ktr[R j+k ]
j+k

a[RTR ]+R1+ktr[Rj]tr[Rk]}{Wo—}lir?c E[w(n—D—j—k)]},

Agora, substituindo-se (3.38) em (3.73), tem-se
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W

[’e]

=w_ +uRw_ —pRw

W’ ZD:{R2+R2+R R, 1Hw, -w, }

D D
Y 3R, RR,, +R,RIR  +R R, R ]+R R(R,,, (3.74)
j=1 k=1
+R. RLkRk+Rthr[Rj]+Rjtr[Rk] i TRIR Ry
+R .R+ R’+Rtu[R, R, +RR,R, + R t[R;,R]
+R t[RIRY 4R, tr[R TR, IH{w, —w, }.
Agrupando-se os termos, obtém-se entao
MR +Qw,_ =(pR+Q)w,, (3.75)

onde

D
Q=-p° 2{R2+R§.+Rj tr[Rj]}
j=1
3 2 & T T
+u ZZ{RMRR W HRLRIR  +R R U[R,J+RRR,,,
j=1 k=1
+R,R}, (R, +R,Ri[R ]+ R tr[R,]R,,, +R,R (R,
+RIR+R’+Rt[R, IR, +RR,R, +R  tr[R

a[RTRI ]+ R, tr[R ]t[R, ]}

j+k

j+k j+kR]

j+k j+k

Pré-multiplicando ambos os lados de (3.75) por (uR + Q) ™', obtém-se

W, =W._. (3.76)

Note que (3.41) e (3.76) sdo iguais, ou seja, tal como esperado, os modelos usando a
aproximacdo de segunda e terceira ordens apresentam o mesmo valor de regime

permanente.
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3.4.3. Vetor de erro nos coeficientes

O vetor de erro nos coeficientes ¢ obtido a partir da seguinte definigao:

v(n)=w(n)-w,. (3.77)

Assim, substituindo-se (3.77) em (3.72), tem-se
E[v(n+D]+w,_
=E[v(n)]+w, +pR(w, -w,_)—-pRE[vV(n—D)]

D
-1’ Y {R*+Ri+R; R ]} {w, -w, - E[v(n-D- j)]}
j=1
3 SR T T
+’Y >R \RR, +R,RIR , +R; R, t{R ]+ R R(R,,,
j=1 k=l

+R,RT R, +R Ru[R,J+R R, IR ., +R R, R,

R R]

+RIR+R’+Ru[R, IR, +RR,R, +R
+R t{RIR{J+R |, R 0 R, I}H{w, —w, —~E[v(n-D - j—K)1}.

j+k
j+k

(3.78)

Agora, Aplicando-se (3.76) em (3.78), obtém-se uma expressdo que descreve o

comportamento médio para o vetor de erro nos coeficientes. Assim,

E[v(n+1)]

= E[v(n)]-uRE[v(n-D)]

+p? i{R2 +R}+R; t[R;JE[v(n-D- j)]
j=1

D D

YR, RR,, +R,RIR (+R,, R R, 1+ R RIR,,, (3.79)
j=1 k=1

+R R, R, +RR{R,]+R,{R, IR, +R R

+RR+R’+Rt[R, JR, +RR,R, +R
+R, [RIRJ+R

j+kRk
ik tR R
tr[Rj]tr[Rk]} E[v(n—-D-j-k)].

j+k
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3.4.4. Curvade aprendizagem

A expressdo que descreve o comportamento da curva de aprendizagem ¢ dada por

(3.58) € (3.79). Assim tem-se
g(n) = &, +tr{E[v(mV" (MR}, (3.80)
onde
E[v(m)v" (n)] = E[v(n)]E[V" (M)], (3.81)
e E[v(n)] é dado por (3.79).

3.5 Modelo utilizando ateoria da independéncia

Nesta se¢do, ¢ apresentado o modelo do algoritmo DLMS modificado obtido
através do uso da teoria da independéncia. O comportamento dos momentos de primeira e
segunda ordens e da curva de aprendizagem sdo derivados a partir do modelo que utiliza a

aproximacao de terceira ordem.

A expressdao recursiva do comportamento médio do vetor de coeficientes
considerando a TI ¢ obtida de (3.72). Assume-se R, = E[x(n-a)x" (n—B)]=0 para
B # a. Adotando-se entdo tal condi¢do, obtém-se

E[w(n +1)] = E[w(n)]+ puRw, — pRE[w(n - D)]

—u*> R*{w, —E[w(n-D- )]} (3.82)

j=1

+u3ZZR3{w0 —E[w(n—-D- j—k)]}.

Note que em (3.82) s@o desconsideradas as correlacdes do vetor de entrada para instantes

diferentes de tempo.

O valor de regime permanente do vetor de coeficientes ¢ obtido aplicando-se o

limite quando N — o em ambos os lados da expressao (3.82). Assim,
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lim E[w(n +1)] = lim E[w(n)]+ pRw, — uR lim E[w(n — D)]

2

—

Mo

RZ{WO ~lim E[w(n—D- j)]} (3.83)

1

—_
1l

3

+p

Mo

YR’ {wo —limE[w(n-D— j- k)]}.

n—oo
1

D
i=1 k=

I
—_

Assumindo-se que o algoritmo convergiu, o valor de regime permanente do vetor de

coeficientes do filtro adaptativo ¢ determinado a partir da condigdo:

lim E[w(n +1)] = lim E[w(n—d — )]
= lim E[w(n - D - j—K)] (3.84)
:chﬂ

entdo, substituindo-se (3.84) em (3.83), obtém-se

W_=W,_. (3.85)

o0 o

A partir de (3.41), (3.76) e (3.85), observa-se que os diferentes modelos obtidos
para o algoritmo DLMS modificado apresentam o mesmo valor de regime permanente para
o vetor de coeficientes que, por sua vez, ¢ igual ao do algoritmo LMS convencional. Essa

condicao foi forcada através da inclusdo do termo de compensacao A(n).

O vetor de erro nos coeficientes ¢ obtido a partir da seguinte defini¢do:
v(n)=w(n)-w,. (3.86)
Assim, substituindo-se (3.86) em (3.82), tem-se

E[v(n+1)]+w, = E[v(n)]+ W, +pR (W, —w, )—puRE[v(n - D)]

—u*Y R*{w, -w, —E[v(n-D- j)]} (3.87)

+u3ZZR3{WO —w,_ —E[w(n—-D- j—k)]}.

Agora, substituindo-se (3.85) em (3.87) e simplificando-se a expressdo resultante,

obtém-se o vetor de erro nos coeficientes. Assim,
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E[v(n+D]=E[v(n)]-pRE[v(n-D)]
+u2RZZD: E[v(n-D-j)] (3.88)
—u3R3ZZ E[w(n—D- j—k)].

1
j=1 k=1

A expressado para a curva de aprendizagem ¢ dada por (3.58) e (3.59). Entao,:

gn) = &, +tr{E[v(mV' (MR}, (3.89)
onde

E[v(n)v'(n)]= E[v(n)]E[V (n)], (3.90)
onde E[v(n)] ¢ dado por (3.88).
Vale salientar que as expressdes da curva de aprendizagem dos modelos desenvolvidos
(3.58), (3.80) e (3.89) sao iguais. No entanto, o momento de segunda ordem (determinado

a partir do produto dos momentos de primeira ordem) utilizado para descrever tais

expressoes ¢ diferente para cada um dos modelos obtidos.

3.6. Conclusodes

Neste capitulo, foram propostos dois modelos que descrevem o comportamento dos
momentos de primeira e segunda ordens do algoritmo DLMS modificado. Tais modelos
foram obtidos sem o uso da classica TI e levando-se em conta a hipotese de adaptagdo

lenta. Também, para fins de comparacao foi desenvolvido um modelo considerando a TI.



CAPITULO4

Equation Section (Next)

ALGORITMO LMS DE ERRO FILTRADO MODIFICADO

4.1. Introducéao

Neste capitulo, sdo derivadas as expressdes que descrevem o comportamento do
algoritmo FE-LMS modificado (MFE-LMS). E obtida uma expressdo recursiva para o
sinal de erro filtrado modificado, o qual ¢ utilizado para a atualizacdo do vetor de
coeficientes do filtro adaptativo. Expressdes para o comportamento dos momentos de
primeira e segunda ordens e da curva de aprendizagem sdo derivadas, considerando-se
adaptacdo lenta e sem utilizar a TI. Para fins de comparagdo ¢ apresentado o modelo obtido

invocando a TI.

4.2. Andlise do algoritmo MFE-LMS

4.2.1. Algoritmo LMS de erro filtrado

Primeiramente, sdo apresentadas as expressdes para o algoritmo FE-LMS
convencional, o qual tem seu diagrama em blocos ilustrado na Fig. 4.1. Os sinais que

descrevem o comportamento do algoritmo FE-LMS sao definidos como segue:

1 +*W, 1" : resposta ao impulso a ser identificada
w(n) =[w,(n) w,(n) ---w,_(n)]" : vetor de coeficientes adaptativos
S=[S, S +**Sy_]" : resposta ao impulso no caminho do erro

x(n) =[x(n) x(n—=1)---x(n—N +1)]" : sinal de referéncia

X, (N) =[X,(n) X,(n=1)--- x,(n—=N —1)]" : sinal de referéncia filtrado



Capitulo 4- Algoritmo FE-LMS modificado 36

d(n): sinal desejado
z(n): ruido de medicao Gaussiano de média zero, descorrelacionado dos demais sinais do

sistema

No processo de andlise considerado, X(n)¢é assumido Gaussiano com média zero e
variancia ¢>. Também as dimensdes de W, e W(n) sdo consideradas iguais para fins de

simplicidade de tratamento matematico.

LMS €
W@ &)

Fig. 4.1. Diagrama de blocos do algoritmo FE-LMS.

A partir da Fig. 4.1, obtém-se o sinal de erro definido como

e(n)y=d(n)—y(n)+z(n), 4.1)

onde os sinais d(n) e y(n) sao, respectivamente, dados por

d(n)=w,'x(n)=x"(nw,, 4.2)
y(n)=w"(n)x(n) =x"(n)w(n). 4.3)

Substituindo-se (4.3) em (4.1), obtém-se
e(n)=d(n)—w" (n)x(n)+ z(n). 4.4)
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Os sinais de referéncia e de erro filtrados, utilizados para a atualizacdo dos coeficientes,

sdo dados por

X;(n) = hfsix(n—i), (4.5)
e.(n) = Esie(n—i). (4.6)

Substituindo-se (4.4) em (4.6), obtém-se uma expressdo para o sinal de erro filtrado

instantaneo em fung¢do do sinal desejado e da saida do filtro adaptativo. Assim,
M -1 M-1 M -1
e (N) =Y sd(n-i)-> sw'(n-ix(n-i)+>_sz(n—i). 4.7)
i=0 i=0 i=0

Finalmente, a equa¢do de atualizag¢do dos coeficientes ¢ dada por [25]
w(n+1)=w(n)+pe, (N)x,(n). (4.8)

4.2.2. Algoritmo FE-LMS modificado

De forma similar ao algoritmo DLMS modificado, discutido no Capitulo 3, o
algoritmo FE-LMS modificado (MFE-LMS) ¢ também obtido através de uma estratégia de
compensagdo via filtragem aplicada no caminho de erro do algoritmo FE-LMS. Essa

compensacdo ¢ efetuada acrescentado um termo, denotado por —A,(n), em (4.7). Assim, a

expressdo para o erro compensado €.(n) torna-se

é.(n) = Migd(n—i)—hfsin(n—i)x(n—iH Migz(n—i)—&(n). (4.9)

O termo A;(n) ¢ determinado a partir da condi¢do de que (4.9) seja igual ao erro do

algoritmo LMS convencional [17], dado por
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e, = Ay (M =W (X, (M) +2,(n)

M M-1 M- 4.10
=, sid(n—i)—Zsin(n)x(n—i)+Zsiz(n—i). (*+10)

Desta forma, igualando-se (4.9) a (4.10), ou seja éf(n)ze(n)| e manipulando estas

LMS’

expressoes, obtém-se

Af(n)z“_fsi[wT(n)—wT(n—i)]x(n—i). (4.11)

A partir de (4.8), seguindo o procedimento realizado em (3.4) até¢ (3.9), pode-se obter

[w'(n)—w'(n—i)]. Assim,
W ()~ W' (n-D)] =Y & (n— X} (- j). (4.12)

Aplicando-se (4.12) em (4.11), tem-se

M-1 i

A =pY Y sé(n- x{ (- jx(n-). (4.13)

i=0 j=1

Agora, substituindo-se (4.13) em (4.9), obtém-se a seguinte expressio para o sinal de erro

filtrado instantaneo:

é.(n)= h_/lz_lsid(n—i)— h_AZ_:lsin(n—i)x(n—i)

1Y S sé (- X! (n— px(n—i) (4.14)

i=0 j=I

+ MZ_:lsiz(n—i).
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Note que no algoritmo MFE-LMS, (4.14) apresenta uma recursdo em €,(n), sendo que tal

caracteristica ndo se encontra presente no algoritmo FE-LMS convencional. Entretanto, tal

caracteristica ¢ que fornece ao algoritmo modificado um comportamento similar ao do

LMS convencional.

4.2.3. Comportamento médio do vetor de coeficientes

A expressdo que descreve o comportamento médio do vetor de coeficientes € obtida

a seguir. Entdo, substituindo-se (4.5) e (4.14) em (4.8), a expressao resultante ¢

W(n+1)= w(n)+uM2:“::s.skx<n )d(n—i)
—uk.n1“:lsiskxm—k)wT(n—i)x(n—i)
MZZS sx(N—K)é (n— ! (n— x(n—i)
+us sx(n—K)z(n i),

e tomando-se o valor esperado em ambos os lados de (4.15), obtém-se

E[W(I’l+1)]=E[W(n)]+},lM % 1sskE[x(n—k)d(n—i)]

i
i=0 k=0

“u 58 EX(n—kw' (n—i)x(n—i)]

<
L
Z

uzZZ " 55, EX(N— k)&, (n— XT (= px(n—i)]

s Ex(n-k)z(n-D],

(4.15)

(4.16)

Para se determinar os valores esperados em (4.16), sdo assumidas as consideragdes

seguintes:
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As correlagdes entre diferentes vetores de entrada sdo muito mais importantes do que as

correlagoes entre vetores de entrada e vetores de coeficientes. Assim,

i) E[x(nx’ (mw(n)]= E[x(n)x" (n)]E[w(n)];
i) EX(n-ix'(n—j)]=R,;;#0sei=]j

As consideragdes (i) e (i) sao suportadas pela hipotese de adaptacdo lenta. Assim, cada um

dos valores esperados de (4.16) é determinado como segue:

a) Calculo de E[x(n—=k)d(n—1i)]: (4.17)

Obtendo-se d(n—i) a partir de (4.2) e substituindo-o na (4.17), obtém-se

E[x(n-k)d(n-i)]=E[x(n—k)x"(n-i)]w, =R, ,w,. (4.18)

b) Calculo de E[x(n—kK)W'(n—i)x(n—i)]

De acordo com as consideragdes de analise (i) e (ii), tem-se entdo

E[x(n—K)w ' (n=i)x(n=i)]= E[x(n—K)Xx" (n—=1)]E[w(n—1i)]

. (4.19)
=R, E[w(n-1)].
c) Calculo de a:
Seja a dado pelo seguinte vetor:
M-1 i M-l
a= 5,5 X(n—k)& (n— j)x; (n— jx(n—i). (4.20)
i=0 j=1 k=0

Deve-se encontrar o valor esperado de a. Para tal, primeiramente necessita-se determinar
os termos €,(N—j) € X;(N—j), os quais sdo, a partir de (4.14) e (4.5), respectivamente

obtidos por
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6 (n- j)=“ﬂz_'s.d(n—j—l>—§s.w%n—j—l)x(n—j—l)
~H3 Y 88,0 = (= D= -1 (421)
+ Stz o),
e
x?(n—j)=§spx%n—j— p). (422)

Substituindo-se (4.21) e (4.22) em (4.20) e tomando-se o valor esperado da expressao
resultante, tem-se

E[a]

< X(N—i)] (4.23)

_HZ le ) 5588, EIX(n—K)& (N~ j—m)x; (N~ j—m)

xX(n=j=Dx"(n=j—p)x(n-i)]
58S, E[x(n—k)z(n— j—Dx"(n— j— p)x(n—i)].

Para o calculo do valor esperado (4.23), devem ser determinados, primeiramente, 0s
seguintes valores esperados:

c.1) Calculode b:

Seja b dado pelo seguinte vetor:
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M-1 i M-IM-1M-1

b= 5585, E[x(n—k)d(n—j—Dx"(n— j—p)x(n—-i)].  (4.24)

1
i=0 j=1 k=0 1=0 p=0

A partir de (4.2), tem-se que d(n—j-1)=x"(n—j—Dw,; entdo, substituindo-se essa

expressao em (4.24), obtém-se

b= . 58S, EIX(n—k)X' (n— j—p)x(n—ix" (n— j-Dlw,. (4.25)

No Apéndice A ¢ detalhado o calculo do momento de quarta ordem de uma varidvel
Gaussiana. Assim, para o caso E[X(n—K)X'(n—j—p)x(n—i)x'(n—j—1)], tal valor

esperado ¢

E[x(n—k)x"(n— j - IO)X(n—i)XT(n—J'—|)1=R,-+p R tRiGR,

4.26
tr[R" ( )

j+| -k j+p— |]

Finalmente, substituindo-se (4.26) em (4.25), tem-se

b= 5555, {R i p i Rjus +Rig R, + Ry R, Thw,. (4.27)
i=0 j=1 k=0 1=0 p=0
c.2) Célculode c:
Seja ¢ dado pelo seguinte vetor:
M—liM -1M-1M-1 T
C= $;S.S,S,E[x(n—kK)w (n—j—DHx(n—j-1I)
i=0 j=1 k=0 1=0 p=0 e (4.28)

xX' (n= j—p)x(n-i)],

utilizando-se as consideragdes de analise, (4.28) pode ser escrito da seguinte forma:
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M-l i M-IM-1M-1
c=>> 55,55, EIX(n—k)X"(n— j— p)x(n—i)x"(n— j—1)
i=0 j=1 k=0 1=0 p=0
xw(n—j-1)]
M-1 i M-1IM-1M-I
=>> $:5,8,S, E[X(N— kX" (= j— p)x(n—i)x"(n— j—1)]
i=0 j=1 k=0 1=0 p=0
xE[w(n—j—1)]
(4.29)
Agora, substituindo-se (4.26) em (4.29), obtém-se
M-l i M-IM-1M-I
c= 8555, iR, R, +R R, tr[R’
= ; = ivk~l p{ JHp—k" Yl i—k J+| k [ j+p- |]} (430)
xE[w(n—j—D].

Finalmente, substituindo-se (4.27) ¢ (4.30) em (4.23) e arranjando-se os termos da

expressao resultante, chega-se a seguinte expressao:

Ela]= ZZ Z Siskslsp{RHp—kRHl FROGR R ktr[R“p ']}
i 4 —

"3 5055, EIx(— KO8, (0 j— mx!(n— j-m)
wx(n= =D (n= | = px(n=D)]

5% 55,55, EIX(N—K)z(n— j— X" (N j - p)x(n—i)].
(4.31)

Entdo, para se obter o resultado procurado, substitui-se (4.18), (4.19) e (4.31) em (4.16).

Assim, a expressdo recursiva que descreve o comportamento médio do vetor de

coeficientes do algoritmo MFE-LMS ¢ dada por
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E[w(n+1)]=
(M — E[fw(n)]
M-1M-1 .
(> +pY > s R {w, —E[w(n-D]}
i=0 k=0
M-l i M-IM-1M-1
am—-—py Y > 5885, {R . puR s #RLR L, +R R, 1)
i=0 j=1 k=0 1=0 p=0
x{w, —E[w(n—j-D]}
M-l i M-IM-1 | M-l
(V) - +11° DY 55,55, E[X(N—K)& (n— j—m)x{ (n— j—m)
i=0 j=1 k=0 1=0 m=1 p=0
xx(n=j=Dx"(n—j—p)x(n—i)]
M-1 i M-IM-1M-1
GUEETIY 55,58, EX(n—K)z(n— j—Hx"(n— j— p)x(n—i)].
i=0 j=1 k=0 1=0 p=0
M—-1M-1
(VD) > +u ;S E[x(n—=K)z(n-)].
L T (4.32)

Agora, assumindo ainda que:

iii) o modelo derivado considera a hipdtese de adaptagao lenta; entdo em (4.32)
podem ser desprezados aqueles termos que sejam afetados pelo fator },LB, com
B=3;

iv) o ruido de medigédo ¢é branco, Gaussiano e de média zero, descorrelacionado dos

demais sinais do sistema, ou seja
E[z(n—1)x(n—J)]=E[z(n—D]E[X(n—})]=0, Viej]. (4.33)

Assim, em (4.32), levando-se em consideragao (iii), pode ser desconsiderado o termo (IV);
e utilizando-se (iv) podem ser cancelados os termos (V) e (VI). Dessa forma, reescrevendo

(4.32), tem-se

E[w(n+1)]=
M-1M-1 _
E[W(n)]+uz SiScRi AW, — E[w(n=i)]}
0 k=0
M M .
By Z SiSkSiSp {Rj+p—kRj+l—i +RLR  +Ry Ry ]}

(4.34)
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4.2.4. Valor de regime permanente do vetor de coeficientes

O valor de regime permanente do vetor de coeficientes ¢ obtido calculando-se o

limite quando N — o em ambos os lados de (4.34). Assim,

lim E[w(n +1)] =
M-1M-1
lim E[w(n)]+ ZS. { ~lim E[w(n—l)]}
. e (4.35)
2M*l i M=-IM-1M-1
H i £ Siskslsp{RJ+P*kRJ+| I+RI kR j+| ktr[RJ+p |]}

Assumindo-se entdo que o algoritmo converge, o valor de regime permanente do vetor de

coeficientes do filtro adaptativo ¢ determinado a partir da seguinte condigao:

%im E[w(n+1)]= }]ir?o E[w(n—1)]
= %irg E[w(n)]=w,_ (4.36)
=lim E[w(n- j—k)].

Substituindo-se (4.36) em (4.35) e agrupando-se os termos da expressao resultante, obtém-

N
Aw_ =Aw,, (4.37)
onde
M-1M-1
A=p ZSiSle—k
i=0 k=0
ZM—IM—I i M-1M-1
_H 4 ” Siskslsp{Rj+p—kRj+l |+R| kR J+| ktr[RJ+p |]}

Finalmente, pré-multiplicando ambos os lados de (4.37) por A™', determina-se
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W, =Ww,. (4.38)

Note que similarmente ao algoritmo MDLMS, o algoritmo MFE-LMS tem o mesmo valor
do regime permanente que o algoritmo FE-LMS. O termo de compensagdo apenas tem
efeito durante a fase transiente do algoritmo, extinguindo-se no regime permanente. Tal

fato ¢ mais bem observado em (4.11), na qual para a condi¢do de convergéncia, a diferenga
{WT(n) ~w'(n- i)} é zero, anulando assim o efeito de A, (n).

4.2.5. Vetor de Erro nos Coeficientes

Definindo-se o vetor de erro nos coeficientes em relagdo a W, como

v(in)=w(n)-w,_, (4.39)

e substituindo-se (4.39) em (4.34), tem-se

E[v(in+D]+w,_ =
M-1M-1
E[v(n]+w,_+p SR {w, —w,, —E[v(n—D)]}
i=0 k=0 (4.40)
M-1 i M-IM-1M-1
“2 Z S|SkSISp{ j+p—kRj+| |+R R j+| ktr[RLp |]}

i=0 j=1 k=0 1=0 p=0

x{w, —w, —E[v(n— j-D]}.

Finalmente, substituindo-se (4.38) em (4.40) e manipulando-se a expressdo resultante,

obtém-se uma expressao recursiva para o vetor de erro nos coeficientes. Assim,

E[v(n+1)]=
M-1M-1
E[v(m]-pD > ssRi Elv(n-1)]
el (4.41)
2M—l i M—-IM-1M-1 T
+ul ZSI 5 {R1+p kRJ+I |+R| kRI p+RJ+| k [RHF’ ']}
i=0 j=1 k=0 1=0 p=0

><E[V(n—J—U]
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4.2.6. Curva de aprendizagem

Para determinar a expressao da curva de aprendizagem do algoritmo MFE-LMS,
deve-se inicialmente substituir (4.11) em (4.9), e apdés uma simples manipulagdo

matematica na expressao resultante, obtém-se

é.(n)= Mleid(n —i)- MleiWT(n)x(n —i)+ Misg(n —i). (4.42)

Agora, aplicando-se novamente a definicdo do vetor de erro nos coeficientes

v(n)=w(n)-w_ em (4.42), obtém-se

é.(n)= Mleid(n —i)- MleivT(n)x(n —i)

(4.43)
M-1 M-1
=Y swix(n—i)+ Y sz(n-i).
i=0 i=0
Definindo-se o erro minimo de regime permanente como
M-I M-I M-1
e, (n)=>Y sd(n-i)- D swix(n—i)+ > sz(n-i), (4.44)
i=0 i=0 i=0
e substituindo-se (4.44) em (4.43), tem-se
M -1
&(nN)=€,(M- > sv (nx(n-i). (4.45)
i=0

Elevando-se ao quadrado ambos os lados de (4.42) e tomando-se o valor esperado da

expressao resultante, obtém-se

E[é; (m)]=E[€;(m]- 2Z SE[E,.(mV (mx(n—i)]

M-IM

2

i=0 j=0

(4.46)

1

s;s E[VI (Mx(n=i)x" (n— j)v(n)].

[
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Definindo-se a seguinte grandeza:

& (n)=E[& ()], (4.47)

determinam-se os valores esperados da expressao (4.46) como segue:

a) Calculo de E[&2(n)]:

Primeiramente, necessita-se conhecer € (n) ; para tal, substitui-se (4.36) em (4.41). Agora,

elevando-se ao quadrado a expressdo resultante, obtém-se

z

& (n) = 53 1s,, s,z(n—k)z(n—i. (4.48)
k=0

I
(=]

Tomando-se entdo o valor esperado em ambos os lados da expressao (4.48), tem-se

-1M-1
S.

& (m]=

i=0 k=

s E[z(n—K)z(n=)]. (4.49)

(=]

Levando-se em consideragao (iv), (4.49) ¢ escrita como

L6 (0] = 02 Y. 5 (4.50)

b) Calculo de MZi:lsiE[éoc(n)vT(n)x(n—i)]: (4.51)

i=0

Aplicando-se a considerag@o de analise (i) em (4.51), tem-se

M -1

s,E[€, (NV' (Nx(n-i)]= MZI s,E[€, (Nx" (n=1)]E[v(n)]. (4.52)

i=0

Define-se entdo o vetor:

a=S s E[6. (X (n—)]. (4.53)

i=0
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Agora, substituindo-se (4.44) em (4.53) e arranjando-se os termos da expressao resultante,

obtém-se
a= MZI > s, E[d(n—k)x"(n—i)]- 21 MZI 5,5 W, E[x(n—k)X"(n—i)]
i e (4.54)
+ 5,5 E[z(n—K)IE[X" (n—)].

A partir de (4.2), pode-se obter d(n—Kk); assim, substituindo-se a expressdo resultante em

(4.54) e utilizando-se as consideragdes de analise (ii) e (iv), obtém-se

a= sSW!R._, — SSW.R. (4.55)

a= SSW.R, , — sSW.R, , =0. (4.56)

Finalmente, aplicando-se (4.56) em (4.52), obtém-se

M -1

Z s,E[€, (NV' (Nx(n-i)]= MZI s,E[€,(Nx" (n=i)]E[v(n)]=0. (4.57)

¢) Caleulo de E[v"(n)x(n—i)x" (n— jv(n)]:

Como [V (n)x(n—i)x"(n— j)v(n)] é um escalar, o correspondente valor esperado é dado
por
E[V' (Mx(n=Dx"(n= )v(m)]=tr {E[V' (MR, v(n)]}

(4.58)
= tr{E[vV(mVT (MR, |-
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Finalmente, substituindo-se (4.47), (4.50), (4.57) e (4.58) em (4.46), obtém-se uma

expressdo para a curva de aprendizagem. Assim,

&(N) = 0p sz1 5 + ¥ MZ SiSjtr{R j-i E[v(n)vT(n)]}. (4.59)

i=0 i=0 j=

—_

A partir de (4.59), observa-se que para descrever o comportamento da curva de
aprendizagem ¢é necessario conhecer o valor esperado E[v(n)v'(n)]. Entretanto,

levando-se em consideragdo a hipotese de adaptagdo lenta, o momento de segunda ordem

pode ser determinado utilizando-se a aproximagao apresentada em [32]. Dessa forma,

E[v(n)v'(n)]= E[V(n)]E[V (n)], (4.60)

onde E[v(n)] ¢ dado por (4.41).

Assim, através de (4.59) e (4.60), obtém-se a descri¢do para o comportamento da curva de

aprendizagem do algoritmo MFE-LMS.
4.3. Modelo utilizando a teoria da independéncia

Para fins de comparacdo, nesta se¢do, ¢ apresentado um modelo do algoritmo
MFE-LMS considerando a TI. Nessa condigéo, tem-se que R, = E[x(n— a)x' (n—P)]=0

para B#a.

Usando-se entdo a TI em (4.34), o comportamento médio do vetor de coeficientes ¢ dado

por

Efw(n+D]=E[w(m]+uR, s {w, —E[w(n-i)]}

_ (4.61)
—u? D ssess, (R, +R, + Ry ){w, —E[w(n—j-D]}.
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onde

R?, jtp=kej+l=i

A
Il

Rj+p—kRj+I—i = , .
0, caso contrario

R?, i=kel=p
0, caso contrario
Rtr[R], j+l=kej+p=i
R, = Rj+|—ktr[R}+p—i] :{ Rl J ,J ) P
0, caso contrario
A partir de (4.61), observa-se que o modelo que utiliza a TI desconsidera as

correlacdes do vetor de entrada para instantes de tempo diferentes.

O vetor de regime permanente do vetor de coeficientes ¢ obtido aplicando-se o

limite quando N — o em ambos os lados de (4.61). Assim,

lim E[w(n +1)] =
M -1
lim E[w(m)]+ R Y 57 {wo _lim E[w(n— i)]} (4.62)
n—o i—0 n—owo
M-l i M-1M-1M-Il
Wy sisks,sp(RlJrRz+R3){W0—1im E[w(n—j—l)]}.

Assumindo-se entdo que o algoritmo convergiu, o valor de regime permanente do vetor de

coeficientes do filtro adaptativo ¢ determinado pela seguinte condigao:

%ing E[w(n+1)]= ging E[w(n-i)]= ginl E[w(n)]

. . (4.63)
=limE[w(n-j-K)]=w,_.
Agora, substituindo-se (4.63) em (4.62) e agrupando-se os termos comuns, tem-se
M-1
= (4.64)
M-l i M-IM-1M-I
—p? 5555, (R, +R, +R, ) (w, —w,).
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Entdo, realizando-se uma simples manipulagdo matematica em (4.64), obtém-se

W, =W,. (4.65)

Note que as expressoes (4.38) e (4.65) sdo iguais, ou seja, ambos os modelos t€ém o
mesmo valor de regime permanente. A diferenga estd na fase transiente. Isto acontece
porque, quando usada a TI, algumas correlagdes importantes sdo desconsideradas. Tal fato

ficara evidenciado no capitulo 5, no qual serdo apresentados os resultados de simulagao.

O vetor de erro nos coeficientes ¢ obtido pela substituicdo de (2.12) em (4.61);

portanto,

E[v(in+1D]+w,
_Ev()]+w, +1RY 8’ {w, —w, —E[v(n—i)]} (4.66)
—uzM_IZ':M IET (R, +R, +R,){w, —w, —E[v(n— j—D]}.

i=0 j=0 k=1 1=0 p=0

Finalmente, aplicando-se (4.65) em (4.66), obtém-se uma expressao recursiva para o vetor

erro nos coeficientes. Assim,

E[v(n+1)]=E[v(n)]- pRM 1szE[v(n —i)]

i=0
2M—1 i M-l (4‘67)

Z

M-

5555, (R, +R, +R; ) E[v(n— j-D)].

p=0

o

i=0 j=0 k=1 I=

(=}

As mesmas observacdes feitas para o comportamento médio do vetor de coeficientes
podem também ser estendidas para o vetor de erro nos coeficientes quando comparadas as

expressoes (4.41) e (4.67).

Utilizando-se a TI em (4.59), obtém-se a expressao do erro quadratico médio.

Assim,
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M= o, S s+ S st E[vinV (MR, (4.68)

sendo
E[v(n)v'(n)]= E[v(n)]E[V" (n)], (4.69)

onde E[v(n)] ¢ dado por (4.54).

A partir de (4.61), (4.67) e (4.68), pode-se observar que a TI desconsidera um
conjunto de termos que faz com que o modelo resultante seja inadequado para representar

o algoritmo em questdo. No proximo capitulo, serd evidenciada tal situacao.

4.4. Conclusdes

Neste capitulo, foi apresentado um modelo que descreve o comportamento dos
momentos de primeira e segunda ordens e da curva de aprendizagem do algoritmo
MFE-LMS. Tal modelo foi determinado levando-se em consideragdo a hipotese de
adaptacdo lenta e sinais Gaussianos de entrada. Também, para fins de comparacido ¢

apresentado um outro modelo que considera a TI para a sua obtengao.



CAPITULOS

RESULTADOS DE SIMULACAO

Neste capitulo, sdo apresentados resultados de simulagdes com objetivo de verificar
os modelos analiticos desenvolvidos nos Capitulos 3 e 4. Os parametros utilizados nos
exemplos foram escolhidos para representar, de forma clara e concisa, as vantagens e

limitagdes dos modelos propostos.

5.1. Algoritmo MDLMS utilizando sinal de entrada branco

Nesta se¢do, primeiramente, ¢ comparado o algoritmo DLMS convencional com o
algoritmo DLMS modificado (MDLMS) através do método Monte Carlo (MC). Para tal,
levam-se em conta trés parametros de comparacdo: valor maximo do passo de adaptacio,
velocidade de convergéncia (para um mesmo passo de adaptacao) € o erro em excesso, 0s
quais sdo determinados experimentalmente para cada um dos algoritmos. J4 nos exemplos
subseqlientes, sdo apresentados resultados dos modelos desenvolvidos para o algoritmo

DLMS modificado.
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Exemplo_1: Para este exemplo, sdo apresentados resultados de simulagdao Monte Carlo
(MC) (média de 200 realizagdes independentes) dos algoritmos DLMS e MDLMS. Os

parametros utilizados sdo: atraso D=12; resposta ao impulso da planta
WO:[1;0,9;0,8;0,7;—0,3;—0,4;—0,5;—0,6]T; {x(n)} processo branco, Gaussiano com
média zero e o, =1; limite superior para o passo de adaptagio = 0,06 e p__= 0,1
(determinados experimentalmente, observando-se o valor maximo do passo o qual
assegure a convergéncia do algoritmo para apenas uma realizacdo) para os algoritmos

DLMS e MDLMS, respectivamente. A Fig. 5.1 ilustra os resultados de simulagdo para

u=0,04, observando-se que o algoritmo MDLMS converge muito mais rapido do que o
algoritmo DLMS convencional para um mesmo valor de passo de adaptagdo. Os erros em
excesso iguais a 1,L10x10™ e 1,12x107* (obtidos a partir das simulagdes), correspondentes,

respectivamente, aos algoritmos MDLMS e DLMS, sdo também determinados.

10"

=
o
o

Curva de Aprendizagem

10°}

10-4 3 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500
Iteragdes

Figura 5.1. Exemplo 1. Curva de aprendizagem com p = 0,04. Algoritmo DLMS (linha irregular cinza);
algoritmo MDLMS (linha irregular preta).
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Exemplo 2: Neste exemplo sdo apresentados os resultados de simulagdo Monte Carlo
(média de 200 realizacdes independentes) e o modelo proposto para o algoritmo MDLMS.

Os parametros utilizados sdo: D = 6; a planta utilizada ¢ a mesma do Exemplo 1; {x(n)} ¢
um processo branco, Gaussiano com média zero € o, =1; o limite superior para o passo de
adaptagdo ¢ p_ = 0,1 (determinado experimentalmente). Para esse caso, sdo utilizados:
W /35un,./20 e n /7. As Figs. 5.2(a), 5.3(a) e 5.4(a) ilustram a evolu¢do do

comportamento médio do vetor de coeficientes considerando o método de Monte Carlo, o
modelo usando a TT (3.82) e os modelos propostos (3.36) e (3.72). As figuras mostram que
os modelos (usando a TI e os modelos propostos) predizem satisfatoriamente o
comportamento médio do vetor de coeficientes. As curvas mostradas correspondem aos

coeficientes E[w,(n)]-E[w,(n)] do filtro adaptativo. As Figs. 5.2(b), 5.3(b) e 5.4(b)

ilustram as curvas de aprendizagem obtidas a partir de simulagdo Monte Carlo e através

dos modelos tedricos (considerando a TI e os modelos propostos). Nota-se também aqui

um satisfatério casamento entre simulagdao e modelos tedricos obtidos.
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Figura 5.2. Exemplo 2. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes, com p . /35. Simulagdo MC

(linha irregular cinza); modelo utilizando a TI (3.82) idéntico aos modelos propostos (3.36) e (3.72) (linha
tracejada preta). (b) Curva de aprendizagem com p__/35. Simulagdo MC (linha irregular cinza); modelo

utilizando a TI (3.89) idéntico aos modelos propostos (3.58) e (3.80) (linha tracejada preta).
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Figura 5.3. Exemplo 2. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes, com p,_, /20. Simulagdo MC
(linha irregular cinza); modelo utilizando a TI (3.82) idéntico aos modelos propostos (3.36) e (3.72) (linha
tracejada preta). (b) Curva de aprendizagem com p_/20. Simulagdo MC (linha irregular cinza); modelo

utilizando a TI (3.89) idéntico aos modelos propostos (3.58) e (3.80) (linha tracejada preta).
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Figura 5.4. Exemplo 2. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes, com . /7. Simulagdo MC

(linha irregular cinza); modelo utilizando a TI (3.82) idéntico aos modelos propostos (3.36) e (3.72) (linha
tracejada preta). (b) Curva de aprendizagem com p /7. Simulacdo MC (linha irregular cinza); modelo

utilizando a TI (3.89) idéntico aos modelos propostos (3.58) e (3.80) (linha tracejada preta).

Exemplo 3: Neste exemplo os parametros usados sdo: D=12; planta
w, =[L0,9;0,8;0,7;0,6;0,5;0,4;0,3;0,2; 0,1;-0,1;-0,2;-0,3;-0,4;-0,5;-0,6 1";  passo
maximo p_ = 0,1 (determinado experimentalmente); para este exemplo, ¢ usado
W,... / 20. A Fig. 5.5(a) ilustra o comportamento médio do vetor de coeficientes obtidos a

partir de simulacdo Monte Carlo (média de 200 realizagcdes independentes) e através de
(3.82), (3.36) e (3.72). Observa-se que utilizando um filtro com maior nimero de
coeficientes também se obtém uma predigdo satisfatoria com o modelo utilizando a TI e os
modelos propostos. As curvas ilustradas correspondem aos valores esperados dos

coeficientes E[w,(n)]-E[w,(n)] do filtro adaptativo. A Fig. 5.5(b) mostra o

comportamento da curva de aprendizagem, observando-se novamente uma predicao

satisfatoria do resultado de simulagdo a partir de tais modelos.
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Figura 5.5. Exemplo 3. (a) Comportamento médio do vetor d

e coeficientes, com p,, /20. Simulagdo MC

(linha irregular cinza); modelo utilizando a TI (3.82) idéntico aos modelos propostos (3.36) e (3.72) (linha
tracejada preta). (b) Curva de aprendizagem com p_/20. Simulagdo MC (linha irregular cinza); modelo

utilizando a TI (3.89) idéntico aos modelos propostos (3.58) e (3.80) (linha tracejada preta).
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Exemplo 4: Para este exemplo, a planta utilizada ¢ ilustrada na Fig. 5.6(a), cuja dimensao ¢

N =32. Os outros parametros sao: D =20; valor médximo do passo de adaptagdo ¢
W, = 0,04 (determinado experimentalmente) e o valor utilizado ¢ p_, /20. As curvas
ilustradas na Fig. 5.6(b) correspondem aos valores esperados dos coeficientes E[w,(n)]-
E[w,(n)] do filtro adaptativo. Resultados similares resultados aos obtidos nas Figs. 5.5(b)

e (c) sdo também conseguidos nas Figs. 5.6(b) e (c), respectivamente. Novamente, o
modelo utilizando a TI e os modelos propostos apresentam resultados satisfatorios na
predicao da evolucdo do comportamento médio do vetor de coeficientes e da curva de

aprendizagem.
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Figura 5.6. Exemplo 4. (a) Resposta ao impulso da planta. (b) Comportamento médio do vetor de
coeficientes, com p,, /20. Simulagdo MC (linha irregular cinza); modelo utilizando a TI (3.82) idéntico aos
modelos propostos (3.36) e (3.72) (linha tracejada preta). (c) Curva de aprendizagem com p__ /20.

(3.80) (linha tracejada preta).

Simulag¢do MC (linha irregular cinza); modelo utilizando a TT (3.89) idéntico aos modelos propostos (3.58) ¢
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5.2. Algoritmo MDLMS utilizando sinal de entrada colorido

Nesta se¢do, primeiramente, ¢ comparado o algoritmo DLMS convencional com o
algoritmo MDLMS para um sinal de entrada colorido. Para tal finalidade, levam-se em
conta dois parametros de comparacgdo: velocidade de convergéncia méxima e o erro em
excesso, os quais sdo determinados experimentalmente para cada um dos algoritmos. O

sinal colorido ¢ obtido a partir de um processo auto-regressivo de segunda ordem dado por

x(n) =ax(h-1)+a,x(n-=2)+u(n), (5.70)

onde u(n) ¢ um ruido branco com variancia unitaria, a, =-0,975 e a, =0,95. A dispersao

dos autovalores da matriz de entrada ¢ 45,25. Os Exemplos 6, 7 e 8 desta se¢@o verificam a

precisdo do modelo proposto.

Exemplo 5: Neste exemplo, sdo apresentadas as curvas de aprendizagem obtidas a partir de
simulacdo Monte Carlo (média de 300 realizagdes independentes) dos algoritmos DLMS e
MDLMS. Os parametros utilizados sdo: D =12 e a planta utilizada ¢ a mesma do
Exemplo 1. Os valores do passo de adaptagdo maximo sdo p . = 0,02 e p_ = 0,05
(determinados experimentalmente) para os algoritmos DLMS e MDLMS, respectivamente.
Para esse caso, a dispersao dos autovalores da matriz de entrada ¢ 45,25 e o valor do
passo de adaptagdo considerado ¢ u=0,006. Da Fig. 5.7, nota-se que ambos os algoritmos

sdo representados por uma mesma curva, visto que tais algoritmos apresentaram tanto

similar velocidade de convergéncia quanto de erro em excesso.
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Figura 5.7. Exemplo 5. Curva de aprendizagem com p=0,006. Algoritmo DLMS idéntico ao algoritmo
MDLMS (linha irregular cinza).

Exemplo 6: Neste exemplo, os parametros utilizados sao: D=6, a planta ¢ a mesma

descrita no Exemplo 5.1; valor do passo de adaptagio maximo ¢ p = 0,04
(determinado experimentalmente), passo de adaptagdo usado ¢ 0,5u, . . A Fig. 5.8(a)

ilustra a evolugdo do comportamento médio do vetor de coeficientes considerando o
método de Monte Carlo, o modelo usando a TI (3.82) e os modelos propostos (3.36) e
(3.72). As figuras mostram que os modelos (usando a TI e os modelos propostos) predizem
satisfatoriamente o comportamento médio do vetor de coeficientes. As curvas mostradas
correspondem aos valores esperados dos coeficientes E[w,(n)]-E[w,(n)] do filtro
adaptativo. A Fig. 5.8(b) mostra o comportamento das curvas de aprendizagem obtidas a

partir de simulacdo Monte Carlo e através do modelo usando a TI e os modelos propostos,

apresentando um casamento satisfatorio entre a simulagao e os modelos tedricos derivados.
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Figura 5.8. Exemplo 6. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes para 0,5u,. . Simulagdo MC

(linha irregular cinza); modelo utilizando a TI (3.82) idéntico aos modelos propostos (3.36) e (3.72) (linha
tracejada preta). (b) Curva de aprendizagem com 0,5pu . . Simulagdo MC (linha irregular cinza); modelo
utilizando a TI (3.89) idéntico aos modelos propostos (3.58) e (3.80) (linha tracejada preta).
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Exemplo 7: Neste exemplo, os pardmetros utilizados sdo: D =12; a planta descrita no
Exemplo 3; o valor maximo do passo de adaptagdo p, = 0,02 (determinado
experimentalmente). A partir das figuras apresentadas para este exemplo, observa-se que
para um valor de passo de adaptagdo 0,25u ., os modelos tedricos mostrados nas
Figs. 5.9(a) e (b) apresentam uma predicdo adequada para o comportamento médio do
vetor de coeficientes e da curva de aprendizagem. Na Fig. 5.10(a), usando-se um valor de
passo de adaptacdo 0,4p ., o modelo que considera a TI (3.82) e o modelo proposto
(aproximagao de terceira ordem) (3.72), também apresentam uma predicao satisfatoria para
o comportamento médio dos coeficientes do filtro. No entanto, o modelo com aproximagao
de segunda ordem (3.36) diverge. Tal divergéncia é devido ao fato de o modelo ter sido
truncado, desconsiderando os termos afetados pelo fator p”, com B>3. Resultados

similares aqueles obtidos para o comportamento médio do vetor de coeficientes sdo

também obtidos para a curva de aprendizagem.
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Figura 5.9. Exemplo 7. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes para pu=0,25u . Simulagdo
MC (linha irregular cinza); modelo utilizando a TI (3.82) idéntico aos modelos propostos (3.36) e (3.72)
(linha tracejada preta). (b) Curva de aprendizagem com 0,25p . . Simulacdo MC (linha irregular cinza);
modelo utilizando a TI (3.89) idéntico aos modelos propostos (3.58) e (3.80) (linha tracejada preta).
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Figura 5.10. Exemplo 7. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes para 0,4p . . Simulagdo MC

(linha irregular cinza); modelo utilizando a TI (3.82) idéntico ao modelo proposto (3.72) (linha tracejada
preta). (b) Curva de aprendizagem com 0,4p . Simulagdo MC (linha irregular cinza); modelo utilizando a

TI (3.89) idéntico ao modelo proposto (3.80) (linha tracejada preta).

Exemplo 8: Neste exemplo, utilizou-se a planta ilustrada na Fig. 5.6(a); D =20; e valor
maximo do passo de adaptagdo p_ = 0,01 (determinado experimentalmente). As curvas
ilustradas nas Figs. 5.11(a) e 5.12(a) correspondem aos valores esperados dos coeficientes
E[w,(n)]-E[w,(n)] do filtro adaptativo. Resultados similares aqueles obtidos nas

Figs. 5.9(a), (b) e 5.10(a), (b) sdo também conseguidos nas Figs. 5.11(a), (b) e 5.12(a), (b),
respectivamente. Tal como ocorreu para o Exemplo 7, para este caso o modelo usando a

aproximagao de segunda ordem diverge para um valor do passo de adaptagdo de 0,4p_, .
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Figura 5.11. Exemplo 8. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes para 0,Ip, . . Simulagdo MC
(linha irregular cinza); modelo utilizando a TI (3.82) idéntico aos modelos propostos (3.36) e (3.72) (linha
tracejada preta). (b) Curva de aprendizagem com 0,1 . Simulacdo MC (linha irregular cinza); modelo
utilizando a TI (3.89) idéntico aos modelos propostos (3.58) e (3.80) (linha tracejada preta).
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Figura 5.12. Exemplo 8. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes com p=0,4u . Simulagdo
MC (linha irregular cinza); modelo utilizando a TI (3.82) idéntico ao modelo proposto (3.72) (linha tracejada

preta). (b) Curva de aprendizagem para 0,4y, . Simulagdo MC (linha irregular cinza); modelo utilizando a
TI (3.89) idéntico ao modelo proposto (3.80) (linha tracejada preta).
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5.3. Algoritmo MFE-LMS utilizando sinal de entrada branco

Nesta se¢do, primeiramente, ¢ comparado o algoritmo FE-LMS com o algoritmo
MFE-LMS através do método de Monte Carlo. Para tal, levam-se em conta trés pardmetros
de comparacdo: valor maximo do passo de adaptagdo, velocidade de convergéncia (para
um mesmo passo de adaptacdo) e o erro em excesso, os quais sdo determinados
experimentalmente para cada um dos algoritmos. J& nos seguintes exemplos, sdo
apresentados resultados dos modelos, proposto ¢ o que usa a TI, para o algoritmo

MFE-LMS.

Exemplo 9: Neste exemplo, sdo apresentados os resultados de simulacdo Monte Carlo

(média de 700 realizagdes independentes) dos algoritmos FELMS e MFELMS. A planta ¢é
a mesma descrita no Exemplo 1; s$=[0,052;0,281;0,67]", representa a resposta ao

impulso no caminho do erro; {X(n)} ¢ um processo branco, Gaussiano com média zero e

o’ =1; valores miximos do passo sio p_ = 0,16 e p__ = 0,2 (determinados

experimentalmente) para os algoritmos FELMS e FE-LMS, respectivamente. A Fig. 5.13

mostra os resultados de simulag¢do para p=0,12; observa-se que o algoritmo MFE-LMS
converge mais rapido do que o algoritmo FE-LMS para um mesmo valor do passo de

~ . . : »
adaptacdo. Também, determinou-se experimentalmente os erros em excesso 1,4x107" e

1,8x10™* (determinados a partir das simula¢des), correspondentes, respectivamente, aos

algoritmos MFE-LMS e FE-LMS.
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Figura 5.13. Exemplo 9. Curva de aprendizagem para p=0,12. Algoritmo FE-LMS (linha irregular cinza);
algoritmo MFE-MS (linha irregular preta).

Exemplo 10: Para este exemplo, a planta utilizada ¢ a mesma descrita no Exemplo 1;
s=[0,052; 0,28; 0, 66]T; {X(n)} é um ruido branco, Gaussiano com média zero e o. =1;
o limite superior do passo de adaptagdo é p, = 0,2 (determinado experimentalmente).
Para este caso sdo utilizados n=0,8u_. e 0,3p . As Figs. 5.14(a) e 5.15(a) mostram o

comportamento médio do vetor de coeficientes para os resultados de simulagdo Monte
Carlo, os obtidos através do modelo que utiliza a TI (4.61) e o modelo proposto (4.34).
Nota-se que o modelo proposto prediz satisfatoriamente a evolugdo do comportamento
médio do vetor coeficientes do filtro. Entretanto, o modelo que utiliza a TI apresenta um
descasamento na fase transiente; isso porque esse ultimo modelo nao considera as
correlagdes do vetor de entrada para tempos diferentes. As curvas mostradas nas Figs.

5.14(a) e 5.15(a) correspondem aos valores médios dos coeficientes E[w,(n)]- E[w,(n)] do

filtro adaptativo. As Figs. 5.14(b) e 5.15(b) ilustram as curvas de aprendizagem obtidas a
partir de simulagdo Monte Carlo, através do modelo que utiliza a TI (4.68) e do modelo
proposto (4.59). Novamente, nota-se que o modelo proposto prediz satisfatoriamente o
comportamento da curva de aprendizagem, enquanto aquele obtido com a TI falha para a

fase transiente.
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Figura 5.14. Exemplo 10. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes para 0,8p . Simulagdo MC

(linha irregular cinza); usando a TI (4.61) (linha continua preta); modelo proposto (4.34) (linha tracejada
preta). (b) Curva de aprendizagem com 0,8u__ . Simulagdo MC (linha irregular cinza); usando a TI (4.68)

(linha continua preta); modelo proposto (4.59) (linha tracejada preta).
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Figura 5.15. Exemplo 10. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes com 0,3p, . . Simulagdo MC

(linha irregular cinza); usando a TI (4.61) (linha continua preta); modelo proposto (4.34) (linha tracejada
preta). (b) Curva de aprendizagem para 0,3p__ . Simulagdo MC (linha irregular cinza); usando a TI (4.68)
(linha continua preta); modelo proposto (4.59) (linha tracejada preta).
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Exemplo 11: Para este exemplo, a planta considerada ¢ w_  =[1,00;0,84;0,45;0,67;—0,19
:0,39;0,12; 0,30; -0,54]"; s=[0,023;0,071;0,194;0,327;0,384]"; {X(n)}¢é um processo
branco, Gaussiano com média zero ¢ o, =1; valor maximo do passo de adaptagdo
n,.. = 0,16 (determinado experimentalmente). Para este caso, sdo utilizados:
p=0,6p e 0,3u_ (média de 100 realizagdes independentes). As curvas mostradas

nas Figs. 5.16(a) e 5.17(a) correspondem aos valores esperados dos coeficientes
E[w,(n)]- E[w,(n)] do filtro adaptativo. Resultados similares aqueles obtidos nas Figs.
14(a), (b) e Fig. 15(a), (b) sdo obtidos também nas Figs. 16(a), (b) e Figs. 17(a), (b). Tal
como para o Exemplo 10, o modelo proposto também apresenta uma boa concordancia

com os resultados de simulagao, enquanto o modelo que usa a TI falha na fase transiente.
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Figura 5.16. Exemplo 11. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes para 0,6y, . Simulagio MC

(linha irregular cinza); usando a TI (4.61) (linha continua preta); modelo proposto (4.34) (linha tracejada
preta). (b) Curva de aprendizagem com 0,6y . Simulagdo MC (linha irregular cinza); usando a TI (4.68)
(linha continua preta); modelo proposto (4.59) (linha tracejada preta).
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Figura 5.17. Exemplo 11. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes para 0,3p . . Simulagdo MC

(linha irregular cinza); usando a TI (4.61) (linha continua preta ); modelo proposto (4.34) (linha tracejada
preta). (b) Curva de aprendizagem com 0,3p__ . Simulagdo MC (linha irregular cinza); usando a TI (4.68)
(linha continua preta); modelo proposto (4.59) (linha tracejada preta).

5.4. Algoritmo MFE-LMS para sinal de entrada colorido

Nesta secdo, primeiramente, ¢ comparado o algoritmo FE-LMS com o algoritmo
MFE-LMS para um sinal de entrada colorido. Para tal, levam-se em conta trés pardmetros
de comparacdo: valor méximo do passo de adaptagdo, velocidade de convergéncia (para
um mesmo passo de adaptagdo) e o erro em excesso, os quais sdo determinados
experimentalmente para cada um dos algoritmos. J& nos seguintes exemplos, sdo
apresentados resultados dos modelos, que usa a Tl e o proposto para o algoritmo
MFE-LMS. O sinal colorido ¢ obtido a partir do processo auto-regressivo de segunda

ordem dado por (5.1).

Exemplo 12: Neste exemplo, sdo apresentadas as curvas de aprendizagem obtidas por
simulagdo Monte Carlo (média de 200 realiza¢des independentes) dos algoritmos FE-LMS

e MFE-LMS. A planta utilizada ¢é a mesma descrita no Exemplo 1;
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S= [0,052;0,281;0,66]T; valores maximos do passo de adaptagdo sdo: p_ = 0,06 e
n,.. = 0,12 (determinados experimentalmente) para os algoritmos FE-LMS e MFE-LMS,
respectivamente. Para este caso, a dispersao dos autovalores da matriz de entrada ¢ 45,25

e o valor do passo de adaptacdo utilizado ¢ p=0,018. Da Figura. 5.18, nota-se que ambos

os algoritmos apresentam uma mesma curva de aprendizagem, dado que eles possuem

similares velocidades de convergéncia e erros em excesso.
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Figura 5.18. Exemplo 12. Curva de aprendizagem para p = 0,018. Algoritmo FE-LMS idéntico ao algoritmo
MFE-LMS (linha irregular cinza).

Exemplo 13: Para este exemplo, a planta utilizada ¢ a mesma descrita no Exemplo 1; o

filtro no caminho do erro ¢ também o mesmo usado no Exemplo 10; o valor maximo do
passo de adaptagdo p__ =0,12 (determinado experimentalmente). Para este caso sdo
considerados: p=0,8u_ ., 0,6p e 0,5u  (média de 200 realizagdes independentes).
As curvas mostradas nas Figs. 5.19(a), 5.20(a) e 5.21(a) correspondem aos valores médios
dos coeficientes E[w,(n)]- E[w,(n)] do filtro adaptativo. As figuras mostram que o modelo
proposto (4.34) prediz satisfatoriamente o comportamento médio dos coeficientes do filtro.
Na Fig. 5.21(a), ¢ também mostrado o comportamento médio dos coeficientes usando a TI
(4.61). Observa-se que tal modelo falha para o regime transiente, como também o modelo

diverge para valores de passo de adaptagdo maiores do que 0,5u . . As observacdes feitas
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para o comportamento médio do vetor de coeficientes podem ser também estendidas para a
curva de aprendizagem, notando-se que o modelo proposto prediz satisfatoriamente seu
comportamento, enquanto aquele usando a TI falha na predi¢do do comportamento durante

a fase transiente para p <0,5n e diverge para u>0,5u .
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Figura 5.19. Exemplo 13. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes para pu=0,8u . Simula¢do

MC (linha irregular cinza); modelo proposto (4.34) (linha tracejada preta). (b) Curva de aprendizagem com
0,8u,,.. . Simulacdo MC (linha irregular cinza); modelo proposto (4.59) (linha tracejada preta).
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Figura 5.20. Exemplo 13. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes com p=0,6p . Simulagdo

MC (linha irregular cinza); modelo proposto (4.34) (linha tracejada preta). (b) Curva de aprendizagem com
0,6p,,.. Simulagdo MC (linha irregular cinza); modelo proposto (4.59) (linha tracejada preta).
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Figura 5.21. Exemplo 13. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes para 0,5u . . Simulagdo MC

(linha irregular cinza); usando a TI (4.61) (linha continua preta); modelo proposto (4.34) (linha tracejada
preta). (b) Curva de aprendizagem com 0,5p . . Simulagdo MC (linha irregular cinza); usando a TI (4.68)

(linha continua preta); modelo proposto (4.59) (linha tracejada preta).
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Exemplo 14: Para este exemplo, a planta e o filtro utilizados s@o descritos no Exemplo 11;

valor maximo do passo de adaptacdo ¢ p=0,2 (determinado experimentalmente), para
este caso sdo utilizados 0,8u_ . e 0,Ip . . Resultados similares aqueles obtidos na
Figs. 5.20(a), (b) e 5.21(a), (b) sdo também obtidos nas Figs. 5.22(a), (b) e 5.23(a), (b),
respectivamente. Novamente, o modelo proposto prediz adequadamente o comportamento
médio dos coeficientes ¢ a curva de aprendizagem. J4 o modelo que usa a TI falha em

regime transiente e, para um passo adaptacdo maior do que 0,1n__ , o modelo diverge.
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Figura 5.22. Exemplo 14. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes para 0,8u . . Simulagdo MC

(linha irregular cinza); modelo proposto (4.34) (linha tracejada preta). (b) Curva de aprendizagem com
0,8u,... Simulacdo MC (linha irregular cinza); modelo proposto (4.59) (linha tracejada preta).
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Figura 5.23. Exemplo 14. (a) Comportamento médio do vetor de coeficientes para 0,1p . . Simulagdo MC

(linha irregular cinza); usando a TI (4.61) (linha continua preta ); modelo proposto (4.34) (linha tracejada
preta). (b) Curva de aprendizagem com 0,1p . Simulacdo MC (linha irregular cinza); usando a TI (4.68)

(linha continua preta); modelo proposto (4.59) (linha tracejada preta).

5.5. Conclusodes

Neste capitulo, foram mostrados os resultados de simulagdo e os obtidos através
dos modelos desenvolvidos no Capitulos 3 e 4 para os algoritmos DLMS e FE-LMS
modificados, respectivamente, tanto para sinais de entrada brancos quanto para sinais
coloridos. A partir de tais resultados observa-se que os modelos aqui propostos predizem
satisfatoriamente o comportamento médio do vetor de coeficientes ¢ a curva de
aprendizagem. Também, sdo comparados os algoritmos DLMS e FE-LMS com suas

respectivas versdes modificadas via método de Monte Carlo.



CAPITULO 6

COMENTARIOS E CONCLUSOES FINAIS

Neste trabalho, um estudo detalhado dos algoritmos DLMS e FE-LMS modificados
¢ apresentado. Neste capitulo, os principais resultados obtidos sdo comentados como

também sdo sugeridas algumas propostas de trabalhos futuros.

6.1. Sumario e comentarios dos resultados

Apobs uma breve introducao dos algoritmos DLMS, DLMS modificado e FE-LMS
modificado (sendo esses dois ultimos o foco principal deste trabalho de pesquisa),
apresentamos, no Capitulo 2, um breve estudo do comportamento dos momentos de
primeira e segunda ordens do algoritmo DLMS ndo considerando a classica TI. Nos
Capitulos 3 e 4, ¢ introduzido um termo de compensa¢ao no sinal de erro nos algoritmos
DLMS convencional e FE-LMS convencional. Dessa forma, derivam-se as expressoes para
o sinal de erro dos algoritmos DLMS modificado (MDLMS) e FE-LMS modificado
(MFE-LMS) consideradas na atualizagdo do vetor de coeficientes. Tais algoritmos,
MDLMS e MFE-LMS, apresentam entdo o sinal de erro como uma fun¢@o de suas versoes
atrasadas (3.13) e (4.16), respectivamente, sendo que tal caracteristica ndo se encontra
presente em suas versdoes convencionais. Tal compensacao faz com que os algoritmos
modificados tenham um comportamento similar ao do algoritmo LMS convencional. Uma
outra particularidade desses algoritmos ¢ que o valor de regime permanente do vetor de
coeficientes ¢ igual ao do algoritmo LMS convencional. Tal fato ¢ mais bem observado em

(3.4) e (4.11), nas quais, para a condigdo de convergéncia, as respectivas diferencas
[w'(n)—w"'(n—-D)] e [w'(n)—w"(n—i)] sdo zeros, anulando assim o efeito do termo de

compensagdo. Ainda, nos Capitulos 3 e 4, sdo desenvolvidos modelos que descrevem o
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comportamento dos momentos de primeira e segunda ordens e da curva de aprendizagem
nao considerando a TI, levando em conta a hipotese de adaptagao lenta e utilizando sinais
de entrada Gaussianos. Cabe ressaltar que os modelos obtidos consideram todas as
correlacdes do vetor de entrada para instantes de tempo diferentes. Também, para fins de
comparacao, foi derivado o modelo considerando a TI para cada um dos algoritmos em

questao.

No Capitulo 5, sdo apresentados os resultados de simulagdo dos algoritmos estudados
nos Capitulos 3 e 4. Através do método de Monte Carlo, os algoritmos DLMS e FE-LMS
foram comparados com os algoritmos MDLMS e MFE-LMS, respectivamente. Observa-se
que as versdes modificadas podem utilizar passos de adaptagdo superior, tanto para sinais
de entrada brancos quanto para coloridos. Para o caso de sinais brancos, os algoritmos
MDLMS e MFE-LMS exibiram uma convergéncia mais rapida como também um erro em
excesso menor do que suas versdes convencionais. Ainda, neste capitulo, verificou-se a
precisdo dos modelos aqui propostos para o algoritmo MDLMS, observando-se um
casamento muito bom entre os resultados obtidos através da simulagdo Monte Carlo e
pelos modelos propostos, tanto para sinais de entrada brancos quanto para coloridos, desde
que a condi¢do de adaptacdo lenta seja satisfeita. No entanto, um dos modelos propostos
(aproximag¢do de segunda ordem) apresentou divergéncia para sinal de entrada colorido
quando usada uma planta de dimensdo superior a N =15. Para o caso do algoritmo
MFE-LMS, o modelo proposto apresentou uma boa concordancia com a simulagdo, tanto
para sinais brancos quanto para coloridos. Nos modelos considerando a TI, observa-se que
quando existe apenas um coeficiente do filtro diferente de zero no caminho do erro (caso
do algoritmo MDLMS), o modelo apresenta uma predi¢do muito boa comparado com os
resultados de simulacdo. No entanto, 2 medida em que mais de um coeficiente seja
diferente de zero (caso do algoritmo MFE-LMS), a TI j& ndo pode ser mais levada em
consideragdo. Esse ultimo fato fica evidente no descasamento entre o modelo considerando
a TI e a simulagao numérica durante a fase transiente. Além disso, para certos valores do
passo de adaptacdo (confinados a faixa de estabilidade), o modelo usando a TI pode

apresentar divergéncia.
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6.2. Propostade trabalhos futuros

Como proposta de trabalhos futuros podemos sugerir:

e Aprimoramento dos modelos que descrevem o comportamento médio do vetor de
coeficientes e da curva de aprendizagem sem restricdo a condi¢do de adaptagdo lenta

usada neste trabalho.

e Realizacdo de um estudo completo dos algoritmos MDLMS e MFE-LMS como, por

exemplo, estudo da estabilidade e passo de adaptagao maximo.

e Emprego de estratégias alternativas para reduzir a complexidade computacional dos

modelos aqui desenvolvidos.

e Desenvolvimento de modelos para outros algoritmos como, por exemplo, para os

algoritmos Fx-LMS modificado e LMS com erro filtrado hibrido.



APENDICE A

Determinag&o de E[x(n—k)x"(n—Hx(n—m)x"(n-0)]
Seja a seguinte matriz:
M =x(n—k)x" (n—=x(n-m)x" (n-0) (A1)

Considerando-se (M), um elemento da matriz M, entdo

N

M), = Z x(n—=k-rx(n—-l-g)x(n—m-qg)x(n—o0—p), (A.2)

g=1
comr=12,...Nep=12,...,N.
Tomando-se o valor esperado em ambos os lados de (A.2), tem-se
N
E[(M),,]= Z E[x(n=k-=r)x(n=I-=g)x(n—=m-g)x(n—0-p)]. (A.3)
q=1
Em [3], ¢ apresentado o valor esperado de E[z,z,2,z,], dado por
Elz,z,2,2,]1=E[z,2,]E[z,2,]1+ E[z,2,]E[2,2,]1+ E[Z,2,]E[Z,Z,]. (A.4)
onde z,, z,, Z,, Z, sdo assumidos Gauissanos com média zero
Agora, aplicando-se (A.4) em (A.3), tem-se
N
E[(M),,]= D E[X(N—k - )x(n—1 - q)JE[X(N M —g)x(N 0~ p)]
g=1
N
+Z E[x(n—k-=r)x(n—m-q)JE[x(n—=1=g)x(n—0—-p)] (A.S5)

g=1

+i E[x(n—k-r)x(n—0o—p)JE[x(n—I-g)Xx(n—m—qQ)].

g=l
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Expressando-se (A .5) em forma matricial, podem-se identificar as seguintes estruturas:

Mz

E[x(n—k-r)x(n—=I-q)JE[x(n—=m—-g)X(n—0—-p)]=

1

q

N (A.6)
Z E{[x(n—k)x" (n=D]JE{X(N=m)X" (N-0)],,} = R, (R 5
Z E[x(n=k=r)x(n—-m-q)JE[x(n=1-g)x(n—0—-p)]=
i (A7)
D E{x(n=k)x"(n—m)] JE{x(n-DHx" (n-0)],,} =R, R,
g=1
Z E[x(n—k-r)x(n—0o—p)JE[X(n—=I-q)x(n—=m-q)] =
N (A.8)
Z_: E{[x(n—k)x" (n=0)],, ) E{[x(n=Dx" (N—=m)]y} = Ry, tr[R, 1.
Finalmente, substituindo-se (A.6), (A7) e (A.8) em (A.5), determina-se
E[x(n—k)x (n=IHx(n—m)x (n—-0)] = (A9)

E[(M)rp] = R|—kR0—m + Rm—kRo—I + Ro—ktr[Rm—I]'

Para se verificar (A.9) sdo apresentados dois exemplos. O primeiro considera um

sinal de entrada branco; o segundo, um sinal de entrada colorido.

Exemplo A.1: Sinal de entrada x(n) ¢ branco e Gaussiano, com Gi =1; o momento

avaliado ¢ E[x(n)x" (n)x(n—j)x"(n—j)], com j=1 e uma média de 40000 realiza¢des
independentes.

Através de simulagdo Monte Carlo (MC)

1.01 -0.005 0.0001
E[],. =|-0.003 1.02 -0.004
1.02 -0.017 1.01
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A partir de (A.9)

(A9)

1
EL] ., =|0
1

S = O
- O O

Exemplo A.2: Neste caso, ¢ usado um sinal correlacionado obtido a partir de um modelo

auto-regressivo de segunda ordem, dado por

X(n)=ax(n-1)+a,x(n-2)+u(n), (A.10)

onde u(n) ¢ um ruido branco com variancia unitiria ¢ a =-0.975 e a,=0.95. A

dispersdo dos autovalores da matriz de autocorrelagdao do sinal de entrada ¢ igual a 82,84 ;

os dados utilizados sdo idénticos aos do Exemplo A.1.

Através de simulagdo Monte Carlo (MC)

431 293 0.6l
E[],.=|583 530 294

530 5.83 431
A partir de (A.9)

465 3.17 0.646
E[],,, =| 6:30 572 3.17
572 630 4.65



APENDICE B

Determinacéo de E[x(n—Kk)x" (n—Dx(n—-m)x"(n-0)x(n— p)x" (n—q)]
Seja a seguinte matriz:
M =x(n=K)x" (n=DHx(n—=m)x" (n-0)x(n- p)x" (n—q). (B.71)

Considerando-se (M),, um elemento da matriz M, entdo

(M), =ZN:ZN:x(n—k—a)x(n—l —b)x(n—-m-b)x(n-o-c)x(n—p-c)x(n—-q-d),

b=1 c=l

(B.72)

coma=12,...Ned=12,....N.

Tomando-se o valor esperado em ambos os lados de (B.72), tem-se

E[(M),]= ii E[x(n—-k—-a)x(n—1-=b)x(n—-m-Db)x(n—o-c)x(n—p—c)x(n—gq—d)].

b=l c=1

(B.73)

Segundo [30], o valor esperado ¢ dado por
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E[(M),4]=

ZZE[x(n k —a)x(n—1—b)JE[x(n—m-Db)x(n—0—Cc)]E[x(n— p—c)x(n—q—d)]

b=1 c=l1

+ZN:§:E[x(n k—a)x(n—=I-b)JE[x(n—m=b)x(n— p-C)]JE[x(n—=0-C)x(n—q—d)]

b=l c=1

+ZN12N:E[x(n k—a)x(n—I-Db)JE[x(n—m—-b)x(n—q—-d)]E[x(n—0—-C)x(n— p—C)]

3 E[x(n—k —a)x(n—0— c)JE[x(n—1 ~b)x(n —q — )JE[X(n - M —b)x(n— p—c)]
3 E{x(n—k —a)x(n— p—c)JE[X(n —m—b)x(n—0— c)JE[X(n—I ~b)x(n —q— )]
E[x(n—k —a)x(n— p—C)JE[X(n— M —b)x(n—| ~b)]E[x(n 0~ C)x(n—q ~d)]
E[x(n—k —a)x(n— p—C)JE[X(n~ M —b)x(n g —d)E[x(n 0~ c)x(n | ~b)]
3 E{x(n—k —a)x(n— g ~d)E[X(N —m —b)x(n— 0~ C)JEx(n— p—c)x(n—1 ~b)]
3 Efx(n—k —a)x(n— g~ d)JE[X(n—m—b)x(n— p—c)JE[X(n—0—c)x(n—I ~b)]

i E[x(n—k —a)x(n—g—d)JE[x(n—m—=Db)x(n—=1=b)]E[x(n—0—-C)X(n— p—C)].
(B.74)

Expressando-se (B.4) em forma matricial, podem-se identificar as seguintes estruturas:
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ii E[x(n—k—-a)x(n—I-b)JE[x(n—m—-b)x(n—0—-C)[E[x(n— p—-C)X(n—q—d)]=
b=1 c=1
D> E{x(n=k)x" (n=DL, E{x(n=m)X" (N =0)],. }E{X(N = p)X" (N = )]s} =
Ri«RonRyp-

(B.5)
ii E[x(n—k—-a)x(n—1-b)JE[x(n—m—-b)x(n— p—C)]JE[X(n—0—-C)X(n—q—d)]=
b=1 c=1
D> E{x(n=k)x" (n=D ], E{[(x(n —=m)x" (n = p)], JE{[(X(n—0)x" (N=q)] 4} =
R Ry mRyo-

(B.6)

i E[x(n—-k—-a)x(n=1-Db)JE[x(n—=m—=Db)x(n—qg—-d)] E[x(n—0-c¢c)X(n— p—C)]=

2.
b=1 c=
2. 2 E{x(n= kX" (=D, E{X(n=m)x" (N~ )], }E{X(n=0)X" (N~ P) .} =

=1

o

emttR ]

(B.7)
iZN: E[x(n—k—-a)x(n—m-Db)JE[x(n=1-b)Xx(n—0-C)JE[x(n— p-C)X(n—qg—-d)]=
2> E{X(n=k)x" (n=m)], JE{[x(n = X" (n=0)], }E{[X(n— p)X" (N = Q)]s } =
b=1 c=1
R «RoiRqp-

(B.8)
ii E[x(n—k —a)x(n—m-b)JE[x(n—=1-b)x(n— p—C)JE[X(n—0—-C)X(n—q—d)]=
b=1 c=1
D> E{x(n= k)X (n=m)], }E{X(n=DxX" (N = p)], JE{X(N—0)x" (N = )]s} =
Ru R, R

(B.9)
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D > E[x(n—k—a)x(n—m-b)JE[x(n—1=b)x(n—q—d)JE[X(N—0—C)X(N— p—C)]=
b=1 c=1
ZZ E{[x(n—=k)x" (n—=m)], JE{[X(n=Dx" (n= )], }E{[X(N—0)X" (N= P)] .} =
Rm—qu—Itr[Rp—o]-

(B.10)
> > E[x(n—k—a)x(n—0—C)IE[x(n—I-b)x(n—m—b)JE[x(n— p—c)x(n—q—d)] =
b=l c=1
ZZ E{x(n—k)X" (n=0)], JE{(x(n=Dx" (n—=m)], }E{[X(n— p)x" (N—q)] 4} =
Ro—ktr[Rm—l]Rq—p'

(B.11)
Zi E[x(n—=k—-a)x(n—0-C)JE[x(n—1-=Db)x(n— p—-C)[E[x(n—m—=b)x(n—q-d)]=
b=1 c=l1
ZZ E{[x(n—k)X" (n=0)], JE{[X(n=Dx" (N = p)],. }E{[X(Nn—m)X" (= )]} =
Ro—k RTp—I Rq—m

(B.12)
Z E[x(n—=k—-a)x(n—0-C)JE[x(n—1-b)x(n—q—-d)JE[x(n—m—=Db)x(nh— p—cC)]=

2.
b=1
D D E{DX( =KX (1= 0)], JE{X(M =X (1= )y FE{[X(=m)x" (0= )]} =
2

2 E{X(n=k)x" (n=0)] . JE{[X(N—m)X" (N — p)L,.  E{[X(N=DX" (=)}, } =

T
o—k R p-m Rq—I .

(B.13)

D E{X(n=K)X" (= P)L, JE{X(N—=m)X" (n—0)], }E{[X(N—DX" (N Q)] } =

T
p—k R 0-m R q-1*

(B.14)
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ii E[x(n—-k—=a)x(n—p—-C)E[X(n—m-=Db)x(n—1-b)JE[x(n—0-c)Xx(n—q—-d)]=
b=1 c=1

D> E{X(N=K)X" (n= P)LJE{[X(n—m)X" (N = D], }E{[X(n—0)x" (N— )]y } =
Rp—ktr[Rl—m]Rq—o'

(B.15)
ZN:ZN: E[x(n—k—-a)x(n— p-C)[E[x(n—=m=Db)x(n—g—d)]JE[x(n—0-C)x(n—I—-b)]=
2> (EX(n=k)x" (= p)), JE[(X(n—=m)X" (N =) JE[(X(N—0)X" (N 1)), ] =
b=1 c=1
DD E{x(n=k)x" (n= p)LJE{X(N—0)x" (N =D, E{X(N—m)X" (N= )]y} =
Rp—kRI—oRq—m'

(B.16)
iZN: E[x(n—k—-a)x(n—q—d)]E[x(n—=m—=Db)x(n—0—C)JE[x(n— p-C)x(n—1-b)]=
2> E{X(n=k)X" (N =)L, JE{X(n=m)X" (- 0)], }E{[x(n— p)x" (n=D)],,} =
b=1 c=1
R« t[R, R, 1.

(B.17)
ZN:ZN: E[x(n—k —-a)x(n—qg-d)JE[x(n—m—-Db)x(n— p—C)JE[x(n—0—-C)x(n—1-b)]=
2> E{X(n=k)X" (N =)L, JE{X(n—m)X" (N = )], }E{[x(n—0)x" (n=D)],} =
b=1 c=1
Rq—ktr[Rp—leT—o]'

(B.18)
ZN:ZN: E[x(n—k —-a)x(n—q—d)]E[x(n—=m—=Db)x(n—I-=b)JE[x(n—0—C)X(n— p—C)]=
2> E{X(n=k)X" (N =)L E{X(n—=m)X" (N = )], }E{[X(n—0)X" (N = P)],.} =

o
Il

1 1

o
Il

I:eq—ktr[Rl—m ]tr[Rf)—o]'
(B.19)

Finalmente, substituindo-se (B.5) até (B.19), obtém-se:
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E[x(n—k)x" (n=Hx(n-m)x" (n-0)x(n— p)x" (n-q)] = E[(M),4]=
R, Ry nRy s +R R, nRe o R Ry ntR, 1+ R, (Ro Ry
+RRR L+ RR IR, I+ R U[R IR, + Ro—kRT)—qu—m
+ Ro—kRTp—qu—l + Rpflequfl +R G UR IR+ R AR LR
+R,tr[R,_ R _1+R_t[R R J+R_  tR_ Jtr[R ]
(B.20)

Para se verificar (B.20) sdo apresentados dois exemplos. O primeiro considera um

sinal de entrada branco; o segundo, um sinal de entrada colorido.

Exemplo B.1: Sinal de entrada Xx(n) ¢é branco e Gaussiano, com 0)2( =1; o momento
avaliado ¢ E[x(n)x"(n— j—k)x(n— j)x" (n— jx(mx"(n—j—k)] com j=1, k=1 e uma

média de 40000 realizagdes independentes.

Através de simulagdo Monte Carlo (MC), obtém-se

0.98 -0.018 0.006 0.002

E[]| -0.038 1.976 -0.014 0.007
SMe 6,903 -0.049 1.981 -0.008
-0.049 6.916 -0.032 0.986

A partir de (B.20), tem-se

E[']|(BA20)

S N o -
N O DO
S b O O
- o O O

Exemplo B.2: Neste caso, ¢ usado um sinal colorido obtido a partir de um processo

auto-regressivo de segunda ordem, dado por

X(n) =g x(n-1)+a,x(n=2)+u(n), (B.21)
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onde u(n) ¢ um ruido branco com varidncia unitaria e a, =-0.975 e a,=095. A
dispersao dos autovalores da matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada ¢ igual a 82,84 ;

os dados utilizados sao idénticos aos do Exemplo B.1.

Através de simulagdo Monte Carlo (MC), obtém-se

-6.68 “13.46 -6.98
EL],. =| 788 -6.026 -10.21
15.27 7.87 -6.72

A partir de (B.20), tem-se

-6.12 1230 -6.37
E[] .0 =| 721 548 -12.30
13.96 721  -6.12



[1]

(2]

[3]

[4]

[3]

[6]

[7]

(8]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

B. Widrow and S. D. Stearns. Adaptive Signal Processing, Prentice Hall, 1998.
S. Haykin. Adaptive Filter Theory, Prentice Hall, 2001.

I. S. Reed, “On a moment theorem for complex Gaussian processes,” IEEE. Trans.

Inform. Theory, vol. 8, no. 3, pp. 194-195, Apr. 1962.

H. Kobayashi, “Correlative level coding and maximum-likelihood decoding,” IEEE

Trans. Inform. Theory, vol. 17, no. 5, pp. 586-594, Sept. 1971.

G. D. Forney Jr., “Maximum-likelihood sequence estimation of digital sequences in
the presence of intersymbol interference,” IEEE Trans. Inform. Theory, vol. 18,
no. 3, pp. 363-378, May. 1972.

K. Abend and B. D. Fritchman, “Statistical detection for communication channels
with intersymbol interference,” Proc. of IEEE, vol. 58, no. 5, pp. 779-785,
May. 1970.

M. D. Meyer and D. P. Agrawal, “A high sampling rate delayed LMS filter
architecture,” IEEE Trans. Circuits Syst. Il: Anal. Dig. Signal Process., vol. 40,
no. 11, pp. 727-729, Nov. 1993.

C.-L. Wang, “Bit-serial VLSI implementation of delayed LMS adaptive FIR filter,”
IEEE Trans. Signal Process., vol. 42, no. 8, pp. 2169-2175, Aug. 1994.



Referéncias bibliograficas 99

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

H. Herzberg, R. Haimi-Cohen and Y. Be’ery, “A systolic-array for adaptive filters:
Design and performance analysis,” Proc. IEEE 15th Conv. Of Electrical and
Electronic Eng., Tel-Aviv, Israel, Apr. 1987, pp. 4.1.3:1-4.

, “A systolic-array realization of adaptive filter and the effects of delayed
adaptation,” IEEE Trans. Acoustics, Speech, Signal Process., vol. 40, no. 11,
pp- 2799-2803, Nov. 1992.

C. H. Kim, H. Soeleman, and K. Roy, “Ultra-low-power DLMS adaptive filter for
hearing aid applications”, IEEE Trans. Very Large Scale Integration Systems.,
vol. 11, no. 6, pp. 1058-1067, Dec. 2003.

G. Long, F. Ling, and J. Proakis, “The LMS with delayed coefficient adaptation,”
IEEE Trans. Acoustics, Speech, Signal Process., vol. 37, no. 9, pp. 1397-1405,
Sept. 1989.

—, “Corrections to the LMS with delayed coefficient adaptation,” IEEE Trans.

Acoustics, Speech, Signal Process., vol. 40, no. 1, pp. 230-232, Jan. 1992.

P. Kabal, “The stability of adaptive minimum mean square error equalizers using
delayed adjustment,” IEEE Trans. Commun., vol. COM-31, no. 3, pp. 430-432,
Mar. 1983.

R. Haimi-Cohen, H. Herzberg, and Y. Be’ery, “Delayed adaptive LMS filtering:
currents results,” Proc. IEEE Int. Conf. Acoustics, Speech, Signal Process.,
Albuquerque, NM, USA, vol. 3, Apr. 1990, pp. 1273-1876.

O. J. Tobias, J. C. M. Bermudez, and N. J. Bershad, “Stochastic analysis of the
delayed LMS algorithm for a new model,” Proc. IEEE Int. Conf. Acoustics, Speech,
Signal Process., Istanbul, Turkey, vol. 1, Jun. 2000, pp. 404-407.

R. D. Poltmann, “Conversion of the delayed LMS algorithm into the LMS
algorithm,”” IEEE Signal Process. Lett., vol. 2, no. 12, pp. 223, Dec. 1995.



Referéncias bibliograficas 100

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

M. Rupp, “Saving complexity of modified filtered-X LMS and delayed update LMS
algorithms,” IEEE Trans. Circuits Syst. II: Anal. Dig. Signal Process., vol. 44, no. 1,
pp. 45-48, Jan. 1997.

J. E. Mazo, “On the independence theory of equalizer convergence,” Bell System
Technical Journal., vol. 58, no. 5, pp. 963-993, May/June 1979.

S. J. Eliott and P. A. Nelson, “Active noise control,” IEEE Signal Processing Mag.,
vol. 10, pp. 12-35, Oct. 1993.

J. R. Glover Jr., “Adaptive noise canceling applied to sinusoidal interferences,” |IEEE

Trans. Acoustics, Speech, Signal Process., vol. 25, no. 6, pp. 484-491, Dec. 1977.

O. J. Tobias, J. C. M. Bermudez, N. J. Bershad, and R. Seara, ““ ,” Proc. IEEE Int.
Conf. Acoustics, Speech, Signal Process., Seattle, USA, May 1998, pp. 3545-3548.

—, “Second moment analysis of the filtered-X LMS algorithm,” Proc. IEEE Int.

Conf. Acoustics, Speech, Signal Process., Phoenix, USA, Mar. 1999, pp. 1873-1876.

E. A. Wan, “Adjoint-LMS: An efficient alternative to the filtered-x LMS and
multiple error LMS algorithms,” Proc. IEEE Int. Conf. Acoustics, Speech, Signal
Process., Atlanta, USA, vol. 3, May 1996, pp. 1842-1845.

S. Shaffer and C. S. Williams, “The filtered error LMS algorithm,” Proc. IEEE Int.
Conf. Acoustics, Speech, Signal Process., Boston, USA, Apr. 1983, pp. 41 44.

M. Rupp and A.H. Sayed, “Modified FX-LMS algorithms with improved
convergence performance,” Proc. 29th Asilomar Conf. Signals, Systems, Computers,
Pacific Grove, CA, USA, vol. 2, Nov. 1995, pp. 1255-1259.

S. C. Douglas, “An efficient implementation of the modified filtered-x LMS
algorithm,” IEEE Signal Process. Lett., vol. 4, no. 10, pp. 286-288, Oct. 1997.



Referéncias bibliograficas 101

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

E. Bjarnason, “Analysis of the filtered-X LMS algorithm,” IEEE Trans. Speech and
Audio Process., vol. 3, no. 6, pp. 504-514, Nov. 1995.

E. Bjarnason, “Algorithms for active noise cancellation without exact knowledge of
the error-path filter,” Proc. IEEE Int. Symp. Circ. Syst., London, UK, vol. 2,
June 1994, pp. 573-576.

N. Morita and T. Yajima, “Ultrahigh-time-resolution coherent transient spectroscopy

with incoherent light,” Phys. Rev. A, vol. 30, no. 5, pp. 2525-2536, Nov. 1984.

H. T. Kung and W. L. Lin, “An algebra for VLSI algorithm design,” Proc. Conf.
Elliptic Problem Solvers, Monterey, CA, USA, Jan. 1983, pp. 141-160.

N. J. Bershad, P. Celka, and J. M. Vesin, “Stochastic analysis of gradient adaptive
identification of nonlinear systems with memory for Gaussian data and noisy input
and output measurements,” IEEE Trans. Signal Process, vol. 47, no. 3, pp. 675-689,
Mar. 1999.

J. M. Kates, “Feedback cancellation in hearing aids: Results from a computer

simulation,” IEEE Trans. Signal Process., vol. 39, no. 3, pp. 553-562, Mar. 1991.

D. P. Welker, J. E. Greenberg, J. G. Desloge, and P. M. Zurek, “Microphone-array
hearing aids with binaural output-part II: A two-microphone adaptive system,” |IEEE

Trans. Speech and Audio Process., vol. 5, no. 6, pp. 543551, Nov. 1997.

J. A. Maxwell and P. M. Zurek, “Reducing acoustic feedback in hearing aids,” IEEE
Trans. Speech Audio and Process., vol. 3, no. 4, pp. 304-313, July 1995.

S. D. Snyder and C. H. Hansen, “The effect of transfer function estimation erros on
the filtered-X LMS algorithm,” IEEE Trans. Signal Process, vol. 2, no.4,
pp. 950-953, April 1994.



	Juan_part 1.pdf
	FLORIANÓPOLIS
	Dissertação submetida à
	como parte dos requisitos para a


	Juan Rodrigo Velásquez López
	‘Esta Dissertação foi julgada adequada para obtenção do Titu
	Prof. Rui Seara, Dr.
	Prof. Rui Seara, Dr.
	Orlando José Tobias, Dr.
	Prof. Sidnei Nocceti Filho, Dr.
	A mi madre, bernarda



	AGRADECIMENTOS
	Juan Rodrigo Velásquez López
	Março/2006
	Abstract of Dissertação presented to UFSC as a partial fulfi


	Juan Rodrigo Velásquez López
	March/2006
	SUMÁRIO
	Lista de Figuras
	4   Algoritmo LMS de Erro Filtrado Modificado. . . . . . . .
	5   Resultados de Simulação. . . . . . . . . . . . . . . . .
	6   Comentários e Conclusões Finais . . . . . . . . . . . . 

	LISTAS DE FIGURAS

	Figura 1.1. Diagrama de blocos do algoritmo LMS de erro filt
	Figura 2.1. Diagrama de blocos do algoritmo DLMS------------
	Figura 4.1. Diagrama de blocos do algoritmo FE-LMS----------





	Juan_part 2.pdf
	1.1. Algoritmo DLMS
	1.2. Algoritmo DLMS modificado
	1.3. Algoritmo FE-LMS modificado
	ALGORITMO DLMS CONVENCIONAL
	A curva de aprendizagem representa a evolução, ao longo do t

	3.1. Introdução
	Neste capítulo, são derivadas as expressões que descrevem o 
	3.2. Derivação do algoritmo DLMS modificado
	Modelo do algoritmo DLMS modificado (aproximação de segunda 
	Comportamento médio do vetor de coeficientes
	3.3.2. Valor de regime permanente do vetor de coeficientes
	3.3.3. Vetor de erro nos coeficientes
	3.3.4. Curva de aprendizagem
	Definindo-se a seguintes grandezas:
	Finalmente, substituindo-se  em , tem-se o seguinte resultad
	A partir de , observa-se que, para descrever o comportamento
	Assim, através das expressões  e , obtém-se a descrição para
	3.4. Modelo do algoritmo DLMS modificado (aproximação de ter
	3.4.1. Comportamento médio do vetor de coeficientes
	Note que em , novamente, são consideradas todas as correlaçõ
	Agora, substituindo-se  em , tem-se:
	3.4.2. Valor de regime permanente do vetor de coeficientes
	3.4.3. Vetor de erro nos coeficientes
	Agora, Aplicando-se  em , obtém-se uma expressão que descrev
	3.4.4. Curva de aprendizagem
	Modelo utilizando a teoria da independência
	Note que em  são desconsideradas as correlações do vetor de 
	Conclusões
	ALGORITMO LMS DE ERRO FILTRADO MODIFICADO
	Finalmente, a equação de atualização dos coeficientes é dada
	Aplicando-se  em , tem-se


	A partir de , observa-se que para descrever o comportamento 
	Assim, através de  e , obtém-se a descrição para o comportam
	sendo
	Conclusões
	Neste capítulo, foi apresentado um modelo que descreve o com
	Proposta de trabalhos futuros
	Finalmente, substituindo-se (A.6), (A7) e (A.8) em (A.5), de
	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS




