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Resumo

Este trabalho trata da andlise de métodos de regularizacao tipo level set para problemas
inversos. Tais problemas sao tipicamente mal postos no sentido de Hadamard (a dependéncia
continua de solugdes nao é satisfeita) e envolvem operadores tanto nao lineares quanto descon-
tinuos. Devido a essa tltima caracteristica, as técnicas classicas de regularizacao nao podem
ser aplicadas diretamente para esses problemas, visto que essas técnicas exigem Fréchet dife-
renciabilidade do operador que modela o problema inverso. A técnica de regularizacao aqui
proposta é baseada na minimizagao de um funcional de Tikhonov. Um novo conceito gene-
ralizado de minimizacao ¢é introduzido. A partir dai, sdo obtidos resultados de existéncia de
minimizantes para o funcional de Tikhonov e é realizada uma analise de convergéncia para o
método de regularizagao. Testes numéricos para o problema de tomografia por emissao (EIT)

sao apresentados a fim de ilustrar a eficiéncia do método em estudo.
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Abstract

In this monography we consider regularization methods of level set type for inverse pro-
blems. These problems are typically ill-posed in the sense of Hadamard (continuous dependency
is not satisfied) and are modeled by nonlinear operators and by discontinuous operators as well.
Due to this last characteristic, classical regularization techniques cannot be directly applied for
these inverse problems, since these techniques require a Fréchet differentiability assumption on
the parameter to output map. The regularization method considered here is based on the mini-
mization of a Tikhonov functional. A generalized minimization concept is introduced. This is
the starting point to prove existence of minima for the Tikhonov functional as well as to prove
a convergency property of the regularization method. A numerical experiment concerning the
emission tomography (EIT) problem is presented in order to illustrate the efficiency of the

proposed method.
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Introducao

Uma vasta quantidade de problemas em ciéncias aplicadas, em especial, em ciéncias
médicas, ambientais, em engenharia, estao relacionados com a determinagao da forma de um
conjunto D C €, onde © C RY ¢ um dominio de referéncia conhecido. Diversos desses pro-
blemas sao modelados por equagoes diferenciais parciais, em que a funcao caracteristica de
um conjunto ID representa um parametro que rege as leis fisicas do sistema estudado como,
por exemplo, a condutividade elétrica, a condutividade térmica de diferentes materiais. Tais
problemas aparecem em aplicagoes relacionadas a medicina, com a deteccao de tumores; em
ciéncias ambientais, com o monitoramento de fluidos, deteccao de depdsitos de minerais no
subsolo; em engenharia, com a detecc¢ao de corrosdo em estruturas [4, 5, 6, 8, 10, 15, 18]. Esses
problemas pertencem a familia dos problemas de identificacao ou reconstrucao de parametros
modelados por equacoes diferenciais parciais.

Neste trabalho tratamos de problemas de identificacao de parametros que podem ser repre-
sentados pela funcao caracteristica de um conjunto D C 2. A reconstrucao de tais parametros,
(ou analogamente da forma do conjunto D) é feita por métodos de regularizacao tipo level set.
Tais métodos tem como caracteristica principal a representacao da fronteira de D através das
curvas de nivel de uma funcao, denominada funcao level set.

No Capitulo 1, apresentamos a teoria cldssica de regularizacao para problemas inversos,
em particular a regularizacao de Tikhonov e Landweber, ambos com algumas variantes, e
a regulariacao assintética. Nesse primeiro Capitulo, os resultados nao sao verificados com
rigor, apenas apresentamos uma explanagao da teoria. A verificacdo pode ser encontrada nas
referéncias. O Capitulo 2 é uma breve introducao a teoria dos métodos level set em problemas
inversos. A pretencao é a de introduzir a teoria de problemas que envolvem métodos level set
bem como fazer referéncia aos trabalhos mais relevantes dessa abordagem. Para o Capitulo 3
é reservado a apresentacao dos resultados de regularizacao para métodos level set sob o ponto
de vista de otimizacao restrita. Nesse, resultados de existéncia de solugoes para o problema
inverso F'(u) = y (onde u pertence a uma classe admissivel) sdo garantidos através de resultados
teodricos, baseados em uma abordagem funcional analitica. No Capitulo 4 é apresentada uma
aplicacao do método iterativo derivado no Capitulo 3 para a reconstrucao da forma de um
conjunto D C §2 no problema cléssico de tomografia por impedancia. Uma implementacao

numérica é apresentada no final desse Capitulo.



Capitulo 1

Teoria Classica para Regularizacao de

Problemas Inversos

Este capitulo, apresenta uma breve introducao aos problemas inversos e mal postos, com
enfase a apresentagao de algumas estratégias de regularizacao. Sao apresentadas consideracoes,
necessarias e suficientes, para a regularizacao de operadores lineares e nao-lineares mal postos,
de modo a garantir estabilidade e obter taxas de convergéncia. Em outras palavras, sao im-
postas condigoes de regularidade no operador F para que tenhamos uma aproximacao estavel

e convergente para a solugao exata do problema, mesmo que seja num sentido fraco (veja [16]).

1.1 Introducao aos Problemas Inversos e Mal Postos

O estudo de problemas inversos é muito novo e também muito velho. Ha cerca de dois
milénios atras, no livro VII do didlago “Repiblica”, Platao propos o filoséfico problema de e
reconstruir a “realidade”pela observagao da imagem de objetos e pessoas através de sombras
que sao projetadas na penumbra de uma caverna. Com idéia de discutir aspectos filisoficos
das fontes de conhecimento humano, Platao também estava introduziu o primeiro exemplo de
problemas inversos que se tem relatos [26].

Nas ultimas décadas, um novo campo de estudos na area de matematica aplicada, tem
conquistado uma grande quantidade de pesquisadores adeptos. Esse trata de problemas como
os formulados por Platao. A essa drea de estudos denominamos Problemas Inversos. O subito
crescimento deve-se, certamente, ao grande niimero de aplicacoes em outras ciéncias, como, por
exemplo, em geofisica, engenharia, ciéncias médicas (essa tultima, com énfase na reconstrucao
de imagens), ciéncias ambientais, entre outras [3, 10, 16, 21].

Diante do exposto até agora surge a questao: O que sao os chamados problemas inversos?
Segundo [10], entendemos por um problema inverso aquele que aparece na tentativa de determi-

nar uma causa, dada a observacao de um efeito. Enquanto, um problema é dito direto, quando,
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dada uma causa, determinamos o efeito. Em [21] diz-se que dois problemas sao inversos um
do outro se a formulacdo de um envolve todo (ou parcial) conhecimento da solu¢do do outro.
Assim, sempre que hd um problema direto ( o qual entendemos pelo que é mais estudado ou ja
é conhecido), existe um problema inverso ( do qual ainda pouco se conhece).

Geralmente, representamos um problema inverso por equacoes do tipo

F(u) =y, (1.1)

para um dado efeito y; e uma causa a ser determinada u que pertence a um conjunto de dados
admissiveis U. Essa equagao é gerada a partir de um modelo matematicamente determinado (ou
a determinar) F', geralmente, um operador definido entre espagos de Hilbert X e Y. Para uma
boa quantidade de aplicagoes, o operador F' é linear e a teoria ja é amplamente desenvolvida,
por exemplo, para equagoes integrais de primeira espécie ( veja [16]). No entanto, é possivel que
o operador F seja nao-linear, e, para esse, a formulagao, correspondente tratamento e obtencao
de uma solugao é bem mais complicada (veja [10]).

Existe uma diferenca entre problemas inversos e diretos: os primeiros sao, geralmente,
mal postos. Segundo Hadamard, um problema de natureza matematica é bem posto se sua
solucao satisfaz as condigoes de existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados, para
todo conjunto de dados admissiveis. Caso uma dessas propriedades seja violada, dizemos que
o problema é mal posto. Ou seja, problemas inversos nao satisfazem algumas (ou todas) as
condicoes de Hadamard.

Matematicamente, a questao de existéncia de solucoes pode ser enfraquecida, bastando
para tanto aumentar o espaco solucao. Por exemplo, podemos considerar uma solucao de norma
minima, como definida na equacao (1.5). Em relagdo a unicidade, sua ausérncia significa que
estao faltando informacoes no modelo. Podemos adicionar propriedades, impor mais condigoes
ao operador, ou ainda, podemos escolher uma entre as varias solugoes, a qual melhor corres-
ponde ao modelo. A violacao da estabilidade é a de maior importancia. Se um problema
nao possui a propriedade de dependéncia continua dos dados, surgem sérias complicacoes para
obtermr uma solucao aproximada. Tais complicacoes nao podem ser compensadas por “tru-
ques” matematicos.

Existéncia e unicidade de solug¢ao dependem unicamente da natureza algébrica dos espagos
e do operador, isto é, do operador ser injetor e sobrejetor. Por outro lado, estabilidade depende
primeiramente da topologia dos espacos envolvidos no problema, isto é, se existe o operador
inverso F~! : Y—X e se esse é continuo. Sendo assim, em vérias aplicacoes é necessario consi-
derar topologias diferentes das usuais para obtermos resultados de estabilidade e convergencia.

Na pratica, por questoes relacionadas a obtengao dos dados (imprecisdo dos aparelhos para
tal) e a falta de rigor na modelagem matemética do problema, os dados nao sao conhecidos

exatamente. Dispomos apenas de uma versio dotada de ruidos y° (que pode ou nao pertencer



Cap. 1: Teoria Cldssica para Regularizacdo de Problemas Inversos 4

a imagem do operador F') para um § > 0 conhecido a priori, chamado de nivel de ruido, que

satisfaz
ly — 4’|l < 6. (1.2)

Logo, a mé-colocacao do problema é agravada. Assim, ao invés de resolvermos a equacao

(1.1), passamos a resolver um problema do tipo

F(u) =3°. (1.3)

1.2 Regularizacao de operadores

E natural solucionar um problema do tipo (1.1) ou (1.3) aplicando o operador inverso
F~!. Na prética, nos deparamos muitas vezes com operadores que nao possuem inversa ou, se a
possuem, esta é ilimitada. Assim, nao hé possibilidades analiticas de garantirmos a dependéncia
continua dos dados, produzindo solucoes inadequadas para o problema.

Para contornar impecilios como instabilidade e mal-condicionamento, introduzimos o con-
ceito de método de regularizagao. Esse consiste de uma familia de operadores (chamada de ope-
radores de regularizacao) R, : Y—X, os quais sdo continuos (ndo necessariamente lineares) e
aproximam a inversa generalizada de F, denotada por F'. O método de regularizacao depende
ainda de uma regra para escolha de parametros a (a qual pode ser feita a-priori (o = «(9)),
ou a-posteriori (o = a(6,%°)), dependendo do método de regularizacao utilizado), de maneira
que, se o parametro de regulariacao « é escolhido de acordo com essa regra, entao a solucao
regularizada u’, converge (em alguma norma) para a solucio de (1.1) quando § — 0. Isto é, se

o erro no pior caso (veja [10]) satisfaz
i sup | Fugo’ = Fyll = * € Y. 1" =yl < 6} =0. (1.4)

Além disso, o método de regularizacao depende do conceito de solucao considerada e da topo-
logia em que esse conceito de solucao estd imerso. Para consideragoes sobre convergéncia (e
divergéncia) de solugdes regularizadas em topologias fracas, veja [16].

Em outras palavras, um método de regularizacio consiste em aproximar a solucdo u' :=
F'y (que pode ser a solugdo generalizada , veja [17]) de um problema mal posto como (1.1) por
solucoes de uma familia de problemas bem postos R, (3°), de maneira a obtermos uma apro-
ximagao estavel e que convirja para a solucao do problema inverso considerado. Sintetizando,
aplicamos métodos de regularizagdo com o intuito de que o erro no pior caso (1.4) convirja para
zero, com a mesma ordem do nivel de ruidos . Uma vez confirmada a taxa de convergéncia,

de acordo com o erro do pior caso, dizemos que essa taxa de convergéncia ¢ dtima(veja [10]).
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A arte de aplicar métodos de regularizacao esta sempre relacionada com o compromisso
entre precisio e estabilidade. Ou seja, procuramos por aproximacoes ud, de uf, que dependam
continuamente dos dados com ruidos y° (estabilidade), e que convirjam para uf, se o nivel de
ruidos ¢ convergir para zero (assumindo que o parametro de regularizagdo « é escolhido de
forma adequada).

Diante ao apresentado até entao surgem as seguintes questoes:

(i) Como construir operadores de regularizagao?

(ii) Como obter uma escolha de parametros para que um tal método de regularizagao convirja?
(iii) E possivel obter uma performance “6tima’nesse caminho? Isto é, podemos assegurar que
um método de regularizacao produz taxas 6timas de convergéncia?

Para responder (iii), ou seja, para assegurar que um método de regularizagdo produz taxas
de convergéncia, é necessario obter algumas informacées a-priori sobre a solucdo exata u' ou
sobre y. Essas informagoes sao formuladas em termos das condi¢ies de fonte (source conditions)
para o problema inverso (veja [10, 16, 21]). Apenas com condigbes de fonte é possivel obter
taxas de convergéncia. As questdes (i) e (ii) sdo respondidas na apresentacdo abaixo para os

métodos de regularizacao de Tikhonov, Landweber e regularizagao assintotica.

1.2.1 Regularizacao de Tikhonov

Queremos garantir a existéncia de uma solugao, denotada por u, para o problema (1.1),
ou, mais geralmente, uma soluciao aproximada u’ para (1.2). Para tal, seja F : U C X — Y
um operador, onde U C X é um conjunto de dados admissiveis com X e Y espagos de Hilbert.
E assumida a existéncia de pelo menos uma uy —solugdo de norma minima para (1.1), denotada

por u!, que, por definicao, satisfaz
Fu') =y e |[Ju" —uol| :== min{[Ju. —uoll; F(u.) =y}, (1.5)

para um lado direito fixo y € Y, para toda ug € U. Ainda, sdao consideradas as hipdteses

adicionais sobre F":

(H1) F ¢ limitado e linear;

(H2) F é nao-linear, continuo e fracamente fechado, isto é, para qualquer seqiiéncia {uy, fneny C
D(F'), a convergéncia fraca de u,, para u em X e a convergéncia fraca de F'(u,,) paray € Y
implica que u € D(F) e F(u) = y.

Para o caso de multiplas solucdes uf, escolhe-se uy por um critério de selecdo, o qual
depende, na maioria das vezes, de alguma(s) informagao(des) a priori a respeito da solucdo

preferida, se essa(s) esta(ao) disponivel(veis).
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Quando o lado direito conhecido é provido de ruidos y°, com precisao ||y — ¥°|| < 6,

procuramos por uma aproximacao u®, de u', que minimize o funcional de Tikhonov
1) = 9° | + allu = uol[%, (1.6)

sendo o > 0 um parametro de regularizacao e u € U.
Dadas as hip6teses (H1) e (H2) em F, segue-se de [10, Teorema 10.2] que existe pelo

menos um minimo para (1.6). Por outro lado, [10, Teorema 10.3] garante que, dado 3° € Y,

com ||y — ¥°|| < & e a(d) escolhido de forma que a(§) — 0 e % — 0, quando § — 0,
entao toda seqiiéncia {u® }, onde 0y — 0, = «(d)) e u ¢ um minimo de (1.6), possui

uma subseqiiéncia convergente. O limite de qualquer subseqiiéncia convergente é um minimo
para (1.6)(resultado denominado de estabilidade). Ainda, o limite de qualquer subseqiiéncia
convergente é uma ug-solu¢ao de norma mimina (resultado denominado de convergéncia).

Segundo [10], resultados sobre taxas de convergéncia, sao:

n 1
I8 — ull| = 0375, e {5,1} | @)

para a solucao regularizada u?, obtida através da regularizacao de Tikhonov, com uma escolha
2 L . . .
a ~ 62041, Caso F' seja nao linear as mesmas taxas sao obtidas, desde que sejam impostas as

condicoes adicionais:
(H3) o operador F' é Fréchet diferenciavel;

(H4) existe um v > 0 tal que ||F'(uf) — F'(u)|| < y||u’ —u||, Vu € U numa bola centrada em

u' e de raio conveniente;
(H5) existem w € X, constantes 2u € (0,1] e E > 0 satisfazendo a condigao de fonte
ul —ug = (F/(u")"F'(ul))"w |wll < E (1.8)
(onde, F'(u')* representa o operador Hilbert adjunto da derivada de Fréchet de F);
(H6) ¢ adicionado a condigao de suavidade 7||w]|| < 1.

Observacao 1.2.1 Caso tenhamos X = Y = L2, a condicao natural de otimalidade para o

funcional de Tikhonov, garantida a hipotese (H3) com F'(u)* como descrito em (H4), é
F'(u)*(F(u) — %) + a(u —up) =0 (1.9)

A teoria de regularizacao de Tikhonov é bem desenvolvida e possui tratamento preciso

(veja [3, 10, 21]) para o caso de F ser linear. Para o caso de operadores nao-lineares, o funcional
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de Tikhonov apresenta, em geral, minimos locais, o que é uma desvantagem. Desta maneira,
uma alternativa sao os métodos iterativos, os quais ja posssuem propriedades regularizantes.
O método de Tikhonov iterado é um método alternativo ao método de regularizagao de

Tikhonov para o caso de F' ser nao-linear . Esse é definido pelo problema de minimizacao:
min || F(up) + F'(up) (2 = up) = 3°|[* + o]z — up_, [, (1.10)

em termos de z, onde denotamos uj_; como um minimizador. Calculando formalmente uma

condicao de otimalidade para (1.10), obtemos o seguinte método iterativo:

u = u*, u* valor inicial
wd = ug + (F(ud) F(ud) + ap ) F (ud)*(y° — F(uy)) Yk > 0. (1.11)

Este método também ¢é conhecido como método de Levenberg-Maquardt (veja [10]).

1.2.2 Regularizacao por métodos iterativos: Método de Landweber

Como comentado acima, uma alternativa para regularizacao de operadores sao os métodos
iterativos, os quais tem propriedades auto-regularizantes (veja [10, 21] para defini¢oes).

Quando mencionamos métodos iterativos, nos vem em mente alguns métodos conhecidos
e bem desenvolvidos, os quais sao amplamente utilizados para resolver problemas bem postos.
Por exemplo, o método de Newton, método do gradiente conjugado (com suas variantes) entre
outros. No entanto, para solucionar problemas inversos, os quais sao mal postos, Landweber
(1951) propos modificar a equa¢do normal F*Fu = F*y, de forma a obter, a partir de uma
ponto de partida u,, uma forma iterativa de solucionar o problema (1.1), definindo aproximagoes

U, recursivamente por

up = up—1 +wF*(y — Fug—1), (k€N), (1.12)

ug = u, usando algum conhecimento a priori sobre a solucdo u'

onde 0 < w < ||T||7 é um parametro de relaxamento imposto de forma que as iteragoes de
Landweber convirjam para a solucdo u' de (1.1). Podemos, sem perda de generalidade, suprimir
o parametro w supondo ||F|| < 1.

Para o caso com ruidos de nivel §, as iteragoes (1.12) tomam a forma
Uy = s, uwd =) +wF*(y’ — Fu) ), (keN). (1.13)

Observacao: Nas iteracoes definidas acima, consideramos F' como um operador linear.

Caso o operador F' seja nao-linear, novas condigoes sao impostas na definicao das iteragoes
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de Landweber. Estas sao:

(H7) F'(-) é um operador continuo em subconjuntos abertos e convexos de D(F') C X.

(H8) Em uma bola B,(u) de raio r em torno de @ temos
|F (@) = F(u) = F'(u)(@ — u)|| < ql[F(u) = F(@)]|  n<l (1.14)
para todo u, 4 € B,.(u) C D(F). Essa é conhecida como condi¢cdo do cone tangencial.

Imposta a nova condigao sobre F' e denotando por F'(-)* o adjunto de F'(+), as iteragoes

de Landweber para o caso nao-linear ficam definidas por
up =y g+ Flug ) (Y = Fuy_y), (k=1,2,..,N), (1.15)

onde o numero de iteragoes N determina a regra de parada do método, a qual é dada pelo

principio de discrepancia
1y’ = Fup)|] <76 < [ly° = F(u})]] 0<k<N. (1.16)

Se N = N(§) é escolhido pelo principio de discrepancia, para algum 7 > 2, entao da condigao

(H7) acima temos:
(0) wle —uf (5 0); (i) [l —ull| < c55 2 (0,1],

com ¢ uma constante independente de §. A prova de (ii) requer a condi¢ao de fonte (H5).
A condicao (ii) é de ordem 6tima para a iteracao de Landweber (veja [10]).
Introduzindo a penalizacao a equacdo (1.15), com 0 < wy, < 1 e § € B,(ug) C D(F),
definida por

Uk41 = Uk — F/(uk)*(F(Uk) —y) — wi(ux =€), (1.17)

obtemos a chamada de iteracio de Landweber modificada. A vantagem desta iteracao é de
podermos obter taxas de convergéncia com condigoes de fonte usuais, sem que seja necessario

usar condigoes de fonte (1.8) em F” (veja [4] para maiores detalhes).

1.2.3 Regularizagao assintética

Assim como os métodos de regularizacao de Tikhonov e Landweber, a regularizacao as-
sintética é aplicada a problemas inversos lineares e nao-lineares. No entanto, faremos aqui

consideracoes com atencao voltada para problemas nao-lineares mal postos.
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O método de reqularizagdo assintdtica é a forma continua do método descrito em (1.15).
Neste método, uma solucao regularizada u’(T) para u* é obtida pela solucao do problema de

valor inicial
W (t) = F'(u’ () [y° — F(u®(t))] 0<t<T, u’(0) = @. (1.18)
Considerando a hipétese (H8) e u®(T) uma solucio de (1.18) para T > 0, obtém-se
%HF(U‘S(T)) =’ |* = =2||F"(u’ (7)) [F(u(T)) = °]II> (1.19)

Além disso, sejam (1.2) e a hipotese (H8) satisfeitas e u, uma solucdo de (1.1) na bola B, (u).

Entao, segundo [28, Proposicao 1], valem as estimativas

d

Zllu’ =l < =2 (T)) = y*|[{(1 = n)[[F(u’(T) = [ = (14 m)3}. (1.20)

Caso 0 = 0 temos

> 2 1 u* — i 2
| IP) —ylfar < g~ (1.21)

Observagao 1.2.2 A propriedade (1.19) mostra que a discrepancia ||F (u?(T))—y°|| como uma

fungao de T é monotonamente nao crescente. Além disso, a propriedade (1.20) mostra que o

erro ||[u’(T) — u*|| como uma fungdo de T decresce monotonamente tanto mais rdpido quanto
1+n
1-—n-
reqularizagao em (1.18) € tomada como um novo principio de discrepancia, i.e., T =T* que é

maior a desigualdade ||F(u(T)) — 1°|| > 78 com T = Assim, a escolha do parametro de

uma solug¢ao da equagao nao-linear (1.16).

Na mesma linha, para u(T) solucio de (1.18) e u, solucio de (1.1) na bola B,(#) com

1
[|[F(ué(T)) — y°|| — 76 em (1.16) possui uma tinica solugdo T* < oo (veja [28, Proposigao 2]).

a hipétese (H8), ||F(u’(T)) —y°|| > 76 e 7 = 1%2 satisfeitas, prova-se que a funcao h(7) :=

Assumindo as hipdteses apresentadas nos ultimos pardgrafos e T' = T™* escolhido de acordo
com o principio de discrepancia (1.16), u’(T*) solucao de (1.18) e (1.1) solivel na bola B, (u),

entao
u’ (T*) — u, (0—0)

(convergéncia), onde u, € B,(@) é solucao de (1.1). Este resultado é valido também para dados
sem ruidos (veja [28, Teorema 4]).
Para obtermos ordem de otimalidade com o método de regularizacao assintética para

problemas nao lineares, fazemos a hipétese adicional
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(H9) Para todo u € B,(u) existe um operador linear limitado R, : Y — X e uma constante
C > 0 tal que:

(i) F'(u) = R,F'(ul);
(it) [|Ry = 1I|] < Cllu — u'|].

Prova-se também em [28, Teorema 6] que, sob certas hipétese fortes (como (H5),(H8) e
(H9)), |[u®(T) — u'|| < CEﬁ(S%, onde F é suficientemente pequeno. Esta é uma taxa de
ordem étima de acordo com a definigdo em [10].



Capitulo 2

Métodos Level Set para problemas

Inversos

Muitos problemas inversos consistem em encontrar uma regido desconhecida de RY. A
principio, essas regioes podem constituir-se de varias sub-regioes conexas. Como exemplos,
citamos o problema do espalhamento inverso por um obstdculo, reconstrucao de imagens, [4, 7,
27], tomografia por impedancia [5, 6, 8, 15|, problema do potencial inverso [4, 7, 23].

Métodos Level Set foram desenvolvidos para problemas de deslocamento (ou evolugao)
de curvas e superficies por Osher e Sethian [25]. Estes métodos mostraram-se eficientes para
solucionar problemas inversos de reconstrucao de regides, como no trabalho pioneiro de F. San-
tosa [27], que, mesmo sem rigor matemaético, obteve sucesso com a formulagao para problemas
inversos envolvendo obstdculos. M. Burger [7], apresentou a primeira formula¢do com rigor
matematico para a teoria de métodos level set em problemas inversos. Posteriormente, nos
trabalhos de A. Leitao e O. Scherzer [23] e F. Frithauf et al. [14], o mesmo problema foi tra-
tado como um problema inverso de otimizacao restrita. Nestes, uma nova visao foi proposta e
resultados expressivos de convergéncia foram obtidos (veja Capitulo 3).

Métodos level set sao vantagiosos, pois fornecem uma maneira natural para descrever
curvas fechadas, particularmente, aquelas que variam seqiiencialmente seguindo certas regras.
Ainda, estes métodos, tem a caracteristica de aproximar satisfatoriamente variagoes topoldgicas

através de uma sucessao de deslocamentos.

2.1 Formulacao para problemas inversos

A familia particular de problemas inversos envolvendo obstaculos é caracterizada pelo
fato de que podem ser formulados como: dado Q2 C RY (N = 2 ou 3), encontrar a forma do
conjunto I C int(€2) ou de sua fronteira a partir de informagoes indiretas sobre D.

De forma abstrata, formulamos o problema por:

11
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Sejam 2 C RY um conjunto (fixo) dado, F' : X — Y um operador Fréchet deferenciavel, X e Y
espacos de Hilbert ou Banach. O problema é encontrar D C int(f2) satisfazendo a equagao (1.1),
onde u := xp. O conjunto D representa o modelo de parametros (desconhecido), y representa
os dados do problema e F' é o operador que aplica o modelo nos dados.

Aproximagoes por métodos level set em problemas inversos consistem em gerar uma
seqiiéncia de fungoes ¢ : 0 — R de forma que D — D, com fronteiras descritas como
oD = {x € Q;¢(x) = 0} e ID, = {x € Q;Pp(x) = 0} respectivamente. O parametro de
evolugao k pode ser interpretado como uma wvaridvel temporal e pode ser considerado continuo.
A funcao ¢ : Q — R é dita funcao level set. Pensando em uma evolucao continua, introduzi-
mos a variavel livre t como um tempo artificial. Assim a funcao level set depende de ambos ¢
e x,ie., ¢ = ¢(x,t). Deste modo, ID (t) := {x € Q; ¢(x,t) = 0}.

Em termos de ¢, obtemos a representacao de u como

u(z,t) =
Uert ; {2 € Q0(x,t) > 0},
que é chamada de representacao level set de .
Observagao 2.1.1 Das formulacoes acima sequem as sequintes observacoes:

(1) A representagao por level set para um comjunto D C int(2) ndo é tnica. De fato, dadas
¢ uma representacao level set de D e qualquer constante ¢ > 0, entdo ¥(x) := cp(x) é

também uma representacao level set para D.
(2) Nao ha necessidade de impor nenhuma condigao a-priori sobre a topologia de D.

(3) Mesmo no caso em que F' é linear, a formulagao level set torna a equagao (1.1) nao-linear,

uma vez que u depende de ¢ de forma nao linear.

Para o caso em que X = Y = L%*(Q), solucionar o problema inverso (1.1) equivale a

minimizar o funcional de Tikhonov
1
() = SIF W) = ylliz@) + alle = wollzz) (2:2)
Em concordancia com (1.9), uma condigao de otimalidade para minimizar (2.2) é

F'(uo)"(F(ua) — y) + a(ug — uy) = 0.

1
Definindo formalmente g U = u(.,t + At), uy := u(.,t) e tomando o limite formal
quando At—0" na equagao acima, obtemos
ou , .
(1) = F'(u(, 1)y = F(u(., 1))], (2.3)

at



Cap. 3: Métodos Level Set e Otimizagdo Restrita 13

que é um método de regularizacio assintdtica como descrito em (1.18). Esse foi o ponto de
partida para uma analise rigorosa dos métodos level set proposta por M. Burger [7] em 2001.

Santosa em [27] propds tomar uma velocidade para a evolucao da funcao level set ¢x(z,t)
de forma que J(u(z,t)) seja uma fungao decrescente em t. Com argumentos euristicos, San-
tosa propds como velocidade de deslocamento para as fungoes level set a expressao v(x,t) 1=
F'(u(z,t)*ly — F(u(z,t))], z € Q.

Observagao 2.1.2 Apesar da escolha euristica feita por Santosa para a velocidade v ter-se
mostrado eficiente, esta nao permite que se faca uma andlise rigorosa deste método level set.
Por exemplo, nao € possivel provar que D (z,t) — D (T), uma solug¢ao de (1.1), jd que nao
existe métrica que possibilite analisar convergéncia de D (z,t) a D (T), ou equivalentemente,

de u(x,t) para u(z,T).

Em [7], M. Burger deduziu propriedades para a aproximacao por métodos level set que
sao semelhantes as propriedades da regularizacao assintotica. Burger definiu um funcional de
Tikhonov, motivado pela observagao do funcional erro (1.20) para dados sem ruidos, baseado
na métrica da diferenca simétrica (veja Apéndice, Definicao 5.0.2). A partir de prorpiedades
ja conhecidas da regularizagao assintética Burger mostrou que o conjunto perturbado I (., ¢)
converge para o conjunto D (.,7") na métrica da diferenga simétrica, caso T' = T* seja escolhido
através do principio de discrepancia.

A. Leitao e O. Scherzer [23] e posteriormente, F. Frithauf, O. Scherzer e A. Leitao [14],
propuseram olhar para problemas inversos envolvendo obstaculos de uma maneira diferente.
A proposta é ver o problema como um problema restrito F(u) = y, onde u pertence a um
conjunto admissivel (veja Capitulo 3). Os métodos level set sao interpretados como métodos de
regularizacao restritos, baseados na regularizagao de Tikhonov e estratégias de projecao. Essa
nova formulagao, permitiu obter resultados de convergéncia. O tratameto proposto em [23] e

[14] serd apresentado de forma mais detalhada no Capitulo 3.

Observacao 2.1.3 Mesmo sendo possivel provar convergéncia para métodos level set, assim
como feito nos trabalhos [7] e [14], ndo é possivel obter taxas de convergéncia. Isso deve-se ao
fato de nao ser possivel formular condigoes de fonte, compativeis e cuja interpretacao coincida

com a formulacao level set.



Capitulo 3

Métodos Level Set e Otimizacao
Restrita

Este capitulo destina-se a apresentacao de uma alternativa para aproximacao por métodos
level set para problemas inversos envolvendo obstaculos. Esta alternativa estda baseada em
considerar o problema inverso como um problema de otimizagao restrita, para o qual a solucao
é buscada levando-se em conta os métodos de regularizagao apresentados no Capitulo 1.

Em muitas aplicagbes, como em problemas de reconstrugao de imagens (tomografia por
impedancia e potencial inverso), os métodos de resolu¢ao envolvem teoria de problemas inversos,
otimizagao de formas, otimizagao restrita. Uma alternativa recente para a solucao de tais

problemas é o tratamento via regularizacao level set.

3.1 Formulacao do problema inverso com operadores des-

continuos

De uma forma geral, um problema inverso envolvendo operadores descontinuos, consiste

em solucionar a equacao mal posta
F(u) =1, (3.1)

onde F' : X — Y é um operador continuo e Fréchet diferencidavel. Ainda temos: y € Y com

lly — 2°||v < d e u pertencente a um conjunto de classes admissiveis
U:={u:u=P(p) e p € D(P)}, (3.2)

com P um operador descontinuo na topologia de um subespaco de X no conjunto de classes

admissiveis U.

14
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O problema restrita (3.1) (3.2) pode ser reformulado de maneira irrestrita como

F(P(¢)) =y. (3-3)

Observagao 3.1.1 Mesmo que F' seja linear, F(P(¢)) =y € ndo linear, pois P é ndo-linear

(compare com a Observagdo 2.1.1).

Na apresentacao feita no Capitulo 1, a teoria classica de regularizacao em espacos de
Hilbert garante: existéncia, estabilidade e propriedades de aproximacao de uma solugao regu-
larizada, caso o operador P satisfaca (H1) e (H2). Como P nao é continuo, essa teoria nao

se aplica diretamente.

3.2 Método level set e otimizacao restrita

Faremos a derivacao do método level set para o problema de otimizacao restrito, onde
solucionamos (3.1) sobre o conjunto das fungdes que s@o constantes por partes. Especificamente,
tratamos de fungoes como em (2.1), em que wy; € Ueyy tomam valores distintos e constantes (1
e 0 por exemplo). Denotaremos por yp como a fungio caracteristica e H" ™1 (9D) a medida de
Hausdorff (n — 1) — dimensional do conjunto D.

Sejam Q C RY com 99 Lipschitz, y € Y um espaco de Banach e o conjunto de classes

admissiveis definido por
U:={u:u=yxp : D C Qmensurdvel e H" (OD) < oo}. (3.4)

O problema inverso pode ser formulado de forma irrestria, solucionando (3.3) com F' definido
em (3.1) e

1 seg(x)>0 z € D.

PH) — U com P<¢>‘:{o sed(@) <0  zeO\D

O espago H'(f2) é escolhido por conveniéncia. A tnica justificativa para tal escolha é a de que

fungoes distancia para dominios suaves estao em H'((2).

Observagao 3.2.1 O operador P estd bem definido. Com efeito, sejam ¢ € H'(2) e D :=

{x e : ¢(x) >0}. Como ¢ é mensurdvel, entao D = ¢~1([0,00() é mensurdvel.

Poderiamos considerar varios outros operadores ao invés de P. Um exemplo para o caso
em que a restrigdo é positiva pode ser dada pelo operador P*(t) := exp(t), no conjunto de

classes admissiveis UT := {u: 0 <u = PT(¢)}.
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O protétipo para solucionar o problema (3.3) é aplicar a regularizagao de Tikhonov. Esta

consiste em minimizar o funcional

Ja(¢) = ||F(P(¢)) = [I% +allo — dolltn)  (a>0), sobre H'(). (3.5)

Como o funcional (3.5) ndo necessariamente atinge um minimo, introduzimos um conceito

generalizado de minimo:

G = lim ¢.., (3.6)

e—0

onde o limite deve ser entendido apropriadamente, e ¢. , ¢ o minimizador do funcional

Jea(®) = [[F(PA(0)) = I3 + allo — o7 (a>0), (3.7)
para a aproximacao P. de P quando e——0" definida por

0 se  o(r) < —e,
P =S 1+ 2w swye [0, req (3.8)
1 se o(z) >0

Observagao 3.2.2 Denotemos por F'(u)* e P.($)* os L?-adjuntos de F'(u) e P.(¢), respecti-

vamente, i.e., para todo wy,wy € L*() vale

[P = [(Farwes e [P = [ ey

Q

Observacao 3.2.3 Efcicil ver que a derivada de Fréchet de P.(¢) € auto-adjunta, onde:

%v(x) se ¢(x) € [0,

0 caso contrdrio.

F(¢(x))(v) =

Neste trabalho definiu-se P’(t) := lir(r)l+ P/(t) =0(t) (veja Apéndice).

£

Observacao 3.2.4 Uma das vantagens de métodos level set é a de recuperar variacoes da to-
pologia do conjunto de nivel, como uma evolugdo do tempo. Em [23] A. Leitao e O. Scherzer
propuseram uma formulacdo considerando minimos generalizados. Mas a formulagao apresen-
tada em [23], nao € vdlida para grandes perturbagoes da topologia do conjunto de nivel-zero.
Em particular, uma das dificuldades € o caso de uma topologia que contenha buracos. FEssa
topologia, nao é contemplada pelo método level set obtido em [23]. O motivo € a utilizagdo da
Teoria de Morse para superficies, a qual ndo € valida para grandes variagoes topoldgicas. A

reqularizagao level set deduzida em [23], depende essencialmente da Teoria de Morse.
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3.3 Analise de regularizacao por métodos level set

O metodo level set para otimizagao restrita obtido em [23] ndo da margens a uma andlise de
convergéncia mais detalhada. Para tanto, em [14] Frithauf et.al., foi proposto um novo conceito
de minimo e uma nova penaliza¢ao no funcional de Tikhonov de forma a obter propriedades de
regularizacao. Com a nova formulacao é possivel garantir a obtencao de um minimo, mesmo
que em um sentido generalizado.

De agora em diante, consideraremos F' : X—Y como um operador continuo, definido
sobre espacos X := L}(Q) e Y como um espaco de Banach, a menos que se faca mensiao em

contrario. Ainda, faremos algumas hipoteses adicionais.

(H10) Assumiremos que (3.3) possui uma solu¢ao, i.e., existe um z € U satisfazendo F(z) =y e
P(¢) = z para uma fungao ¢ € H'(Q) tal que |V¢| # 0 em uma vizinhanca do conjunto
de nivel {¢ = 0}.

C ¢ limitado, com ertencente ao conjunto or partes.
H11) Q C R" ¢ limitad o0 p t junto C! por part
(H12) ¢, a, (3 sao parametros positivos.

Lema 3.3.1 Para toda seqiiéncia {¢n}nex em HY(Q) convergindo para ¢ € H*(Q2) o operador
P.(¢,) converge para P.(¢) na norma de L'(Q).

Demonstracao : Seja ¢, — ¢ € H'(Q), entao:

1
1P.(60) = Po@)lexey = [ 1Pon) = PADIAL" < [ 21, = ola”
1

3 Loy
< - (/Q 1d£,”) (/Q [P0 — ¢‘2d£,”> = /LR(Q)Hﬁbn _ ¢||L2(Q) O

3

Teorema 3.3.2 Para qualquer ¢ € H'(Q), o funcional J.,, definido em (3.7), atinge um

minimo ¢. . em H'(Q).

Demonstracgao : Da continuidade de F sobre L'(Q), segue que

inf J.o(6) < Joa(0) < oo.

Seja {¢x }ren uma seqiiéncia em H'(Q) satisfazendo J.,(¢x) — inf J.,. Entdo, a seqiiéncia
{¢1 }ren é uniformemente limitada em H'(2). Com efeito, tome ¢ € H'(2). Para cada k € N

fixo,

ol okl @) < allor — dllm@) + alldllm@) + |1 F(P(or) — ¥ llv = Jealdn) + allo]|m -
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Assim, {¢preny ¢ uniformemente limitada em H!'(Q). Consequentemente, esta possui uma
subseqiiéncia fracamente convergente em H'(§2), pois H'(Q) é um espaco de Hilbert. Pelo
Teorema de imersoes compactas de Sobolev [1, Teorema 6.2], {¢y }ren possui uma subseqiiéncia
convergindo forte em L?(€2). Denote esta subseqiiéncia também por {@;}ren € por ¢ € L?(Q)

o seu limite. Do Lema 3.3.1 segue que

17.00) = @)l lixey < 2Vl = Dl = 0.

Da continuidade de F' em L'(f2) e da semi-continuidade fraca inferior da norma em espagos de
Hilbert, temos

|F(Pe(r)) = F(P(Q)|ly — 0O
16 = oll51 () < liminf [[éx — dol[71 ()

Portanto,

Jeo(@) < liminf J. ,(¢r) = inf J.,. O

k—o0

A defini¢ao do funcional J, como em (3.5) produz dificuldades extras na tentativa de
uma analise rigorosa da regularizacao por métodos level set. A justificativa é que nao temos
garantias que o operador F' seja fracamente fechado. Essa é uma propriedade necessaria para
garantir que o minimo para o funcional J, pertenca ao espago solugao (veja [10, Capitulo 10]).

Uma possivel situagao é:

d;. Suponha que ¢, , satisfaca

[P(¢ea)llie@ <1 € |[|gea — dollmin) < o0

Como L>®(Q) é o espaco dual de L'(Q) [1, Teorema 2.34], i.e., L'(Q)* = L>*(), entao

existe uma subseqiiéncia {¢., o, }ren tal que
Geroy — ¢ em HY(Q) e Ppepa,) — 2z em L¥(Q) .

No entanto, nao é possivel provar que z € U, i.e., nao existem evidéncias analiticas de

que z pertenca a imagem do operador P.
Para contornar essas dificuldades faremos uma hipétese sobre a seqiiéncia {¢., o, }:

(H13) Assumimos que a seqiiéncia {¢, o, } possui a medida de Hausdorff para a fronteira do

conjunto {z : ¢., o, () > 0} uniformemente limitada.
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Assumindo (H13), entdo a semi-norma para a fun¢ao de variacao limitada (veja De-
finicao 5.0.1 no Apéndice) P(¢., q,) ¢ uniformemente limitada, conseqiientemente, possui uma
subseqiiéncia convergente na topologia de L'(Q) [11, Teorema 4, pg. 176], mostrando que
z € U contornando a dificuldade d;.

Isto sugere uma penalizacao no funcional (3.5) com a incorporagao de um termo regula-
rizante, associado a semi-norma da funcao de variagao limitada P(¢), penalizando o tamanho

do conjunto de nivel zero de ¢. Ou seja, passaremos a minimizar o funcional modificado

Fa(9) = [|F(P(9)) = v°|[F + 208 P(¢)| v + all — ol () - (3.9)

Em [9], discute-se a incorporagao da semi-norma de variagao limitada ao funcional (3.9).
Embora haja concordancia na necessidade de penalizar o conjunto de nivel zero, a critica feita
por Doel e Ascher [9] é de que a semi-norma de variagao limitada nao é um termo regularizante,
pois a projegao da funcao level set P(¢) elimina a fungao level set totalmente. Ainda, como
P(¢) depende somente da interface, a imposicdo da semi norma |P(¢)|py (@) nao remove o
ntcleo ¢, permitindo multiplos minimos para o funcional (??) (veja Observagao 3.3.4).

Para garantir a existéncia de um minimo para o funcional (3.9), F. Frithalf et.al. definiram
um novo conceito de minimizador, o qual é tomado sobre o produto carteziano U x H*(€2). O
intuito é de impor condigbes de forma que o funcional de Tikhonov (3.9) atinja minimos e entao

aplicar o método de regularizacao de Tikhonov apresentado no Capitulo 1.

Definigao 3.3.3 [Novo conceito de minimizagao]
(C1) Um par de fungies (z,¢) € U x H'(Q) € dito admissivel se existem

(1) uma seqiiéncia {¢}ren em H(), tal que ¢r,—¢ com respeito a norma no espago de

Hilbert L*(Q);

(i1) uma seqiiéncia {ex}ren de nimeros positivos convergindo para zero, tal que

P. (¢r)— z em L'().

(Cy) Um mimino para o funcional F, € considerado como qualquer par admissivel de fungoes

(z, ) minimizando

Falz,0) = |IF(2) = I} + ap(z, ¢) (3.10)

sobre todos os pares admissiveis. Aqui, p(z, @) € definido por

p(z,0) = inf {lim inf {28]P., (60 lpvier + 16 — ol ) (311)
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onde o infimo € tomado com respeito a todas as seqiiéncias {ex }ren satifazendo (Cy) item
(ii) e {Pk tren satisfazendo (Cy) item (i).

No que segue, faremos algumas observagoes pertinentes a definicao do novo conceito de

minimizacao.

Observacao 3.3.1 FEsse novo conceito de minimo permite a andlise de minimizadores para
Fo(@). Um minimizador de Fo(@) € um minimizador de Fo(z,¢) no conjunto de pares ad-

missiveis.

Observacao 3.3.2 Suponha o operador P continuo. Neste caso, podemos definir P. := P.
Entao, a classe de pares admissiveis (z, ¢) satisfazendo a defini¢ao (3.3.3) também satisfazem
a equagao P(¢) = z trivialmente. Esta é uma outra formula¢ao de otimizagdao restrita, a qual
difere da tratada aqui, pois o operador P considerado € descontinuo, consequentemente, o novo

conceito de minimo faz-se necessario.

Exemplo 3.3.4 Seja ¢ € HY(Q) satisfazendo |V¢| > 0 em uma vizinhanca do conjunto de
nivel {¢ = 0}.

(a) Tome ¢y := ¢ € H'(Q) e 2 = P(¢) = P(¢r). Note que para qualquer seqiiéncia g,—0,

temos

@

€k

1P, (6) — P(6)]|12) = / i < / 1L
¢71[_5k70} ¢71[_5k70]

0 0
— / (/ 1d7) dt < L[¢1(r)]/ 1dt =570,
—E€L ¢71[T} —EL

pois, por hipdtese, |Vo| > 0 em uma vizinhanga do conjunto de nivel zero. Ou seja, ¢ é

um difeomorfismo local. Seque-se da Definicao (3.3.3) que (z,¢) é admissivel.

Em particular, da hipdtese (H10), temos F(z) = y. Assim, o conjunto de pares ad-

missiveis com F(z) =y € nao vazio.

(b) Seja ¢ € H(Q) e denote ¢y = %¢. Tome a seqiiéncia €y, = % — 0. Entao,

1+@ daL"
€k

1oy (66) — 2l (e = / P (60) — 2ldL” /¢

};1[_8]670}
g/ 11+ ¢lde™ =X 0.
¢_1[7%70]
Logo, P. (¢r)—=2 em L'(Q). Conseqiientemente, (2,0) é admissivel.

Observagao 3.3.3 Temos como consequéncia do item (b) do exemplo acima que o funcional

F. pode nao atingir um minimo no sentido comum. De fato, suponha que ¢ = 0 e que exista
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um minimizador ¢, # 0 de F,. Entao, para qualquer k € N, F, (%") < Fo(@). Deste modo, o

par (z = P(¢4),0) é um par admissivel e pode ser considerado como uma solu¢do generalizada.

Lema 3.3.5 Seja {(zk, ¢r) tren uma seqiéncia de pares admissiveis convergindo para (z, ) €
U x HY(Q) em L'(Q) x L*(). Entao, (z,¢) é um par admissivel.

Demonstragdo : Para cada k € N, (zx, @) é admissivel, por defini¢do, existem seqiiéncias

{eF}ien de niimeros positivos convergindo para zero e {@) }iey em H'(Q) tal que
oF—d em L*(Q) e ng(gbf)—xzk em L'(Q) para |—so0.

Assim, existe uma funcdao mondtona crescente 7 : N—N tal que para todo k € N;

1, 1
55—(@ < 55’:(;@171) ) H(bf-(k) — Okllr2@) < ¢ HPsk(

(k)

(%) — 2l <

| =

Conseqiientemente, para cada k € N,

HQsli(kr) B ¢HL2(Q) < H¢f—(k) - ¢k‘|L2(Q) + H¢ - ¢kHL2(Q)
1P, (D709) = 2l < NPk, (k) — 2ellire) + 112 — 2|21 @)-

Logo,
Fpg—b em LQ) e Pu (k) —= em L'(Q) (k—o0)

Isso mostra que (z, ¢) é admissivel. d

Os proximos lemas apresentam algumas propriedades do funcional p definido em (3.11).

Lema 3.3.6 Seja (z,¢) um par admissivel. Entdo, existem seqiéncias {¢x}ren € {€k}ren Sa-

tisfazendo (C1) itens (i) e (i), respectivamente, tais que
p(z,0) = Tim (281P., (00 lpviey + llox — doll3n(o))

Demonstragao : Pela definigao de p(z, ¢) em (3.11), existem seqiiéncias {e! }1 jen de niimeros

positivos convergindo para zero e {¢} }rien em H() tal que para cada | € N

P ——p em L*(Q) e Pei(qﬁﬁc)—w em L*(Q) quando k—s oo e

p(z.0) = lim {timint {2611 (6})lmviey + 16k — Goll3 ) } -

Deste modo, existem subseqiiéncias de {}}rien e de {¢}}rien, respectivamente, (as quais
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denotaremos com os mesmos indices) tais que

p(z,0) = lim { lim {2/P, (6))|svie + 116k — ol oy } -

l—oo0 Lk—oo

Repetindo a extracao de subseqiiéncias, de maneira diagonal, obtemos {5§(k)}k€N e {¢§(k)}k€N

tais que
a0 em L*(Q), (ehyy—0) e P, (Fpy)—2 em L'(Q)  (k—00),
satisfazendo
p(z.0) = lim {BIPy (64| pvio) + 116k — dolline | - =
Lema 3.3.7 p ¢ coercivo no conjunto de pares admissiveis, i.e., para cada (z,¢p) admissivel
2612l sv) + 1o — ¢ollE gy < p(2, ).

Demonstragdo : Seja (z,¢) um par admissivel. Entao, pelo Lema 3.3.6 juntamente com a

semi-continuidade fraca inferior da semi-norma em BV () [11, Teorema 1, pg. 177] e da norma

em H'(Q) respectivamente, existem seqiiéncias {¢y }ren € {ex ren, tais que

p(z,0) = liminf (201 P2y (60 lmvio) + |6k — dollin (o))
> lim inf 26| ., (6x) | v (o) + lim inf [|¢x — ol 711
> 20|2]v(a) + |16 — dollinq)- O
Observagao 3.3.4 Seja ¢ € HY(Q) tal que possua um conjunto conexo de pontos criticos
sobre o congunto de nivel zero {¢ = 0} com medida positiva (ver Figura 3.1). Entao, é possivel
encontrar seqiéncias {Pr ren € {ék}keN que convergem forte para ¢ € L*()) mas, seus limites

diferem: z = klim P., (¢) # Z = klim P., (¢x) em BV(Q). Em tal caso temos p(z,¢) # p(Z, ¢).

Como, pelo Lema 3.3.7, p € coercivo, esta é uma propriedade necessaria.

A defini¢ao de p(z, ¢) ndo permite aplicagoes praticas. Para tal conjecturamos a seguinte

caracterizagao para p(z, ¢).

Conjectura 3.3.8 Definimos por:

O, :={ze€Q: ¢(x)>0}, P_:={xecQ: ¢(x)<0} e V:=Q— (P, UD_).
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<0
ﬁ

(X

G

Figura 3.1: Na primeira figura temos uma funcdo level set que possui pontos criticos |V¢| = 0 em uma elipse.
Ap6s aparecem duas possibilidades para a funcao z e zZ. Achurrados correspondem ao valor de z = 1.

(i) Se 0P, NQ=0P_NQ, entdo

p(z,¢) = 2BH"HOD_ N Q) + || — doll7n g
= 203101 N Q) +[|¢ — dol|71(q)

(i1) O problema consite em encontrar a superficie 8 (confira Figura 3.2) com medida de Haus-

dorff (n-1)-dimensional minima em V¥, e
p(z,¢) = 28H"1(8) + ||6 — ol F (-

Uma vez demonstrada esta conjectura, segue que o funcional p é independente da escolha
de uma aproximacao P.. Assim, qualquer aproximagcao para P com a propriedade da Lipschitz-

continuidade e que a derivada aproxime a J-distribuigao é adequada.

Envolvente Minimo

Envolvente Minimo

SR,

—

Figura 3.2: Envolvente minimo em V.

Intuitivamente a conjectura é ébvia (veja figura 3.2).

Lema 3.3.9 Para toda seqiiéncia {(z, 1) }ien de pares admissiveis, convergindo para (z,$) em
LY Q) x L*(Q), com p(z1,¢1) < c V1 €N e para constante ¢ € R, temos p(z,¢) < c.

Demonstragdo : Faremos um argumento de contradigao. Suponha {(z;, ¢;) };en uma seqiiéncia

de pares admissiveis convergindo para (z,¢) em L'(Q) x L?(Q) satisfazendo

liminf p(2;, ¢1) < p(z, ¢).
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Da definicao de infimo, obtemos ¢ € R e uma subseqiiéncia {(zyx), d1(x)) }ren tal que
liminf p(z;, @) = lim p(ziw), duwy) < ¢ < p(z, ).
l—o00 |— 00
Assim, obtemos uma subseqiiéncia, denotada com o mesmo indice, tal que
p(zi), diwy) < ¢ Yk €N, khl,nm(zl(k)’¢l(k)) = (z,¢) em L'Y(Q) x L*(Q) e p(z,¢) >c.
Isto é uma contradicao. Portanto, o Lema esta provado. [

Lema 3.3.10 Sejam z,—z em LY(Q) e ¢, — ¢ em H'(Q) com (2, ¢n) admissiveis. Entdo

i
p(z,¢) < liminf p(z, on).

Demonstracgao : Seja {(z, ¢1) }1ey uma seqiiéncia de pares admissiveis convergindo para (z, ¢)
em L'(Q) x L*(Q), satisfazendo p(z;, ¢;) < ¢V 1 € N. Como, para cada | € N, o par (z;, ¢;) é

admissivel existe, por defini¢io, uma seqiiéncia {e! };cn de niimeros reais positivos convergindo

para zero e uma seqiiéncia {@! }rey em H(Q), tal que para k—s o0

S~ em L*(Q)
ngc(ﬁbi)—)'zl em L'Y(Q).

Do Lema 3.3.6, a menos de subseqiiéncias ,

p(z, 1) = kEﬂw(ZﬁlPe;(¢2)|BV(ﬂ) + [16% — dollFn ) < c

Assim, existe uma funcao mondtona crescente 7 : N—N tal que, para cada k € N:

1, 1 1
Si(k) < 55];(1@1—1) , ||¢lﬁ(k) — Orllr2 ) < PR ||Pei(k)(¢f—(k)> — zillpr ) < =
1
261Pys, (65 vy + 10k — dolBney <c 3 (3.12)

Ou seja, para cada k € N:

¢ — F iy ll20) < 110 — dullizqe) + ok — Oz
|z = Po o (@)l < |1z — 2l + N2k — Pe,y (0501 @)-

Assim,

¢§(k)—>¢ em L*(Q), 5§(k)—>0 € Pe’;<k)(¢];(k))—>z em L'(Q) k——o0.
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Da definigao de p e da desigualdade (3.12) obtemos:

p(z,0) < l;crrjgof@ﬁlPef(k) (BF ) |Bvi) + 165w — dollin@) < c.

Aplicando o Lema 3.3.9, demonstramos o Lema. [

3.3.1 Boa colocacao

De forma analoga ao feito para o funcional J,, provaremos que o funcional ¥, atinge um
minimo no conjunto de pares admissiveis. Ou seja, a incorporacao da semi-norma da funcao de
variagao limitada P(¢) ao funcional F,, juntamente com o novo conceito de minimo, agregaram

ao funcional a propriedade de ser localmente convexo no porduto carteziano U x H'().
Teorema 3.3.11 Tanto o funcionaf F, quanto o funcional

gra(z’ ¢) = ||F(z) — yéng + 2045|Z|BV(Q) + al|¢ — ¢0||%11(Q) ) (3.13)
atingem um minimo no conjunto de pares admissiveis.

Demonstracao : Faremos a demostracao para o funcional F,. Para o funcional F,, a de-

monstragao é analoga.
Do Exemplo 3.3.4, o conjunto de pares admissiveis é nao vazio.

Seja {(zk, ¢r) }reny uma seqiiéncia de pares admissiveis tais que
Folzk, Or)— Inf{Fo(z, 0) : (2, ) pares admissiveis} < F,(0,0) < oco.

Pelo Lema 3.3.7, para cada k € N, {(2x, ¢,)} é limitada em BV (Q)x H'(2). Assim a seqiiéncia
{(zk, )} é uniformemente limitada. Pelos Teoremas de imersdao compacta de Sobolev [1,
Teorema 6.2 e [11, Teorema 4, pg. 176], existem subseqiiéncias , denotadas agora por {¢y} e

{2k}, respectivamente, tal que

o — pem H'(Q) e ¢p — ¢ em L*(Q),
2z, — zem LYQ), |2]pvo) < p(z,¢) < 1ilggioglfp(2k,¢k)-

Da semi-continuidade fraca inferior de p dada pelo Lema 3.3.10 e da continuidade de F' sobre

LY(2), segue que

inf{F,(z,¢) : (2, ¢) € pares admissiveis} = klim Folz, 1)

= lim {[|F (1) = 51 + ap(ei 60} > 1F(2) = I + 0plz,0) = Ful,0). (314)
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Resta-nos mostrar que (z, ¢) é um par admissivel. Fixe k € N; Como por hipdtese (zy, ¢y ) é ad-
missivel, por definigao, existe uma seqiiéncia {ey; };en de nimeros positivos e uma subseqiiéncia

{dr.1}ien em H'(Q) tal que, com a mesma argumentacao acima,
l—o0 l—o0
¢k,z — ¢ em L2(Q), PEk,l(¢k’,l) — ¢ em Ll(Q)-

Pelo Lema 3.3.5, (z,¢) é admissivel. [

3.3.2 Resultados de convergéncia

Agora provaremos resultados de convergéncia para minimizadores regularizados. O préximo

Teorema trata da existéncia de uma solugao de norma minima.

Teorema 3.3.12 Assumindo as hipdteses (H10)-(H13), existe uma solug¢ao de norma minima
(21, ¢"), i.e., um par de funcoes admissiveis que satisfacam

(a) F(") =1y,

(b) p(zf,¢") = inf{p(z,¢): (2,0) € pares admissiveis e F(z) =y} =: T.

Demonstragdo : Segue do Exemplo 3.3.4 item (a), que o conjunto de pares admissiveis

admitindo F(z) = y é ndo vazio.

Suponha {(zg, ¢r) }reny uma seqiiéncia de pares admissiveis com F'(z;) = vy, tal que

Do Lema 3.3.7, temos que as sequiéncias {¢x }ren € {2k fren s@o uniformemente limitadas em
H'(Q) e BV (), respectivamente. Por argumentagao andloga & demonstracao do Teorema

3.3.11, existem subseqiiéncias , ainda denotadas por {&y }ren € {2k }ren, tais que
pr—' em L*(Q))
ze—2' em L*(Q).
Do Lema 3.3.10 segue
T = lim p(a, éx) > p(z", &),

Como F ¢ continuo em L'(€2), temos F(z') = klim F(zr) = y. Agora, de maneira analoga
—00
ao demonstrado no Teorema 3.3.11, segue que (27, ¢") é um par admissivel e, portanto, uma

solugao de norma minima. [J

Teorema 3.3.13 Seja (24, ¢o) um minimizador de F, com y° = y em (3.9). Entdo, para

qualquer seqiiéncia {ay}ren convergindo para zero, existe uma subseqiéncia {ouu) }bien, tal que,
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{(Zapwys Py ) iew € fortemente convergente em L'(Q) x L*(2). Mais ainda, o limite é uma

solugao de norma minima.

Demonstracgao : Pelo Teorema 3.3.12, existe uma solu¢ao de norma minima, a qual denotamos

por (27, ¢"). Defina {(zx, x)} = {(2a,, Pa, )} uma seqiiéncia de elementos minimizantes de F,, .

Entao, para cada k£ € N, temos

Fou (2, 01) = |1F (1) = yll% + awplei, dr) < NNF(2T) =yl + anp(2",6") = awp(2", o).

Da continuidade de F' em L'(€), como limsup p(zx, ¢x) < p(zf, ¢") e, por hipétese, ap—0 e

k—o0
p(z7, ¢T) < oo, temos
klim app(zh, ") =0

lim F(z) = v.

k—o0

Do Lema 3.3.7 e Lema 3.3.10 temos que

208\ zk|Bv ) + ||ok — quH%{l(Q) < p(zr, dr) < p(2f, 9" < oco.

Disto, obtém-se que a seqiiéncia {(zx, @) }ren € uniformemente limitada em BV (Q) x H'(Q).
Novamente, com a mesma argumentacao da demostracao do Teorema 3.3.11, existe uma sub-

seqiiéncia denotada ainda como acima tal que, quando k—o00,

dp—¢ em L*();

ze—sz em LY(Q).
Novamente, da continuidade de F' em L'(2), temos

F(z)= klim F(zr) =y.
Da semi-continuidade fraca inferior de p, dada pelo Lema 3.3.10, e da definicao de solucao de

norma minima, segue que

p(z,¢) < lim inf P2k, dr) < li?sup p(zrs k) < p(21,0%) < p(z, 9).
Conforme o Teorema 3.3.11, (z,¢) é um par adimissivel. Assim, juntando com a tultima desi-
gualdade acima, obtemos que (z, ¢) é uma solu¢ao de norma mimina para F,. O

Agora, estamos de posse de resultados suficientes para provarmos convergéncia.
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Teorema 3.3.14 [Convergéncia] Suponha que y° € Y, ||y — ¥°|ly < § e que para cada o >
0, (2a)®a) denota um minimizador de ¥F,. Seja « : [0,00)—(0,00), 0 — «a(d) uma funcao

satisfazendo

52

lima(d) =0 e lim

50 -0 a(6) 0

Entao, para qualquer seqiiéncia {0 tren convergindo para zero, existe uma seqiéncia {ay :=

a(0k) bren tal que {(zay,, Pa, ) ken converge para uma solug¢do de norma mimima.

Demonstragao : Denotemos por (z7,¢") e {(z1, dx) = (2a,, Pa, ) Jren uma solucio de norma

minima e uma seqiiéncia de minimizadores de JF,, , respectivamente.

Segue da definigao de (zx, ¢x) que
1F(z) = 4™ |[F + a(dr)p(zx, ¢r) < [[F(2F) = 9|3 + a(8k)p(z", ¢7) < 6F + a(d))p(=T, 61).

Assim, da hipétese, temos

Isso implica que

lim sup p(z, ¢x) < p(z', 7).

k—oo

Dos Lemas 3.3.7 e 3.3.10 obtemos

20|zl V() + ok — ¢0||%II(Q) < p(zr, ) < p(2h, 0" < o0 .

Portanto, a seqiiéncia {(2x, 1) }xeny ¢ uniformemente limitada na norma de BV (2) x HY(Q).
Seguindo a argumentacao utilizada na demostracao do Teorema 3.3.11, garantimos a existéncia

de uma subseqiiéncia, denotada agora por {(zx, ¢r) }ren, de modo que sao vélidos

Pp—¢ em L*(1),
ze—sz em L'(Q),

p(27¢) < hl?ilorolfp(zk: ¢k) < limsupp(zk, ¢k) < IO(ZT7¢T) < p(27¢)'

k—o0

Pelo mesmo Teorema, (z,¢) é um par admissivel. Isso mostra que (z,¢) é uma solugao de

norma minima para F,. [

Corolario 3.3.15 Nas mesmas hipoteses do Teorema 3.3.14, se a solu¢ao de norma minima
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(21, ¢") para F, € inica, entdo
hm(Zom ¢a) = (ZTa ¢T)

6—0

Demonstragdo : Do Teorema 3.3.14, toda seqiiéncia (zq, @,) possui uma subseqiiéncia con-

vergindo para (27, ¢"). Como (27, ¢') é tnica, segue o resultado. [

Note que os Teoremas desta secao se enquadram a teoria classica de regularizacao de
Tikhonov para problemas nao lineares (veja [10, Capitulo 10]). A diferenca é que, um minimo
neste contexto ¢ um par admissivel tomado no produto cartesiano U x H'(Q). Ainda, como
comentado anteriormente, métodos level set para problemas inversos nao fornecem taxas de
convergéncia, uma vez que nao podemos formular condicoes de fonte compativeis com a for-

mulagao level set.

3.4 Solucao numérica

Minimizadores para o funcional F, s@o considerados como pares admissiveis (24, ¢n) €
U x HY(Q). Logo, encontrar solugdes numéricas para minimizar F, sobre o conjunto de pares

admissiveis é impraticavel. Assim, somos levados a considerar o funcional estabilizado

Fea = [IF(Po(9)) = ¥I1% + 208|P-(6) v + allé — dollip o) (3.15)

como uma aproximacgao para minimizar F,.

No que segue, derivamos condicoes de otimalidade para minimizar o funcional J.,. No
primeiro resultado, tratamos da boa colocacao do funcional J, ,, i.e., da obtengao de um minimo
para J., sobre H'(2), para toda fungao ¢y € H'(Q) e toda tripla de parametros (a, 3,¢) €
(0, 00)3.

Lema 3.4.1 Para qualquer ¢ € H* (), o funcional (3.15) atinge um minimo em H'(Q).

Demonstracgao : A demonstragao segue em linhas gerais a feita no Teorema 3.3.2. Ou seja,

notando que
inf{F..(¢) : ¢ € H(Q)} < F.0(0) < <.

Seja {¢r tren em H'(Q) satisfazendo
i ,(61) = WE{F..0(6) 0 € HI@)).

Desta forma, a seqiiéncia {¢x}ren ¢ limitada na norma de H'()) e, portanto, possui uma
subseqiiéncia (que denotamos com os mesmos indices) convergindo fraco em H'(f2). Uma vez

que para qualquer seqiiéncia { ¢ hren convergindo fraco para ¢ na norma de H'(Q) temos, pelo
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Teorema de imersao compacta de Sobolev [1, Teorema 6.2], que existe uma subseqiiéncia que

converge forte para ¢ em L*(2). Segue do Lema 3.3.1 que
Tim [|P-(é5) — P-(0)] (s = 0.
Como conseqiiéncia da continuidade do operador F em L'(Q) temos

Jim [[F(P.(60)) = F(P.(6))]lx = 0.

Agora, da semi-continuidade fraca inferior da semi-norma no espago BV (Q2) [11, Teorema

1, pg. 172] e da semi-continuidade fraca inferior da norma em espagos de Hilbert, segue

|[P=(¢)|Bv () < liminf | Po(¢r)|pv (o)

16 = dollm @) < liminf{[g — ol |r1(0)-
Conseqiientemente, das desigualdades acima unidas com a continuidade de F' em L'(2),
Feal®) = [[F(P-(0)) = 4|13 + 2a8|P-(9) | Bv() + alldr — dol a1 (@)

< lim [|F(P-(éx)) — 7| + 208 lim inf | P-(60) [ pve) + alim inf [|65 — doll o

< h’?llnf gjs,a(gbk) = lem ‘rfs,a(gék‘) = inf{gjs,a((b) : (b € Hl (Q)} O

Observagao 3.4.1 Note que minimizadores de F.,, sao fungoes em H*(QY), enquanto minimi-

zadores de F, sao pares admissiveis.

O préximo resultado mostra que para e —0 um minimizador de J, , aproxima um minimizador
de F,, ou seja, é aproximadamente um par admissivel. Fechamos assim o ciclo da andlise de

convergéncia para o método de regularizacao level set.

Teorema 3.4.2 Sejam ¢., um minimizador de F., e ¢g € H'(Q). Entao, para e — 0
existe uma subseqiiéncia { Ps, (¢z, o), (0, .0)}— (%, @) na topologia de L*(2) x L*(Q) cujo limite

minimiza F, no conjunto de pares admissiveis.

Demonstragdo : Do Teorema 3.3.11 temos que o infimo de F, é atingido, i.e., existe (24, ¢a)

minimizador de ¥, no conjunto de pares admissiveis. Da Defini¢ao 3.3.3 para pares admissiveis
e do Lema 3.3.6, existem seqiiéncias {ej}ren de nimeros positivos convergindo para zero e

correspondente {¢y, hren em H'(Q), respectivamente, satisfazendo

(P (¢%), 96)—(Za, da) em L'(Q) x L*(Q),
PZa; 0a) = lim {26\ P, (6n) By o) + ([0 — oll () }-
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Seja ¢., um minimizador de J,, ,. Com a mesma argumentacao do Lema 3.4.1, deduzimos
que a seqiéncia {¢., }ren é uniformemente limitada em H'(2) e, ainda, que esta possui uma
subseqiéncia (denotada com os mesmos indices) que converge fraco, cujo limite denotamos por
¢. Além disso, {P., (¢c,)}ren é uniformemente limitada em BV (Q). Do Teorema de imersio
compacta de Sobolev [1, Teorema 6.2], existe uma subseqiiéncia (novamente denotada com os

mesmos indices), tal que

¢.,— ¢ em L*(Q), P. (¢.,)—3 em LY(Q).

Deste modo, (Z,¢) € U x H'(Q) é um par admissivel.
Da defini¢ao de p e da continuidade do operador F : L*(2)—Y temos,

1F() = 4P1% = lim ||F(Ps(62,)) — o712

p(,6) < L int{28 P, (62, svioy + 16, — b0}

Portanto, segue que

= Fu(2a, 0a) = Inf{Fu(z,0) : (2,¢) € pares admissiveis}.

Logo, o infimo de &, é atingido em (Z,¢). O

Observacao 3.4.2 De acordo com a Observacao 3.3.4, a funcao z, nao é unicamente definida

por ¢, se esta atinge algum ponto critico numa vizinhanga de conjunto de nivel zero.

A observagao acima foi justificada a partir de testes numéricos para o problema de (EIT)
(veja Capitulo 4) em [9]. Em seu trabalho, Doel e Ascher [9] alertam que a imposigao de semi-
norma de variacao limitada e do termo regularizante quadrético ||¢ — ¢o| |§{1(Q) levam a fungoes
muito achatadas na vizinhanca do conjunto de nivel zero. Isso deve-se ao fato do funcional

¢ ||d — ool |?{1(Q) admitir minimos independentes do conjunto de nivel zero.

3.4.1 Condicao de otimalidade

A fim de obtermos condigoes de otimalidade para o funcional J, ,, com propésitos numeéricos,
é conveniente substituirmos o espago Y pelo espaco de Hilbert L?((2).

Os pontos de extremo do funcional F, ,, sao proveniente do calculo da derivada de Gateaux
igualada a zero. Para tal, assuma ¢ € H*(Q) e v € C5°(Q), entao da definicao de P.(¢) e da
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Observagao 3.2.2, obtemos

Primeiro termo
tim = (IF(P6 + 1) ~ 4 ey — IF(P(6)) ~ o' oo
= tim = (IIF(P.(6)) + tF(PA) PAS) (o) + O() 1 ey — IIF(P6)) — e

= tim = (IIF(P.0) ~ ¥ ) + O() + 2(F(P0) — o, F (P (6) PN W)z
—[|F(P-(¢)) - ?/||L29)>

= 2(F(P.(¢)) — 4, F'(P-(¢)) PL() () 12
= 2(F'(P. ()V( P.(¢)) y57FZ¢(U 2(Q)
= 2(P(¢)F'(P())" (F(P:(9) = ¥°) , v) 2(0)-

Integrando por partes [11, Teorema 1, pg. 133], segue que para ¢ € C}(Q,R) com ||p||s < 1

/ Po(6) divedl — — / VP(o)pdt + | 2PTP(o)daret < / IV P.()]dL.
Q Q

a0 ON
Assim, |P.(¢)|pv() = sup{/ P.(¢).divpdl : ¢ € C&(Q,R) com ||¢||eo <1} = / IVP.(¢)|L.
Q Q

Disto e das férmulas de Green [22, Teorema 6.3], temos

Segundo termo :

tim + (1P.(0 -+ 10)]mviey — [P-(6) pviey) =lim - ( [ wlaer - [ |VPE<¢>|dL")
Q Q

VE(0) o pr n_ VES) \ prron (i
i |VP€(¢)|.VPE(¢)(v)dL = /QV. (!VPE(QS)]) Pl(¢)(v)dL

(v (wra) ’P5<¢)(“)>Lz(m =~ (o (W) ’“>Lz<m '
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Da primeira formula de Green [22, Teorema 6.3], temos

Terceiro termo :
1
tim (16 + tv = ol 0 — 116~ duliniey)
1
= tim 5 (119~ ullinia) + 216 — b, v) o) + Pllelliniey ~ 116 = Gullinga)

= 2(¢ — ¢o, V) () = 2 </Q(¢ — ¢o)vdLl™ + /Q V(o — quo).VvdL”)

—2( [0 anpaer - [ Ao ouae)
=2 (<¢ — 90, V) r2) — (A — ¢0):U>L2(Q)) =2((I - A)(¢— ¢0)7U>L2(Q)

/ oo —d) _
0 on .

Juntando os termos acima e lembrando que C§°(€2) é denso em L?(Q) [1, Teorema 2.9], segue

que a condi¢ao de otimalidade para J. , é:

VP.()

Tgﬁ@ﬂ)+au—Ax¢—@o=m (3.16)

PA&)F(P.(6))"(F(PA(0)) — ) — aBP&)V. (

ou equivalentemente,

oA = 1)(6 - d) = PAO)F(P6)) (F(P(6)) — ) — aBP(&)V. (,gfj—gg,) NERTS

/ 06 —d0) _,
o0 on

3.5 Regularizacao iterativa em métodos level set

Nesta se¢ao aplicamos a regularizacao de Tikhonov iterada para o funcional regularizado

F..o. Isto consiste em substituir ¢y em (3.15) por ¢_1 no processo iterativo:

¢o adequado :
FEUS) = Fea(®)
F0)(6) = [IF(P6)) — I, + 2081 P-()lpviey +allé — dralPgyy (319)
dp-1 em H'(Q)  minimizador de F£.' em H'(Q).

Observacao 3.5.1 A escolha do valor inicial ¢g € crucial, pois F' € nao-linear.
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Procedendo como na subsecao anterior, segue que a condi¢ao de otimalidade para o fun-

cional iterado F% , ¢ dada por:

Y / * P A / VP€(¢)
(A = D6~ i) = PIOF (P (FEA0) — ) - a8 (L)
Para um tempo artificial ¢, definindo formalmente a := Ait, ty :== kAt, com k € N temos:

(@ - 1) (ALY () P60 (PURAO(0)) — )

— aBP(6(t))V. (%) | (3.19)

onde At é considerado uma discretizacao temporal. Esta equacao pode ser formalmente inter-
pretada como o sistema dinamico com solucao regularizada ¢y,

9¢

(A=1) (a“)) = P6(0)F'(P(6(0))" (F(P-(8(1))) — ") — aBPU$(t)V. ( VE((?) ) |

[VP:(o(1))|

Observagao 3.5.2 FEste sistema dindmico se compara ao proposo por Santosa [27]. Se tomar-
mos o lado direito da equagdo acima como uma velocidade regularizada pelo operador (A—1)71,
essa compara-se a proposta por Santosa para controlar a velocidade do método level set.
Ainda, uma discretizacdo pelo método de Euler para a equacao acima, com uma escolha
especial de ti, coincide com o método de decida ingrime (tipo gradiente conjugado) com um

precondicionamento para o funcional (3.15).

Para fins numéricos, podemos resolver a equacao (3.20) por argumentos de ponto fixo, fazendo

H(tp_1) = ¢ e tomando ¢(t,) = klim #®) na equacdo
—00

(k+1) _ 4(0)
(@ =1 (S5 ) = PO PR (RPN - )

VE(6™) ) |

VE(60)] (3.20)

— aBP(6M)V. (

Em testes numéricos, notamos que, medindo o residuo || F(P.(¢*)) —4°||, em dependéncia

£
At

investigacao mais detalhada em trabalhos futuros.

de a = a iteracao (3.20) torna-se instavel e muito oscilatéria. As causas merecem uma

Uma alternativa é reformular a equacao (3.20), de forma a resolver

(@ = 1) (AL ) Pt )PPt (FP(0000-10) o)

o ().
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como um método tipo Euler.

Como em outros métodos iterativos, por exemplo Landweber, uma solucao satisfatéria
depende de uma regra de parada. Neste caso, podemos aproveitar as propriedades regularizantes
dos métodos iterativos, usando como critério de parada o principio de discrepancia.

Para implementacdo numérica, F. Frirauf et. al.[14], alertaram para a instabilidade

numérica gerada pela divisao por pequenos valores absolutos do gradiente de P. na expressao

V. (éiﬁgi%). A sugestao feita em [14] é substituir a expressao acima por V. %),

onde r é um nimero positivo e pequeno. Para essa nova expressao, o algoritmo iterarivo torna-se

mais estavel e, portanto, produz uma solugao mais confiavel.



Capitulo 4
Aplicacao: Tomografia por Impedancia

Como exemplo de aplicacao da teoria tratada nos capitulos anteriores, apresentamos o
problema da tomografia elétrica por impedancia - Eletrical Impedance Tomography - EIT. Esse
problema possui inimeras aplicagoes em areas das mais diversas. Em ciéncias médicas, com
aplicagoes em deteccao de tumores, monitoramento de apnéias. Em geofisica e ciéncias am-
bientais, com a localizacao de depdsitos de minerais, monitoramento de campos de fluidos e
em engenharia com a deteccao de corrosao em estruturas. As vantagens sobre outros métodos
como tomografia por raio-X por exemplo, é que a aplicacao de correntes elétricas nao causam
efeitos colaterais, além de diminuir os custos. Para referéncias veja [4, 5, 6, 14, 15, 23].

A intengao é tratar o problema através da formulacao level set descrita no Capitulo
3. Inicialmente, apresentamos alguns resultados preliminares e a formulacao matematica do
problema. Em seguida, exibimos resultados numéricos que ilustram a teoria obtida no trabalho.

O problema da tomografia elétrica por impedancia esta relacionada com a identificacao do

parametro w (chamado de coeficiente de difusao ou “condutividade”) no problema de Neumann

V.(wVu) =0, Q (4.1)
ou
— =h of)
W 877 Y Y
ou no problema de Dirichlet
V.(wVu) =0, Q (4.2)
u=f, o1,

dependendo da formulagao do problema de EIT.

36
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4.1 Resultados preliminares

No que segue, mencionamos alguns resultados pertinentes a teoria de equagoes diferenciais
parciais os quais fazem-se necessarios a resolucao do problema proposto. Também, impomos
restrigoes aos espagos de forma a trabalhar com ambas as formulagoes (4.1) e (4.2) para o
problema de EIT.

Como é bem conhecido, a equagao (4.1) possui solugao tnica u,,;, € H'(Q2) quando im-

posta a restrigao / udLl = 0 na frontera de Q (veja [6]). Além disso, a equagdo (4.2) possui

)
uma tnica solugao u, ; € H'(Q) N H2(Q) (veja [12]). Assim, consideramos os seguintes su-

bespacos dos espacos de Sobolev

LE(Q) :={w € L*(Q); infessyecqw(z) > 0}

L3(09Q) == {f e L*(Q); | fdL =0}

HNQ) == {h € H\(Q); /m hdl = 0}

HEH00) = {f € H*(09); | fdt = o).
[2)9]

Note que se w € LY (2), entao existem w,w em L>() tal que 0 < w < w < w.

Estamos interessados em colher resultados que nos permitam tratar do problema de to-
mografia por impedancia. Esse envolve os operadores de Neumann para Dirichlet (NpD) e
de Dirichlet para Neumann(DpN), dependendo da formulagao do problema. As restrigoes nos
espacos das correntes h faz com que os operadores sejam inversos um do outro. Resultados de
compacidade, auto-adjunto entre outros para os operadores sdo bem conhecidos (veja [5, 6]).

Definimos o operador linear e limitado

Ao: HI2(0Q) — HE(OQ)

h — Tl U, h

o qual chamamos de operador de Neumann para Dirichlet (NpD). Este aplica os dados de
Neumann A no correspondente dado de Dirichlet Tyu, ,, onde T} é o operador de trago [22,
Corolério 8.16] devidamente restrito. Conforme mencionado acima, dada uma conveniente

restrigao nos espacos, o operador de Dirichlet para Neumann (DpN) é A1
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4.1.1 Continuidade e Fréchet diferenciabilidade em dominios deri-

vativos

Estudamos aqui a continuidade e a Fréchet diferenciabilidade do operador
Gh . LT(Q)—>Hi(Q)7 Gh(W) = Uw,h

que aplica a condutividade w € L(£2) na tnica solucao u,j do problema de Neumann (4.1),

obtida através da formulacao fraca:

Determine u € H(Q) ; /qu.VvdLQ = / RTvdl Vv e HN Q). (4.3)

Q 19)
O intuito é implementar o método de regularizagao iterativo do Capitulo 3 para o pro-
blema de tomografia por impedancia. Ou seja, estamos interessados em resultados de Fréchet
diferenciabilidade do operador G, em topologias menos finas que a topologia — L em L%(Q2)

(uma tal topologia é a topologia — L*).

_1

Lema 4.1.1 Para cada h € H, *(Q), Gj, € continuo com respeito a topologia — L> em L(2).
Mais precisamente, sejam w; € LY(Q) e u; := Ly,h € H}(Q), para i = 1,2, correspondentes
solugdes do problema variacional (4.3). Entdo, existe ¢ > 0, independente de w;, tal que

C
[|ur — ual|a10) < —lua|lH10)||lws — wi]e < E||h||L2(aQ)||w2 — wi[oo

€ [ —

Demonstragdo : Sejam uy,us solugoes de (4.3). Entdo, da desiguladade de Poincaré [11,

Teorema 2, pag. 140] temos

w |ug — uQqu*l(Q) < /Qw1|V(u1 —up)PdL? = /Q(w1Vu1V(u1 — Uy) — w VuaV(uy — uy))dL?

= / hT1<U1 - U/Q)dL - / W1VUQV(U1 - Ug)dﬁﬂ
oN Q

= / wa VUV (ug — ug)dL?* — / w1V V (uy — ug)dL?
Q Q

= /(wl - w2)vu2v(u1 - UQ)dLZ < le - wzHooHUQHH*I(Q)Hul - UQHH*l(Q)
Q

o que prova a primeira das desigualdades. Como o operador de trago Ty : H}(Q2)—L2(9Q) é

continuo, isto é, [|Tiul|r200) < c||ul|mi) , Yu € H} (), segue a segunda desiguladade

o [l By o S/Qw2|Vu2|2dL2:/BQhT1quL

< 1P| 2o0 || Thuzl 200) < cllbl]L2o0)] 2]l m1(0)- O
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Seja w € LP(R) e assuma ¢ € L*(Q) tal que @ := w+ ¢ € LP(). Defina v := Grw e

U := Gpw e considere o problema variacional
Bp(a,v) := / wVaVodL? = —/ qVuVvdL? Yoe HH Q). (4.4)
Q Q

Definindo

b: H (Q)—R por b(v) :/unVvdL2,
Q

obtemos que b ¢ linear e limitado e que By, é limitada e coerciva. Assim, segue do Teorema de
Lax-Milgram [22, Teorema 13.23] que existe uma tinica solu¢ao u’ de (4.4). Defina x := t—u—u'.

Entao, = satisfaz:
/waVvdL2 = —/ qV (i — u)VodL? Vove HN Q). (4.5)
Q Q
Proposicao 4.1.2 O operador Gy € Fréchet diferencidvel. Ainda, com a mesma notacado,
acima para v’ € H(Q) a tnica solugao do problema variacional (4.4), temos: DGy (z)(q) = u'.
Mais precisamente, existe ¢ > 0, independente de w e q tal que

c
1Gh(w +9) = Gu(w) = ¥llmie) < —5l1hlr20m gl

Demonstragdo : Temos que x = & — u — v’ é uma solugdo do problema variacional (4.5).

Fazendo v = x em (4.5) obtemos:
o llolfyzio < [ wlVoPa? == [ 9(a - 0)Vade? < llallelli~ ullimo el
Q
Do Lema 4.1.1, existe ¢ > 0 independente de w e ¢ tal que
¢ 2
lllm @) < —5lIhllz2o0)l4lls- m

Corolario 4.1.3 Defina o operador Fj, : LY (Q)—L3(09Q), Fy(w) := T1(Gh(w)). Entio F,

¢ continuo e Fréchet diferencidvel, com DF}, =T o DGy,

Demonstragcao : Como o operador de trago Ty : H(Q)——L?(99) é linear e limitado, con-

sequentemente é Fréchet diferenciavel. Segue, do Lema 4.1.1 e da Proposicao 4.1.2, que G}, é
continuo e Fréchet diferenciavel. Portanto, Fj, = T} o (G, também é continuo e Fréchet dife-
rencidvel com derivada DF}, =T, o DG;,. O

Para fins numéricos é conveniente trabalharmos com espacos de Hilbert, por exemplo
L?(Q). Mas, surgem dificuldades, pois estimativas como a da Proposi¢ao 4.1.2 nao sao validas,

em geral, quando substituimos a norma L*>(f2) pela norma L?((2).
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A aplicagao em EIT requer a solu¢ao da equagao de operadores Fj,(w) = f, com os dados
de Neumann h € L2(99), de Dirichlet f € L?(9), e uma condutividade w restrita ao conjunto
admissivel U := {1 + xp; D C Q mensuravel} C L'(Q2). Por isso, nosso interesse é de derivar
condigoes para a continuidade do operador restrito Gy, |y: U—H} () , w +— Gp(w), com

respeito a topologia de L*(©2) em U. Uma tal condicao ¢ dada pelo:

Lema 4.1.4 Seja w € U tal que u,y = Gp(w) € WH*(Q) € a correspondente solugao do

problema variacional (4.3). Entao, existe ¢ > 0 tal que, para todo w. € U:

NG

1Gn(w) — Ga(we)

ay@) < ¢ (v —welluo)

Demonstragdo : Defina D, C Q tal que w. = 1 + xp.. Defina u := Gp(w) e u. := Gp(w.).

Observe que w. = w em Q\DAD,. Usando o fato de que u := u,,, satisfaz (4.3), obtemos:

1 1 1
—/wa|Vu|2dL2 —/ hTiudl = ——/w|Vu|2dL2+ —/ (we — w)|VulPdL?.
2 Ja o0 2 Jo 2 Jpab.

Assim, temos as equagoes
/ we |V (u —u)|?dl? = / we (|Vul* = 2VuVu, + |Vu.|?) dL?
Q Q
= / we|Vul?dL?* — 2/ hTyudl + / we| V. [*dL?
Q o0 Q

= —/w|Vu|2dL2+/ (ws—w)|Vu|2dLQ+/w€]Vu€|2dL2 (4.6)
Q DAD, Q

/wE|Vu€|2dL2—/w\Vu\2dL2:/ thuEdL—/ hTyudl
Q Q oN o0

:/wEVuVugdLQ—/qu5Vud£,2:/ (W — w.)VuVudl?  (4.7)
Q Q DAD.

Substituindo (4.7) em (4.6) e usando a desigualdade de Holder obtemos

/ we |V (u —u)|?dL? = / (we — w)(Vu — Vu, ) VudL?
Q DAD,

<(/ I u€>|2da2)% (f - w5>2|w|2dﬁf )

Como u € W (Q), existe ¢; > 0 tal que ||Vu||s < ¢;. Combinando com o fato que 1 < w, < 2
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em ©, (w. —w)? = 1 na DAD, e usando (4.8), segue que

/ V(1 — u.)2dL? < / |V (1 — ) PdL? < (/ V(- M\?dg?) (/ |Vu]2dL2)
Q Q DAD: DAD

< ([w-wpa) ([ dar) =a( [ 9 wke) (o - o)
Q DAD: Q

Assim, da desigualdade de Poincaré [11, Teorema 2, pag. 140], existe ¢; > 0 tal que

D=

2
= wlliey < all Vi = )l = [ 1900 = w)Pae?) < cxen (o = ollin)
Q

N

Fazendo ¢ := ¢icy temos:

N |=

|G (w) = Gr(we)llmr ) = llu — ue|lmio) < ¢ ([lw —well@)?. O

Corolario 4.1.5 Nas mesmas hipoteses do Lema 4.1.4, o operador Fy, | € continuo com res-

peito a topologia — L*.

Demonstragao : Segue da continuidade do operador de traco T} e do operador G, dada pelo
Lema 4.1.4. [0

Segundo [5], ndo é conhecida qual a regularidade necessiria em w € U de forma que
Gp(w) € W*°(Q). Uma condigao suficiente é que w € LT (Q) N CH1(Q2). Mas, existem fungoes

descontinuas w € U tal que Gy (w) € WH(Q2). Em [24] tais afirmativas foram provadas sob a

hipétese de 9 e D pertencerem a CH® com 0 < o < 1.
Outro fato importante de ressaltar ¢ a formulagao do operador F}(w)* a qual aparece na

iteracao level set (confira (3.20)).
Proposicao 4.1.6 Seja w € LY (). Entdo, o operador adjunto F}(w)* de Fj(w) € dado por:
F(@)(9) = =V n Vg,

onde

Uy = F(w) € HI(Q) e Uy g = Grlw) € H(Q)

para cada g,h € L2(00Q); g, h, dados de Neumann para o problema (4.1).

Demonstragao : Suponha ¢ € L®(Q) e g € L?(0N). Da formulagao variacional (4.3) para o

problema de Neumann (4.1), segue que u,, , satisfaz

/quwngvdL2 :/ gTivdl Yve HN Q). (4.9)
Q o9
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Seja v’ := G} (w)(q) = DGy(w)(q) € H(Q) a derivada direcional de G}, como na Proposi¢ao

4.1.2. Pela mesma Proposicao, v’ é a tnica solucao do problema variacional
/qu’VvdL2 = —/ qVu, ,Vvdl? Vv e H (). (4.10)
Q Q
Segue de (4.10) e (4.9) que

(Fp(w)(@), 9)200) = (T, 9) 200 :/

gTiu'dL :/qu'Vuw,gdLQ
o0 Q

=— / qVu,,Vu, ,dL° = (g, —V gy, Vg g) 12(0)- O
0

4.2 Descricao do problema

Nessa secao apresentamos a formulacao do problema da tomografia por impedancia EIT,
bem como, resultados pertinentes a teoria necesséaria para trabalharmos a formulagao level set

desenvolvida no capitulo anterior para a solucao do problema de EIT.

4.2.1 Tomografia por impedancia - EIT

A tomografia elétrica por impedancia - EIT é um método de reconstruir propriedades
da condutividade elétrica de algum objeto condutor, sob medidas elétricas tomadas sobre a
fronteira desse objeto.

Este problema, inicialmente proposto por Calderén [8], possui muitas variantes e técnicas
para soluciona-lo. Uma alternativa recente é a solucao por métodos level set.

O problema direto consiste em: dado 2 um dominio limitado em R possuindo mate-
riais com condutividade elétrica w(z) satisfazendo w(x) > wy > 0, com fronteira 9 € C! por
partes, n o vetor normal unitdario que aponta para fora de €2; solucionar o problema de Neu-
mann, i.e., encontrar a solugao u do problema (4.1) e correspondentes dados de Dirichlet u|sq,
conhecido os dados de Neumann h e a condutividade w. Uma formulagao analoga é possivel
considerando-se o problema de Dirichlet (4.2).

O problema inverso é: reconstituir a condutividade elétrica w(x) € L3°(Q2), usando o
conjunto de valores da corrente elétrica h (dados de Neumann) aplicada a fronteira de 2 e os

correspondentes valores do potencial elétrico u(x) na 02 (dados de Dirichlet u|gq = f medidos).

Observacao 4.2.1 O problema inverso de reconstruir a condutividade elétrica € nao linear e

mal posto, i.e., o operador nao depende continuamente dos dados (veja [5]).

Na pratica, é impossivel medir os dados sobre toda a fronteria de €. Assim, o problema
de reconstrucao deve ser encarado com o conhecimento de uma quantidade finita de dados,

obtida por medidas sob a fronteira de ).
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Portanto, antes de seguirmos vamos responder a duas questoes:
1. Quantos dados necessitamos conhecer, i.e., se o parametro w em (4.1) é unicamente determi-
nado pelo conhecimento de alguns pares de dados (h, A, (h)) sobre a fronteira ou pelo operador
(NpD)?
2. O problema inverso é mal posto no sentido de Hadamard?

Resultados de identificabilidade para w € LS, no caso de uma tnica medida no conjunto
de dados (h, A, (h)) sobre toda a fronteira de €2 no problema de EIT, sao dados em [2, 5, 6, 13]
e referéncias 1a citadas. Resultados de identificabilidade para o caso de medidas sobre partes
da fronteira de {2 sao desconhecidos.

Para confirmar a resposta afirmativa, quanto a ma-colocacao do problema de identificacao

da condutividade, veja exemplo 2.1 em [6] ou [15].

4.3 Reconstrucao por regularizacao level set

Agora, apresentamos resultados obtidos através de regularizacao level set descrita no
Capitulo 3 para o problema de EIT, juntamente com o algoritmo utilizado na reconstrugao da
condutividade w.

Nosso interesse é pela classe especial de condutividades w = 1+ xp € U, onde D é um
dominio, possivelmente multiconexo, de forma que D C int(€2).

Na reconsituicao da forma de D, através da condutividade admissivel w € U, utilizamos
quatro pares de dados medidos sobre a fronteira de €2, i.e., a determinacao e localizacao da forma
de D C Q pelo processo iterativo (3.20) utiliza pares de dados (h, f) = (A1 f, f) medidos sobre
a fronteira. Por h € L2(9N) representamos os dados de Neumann e por f := A, (h) € L2(9N) os
correspondentes dados de Dirichlet. Como os dados sao medidos, estamos sujeitos a conhecer
somente os dados com rufdos f?, com ||f — fO|| < 6.

No contexto de regularizagao por level set, como apresentado no Capitulo 3, o problema

de EIT consiste em resolver a equagao de operadores mal posta
Fu(Po(9)) = f°, ¢ € H'(Q), (4.11)

Observacao 4.3.1 Para essa aplicacao, temos que considerar novos operadores P e P. com o
acréscimo de 1 aos respectivos operadores definidos em (3.1) e (3.8), respectivamente. Também,
ressaltamos que toda a teoria desenvolvida no Capitulo 3 se aplica aos novos operadores P e P
sem perdas. Justificamos que a mudanca de operadores € para garantir a compatibilidade com
o parametro w no problema (4.1). Neste caso, para termos elipticidade do problema, w deve ser

estritamente positivo.

Se ¢ € H(Q) é uma solugdo de (4.11), entdo w = P(¢) € U é uma solucio de Fj,(w) = f°.
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Como mencionamos na Secao 4.1.1, nao estd provado que o operador nao linear
Fy : LY(Q) D LY (Q)—L2(09)

é continuo e Fréchet diferencidvel com respeito a topologia L'(2) em L(). Mas, devido
aos resultados de Y. Y. Li e M. Vogelius [24], para conjuntos D C €2, ambos suficientemente
regulares, G, (w) € W*°(Q). Assim, pelo Lema 4.1.4, podemos implementar o método iterativo

deduzido na Se¢ao 3.5 via regularizacao level set para a equagao (4.11).

4.3.1 Implementacao numérica e exemplos

De posse dos resultados de Fréchet diferenciabilidade do operador Fj,, a implementacao

numérica da iteragao (3.21) é dada pelo algoritmo:

Algoritmo: 4.3.1 (1) FEscolha um valor inicial ¢po € H' () apropriado e fize os parametros
a, e €0,00)
(2) Para k=0 até k, (escolhido pelo principio de discrepancia) faga:
: VP (¢1)
(i) Calcule P.(¢r), P.¢dr), V. (|VPE(¢:)|>
(i) Para calcular Fy,(P-(¢y)): Resolva o problema de Neumann

V.(P.(¢r)Vug) =0 em com % =h na 09
n
Entdo, Fh(PE(Qbk)) = Tluk;
(iii) Avalie o residuo 1y, := Tyuy, — f° = Fy(Pe(éy)) — f°
(iv) Para calcular FY,(P-(¢r))*(rx): Resolva o problema de Neumann

V.(P.(¢r).Vug) =0 em com — =1, na 0N

Entao, F}(P-(¢r))*(rx) = —VurVug

(v) Encontre wy, € H*(Q) solugdo do problema de Neumann

(I — ANwy, = Ps’(gbk)(Vquk) + ﬁapé<¢k) (|§§Ez:;|) o
88_1‘7’7’6 . na 0f)

(vi) Atualize a funcgao level set ¢pi1 = ¢y + éwk
(3) Fim

Note que o algoritmo é complexo pela necessidade de resolver trés problemas elipticos em cada

passo.
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Por simplicidade de implementacao, consideraremos €2 como o quadrado unitario
Q :=]0,1[x]0,1[ C R

Nosso exemplo numérico trata de reconstituir o paramentro w apresentado na Figura 4.1 para
a equagao (4.2). Muito embora, apresentamos os resultados levando em consideragao a equagao
(4.1). Dada a restrigoes nos espagos, os operadores (NpD) e (DpN) sdo inversos um do outro.

O método level set é aplicado partindo de uma condigao inicial mostrada na Figura 4.2.
Usamos ainda quatro pares de Dirichlet-Neumann dispostos de forma simétrica no quadrado

unitario (2, conforme a Figura 4.3.

Initial Guess

1006402
918e+01
8362401
75650401
6736401
591e+01
.509e+01
4272401
3458401
2640401
1822401
1002401

Exact Coefficient

100e+02
.918e+01
B36e+01
755401

673401
591e+01
.509¢+01
L427e401

345¢401
.264¢+01
1826401

Figura 4.2: Condigao inicial para o

Figura 4.1: Parametro a ser recons- método de regularizacao pelo método
truido. level set

Solution of direct problem: Tipical source
1008401

909e+00
818e+00
727e+00
636400
5450400
455e+00
364e+00
2730400
182400
909e-01
000e+00

&

Figura 4.3: Dados de Dirichlet apli-
cados na fronteira de Q.

Os testes de performance do método foram aplicados para reconstituir o parametro w mos-
trado Figura 4.1. No entanto, testes foram implementados conhecendo os dados “exatamente’e
com 5% e 10% de ruido.

A Figura 4.4 mostra a evolucao do residuo para o caso em que os dados sao conheci-
dos “exatamente”, i.e., pela resolucao do problema (4.2) pelo método direto em uma malha

relativamente fina. O método é robusto, e depois de 350 passos a evolugao torna-se lenta.
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Step ..150: Level—set method N=4 Step ..250: Level—set method N=4
900e+01

900e+01
.818e+01
736e+01
.655e+01
.573e+01
.491e+01
.409e+01
.327e+01

245e+01
164e+01
.818e+00
.000e+00

.818e+01
736e+01
.655e+01
.573e+01
491e+01
.409e+01
.327e+01

245e+01
164e+01
.818e+00
.000e+00

al

L/

Step ..350: Level—set method N=4 Step ..500: Level-set method N=4
.900e+01

.818e+01
736e+01

655e+01
.573e+01
491e+01
.409e+01
.327e+01
.245¢+01
164e+01
.8186+00
.000e+00

.900e+01
818e+01

7366401
l 655e+01
8 573e+01
g .491e+01
.409e+01
327e+01
245e+01
164e+01
818e+00
.000e+00

Figura 4.4: Evolucao da iteracao do erro para dados livres de ruidos

A Figura 4.5 apresenta a evolugao da funcao level set ¢ para o caso em que a solugao é
livre de ruidos. A deformacao da fungao level set também torna-se lenta apds 350 passos.

As Figuras 4.6 e 4.7 mostram a evolucao do residuo para dados com 5% e 10% de ruidos,
respectivamente. Observamos que, com o aumento do nivel se ruidos, a identificagao fica
seriamente comprometida. A evolucao para os dados com 5% de ruidos apresentam uma boa
performance, cuja solucao para 500 passos compara-se a solugao obtida para dados sem ruidos.
J& para dados com 10% de ruidos, o residuo permanece grande mesmo apds 500 passos.

Testes similares ao aqui apresentado sao encontrados em [9]. Através de argumentos
euristicos Doel e Ascher obtivertam sucesso na identificacao de parametros no problema de
EIT a partir de outros funcionais. Ainda em [9] comparam-se vérios termos de regularizagao e
sua eficiéncia na reconstrucao de paramentros. Resultados numéricos obtidos por Doel e Ascher
permitiram a eles comprovar que o termo de regularizagao quadréatico ¢ uma penalizacao muito
severa ao funcional de Tikhonov. Assim, propuseram substituir o termo quadratico por um

termo da forma

2

Ja=1vepian) . (4.12)

motivados pelo fato de que uma fungoes level set “ideal”é uma funcao que satisfaca |[Vo| = 1

quase sempre. A garantia tedrica dos resultados de minimizacao apresentados no Capitulo 3
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646e+00
.261e+00
—.124e+00
—.508e+00
-.893e+00
— 128e+01
—.166e+01
—.205¢+01
—.243e+01
-.282e+01
-.320e+01

Figura 4.5: Evolucao da funcao level set para dados livres de ruidos

Step

Step

...10: Level—set method

..350: Level—set method

N=4

—.358e+01

.657e+00
.2442+00
—.170e+00
—.583e+00
-.997e+00
—.141e+01
—.182e+01
—.224e+01
— 265e+01
—.306e+01
-.348e+01
—.389e+01

Step ..250: Level—set method N=4

540e-+00
.241e+00
—.15Be+00
-.557e+00
-.956e+00
—.13%e+01
—.17%e+01
—.215e+01
-.255e+01
-.29%e+01
-.335e+01
-.375e+01
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Step ..500: Level-set method N=4
.652+00

.237e+00
—.178e+00
—.594e+00
—.101e+01
—.142e+01
—.184e+01
-.225e+01
—.267e+01
-.309e+01
—.350e+01
-.392e+01

para o novo termo de penalizacao é objeto de futuras investigacoes.

Step ..100: Level—-set method N=4

M

Step ..350: Level-set method N=4

Figura 4.6: Evolugao das iteragdes do erro para dados com 5% de

.900e+01
.818e+01
736e+01

.573e+01
.491e+01
.409e+01
.327e+01
.245e+01
164e+01

655e+01

.818e+00
.000e+00

¢

.900e+01
.818e+01
736e+01
.655e+01
.573e+01
.491e+01
.409e+01
.327e+01
.245e+01
164e+01
.818e+00
.000e+00

N
S

Step ..500: Level-set method N=4

.900e+01
.818e+01
736e+01
655e+01
.573e+01
.491e+01
.409e+01
.327e+01
.245e+01
164e+01
.818e-+00
.000e+00

d

of

.900e+01
.818e+01
.736e+01
.655e+01
.573e+01
.491e+01
.409e+01
.327e+01
.245e+01
.164e+01
.818e+00
.000e+00

ruidos
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Step ..250: Level—set method N=4

900e+01
.818e+01
736e+01
.B55e+01
.573e+01
491e+01
.409e+01
3276401
245e+01
164e+01
.818e+00
.000e+00

Step ..100: Level—set method N=4
900e+01

.818e+01
736e+01
.B55e+01
.573e+01
491e+01
.409e+01
.327e+01
245e+01
164e+01
.818e+00
.000e+00

III(I-!I!l

M}
azdNNL

T

]

|
N\

7
%

L

o
S~

Step ..350: Level—set method N=4 9008401 Step ..500: Level—set method N=4
.818e+01
736e+01
655e+01
.573e+01
431e+01
.409e+01
.327e+01
.245e+01
.164e+01
.818e+00
.000e+00

.900e+01
.818e+01
.736e+01
655e+01
.573e+01
491e+01
.409e+01
.327e+01
.245e+01
.164e+01
.818e+00
.000e+00

—_—
O~

2

e

Figura 4.7: Evolucao das iteracoes do erro para dados com 10% de ruidos

Outro ponto a ressaltar é o da quantidade de passos que o método iterativo necessita para
convergencia. Em nosso experimento, todos os testes foram abortados com 500 iteragoes. Em
9], os autores dizem-se satisfeitos com um ntimero bem inferior de passos. Nao ha evidéncias
analiticas para tal conclusao. Uma possivel causa da diminuicao do nimero de iteracoes é a
implementagao com pré-condicionadores. Outro possivel motivo do nimero reduzido de passos
¢ a magnitude da freqiiéncia dos dados de Dirichlet. Essa observacao foi feita por Hettlich e

Rundell [19] e, posteriormente, observada também por Doel e Ascher [9].



Conclusao

Problemas inversos envolvendo operadores descontinuos apresentam grandes dificuldades
de resolucao, pois estes, além de serem mal postos no sentido de Hadamard, envolvem operado-
res descontinuos. Assim, a resolucao de tais problemas requer alguma forma de regularizacao.
E , para operadores nao lineares, a teoria de regularizacao de problemas inversos ¢ ainda pouco
desenvolvida. Os resultados obtidos envolvem condigoes fortes de regularidade nos operadores
envolvidos.

O presente trabalho fornece uma alternativa de solugao para problemas inversos sujeitos
a restricoes. Tal alternativa é a regularizagao por métodos level set.

Analizar matematicamente o problema inverso envolvendo obstaculos por intermédio de
regularizacao level set exije a introdugao de um novo conceito de minimo para o funcional de
Tikhonov (3.7). Sob esse novo conceito de minimo, é possivel repetir os resultados de existéncia
de uma solugao regularizada para o problema inverso envolvendo obstaculos F'(u) = y. Ainda,
propriedades de regularizacao similares as conhecidos para a teoria classica de problemas in-
versos nao lineares sdo aqui obtidos (compare com [10, Capitulo 10]).

A fim de tornar tratavel numericamente a solucao de problemas inversos que envolvem
operadores descontinuos, é proposto um funcional estabilizado (3.15) de forma a obter uma
aproximacao para o funcional de Tikhonov (3.7). Por fim a apresentacao dos resultados de
aproximacao da solucao generalizada por solugoes estabilizadas fecham a alternativa de solucao
de problemas inversos restritos por intermédio de regularizacao level set.

A aplicagao ao problema de identificacao de parametros, mais especificamente, ao pro-
blema de tomografia por impedancia confirma a eficacia do método desenvolvido.

Aplicagoes da teoria desenvolvida nesse trabalho a outros problemas de matematica apli-

cada sao objeto de futuras investigagoes.
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Capitulo 5
Apendice: Notacoes e definicoes

Espacos de fungoes (veja [1])

LP(Q) {f:Q — R : f Lebesgue mensuravel}
L>=(Q) {f: 92— R : f Lebesgue mensuravel, esssup |f| < oo}
L°(82) {f:Q— R : f Lebesgue mensuravel, essinf |f| > 0}
HY(Q) espacos de Sobolev das fungdes emL?(Q)com primeiras derivadas emL?(£2)
wmp espagos de Sobolev das fungoes e derivadas de ordem m < |a| emLP(2), a multi-indice

Medidas(veja [11])

Lr medida de Lebesgue n-dimensional
H"™ medida de Hausdorff n-dimensional
i(t) denota a delta-distribuicdo unidimensional (veja[l])

Definicao 5.0.1 [Funcées de variacdo limitada] Uma funcdo f € L*(Q) tal que
sup{/ f.divpdl™ o € CHOQR™) e |p| <1} < 00
Q

é dita de variagao limitada e denotamos esse espago de fungoes por BV (£2).

BV (Q) é um espago de Banach com a norma

- llBvy =l llove) + 1 IBvia)

onde semi-norma em BV () € definida como

[ lavioy == sup{ | fivgdt” o€ CHARY) e o <1).

Definigcao 5.0.2 A méirica da diferenca simétrica entre conjuntos A e B € definida como AAB =
|A— B|+|B— Al
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