
Universidade Federal de Santa Catarina

Curso de Pós-Graduação em Matemática e Computação Cient́ıfica
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Ao Departamento de Matemática, em especial a Pós-Graduação em Matemática da
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paciência, amizade, pelo conhecimento compartilhado e pela forma com que conduziu esse

trabalho. Enfim, acredito ter aqui, mais que um orientador, mas um grande amigo.

Ainda a banca examinadora, por dedicarem seu tempo a avaliarem o trabalho desenvolvido.



Resumo

Este trabalho trata da análise de métodos de regularização tipo level set para problemas

inversos. Tais problemas são tipicamente mal postos no sentido de Hadamard (a dependência

continua de soluções não é satisfeita) e envolvem operadores tanto não lineares quanto descon-

tinuos. Devido a essa última caracteŕıstica, as técnicas clássicas de regularização não podem

ser aplicadas diretamente para esses problemas, visto que essas técnicas exigem Fréchet dife-

renciabilidade do operador que modela o problema inverso. A técnica de regularização aqui

proposta é baseada na minimização de um funcional de Tikhonov. Um novo conceito gene-

ralizado de minimização é introduzido. A partir dáı, são obtidos resultados de existência de

minimizantes para o funcional de Tikhonov e é realizada uma análise de convergência para o

método de regularização. Testes numéricos para o problema de tomografia por emissão (EIT)

são apresentados a fim de ilustrar a eficiência do método em estudo.
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Abstract

In this monography we consider regularization methods of level set type for inverse pro-

blems. These problems are typically ill-posed in the sense of Hadamard (continuous dependency

is not satisfied) and are modeled by nonlinear operators and by discontinuous operators as well.

Due to this last characteristic, classical regularization techniques cannot be directly applied for

these inverse problems, since these techniques require a Fréchet differentiability assumption on

the parameter to output map. The regularization method considered here is based on the mini-

mization of a Tikhonov functional. A generalized minimization concept is introduced. This is

the starting point to prove existence of minima for the Tikhonov functional as well as to prove

a convergency property of the regularization method. A numerical experiment concerning the

emission tomography (EIT) problem is presented in order to illustrate the efficiency of the

proposed method.
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Introdução

Uma vasta quantidade de problemas em ciências aplicadas, em especial, em ciências

médicas, ambientais, em engenharia, estão relacionados com a determinação da forma de um

conjunto D ⊂ Ω, onde Ω ⊂ RN é um domı́nio de referência conhecido. Diversos desses pro-

blemas são modelados por equações diferenciais parciais, em que a função caracteŕıstica de

um conjunto D representa um parâmetro que rege as leis f́ısicas do sistema estudado como,

por exemplo, a condutividade elétrica, a condutividade térmica de diferentes materiais. Tais

problemas aparecem em aplicações relacionadas a medicina, com a detecção de tumores; em

ciências ambientais, com o monitoramento de flúıdos, detecção de depósitos de minerais no

subsolo; em engenharia, com a detecção de corrosão em estruturas [4, 5, 6, 8, 10, 15, 18]. Esses

problemas pertencem a famı́lia dos problemas de identificação ou reconstrução de parâmetros

modelados por equações diferenciais parciais.

Neste trabalho tratamos de problemas de identificação de parâmetros que podem ser repre-

sentados pela função caracteŕıstica de um conjunto D ⊂ Ω. A reconstrução de tais parâmetros,

(ou analogamente da forma do conjunto D) é feita por métodos de regularização tipo level set.

Tais métodos tem como caracteŕıstica principal a representação da fronteira de D através das

curvas de ńıvel de uma função, denominada função level set.

No Caṕıtulo 1, apresentamos a teoria clássica de regularização para problemas inversos,

em particular a regularização de Tikhonov e Landweber, ambos com algumas variantes, e

a regulariação assintótica. Nesse primeiro Caṕıtulo, os resultados não são verificados com

rigor, apenas apresentamos uma explanação da teoria. A verificação pode ser encontrada nas

referências. O Caṕıtulo 2 é uma breve introdução a teoria dos métodos level set em problemas

inversos. A pretenção é a de introduzir a teoria de problemas que envolvem métodos level set

bem como fazer referência aos trabalhos mais relevantes dessa abordagem. Para o Caṕıtulo 3

é reservado a apresentação dos resultados de regularização para métodos level set sob o ponto

de vista de otimização restrita. Nesse, resultados de existência de soluções para o problema

inverso F (u) = y (onde u pertence a uma classe admisśıvel) são garantidos através de resultados

teóricos, baseados em uma abordagem funcional anaĺıtica. No Caṕıtulo 4 é apresentada uma

aplicação do método iterativo derivado no Caṕıtulo 3 para a reconstrução da forma de um

conjunto D ⊂ Ω no problema clássico de tomografia por impedância. Uma implementação

numérica é apresentada no final desse Caṕıtulo.
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Caṕıtulo 1

Teoria Clássica para Regularização de

Problemas Inversos

Este caṕıtulo, apresenta uma breve introdução aos problemas inversos e mal postos, com

ênfase à apresentação de algumas estratégias de regularização. São apresentadas considerações,

necessárias e suficientes, para a regularização de operadores lineares e não-lineares mal postos,

de modo a garantir estabilidade e obter taxas de convergência. Em outras palavras, são im-

postas condições de regularidade no operador F para que tenhamos uma aproximação estável

e convergente para a solução exata do problema, mesmo que seja num sentido fraco (veja [16]).

1.1 Introdução aos Problemas Inversos e Mal Postos

O estudo de problemas inversos é muito novo e também muito velho. Há cerca de dois

milênios atrás, no livro VII do diálago “República”, Platão propôs o filosófico problema de e

reconstruir a “realidade”pela observação da imagem de objetos e pessoas através de sombras

que são projetadas na penumbra de uma caverna. Com idéia de discutir aspectos filisóficos

das fontes de conhecimento humano, Platão também estava introduziu o primeiro exemplo de

problemas inversos que se tem relatos [26].

Nas últimas décadas, um novo campo de estudos na área de matemática aplicada, tem

conquistado uma grande quantidade de pesquisadores adeptos. Esse trata de problemas como

os formulados por Platão. A essa área de estudos denominamos Problemas Inversos. O súbito

crescimento deve-se, certamente, ao grande número de aplicações em outras ciências, como, por

exemplo, em geof́ısica, engenharia, ciências médicas (essa última, com ênfase na reconstrução

de imagens), ciências ambientais, entre outras [3, 10, 16, 21].

Diante do exposto até agora surge a questão: O que são os chamados problemas inversos?

Segundo [10], entendemos por um problema inverso aquele que aparece na tentativa de determi-

nar uma causa, dada a observação de um efeito. Enquanto, um problema é dito direto, quando,

2



Cap. 1: Teoria Clássica para Regularização de Problemas Inversos 3

dada uma causa, determinamos o efeito. Em [21] diz-se que dois problemas são inversos um

do outro se a formulação de um envolve todo (ou parcial) conhecimento da solução do outro.

Assim, sempre que há um problema direto ( o qual entendemos pelo que é mais estudado ou já

é conhecido), existe um problema inverso ( do qual ainda pouco se conhece).

Geralmente, representamos um problema inverso por equações do tipo

F (u) = y, (1.1)

para um dado efeito y; e uma causa a ser determinada u que pertence a um conjunto de dados

admisśıveis U. Essa equação é gerada a partir de um modelo matematicamente determinado (ou

a determinar) F , geralmente, um operador definido entre espaços de Hilbert X e Y. Para uma

boa quantidade de aplicações, o operador F é linear e a teoria já é amplamente desenvolvida,

por exemplo, para equações integrais de primeira espécie ( veja [16]). No entanto, é posśıvel que

o operador F seja não-linear, e, para esse, a formulação, correspondente tratamento e obtenção

de uma solução é bem mais complicada (veja [10]).

Existe uma diferença entre problemas inversos e diretos: os primeiros são, geralmente,

mal postos. Segundo Hadamard, um problema de natureza matemática é bem posto se sua

solução satisfaz as condições de existência, unicidade e dependência cont́ınua dos dados, para

todo conjunto de dados admisśıveis. Caso uma dessas propriedades seja violada, dizemos que

o problema é mal posto. Ou seja, problemas inversos não satisfazem algumas (ou todas) as

condições de Hadamard.

Matematicamente, a questão de existência de soluções pode ser enfraquecida, bastando

para tanto aumentar o espaço solução. Por exemplo, podemos considerar uma solução de norma

mı́nima, como definida na equação (1.5). Em relação a unicidade, sua ausêrncia significa que

estão faltando informações no modelo. Podemos adicionar propriedades, impor mais condições

ao operador, ou ainda, podemos escolher uma entre as várias soluções, a qual melhor corres-

ponde ao modelo. A violação da estabilidade é a de maior importância. Se um problema

não possui a propriedade de dependência cont́ınua dos dados, surgem sérias complicações para

obtermr uma solução aproximada. Tais complicações não podem ser compensadas por “tru-

ques”matemáticos.

Existência e unicidade de solução dependem unicamente da natureza algébrica dos espaços

e do operador, isto é, do operador ser injetor e sobrejetor. Por outro lado, estabilidade depende

primeiramente da topologia dos espaços envolvidos no problema, isto é, se existe o operador

inverso F−1 : Y−→X e se esse é cont́ınuo. Sendo assim, em várias aplicações é necessário consi-

derar topologias diferentes das usuais para obtermos resultados de estabilidade e convergência.

Na prática, por questões relacionadas à obtenção dos dados (imprecisão dos aparelhos para

tal) e à falta de rigor na modelagem matemática do problema, os dados não são conhecidos

exatamente. Dispomos apenas de uma versão dotada de rúıdos yδ (que pode ou não pertencer
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a imagem do operador F ) para um δ > 0 conhecido a priori, chamado de ńıvel de rúıdo, que

satisfaz

||y − yδ|| ≤ δ. (1.2)

Logo, a má-colocação do problema é agravada. Assim, ao invés de resolvermos a equação

(1.1), passamos a resolver um problema do tipo

F (u) = yδ. (1.3)

1.2 Regularização de operadores

É natural solucionar um problema do tipo (1.1) ou (1.3) aplicando o operador inverso

F−1. Na prática, nos deparamos muitas vezes com operadores que não possuem inversa ou, se a

possuem, esta é ilimitada. Assim, não há possibilidades anaĺıticas de garantirmos a dependência

cont́ınua dos dados, produzindo soluções inadequadas para o problema.

Para contornar impećılios como instabilidade e mal-condicionamento, introduzimos o con-

ceito de método de regularização. Esse consiste de uma famı́lia de operadores (chamada de ope-

radores de regularização) Rα : Y−→X, os quais são cont́ınuos (não necessariamente lineares) e

aproximam a inversa generalizada de F , denotada por F †. O método de regularização depende

ainda de uma regra para escolha de parâmetros α (a qual pode ser feita a-priori (α = α(δ)),

ou a-posteriori (α = α(δ, yδ)), dependendo do método de regularização utilizado), de maneira

que, se o parâmetro de regulariação α é escolhido de acordo com essa regra, então a solução

regularizada uδ
α converge (em alguma norma) para a solução de (1.1) quando δ → 0. Isto é, se

o erro no pior caso (veja [10]) satisfaz

lim sup
δ→0

{||Rα(δ)y
δ − F †y|| : yδ ∈ Y, ||yδ − y|| ≤ δ} = 0. (1.4)

Além disso, o método de regularização depende do conceito de solução considerada e da topo-

logia em que esse conceito de solução está imerso. Para considerações sobre convergência (e

divergência) de soluções regularizadas em topologias fracas, veja [16].

Em outras palavras, um método de regularização consiste em aproximar a solução u† :=

F †y (que pode ser a solução generalizada , veja [17]) de um problema mal posto como (1.1) por

soluções de uma famı́lia de problemas bem postos Rα(yδ), de maneira a obtermos uma apro-

ximação estável e que convirja para a solução do problema inverso considerado. Sintetizando,

aplicamos métodos de regularização com o intuito de que o erro no pior caso (1.4) convirja para

zero, com a mesma ordem do ńıvel de rúıdos δ. Uma vez confirmada a taxa de convergência,

de acordo com o erro do pior caso, dizemos que essa taxa de convergência é ótima(veja [10]).
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A arte de aplicar métodos de regularização está sempre relacionada com o compromisso

entre precisão e estabilidade. Ou seja, procuramos por aproximações uδ
α de u†, que dependam

continuamente dos dados com rúıdos yδ (estabilidade), e que convirjam para u†, se o ńıvel de

rúıdos δ convergir para zero (assumindo que o parâmetro de regularização α é escolhido de

forma adequada).

Diante ao apresentado até então surgem as seguintes questões:

(i) Como construir operadores de regularização?

(ii) Como obter uma escolha de parâmetros para que um tal método de regularização convirja?

(iii) É posśıvel obter uma performance “ótima”nesse caminho? Isto é, podemos assegurar que

um método de regularização produz taxas ótimas de convergência?

Para responder (iii), ou seja, para assegurar que um método de regularização produz taxas

de convergência, é necessário obter algumas informações a-priori sobre a solução exata u† ou

sobre y. Essas informações são formuladas em termos das condições de fonte (source conditions)

para o problema inverso (veja [10, 16, 21]). Apenas com condições de fonte é posśıvel obter

taxas de convergência. As questões (i) e (ii) são respondidas na apresentação abaixo para os

métodos de regularização de Tikhonov, Landweber e regularização assintótica.

1.2.1 Regularização de Tikhonov

Queremos garantir a existência de uma solução, denotada por u, para o problema (1.1),

ou, mais geralmente, uma solução aproximada uδ
α para (1.2). Para tal, seja F : U ⊆ X −→ Y

um operador, onde U ⊆ X é um conjunto de dados admisśıveis com X e Y espaços de Hilbert.

É assumida a existência de pelo menos uma u0−solução de norma mı́nima para (1.1), denotada

por u†, que, por definição, satisfaz

F (u†) = y e ||u† − u0|| := min{||u∗ − u0||; F (u∗) = y}, (1.5)

para um lado direito fixo y ∈ Y, para toda u0 ∈ U. Ainda, são consideradas as hipóteses

adicionais sobre F :

(H1) F é limitado e linear;

(H2) F é não-linear, cont́ınuo e fracamente fechado, isto é, para qualquer seqüência {un}n∈N ⊂
D(F ), a convergência fraca de un para u em X e a convergência fraca de F (un) para y ∈ Y
implica que u ∈ D(F ) e F (u) = y.

Para o caso de múltiplas soluções u†, escolhe-se u0 por um critério de seleção, o qual

depende, na maioria das vezes, de alguma(s) informação(ões) a priori a respeito da solução

preferida, se essa(s) está(ão) dispońıvel(veis).
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Quando o lado direito conhecido é provido de rúıdos yδ, com precisão ||y − yδ|| ≤ δ,

procuramos por uma aproximação uδ
α de u†, que minimize o funcional de Tikhonov

||F (u)− yδ||2Y + α||u− u0||2X, (1.6)

sendo α > 0 um parâmetro de regularização e u ∈ U.

Dadas as hipóteses (H1) e (H2) em F , segue-se de [10, Teorema 10.2] que existe pelo

menos um mı́nimo para (1.6). Por outro lado, [10, Teorema 10.3] garante que, dado yδ ∈ Y,

com ||y − yδ|| ≤ δ e α(δ) escolhido de forma que α(δ) → 0 e δ2

α(δ)
→ 0, quando δ → 0,

então toda seqüência {uδk
αk
}, onde δk → 0, αk := α(δk) e uδk

αk
é um mı́nimo de (1.6), possui

uma subseqüência convergente. O limite de qualquer subseqüência convergente é um mı́nimo

para (1.6)(resultado denominado de estabilidade). Ainda, o limite de qualquer subseqüência

convergente é uma u0-solução de norma mı́mina (resultado denominado de convergência).

Segundo [10], resultados sobre taxas de convergência, são:

||uδ
α − u†|| = O(δ

2µ
2µ+1 ), µ ∈

[
1

2
, 1

]
, (1.7)

para a solução regularizada uδ
α, obtida através da regularização de Tikhonov, com uma escolha

α ∼ δ
2

2µ+1 . Caso F seja não linear as mesmas taxas são obtidas, desde que sejam impostas as

condições adicionais:

(H3) o operador F é Fréchet diferenciável;

(H4) existe um γ ≥ 0 tal que ||F ′(u†)−F ′(u)|| ≤ γ||u†−u||, ∀u ∈ U numa bola centrada em

u† e de raio conveniente;

(H5) existem w ∈ X, constantes 2µ ∈ (0, 1] e E ≥ 0 satisfazendo a condição de fonte

u† − u0 = (F ′(u†)∗F ′(u†))µw ||w|| ≤ E (1.8)

(onde, F ′(u†)∗ representa o operador Hilbert adjunto da derivada de Fréchet de F );

(H6) é adicionado a condição de suavidade γ||w|| < 1.

Observação 1.2.1 Caso tenhamos X = Y = L2, a condição natural de otimalidade para o

funcional de Tikhonov, garantida a hipótese (H3) com F ′(u)∗ como descrito em (H4), é

F ′(u)∗(F (u)− yδ) + α(u− u0) = 0 (1.9)

A teoria de regularização de Tikhonov é bem desenvolvida e possui tratamento preciso

(veja [3, 10, 21]) para o caso de F ser linear. Para o caso de operadores não-lineares, o funcional
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de Tikhonov apresenta, em geral, mı́nimos locais, o que é uma desvantagem. Desta maneira,

uma alternativa são os métodos iterativos, os quais já posssuem propriedades regularizantes.

O método de Tikhonov iterado é um método alternativo ao método de regularização de

Tikhonov para o caso de F ser não-linear . Esse é definido pelo problema de minimização:

min ||F (uδ
k) + F ′(uδ

k)(z − uδ
k)− yδ||2 + αk||z − uδ

k−1||2, (1.10)

em termos de z, onde denotamos uδ
k−1 como um minimizador. Calculando formalmente uma

condição de otimalidade para (1.10), obtemos o seguinte método iterativo:

uδ
0 := u∗, u∗ valor inicial

uδ
k+1 := uδ

k + (F ′(uδ
k)
∗F ′(uδ

k) + αkI)−1F ′(uδ
k)
∗(yδ − F (uδ

k)) ∀ k > 0. (1.11)

Este método também é conhecido como método de Levenberg-Maquardt (veja [10]).

1.2.2 Regularização por métodos iterativos: Método de Landweber

Como comentado acima, uma alternativa para regularização de operadores são os métodos

iterativos, os quais tem propriedades auto-regularizantes (veja [10, 21] para definições).

Quando mencionamos métodos iterativos, nos vem em mente alguns métodos conhecidos

e bem desenvolvidos, os quais são amplamente utilizados para resolver problemas bem postos.

Por exemplo, o método de Newton, método do gradiente conjugado (com suas variantes) entre

outros. No entanto, para solucionar problemas inversos, os quais são mal postos, Landweber

(1951) propôs modificar a equação normal F ∗Fu = F ∗y, de forma a obter, a partir de uma

ponto de partida u∗, uma forma iterativa de solucionar o problema (1.1), definindo aproximações

uk recursivamente por

uk = uk−1 + ωF ∗(y − Fuk−1), (k ∈ N), (1.12)

u0 = u∗ usando algum conhecimento a priori sobre a solução u†

onde 0 < ω ≤ ||T ||−2 é um parâmetro de relaxamento imposto de forma que as iterações de

Landweber convirjam para a solução u† de (1.1). Podemos, sem perda de generalidade, suprimir

o parâmetro ω supondo ||F || < 1.

Para o caso com rúıdos de ńıvel δ, as iterações (1.12) tomam a forma

uδ
0 = u∗, uδ

k = uδ
k−1 + ωF ∗(yδ − Fuδ

k−1), (k ∈ N). (1.13)

Observação: Nas iterações definidas acima, consideramos F como um operador linear.

Caso o operador F seja não-linear, novas condições são impostas na definição das iterações
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de Landweber. Estas são:

(H7) F ′(·) é um operador cont́ınuo em subconjuntos abertos e convexos de D(F ) ⊂ X.

(H8) Em uma bola Br(ū) de raio r em torno de ū temos

||F (ũ)− F (u)− F ′(u)(ũ− u)|| ≤ η||F (u)− F (ũ)|| η < 1 (1.14)

para todo u, ũ ∈ Br(ū) ⊂ D(F ). Essa é conhecida como condição do cone tangencial.

Imposta a nova condição sobre F e denotando por F ′(·)∗ o adjunto de F ′(·), as iterações

de Landweber para o caso não-linear ficam definidas por

uδ
k = uδ

k−1 + F ′(uδ
k−1)

∗(yδ − Fuδ
k−1), (k = 1, 2, ..., N), (1.15)

onde o número de iterações N determina a regra de parada do método, a qual é dada pelo

prinćıpio de discrepância

||yδ − F (uδ
N)|| < τδ ≤ ||yδ − F (uδ

k)|| 0 ≤ k < N. (1.16)

Se N = N(δ) é escolhido pelo prinćıpio de discrepância, para algum τ > 2, então da condição

(H7) acima temos:

(i) uδ
N −→ u† (δ → 0); (ii) ||uδ

N − u†|| ≤ cδ
2µ

2µ+1 2µ ∈ (0, 1],

com c uma constante independente de δ. A prova de (ii) requer a condição de fonte (H5).

A condição (ii) é de ordem ótima para a iteração de Landweber (veja [10]).

Introduzindo a penalização à equação (1.15), com 0 ≤ ωk ≤ 1 e ξ ∈ Bρ(u0) ⊂ D(F ),

definida por

uk+1 = uk − F ′(uk)
∗(F (uk)− y)− ωk(uk − ξ), (1.17)

obtemos a chamada de iteração de Landweber modificada. A vantagem desta iteração é de

podermos obter taxas de convergência com condições de fonte usuais, sem que seja necessário

usar condições de fonte (1.8) em F ′ (veja [4] para maiores detalhes).

1.2.3 Regularização assintótica

Assim como os métodos de regularização de Tikhonov e Landweber, a regularização as-

sintótica é aplicada a problemas inversos lineares e não-lineares. No entanto, faremos aqui

considerações com atenção voltada para problemas não-lineares mal postos.
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O método de regularização assintótica é a forma cont́ınua do método descrito em (1.15).

Neste método, uma solução regularizada uδ(T ) para u∗ é obtida pela solução do problema de

valor inicial

u̇δ(t) = F ′(uδ(t))∗[yδ − F (uδ(t))] 0 < t ≤ T, uδ(0) = ū. (1.18)

Considerando a hipótese (H8) e uδ(T ) uma solução de (1.18) para T > 0, obtém-se

d

dT
||F (uδ(T ))− yδ||2 = −2||F ′(uδ(T ))∗[F (uδ(T ))− yδ]||2. (1.19)

Além disso, sejam (1.2) e a hipótese (H8) satisfeitas e u∗ uma solução de (1.1) na bola Br(ū).

Então, segundo [28, Proposição 1], valem as estimativas

d

dT
||uδ − u∗|| ≤ −2||F (uδ(T ))− yδ||{(1− η)||F (uδ(T )− yδ|| − (1 + η)δ}. (1.20)

Caso δ = 0 temos

∫ ∞

0

||F (u(T ))− y||2dT ≤ 1

2(1− η)
||u∗ − ū||2. (1.21)

Observação 1.2.2 A propriedade (1.19) mostra que a discrepância ||F (uδ(T ))−yδ|| como uma

função de T é monotonamente não crescente. Além disso, a propriedade (1.20) mostra que o

erro ||uδ(T ) − u∗|| como uma função de T decresce monotonamente tanto mais rápido quanto

maior a desigualdade ||F (uδ(T )) − yδ|| > τδ com τ = 1+η
1−η

. Assim, a escolha do parâmetro de

regularização em (1.18) é tomada como um novo prinćıpio de discrepância, i.e., T = T ∗ que é

uma solução da equação não-linear (1.16).

Na mesma linha, para uδ(T ) solução de (1.18) e u∗ solução de (1.1) na bola Br(ū) com

a hipótese (H8), ||F (uδ(T )) − yδ|| > τδ e τ = 1+η
1−η

satisfeitas, prova-se que a função h(T ) :=

||F (uδ(T ))− yδ|| − τδ em (1.16) possui uma única solução T ∗ < ∞ (veja [28, Proposição 2]).

Assumindo as hipóteses apresentadas nos últimos parágrafos e T = T ∗ escolhido de acordo

com o prinćıpio de discrepância (1.16), uδ(T ∗) solução de (1.18) e (1.1) solúvel na bola Br(ū),

então

uδ(T ∗) −→ u∗ (δ−→0)

(convergência), onde u∗ ∈ Br(ū) é solução de (1.1). Este resultado é válido também para dados

sem rúıdos (veja [28, Teorema 4]).

Para obtermos ordem de otimalidade com o método de regularização assintótica para

problemas não lineares, fazemos a hipótese adicional
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(H9) Para todo u ∈ Br(ū) existe um operador linear limitado Ru : Y −→ X e uma constante

C ≥ 0 tal que:

(i) F ′(u) = RuF
′(u†);

(ii) ||Ru − I|| ≤ C||u− u†||.

Prova-se também em [28, Teorema 6] que, sob certas hipótese fortes (como (H5),(H8) e

(H9)), ||uδ(T )− u†|| ≤ cE
1

2µ+1 δ
2µ

2µ+1 , onde E é suficientemente pequeno. Esta é uma taxa de

ordem ótima de acordo com a definição em [10].



Caṕıtulo 2

Métodos Level Set para problemas

inversos

Muitos problemas inversos consistem em encontrar uma região desconhecida de RN . A

prinćıpio, essas regiões podem constituir-se de várias sub-regiões conexas. Como exemplos,

citamos o problema do espalhamento inverso por um obstáculo, reconstrução de imagens, [4, 7,

27], tomografia por impedância [5, 6, 8, 15], problema do potencial inverso [4, 7, 23].

Métodos Level Set foram desenvolvidos para problemas de deslocamento (ou evolução)

de curvas e superf́ıcies por Osher e Sethian [25]. Estes métodos mostraram-se eficientes para

solucionar problemas inversos de reconstrução de regiões, como no trabalho pioneiro de F. San-

tosa [27], que, mesmo sem rigor matemático, obteve sucesso com a formulação para problemas

inversos envolvendo obstáculos. M. Burger [7], apresentou a primeira formulação com rigor

matemático para a teoria de métodos level set em problemas inversos. Posteriormente, nos

trabalhos de A. Leitão e O. Scherzer [23] e F. Frühauf et al. [14], o mesmo problema foi tra-

tado como um problema inverso de otimização restrita. Nestes, uma nova visão foi proposta e

resultados expressivos de convergência foram obtidos (veja Caṕıtulo 3).

Métodos level set são vantagiosos, pois fornecem uma maneira natural para descrever

curvas fechadas, particularmente, aquelas que variam seqüencialmente seguindo certas regras.

Ainda, estes métodos, tem a caracteŕıstica de aproximar satisfatoriamente variações topológicas

através de uma sucessão de deslocamentos.

2.1 Formulação para problemas inversos

A famı́lia particular de problemas inversos envolvendo obstáculos é caracterizada pelo

fato de que podem ser formulados como: dado Ω ⊂ RN (N = 2 ou 3), encontrar a forma do

conjunto D ⊂ int(Ω) ou de sua fronteira a partir de informações indiretas sobre D.

De forma abstrata, formulamos o problema por:

11
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Sejam Ω ⊂ RN um conjunto (fixo) dado, F : X −→ Y um operador Fréchet deferenciável, X e Y
espaços de Hilbert ou Banach. O problema é encontrar D ⊂ int(Ω) satisfazendo a equação (1.1),

onde u := χD. O conjunto D representa o modelo de parâmetros (desconhecido), y representa

os dados do problema e F é o operador que aplica o modelo nos dados.

Aproximações por métodos level set em problemas inversos consistem em gerar uma

seqüência de funções φk : Ω −→ R de forma que Dk −→ D, com fronteiras descritas como

∂D = {x ∈ Ω; φ(x) = 0} e ∂Dk = {x ∈ Ω; φk(x) = 0} respectivamente. O parâmetro de

evolução k pode ser interpretado como uma variável temporal e pode ser considerado cont́ınuo.

A função φ : Ω −→ R é dita função level set. Pensando em uma evolução cont́ınua, introduzi-

mos a variável livre t como um tempo artificial. Assim a função level set depende de ambos t

e x, i.e., φ = φ(x, t). Deste modo, ∂D (t) := {x ∈ Ω; φ(x, t) = 0}.
Em termos de φ, obtemos a representação de u como

u(x, t) =

{
uint ; {x ∈ Ω; φ(x, t) < 0}
uext ; {x ∈ Ω; φ(x, t) > 0}, (2.1)

que é chamada de representação level set de u.

Observação 2.1.1 Das formulações acima seguem as seguintes observações:

(1) A representação por level set para um comjunto D ⊂ int(Ω) não é única. De fato, dadas

φ uma representação level set de D e qualquer constante c > 0, então ψ(x) := cφ(x) é

também uma representação level set para D.

(2) Não há necessidade de impor nenhuma condição a-priori sobre a topologia de D.

(3) Mesmo no caso em que F é linear, a formulação level set torna a equação (1.1) não-linear,

uma vez que u depende de φ de forma não linear.

Para o caso em que X = Y = L2(Ω), solucionar o problema inverso (1.1) equivale a

minimizar o funcional de Tikhonov

J(u) =
1

2
||F (u)− y||2L2(Ω) + α||u− u0||2L2(Ω) , (2.2)

Em concordância com (1.9), uma condição de otimalidade para minimizar (2.2) é

F ′(uα)∗(F (uα)− y) + α(uα − u∗) = 0.

Definindo formalmente
1

4t
=: α, uα =: u(., t + 4t), u∗ := u(., t) e tomando o limite formal

quando 4t−→0+ na equação acima, obtemos

∂u

∂t
(., t) = F ′(u(., t))∗[y − F (u(., t))], (2.3)
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que é um método de regularização assintótica como descrito em (1.18). Esse foi o ponto de

partida para uma análise rigorosa dos métodos level set proposta por M. Burger [7] em 2001.

Santosa em [27] propôs tomar uma velocidade para a evolução da função level set φk(x, t)

de forma que J(u(x, t)) seja uma função decrescente em t. Com argumentos euŕısticos, San-

tosa propôs como velocidade de deslocamento para as funções level set a expressão v(x, t) :=

F ′(u(x, t))∗[y − F (u(x, t))], x ∈ Ω.

Observação 2.1.2 Apesar da escolha euŕıstica feita por Santosa para a velocidade v ter-se

mostrado eficiente, esta não permite que se faça uma análise rigorosa deste método level set.

Por exemplo, não é posśıvel provar que D (x, t) −→ D (T ), uma solução de (1.1), já que não

existe métrica que possibilite analisar convergência de D (x, t) a D (T ), ou equivalentemente,

de u(x, t) para u(x, T ).

Em [7], M. Burger deduziu propriedades para a aproximação por métodos level set que

são semelhantes às propriedades da regularização assintótica. Burger definiu um funcional de

Tikhonov, motivado pela observação do funcional erro (1.20) para dados sem rúıdos, baseado

na métrica da diferença simétrica (veja Apêndice, Definição 5.0.2). A partir de prorpiedades

já conhecidas da regularização assintótica Burger mostrou que o conjunto perturbado D (., t)

converge para o conjunto D (., T ) na métrica da diferença simétrica, caso T = T ∗ seja escolhido

através do prinćıpio de discrepância.

A. Leitão e O. Scherzer [23] e posteriormente, F. Frühauf, O. Scherzer e A. Leitão [14],

propuseram olhar para problemas inversos envolvendo obstáculos de uma maneira diferente.

A proposta é ver o problema como um problema restrito F (u) = y, onde u pertence a um

conjunto admisśıvel (veja Caṕıtulo 3). Os métodos level set são interpretados como métodos de

regularização restritos, baseados na regularização de Tikhonov e estratégias de projeção. Essa

nova formulação, permitiu obter resultados de convergência. O tratameto proposto em [23] e

[14] será apresentado de forma mais detalhada no Caṕıtulo 3.

Observação 2.1.3 Mesmo sendo posśıvel provar convergência para métodos level set, assim

como feito nos trabalhos [7] e [14], não é posśıvel obter taxas de convergência. Isso deve-se ao

fato de não ser posśıvel formular condições de fonte, compat́ıveis e cuja interpretação coincida

com a formulação level set.



Caṕıtulo 3

Métodos Level Set e Otimização

Restrita

Este caṕıtulo destina-se a apresentação de uma alternativa para aproximação por métodos

level set para problemas inversos envolvendo obstáculos. Esta alternativa está baseada em

considerar o problema inverso como um problema de otimização restrita, para o qual a solução

é buscada levando-se em conta os métodos de regularização apresentados no Caṕıtulo 1.

Em muitas aplicações, como em problemas de reconstrução de imagens (tomografia por

impedância e potencial inverso), os métodos de resolução envolvem teoria de problemas inversos,

otimização de formas, otimização restrita. Uma alternativa recente para a solução de tais

problemas é o tratamento via regularização level set.

3.1 Formulação do problema inverso com operadores des-

cont́ınuos

De uma forma geral, um problema inverso envolvendo operadores descont́ınuos, consiste

em solucionar a equação mal posta

F (u) = yδ, (3.1)

onde F : X −→ Y é um operador cont́ınuo e Fréchet diferenciável. Ainda temos: y ∈ Y com

||y − yδ||Y ≤ δ e u pertencente a um conjunto de classes admisśıveis

U := {u : u = P (φ) e φ ∈ D(P )}, (3.2)

com P um operador descont́ınuo na topologia de um subespaço de X no conjunto de classes

admisśıveis U.

14
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O problema restrita (3.1) (3.2) pode ser reformulado de maneira irrestrita como

F (P (φ)) = y. (3.3)

Observação 3.1.1 Mesmo que F seja linear, F (P (φ)) = y é não linear, pois P é não-linear

(compare com a Observação 2.1.1).

Na apresentação feita no Caṕıtulo 1, a teoria clássica de regularização em espaços de

Hilbert garante: existência, estabilidade e propriedades de aproximação de uma solução regu-

larizada, caso o operador P satisfaça (H1) e (H2). Como P não é cont́ınuo, essa teoria não

se aplica diretamente.

3.2 Método level set e otimização restrita

Faremos a derivação do método level set para o problema de otimização restrito, onde

solucionamos (3.1) sobre o conjunto das funções que são constantes por partes. Especificamente,

tratamos de funções como em (2.1), em que uint e uext tomam valores distintos e constantes (1

e 0 por exemplo). Denotaremos por χD como a função caracteŕıstica e Hn−1(∂D) a medida de

Hausdorff (n− 1)− dimensional do conjunto D.

Sejam Ω ⊂ RN com ∂Ω Lipschitz, y ∈ Y um espaço de Banach e o conjunto de classes

admisśıveis definido por

U := {u : u = χD : D ⊂ Ω mensurável e Hn−1(∂D) < ∞}. (3.4)

O problema inverso pode ser formulado de forma irrestria, solucionando (3.3) com F definido

em (3.1) e

P : H1(Ω) −→ U com P (φ) :=

{
1 se φ(x) ≥ 0 x ∈ D.

0 se φ(x) < 0 x ∈ Ω\D

O espaço H1(Ω) é escolhido por conveniência. A única justificativa para tal escolha é a de que

funções distância para domı́nios suaves estão em H1(Ω).

Observação 3.2.1 O operador P está bem definido. Com efeito, sejam φ ∈ H1(Ω) e D :=

{x ∈ Ω : φ(x) ≥ 0}. Como φ é mensurável, então D = φ−1([0,∞[) é mensurável.

Podeŕıamos considerar vários outros operadores ao invés de P . Um exemplo para o caso

em que a restrição é positiva pode ser dada pelo operador P+(t) := exp(t), no conjunto de

classes admisśıveis U+ := {u : 0 < u = P+(φ)}.
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O protótipo para solucionar o problema (3.3) é aplicar a regularização de Tikhonov. Esta

consiste em minimizar o funcional

Jα(φ) := ||F (P (φ))− yδ||2Y + α||φ− φ0||2H1(Ω) (α > 0), sobre H1(Ω). (3.5)

Como o funcional (3.5) não necessariamente atinge um mı́nimo, introduzimos um conceito

generalizado de mı́nimo:

φα = lim
ε−→0+

φε,α, (3.6)

onde o limite deve ser entendido apropriadamente, e φε,α é o minimizador do funcional

Jε,α(φ) := ||F (Pε(φ))− yδ||2Y + α||φ− φ0||2H1(Ω) (α > 0), (3.7)

para a aproximação Pε de P quando ε−→0+ definida por

Pε(φ(x)) :=





0 se φ(x) < −ε,

1 +
φ(x)

ε
se φ(x) ∈ [−ε, 0], x ∈ Ω.

1 se φ(x) > 0

(3.8)

Observação 3.2.2 Denotemos por F ′(u)∗ e P ′
ε(φ)∗ os L2-adjuntos de F ′(u) e P ′

ε(φ), respecti-

vamente, i.e., para todo w1, w2 ∈ L2(Ω) vale

∫

Ω

w1(F
′(u)w2) =

∫

Ω

(F ′(u)∗w1)w2 e

∫

Ω

w1(P
′
ε(φ)w2) =

∫

Ω

(P ′
ε(φ)∗w1)w2

Observação 3.2.3 É fácil ver que a derivada de Fréchet de Pε(φ) é auto-adjunta, onde:

P ′
ε(φ(x))(v) :=





1

ε
v(x) se φ(x) ∈ [−ε, 0],

0 caso contrário.

Neste trabalho definiu-se P ′(t) := lim
ε→0+

P ′
ε(t) = δ(t) (veja Apêndice).

Observação 3.2.4 Uma das vantagens de métodos level set é a de recuperar variações da to-

pologia do conjunto de ńıvel, como uma evolução do tempo. Em [23] A. Leitão e O. Scherzer

propuseram uma formulação considerando mı́nimos generalizados. Mas a formulação apresen-

tada em [23], não é válida para grandes perturbações da topologia do conjunto de ńıvel-zero.

Em particular, uma das dificuldades é o caso de uma topologia que contenha buracos. Essa

topologia, não é contemplada pelo método level set obtido em [23]. O motivo é a utilização da

Teoria de Morse para superf́ıcies, a qual não é valida para grandes variações topológicas. A

regularização level set deduzida em [23], depende essencialmente da Teoria de Morse.
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3.3 Análise de regularização por métodos level set

O metodo level set para otimização restrita obtido em [23] não da margens a uma análise de

convergência mais detalhada. Para tanto, em [14] Frühauf et.al., foi proposto um novo conceito

de mı́nimo e uma nova penalização no funcional de Tikhonov de forma a obter propriedades de

regularização. Com a nova formulação é posśıvel garantir a obtenção de um mı́nimo, mesmo

que em um sentido generalizado.

De agora em diante, consideraremos F : X−→Y como um operador cont́ınuo, definido

sobre espaços X := L1(Ω) e Y como um espaço de Banach, a menos que se faça mensão em

contrário. Ainda, faremos algumas hipóteses adicionais.

(H10) Assumiremos que (3.3) possui uma solução, i.e., existe um z ∈ U satisfazendo F (z) = y e

P (φ) = z para uma função φ ∈ H1(Ω) tal que |∇φ| 6= 0 em uma vizinhança do conjunto

de ńıvel {φ = 0}.

(H11) Ω ⊆ Rn é limitado, com ∂Ω pertencente ao conjunto C1 por partes.

(H12) ε, α, β são parâmetros positivos.

Lema 3.3.1 Para toda seqüência {φn}n∈N em H1(Ω) convergindo para φ ∈ H1(Ω) o operador

Pε(φn) converge para Pε(φ) na norma de L1(Ω).

Demonstração : Seja φn → φ ∈ H1(Ω), então:

||Pε(φn)− Pε(φ)||L1(Ω) =

∫

Ω

|Pε(φn)− Pε(φ)|dLn ≤
∫

Ω

1

ε
|φn − φ|dLn

≤ 1

ε

(∫

Ω

1dLn

) 1
2
(∫

Ω

|φn − φ|2dLn

) 1
2

=
1

ε

√
Ln(Ω)||φn − φ||L2(Ω) . ¤

Teorema 3.3.2 Para qualquer φ0 ∈ H1(Ω), o funcional Jε,α, definido em (3.7), atinge um

mı́nimo φε,α em H1(Ω).

Demonstração : Da continuidade de F sobre L1(Ω), segue que

inf Jε,α(φ) ≤ Jε,α(0) < ∞.

Seja {φk}k∈N uma seqüência em H1(Ω) satisfazendo Jε,α(φk) → inf Jε,α. Então, a seqüência

{φk}k∈N é uniformemente limitada em H1(Ω). Com efeito, tome φ ∈ H1(Ω). Para cada k ∈ N
fixo,

α||φk||H1(Ω) ≤ α||φk − φ||H1(Ω) + α||φ||H1(Ω) + ||F (Pε(φk))− yδ||Y = Jε,α(φk) + α||φ||H1(Ω).
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Assim, {φk}k∈N é uniformemente limitada em H1(Ω). Consequentemente, esta possui uma

subseqüência fracamente convergente em H1(Ω), pois H1(Ω) é um espaço de Hilbert. Pelo

Teorema de imersões compactas de Sobolev [1, Teorema 6.2], {φk}k∈N possui uma subseqüência

convergindo forte em L2(Ω). Denote esta subseqüência também por {φk}k∈N e por φ ∈ L2(Ω)

o seu limite. Do Lema 3.3.1 segue que

||Pε(φk)− Pε(φ)||L1(Ω) ≤ 1

ε

√
Ln(Ω)||φk − φ||L2(Ω)

k→∞−→ 0.

Da continuidade de F em L1(Ω) e da semi-continuidade fraca inferior da norma em espaços de

Hilbert, temos

||F (Pε(φk))− F (Pε(φ))||Y −→ 0

||φ− φ0||2H1(Ω) ≤ lim inf
k→∞

||φk − φ0||2H1(Ω).

Portanto,

Jε,α(φ) ≤ lim inf
k→∞

Jε,α(φk) = inf Jε,α. ¤

A definição do funcional Jα como em (3.5) produz dificuldades extras na tentativa de

uma análise rigorosa da regularização por métodos level set. A justificativa é que não temos

garantias que o operador F seja fracamente fechado. Essa é uma propriedade necessária para

garantir que o mı́nimo para o funcional Jα pertença ao espaço solução (veja [10, Caṕıtulo 10]).

Uma posśıvel situação é:

d1. Suponha que φε,α satisfaça

||P (φε,α)||L∞(Ω) ≤ 1 e ||φε,α − φ0||H1(Ω) < ∞ .

Como L∞(Ω) é o espaço dual de L1(Ω) [1, Teorema 2.34], i.e., L1(Ω)∗ = L∞(Ω), então

existe uma subseqüência {φεk,αk
}k∈N tal que

φεk,αk
⇀ φ em H1(Ω) e P (φεk,αk

)
∗
⇀ z em L∞(Ω) .

No entanto, não é posśıvel provar que z ∈ U, i.e., não existem evidências anaĺıticas de

que z pertença a imagem do operador P .

Para contornar essas dificuldades faremos uma hipótese sobre a seqüência {φεk,αk
}:

(H13) Assumimos que a seqüência {φεk,αk
} possui a medida de Hausdorff para a fronteira do

conjunto {x : φεk,αk
(x) ≥ 0} uniformemente limitada.



Cap. 3: Métodos Level Set e Otimização Restrita 19

Assumindo (H13), então a semi-norma para a função de variação limitada (veja De-

finição 5.0.1 no Apêndice) P (φεk,αk
) é uniformemente limitada, conseqüentemente, possui uma

subseqüência convergente na topologia de L1(Ω) [11, Teorema 4, pg. 176], mostrando que

z ∈ U contornando a dificuldade d1.

Isto sugere uma penalização no funcional (3.5) com a incorporação de um termo regula-

rizante, associado a semi-norma da função de variação limitada P (φ), penalizando o tamanho

do conjunto de ńıvel zero de φ. Ou seja, passaremos a minimizar o funcional modificado

Fα(φ) := ||F (P (φ))− yδ||2Y + 2αβ|P (φ)|BV + α||φ− φ0||2H1(Ω) . (3.9)

Em [9], discute-se a incorporação da semi-norma de variação limitada ao funcional (3.9).

Embora haja concordância na necessidade de penalizar o conjunto de ńıvel zero, a cŕıtica feita

por Doel e Ascher [9] é de que a semi-norma de variação limitada não é um termo regularizante,

pois a projeção da função level set P (φ) elimina a função level set totalmente. Ainda, como

P (φ) depende somente da interface, a imposição da semi norma |P (φ)|BV (Ω) não remove o

núcleo φ, permitindo multiplos mińımos para o funcional (??) (veja Observação 3.3.4).

Para garantir a existência de um mı́nimo para o funcional (3.9), F. Frühalf et.al. definiram

um novo conceito de minimizador, o qual é tomado sobre o produto carteziano U×H1(Ω). O

intuito é de impor condições de forma que o funcional de Tikhonov (3.9) atinja mı́nimos e então

aplicar o método de regularização de Tikhonov apresentado no Caṕıtulo 1.

Definição 3.3.3 [Novo conceito de minimização]

(C1) Um par de funções (z, φ) ∈ U×H1(Ω) é dito admisśıvel se existem

(i) uma seqüência {φk}k∈N em H1(Ω), tal que φk−→φ com respeito a norma no espaço de

Hilbert L2(Ω);

(ii) uma seqüência {εk}k∈N de números positivos convergindo para zero, tal que

Pεk
(φk)−→ z em L1(Ω).

(C2) Um mı́mino para o funcional Fα é considerado como qualquer par admisśıvel de funções

(z, φ) minimizando

Fα(z, φ) = ||F (z)− yδ||2Y + αρ(z, φ) (3.10)

sobre todos os pares admisśıveis. Aqui, ρ(z, φ) é definido por

ρ(z, φ) := inf
{

lim inf
k→∞

{
2β|Pεk

(φk)|BV (Ω) + ||φk − φ0||2H1(Ω)

}}
, (3.11)
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onde o ı́nfimo é tomado com respeito a todas as seqüências {εk}k∈N satifazendo (C1) item

(ii) e {φk}k∈N satisfazendo (C1) item (i).

No que segue, faremos algumas observações pertinentes a definição do novo conceito de

minimização.

Observação 3.3.1 Esse novo conceito de mı́nimo permite a análise de minimizadores para

Fα(φ). Um minimizador de Fα(φ) é um minimizador de Fα(z, φ) no conjunto de pares ad-

misśıveis.

Observação 3.3.2 Suponha o operador P cont́ınuo. Neste caso, podemos definir Pε := P .

Então, a classe de pares admisśıveis (z, φ) satisfazendo a definição (3.3.3) também satisfazem

a equação P (φ) = z trivialmente. Esta é uma outra formulação de otimização restrita, a qual

difere da tratada aqui, pois o operador P considerado é descont́ınuo, conseqüentemente, o novo

conceito de mı́nimo faz-se necessário.

Exemplo 3.3.4 Seja φ ∈ H1(Ω) satisfazendo |∇φ| > 0 em uma vizinhança do conjunto de

ńıvel {φ = 0}.

(a) Tome φk := φ ∈ H1(Ω) e z = P (φ) = P (φk). Note que para qualquer seqüência εk−→0,

temos

||Pεk
(φ)− P (φ)||L1(Ω) =

∫

φ−1[−εk,0]

∣∣∣∣1−
φ

εk

∣∣∣∣ dL ≤
∫

φ−1[−εk,0]

1dL

=

∫ 0

−εk

(∫

φ−1[τ ]

1dτ

)
dt ≤ L[φ−1(τ)]

∫ 0

−εk

1dt
εk→∞−→ 0,

pois, por hipótese, |∇φ| > 0 em uma vizinhança do conjunto de ńıvel zero. Ou seja, φ é

um difeomorfismo local. Segue-se da Definição (3.3.3) que (z, φ) é admisśıvel.

Em particular, da hipótese (H10), temos F (z) = y. Assim, o conjunto de pares ad-

misśıveis com F (z) = y é não vazio.

(b) Seja φ ∈ H1(Ω) e denote φk := 1
k
φ. Tome a seqüência εk := 1

k
→ 0. Então,

||Pεk
(φk)− z||L1(Ω) =

∫

Ω

|Pεk
(φk)− z|dLn =

∫

φ−1
k [−εk,0]

∣∣∣∣1 +
φk

εk

∣∣∣∣ dLn

≤
∫

φ−1[− 1
k
,0]

|1 + φ|dLn k→∞−→ 0.

Logo, Pεk
(φk)−→z em L1(Ω). Conseqüentemente, (z, 0) é admisśıvel.

Observação 3.3.3 Temos como consequência do item (b) do exemplo acima que o funcional

Fα pode não atingir um mı́nimo no sentido comum. De fato, suponha que φ = 0 e que exista
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um minimizador φα 6= 0 de Fα. Então, para qualquer k ∈ N, Fα

(
φα

k

)
< Fα(φ). Deste modo, o

par (z = P (φα), 0) é um par admisśıvel e pode ser considerado como uma solução generalizada.

Lema 3.3.5 Seja {(zk, φk)}k∈N uma seqüência de pares admisśıveis convergindo para (z, φ) ∈
U×H1(Ω) em L1(Ω)× L2(Ω). Então, (z, φ) é um par admisśıvel.

Demonstração : Para cada k ∈ N, (zk, φk) é admisśıvel, por definição, existem seqüências

{εk
l }l∈N de números positivos convergindo para zero e {φk

l }l∈N em H1(Ω) tal que

φk
l−→φk em L2(Ω) e Pεk

l
(φk

l )−→zk em L1(Ω) para l−→∞.

Assim, existe uma função monótona crescente τ : N−→N tal que para todo k ∈ N;

εk
τ(k) <

1

2
εk−1

τ(k−1) , ||φk
τ(k) − φk||L2(Ω) <

1

k
e ||Pεk

τ(k)
(φk

τ(k))− zk||L1(Ω) <
1

k
.

Conseqüentemente, para cada k ∈ N,

||φk
τ(k) − φ||L2(Ω) ≤ ||φk

τ(k) − φk||L2(Ω) + ||φ− φk||L2(Ω)

||Pεk
τ(k)

(φk
τ(k))− z||L1(Ω) ≤ ||Pεk

τ(k)
(φk

τ(k))− zk||L1(Ω) + ||z − zk||L1(Ω).

Logo,

φk
τ(k)−→φ em L2(Ω) e Pεk

τ(k)
(φk

τ(k))−→z em L1(Ω) (k−→∞).

Isso mostra que (z, φ) é admisśıvel. ¤
Os próximos lemas apresentam algumas propriedades do funcional ρ definido em (3.11).

Lema 3.3.6 Seja (z, φ) um par admisśıvel. Então, existem seqüências {φk}k∈N e {εk}k∈N sa-

tisfazendo (C1) itens (i) e (ii), respectivamente, tais que

ρ(z, φ) = lim
k→∞

(
2β|Pεk

(φk)|BV (Ω) + ||φk − φ0||2H1(Ω)

)

Demonstração : Pela definição de ρ(z, φ) em (3.11), existem seqüências {εl
k}k,l∈N de números

positivos convergindo para zero e {φl
k}k,l∈N em H1(Ω) tal que para cada l ∈ N

φl
k−→φ em L2(Ω) e Pεl

k
(φl

k)−→z em L1(Ω) quando k−→∞ e

ρ(z, φ) = lim
l→∞

{
lim inf

k→∞

{
2β|Pεl

k
(φl

k)|BV (Ω) + ||φl
k − φ0||2H1(Ω)

}}
.

Deste modo, existem subseqüências de {εl
k}k,l∈N e de {φl

k}k,l∈N, respectivamente, (as quais
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denotaremos com os mesmos ı́ndices) tais que

ρ(z, φ) = lim
l→∞

{
lim
k→∞

{
2β|Pεl

k
(φl

k)|BV (Ω) + ||φl
k − φ0||2H1(Ω)

}}
.

Repetindo a extração de subseqüências, de maneira diagonal, obtemos {εk
τ(k)}k∈N e {φk

τ(k)}k∈N
tais que

φk
τ(k)−→φ em L2(Ω), (εk

τ(k)−→0) e Pεk
τ(k)

(φk
τ(k))−→z em L1(Ω) (k−→∞),

satisfazendo

ρ(z, φ) = lim
l→∞

{
β|Pεl

k
(φl

k)|BV (Ω) + ||φl
k − φ0||2H1(Ω)

}
. ¤

Lema 3.3.7 ρ é coercivo no conjunto de pares admisśıveis, i.e., para cada (z, φ) admisśıvel

2β|z|BV (Ω) + ||φ− φ0||2H1(Ω) ≤ ρ(z, φ).

Demonstração : Seja (z, φ) um par admisśıvel. Então, pelo Lema 3.3.6 juntamente com a

semi-continuidade fraca inferior da semi-norma em BV (Ω) [11, Teorema 1, pg. 177] e da norma

em H1(Ω) respectivamente, existem seqüências {φk}k∈N e {εk}k∈N, tais que

ρ(z, φ) = lim inf
k→∞

(
2β|Pεk

(φk)|BV (Ω) + ||φk − φ0||2H1(Ω)

)

≥ lim inf
k→∞

2β|Pεk
(φk)|BV (Ω) + lim inf

k→∞
||φk − φ0||2H1(Ω)

≥ 2β|z|BV (Ω) + ||φ− φ0||2H1(Ω). ¤

Observação 3.3.4 Seja φ ∈ H1(Ω) tal que possua um conjunto conexo de pontos cŕıticos

sobre o conjunto de ńıvel zero {φ = 0} com medida positiva (ver Figura 3.1). Então, é posśıvel

encontrar seqüências {φk}k∈N e {φ̃k}k∈N que convergem forte para φ ∈ L2(Ω) mas, seus limites

diferem: z = lim
k→∞

Pεk
(φk) 6= z̃ = lim

k→∞
Pεk

(φ̃k) em BV (Ω). Em tal caso temos ρ(z, φ) 6= ρ(z̃, φ).

Como, pelo Lema 3.3.7, ρ é coercivo, esta é uma propriedade necessária.

A definição de ρ(z, φ) não permite aplicações práticas. Para tal conjecturamos a seguinte

caracterização para ρ(z, φ).

Conjectura 3.3.8 Definimos por:

Φ+ := {x ∈ Ω : φ(x) > 0}, Φ− := {x ∈ Ω : φ(x) < 0} e Ψ := Ω− (Φ+ ∪ Φ−).
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φ=
0

φ<
0

 φ
>0

   
 

   
   

 

Figura 3.1: Na primeira figura temos uma função level set que possui pontos cŕıticos |∇φ| = 0 em uma elipse.
Após aparecem duas possibilidades para a função z e z̃. Achurrados correspondem ao valor de z = 1.

(i) Se ∂Φ+ ∩ Ω = ∂Φ− ∩ Ω, então

ρ(z, φ) = 2βHn−1(∂Φ− ∩ Ω) + ||φ− φ0||2H1(Ω)

= 2βHn−1(∂Φ+ ∩ Ω) + ||φ− φ0||2H1(Ω)

(ii) O problema consite em encontrar a superf́ıcie S (confira Figura 3.2) com medida de Haus-

dorff (n-1)-dimensional mı́nima em Ψ, e

ρ(z, φ) = 2βHn−1(S) + ||φ− φ0||2H1(Ω).

Uma vez demonstrada esta conjectura, segue que o funcional ρ é independente da escolha

de uma aproximação Pε. Assim, qualquer aproximação para P com a propriedade da Lipschitz-

continuidade e que a derivada aproxime a δ-distribuição é adequada.

Envolvente Minimo
Envolvente Minimo

 φ>0
 φ=0

φ<0
φ<0

φ=0

φ>0

Figura 3.2: Envolvente mı́nimo em Ψ.

Intuitivamente a conjectura é óbvia (veja figura 3.2).

Lema 3.3.9 Para toda seqüência {(zl, φl)}l∈N de pares admisśıveis, convergindo para (z, φ) em

L1(Ω)× L2(Ω), com ρ(zl, φl) ≤ c ∀ l ∈ N e para constante c ∈ R, temos ρ(z, φ) ≤ c.

Demonstração : Faremos um argumento de contradição. Suponha {(zl, φl)}l∈N uma seqüência

de pares admisśıveis convergindo para (z, φ) em L1(Ω)× L2(Ω) satisfazendo

lim inf
l−→∞

ρ(zl, φl) < ρ(z, φ).
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Da definição de ı́nfimo, obtemos c ∈ R e uma subseqüência {(zl(k), φl(K))}k∈N tal que

lim inf
l−→∞

ρ(zl, φl) = lim
l−→∞

ρ(zl(k), φl(k)) < c < ρ(z, φ).

Assim, obtemos uma subseqüência, denotada com o mesmo ı́ndice, tal que

ρ(zl(k), φl(k)) < c ∀k ∈ N, lim
k−→∞

(zl(k), φl(k)) = (z, φ) em L1(Ω)× L2(Ω) e ρ(z, φ) > c.

Isto é uma contradição. Portanto, o Lema está provado. ¤

Lema 3.3.10 Sejam zn−→z em L1(Ω) e φn ⇀ φ em H1(Ω) com (zn, φn) admisśıveis. Então

ρ(z, φ) ≤ lim inf
n∈N ρ(zn, φn).

Demonstração : Seja {(zl, φl)}l∈N uma seqüência de pares admisśıveis convergindo para (z, φ)

em L1(Ω) × L2(Ω), satisfazendo ρ(zl, φl) ≤ c ∀ l ∈ N. Como, para cada l ∈ N, o par (zl, φl) é

admisśıvel existe, por definição, uma seqüência {εl
k}k∈N de números reais positivos convergindo

para zero e uma seqüência {φl
k}k∈N em H1(Ω), tal que para k−→∞

φl
k−→φ em L2(Ω)

Pεl
k
(φl

k)−→zl em L1(Ω).

Do Lema 3.3.6, a menos de subseqüências ,

ρ(zl, φl) = lim
k−→∞

(2β|Pεl
k
(φl

k)|BV (Ω) + ||φl
k − φ0||2H1(Ω)) ≤ c

Assim, existe uma função monótona crescente τ : N−→N tal que, para cada k ∈ N:

εk
τ(k) <

1

2
εk−1

τ(k−1) , ||φk
τ(k) − φk||L2(Ω) <

1

k
, ||Pεk

τ(k)
(φk

τ(k))− zk||L1(Ω) <
1

k

2β|Pεk
τ(k)

(φk
τ(k))|BV (Ω) + ||φk

τ(k) − φ0||2H1(Ω) < c +
1

k
(3.12)

Ou seja, para cada k ∈ N:

||φ− φk
τ(k)||L2(Ω) ≤ ||φ− φk||L2(Ω) + ||φk − φk

τ(k)||L2(Ω),

||z − Pετ(k)
(φk

τ(k))||L1(Ω) ≤ ||z − zk||L1(Ω) + ||zk − Pετ(k)
(φk

τ(k))||L1(Ω).

Assim,

φk
τ(k)−→φ em L2(Ω), εk

τ(k)−→0 e Pεk
τ(k)

(φk
τ(k))−→z em L1(Ω) k−→∞.
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Da definição de ρ e da desigualdade (3.12) obtemos:

ρ(z, φ) ≤ lim inf
k−→∞

(2β|Pεk
τ(k)

(φk
τ(k))|BV (Ω) + ||φk

τ(k) − φ0||2H1(Ω)) ≤ c.

Aplicando o Lema 3.3.9, demonstramos o Lema. ¤

3.3.1 Boa colocação

De forma análoga ao feito para o funcional Jα, provaremos que o funcional Fα atinge um

mı́nimo no conjunto de pares admisśıveis. Ou seja, a incorporação da semi-norma da função de

variação limitada P (φ) ao funcional Fα, juntamente com o novo conceito de mı́nimo, agregaram

ao funcional a propriedade de ser localmente convexo no porduto carteziano U×H1(Ω).

Teorema 3.3.11 Tanto o funcionaf Fα quanto o funcional

F̃α(z, φ) := ||F (z)− yδ||2Y + 2αβ|z|BV (Ω) + α||φ− φ0||2H1(Ω) , (3.13)

atingem um mı́nimo no conjunto de pares admisśıveis.

Demonstração : Faremos a demostração para o funcional Fα. Para o funcional F̃α, a de-

monstração é análoga.

Do Exemplo 3.3.4, o conjunto de pares admisśıveis é não vazio.

Seja {(zk, φk)}k∈N uma seqüência de pares admisśıveis tais que

Fα(zk, φk)−→ inf{Fα(z, φ) : (z, φ) pares admisśıveis} ≤ Fα(0, 0) < ∞.

Pelo Lema 3.3.7, para cada k ∈ N, {(zk, φk)} é limitada em BV (Ω)×H1(Ω). Assim a seqüência

{(zk, φk)} é uniformemente limitada. Pelos Teoremas de imersão compacta de Sobolev [1,

Teorema 6.2] e [11, Teorema 4, pg. 176], existem subseqüências , denotadas agora por {φk} e

{zk}, respectivamente, tal que

φk ⇀ φ em H1(Ω) e φk → φ em L2(Ω), e

zk → z em L1(Ω), |z|BV (Ω) ≤ ρ(z, φ) ≤ lim inf
k→∞

ρ(zk, φk).

Da semi-continuidade fraca inferior de ρ dada pelo Lema 3.3.10 e da continuidade de F sobre

L1(Ω), segue que

inf{Fα(z, φ) : (z, φ) ∈ pares admisśıveis} = lim
k→∞

Fα(zk, φk)

= lim
k→∞

{||F (zk)− yδ||2Y + αρ(zk, φk)} ≥ ||F (z)− yδ||2Y + αρ(z, φ) = Fα(z, φ). (3.14)
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Resta-nos mostrar que (z, φ) é um par admisśıvel. Fixe k ∈ N; Como por hipótese (zk, φk) é ad-

misśıvel, por definição, existe uma seqüência {εk,l}l∈N de números positivos e uma subseqüência

{φk,l}l∈N em H1(Ω) tal que, com a mesma argumentação acima,

φk,l
l→∞−→ φk em L2(Ω), Pεk,l

(φk,l)
l→∞−→ φk em L1(Ω).

Pelo Lema 3.3.5, (z, φ) é admisśıvel. ¤

3.3.2 Resultados de convergência

Agora provaremos resultados de convergência para minimizadores regularizados. O próximo

Teorema trata da existência de uma solução de norma mı́nima.

Teorema 3.3.12 Assumindo as hipóteses (H10)-(H13), existe uma solução de norma mı́nima

(z†, φ†), i.e., um par de funções admisśıveis que satisfaçam

(a) F (z†) = y,

(b) ρ(z†, φ†) = inf{ρ(z, φ) : (z, φ) ∈ pares admisśıveis e F (z) = y} =: Υ.

Demonstração : Segue do Exemplo 3.3.4 item (a), que o conjunto de pares admisśıveis

admitindo F (z) = y é não vazio.

Suponha {(zk, φk)}k∈N uma seqüência de pares admisśıveis com F (zk) = y, tal que

ρ(zk, φk)−→Υ ≤ ρ(z̃, φ̃) < ∞.

Do Lema 3.3.7, temos que as seqüências {φk}k∈N e {zk}k∈N são uniformemente limitadas em

H1(Ω) e BV (Ω), respectivamente. Por argumentação análoga à demonstração do Teorema

3.3.11, existem subseqüências , ainda denotadas por {φk}k∈N e {zk}k∈N, tais que

φk−→φ† em L2(Ω)

zk−→z† em L1(Ω).

Do Lema 3.3.10 segue

Υ = lim
k→∞

ρ(zk, φk) ≥ ρ(z†, φ†).

Como F é cont́ınuo em L1(Ω), temos F (z†) = lim
k→∞

F (zk) = y. Agora, de maneira análoga

ao demonstrado no Teorema 3.3.11, segue que (z†, φ†) é um par admisśıvel e, portanto, uma

solução de norma mı́nima. ¤

Teorema 3.3.13 Seja (zα, φα) um minimizador de Fα com yδ = y em (3.9). Então, para

qualquer seqüência {αk}k∈N convergindo para zero, existe uma subseqüência {αk(l)}l∈N, tal que,
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{(zαk(l)
, φαk(l)

)}l∈N é fortemente convergente em L1(Ω) × L2(Ω). Mais ainda, o limite é uma

solução de norma mı́nima.

Demonstração : Pelo Teorema 3.3.12, existe uma solução de norma mı́nima, a qual denotamos

por (z†, φ†). Defina {(zk, φk)} := {(zαk
, φαk

)} uma seqüência de elementos minimizantes de Fαk
.

Então, para cada k ∈ N, temos

Fαk
(zk, φk) = ||F (zk)− y||2Y + αkρ(zk, φk) ≤ ||F (z†)− y||2Y + αkρ(z†, φ†) = αkρ(z†, φ†).

Da continuidade de F em L1(Ω), como lim sup
k→∞

ρ(zk, φk) ≤ ρ(z†, φ†) e, por hipótese, αk−→0 e

ρ(z†, φ†) < ∞, temos

lim
k→∞

αkρ(z†, φ†) = 0

lim
k→∞

F (zk) = y.

Do Lema 3.3.7 e Lema 3.3.10 temos que

2β|zk|BV (Ω) + ||φk − φ0||2H1(Ω) ≤ ρ(zk, φk) ≤ ρ(z†, φ†) < ∞.

Disto, obtém-se que a seqüência {(zk, φk)}k∈N é uniformemente limitada em BV (Ω) ×H1(Ω).

Novamente, com a mesma argumentação da demostração do Teorema 3.3.11, existe uma sub-

seqüência denotada ainda como acima tal que, quando k−→∞,

φk−→φ em L2(Ω);

zk−→z em L1(Ω).

Novamente, da continuidade de F em L1(Ω), temos

F (z) = lim
k→∞

F (zk) = y.

Da semi-continuidade fraca inferior de ρ, dada pelo Lema 3.3.10, e da definição de solução de

norma mı́nima, segue que

ρ(z, φ) ≤ lim inf
k→∞

ρ(zk, φk) ≤ lim sup
k→∞

ρ(zk, φk) ≤ ρ(z†, φ†) ≤ ρ(z, φ).

Conforme o Teorema 3.3.11, (z, φ) é um par adimisśıvel. Assim, juntando com a última desi-

gualdade acima, obtemos que (z, φ) é uma solução de norma mı́mina para Fα. ¤
Agora, estamos de posse de resultados suficientes para provarmos convergência.
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Teorema 3.3.14 [Convergência] Suponha que yδ ∈ Y, ||y − yδ||Y ≤ δ e que para cada α >

0, (zα, φα) denota um minimizador de Fα. Seja α : [0,∞)−→(0,∞), δ 7→ α(δ) uma função

satisfazendo

lim
δ→0

α(δ) = 0 e lim
δ→0

δ2

α(δ)
= 0.

Então, para qualquer seqüência {δk}k∈N convergindo para zero, existe uma seqüência {αk :=

α(δk)}k∈N tal que {(zαk
, φαk

)}k∈N converge para uma solução de norma mı́mima.

Demonstração : Denotemos por (z†, φ†) e {(zk, φk) := (zαk
, φαk

)}k∈N uma solução de norma

mı́nima e uma seqüência de minimizadores de Fαk
, respectivamente.

Segue da definição de (zk, φk) que

||F (zk)− yδk ||2Y + α(δk)ρ(zk, φk) ≤ ||F (z†)− yδk ||2Y + α(δk)ρ(z†, φ†) ≤ δ2
k + α(δk)ρ(z†, φ†).

Assim, da hipótese, temos

lim
k→∞

F (zk) = y e ρ(zk, φk) ≤ δ2
k

α(δk)
+ ρ(z†, φ†) .

Isso implica que

lim sup
k→∞

ρ(zk, φk) ≤ ρ(z†, φ†).

Dos Lemas 3.3.7 e 3.3.10 obtemos

2β|zk|BV (Ω) + ||φk − φ0||2H1(Ω) ≤ ρ(zk, φk) ≤ ρ(z†, φ†) < ∞ .

Portanto, a seqüência {(zk, φk)}k∈N é uniformemente limitada na norma de BV (Ω) × H1(Ω).

Seguindo a argumentação utilizada na demostração do Teorema 3.3.11, garantimos a existência

de uma subseqüência, denotada agora por {(zk, φk)}k∈N, de modo que são válidos

φk−→φ em L2(Ω),

zk−→z em L1(Ω),

ρ(z, φ) ≤ lim inf
k→∞

ρ(zk, φk) ≤ lim sup
k→∞

ρ(zk, φk) ≤ ρ(z†, φ†) ≤ ρ(z, φ).

Pelo mesmo Teorema, (z, φ) é um par admisśıvel. Isso mostra que (z, φ) é uma solução de

norma mı́nima para Fα. ¤

Corolário 3.3.15 Nas mesmas hipóteses do Teorema 3.3.14, se a solução de norma mı́nima
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(z†, φ†) para Fα é única, então

lim
δ→0

(zα, φα) = (z†, φ†).

Demonstração : Do Teorema 3.3.14, toda seqüência (zα, φα) possui uma subseqüência con-

vergindo para (z†, φ†). Como (z†, φ†) é única, segue o resultado. ¤
Note que os Teoremas desta seção se enquadram à teoria clássica de regularização de

Tikhonov para problemas não lineares (veja [10, Caṕıtulo 10]). A diferença é que, um mı́nimo

neste contexto é um par admisśıvel tomado no produto cartesiano U × H1(Ω). Ainda, como

comentado anteriormente, métodos level set para problemas inversos não fornecem taxas de

convergência, uma vez que não podemos formular condições de fonte compat́ıveis com a for-

mulação level set.

3.4 Solução numérica

Minimizadores para o funcional Fα são considerados como pares admisśıveis (zα, φα) ∈
U×H1(Ω). Logo, encontrar soluções numéricas para minimizar Fα sobre o conjunto de pares

admisśıveis é impraticável. Assim, somos levados a considerar o funcional estabilizado

Fε,α := ||F (Pε(φ))− yδ||2Y + 2αβ|Pε(φ)|BV (Ω) + α||φ− φ0||2H1(Ω) (3.15)

como uma aproximação para minimizar Fα.

No que segue, derivamos condições de otimalidade para minimizar o funcional Fε,α. No

primeiro resultado, tratamos da boa colocação do funcional Fε,α, i.e., da obtenção de um mı́nimo

para Fε,α sobre H1(Ω), para toda função φ0 ∈ H1(Ω) e toda tripla de parâmetros (α, β, ε) ∈
(0,∞)3.

Lema 3.4.1 Para qualquer φ0 ∈ H1(Ω), o funcional (3.15) atinge um mı́nimo em H1(Ω).

Demonstração : A demonstração segue em linhas gerais à feita no Teorema 3.3.2. Ou seja,

notando que

inf{Fε,α(φ) : φ ∈ H1(Ω)} ≤ Fε,α(0) < ∞.

Seja {φk}k∈N em H1(Ω) satisfazendo

lim
k→∞

Fε,α(φk) = inf{Fε,α(φ) : φ ∈ H1(Ω)}.

Desta forma, a seqüência {φk}k∈N é limitada na norma de H1(Ω) e, portanto, possui uma

subseqüência (que denotamos com os mesmos ı́ndices) convergindo fraco em H1(Ω). Uma vez

que para qualquer seqüência {φk}k∈N convergindo fraco para φ na norma de H1(Ω) temos, pelo
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Teorema de imersão compacta de Sobolev [1, Teorema 6.2], que existe uma subseqüência que

converge forte para φ em L2(Ω). Segue do Lema 3.3.1 que

lim
k→∞

||Pε(φk)− Pε(φ)||L1(Ω) = 0.

Como conseqüência da continuidade do operador F em L1(Ω) temos

lim
k→∞

||F (Pε(φk))− F (Pε(φ))||Y = 0.

Agora, da semi-continuidade fraca inferior da semi-norma no espaço BV (Ω) [11, Teorema

1, pg. 172] e da semi-continuidade fraca inferior da norma em espaços de Hilbert, segue

|Pε(φ)|BV (Ω) ≤ lim inf
k→∞

|Pε(φk)|BV (Ω)

||φ− φ0||H1(Ω) ≤ lim inf
k→∞

||φk − φ0||H1(Ω).

Conseqüentemente, das desigualdades acima unidas com a continuidade de F em L1(Ω),

Fε,α(φ) = ||F (Pε(φ))− yδ||2Y + 2αβ|Pε(φ)|BV (Ω) + α||φk − φ0||H1(Ω)

≤ lim
k→∞

||F (Pε(φk))− yδ||2Y + 2αβ lim inf
k→∞

|Pε(φk)|BV (Ω) + α lim inf
k→∞

||φk − φ0||H1(Ω)

≤ lim inf
k→∞

Fε,α(φk) = lim
k→∞

Fε,α(φk) = inf{Fε,α(φ) : φ ∈ H1(Ω)}. ¤

Observação 3.4.1 Note que minimizadores de Fε,α são funções em H1(Ω), enquanto minimi-

zadores de Fα são pares admisśıveis.

O próximo resultado mostra que para ε−→0 um minimizador de Fε,α aproxima um minimizador

de Fα, ou seja, é aproximadamente um par admisśıvel. Fechamos assim o ciclo da análise de

convergência para o método de regularização level set.

Teorema 3.4.2 Sejam φε,α um minimizador de Fε,α e φ0 ∈ H1(Ω). Então, para εk → 0

existe uma subseqüência {Pεk
(φεk,α), (φεk,α)}−→(z̃, φ̃) na topologia de L1(Ω)×L2(Ω) cujo limite

minimiza Fα no conjunto de pares admisśıveis.

Demonstração : Do Teorema 3.3.11 temos que o ı́nfimo de Fα é atingido, i.e., existe (zα, φα)

minimizador de Fα no conjunto de pares admisśıveis. Da Definição 3.3.3 para pares admisśıveis

e do Lema 3.3.6, existem seqüências {εk}k∈N de números positivos convergindo para zero e

correspondente {φk}k∈N em H1(Ω), respectivamente, satisfazendo

(Pεk
(φk), φk)−→(zα, φα) em L1(Ω)× L2(Ω),

ρ(zα, φα) = lim
k→∞

{2β|Pεk
(φk)|BV (Ω) + ||φk − φ0||2H1(Ω)}.
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Seja φεk
um minimizador de Fεk,α. Com a mesma argumentação do Lema 3.4.1, deduzimos

que a seqüência {φεk
}k∈N é uniformemente limitada em H1(Ω) e, ainda, que esta possui uma

subseqüência (denotada com os mesmos ı́ndices) que converge fraco, cujo limite denotamos por

φ̃. Além disso, {Pεk
(φεk

)}k∈N é uniformemente limitada em BV (Ω). Do Teorema de imersão

compacta de Sobolev [1, Teorema 6.2], existe uma subseqüência (novamente denotada com os

mesmos ı́ndices), tal que

φεk
−→φ̃ em L2(Ω), Pεk

(φεk
)−→z̃ em L1(Ω).

Deste modo, (z̃, φ̃) ∈ U×H1(Ω) é um par admisśıvel.

Da definição de ρ e da continuidade do operador F : L1(Ω)−→Y temos,

||F (z̃)− yδ||2Y = lim
k→∞

||F (Pεk
(φεk

))− yδ||2Y,
ρ(z̃, φ̃) ≤ lim inf

k→∞
{2β|Pεk

(φεk
)|BV (Ω) + ||φεk

− φ0||2H1(Ω)}.

Portanto, segue que

Fα(z̃, φ̃) ≤ lim inf
k→∞

Fεk,α(φεk
) ≤ lim inf

k→∞
Fεk,α(φk) = ||F (zα)− yδ||2Y + αρ(zα, φα)

= Fα(zα, φα) = inf{Fα(z, φ) : (z, φ) ∈ pares admisśıveis}.

Logo, o ı́nfimo de Fα é atingido em (z̃, φ̃). ¤

Observação 3.4.2 De acordo com a Observação 3.3.4, a função zα não é unicamente definida

por φα se esta atinge algum ponto cŕıtico numa vizinhança de conjunto de ńıvel zero.

A observação acima foi justificada a partir de testes numéricos para o problema de (EIT)

(veja Caṕıtulo 4) em [9]. Em seu trabalho, Doel e Ascher [9] alertam que a imposição de semi-

norma de variação limitada e do termo regularizante quadrático ||φ−φ0||2H1(Ω) levam a funções

muito achatadas na vizinhança do conjunto de ńıvel zero. Isso deve-se ao fato do funcional

φ 7→ ||φ− φ0||2H1(Ω) admitir mı́nimos independentes do conjunto de ńıvel zero.

3.4.1 Condição de otimalidade

A fim de obtermos condições de otimalidade para o funcional Fε,α, com propósitos numéricos,

é conveniente substituirmos o espaço Y pelo espaço de Hilbert L2(Ω).

Os pontos de extremo do funcional Fε,α são proveniente do cálculo da derivada de Gâteaux

igualada a zero. Para tal, assuma φ ∈ H1(Ω) e v ∈ C∞
0 (Ω), então da definição de Pε(φ) e da
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Observação 3.2.2, obtemos

Primeiro termo :

lim
t→0

1

t

(
||F (Pε(φ + tv))− yδ||2L2(Ω) − ||F (Pε(φ))− yδ||2L2(Ω)

)

= lim
t→0

1

t

(
||F (Pε(φ)) + tF ′(Pε(φ))P ′

ε(φ)(v) + O(t2)− yδ||2L2(Ω) − ||F (Pε(φ))− yδ||2L2(Ω)

)

= lim
t→0

1

t

(
||F (Pε(φ))− yδ||2L2(Ω) + O(t2) + 2t〈F (Pε(φ))− yδ, F ′(Pε(φ))P ′

ε(φ)(v)〉L2(Ω)

−||F (Pε(φ))− yδ||2L2(Ω)

)

= 2〈F (Pε(φ))− yδ, F ′(Pε(φ))P ′
ε(φ)(v)〉L2(Ω)

= 2〈F ′(Pε(φ))∗
(
F (Pε(φ))− yδ

)
, P ′

ε(φ)(v)〉L2(Ω)

= 2〈P ′
ε(φ)F ′(Pε(φ))∗

(
F (Pε(φ))− yδ

)
, v〉L2(Ω).

Integrando por partes [11, Teorema 1, pg. 133], segue que para ϕ ∈ C1
0(Ω,R) com ||ϕ||∞ ≤ 1

∫

Ω

Pε(φ).divϕdL = −
∫

Ω

∇Pε(φ)ϕdL +

∫

∂Ω

∂ϕ

∂η
TPε(φ)dHn−1 ≤

∫
|∇Pε(φ)|dL.

Assim, |Pε(φ)|BV (Ω) = sup{
∫

Ω

Pε(φ).divϕdL : ϕ ∈ C1
0(Ω,R) com ||ϕ||∞ ≤ 1} =

∫

Ω

|∇Pε(φ)|L.

Disto e das fórmulas de Green [22, Teorema 6.3], temos

Segundo termo :

lim
t→0

1

t

(|Pε(φ + tv)|BV (Ω) − |Pε(φ)|BV (Ω)

)
= lim

t→0

1

t

(∫

Ω

|∇Pε(φ + tv)|dLn −
∫

Ω

|∇Pε(φ)|dLn

)

=

∫

Ω

∇Pε(φ)

|∇Pε(φ)| .∇P ′
ε(φ)(v)dLn = −

∫

Ω

∇.

( ∇Pε(φ)

|∇Pε(φ)|
)

P ′
ε(φ)(v)dLn

= −
〈
∇.

( ∇Pε(φ)

|∇Pε(φ)|
)

, P ′
ε(φ)(v)

〉

L2(Ω)

= −
〈

P ′
ε(φ)∇.

( ∇Pε(φ)

|∇Pε(φ)|
)

, v

〉

L2(Ω)

.
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Da primeira fórmula de Green [22, Teorema 6.3], temos

Terceiro termo :

lim
t→0

1

t

(
||φ + tv − φ0||2H1(Ω) − ||φ− φ0|2H1(Ω)

)

= lim
t→0

1

t

(
||φ− φ0||2H1(Ω) + 2t〈φ− φ0, v〉H1(Ω) + t2||v||2H1(Ω) − ||φ− φ0||2H1(Ω)

)

= 2〈φ− φ0, v〉H1(Ω) = 2

(∫

Ω

(φ− φ0)vdLn +

∫

Ω

∇(φ− φ0).∇vdLn

)

= 2

(∫

Ω

(φ− φ0)vdLn −
∫

Ω

∆(φ− φ0)vdLn

)

= 2
(〈φ− φ0, v〉L2(Ω) − 〈∆(φ− φ0), v〉L2(Ω)

)
= 2 〈(I −∆)(φ− φ0), v〉L2(Ω)∫

∂Ω

∂(φ− φ0)

∂η
= 0.

Juntando os termos acima e lembrando que C∞
0 (Ω) é denso em L2(Ω) [1, Teorema 2.9], segue

que a condição de otimalidade para Fε,α é:

P ′
ε(φ)F ′(Pε(φ))∗(F (Pε(φ))− yδ)− αβP ′

ε(φ)∇.

( ∇Pε(φ)

|∇Pε(φ)|
)

+ α(I −∆)(φ− φ0) = 0, (3.16)

ou equivalentemente,

α(∆− I)(φ− φ0) = P ′
ε(φ)F ′(Pε(φ))∗(F (Pε(φ))− yδ)− αβP ′

ε(φ)∇.

( ∇Pε(φ)

|∇Pε(φ)|
)

. (3.17)

∫

∂Ω

∂(φ− φ0)

∂η
= 0

3.5 Regularização iterativa em métodos level set

Nesta seção aplicamos a regularização de Tikhonov iterada para o funcional regularizado

Fε,α. Isto consiste em substituir φ0 em (3.15) por φk−1 no processo iterativo:

φ0 adequado :

F(1)
ε,α(φ) = Fε,α(φ)

F(k)
ε,α(φ) := ||F (Pε(φ))− yδ||2Y + 2αβ|Pε(φ)|BV (Ω) + α||φ− φk−1||2H1(Ω), (3.18)

φk−1 em H1(Ω) minimizador de Fk−1
ε,α em H1(Ω).

Observação 3.5.1 A escolha do valor inicial φ0 é crucial, pois F é não-linear.
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Procedendo como na subseção anterior, segue que a condição de otimalidade para o fun-

cional iterado Fk
ε,α é dada por:

α(∆− I)(φ− φk−1) = P ′
ε(φ)F ′(Pε(φ))∗(F (Pε(φ))− yδ)− αβP ′

ε(φ)∇.

( ∇Pε(φ)

|∇Pε(φ)|
)

.

Para um tempo artificial t, definindo formalmente α := 1
4t

, tk := k4t, com k ∈ N temos:

(∆− I)

(
φ(tk)− φ(tk−1)

4t

)
= P ′

ε(φ(tk))F
′(Pε(φ(tk)))

∗(F (Pε(φ(tk)))− yδ)

− αβP ′
ε(φ(tk))∇.

( ∇Pε(φ(tk))

|∇Pε(φ(tk))|
)

. (3.19)

onde 4t é considerado uma discretização temporal. Esta equação pode ser formalmente inter-

pretada como o sistema dinâmico com solução regularizada φk,

(∆− I)

(
∂φ

∂t
(t)

)
= P ′

ε(φ(t))F ′(Pε(φ(t)))∗(F (Pε(φ(t)))− yδ)− αβP ′
ε(φ(t))∇.

( ∇Pε(φ(t))

|∇Pε(φ(t))|
)

.

Observação 3.5.2 Este sistema dinâmico se compara ao proposo por Santosa [27]. Se tomar-

mos o lado direito da equação acima como uma velocidade regularizada pelo operador (∆−I)−1,

essa compara-se a proposta por Santosa para controlar a velocidade do método level set.

Ainda, uma discretização pelo método de Euler para a equação acima, com uma escolha

especial de tk, coincide com o método de decida ı́ngrime (tipo gradiente conjugado) com um

precondicionamento para o funcional (3.15).

Para fins numéricos, podemos resolver a equação (3.20) por argumentos de ponto fixo, fazendo

φ(tk−1) = φ(0) e tomando φ(tn) = lim
k→∞

φ(k) na equação

(∆− I)

(
φ(k+1) − φ(0)

4t

)
= P ′

ε(φ
(k))F ′(Pε(φ

(k)))∗(F (Pε(φ
(k)))− yδ)

− αβP ′
ε(φ

(k))∇.

( ∇Pε(φ
(k))

|∇Pε(φ(k))|
)

. (3.20)

Em testes numéricos, notamos que, medindo o reśıduo ||F (Pε(φ
k))−yδ||, em dependência

de α = 1
4t

, a iteração (3.20) torna-se instável e muito oscilatória. As causas merecem uma

investigação mais detalhada em trabalhos futuros.

Uma alternativa é reformular a equação (3.20), de forma a resolver

(∆− I)

(
φ(tk)− φ(tk−1)

4t

)
= P ′

ε(φ(tk−1))F
′(Pε(φ(tk−1)))

∗(F (Pε(φ(tk−1)))− yδ)

− αβP ′
ε(φ(tk−1))∇.

( ∇Pε(φ(tk−1))

|∇Pε(φ(tk−1))|
)

, (3.21)
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como um método tipo Euler.

Como em outros métodos iterativos, por exemplo Landweber, uma solução satisfatória

depende de uma regra de parada. Neste caso, podemos aproveitar as propriedades regularizantes

dos métodos iterativos, usando como critério de parada o prinćıpio de discrepância.

Para implementação numérica, F. Frürauf et. al.[14], alertaram para a instabilidade

numérica gerada pela divisão por pequenos valores absolutos do gradiente de Pε na expressão

∇.
(
∇Pε(φ)
|∇Pε(φ)|

)
. A sugestão feita em [14] é substituir a expressão acima por ∇.

(
∇Pε(φ)√

|∇Pε(φ)|2+r2

)
,

onde r é um número positivo e pequeno. Para essa nova expressão, o algoritmo iterarivo torna-se

mais estável e, portanto, produz uma solução mais confiável.



Caṕıtulo 4

Aplicação: Tomografia por Impedância

Como exemplo de aplicação da teoria tratada nos caṕıtulos anteriores, apresentamos o

problema da tomografia elétrica por impedância - Eletrical Impedance Tomography - EIT. Esse

problema possui inúmeras aplicações em áreas das mais diversas. Em ciências médicas, com

aplicações em detecção de tumores, monitoramento de apnéias. Em geof́ısica e ciências am-

bientais, com a localização de depósitos de minerais, monitoramento de campos de flúıdos e

em engenharia com a detecção de corrosão em estruturas. As vantagens sobre outros métodos

como tomografia por raio-X por exemplo, é que a aplicação de correntes elétricas não causam

efeitos colaterais, além de diminuir os custos. Para referências veja [4, 5, 6, 14, 15, 23].

A intenção é tratar o problema através da formulação level set descrita no Caṕıtulo

3. Inicialmente, apresentamos alguns resultados preliminares e a formulação matemática do

problema. Em seguida, exibimos resultados numéricos que ilustram a teoria obtida no trabalho.

O problema da tomografia elétrica por impedância está relacionada com a identificação do

parâmetro ω (chamado de coeficiente de difusão ou “condutividade”) no problema de Neumann

∇.(ω∇u) = 0 , Ω (4.1)

ω
∂u

∂η
= h , ∂Ω ,

ou no problema de Dirichlet

∇.(ω∇u) = 0 , Ω (4.2)

u = f , ∂Ω ,

dependendo da formulação do problema de EIT.

36
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4.1 Resultados preliminares

No que segue, mencionamos alguns resultados pertinentes a teoria de equações diferenciais

parciais os quais fazem-se necessários à resolução do problema proposto. Também, impomos

restrições aos espaços de forma a trabalhar com ambas as formulações (4.1) e (4.2) para o

problema de EIT.

Como é bem conhecido, a equação (4.1) possui solução única uω,h ∈ H1(Ω) quando im-

posta a restrição

∫

∂Ω

udL = 0 na frontera de Ω (veja [6]). Além disso, a equação (4.2) possui

uma única solução uω,f ∈ H1(Ω) ∩ H2(Ω) (veja [12]). Assim, consideramos os seguintes su-

bespaços dos espaços de Sobolev

L∞+ (Ω) := {ω ∈ L∞(Ω); infessx∈Ωω(x) > 0}

L2
?(∂Ω) := {f ∈ L2(Ω);

∫

∂Ω

fdL = 0}

H1
? (Ω) := {h ∈ H1(Ω);

∫

∂Ω

hdL = 0}

H
± 1

2
? (∂Ω) := {f ∈ H± 1

2 (∂Ω);

∫

∂Ω

fdL = 0}.

Note que se ω ∈ L∞+ (Ω), então existem ω, ω em L∞(Ω) tal que 0 < ω ≤ ω ≤ ω.

Estamos interessados em colher resultados que nos permitam tratar do problema de to-

mografia por impedância. Esse envolve os operadores de Neumann para Dirichlet (NpD) e

de Dirichlet para Neumann(DpN), dependendo da formulação do problema. As restrições nos

espaços das correntes h faz com que os operadores sejam inversos um do outro. Resultados de

compacidade, auto-adjunto entre outros para os operadores são bem conhecidos (veja [5, 6]).

Definimos o operador linear e limitado

Λω : H
− 1

2
? (∂Ω) −→ H

1
2
? (∂Ω)

h 7−→ T1uω,h

o qual chamamos de operador de Neumann para Dirichlet (NpD). Este aplica os dados de

Neumann h no correspondente dado de Dirichlet T1uω,h, onde T1 é o operador de traço [22,

Corolário 8.16] devidamente restrito. Conforme mencionado acima, dada uma conveniente

restrição nos espaços, o operador de Dirichlet para Neumann (DpN) é Λ−1
ω .
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4.1.1 Continuidade e Fréchet diferenciabilidade em domı́nios deri-

vativos

Estudamos aqui a continuidade e a Fréchet diferenciabilidade do operador

Gh : L∞+ (Ω)−→H1
? (Ω); Gh(ω) := uω,h

que aplica a condutividade ω ∈ L∞+ (Ω) na única solução uω,h do problema de Neumann (4.1),

obtida através da formulação fraca:

Determine u ∈ H1
? (Ω) ;

∫

Ω

ω∇u.∇vdL2 =

∫

∂Ω

hT1vdL ∀ v ∈ H1
? (Ω). (4.3)

O intuito é implementar o método de regularização iterativo do Caṕıtulo 3 para o pro-

blema de tomografia por impedância. Ou seja, estamos interessados em resultados de Fréchet

diferenciabilidade do operador Gh em topologias menos finas que a topologia− L∞ em L∞+ (Ω)

(uma tal topologia é a topologia− L1).

Lema 4.1.1 Para cada h ∈ H
− 1

2
? (Ω), Gh é cont́ınuo com respeito a topologia−L∞ em L∞+ (Ω).

Mais precisamente, sejam ωi ∈ L∞+ (Ω) e ui := Lωi
h ∈ H1

? (Ω), para i = 1, 2, correspondentes

soluções do problema variacional (4.3). Então, existe c > 0, independente de ωi, tal que

|||u1 − u2||H1
?(Ω) ≤ 1

ω
||u2||H1

?(Ω)||ω2 − ω1||∞ ≤ c

ω2
||h||L2(∂Ω)||ω2 − ω1||∞

Demonstração : Sejam u1, u2 soluções de (4.3). Então, da desiguladade de Poincaré [11,

Teorema 2, pág. 140] temos

ω ||u1 − u2||2H1
?(Ω) ≤

∫

Ω

ω1|∇(u1 − u2)|2dL2 =

∫

Ω

(ω1∇u1∇(u1 − u2)− ω1∇u2∇(u1 − u2))dL2

=

∫

∂Ω

hT1(u1 − u2)dL−
∫

Ω

ω1∇u2∇(u1 − u2)dL2

=

∫

Ω

ω2∇u2∇(u1 − u2)dL2 −
∫

Ω

ω1∇u2∇(u1 − u2)dL2

=

∫

Ω

(ω1 − ω2)∇u2∇(u1 − u2)dL2 ≤ ||ω1 − ω2||∞||u2||H1
?(Ω)||u1 − u2||H1

?(Ω)

o que prova a primeira das desigualdades. Como o operador de traço T1 : H1
? (Ω)−→L2

?(∂Ω) é

cont́ınuo, isto é, ||T1u||L2(∂Ω) ≤ c||u||H1
?(Ω) , ∀u ∈ H1

? (Ω), segue a segunda desiguladade

ω ||u2||2H1
?(Ω) ≤

∫

Ω

ω2|∇u2|2dL2 =

∫

∂Ω

hT1u2dL

≤ ||h||L2(∂Ω)||T1u2||L2(∂Ω) ≤ c||h||L2(∂Ω)||u2||H1
?(Ω). ¤
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Seja ω ∈ L∞+ (Ω) e assuma q ∈ L∞(Ω) tal que ω̃ := ω + q ∈ L∞+ (Ω). Defina u := Ghω e

ũ := Ghω̃ e considere o problema variacional

Bh(ũ, v) :=

∫

Ω

ω∇ũ∇vdL2 = −
∫

Ω

q∇u∇vdL2 ∀ v ∈ H1
? (Ω) . (4.4)

Definindo

b : H1
? (Ω)−→R por b(v) =

∫

Ω

q∇u∇vdL2,

obtemos que b é linear e limitado e que Bh é limitada e coerciva. Assim, segue do Teorema de

Lax-Milgram [22, Teorema 13.23] que existe uma única solução u′ de (4.4). Defina x := ũ−u−u′.

Então, x satisfaz:

∫

Ω

ω∇x∇vdL2 = −
∫

Ω

q∇(ũ− u)∇vdL2 ∀ v ∈ H1
? (Ω) . (4.5)

Proposição 4.1.2 O operador Gh é Fréchet diferenciável. Ainda, com a mesma notação,

acima para u′ ∈ H1
? (Ω) a única solução do problema variacional (4.4), temos: DGh(x)(q) = u′.

Mais precisamente, existe c > 0, independente de ω e q tal que

||Gh(ω + q)−Gh(ω)− u′||H1
?(Ω) ≤ c

ω3
||h||L2(∂Ω)||q||2∞.

Demonstração : Temos que x = ũ − u − u′ é uma solução do problema variacional (4.5).

Fazendo v = x em (4.5) obtemos:

ω ||x||2H1
?(Ω) ≤

∫

Ω

ω|∇x|2dL2 = −
∫

q∇(ũ− u)∇xdL2 ≤ ||q||∞||ũ− u||H1
?(Ω)||x||H1

?(Ω).

Do Lema 4.1.1, existe c > 0 independente de ω e q tal que

||x||H1
?(Ω) ≤ c

ω3
||h||L2(∂Ω)||q||2∞. ¤

Corolário 4.1.3 Defina o operador Fh : L∞+ (Ω)−→L2
?(∂Ω), Fh(ω) := T1(Gh(ω)). Então Fh

é cont́ınuo e Fréchet diferenciável, com DFh = T1 ◦DGh.

Demonstração : Como o operador de traço T1 : H1
? (Ω)−→L2

?(∂Ω) é linear e limitado, con-

sequentemente é Fréchet diferenciável. Segue, do Lema 4.1.1 e da Proposição 4.1.2, que Gh é

cont́ınuo e Fréchet diferenciável. Portanto, Fh = T1 ◦ Gh também é cont́ınuo e Fréchet dife-

renciável com derivada DFh = T1 ◦DGh. ¤
Para fins numéricos é conveniente trabalharmos com espaços de Hilbert, por exemplo

L2(Ω). Mas, surgem dificuldades, pois estimativas como a da Proposição 4.1.2 não são válidas,

em geral, quando substituimos a norma L∞(Ω) pela norma L2(Ω).
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A aplicação em EIT requer a solução da equação de operadores Fh(ω) = f , com os dados

de Neumann h ∈ L2
?(∂Ω), de Dirichlet f ∈ L2

?(∂Ω), e uma condutividade ω restrita ao conjunto

admisśıvel U := {1 + χD; D ⊂ Ω mensurável} ⊂ L1(Ω). Por isso, nosso interesse é de derivar

condições para a continuidade do operador restrito Gh |U: U−→H1
? (Ω) , ω 7→ Gh(ω), com

respeito a topologia de L1(Ω) em U. Uma tal condição é dada pelo:

Lema 4.1.4 Seja ω ∈ U tal que uω,h := Gh(ω) ∈ W 1,∞(Ω) é a correspondente solução do

problema variacional (4.3). Então, existe c > 0 tal que, para todo ωε ∈ U:

||Gh(ω)−Gh(ωε)||H1
?(Ω) ≤ c

(||ω − ωε||L1(Ω)

) 1
2

Demonstração : Defina Dε ⊂ Ω tal que ωε = 1 + χDε . Defina u := Gh(ω) e uε := Gh(ωε).

Observe que ωε = ω em Ω\D4Dε. Usando o fato de que u := uω,h satisfaz (4.3), obtemos:

1

2

∫

Ω

ωε|∇u|2dL2 −
∫

∂Ω

hT1udL = −1

2

∫

Ω

ω|∇u|2dL2 +
1

2

∫

D4Dε

(ωε − ω)|∇u|2dL2.

Assim, temos as equações

∫

Ω

ωε|∇(u− uε)|2dL2 =

∫

Ω

ωε

(|∇u|2 − 2∇u∇uε + |∇uε|2
)
dL2

=

∫

Ω

ωε|∇u|2dL2 − 2

∫

∂Ω

hT1udL +

∫

Ω

ωε|∇uε|2dL2

= −
∫

Ω

ω|∇u|2dL2 +

∫

D4Dε

(ωε − ω)|∇u|2dL2 +

∫

Ω

ωε|∇uε|2dL2 (4.6)

e

∫

Ω

ωε|∇uε|2dL2 −
∫

Ω

ω|∇u|2dL2 =

∫

∂Ω

hT1uεdL−
∫

∂Ω

hT1udL

=

∫

Ω

ωε∇u∇uεdL2 −
∫

Ω

ω∇uε∇udL2 =

∫

D4Dε

(ω − ωε)∇uε∇udL2. (4.7)

Substituindo (4.7) em (4.6) e usando a desigualdade de Hölder obtemos

∫

Ω

ωε|∇(u− uε)|2dL2 =

∫

D4Dε

(ωε − ω)(∇u−∇uε)∇udL2

≤
(∫

D4Dε

|∇(u− uε)|2dL2

) 1
2
(∫

D4Dε

(ω − ωε)
2|∇u|2dL2

) 1
2

. (4.8)

Como u ∈ W 1,∞(Ω), existe c1 > 0 tal que ||∇u||∞ < c1. Combinando com o fato que 1 ≤ ωε ≤ 2
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em Ω, (ωε − ω)2 = 1 na D4Dε e usando (4.8), segue que

∫

Ω

|∇(u− uε)|2dL2 ≤
∫

Ω

ωε|∇(u− uε)|2dL2 ≤
(∫

D4Dε

|∇(u− uε)|2dL2

) 1
2
(∫

D4Dε

|∇u|2dL2

) 1
2

≤
(∫

Ω

|∇(u− uε)|2dL2

) 1
2
(∫

D4Dε

c2
1dL2

) 1
2

= c1

(∫

Ω

|∇(u− uε)|2dL2

) 1
2 (||ω − ωε||L1(Ω)

) 1
2 .

Assim, da desigualdade de Poincaré [11, Teorema 2, pág. 140], existe c2 > 0 tal que

||u− uε||H1
?(Ω) ≤ c2||∇(u− uε)||L2(Ω) =

(∫

Ω

|∇(u− uε)|2dL2

) 1
2

≤ c2c1

(||ω − ωε||L1(Ω)

) 1
2 .

Fazendo c := c1c2 temos:

||Gh(ω)−Gh(ωε)||H1
?(Ω) = ||u− uε||H1

?(Ω) ≤ c
(||ω − ωε||L1(Ω)

) 1
2 . ¤

Corolário 4.1.5 Nas mesmas hipóteses do Lema 4.1.4, o operador Fh |U é cont́ınuo com res-

peito a topologia− L1.

Demonstração : Segue da continuidade do operador de traço T1 e do operador Gh dada pelo

Lema 4.1.4. ¤
Segundo [5], não é conhecida qual a regularidade necessária em ω ∈ U de forma que

Gh(ω) ∈ W 1,∞(Ω). Uma condição suficiente é que ω ∈ L∞+ (Ω)∩C1,1(Ω). Mas, existem funções

descont́ınuas ω ∈ U tal que Gh(ω) ∈ W 1,∞(Ω). Em [24] tais afirmativas foram provadas sob a

hipótese de ∂Ω e ∂D pertencerem a C1,α com 0 < α < 1.

Outro fato importante de ressaltar é a formulação do operador F ′
h(ω)∗ a qual aparece na

iteração level set (confira (3.20)).

Proposição 4.1.6 Seja ω ∈ L∞+ (Ω). Então, o operador adjunto F ′
h(ω)∗ de F ′

h(ω) é dado por:

F ′
h(ω)∗(g) = −∇uω,h∇uω,g,

onde

uω,h := Fh(ω) ∈ H1
? (Ω) e uω,g := Gf (ω) ∈ H1

? (Ω)

para cada g, h ∈ L2
?(∂Ω); g, h, dados de Neumann para o problema (4.1).

Demonstração : Suponha q ∈ L∞(Ω) e g ∈ L2
?(∂Ω). Da formulação variacional (4.3) para o

problema de Neumann (4.1), segue que uω,g satisfaz

∫

Ω

ω∇uω,g∇vdL2 =

∫

∂Ω

gT1vdL ∀ v ∈ H1
? (Ω). (4.9)
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Seja u′ := G′
h(ω)(q) = DGh(ω)(q) ∈ H1

? (Ω) a derivada direcional de Gh como na Proposição

4.1.2. Pela mesma Proposição, u′ é a única solução do problema variacional

∫

Ω

ω∇u′∇vdL2 = −
∫

Ω

q∇uω,h∇vdL2 ∀ v ∈ H1
? (Ω). (4.10)

Segue de (4.10) e (4.9) que

〈F ′
h(ω)(q), g〉L2(∂Ω) = 〈T1u

′, g〉L2(∂Ω) =

∫

∂Ω

gT1u
′dL =

∫

Ω

ω∇u′∇uω,gdL2

= −
∫

Ω

q∇uω,h∇uω,gdL2 = 〈q,−∇uω,h∇uω,g〉L2(Ω). ¤

4.2 Descrição do problema

Nessa seção apresentamos a formulação do problema da tomografia por impedância EIT,

bem como, resultados pertinentes a teoria necessária para trabalharmos a formulação level set

desenvolvida no caṕıtulo anterior para a solução do problema de EIT.

4.2.1 Tomografia por impedância - EIT

A tomografia elétrica por impedância - EIT é um método de reconstruir propriedades

da condutividade elétrica de algum objeto condutor, sob medidas elétricas tomadas sobre a

fronteira desse objeto.

Este problema, inicialmente proposto por Calderón [8], possui muitas variantes e técnicas

para solucioná-lo. Uma alternativa recente é a solução por métodos level set.

O problema direto consiste em: dado Ω um domı́nio limitado em RN possuindo mate-

riais com condutividade elétrica ω(x) satisfazendo ω(x) ≥ ω0 > 0, com fronteira ∂Ω ∈ C1 por

partes, η o vetor normal unitário que aponta para fora de Ω; solucionar o problema de Neu-

mann, i.e., encontrar a solução u do problema (4.1) e correspondentes dados de Dirichlet u|∂Ω,

conhecido os dados de Neumann h e a condutividade ω. Uma formulação análoga é posśıvel

considerando-se o problema de Dirichlet (4.2).

O problema inverso é: reconstituir a condutividade elétrica ω(x) ∈ L∞+ (Ω), usando o

conjunto de valores da corrente elétrica h (dados de Neumann) aplicada à fronteira de Ω e os

correspondentes valores do potencial elétrico u(x) na ∂Ω (dados de Dirichlet u|∂Ω = f medidos).

Observação 4.2.1 O problema inverso de reconstruir a condutividade elétrica é não linear e

mal posto, i.e., o operador não depende continuamente dos dados (veja [5]).

Na prática, é imposśıvel medir os dados sobre toda a fronteria de Ω. Assim, o problema

de reconstrução deve ser encarado com o conhecimento de uma quantidade finita de dados,

obtida por medidas sob a fronteira de Ω.
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Portanto, antes de seguirmos vamos responder a duas questões:

1. Quantos dados necessitamos conhecer, i.e., se o parâmetro ω em (4.1) é unicamente determi-

nado pelo conhecimento de alguns pares de dados (h, Λω(h)) sobre a fronteira ou pelo operador

(NpD)?

2. O problema inverso é mal posto no sentido de Hadamard?

Resultados de identificabilidade para ω ∈ L∞+ , no caso de uma única medida no conjunto

de dados (h, Λω(h)) sobre toda a fronteira de Ω no problema de EIT, são dados em [2, 5, 6, 13]

e referências lá citadas. Resultados de identificabilidade para o caso de medidas sobre partes

da fronteira de Ω são desconhecidos.

Para confirmar a resposta afirmativa, quanto a má-colocação do problema de identificação

da condutividade, veja exemplo 2.1 em [6] ou [15].

4.3 Reconstrução por regularização level set

Agora, apresentamos resultados obtidos através de regularização level set descrita no

Caṕıtulo 3 para o problema de EIT, juntamente com o algoritmo utilizado na reconstrução da

condutividade ω.

Nosso interesse é pela classe especial de condutividades ω = 1 + χD ∈ U, onde D é um

domı́nio, possivelmente multiconexo, de forma que D ⊂ int(Ω).

Na reconsituição da forma de D, através da condutividade admisśıvel ω ∈ U, utilizamos

quatro pares de dados medidos sobre a fronteira de Ω, i.e., a determinação e localização da forma

de D ⊂ Ω pelo processo iterativo (3.20) utiliza pares de dados (h, f) = (Λ−1
ω f, f) medidos sobre

a fronteira. Por h ∈ L2
?(∂Ω) representamos os dados de Neumann e por f := Λω(h) ∈ L2

?(∂Ω) os

correspondentes dados de Dirichlet. Como os dados são medidos, estamos sujeitos a conhecer

somente os dados com rúıdos f δ, com ||f − f δ|| ≤ δ.

No contexto de regularização por level set, como apresentado no Caṕıtulo 3, o problema

de EIT consiste em resolver a equação de operadores mal posta

Fh(Pε(φ)) = f δ, φ ∈ H1(Ω). (4.11)

Observação 4.3.1 Para essa aplicação, temos que considerar novos operadores P e Pε com o

acréscimo de 1 aos respectivos operadores definidos em (3.1) e (3.8), respectivamente. Também,

ressaltamos que toda a teoria desenvolvida no Caṕıtulo 3 se aplica aos novos operadores P e Pε

sem perdas. Justificamos que a mudança de operadores é para garantir a compatibilidade com

o parâmetro ω no problema (4.1). Neste caso, para termos elipticidade do problema, ω deve ser

estritamente positivo.

Se φ ∈ H1(Ω) é uma solução de (4.11), então ω = P (φ) ∈ U é uma solução de Fh(ω) = f δ.
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Como mencionamos na Seção 4.1.1, não está provado que o operador não linear

Fh : L1(Ω) ⊃ L∞+ (Ω)−→L2
?(∂Ω)

é cont́ınuo e Fréchet diferenciável com respeito a topologia L1(Ω) em L∞+ (Ω). Mas, devido

aos resultados de Y. Y. Li e M. Vogelius [24], para conjuntos D ⊂ Ω, ambos suficientemente

regulares, Gh(ω) ∈ W 1,∞(Ω). Assim, pelo Lema 4.1.4, podemos implementar o método iterativo

deduzido na Seção 3.5 via regularização level set para a equação (4.11).

4.3.1 Implementação numérica e exemplos

De posse dos resultados de Fréchet diferenciabilidade do operador Fh, a implementação

numérica da iteração (3.21) é dada pelo algoritmo:

Algoritmo: 4.3.1 (1) Escolha um valor inicial φ0 ∈ H1(Ω) apropriado e fixe os parâmetros

α, β, ε ∈ [0,∞)

(2) Para k=0 até k∗ (escolhido pelo prinćıpio de discrepância) faça:

(i) Calcule Pε(φk), P ′
ε(φk), ∇.

(
∇Pε(φk)
|∇Pε(φk)|

)

(ii) Para calcular Fh(Pε(φk)): Resolva o problema de Neumann

∇.(Pε(φk)∇uk) = 0 em Ω com
∂uk

∂η
= h na ∂Ω

Então, Fh(Pε(φk)) = T1uk;

(iii) Avalie o reśıduo rk := T1uk − f δ = Fh(Pε(φk))− f δ

(iv) Para calcular F ′
h(Pε(φk))

∗(rk): Resolva o problema de Neumann

∇.(Pε(φk).∇vk) = 0 em Ω com
∂vk

∂η
= rk na ∂Ω

Então, F ′
h(Pε(φk))

∗(rk) = −∇uk∇vk

(v) Encontre wk ∈ H1(Ω) solução do problema de Neumann

(I −∆)wk = P ′
ε(φk)(∇uk∇vk) + βαP ′

ε(φk)

(
P ′

ε(φk)

|P ′
ε(φk)|

)
em Ω

∂wk

∂η
= 0 na ∂Ω

(vi) Atualize a função level set φk+1 = φk + 1
α
wk

(3) Fim

Note que o algoritmo é complexo pela necessidade de resolver três problemas eĺıpticos em cada

passo.
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Por simplicidade de implementação, consideraremos Ω como o quadrado unitário

Ω :=] 0, 1 [× ] 0, 1 [ ⊂ R2.

Nosso exemplo numérico trata de reconstituir o parâmentro ω apresentado na Figura 4.1 para

a equação (4.2). Muito embora, apresentamos os resultados levando em consideração a equação

(4.1). Dada a restrições nos espaços, os operadores (NpD) e (DpN) são inversos um do outro.

O método level set é aplicado partindo de uma condição inicial mostrada na Figura 4.2.

Usamos ainda quatro pares de Dirichlet-Neumann dispostos de forma simétrica no quadrado

unitário Ω, conforme a Figura 4.3.

Figura 4.1: Parâmetro a ser recons-
trúıdo.

Figura 4.2: Condição inicial para o
método de regularização pelo método
level set

Figura 4.3: Dados de Dirichlet apli-
cados na fronteira de Ω.

Os testes de performance do método foram aplicados para reconstituir o parâmetro ω mos-

trado Figura 4.1. No entanto, testes foram implementados conhecendo os dados “exatamente”e

com 5% e 10% de rúıdo.

A Figura 4.4 mostra a evolução do reśıduo para o caso em que os dados são conheci-

dos “exatamente”, i.e., pela resolução do problema (4.2) pelo método direto em uma malha

relativamente fina. O método é robusto, e depois de 350 passos a evolução torna-se lenta.
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Figura 4.4: Evolução da iteração do erro para dados livres de rúıdos

A Figura 4.5 apresenta a evolução da função level set φ para o caso em que a solução é

livre de rúıdos. A deformação da função level set também torna-se lenta após 350 passos.

As Figuras 4.6 e 4.7 mostram a evolução do reśıduo para dados com 5% e 10% de rúıdos,

respectivamente. Observamos que, com o aumento do ńıvel se rúıdos, a identificação fica

seriamente comprometida. A evolução para os dados com 5% de rúıdos apresentam uma boa

performance, cuja solução para 500 passos compara-se a solução obtida para dados sem rúıdos.

Já para dados com 10% de rúıdos, o reśıduo permanece grande mesmo após 500 passos.

Testes similares ao aqui apresentado são encontrados em [9]. Através de argumentos

euŕısticos Doel e Ascher obtivertam sucesso na identificação de parâmetros no problema de

EIT a partir de outros funcionais. Ainda em [9] comparam-se vários termos de regularização e

sua eficiência na reconstrução de parâmentros. Resultados numéricos obtidos por Doel e Ascher

permitiram a eles comprovar que o termo de regularização quadrático é uma penalização muito

severa ao funcional de Tikhonov. Assim, propuseram substituir o termo quadrático por um

termo da forma

(∫

Ω

(1− |∇φ|2)dλ

)2

, (4.12)

motivados pelo fato de que uma funções level set “ideal”é uma função que satisfaça |∇φ| = 1

quase sempre. A garantia teórica dos resultados de minimização apresentados no Caṕıtulo 3



Cap. 4: Aplicação: Tomografia por Impedância 47

Figura 4.5: Evolução da função level set para dados livres de rúıdos

para o novo termo de penalização é objeto de futuras investigações.

Figura 4.6: Evolução das iterações do erro para dados com 5% de rúıdos
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Figura 4.7: Evolução das iterações do erro para dados com 10% de rúıdos

Outro ponto a ressaltar é o da quantidade de passos que o método iterativo necessita para

convergência. Em nosso experimento, todos os testes foram abortados com 500 iterações. Em

[9], os autores dizem-se satisfeitos com um número bem inferior de passos. Não há evidências

anaĺıticas para tal conclusão. Uma posśıvel causa da diminuição do número de iterações é a

implementação com pré-condicionadores. Outro posśıvel motivo do número reduzido de passos

é a magnitude da freqüência dos dados de Dirichlet. Essa observação foi feita por Hettlich e

Rundell [19] e, posteriormente, observada também por Doel e Ascher [9].



Conclusão

Problemas inversos envolvendo operadores descont́ınuos apresentam grandes dificuldades

de resolução, pois estes, além de serem mal postos no sentido de Hadamard, envolvem operado-

res descont́ınuos. Assim, a resolução de tais problemas requer alguma forma de regularização.

E , para operadores não lineares, a teoria de regularização de problemas inversos é ainda pouco

desenvolvida. Os resultados obtidos envolvem condições fortes de regularidade nos operadores

envolvidos.

O presente trabalho fornece uma alternativa de solução para problemas inversos sujeitos

a restrições. Tal alternativa é a regularização por métodos level set.

Analizar matematicamente o problema inverso envolvendo obstáculos por intermédio de

regularização level set exije a introdução de um novo conceito de mı́nimo para o funcional de

Tikhonov (3.7). Sob esse novo conceito de mı́nimo, é posśıvel repetir os resultados de existência

de uma solução regularizada para o problema inverso envolvendo obstáculos F (u) = y. Ainda,

propriedades de regularização similares as conhecidos para a teoria clássica de problemas in-

versos não lineares são aqui obtidos (compare com [10, Caṕıtulo 10]).

A fim de tornar tratável numericamente a solução de problemas inversos que envolvem

operadores descont́ınuos, é proposto um funcional estabilizado (3.15) de forma a obter uma

aproximação para o funcional de Tikhonov (3.7). Por fim a apresentação dos resultados de

aproximação da solução generalizada por soluções estabilizadas fecham a alternativa de solução

de problemas inversos restritos por intermédio de regularização level set.

A aplicação ao problema de identificação de parâmetros, mais especificamente, ao pro-

blema de tomografia por impedância confirma a eficácia do método desenvolvido.

Aplicações da teoria desenvolvida nesse trabalho a outros problemas de matemática apli-

cada são objeto de futuras investigações.
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Caṕıtulo 5

Apêndice: Notações e definições

Espaços de funções (veja [1])

Lp(Ω) {f : Ω −→ R : f Lebesgue mensurável}
L∞(Ω) {f : Ω −→ R : f Lebesgue mensurável, ess sup |f | < ∞}
L∞+ (Ω) {f : Ω −→ R : f Lebesgue mensurável, ess inf |f | > 0}
H1(Ω) espaços de Sobolev das funções emL2(Ω)com primeiras derivadas emL2(Ω)

Wm,p espaços de Sobolev das funções e derivadas de ordem m ≤ |α| emLp(Ω), α multi-́ındice

Medidas(veja [11])

Ln medida de Lebesgue n-dimensional

Hn medida de Hausdorff n-dimensional

δ(t) denota a delta-distribuição unidimensional (veja[1])

Definição 5.0.1 [Funções de variação limitada] Uma função f ∈ L1(Ω) tal que

sup{
∫

Ω
f.divϕdLn : ϕ ∈ C1

c (Ω,Rn) e |ϕ| ≤ 1} < ∞

é dita de variação limitada e denotamos esse espaço de funçoes por BV (Ω).

BV (Ω) é um espaço de Banach com a norma

|| · ||BV (Ω) = || · ||L1(Ω) + | · |BV (Ω)

onde semi-norma em BV (Ω) é definida como

| · |BV (Ω) := sup{
∫

Ω
f.divϕdLn : ϕ ∈ C1

c (Ω,Rn) e |ϕ| ≤ 1}.

Definição 5.0.2 A métrica da diferença simétrica entre conjuntos A e B é definida como A∆B =

|A−B|+ |B −A|.
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