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RESUMO: Este trabalho apresenta uma andlise estatistica do algoritmo LMS
(least-mean-square) no dominio transformado (LMS-DT) tanto para ambientes
estacionarios quanto nao-estacionarios, resultando em um modelo mais preciso do que
aqueles apresentados na literatura atual. A motivagdo para analisar tal algoritmo vem do
fato de que este apresenta uma taxa de convergéncia mais alta para sinais correlacionados
quando comparado com outros algoritmos adaptativos tendo complexidade computacional
similar. Tal fato o torna bastante competitivo devido ao grande niimero de aplicagdes que
consideram sinais de entrada coloridos. O algoritmo LMS-DT apresenta uma etapa de
transformagdo ortogonal, que promove uma separacdo do sinal de entrada em sinais
ocupando bandas de freqiiéncia distintas. As amostras intrabandas sdo correlacionadas,
sendo esta correlagdo mais alta a medida que o nimero de bandas aumenta. Em nosso
conhecimento, ndo existe um modelo estatistico que forneca uma solugdo geral e precisa
levando em conta tal correlagdo. Assim, este trabalho propde um modelo estatistico para o
algoritmo LMS-DT considerando as correlagdes existentes intrabandas. A partir deste
modelo, sdo obtidos parametros de projeto, tais como passos de adaptacdo maximo e
otimo, como também o desajuste do algoritmo. Por meio de simulagdes numéricas,
constata-se uma boa concordancia entre os resultados obtidos através do método de Monte
Carlo e aqueles fornecidos pelo modelo estatistico proposto, tanto para sinais de entrada

Gaussianos brancos quanto coloridos.
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ABSTRACT: This work presents a statistical analysis of the transform-domain
least-mean-square (TDLMS) algorithm for both stationary and nonstationary environment,
resulting in a more accurate model than those discussed in the current open literature. The
motivation to analyze such an algorithm comes from the fact that this presents, for
correlated signals, a higher convergence speed as compared with other adaptive algorithms
that possess a similar computational complexity. Such a fact makes it a highly competitive
alternative to applications considering colored input signals. The TDLMS algorithm has an
orthogonal transformation stage, providing a separation of the input signal into different
frequency bands. The intra-band samples are correlated, being the larger the number of
bands, the higher is the correlation. Up to our knowledge, there is no other statistical model
of this adaptive algorithm, providing a general and accurate solution, taking into account
such correlations. In this way, this work proposes an accurate model allowing for these
existing intra-band correlations. Project parameters are obtained from the statistical model,
such as upper bound for the step size, optimum step-size value, and algorithm
misadjustment. Through numerical simulations, a good agreement between the Monte
Carlo method and the predictions from the proposed statistical model is verified for both

white and colored Gaussian input signals.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Os primeiros trabalhos sobre filtragem adaptativa (FA) foram realizados por volta da
década de 1950. Desde entdo, a FA tem se tornado uma ferramenta muito util no
processamento de sinais em que ndao se tem o total conhecimento a priori de suas
caracteristicas estatisticas.

O problema de filtragem, sob a dtica estatistica, teve seu inicio em 1931 com as
primeiras contribuicdes de Wiener para a teoria de filtragem 6tima. Essa contribuicio
consistiu na formulacao do problema de predi¢ao linear, em que foi obtido um sistema de
equacdes (chamadas equacdes de Wiener-Hopf [1]-[3]), as quais resultam, apds sua
resolugdo, nos coeficientes do filtro 6timo. O caso mais geral ¢ em termos de duas fungdes
de correlacdo: a fungdo de autocorrelacdo do sinal de entrada e a funcdo de correlacdo
cruzada entre o sinal de entrada e o sinal desejado. Todavia, a implementagdo pratica de tal
abordagem ¢ inadequada visto que nem sempre se tem o conhecimento a priori das
caracteristicas estatisticas dos sinais envolvidos no processo. Por outro lado, através de
algoritmos adaptativos, podemos tornar tal solu¢do viavel do ponto de vista de
implementagao pratica.

Dentre os principais algoritmos de adaptacdo conhecidos da literatura, o algoritmo
LMS ¢ um dos mais usados, devido a sua simplicidade de implementagdo e robustez
[1]-[3]. Esse algoritmo foi proposto por Widrow ¢ Hoff em 1959 visando sua aplicagdo em

um esquema de reconhecimento de padrdes, conhecido como elemento linear adaptativo e



referido na literatura por adaline. O algoritmo LMS consiste em dois processos: uma
filtragem, seguida pelo calculo do erro de estimacao entre a saida do filtro adaptativo e a
saida desejada; e um processo de adaptacdo, que envolve a obtencao dos coeficientes do
filtro em fungdo do erro de estimagdo obtido.

Apesar de sua simplicidade e robustez, o algoritmo LMS apresenta um importante
inconveniente: possui uma convergéncia lenta para sinais de entrada correlacionados. Para
superar tal limitagdo, varios algoritmos alternativos tém sido propostos na literatura [1]-[6].
Muitos desses, como ¢ o caso do algoritmo RLS (recursive least-squares), apresentam um
elevado esfor¢o computacional. Dessa forma, isso motiva a busca por outras abordagens,
que acelerem a taxa de convergéncia do algoritmo LMS, sem um aumento significativo de
sua complexidade computacional. Uma classe desses algoritmos ¢ o algoritmo LMS no
dominio transformado (LMS-DT).

O algoritmo LMS-DT foi primeiramente introduzido por Narayan et al. [4],
consistindo em um filtro adaptativo cujas entradas sdo pré-processadas pela transformada
discreta de Fourier (discrete Fourier transform — DFT) e cujos passos de adaptagdo sdao
ajustados em func¢do dos niveis de energia do sinal de entrada. O pré-processamento do
sinal de entrada através da DFT tem por objetivo descorrelacionar as amostras desse sinal
que, quando combinado com um processo de normalizacdo do passo de adaptagdo, resulta
em um aumento de velocidade de convergéncia do algoritmo. E importante ressaltar que a

escolha da DFT como descorrelacionador ndo ¢ a mais adequada, por essa ndo ser uma

transformagdo ortogonal otima’. Entretanto, como a utilizagdo de uma transformada 6tima
¢ invidvel na préatica, outras transformacdes ortogonais sub-6timas, independentes do sinal
de entrada, tém sido consideradas como descorrelacionadores de sinais. Alguns exemplos
de transformadas sub-Otimas sao: transformada discreta de cosseno (discrete cosine
transform — DCT); transformada discreta de seno (discrete sine transform — DST);
transformada discreta de Hartley (discrete Hartley transform — DHT); transformada de
Walsh-Hadamard (Walsh-Hadamard transform — WHT) e transformada discreta wavelet
(discrete wavelet transform — DWT) [2], [7]-[9]. Tais transformadas foram analisadas por
Boroujeny e Gazor [10], [11] em termos de sua capacidade de ortogonalizagdo. Foi

mostrado que quanto melhor for a capacidade de ortogonalizagdo de uma transformada,

! Define-se como transformagio 6tima aquela que descorrelaciona completamente as amostras de um sinal.
Um exemplo, ¢ a transformada de Karhunen-Loéve (Karhunen-Loéve transform - KLT), que projeta os dados
da entrada sobre os autovetores de sua matriz de autocorrelagdo. Todavia, como a KLT requer um
conhecimento a priori de tais autovetores, ela torna-se de pouco interesse em aplicagdes praticas [2].



maior serd a taxa de convergéncia do algoritmo LMS-DT em relagdio ao LMS
convencional. Entretanto, embora se verifique uma melhora na convergéncia, o algoritmo
LMS no dominio transformado e o algoritmo LMS convencional apresentam o mesmo
comportamento em regime permanente [12].

A taxa de convergéncia do algoritmo LMS-DT considerando diferentes tipos de
transformadas foi analisada por Lee ¢ Un [13], [14]. Foi mostrado que para sinais de
entrada correlacionados a velocidade de convergéncia do algoritmo no dominio
transformado sempre ¢ superior a obtida com o LMS convencional. Entretanto, o valor
minimo de erro quadratico médio (mean-square error - MSE) obtido ¢ indiferente a
escolha da transformacao utilizada.

Boroujeny e Gazor [15], [16] mostraram que quando sdo usadas transformagdes
apresentando melhor capacidade de ortogonalizacdo do sinal de entrada, menor serd a
sensibilidade de desempenho do algoritmo LMS-DT com respeito a aritmética de precisao
finita considerada.

Em [17], foi mostrado que o algoritmo LMS-DT se comporta para o caso
estacionario, essencialmente, como um algoritmo de minimos quadrados.

No que diz respeito a aplicabilidade pratica, Zhongwei e Tahernezhadi [18]
investigaram o desempenho dos algoritmos adaptativos no dominio transformado em
cancelamento de eco acustico e observaram que o algoritmo LMS-DT apresenta resultados
comparativos com os algoritmos usualmente considerados para tal fim e ainda com a
vantagem de apresentar uma mais baixa complexidade computacional. Medley et al. [19]
relataram uma aplicagdo do algoritmo LMS-DT para a tarefa de supressao de interferéncias
em sistemas de comunica¢do de banda larga, obtendo como conclusdo que a melhoria na
convergéncia obtida pela normaliza¢do de poténcia valida a eficacia pratica do algoritmo
LMS-DT. Posteriormente, em [20], foram discutidos os problemas de implementagdo do
algoritmo LMS-DT em relagdo ao LMS convencional, observando-se que quanto menor o
passo de adaptacao melhores sdo os resultados obtidos.

Com respeito a analise estatistica do algoritmo LMS-DT para sinais Gaussianos, o
principal obstaculo na obtencdo das expressdes analiticas reside na determinagdo do valor
esperado dos termos que contém o passo de adaptagdo variante no tempo. Um outro
algoritmo cujo passo de adaptacdo também varia com o tempo ¢ o algoritmo LMS
normalizado (NLMS). No caso do algoritmo NLMS, varios pesquisadores o analisaram e

obtiveram modelos para os momentos de primeira ¢ segunda ordens do vetor de



coeficientes do filtro adaptativo, considerando a dependéncia do passo de adaptacdo com o
sinal de entrada [21]-[23]. No caso do algoritmo LMS-DT, um procedimento comum
usado para resolver tal problema ¢ considerar que o passo de adaptacdo seja invariante no
tempo [24], [25]. Essa hipotese simplificativa reduz consideravelmente a complexidade de
sua andlise estatistica. No entanto, o modelo estatistico resultante ndo prediz
adequadamente o processo real de operagao do algoritmo em questdo. Por outro lado,
quando ¢ considerada a natureza variante do passo de adaptacdo, da mesma forma que no
caso do algoritmo NLMS, o algoritmo LMS-DT apresenta uma complicada andlise
matematica para derivar os momentos de primeira e segunda ordens do vetor de
coeficientes do filtro adaptativo. Uma pratica comum nesse caso ¢ adotar hipoteses
simplificativas visando tornar mais simples o tratamento matematico do calculo dos
valores esperados que contém o passo de adaptacdo variante no tempo. Em [26]-[31], uma
estratégia considerada ¢ assumir que, além de existir uma independéncia estatistica
inter-bandas (o que ¢ esperado), existe também uma independéncia intrabanda. Entretanto,
no caso do algoritmo LMS-DT, essa ultima conjectura ndo pode ser considerada valida,
visto que o processo de filtragem associado a cada banda inerentemente correlaciona a
sequéncia processada. Tal correlagdo torna-se maior a medida que o nimero de bandas
aumenta. Dessa forma, uma analise que considere a independéncia estatistica intrabanda
ndo representa com precisdo a realidade estatistica do processo. Assim, o caminho para
uma solu¢do mais precisa seria considerar as correlagdes existentes internamente a cada
uma das bandas. Em [21], uma analise estatistica apresentada considera essa abordagem:;
no entanto, o problema esbarra na solu¢do de uma integral de alta ordem, conhecida na
literatura como integral hipereliptica ou integral Abeliana. Solug¢des fechadas para essa
integral existem para ordens menores ou iguais a quatro e para ordens maiores do que
quatro apenas para casos especiais. Sendo assim, desde entdo, tal caminho de solugdo nao
tem sido buscado. Em [33], uma outra alternativa foi considerada para suplantar as
dificuldades de uma analise estatistica do algorimo LMS-DT; entretanto, o resultado da
analise apresentada serve apenas para regime permanente. Recentemente em [34], para o
caso do algoritmo NLMS, o problema da dificuldade de solucdo de uma integral
hipereliptica de alta odem, oriunda da analise de tal algoritmo, foi superado através do uso
de um método aproximado da supramencionada integral e que produz excelentes
resultados.

Neste trabalho de tese, propde-se uma andlise estatistica do algoritmo LMS-DT



para sinais de entrada com distribui¢do Gaussiana considerando a dependéncia estatistica
do sinal intrabanda, a qual recai na solugdo de integrais hiperelipticas de alta ordem. O
caminho aqui seguido para resolver tais integrais ¢ similar ao considerado em [34]. Sendo
assim, tem-se uma analise estatistica mais precisa do que aquelas até entdo apresentadas na

literatura para o algoritmo em questao.

1.1- MOTIVACAO DO TRABALHO

Considerando a grande aplicabilidade do algoritmo LMS-DT, uma modelagem
estatistica precisa e confiavel de seu comportamento é plenamente justificavel. Desde seu
surgimento, muito esfor¢o de pesquisa tem sido feito na dire¢do de se obter um modelo que
retina as qualidades acima mencionadas. Para tal, ¢ desejavel que o modelo estatistico do
algoritmo em questdo seja o mais completo possivel, devendo incluir ambientes
estacionarios, nao-estacionarios, como também considerar a dependéncia estatistica do
sinal intrabanda proveniente do processo de transformacgdo ortogonal.

A importancia da modelagem estatistica estd no fato de se poder contar com
ferramentas que permitam prever o comportamento do algoritmo para diversas condigdes
de operagdo. Por exemplo, em algumas aplicagdes, caso ndo houvesse modelos estatisticos,
poderiamos ser forcados a despender em simulagdes consideravel tempo que poderiam ser
horas, dias ou até meses, dependendo da aplicacdo. Um adequado modelo estatistico
poderia nos fornecer uma gama importante de paradmetros do algoritmo (passo de
adaptacdo 6timo e maximo, desajuste, taxa de convergéncia, dentre outros) tanto para
projetos como para avaliagdio de operagdo, exigindo um tempo praticamemnte

insignificante comparado com aquele requerido na auséncia de um modelo.

1.2- CONTRIBUICOES DO TRABALHO

Como apresentado anteriormente, os trabalhos publicados deixam uma importante

lacuna no que diz respeito a obtengdo de um modelo estatistico do algoritmo LMS-DT



mais preciso, considerando tanto ambientes estaciondrios como ndo-estacionarios. Dessa

forma, este trabalho contribui com o estado-da-arte nos seguintes topicos:

Andlise estatistica do algoritmo LMS-DT para ambientes estacionarios;

Sdo apresentadas expressdes mais precisas para os momentos de primeira e segunda
ordens do vetor de coeficientes do filtro LMS-DT, bem como para o erro quadratico
médio (EQM). Essa analise estatistica foi desenvolvida considerando-se um de sinal de
entrada com distribuicdo Gaussiana, adaptacdo lenta e uma janela de observacao
relativamente grande, pardmetro esse usado na etapa de normalizagao do passo de

adaptacao.

Andlise de estabilidade e desempenho do algoritmo LMS-DT;

A partir da andlise estatistica, pode-se obter o limite superior para o passo de adaptagdo
que determine a estabilidade do algoritmo. Também, pode-se obter uma expressao para
o desajuste do referido algoritmo. Isso permite avaliar de forma quantitativa o

algoritmo em questao.

Andlise estatistica do algoritmo LMS-DT para ambientes ndo-estacionarios;

As expressdes obtidas para o caso estacionario também s3o derivadas para o caso
nao-estacionario. Para realizar essa analise sao adotadas as mesmas consideracdes que

no caso estacionario.

Andlise de estabilidade e desempenho do algoritmo LMS-DT operando em ambiente

ndo-estacionario;

Com base nos momentos de primeira e segunda ordens, sdo derivadas as expressdes

para o desajuste e passo de adaptagdo 6timo.
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1.4- ESTRUTURA DA MONOGRAFIA

O trabalho de pesquisa aqui apresentado € organizado como segue.

O Capitulo 2 apresenta, de forma sintética, uma revisao dos algoritmos adaptativos
mais usados em filtragem adaptativa, estabelecendo-se um paralelo com o algoritmo
LMS-DT. O objetivo desse capitulo ¢ mostrar a eficiéncia do LMS-DT para sinais de
entrada correlacionados, justificando assim o estudo estatistico proposto.

O Capitulo 3 apresenta os conceitos basicos do algoritmo LMS-DT. Apresenta-se a
equacao recursiva do vetor de coeficientes do filtro LMS-DT, bem como sdo mostrados os
efeitos da operacdo de ortogonalizacdo e normalizagdo dos dados de entrada sobre a
superficie de desempenho do filtro e sobre a matriz de autocorrelagdao do sinal de entrada.
O desempenho do filtro LMS-DT depende da capacidade de ortogonalizacdo da
transformada usada. Assim, ¢ importante considerar uma breve discussdo que avalie o
desempenho das transformagdes ortogonais.

O Capitulo 4 traz, de forma detalhada, as considera¢des realizadas para a
modelagem estatistica do algoritmo LMS-DT. Com tais consideragdes, podem-se
determinar o valor médio do vetor de coeficientes do filtro adaptativo e o valor do EQM
para sinais de entrada Gaussianos (brancos e coloridos), bem como as expressdes para o
desajuste e para o passo de adaptacdo maximo.

No Capitulo 5, analisam-se os resultados do modelo obtido a partir das equagdes
apresentadas no Capitulo 4 e aqueles obtidos via simulagdo numérica.

No Capitulo 6, sdo apresentadas as expressoes dos momentos de primeira e segunda
ordens do vetor de coeficientes do filtro LMS-DT, considerando-se um ambiente
ndo-estacionario. E também apresentada a expressio para a determinagdo do desajuste e o
passo de adaptagdao Otimo para o algoritmo, envolvendo alguns aspectos dos ambientes
nao-estacionarios.

No Capitulo 7, a concordancia do modelo apresentado no Capitulo 6 ¢ verificada
através de simula¢des Monte Carlo.

Por fim, no Capitulo 8, sdo apresentadas as conclusodes deste trabalho de tese.



CAPITULO 2

ALGORITMOS ADAPTATIVOS PARA
FILTRAGEM LINEAR

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos basicos sobre filtros adaptativos e as
principais caracteristicas de dois consagrados algoritmos de filtragem adaptativa, o
algoritmo LMS e o RLS. A finalidade de tal discussdao estd no fato de que o algoritmo
LMS-DT para ambientes estacionarios comporta-se, essencialmente, como um algoritmo
de minimos quadrados. Além disso, o LMS-DT apresenta algumas importantes
caracteristicas similares as do algoritmo LMS, tais como robustez, simplicidade e baixa
complexidade computacional. Também serd apresentada neste capitulo para fins de
comparagdo, uma aplicacdo em identificacdo de sistemas, utilizando-se os seguintes

algoritmos de adaptacdo: RLS, LMS convencional e LMS-DT.

2.1- CONCEITOS BASICOS DE FILTRAGEM ADAPTATIVA

Uma sistema adaptativo ¢ um sistema cuja saida ¢ modificada de tal forma que seu
comportamento seja alterado de acordo com algum critério desejado.

Os sistemas adaptativos costumam apresentar todas ou algumas das seguintes
caracteristicas [3]:

1. Adaptagdo automatica quando operam em ambientes, ou junto com sistemas,

que variam com o tempo (ndo-estaciondrios);
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2. Podem ser treinados para desempenhar tarefas especificas, tais como filtragem
e tomada de decisdao. Ou seja, podem sintetizar sistemas responsaveis por essas
tarefas através de um processo de treinamento;

3. Devido as caracteristicas 1 e 2, ndo requerem procedimentos de sintese
elaborados, usualmente necessarios para sistemas ndo-adaptativos. Os sistemas
adaptativos tendem a se autoprojetar;

4. Apds terem sido treinados com um finito e, freqiientemente, pequeno nimero
de sinais (ou padrdoes) de treino, podem extrapolar um modelo de
comportamento para lidar com novas situacdes;

5. Dentro de certos limites, podem se auto-restaurar; ou seja, se adaptar “ao redor”
de certos tipos de defeitos “internos’;

6. Podem representar sistemas lineares bem como nao-lineares. Um exemplo de
um sistema adaptativo nio-linear ¢ a rede neural;

7. Em geral, sdao mais complexos e dificeis de se analisar do que ao sistemas
ndo-adaptativos, mas oferecem a possibilidade de apresentar um desempenho
substancialmente melhor quando as caracteristicas dos sinais de entrada sdo

desconhecidas ou variantes no tempo.

A propriedade essencial e principal de um algoritmo adaptativo ¢ seu desempenho
auto-ajustavel e variante no tempo.

A estrutura mais usada na implementagdo de filtros adaptativos € a estrutura
transversal, ilustrada pelo diagrama de blocos da Figura 2.1. Pode-se observar que o filtro

adaptativo possui uma entrada Unica x(n) e uma saida y(n). A seqiiéncia d(n) ¢
denominada sinal desejado. A saida y(n) é gerada como sendo uma combinagao linear das

amostras da seqiiéncia x(n), conforme a seguinte equagao [1]-[3]:
N-1
y(m) =3 w(mx(n=1i), 2.1)
i=0

onde w,(n) sdo os coeficientes do filtro adaptativo e N —1 ¢ a ordem do referido filtro. Os

coeficientes (pesos) w;(n) (variantes no tempo) sdo controlados pelo algoritmo adaptativo.
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x(n) i x(n—1) - x(n—2) = *c - x(n—N+1)

A 4

Wy, (1)

. X(n
Al gorltmo ¢ ( )
adaptativo

Figura 2.1- Diagrama de blocos de um filtro adaptativo transversal.

Uma outra estrutura tipica de filtro adaptativo tem sua forma ilustrada pelo
diagrama da Figura 2.2, chamado de combinador linear. Sua saida ¢ uma combinagdo

ponderada de diferentes sinais de entrada, conforme expresso na equagdo seguinte:

yn) = 2w (n)x, (n). @2)

Xy, (n)

Wy (n)

X(n
Algoritmo |4 ( )
adaptativo

Figura 2.2- Diagrama de blocos de um combinador linear adaptativo.
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A estrutura do combinador linear ¢ mais geral do que a transversal. Sendo que uma

¢ obtida da outra escolhendo-se a i-ésima entrada como sendo: x,(n) = x(n—i).

A estrutura das Figuras 2.1 e 2.2 é ndo-recursiva, ou seja, a determinagdo da saida
do filtro ndo envolve qualquer mecanismo de realimentacdo. A Figura 2.1 ¢ também
referida como um filtro de resposta ao impulso finita (FIR), uma vez que sua resposta ao
impulso ¢ de duracao finita.

Filtros de resposta ao impulso infinita (IIR) também s3o usados em filtragem
adaptativa. Entretanto, devido as muitas dificuldades envolvidas em sua adaptagdo, seu
emprego em aplicagdes praticas ¢ ainda bastante limitado. O principal problema de tais
estruturas ¢ o controle de estabilidade, uma vez que seus p6los podem se posicionar fora do
circulo de raio unitario devido ao processo de adaptacdo. Além disso, a fungdo
desempenho (ou seja, o erro quadratico médio como funcao dos coeficientes do filtro) de
um filtro IIR normalmente possui minimos locais. Isso pode resultar na convergéncia do
filtro para algum desses minimos e ndo para o minimo global desejado da fungdo
desempenho. Por outro lado, a funcdo representativa do erro quadratico médio para uma
estrutura FIR ¢ uma fun¢do quadratica com um unico minimo, podendo ser facilmente
encontrado através de varios algoritmos para tal fim.

O objetivo do algoritmo adaptativo € determinar o valor do vetor de coeficientes do
filtro, minimizando iterativamente algum critério de erro (fungdo custo). Entao,
primeiramente, vamos determinar a solucdo 6tima a partir do critério de erro quadratico

médio dado por [1]-[3]

&=E[e*(n)]

(2.3)
= E{[d(n)— y(n)]'}.

O sinal de saida y(n) pode entdo ser expresso como o produto interno entre os
vetores de coeficientes e de entrada. Assim, y(n)=w x(n), onde o sobrescrito T denota o
vetor transposto; x(n) =[x(n) x(n—1) --- x(n—N+1)]" representa o vetor do sinal de
entrada e w=[w, w, --- w,,]", o vetor constituido pelos coeficientes do filtro, que

nesse momento estd sendo considerado invariante no tempo.
O erro quadratico médio (EQM) definido em (2.3), considerando um ambiente

estacionario, pode ser desenvolvido como:
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EQM =& = E{[d(n)~ y(n)]’}

(2.4)
= E[d*(n)]+w'Rw—2p"w,
onde R ¢ a matriz de autocorrelacao do sinal de entrada,
R= E[x(n)x" (n)], (2.5)
e p ¢ o vetor correlagdo cruzada entre o sinal de entrada e o sinal desejado,
p= E[x(n)d(n)]. (2.6)

A funcdo de desempenho & ¢ uma funcdo quadratica dos coeficientes e assume a

forma de um hiperparaboldide, a qual estd ilustrada na Figura 2.3 para o caso de dois
coeficientes. Os cortes da superficie de desempenho & = constante sdo hiperelipsoides. A
orientacdo e a forma dessas elipses dependem dos autovalores da matriz de autocorrelagao
do sinal de entrada R . No caso bidimensional, se os dois autovalores sdo muito diferentes,
as elipses sdo estreitas e longas, enquanto que se os autovalores forem iguais as elipses se
degeneram em circulos.

O vetor de coeficientes que minimiza a fun¢do desempenho & corresponde ao
ponto inferior da superficie. E obtido matematicamente tomando-se a derivada de & em
relacdo ao vetor de coeficientes, igualando-se a zero, e resolvendo-se para w. A solucao

w ¢ dada por

otimo

= Rflp . (2.7)

Esta equagdo ¢ uma expressdo matricial da equagdo de Wiener-Hopf. O valor de erro

quadratico médio minimo ¢ obtido substituindo-se w por w em (2.4), resultando em

otimo

& = E[d”(m)]+(R7'p) R(R"'p)~2p" (R'p) = E[d’ (n)]-p'W (2.8)

otimo *
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Fungéo de desempenho

s T 20
15

. 10
0o 5 Peso #1

Figura 2.3- Fungéo de desempenho

A fungdo de desempenho & pode ser rescrita como

T
& = E—’min +(W_Wétimo) R(W_W()timo)‘ (29)
Na Figura 2.3, os parametros utilizados para gerar a curva conforme (2.9) sdo:

o ¢ . =0.001;

e w,  =[09 0.64]";

1 0.3789
[ ] R = .
0.3789 1

Geralmente, na pratica, as caracteristicas estatisticas dos sinais envolvidos ndo sao
conhecidas a priori, o que leva a utilizagdo de algoritmos adaptativos necessaria para se
obter uma solugdo alternativa (equivalente) a expressdo (2.7). Sdo muitos os algoritmos
adaptativos encontrados na literatura. A escolha do algoritmo de adaptagdo deve considerar

os seguintes parametros [1]-[3]:
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1. Taxa de convergéncia: definida como o niimero de iteragdes necessarias para
que o algoritmo, perante sinais estacionarios, se aproxime da solugdo 6tima;

2. Desajuste: ¢ um parametro adimensional, definido como a diferenga entre o
erro quadratico médio do algoritmo, obtido em regime permanente, € 0 erro
quadratico médio minimo, obtido da solugdo de Wiener, normalizada em
relacao ao ultimo erro considerado;

3. Tracking: capacidade do algoritmo em acompanhar as variagdes estatisticas do
sinal de entrada em um meio ndo-estacionario.

4. Robustez: capacidade de o algoritmo operar satisfatoriamente com sinais de
entrada mal condicionados;

5. Complexidade computacional: refere-se ao nimero de operagdes a efetuar para
completar uma iteracdo do algoritmo. Esta ¢ uma das caracteristicas
importantes que determina a viabilidade do algoritmo ser implementado para
operagao em situacoes reais.

6. Estabilidade numérica: dependendo do algoritmo de adaptagdo, poderd surgir
instabilidade numérica quando esse for implementado em um processador de
sinais. A acumulag¢ao dos erros de quantizagdo, devido a precisao finita, podera
desviar o algoritmo da situagdo de operagdo obtida para precisio infinita. E
possivel que o desvio seja de uma natureza tal que os erros de quantizagdo se
acumulem sem limite, caracterizando o algoritmo como numericamente

instavel.

Os algoritmos adaptativos disponiveis na literatura sdo muitos, podendo-se

dividi-los basicamente em duas classes [1]:

i1) Algoritmos de gradiente estocéstico;

ii1) Algoritmos de minimos quadrados.

Para os algoritmos baseados no gradiente estocdstico, a fungdo custo ¢ definida
como sendo o valor esperado da diferenca ao quadrado entre o sinal desejado e a saida do
filtro adaptativo. Tais algoritmos t€ém como principal vantagem a baixa complexidade. O

algoritmo mais popular dessa familia ¢ o algoritmo LMS [1].
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No caso dos algoritmos de minimos quadrados, a fungdo custo ¢ definida como
sendo a soma dos quadrados dos erros ponderados. Tais algoritmos tém como vantagem a
baixa sensibilidade a natureza do sinal de entrada e uma maior velocidade de convergéncia
comparativamente com os algoritmos de gradiente estocastico. Apresentam como principal
desvantagem uma complexidade computacional elevada. O algoritmo mais popular dessa

familia ¢ o algoritmo RLS [1].

2.2- ALGORITMO LMS

O algoritmo LMS (least-mean-square), proposto por Widrow e Hoff em 1959, ¢ o
mais popular e o mais largamente usado algoritmo de adaptacdo. Nesta secdo, esse

algoritmo serd brevemente discutido.

2.2.1- DERIVACAO DA EQUACAO DE ATUALIZACAO DOS COEFICIENTES DO

ALGORITMO LMS

O algoritmo LMS minimiza a funcdo desempenho &[w(#n)] usando o método do

gradiente estocdstico. Isto ¢, a cada iteracdo, os coeficientes sdo adaptados

proporcionalmente a uma estimativa do gradiente da fun¢do de desempenho.
Seja V(n) o gradiente da fungdo de desempenho e @(n) sua estimativa. O

gradiente ¢ entdo determinado por [2]

V(n) = dig[wm]} _ dE{[d(n)—w" (n)x(n)]} (2.10)
dw(n) dw(n) ' ’

O gradiente estimado V(n) é obtido omitindo-se a operagdo de valor esperado na

equacdo anterior, dai o nome “gradiente estocéstico”, resultando em
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dld(n)—w" (mx(n)]’
dw(n) : (2.11)
=-2[d(n)—w' (n)x(n)]x(n) = —2e(n)x(n).

V(n)=

Ajustando-se os coeficientes proporcionalmente ao gradiente instantaneo, o
algoritmo LMS percorre a superficie de desempenho em uma trajetoria irregular, cujo
curso médio ¢ o caminho da descida mais ingreme. A principal motivacdo por tras de tal
aproximagao ¢ diminuir o custo computacional do processo de determinagdo do vetor de
coeficientes 6timo.

A partir da (2.11), tem-se a equagdo de atualizacdao do vetor de coeficientes do

algoritmo LMS, dada pela seguinte expressao [1]-[3]:

w(n+1)=w(n)—pV(n) (2.12)
= w(n)+2ue(n)x(n), |

onde p ¢ denominado passo de adaptagdo. Tal parametro ¢ uma constante que comanda a

velocidade de convergéncia do algoritmo.

2.2.2- PROPRIEDADES DO ALGORITMO LMS

Abaixo sao listradas algumas propriedades do algoritmo LMS [1]-[3]:

1. A superficie de desempenho do algoritmo LMS ¢ um hiperparaboldéide em um espaco
N -dimensional, com um Unico ponto de minimo (solugdo 6tima).

2. A taxa de convergéncia ¢ afetada pela razdo A /A onde A ¢ o maximo

min 2

autovalor e A_. ¢ o minimo autovalor da matriz autocorrelagdo do sinal de entrada.

n
Para um sinal de entrada branco, tal razdo vale 1, permitindo ao algoritmo LMS
convergir para tal sinal mais rapidamente do que para sinais que apresentem uma razao

YIRS §

max

3. H& um compromisso entre velocidade de convergéncia e erro em excesso.
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4. Para valores bastante pequenos de tamanho de passo de adaptagdo, a convergéncia ¢
muito lenta. Para valores elevados, a convergéncia estavel ndo ¢ sempre possivel. Em
resumo, o tamanho do passo representa um importante pardmetro no processo de

adaptagdao LMS.

2.3- ALGORITMO RLS

O algoritmo RLS (recursive least square) implementa recursivamente uma solugao

exata dos minimos quadrados. Foi mostrado anteriormente que a solucdo de Wiener para

filtros adaptativos de comprimento finito é dada por w,.  =R™'p. Em cada iteragdo, o

otimo
algoritmo RLS estima recursivamente R™' e p baseado em todas as informagdes passadas

e computa o vetor de coeficientes como w(n) =R (n)p(n).

2.3.1- DERIVACAO DA EQUACAO DE ATUALIZACAO DOS COEFICIENTES DO

ALGORITMO RLS

A cada instante de tempo 7, uma estimativa de R e p ¢ dada por [1]

R(1) =Y x()x" ()

=BR(n-1)+x(n)x" (n)

(2.13)

TOEDWIOD

=PBp(n—1) +x(n)d(n),

(2.14)
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onde B ¢ uma constante, denominada fator de esquecimento, tal que P € [0,1] . Geralmente

¢ escolhida muito préoximo da unidade, porém ligeiramente menor por razdes de

estabilidade. A estimativa do vetor de coeficientes 6timo w ¢ dada por

otimo
w(n) =R (n)p(n). (2.15)
Aplicando-se entdo o Lema de Inversio de Matrizes 'em R(n), tem-se:

BZR™'(n—Dx(n)x" (n)R™"(n—-1)

RO =B R =) = T R (= yx(n)

(2.16)

Substituindo-se (2.14) e (2.16) em (2.15), apo6s algumas manipulagdes, chega-se a

expressao recursiva do algoritmo RLS [1]-[3]:

B'R™ (n—Dx(n)

w(n)=w(n-1)+ 1+ B71XT (n)R’l(n —1)x(n) o

(n), (2.17)

onde o(n)=d((n)—-w"' (n—1)x(n).

2.3.2- PROPRIEDADES DO ALGORITMO RLS

A expressdo recursiva do algoritmo RLS pode ser rescrita como segue:

w(n)=wn-1)+pu@R " (n-Dx(n)a(n), (2.18)

Bfl

onde 1) = e T R (1= Dx()

o
l+ou'T'a
onde ¢ I' uma matriz ndo singular, u ¢ um vetor e o um escalar [2].

"T+ouu")'=T"- I''ua'T
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A partir de (2.18), pode-se avaliar a operagdo de descorrelagdo efetuada pelo

algoritmo RLS nos dados de entrada: o gradiente estocastico x(n)o(n) ¢ pré-multiplicado

por uma estimativa da inversa da matriz de autocorrelagio R™'(n—1), que descorrelaciona

as amostras do sinal de entrada do filtro adaptativo. Essa descorrelagdo, juntamente com a

expressdo do passo de adaptacdo p(n), reduz a sensibilidade do algoritmo aos autovalores
da matriz de autocorrelacdo do vetor de entrada, aumentando sua taxa convergéncia
quando comparada a do algoritmo LMS. Por outro lado, a pré-multiplicacdo por R™(n—1)
pode deteriorar a estabilidade do filtro adaptativo caso a matriz R(n) seja mal

condicionada.

Com respeito a capacidade de tracking para ambientes nao-estaciondrios, visto que
o vetor de coeficientes do algoritmo RLS ¢ baseado em todas as amostras passadas do sinal
de entrada, se as estatisticas desse sinal mudam com o tempo, torna-se mais dificil para o
algoritmo se ajustar de acordo com tais mudancgas. Portanto, o algoritmo RLS apresenta
uma menor capacidade de tracking comparado ao algoritmo LMS, cujos coeficientes sdao
adaptados unicamente tomando em consideragdo o gradiente estocastico corrente [1].

Além disso, o algoritmo RLS apresenta uma alta complexidade computacional
devido ao manuseio de matrizes no processo de adaptagdo. A cada iteragdo, O(N?)
operagdes sdo requeridas para cada coeficiente adaptado, enquanto que somente O(N)

operacdes sao necessarias para o algoritmo LMS.

Em suma, enquanto o algoritmo RLS possui a vantagem de uma mais rapida taxa
de convergéncia e baixa sensibilidade aos autovalores da matriz de autocorrelagcdo do sinal
de entrada, em contraste ele exibe uma alta complexidade computacional e uma baixa
eficiéncia quanto a capacidade de tracking em ambientes ndo-estacionarios quando
comparado ao algoritmo LMS. Por outro lado, o algoritmo LMS ¢ intrinsecamente lento
por ndo descorrelacionar o sinal de entrada antes do processo de filtragem adaptativo. Uma
solugdo para tal problema ¢ pré-processar o sinal de entrada do filtro LMS com uma
transformagdo que ndo dependa desse sinal. A descorrelagdo obtida sera somente

aproximada; porém, o custo computacional de O(N) e a robustez e capacidade de tracking

serdo preservados. Esses algoritmos sdo conhecidos na literatura por algoritmo LMS no

dominio transformado ou algoritmo LMS no dominio da freqiiéncia.
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2.4- ALGORITMOS NO DOMINIO TRANSFORMADO

O nome “algoritmo LMS no dominio transformado” ¢ algumas vezes ambiguo. Ele
tem sido usado na literatura para designar duas diferentes categorias de algoritmos:
algoritmo LMS em blocos, implementados no dominio da freqiiéncia e algoritmos LMS
“ndo-em blocos”, cujas entradas sdo transformadas para o dominio da freqiliéncia antes do
processo de filtragem. Nesta se¢do, sdo apresentadas brevemente as principais

caracteristicas das duas familias de algoritmos [6].

2.4.1- ALGORITMO LMS EM BLOCOS NO DOMINIO TRANSFORMADO

Nesta categoria, ¢ assumido que o sinal de saida, o sinal de saida desejado e o sinal
de erro sdo armazenados em vetores. O vetor de saida bem como o gradiente do erro
podem ser melhor estimados no dominio da freqiiéncia do que no dominio do tempo, uma
vez que ambas as formas de representacdo resultam na convolucdo de dois vetores.
Portanto, esse processo, para cada iteragdo, envolve a determinagdo de uma transformada
de Fourier, uma transformada inversa de Fourier e operagdes de manipulagdo de vetores,
tais como concatenagao de vetores para calcular uma convolugao. Sendo assim, algoritmos
LMS em blocos no dominio transformado exibem uma alta complexidade computacional.

Em contrapartida, possuem uma taxa de convergéncia elevada.

2.4.2- ALGORITMO LMS NO DOMINIO TRANSFORMADO

Esta familia de algoritmos foi introduzida por Narayan et al. [4], consistindo
simplesmente em um filtro LMS cujas entradas sdo pré-processadas por uma DFT e cujos
passos de adaptacdo (um para cada coeficiente) sdo ajustados em funcdo da poténcia média
do sinal de entrada. Como consequéncias dessas duas etapas de processamento, tém-se:
descorrelacdo do sinal de entrada, realizado pela transformacao ortogonal e o aumento da
taxa de convergéncia, provocado pela normalizagdo do passo de adaptagdo. Uma vez que a

DFT ndo ¢ um descorrelacionador perfeito, esta estrutura ndo apresenta uma taxa de
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convergéncia tdo boa quanto a do algoritmo RLS, que usa a inversa da matriz de

autocorrelacdo do sinal de entrada para descorrelacionar tal sinal. Entretanto, por ndo se

necessitar da estimativa de R™', ganha-se em robustez, além de se obter uma baixa
complexidade computacional.

A equacdo de adaptag@o dos coeficientes ¢ dada por [2]
Wy (n+1)= Wy (n) + 2p(ne(n)x, (), 2.19)

onde x.(n) representa o vetor do sinal de entrada transformado, resultante da operagdo
Tx(n), sendo T a matriz de transformagdo ortogonal; p=pD"?, sendo
D:diag[cl2 oy GfH] e o, é a variancia de cada sub-banda, podendo ser

calculada como segue:

e i=1,2,.,N, (2.20)

onde x, =[x,(n) x,(n—1) --- x,(n—M+1)] e M ¢ o tamanho da janela de observagao.

No proximo capitulo, o algoritmo LMS-DT serd apresentado detalhadamente.

2.5- COMPARACOES ENTRE OS ALGORITMOS LMS, RLS E LMS-DT

Nesta secao, sao apresentados os resultados de simulagdes numéricas, considerando
um problema de identificacdo de sistemas, com o intuito de avaliar o desempenho dos
algoritmos LMS, RLS e LMS-DT. O sinal de entrada ¢ correlacionado, obtido a partir de

um processo auto-regressivo de segunda ordem AR(2), dado por

x(n)=ox(n=1)+o,x(n—-2)+v(n), (2.20)

/ ’ T A e 2 ~ .
onde v(n) ¢ um ruido branco com média nula e variancia o, o, e a, sdo os coeficientes

AR(2), a,=0,1833 ¢ a,=-0,85. O ruido de medigdo z(n) possui uma varidncia de
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o2 =10", o que resulta em uma relagio sinal-ruidlo SNR=40dB. Os coeficientes da

planta sdo obtidos a partir de sinc(i/ N) com i=1,2,...,N.

Exemplo 1: Dispersao dos autovalores da matriz de autocorrelagdao igual a 81 e

numero de coeficientes da planta igual a ordem do filtro adaptativo N =8.
1) Algoritmo LMS
e Passo de adaptacdo u=1/60.
2) Algoritmo RLS
e Fator de esquecimento £ =0.999.
3) Algoritmo LMS-DT
e Passo de adaptacao x=1/60;
e Janela para o calculo da poténcia médiaM =32 ;

e Matriz de transformacao DCT.

1

10 | |
— IMS ]
LMS-DT ||
—— RLS
10° ]
10 i
Z 10 ]
m
10’ i
4 w"*"ﬂt'hﬂh-‘ ISRV LN TR e -,‘J
10 ermmn oy ""*"""”"“L’"ﬁ'ﬂ‘*-ﬂ*‘lﬂﬂr "
5

10" | | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Iteracoes

Figura 2.4- Exemplo 1. Curvas de aprendizagem dos algoritmos LMS, RLS e LMS-DT.



24

Exemplo 2: Dispersdo dos autovalores da matriz de autocorrelagdo igual a 197 e

numero de coeficientes da planta igual a ordem do filtro adaptativo N =8.
1) Algoritmo LMS:
e u=1/120.
2) Algoritmo RLS:
o [=0.999.
3) Algoritmo LMS-DT:
o u=1/120;
o M=32;

e matriz de transformacao DCT.

— IMS 1
LMS-DT |
—— RLS i

EQM

0 SO Aoy
10 3 . R o Vi VT [ I e "y

10' | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Iteracoes

Figura 2.5- Exemplo 2. Curvas de aprendizagem dos algoritmos LMS, RLS e LMS-DT.



25

As Figuras 2.4 ¢ 2.5 ilustram o comportamento do erro quadratico médio dos
algoritmos avaliados. Pode ser observado que o algoritmo RLS apresenta uma mesma taxa
de convergéncia para diferentes valores de dispersdo dos autovalores da matriz de
autocorrelacdo (diferentes valores de correlagdo do sinal de entrada) como ja esperado.
Nos dois exemplos, o algoritmo RLS apresenta uma taxa de convergéncia superior aos
demais, sendo que o LMS-DT converge mais rapidamente do que o LMS. Vale lembrar
que a velocidade de convergéncia do algoritmo LMS-DT estd relacionada com a
capacidade de ortogonalizagdo da transformada utilizada para descorrelacionar o sinal de

entrada.

2.6- CONCLUSOES

Neste capitulo, fez-se uma breve apresentacdo dos conceitos basicos de filtragem
adaptativa, enfatizando os dois algoritmos mais usados, o LMS e o RLS. O objetivo dessa
abordagem se deve ao fato de que o algoritmo LMS-DT, objeto de estudo estatistico dessa
tese, agrega algumas qualidades do RLS e do LMS: isto ¢, alta velocidade de convergéncia
para sinais de entrada correlacionados e baixa complexidade computacional.

E importante ressaltar que o objetivo dos exemplos apresentados neste capitulo ¢
comparar o comportamento do LMS-DT com os dois algoritmos que apresentam
comportamentos opostos de velocidade de convergéncia para sinais de entrada
correlacionados. A partir dos exemplos, em que os passos de adaptagdo do LMS e do
LMS-DT sdo os mesmos, visando enfatizar apenas o efeito de se considerar o dominio
transformado, pdde-se verificar que o algoritmo LMS-DT apresenta uma velocidade de
convergéncia intermedidria, quando comparada com os algoritmos RLS e LMS. No

proximo capitulo, o algoritmo LMS-DT sera estudado em mais detalhes.



CAPITULO 3

ALGORITMO ¢LLMS NO DOMINIO
TRANSFORMADO

Dentre os algoritmos baseados no gradiente, o algoritmo LMS tem sido o mais empregado
em aplicacdes praticas devido a sua simplicidade e robustez. Por outro lado, sua taxa de
convergéncia ¢ altamente dependente da natureza do sinal de entrada [1]-[3], ou seja,
quanto mais correlacionado o sinal de entrada for, maior sera a degradacdo da taxa de
convergéncia do algoritmo. Para suplantar tal limitagdo, uma alternativa ¢ utilizar técnicas
de pré-processamento do sinal de entrada, visando geralmente seu branqueamento [3]-[6].

Neste trabalho, considera-se uma abordagem que consiste no pré-processamento do
sinal de entrada através de uma transformada ortogonal. Visto que a descorrelagdo
completa é obtida apenas com o uso da transformada de Karhunen-Loéve (KLT), a qual
requer o conhecimento das caracteristicas estatisticas do sinal de entrada, o emprego de tal
transformagdo torna-se invidvel na pratica. Dessa forma, trabalhos de pesquisa na area de
filtragem adaptativa tém estudado outras transformacdes que se aproximam do
desempenho da KLT [6], uma delas ¢ a DCT [1], [2], [4]-[6].

Neste capitulo s3o mostrados alguns aspectos importantes, discutidos na literatura,
sobre filtros adaptativos no dominio transformado. A Segdo 3.1 apresenta a derivagdo da
equacdo recursiva de atualizacdo dos coeficientes, considerando que tal algoritmo ¢ uma
forma normalizada do algoritmo LMS. Na Se¢do 3.2, ¢ mostrada a superficie de
desempenho apds os procedimentos de transformacdo ortogonal e normalizacdo de

poténcia [2], [5]. Assim, visualizaremos as mudancas ocorridas na geometria de tal
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superficie, levando a um aumento de velocidade de convergéncia do algoritmo LMS-DT.
Na Secao 3.3, sdo apresentados os efeitos da ortogonalizagdo/normalizagdo de poténcia do
sinal de entrada [6], conduzindo a um melhor entendimento do resultado dessas operacdes
na velocidade de convergéncia do algoritmo LMS-DT. Na Se¢do 3.4 ¢ mostrada uma

figura de mérito, o indice de avaliagio p [2], capaz de fornecer alguma medida

quantitativa de comparagdo entre as diferentes transformadas ortogonais. A Se¢do 3.5
apresenta a propriedade do particionamento em frequéncia das transformadas ortogonais.
Na Secdo 3.6 ¢ apresentado o efeito da normalizagdo de poténcia na anélise de Wiener no
dominio transformado. A Secdo 3.7 traz o procedimento adotado para estimar a poténcia
média, usado na etapa de normalizacdo do passo de adaptacdo. Finalmente, na Se¢do 3.8,
sdo apresentadas algumas conclusdes acerca da importancia da filtragem adaptativa no

dominio transformado, abordada neste trabalho.

3.1- DESCRICAO DO ALGORITMO LMS NO DOMINIO TRANSFORMADO

O algoritmo LMS no dominio transformado é composto por trés estagios [6], como
ilustrado na Figura 3.1. Primeiramente, o sinal de entrada ¢ processado por uma matriz de

transformagao ortogonal unitaria T. Assim,

x; () = Tx(n), (3.1)
onde x(n)=[x(n) x(n—1) --- x(n—N+1)]" representa o vetor de amostras do sinal de
entrada, € x.(n)=[x,(n) x,(n) - x,_,(n)]" é o respectivo sinal transformado. Uma

vez fixada a ordem do filtro N, a matriz de transformacao tera dimensao N x N, onde as

linhas (ou colunas) sdo vetores ortonormais [35]. Portanto,

TT =T'T=1. (3.2)



28

x(n) -1 x(n-1) -1 x(n-2) - e -1 x(n—N+1)
» Z >

A 4 A 4 A 4 A

Transformacao Ortogonal Unitaria

Xy (m) x,(n) X, (n) tee Xy (n)

A 4 A 4 A 4 A 4

Normalizagao da Poténcia

Xo(n) % (n) X,(n) Xy (n)
Wy (n) wy (1) w,(n) e Wy (n)
d(n) + o %, (n)

> LMS [«—

e(n)

Figura 3.1- Esquema de filtragem adaptativa no dominio transformado, com a etapa de normalizagao

explicita.

No segundo estagio do diagrama ilustrado na Figura 3.1, os sinais transformados
sdo entdo normalizados pela raiz quadrada de sua poténcia média [6]. Assim, o sinal
resultante desses dois processos (ortogonalizacdo e normalizagdo) ¢ utilizado como entrada
de um combinador linear adaptativo e o algoritmo LMS ¢ usado para se obter os
coeficientes do filtro. A equacdo de atualizagdo dos coeficientes ¢ dada pela seguinte

expressao [1]-[3]:

w.(n+1)=w,(n)—puVJ(n), (3.3)

onde W (n)= [v'I/O (n) wm ... Wy, (n)]T ¢ o vetor de coeficientes do filtro adaptativo

no dominio transformado e normalizado e p o passo de adaptagdo. A funcdo custo J(n) €

definida por
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J(n)=¢é"(n), (34

e V ¢ o operador gradiente definido como

vz[ 0 0 0 (3.5)

owy(n) ow,(n) o, (n) |

Da Figura 3.1, tem-se o sinal de erro determinado pela diferenca entre o sinal

desejado e o sinal de saida do filtro adaptativo. Assim,
e(n)=d(n)—y(n)=d(n)—Wy(m%X(n), (3.6)

onde X,(n)= [)EO(n) X,(ny ... X N_l(n)]T ¢ o vetor do sinal de entrada transformado e

normalizado, determinado através da seguinte expressao [2]:
%, (n) =D "*x,(n), (3.7)

onde D=diaglo; o, ... o, ,] ¢ uma matriz diagonal constituida pelos valores de

poténcia média relativos a cada sub-banda.

Calculando-se o gradiente da funcdo custo, tem-se
VJ(n)=Ve*(n)=2e(n)Ve(n) . (3.8)

Usando o operador gradiente, definido por (3.5), o sinal de erro obtido de (3.6) e

com o auxilio de (3.8), obtém-se
Ve’ (n) =—2e(n)X,(n). (3.9)

Assim, pode-se determinar a equagdo de adaptacdo dos coeficientes do algoritmo

LMS-DT. Portanto, através da substitui¢ao de (3.9) em (3.3), tem-se
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W (n+1) = W, (1) + 2ue(n)% (n). (3.10)

Na pratica, a etapa de normalizagdo de poténcia do sinal transformado ¢ efetuada
através do passo de adaptacdo que varia com a poténcia média em cada sub-banda de
freqliéncia [2].

Partindo-se entdo do principio da conservagdao da energia, tem-se que o erro de

adaptagdo deve ser mantido apos qualquer operagdo efetuada no sinal de entrada. Assim,

y(n) =Xy (MW () = Xy (MW (1) = X7 (WD~ "W (1), (3.11)

o que implica em w,(n)=D"*W,(n), onde w.(n) ¢é o vetor de coeficientes

transformados. Dessa forma, pode-se determinar a equag¢do de adaptacdo dos coeficientes
do algoritmo LMS-DT ilustrado na Figura 3.2. Assim, considerando-se a relagdo entre

w (n) e w;(n), e usando (3.10), obtém-se [2]

w,(n+1)=D"’W_(n+1)
= D[y (1) + 2pe(n)X, (n)]
=D "*W.(n)+2ue(n)D"*D*x,(n)
=w,(n)+2uD 'e(n)x,(n).

(3.12)
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xm) | | xn-D G| =2 | co L | x(n=N+1)

A 4 A 4 A 4 A 4

Transformagao Ortogonal Unitaria

Xo (n) X () X, () Xy (n)
W (n) W () w, () °c Wy (n)
- ¥(n)
d(n)+ X (1)
> » NLMS [¢——
e(n)

Figura 3.2- Esquema de filtragem adaptativa no dominio transformado.

Note de (3.12) que agora no lugar do algoritmo LMS usa-se o algoritmo LMS

normalizado (NLMS), considerando a poténcia média de cada sub-banda (ver Figura 3.2).

3.2- EFEITOS DA TRANSFORMACAO/NORMALIZACAO NA SUPERFICIE DE

DESEMPENHO

Nesta secdo, serd ilustrada a superficie de desempenho apds as operagdes de

transformagdo e normalizagdo [2], [S]. Tal superficie pode ser escrita da seguinte forma

[3]:

Egv(m]=&,;, + V' Ry, (3.13)
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onde R = E[x(n)x"(n)], como definida anteriormente, ¢ a matriz de autocorrelagio do

. A r . r
sinal de entrada ¢ v(n)=w(n)—w ¢ o vetor de erros nos coeficientes, onde w €o

otimo otimo
vetor 6timo.

Para uma melhor visualizagdo de tal procedimento, considere-se um filtro com dois
coeficientes. Assim, assumindo-se um sinal de entrada correlacionado, a matriz de

autocorrelagao ¢ dada por

1 0,9
R= . (3.14)
0,9 1

Para tais condigdes, (3.13) se torna
E(v,(n),v(n)) =& . + vg (n)+ V12 (n)+1,8v,(n)v,(n). (3.15)

Se ndo for aplicada a normalizacdo de poténcia nas amostras transformadas, a

superficie de desempenho ¢ igual a [2]
gT[VT(n)] = F?min +V¥(n)RTVT(n)’ (316)

onde R, = E[x,(n)x}(n)]= TRT". Utilizando-se, por exemplo, a transformagdo DCT com

{0.707 0.707

, tem-se como resultado
0.707 -0.707

L9 O
Riper = 0o o1l (3.17)

Assim, a superficie de desempenho ¢ expressa por

Er (VT,o (n), Vi (n) =&, +1, 9‘}%,0 (n)+0, lvi,l (n). (3.18)
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Peso #2 no dominio da seqiiéncia

N
0

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Peso #1 no dominio da seqiiéncia

(a)

Peso #2 no dominio transformado

Peso #2 no dominio transformado/normalizado

"o -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 1o -8 -6 4 -2 0 2 4 6 8 10

Peso #1 no dominio transformado Peso #1 no dominio transformado/normalizado

(b) (©
Figura 3.3- Curvas de nivel das superficies de desempenho do filtro adaptativo. (a) Dominio da seqiiéncia.

(b) Dominio transformado sem normalizagdo. (¢) Dominio transformado com normalizag@o.

As Figuras 3.3(a) e 3.3(b) ilustram as curvas de nivel da superficie de desempenho
no dominio da seqiiéncia [equacdo (3.15)] e no dominio transformado [equacdo (3.18)],
respectivamente. A partir da Figura 3.3(b), pode-se observar que o efeito da transformacao

unitdria € rotacionar a superficie, posicionando-a aproximadamente alinhada em relagdo

aos eixos coordenados, visto que TT' =1. Assim,

Ev(m] =&, + v (MR, v(n)
=& +v (n)T'TR T'Tv(n) (3.19)

= E.,min + V$ (n)RTVT (n)= };T (VT (n)),

onde v(n) e v, (n) estdo relacionados pela equacdo v (n)=Tv(n). A transformagdo

ortogonal ndo altera a velocidade de convergéncia do algoritmo LMS, pois a ndo
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modificacdo da geometria da superficie de desempenho significa que ndo se promove
qualquer alteracdo nos autovalores da matriz de autocorrelagdo do sinal de entrada.
Quando os elementos de x;(n) sdo normalizados para a poténcia unitaria, a superficie de

desempenho ¢ representada como segue [2]:

E LV (M=, + V1 (MR V. (n), (3.20)

onde R, 2D "*R, D2,
Utilizando-se a matriz de autocorrelacdo no dominio transformado dada por (3.17)

e considerando que D =diag[R ], tem-se

E [0 (), Ty ()] =& + 77 o (n) + 77, (n). (3.21)

A partir da Figura 3.3(c), pode-se visualizar que a normalizacdo reduz a
excentricidade da superficie de desempenho [2], [5]. Essa operagcdo ndo-unitdria modifica
os autovalores da matriz de autocorrelagdo, resultando em uma velocidade de convergéncia

maior do algoritmo LMS-DT.

3.3- EFEITOS DA TRANSFORMACAO E NORMALIZACAO NA MATRIZ DE

AUTOCORRELACAO

O objetivo desta secdo ¢ analisar o efeito de “branqueamento” do sinal de entrada
sobre sua matriz de autocorrelagdo. O processo de ortogonalizagdo transforma a matriz de
autocorrelagio R, que ¢ uma matriz Toeplitz', em uma matriz ndo-Toeplitz R,. Se a
transformagdo € Otima, ou seja, representa um descorrelacionador perfeito, R, ¢ uma

matriz diagonal. Na pratica, as transformadas utilizadas ndo sdo descorrelacionadores

perfeitos, o que implica que a matriz de autocorrelagdo R, ndo seja uma matriz diagonal

[6]. No entanto, com uma escolha adequada de transformagao ortogonal, os elementos fora

! Uma matriz quadrada ¢ dita Toeplitz se todos os elementos de sua diagonal principal e também todos os
outros elementos de quaisquer outras diagonais, paralelas a diagonal principal, sdo iguais [1].
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da diagonal principal tém magnitudes muito pequenas, quando comparadas com aquelas
dos elementos da diagonal principal, podendo até ser desconsiderados em casos praticos.
A partir de (3.7), pode-se obter a matriz de autocorrelacdo, apos a transformacao e

normaliza¢do de poténcia, da seguinte forma:

R, 2E[D"’x, (n)x1(n)D "]
=E[D"*JE[x, (n)x;(n)]E[D "] (3.22)
= diag(R,)]"*R;[diag(R,)]""*.

Se a matriz de autocorrela¢do do sinal de entrada transformado R, ¢ uma matriz
diagonal, isso implica que a matriz de autocorrelagdo do sinal de entrada
transformado/normalizado R, é forgosamente uma matriz identidade.

Na Figura 3.4, pode-se observar a transformac¢do da matriz de autocorrelagdo do

sinal de entrada em cada etapa do processo de “branqueamento”.

0.5

-0.5

Matriz de autocorrelagido
o

o

Matriz de autocorrelagdo

Matriz de autocorrelagdo
< o
3

e
S13)

0
Amostras da entrada 0 Amostras da entrada Amostras da entrada Amostras da entrada

(b) (c)

Figura 3.4- Superficie da matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada. (a) Dominio da seqiiéncia. (b)

Dominio transformado (DCT) sem normalizag¢do. (¢) Dominio transformado (DCT) com normalizagdo.
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3.4- INDICE DE AVALIACAO p

Uma forma de se avaliar o efeito das transformacdes ortogonais, relacionando-as
com as caracteristicas de convergéncia do algoritmo LMS, ¢ através do indice de

avaliacdo p(R), apresentado em [2] e definido como:

p(R) = (—_a] , (3.23)

onde A, e A, representam, respectivamente, a média aritmética e a media geométrica dos

autovalores de R. O valor de p(R) ¢ sempre maior ou igual a 1, se aproximando da

unidade quando todos os autovalores de R assumem, aproximadamente, o mesmo valor;

caso contrario, afasta-se da unidade. Usando as identidades [2]

D &, =t[R], (3.24)

[T%: = det[R], (3.25)
onde tr[R] ¢ o trago de R e det[R] ¢ o determinante de R, tem-se

~ {u[R}YY

POR) =¥ qet[R]

(3.26)

O indice p(:) ndo depende somente da dispersdo da matriz R, tendo autovalores

maximo e minimo denotados por A __ e A respectivamente, mas também da

min ?
distribuicdo dos demais autovalores compreendidos entre A e A . . Entretanto, a

tendéncia geral ¢ que para um alto valor de dispersao dos autovalores de R, resulta em um

alto valor do indice p(-) [2].
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Analisando-se o comportamento de p(-) apds o uso da transformada ortogonal,

obtém-se:

{tr[R; 13" _ {t[TRT"]}"
N¥det[R,] N det[TRT"]’

p(R,)= (3:27)

Usando as propriedades matriciais:

e SeA,,cB trfAB] =tr[ BA];

nxm

e Se A e B sdo matrizes quadradas, det{ AB]=det[BA]=det[A]det[B], tem-se

_ A{u[T'TR]YY
p(R;)= VY de[T'TR] =p(R). (3.28)

Através de (3.28), verifica-se que a transformacdo ortogonal (ndo considerando
normalizacdo de poténcia) mantém os autovalores de R e R, resultado esse bem
conhecido da literatura [2].

Considerando, agora, a etapa de normalizagdo apds a transformagdo, o indice p(-)

pode ser escrito como:

SN {tr[RT ] }N
(R, = (329)

Como tr[ﬁT] = N, tem-se:

1

det[Dfl/ZRTDfl/Z ]

~ 1
det[D™']det[R, ]

p(RT) =
(3.30)

Se det(D) # 0, e utilizando a propriedade det(D™") =[det(D)]"', pode-se escrever:
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det(D)  det[diag(R;)]
det(R,)  det(R,)
B det[diag(R,)][tr(R;)/N]"
~ {tr[diag(R,)]/ N}" det(R.)
_ p(Ry)

pldiag(R,)]

p(RT) =

(3.31)

A partir de (3.31), pode-se ver que se a matriz R, ¢ aproximadamente diagonal,

entao p(RT) =1.

3.5- PROPRIEDADE DO PARTICIONAMENTO EM FREQUENCIA

A transformada linear genérica s;,(n) de uma seqiiéncia s(-) de N amostras

[S(n) s(n=1) ... s(n—N+ l)] ¢ definida como [36]
N-1
sT’k(n):ztkls(n—l), k=0,.,N-1, (3.32)
=0

onde k define os diferentes elementos do vetor s;(n), e t,, representa os elementos da

matriz transformacdo correspondente. Tal transformacdo pode ser realizada por uma
implementagdo via banco de filtros FIR, onde os coeficientes do filtro sdo os termos que
constituem a matriz transformacdo. A fun¢do de transferéncia do correspondente filtro ¢

dada por

N-1
T(2)=) 1,z (3.33)
=0
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A Figura 3.5 ilustra a resposta em freqiiéncia de (3.33), considerando como
transformagdo ortogonal a DCT?, k=0 e quatro diferentes valores de N {4, 8, 32, 64}.
Pode ser observado que o processo de ortogonalizagdo conseguira um melhor
particionamento em freqiiéncia do sinal a ser processado para valores de N mais elevados
(com N >8 tem-se ja resultados satisfatorios). Isso se deve ao fato de que as respostas em
magnitude de cada filtro, associado a DCT, apresentarem os l6bulos laterais mais
atenuados em relagdo ao l6bulo principal a medida que o valor de N aumenta. Além disso,

os filtros tornam-se mais seletivos também com o aumento de N .

0.8 0.8
< 0.6 < 0.6f
2 2
z z
S04} S04
0.2 0.2
0 1 L L L G 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Freqiiéncia normalizada Freqiiéncia normalizada
(a) (b)
1 ; 1
0.8 0.8
o L
—%; 0.6r E 0.6
S 0.4t = 0.4r
0.2+ 0.2
0 | . ) 0 L
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0 0.1 02 03 04 05
Freqiiéncia normalizada Freqiiéncia normalizada
(c) (d)

Figura 3.5- Curvas de resposta em freqiiéncia dos filtros associados a matriz de transformagdo DCT. (a)

N=4;(b) N=8;(c) N=32 e(d) N=64.

2 DCT utilizada [2]:

d

= para 0<n<N-1.

t/m
‘/gcosw, 1<k<N-1.
N 2N
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3.6- VETOR DE COEFICIENTES OTIMO NO DOMINIO TRANSFORMADO E

NORMALIZADO

Nesta secdo ¢ obtido o vetor de coeficientes 6timo no dominio transformado,
incluindo a etapa de normalizacdo de poténcia média (conforme Figura 3.6).
De acordo com a Figura 3.1, a expressao do sinal de erro ¢ dada por
e(n)=d(n)—w;X.(n) (3.41)

Elevando-se ao quadrado (3.41), tem-se o erro quadratico instantaneo, dado por

& (n) = d* (n)— 2W., X, (n)d (n) + Wk, ()X (n)W,. (3.42)

x(n)
— Transformagdo o| Normalizagdo de
Ortogonal (T) Poténcia (D12)

=

Figura 3.6- Diagrama em blocos para a determinag@o da solugdo de Wiener.

Tomando-se o valor esperado em ambos os lados de (3.42), obtém-se o erro

quadratico médio, dado por

& = E[*(n)] = E[d*(n) = 2%, %, (0)d (n) + Wi%, ()&} ()W ]. (3.43)

Considerando d(n) e X (n) estatisticamente estacionarios e correlacionados,

obtém-e¢:
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& =E[d*(n)] - 2W.py + WIR, W, (3.44)

onde, como antes definido, ﬁT = E[X,;(n)X}(n)] é a matriz de autocorrelagdo do sinal de
entrada transformado e normalizado e p, = E[X;(n)d(n)] ¢ o vetor de correlagdo cruzada
entre X, (n) e d(n).

Para determinar o valor de W, que conduz ao minimo erro quadratico médio,

deve-se determinar o VE =0, o que resulta em
VE=2R W, —2p,=0, (3.45)
portanto
Wy, =Ri'P;. (3.46)

Pode-se, pelo desmembramento da equagdo anterior, obter uma relagdo entre o

vetor 6timo no dominio transformado w, e o vetor 6timo no dominio ndo transformado,
Otimo

w.. . Assim,

otimo

W, =[D""TR.T'D "] E[d(m)D " Tx(n)]

=D"*T'R'T'D"’D"’*TE[x(n)d(n)] (3.47)
=D"’Tw,, .

De (3.47), observa-se que o vetor Otimo estd intimamente relacionado as
caracteristicas estatisticas do sinal de entrada e do sinal desejado. Deve-se ressaltar que a
operacdo de transformacdo ortogonal realizada no sinal de entrada ¢ refletida nos
coeficientes do filtro adaptativo, de forma que esses englobem a operagao de
transformagao ortogonal inversa.

Agora, para se obter o minimo erro atingivel, substitui-se (3.46) em (3.44),

resultando em
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Euin, = ELd* ()] - PrR7'P,
— E[d2 (n)] _ (Dfl/ZTpx)T (D71/2TRXTTD71/2)71 (D71/2Tpx)
= E[d*(m)]-p,R.'p,
= E.>min'

(3.48)

De (3.48), pode-se concluir que o minimo erro permanece inalterado apds os

processos de transformacao ortogonal e de normalizagdo de poténcia.

3.7- ESTIMATIVA DE POTENCIA MEDIA

Para a implementagdo da equacdo (3.12), necessita-se de uma estimativa da
poténcia média do sinal na i-ésima sub-banda, ou seja, de cada termo que constitui a
matriz D. Uma forma de se determinar a poténcia média do sinal de entrada ¢ através da
filtragem passa-baixas do correspondente sinal de poténcia instantanea [36].

A fungdo de transferéncia do filtro passa-baixas geralmente utilizada para estimar a

poténcia média ¢ dada por

H(z)= w, (3.49)
(z-7)

onde 0 <y <1, sendo escolhidos valores proximos da unidade. Essa constante exerce um
papel importante na estimativa, pois quanto mais préxima da unidade ela for, melhor sera a
estimativa de poténcia média. A Figura 3.7 ilustra a resposta em freqiiéncia (3.49) para trés

diferentes valores de v, designados por H,(z), H,(z) € H,(z).
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Magnitude

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Freqiiéncia normalizada

Figura 3.7- Comportamento do filtro passa-baixas para diferentes valores de y. y=0.9, y=0.95 e y=0.99

estdo associados as curvas de H,(z), H,(z) e H,(z), respectivamente.

A equacgdo de diferencas associada a equacdo (3.49) [2] ¢

&(n)=v8>(n-)+(1-y)x*(n),  i=0,..,N-1, (3.50)

onde &7(n) e x’(n) representam, em cada i-ésima sub-banda, respectivamente, uma

estimativa da variancia do sinal e a poténcia instantanea.
Outra forma de obter a poténcia média € assumir que o processo que gera o sinal de

entrada seja ergodico. Assim, pode-se definir uma estimativa da matriz de autocorrelagdo

do sinal de entrada transformado como

R0 =~ 5 (0100 (3.51)
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Equivalentemente, tem-se

6f(n)=12xf(k), i=0,..,N-1. (3.52)

n =1

Para uma janela de observagdo de M amostras, (3.52) pode ser aproximada por
1 M-1
& (n)=— > x (n—k), i=0,...,N-1. (3.53)
M k=0

Adicionando uma constante € <1 (pardmetro de regularizagdo) tal que nao afete o
comportamento do algoritmo e assegure a estabilidade para os instantes em que o valor da
poténcia média seja muito proéximo de zero, tem-se a estimativa de poténcia média, dada

por
&' (n)=6:(n)+e. (3.54)

Neste trabalho, a op¢do adotada para estimar a poténcia média ¢ obtida por (3.53)

3.8- CONCLUSOES

Neste capitulo, foi analisado o comportamento do filtro adaptativo LMS no
dominio transformado salientando-se sua relevancia quando o sinal de entrada apresenta
amostras correlacionadas. E mostrado o aumento da velocidade de convergéncia obtido
apos as etapas de transformacao ortogonal e normalizagdo de poténcia, quando o algoritmo
LMS-DT é comparado ao LMS convencional. E importante ressaltar que a transformacio
objetiva descorrelacionar o sinal de entrada, ao passo que a normalizacdo busca atenuar a
dispersdo dos autovalores da matriz de autocorrelacao desse sinal.

Destaca-se também que, conforme [1], o algoritmo LMS-DT pode ser interpretado
com uma forma normalizada do algoritmo LMS convencional. Dessa maneira, os
procedimentos de derivagdo da equacdo recursiva de atualizagdo dos coeficientes do filtro

sao analogos para os dois casos.
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Com relagdo a andlise de Wiener, conclui-se que a solucdo 6tima no dominio
transformado, assim como no dominio ndo transformado, esta intimamente relacionada as
estatisticas do sinal de entrada e do sinal desejado. Quanto ao minimo erro, observa-se que
esse ndo se altera com a aplicagdo da transformacgdo ortogonal, ou seja, o mapeamento do
sinal ndo traz beneficios nem prejuizos, o que ¢ ratificado pelo principio de conservagao de
energia.

Foi observado também que se o sinal de entrada ¢ obtido de um processo
estocastico ergddico, isso permite adotar uma estratégia de estimativa da poténcia média

que simplifica a analise estatistica do algoritmo, como serd visto no proximo capitulo.



CAPITULO 4

ANALISE ESTATISTICA DO ALGORITMO
cLMS-DT

Algumas analises estatisticas do algoritmo LMS-DT encontradas na literatura consideram
que a matriz D, definida no Capitulo 3, responsavel pela etapa de normalizagdo de
poténcia, ¢ invariante no tempo [24], [25]. Essa consideragdo simplifica consideravelmente
o tratamento matematico envolvido para a obtengdo do modelo estocastico. No entanto, as
expressoes do modelo resultante ndo levam em conta a natureza variante no tempo do
parametro do passo de adaptagdo. Como visto anteriormente, o estdgio de normalizagdo de
poténcia fornece um passo de adaptacdo normalizado similar ao do algoritmo LMS
normalizado (NLMS), que ¢ variante no tempo. Portanto, da mesma forma como no caso
do algoritmo NLMS [21]-[23], o algoritmo LMS-DT também apresenta um procedimento
matematico complicado para se derivar os momentos de primeira e segunda ordens dos
coeficientes do filtro adaptativo. Usando-se algumas consideragdes, obtém-se uma analise
razoavelmente simplificada, em particular, para os calculos dos valores esperados dos
termos envolvendo o passo de adaptacdao variante no tempo. Em [26]-[31], um modelo
analitico para o algoritmo LMS-DT ¢ apresentado, para o qual ¢ usado o Principio da
Meédia [37] como uma hipdtese simplificativa. Além disso, o modelo discutido em [26] ¢
preciso apenas para condicdo de adaptacdo extremamente lenta. Ainda nessa analise, assim
como em [27]-[31], ¢ feito o uso da independéncia estatistica intrabanda em cada banda do

processo de transformagdo ortogonal. Levando-se em conta essa prévia discussdo, um
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modelo estocastico para o algoritmo LMS-DT pode ser ainda considerado como uma
questao aberta na literatura da area.

Neste capitulo, ¢ apresentada uma andlise estatistica do algoritmo LMS-DT,
admitindo a real natureza estatistica do sinal que compde cada sub-banda do sinal
processado pela transformagdo ortogonal. As expressdes sao derivadas para os momentos
de primeira e segunda ordens do vetor de coeficientes do filtro adaptativo para entradas
com distribuicdo Gaussiana, sem a necessidade de expressdes auxiliares como em [26].
Consideragdes simplificativas sdo usadas permitindo um tratamento matematico menos
penoso, porém fornecendo uma boa predi¢do para o comportamento estatistico do referido
algoritmo. As expressoes teoricas para o passo de adaptacdo méaximo e para o desajuste do

algoritmo sdo também derivadas.

4.1- ANALISE ESTATISTICA

4.1.1- MOMENTO DE PRIMEIRA ORDEM DO VETOR w..(n)

Substituindo-se D por D(n) em (3.12), a equacdo de evolugdo dos coeficientes

pode ser reescrita como

w (n+1l)=w, (n)+2uD_1(n)e(n)xT (n), (4.1)

onde e(n)=d(n)—wy(n)x,;(n)+z(n) é o erro de estimativa e z(n) ¢ o ruido de medigdo,
descorrelacionado de qualquer outro sinal envolvido no processo, com distribuicdo de
probabilidade Gaussiana, média nula e varidncia o-. Tomando-se o valor esperado de

(4.1), obtém-se

E[w (n+1)]= E[w(n)]+2uE[D™ ()X (n)d (n)] = 2pE[D ™ (n)X; (n)X; (m)[ W (n)] (4.2)

Para se determinar os valores esperados em (4.2), adotaram-se as seguintes
consideragdes:

H1)
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w.(n) e x;(n) sdo estatisticamente independentes [1];

H2)

D '(n) e x,(n)x;(n) sdo processos conjuntamente estacionarios, tal que D' (n)
varia lentamente em relagdo a x,(n)x;(n). O Principio da Média [37] pode assim
ser adotado. Tal principio diz: sejam dois processos f[a(n)] e f[b(n)],
conjuntamente estacionarios, com b(n) variando lentamente em relagdo a a(n),

entdo as varidveis aleatéria a(n) e b(n) sdo quase independentes. Portanto, pode-se

escrever que E{f[a(n)] f[b(m)]} = E{f[a(m)]} E{f[b(n)]}.

Os valores esperados em (4.2) sdo agora obtidos como segue:

Para se determinar E[D™'(n)x,(n)x}(n)], considera-se que o i-ésimo elemento da
diagonal da matriz D' (n)x,(n)x;(n) é dado por [x’(n)][c;(n)+¢€]", onde o (n) é obtida
de (3.53). Fazendo-se a analise do i-ésimo elemento
[’ ()M [x>(n)+x (n=1)+---+x'(n—M +1)+ Me]', para um valor elevado de M, a
influéncia do termo x’(n) sobre a parcela do denominador ndo se faz tio significativa em

relacdo a influéncia que esse termo exerce sobre a parcela do numerador. Assim, pode-se

dizer que os elementos da matriz D™'(n) variam lentamente em relacdo aos elementos da

matriz x,(n)x;(n), permitindo utilizar H2, que conduz & seguinte expressdo (ver Apéndice

A). Assim,
E[D™ ()% (n)x} ()] ~ E[D” ()] ELx, (m)x} ()] = E[D” ()]R, . 43)
Similarmente,
E[D™ (n)x, (n)d(n)] ~ E[D" (m)]E[x, (n)d ()] = E[D” (n)]p, - (4.4)

Utilizando H1 ¢ substituindo-se (4.3) ¢ (4.4) em (4.2), tem-se
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E[w,(n+1)]={I-2pE[D" (m)R} E[W, (m)]+2uE[D™ (n)]p,- (4.5)

A derivagdo do momento de primeira ordem do vetor w. (n) ¢ concluida

determinando-se o valor esperado E[D'(n)]. Para isso, ¢ proposto neste trabalho o

procedimento apresentado a seguir.

Determinagdo do valor esperado E D! (n)]

Considerando um elemento qualquer da matriz D™'(n) para e<1, tem-se a seguinte

aproximagao
2
1 M .M M _ (4.6)
dl(n) M-1 ) M-l 5 M-1 2
DX (n=k)+eM 3 =k |3 24—
k=0 k=0 k=0

Determinando-se o valor esperado em ambos os lados de (4.6), obtém-se

1 M M?
l T (n—k) - 2(n—
2w _(sz,m k)]

k=0

A solugdo existente para os valores esperados como este de (4.7) ¢ obtida considerando
que o processo {x;(n)} seja independente, Gaussiano e de média nula [22]-[23], [26]-[31]
e [38]. Dessa forma, o tratamento matematico requerido ¢ bastante simplificado. No
entanto, para sequéncias correlacionadas {x;(n)} a consideracdo prévia ndo produz bons
resultados. Neste trabalho de tese, ndo foi imposta qualquer restri¢do no que diz respeito as
caracteristicas estatistica da sequéncia {x;(n)} (correlacionada ou ndo-correlacionada), que
¢ a condicdo central para se obter um modelo estatistico mais acurado do algortimo

LMS-DT. Assim, o valor esperado de (4.7) ¢ determinado usando uma fun¢do densidade

de probabilidade multivariada Gaussiana como em [21] e [22], resultando na necessidade



50

de se computar uma integral hipereliptica de alta ordem. A seguir, tem-se uma expressao

geral que engloba os dois valores esperados requeridos por (4.7).

M? T MP
Ey— p iL“L — — [ (x;)dx; , (4.8)
{ZX?(n-’d} W{Z’%‘z(""‘)}
k=0 k=0

onde f(x;) representa a fun¢do densidade de probabilidade multivariada Gaussiana do
vetor X;(n). Note que os valores esperados em (4.7) sdo obtidos para p=1¢e p=2 em

(4.8). Na literatura, a referida integral possui solug¢do fechada para M <4, denominada
como integral eliptica [39]; em um caso mais geral para M >4 ela recebe o nome de
integral hipereliptica ou Abeliana [39], apresentando solucdo apenas para certas condigdes
especiais [21], [23], [26]-[31]. Aqui, fez-se uso de um método para resolver a integral
hipereliptica sem adotar quaisquer restricdes sobre os dados considerados. Para obter uma
solucdo para tal integral, observou-se que os polos da func¢do a ser integrada, a medida que
a janela de observagdo M aumenta, poderiam se agrupados aos pares por apresentarem
valores muito proximos. Sendo assim, a integral hipereliptica se torna uma integral que
pode ser facilmente calculada usando o método de fracdes parcias. Esse procedimento
adotado para a obtencdo de uma expressdo fechada para a referida integral, apesar de
envolver uma aproximacdo, apresenta resultados bastante satisfatorios. Através de
simulagdes, comparando resultados para o valor esperado £ [D~!(n)] obtidos via simulagdo
Monte Carlo e os obtidos a partir do modelo, constatou-se que o erro entre eles ¢ da ordem
10 ¢ diminui 4 medida que a janela de observagdo M aumenta. Detalhes do método
proposto sdo apresentados no Apéndice B. Usando tal método, os valores esperados em

(4.7) podem ser aproximados por

EM_12 zﬁ_z%mﬂJ (4.9)
z x;(n—k) M gl
k=0
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MZ M2 M/2 , ’ ’
~ D A, [0, In(-o)) + o ]. (4.10)
=1

— 2 -
[M lx?(n—k)} Vew 3

2.

k=0

Em (4.9) e (4.10), os parametros (o;, ay , e A, estdo definidos em detalhes no Apéndice
B.

4.1.2- REGIME PERMANENTE DE W (1)

O valor em regime permanente do vetor de coeficientes do filtro adaptativo ¢
determinado de w_ =lim E[w (n)]. Assumindo-se que (4.5) convirja, verifica-se que
lim E[w,(n+1)]=limE[w (n)]=w_. De (4.5) e apdés algumas manipulagdes

matematicas, obtém-se

w,=Rlp,. (4.11)

Comparando-se (4.11) com a expressdo equivalente apresentada em [2], pode-se
ver que a constante € ndo provoca qualquer alteracdo no valor em regime permanente do
vetor de coeficientes. Assim, no comportamento médio, os coeficientes do filtro LMS-DT

convergem para a conhecida solu¢cdo de Wiener.

4.1.3- CURVA DE APRENDIZAGEM E MOMENTO DE SEGUNDA ORDEM DO

VETOR v, (n)

A curva de aprendizagem ¢ definida como a evolugdo ao longo do tempo do erro
quadratico médio. Para facilitar a obtencao de tal curva ¢ necessario definir o vetor de erro

dos coeficientes como v (n) =w,(n)—w, . Assim, tem-se o sinal de erro expresso como
otimo
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e(n) = d(n) =X )V (n) - XE(m)W,_ +z(n)

; (4.12)
=é€, (n) — Xy (I’Z)VT (n),
onde e (n), o erro de estimativa, ¢ dado por
e (n)= a’(n)—xi(n)wTétima +z(n). (4.13)

Elevando-se ao quadrado ambos os lados de (4.12) e calculando-se o valor esperado

da expressao resultante, obtém-se

E[e’ (m)] = Ele; (m)]-2Ele, (mxy (m)V(m)]+ E[vi(mx, (mx; (m)v, ()] (4.14)

Pelo Principio da Ortogonalidade E[e (n)x,(n)]=0 [1]; usando-se entdo HI e
relembrando que z(n) ¢ um sinal descorrelacionado de qualquer outro sinal envolvido no

processo (Secdo 4.1.1), a curva de aprendizagem ¢ dada por

E[e*(n)] = ey, + E[vy ()X (m)Xy(n) vy (n)]

(4.15)
+tr{R,E[v, (n) Vi (n)]}

=e

min

onde e = E[e’(n)] caracteriza o minimo erro em regime permanente.

Note que (4.15) é completamente determinada se o momento de segunda ordem
E[v,(n)vi(n)] for conhecido. Tal momento ¢ também denominado matriz de covariancia
do vetor de erro K(n), ou seja, K(n) = E[v,(n)vy(n)]. Para obter v, (n), subtrai-se W
de ambos os lados de (4.1) e entdo se determina o produto externo v (n)v,(n). Agora,

tomando-se o valor esperado de ambos os lados da expressao resultante, obtém-se
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A

K(n+1)= E{[1-2uD" (m)x, (m)x}(m)]Vv, (2)v} (0)[1—20x, (0)x} (D ()]}

B

+ E{[1=2uD " (n)x, (n)x; (n)]v, (n)2ux; (n)D ' (n)[e, (n) + z(n)]} “.16)

+ E2uD™ (m)x, (0)[2(n) + ¢, (VI (m[T - 2px, (n)x} (0)D” ()]}

D

+2uE 20D (n)x; (m)[2(n) + ¢, (m)]x1 (WD~ (W)[2(n) + ¢, ()]}

Em (4.16), a determinacio do valor esperado dos termos que contétm D™'(n)

merecem especial aten¢ao. Usando-se entdo as consideragdes H1 e H2, os termos A, B, C,

e D sdo obtidos como segue:

Termo A: E{[I—2uD™" (n)x (n)x1 (m)]v, (m) vy (m)[L = 2%, (n)x7 (1)D ™ (n)]}
= E[V,(n)V1 ()] =20 E[v (m) V1 (m)X; ()1 (m)D ™ ()]
=20 E[D™ (m)X, (m)x; (m) vy () V1 ()]
+4p’ E[D™ (m)x; (m)X3 (V4 () vy (mX, (mx;(mD™ (m)]  (4.17)

Al

=K(n)-2uK(n)R,E[D ' (n)]-2n E[D ' ()R K(n)
+4p” E[D ™ (n)X 1 (m)X1 (m)V+ (n) vy (m)X, (n)x; (m)D™' ()]

Al

Adotando agora o teorema da fatoragdo de momentos de quarta ordem de variaveis

aleatorias Gaussianas [1], tem-se o valor esperado A1 de (4.17) dado por

E[D™ (n)x(n)X7.(n) v, (n) vy (m)X (m)x1 (m)D ™ (m)]
= E[D™ (m)]E[X (n)X; (m) V1 (m) V1 (m)X (n)x; (m) E[D"' ()]
= E[D™ (M) {2E[x ()X (M)]E[V(n) V1 (m)]E[X; (m)X; ()] (4.18)
+ E[x (n)xy (m)]tr{ E[x; (n)x; (M)]E[V (n) V1 ()]} }E[D™ ()]
= E[D" (m]{2RK(mR; + R tr[RK(m)]}E[D (m)],

Termo B: E{[1-2uD™"x, (m)x! (n)2uv, (mx" (mD~ () z(n) +¢, (m)]}
= 2uE[V, (X} (1D (1)2(n) + v, ()X (1D (n)e, ()
~2uD™ ()%, (X! () v, (m)x! (M)D (n)z(n) (4.19)

= 2uD™ (m)x; (n)xq () v, (1)1 (M)D ™ (n)e, (n)]
=0.
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Termo C: E{2uD" (m)x, (m)[z(n) + ¢, (m)][V} (1) ~ 20v T ()X, (m)x" (m)D ()}
= 2uE[D" (1), (m)2(n)VE(m) = 24D ()X, (m)z(m)VE (m)x, ()X} (1)D” ()
£20D7 ()X, (m)e, (n)VE (m) 20D ()X, (me, (m)VE ()% ()X (m)D”" ()]
=0.

(4.20)

Termo D: E{2uD ™' (n)x, (n)2ux;(n)D ' (n)[z° (n) +2z(n)e, (n) + & (n)]}
= E[40°D " (n)x, (n)x (n)D ' (n)z* (n) + 40’ D" (n)x, (n)x} (n)D ' (n)2z(n)e, (n)
+4p' D ()X, (n)xp (n)D ™ (n)e; ()]
=4’ E[D ' ()R, E[D " (n)]o? + 4’ E[D ™ ()[R E[D " (n)]E[e; (n)].

4.21)

Substituindo-se (4.17) até (4.21) em (4.16), a expressao recursiva para a matriz de

covariancia do vetor de erro dos coeficientes ¢é

K(n+1) =K(n) - 2uK(n)R E[D™' (n)] - 2uE[D"' (n) IR K (n)
+40’E[D ()] {2R,K(n)R,; + R, tr[R, K(n)|}E[D ' (n)] (4.22)
+4E[D T (n)IRLE[D ' (n)]e

min *

onde a solugio da expressio E[D'(n)] ja foi apresentada na Secdio 4.1.1 (ver detalhes no

Apéndice B).

4.1.4- LIMITE SUPERIOR PARA O PASSO DE ADAPTACAO

O limite superior para o passo de adaptacao representa um parametro importante de
analise do desempenho do algoritmo no que se refere a sua estabilidade, por se tratar de um
valor de passo para o qual o algoritmo obtém méaxima convergéncia sem apresentar um
comportamento instavel. A seguir, mostra-se o procedimento usado para determinar o

limite superior de passo de adaptacao.
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Sejam as seguintes matrizes C(n)=Q'K(n)Q e¢ A, =Q'R.Q, onde A, ¢é uma
matriz diagonal que contém os autovalores A, de R, e Q ¢ a matriz ortogonal que contém

os autovetores de R . Assim, pode-se escrever (4.22) como segue:

C(n+1)=C(n)-2u{C(n)A;B+BA C(n)}

+4WB{2AC(n) A + A tr[A,C(n)]!B (4.23)

+4u’BA,Be,_. ,
onde B=Q"E[D"'(n)]Q (vamos considerar na analise a seguir que B é uma matriz
diagonal. Essa consideragao pode ser feita, uma vez que os elementos fora da diagonal sdo
muito pequenos). De [40], tem-se que c;. (n) <¢,(n)c;(n), com c;(n) denotando os
elementos da matriz C(n) . A convergéncia de (4.23) ¢ determinada do comportamento dos
elementos da diagonal de C(n). Definindo-se 0s vetores
c(n)=[c,,(n) c,y(n) c3(n)...cpy (M) € A=[A, A,...°A,]', onde e¢(n) é um vetor
constituido pelos elementos da diagonal da matriz C(n), pode-se escrever a seguinte

relacdo:
diag {BA,tr[A,C(n)| B} = B*)A e(n). (4.24)

Expressando-se (4.23) em termos de ¢(n), obtém-se

c(n+1)=Fe(n)+4p’e

min

B’h, (4.25)
onde

F=1-4uBA, +8uWB’AZ + 4B’ . (4.26)

A condi¢do necessaria e suficiente para convergéncia de (4.25) depende das

magnitudes dos autovalores da matriz F, que devem ser menores do que a unidade. Pode-

se forcar tal condi¢do através de uma adequada selecdo do pardmetro p. Usando-se
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A ;=b,L, e seguindo o mesmo procedimento usado em [40], as magnitudes dos

autovalores de (4.26) tornam-se menores do que a unidade se o passo de adaptacdo p

satisfizer as seguintes condi¢des necessarias e suficientes:

O<p< , i=1,2,...,N, 4.27
u %7 J (4.27)
€
N
Y — Hb2, . (4.28)
S1- 2pb]7\,j

A partir de (4.27) e (4.28), obtém-se o passo maximo. O passo maximo devera

satisfazer a seguinte condicao:

< <k (4.29)
2D ;)

onde k ¢ determinado substituindo em (4.28) p por u ., obtido de (4.29), como segue:

k
N b JT
> & f)l“:" =1. (4.30)
1-2 b,

(bj}\’j)max J T

As Figs. 4.1 e 4.2 mostram o limite superior do passo de adaptagdo obtido de (4.29) para
diversos valores de N ={2,3,...,32} e M ={32,64}, usando-se uma transformagao DCT
[2], €=0,001 e o’ =1. Para se validar (4.29), sio plotados alguns pontos [marcados como

(*)] obtidos de simulagdes. O passo maximo experimental é escolhido como sendo aquele
que ainda assegure a convergéncia do algoritmo para apenas uma realizagao (rodada). A

Fig. 4.1 ilustra um caso de sinal de entrada colorido. O sinal correlacionado ¢ obtido de um
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processo AR(2) com coeficientes a; =0,1833 e a, =—0,85, e dispersdo dos autovalores da

matriz de autocorrelacdo de 5,22 para N =2 e 530 para N =32, €¢=0,001, ¢ Gi =1.

045 ; ; ; ; ; ; 0.25
+
0.4 ] .
0.2t 1
8 0.35F 1 2
< 53
£ oal | g
5o =
s < 015 1
8 025 1 s
]
=]
2 o2} 1 2 .
<
& g o1 1
S 015} + 102
g 5
3 S
0.1 — *
> S oosf 8
*
0.05 N 1
0 Il L L L 1 1 0 L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Ordem do filtro adaptativo Ordem do filtro adaptativo
(a) (b)

Figura 4.1- Limite superior para passo de adaptacdo considerando-se um sinal de entrada correlacionado
para diversos valores de N e M. (*) Experimentalmente obtidos. (Linhas soélidas) predigdo (4.29). (a)
M =32,(b) M =64.

A partir dos resultados apresentados nas Figuras 4.1(a) e (b), quanto maior o valor
da janela de observagdo M melhor ¢ a concordancia entre os resultados obtidos pelo
modelo e por simulacdo. Isso se deve ao ao fato de que, nessas condi¢des, o Principio da
Média se torna cada vez mais preciso. Além disso, para valores de N grandes (N >32), os
resultados também sdo satisfatorios. Isso ¢ devido ao fato de que para esses casos o
processo de descorrelagdo torna-se mais eficiente, ou seja, o sinal de entrada tende para um

sinal “branco”.

4.1.5- DESAJUSTE

O desajuste ¢ um parametro adimensional que mede o grau de diferenca entre o erro
obtido pelo algoritmo adaptativo e o erro obtido através da solucdo de Wiener devido ao
uso da estimativa do gradiente. A seguir ¢ apresentado o procedimento para o calculo do
desajuste.

A curva de aprendizagem do algoritmo LMS-DT ¢ dada por
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E[&* ()] = €y, + tr{RE[V, (m)VE ()]} 4.31)

Uma vez que tr{R,E[v,(n)v;(n)]} envolve somente termos da diagonal, pode-se

rescrever a (4.31) como
E[e’(n)]=e,, +1'e(n). (4.32)

Assumindo-se a convergéncia do algoritmo adaptativo, o erro quadratico médio

(EQM) em regime permanente ¢ dado por
E[e’ ()] = €, +1¢(0), (4.33)
Determinando-se o valor de (4.25) quando n — o, obtém-se

c(0)=4p’e. (I-F)'B°A. (4.34)

min

Em (4.33), o termo e, corresponde ao minimo EQM; assim, A'c(0) representa o

n

EQM em excesso. O desajuste ¢ entdo definido como

— E[ez (OO)] — emin .

M (4.35)
emin
Substituindo-se (4.33) e (4.34) em (4.35), obtém-se
M=4°L"1-F)'B*A. (4.36)

Novamente, seguindo [40] com A’ ;=bA,, tem-se
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ﬁ ub,2,
M — i=1 (1 2ub }\‘ )

~ (4.37)
1-

;(l 2Mb )
A precisao de (4.37) ¢ verificada nas tabelas apresentadas no Capitulo de

Resultados de Simulagdes, para o caso estaciondrio.

4.2- CONCLUSOES

Neste capitulo foi apresentada uma andlise estatistica para o algoritmo LMS-DT.
Para se obter tal analise, algumas hipoteses simplificativas foram adotadas acerca do sinal
de entrada ou a respeito do passo de adaptacdo. Em relacdo ao sinal de entrada, uma
consideracdo foi quanto a sua distribuicdo de probabilidade. A distribuicdo adotada foi a
Gaussiana, em virtude de simplificar bastante muitas expressdes de valores esperados.
Com respeito a adaptacio, para obter o modelo adotou-se a adaptagdo lenta. E importante

ressaltar que tal anélise ¢ independente do tipo de transformacgdo ortogonal utilizada.



CAPITULO 5

RESULTADOS DE SIMULACOES: CASO
ESTACIONARIO

Para avaliar a qualidade do modelo estatistico obtido para o algoritmo LMS-DT, alguns
exemplos sdo apresentados, considerando-se um problema de identificacdo de sistemas.
Para tal, utilizou-se um sinal de entrada correlacionado, obtido a partir de um processo

auto-regressivo de segunda ordem AR(2), dado por

x(n)=v(n)—ax(n-1)—o,x(n-2), (5.1)

onde v(n) é um ruido branco com varidncia o . Os coeficientes AR sdo a; =0,1833 ¢
a, =-0,85. O ruido de medigdo z(n) possui uma variancia o> =10~ (SNR=40dB). A
constante ¢, considerada em (3.54), ¢ igual a 0,001. As simula¢des Monte Carlo (MC) sao

obtidas para uma média de 500 realizagdes independentes. Para todos os exemplos, os

valores de passo de adaptagdo usados sdo 0,1p, . e 0,3p ., onde p . (valor maximo de

passo de adaptacao) ¢ obtido de (4.29).

E importante aqui ressaltar que o modelo proposto deveria ser confrontado, para
efeito de comparacao de desempenho, com os modelos discutidos em [26]-[29]. Entretanto,
os modelos apresentados em [28] e [29] sdo bastante similares em filosofia e
comportamento, ¢ o modelo fornecido em [27] ¢ apenas uma versao simplifica do modelo

discutido em [28], pois o primeiro ndo considera o parametro de regularizacdo €. Portanto,
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apenas os modelos dados em [26] e [28] serdo considerados para verificagdo entre os

modelos estatisticos do algoritmo LMS-DT avaliado neste trabalho de tese.

5.1- EXEmpPLO 1

As condigdes para este exemplo sdo: sinal de entrada correlacionado com dispersdo dos
autovalores da matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada igual a y=81; N=8 ¢
M =32 . A transformacgao ortogonal usada ¢ a DCT e os coeficientes da planta sdo obtidos

através da fungdo sinc(i/8) para i=1,2,...,8. O passo de adaptacdo maximo obtido de
(4.29) é ., =0,054. A Fig. 5.1 mostra os resultados de simulagdo MC, as predi¢des

teoricas obtidas a partir de [26] e [28] e as obtidas através do modelo proposto [equagdes
(4.5), (4.15) e (4.22)]. Para os resultados dessa figura, considera-se um valor de passo de

adaptagdo igual a p . /15. Da Fig. 5.1, pode-se observar que o modelo proposto em [26]

ndo prediz adequadamente o comportamento médio dos coeficientes € nem a curva de
EQM do algoritmo adaptativo em estudo para o regime transiente. Por outro lado, o
modelo proposto em [28] exibe um comportamento muito melhor do que aquele dado pelo
modelo proposto em [26]. Sendo assim, o modelo de [26] ndo serd mais incluido na
comparagdo para os exemplos subseqiientes considerados nesta tese. Com respeito ao
modelo aqui proposto, pode ser observado que ele ¢ mais preciso do que o modelo obtido
em [28].

A Fig. 5.2 compara o desempenho do modelo proposto para dois valores de p

(0,1p,_.. e 0,3pn, . ). Dessa figura, pode-se observar uma boa concordancia entre os

resultados obtidos via simulagdo MC e aqueles obtidos a partir do modelo proposto.
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Figura 5.1- Exemplo 1. Comparagdes entre modelos para sinal de entrada correlacionado com y =81. (a)
Comportamento médio dos coeficientes E[w,(n)], i =0,1,2. (Linha tracejada cinza) simulacdo MC de [26].
(Linha continua preta) modelo de [26]. (Linha tracejada preta) simulacdo MC. (Linha continua
cinza-escuro) modelo proposto. (Linha continua cinza-claro) modelo de [28]. (b) Curvas de EQM. (Linha

irregular cinza) simulagdo MC de [26]. (Linha continua preta) modelo de [26]. (Linha irregular preta)

simulagdo MC. (Linha continua cinza-claro) modelo de [28]. (Linha continua cinza-escuro) modelo

proposto.
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Figura 5.2- Exemplo 1. Desempenho do modelo proposto para 0,3p e 0,1p . para sinal de entrada
correlacionado com y =81.(a) Comportamento médio dos coeficientes E[w,(n)],i=0,1,2. (Linha
tracejada preta) simulagdo MC. (Linha continua cinza) modelo proposto para 0,3p . . (Linha tracejada
cinza) simulagdo MC. (Linha continua preta) modelo proposto para 0,1 . (b) Curvas de EQM. (Linha
irregular cinza) simulagdo MC. (Linha continua preta) modelo proposto para 0,3p,. . (Linha irregular

preta) simulagdo MC. (Linha continua cinza) modelo proposto para 0,1p . .
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5.2- EXEMPLO 2

Este exemplo considera um sinal de entrada correlacionado com x =413, N=8 e
M =64 . Os coeficientes da planta sdo obtidos da fun¢do sinc(i/8) com i=1,2,...,8. Para
esse exemplo, o valor maximo de passo de adaptacdo ¢ n_ . =0,0794. A Fig. 5.3 ilustra
uma comparacao entre os resultados obtidos via simulagdo MC, os obtidos pelo modelo
apresentado em [28] e os obtidos com o modelo proposto, para 0,1p . . Por sua vez, a Fig.
5.4 ilustra apenas os resultados de simulagdes MC e os obtidos com o modelo proposto
[dados por (4.5), (4.15) e (4.22)] para 0,1p_, . Para esse exemplo, pode ser novamente

observada uma boa concordancia entre os resultados de simulac¢ao ¢ obtidos com o modelo

proposto.

-5 I I I I I I I I I
10 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Iteracoes

Figura 5.3- Exemplo 2. Comparagdes entre modelos para sinal de entrada correlacionado com y =413.

Curvas de EQM. (Linha irregular preta) simulagio MC. (Linha continua cinza-escuro) modelo de [28].

(Linha continua cinza-claro) modelo proposto.
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Figura 5.4- Exemplo 2. Desempenho do modelo proposto para 0,1n . e sinal de entrada correlacionado

com y =413.(a) Comportamento médio dos coeficientes E[w,(n)],i=0,1,2. (Linha tracejada preta)

simulagdo MC. (Linha continua cinza) modelo proposto. (b) Curvas de EQM. (Linha irregular preta)

simulagdo MC. (Linha continua cinza) modelo proposto.



66

5.3- EXEMPLO 3

Os coeficientes da planta sdo obtidos da funcaosinc(i/32) com i=1,2,...,32. O sinal de
entrada ¢ correlacionado com dispersao dos autovalores y =220. O tamanho do filtro
adaptativo ¢ N =32 e o tamanho da janela de observacdo M =64. A transformacao
ortogonal usada ¢ a DCT, e p_ =0,0221. A Fig. 5.5 mostra uma comparagdo entre os
resultados do EQM obtidos através de simulagdo MC, os obtidos com o modelo
apresentado em [28] e os resultados do modelo proposto para 0,1p_. e 0,3p . . As
Fig. 5.6(a) e 5.6(b) mostram os resultados obtidos a partir da simulagdo MC e do modelo
proposto, considerando-se 0,1p . e 0,3n ., para o comportamento médio dos
coeficientes do filtro adaptativo e a curva de aprendizagem, respectivamente. Novamente,

uma boa concordancia entre simulagdo MC e modelo proposto pode ser verificada,

principalmente para condi¢do de adaptacao lenta.
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Figura 5.5- Exemplo 3. Comparagdes entre modelos para sinal de entrada correlacionado com

7 =220. Curvas de EQM. (Linha irregular preta) simulagdo MC. (Linha continua cinza-escuro) modelo de

[28]. (Linha continua cinza-claro) modelo proposto. (a) 0,3u . e (b) 0,1n . .
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Figura 5.6- Exemplo 3. Desempenho do modelo proposto para 0,3u, . e 0,1p  com sinal de entrada
correlacionado com y =220. (a) Comportamento médio para os coeficientes E[w,(n)], i=0,1,2. (Linha
tracejada preta) simulagdo MC. (Linha continua cinza) modelo proposto para 0,3p. . (Linha tracejada
cinza) simulagdo MC. (Linha continua preta) modelo proposto para 0,1n .. (b) Curvas de EQM. (Linha
irregular cinza) simulagdo MC. (Linha continua preta) modelo proposto para 0,3p . . (Linha irregular

preta) simulagdo MC. (Linha continua cinza) modelo proposto para 0,1 .

5.4- EXEMPLO 4

Neste exemplo, s3o utilizados os mesmos dados do Exemplo 1; entretanto, o sinal de
entrada ¢ um ruido branco. A transformagao ortogonal ¢ a DCT. Na Fig. 5.7 sdo mostrados
os resultados do EQM obtidos através de simulagdo MC, os obtidos com o modelo

apresentado em [28] e os resultados obtidos com o modelo proposto para 0,1p__ e
0,3p,,. - As Fig.5.8(a) e 5.8(b) ilustram a simulagio MC e o modelo proposto,
considerando-se 0,Ip . e 0,3u ., para o comportamento médio dos coeficientes do

filtro adaptativo e a curva de aprendizagem, respectivamente. Novamente, o modelo

proposto apresenta uma boa precisao.
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Figura 5.7- Exemplo 4. Comparagdes entre modelos para sinal de entrada ndo-correlacionado. Curvas de

EQM. (Linha irregular preta) simulagdo MC. (Linha continua cinza-escuro) modelo de [28]. (Linha continua

cinza-claro) modelo proposto. (a) 0,3u,. e (b) 0,1n .
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Figura 5.8- Exemplo 4. Desempenho do modelo proposto para 0,3p,, e 0,1p . com sinal de entrada
branco. (a) Comportamento médio dos coeficientes E[w;,(n)], i =0,1,2. (Linha tracejada preta) simulagdo
MC. (Linha continua cinza) modelo proposto para 0,3u . . (Linha tracejada cinza) simulagdo MC. (Linha
continua preta) modelo proposto para 0,1p_ . (b) Curvas de EQM. (Linha irregular cinza) simulagdo MC.
(Linha continua preta) modelo proposto para 0,3p__ . (Linha irregular preta) simulagdo MC. (Linha

continua cinza) modelo proposto para 0,1 .
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Tabela 5.1- Desajuste M referente as simulagdes

Desajuste M
Experimental Tedrico
0,3u,.. 0.23 0.20
Exemplo 1 0n 506 e
Exemplo 2 0, 11 0.08 0.08
0,3u,.. 0.35 0.37
Exemplo 3 T 009 070
0,31, 0.20 0.19
Exemplo 4 T 00 0e

Pode ser observado da Tabela 5.1 (obtida dos exemplos anteriormente
apresentados) que os valores de desajustes preditos por (4.37) e aqueles obtidos

experimentalmente, para diferentes valores de p, apresentam uma concordancia bastante

satisfatoria entre si, principalmente para adaptacao lenta.
Apds simulagdes exaustivas, observamos que o modelo proposto apresenta também
resultados consistentes para diferentes ordens de filtros adaptativos como também

comprimentos de janela de observacao M.

5.5- CONCLUSOES

Neste capitulo, alguns exemplos foram apresentados com o intuito de se avaliar o
modelo estatistico do algoritmo LMS-DT aqui proposto. Primeiramente, fez-se uma
comparagdo entre os resultados obtidos via simulagdo MC, os obtidos com os modelos
apresentados em [26] e [28] e os obtidos a partir do modelo proposto. Os resultados
obtidos para o Exemplo 1 mostram que, em regime permanente, todos os modelos
apresentam bons resultados. Entretanto, em regime transiente, o modelo proposto prediz

com maior precisdo o comportamento real do algoritmo LMS-DT.
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No caso do Exemplo 2, a principal questdo analisada foi o desempenho do modelo
para um sinal de entrada altamente correlacionado. Assim como para o Exemplo 1, dois
passos de adaptacdo foram usados. A partir dos resultados, pdde-se verificar o excelente
casamento entre os resultados obtidos via método de Monte Carlo e resultados obtidos com
o modelo proposto. Além disso, foi novamente verificado que o modelo proposto apresenta
resultados mais precisos, quando comparado com aqueles do modelo apresentado em [28].

O objetivo do Exemplo 3 foi analisar o comportamento do modelo para uma ordem
diferente de filtro adaptativo. Para tal, usou-se N =32. A partir dos resultados, pdde-se
verificar o bom casamento entre os resultados de simulagdo Monte Carlo e os obtidos com
o modelo proposto, tanto para uma condicdo adaptacdo lenta quanto para um passo de

adaptacdo um pouco maior 0,3p_ . Um acentuado descasamento, em regime transitorio,

pode ser observado para os resultados obtidos com o modelo apresentado em [28].
Os exemplos acima discutidos consideram um sinal de entrada correlacionado.
Assim, para uma andlise mais completa, o Exemplo 4 utiliza um sinal de entrada ruido

branco. Dois passos de adaptagdo, 0,1p e 0,3p ., sdo considerados. Observou-se,

novamente, um excelente casamento entre os resultados obtidos a partir da simulagdo
Monte Carlo e os obtidos com o modelo proposto.

Os exemplos apresentados foram escolhidos para ilustrar o comportamento do
modelo proposto; entretanto, varias outras simulagdes foram realizadas e, como conclusdo
geral, pode-se dizer que o modelo proposto apresenta resultados excelentes, quando
comparado com modelos apresentados na literatura, para diferentes ordens de filtros
adaptativos, adaptacdo lenta, diferentes graus de correlagdo entre as amostras do sinal de

entrada, como também diferentes janelas de observagdo M.



CAPITULO 6

ANALISE ESTATISTICA DO ALGORITMO
LMS-DT OPERANDO EM AMBIENTE
NAO-ESTACIONARIO

A andlise estatistica do algoritmo LMS-DT para ambientes estacionarios tem sido bastante
estudada. Uma prova disso sdo os diversos trabalhos apresentados na literatura [24]-[31].
Os Capitulos 4 e 5 aprofundaram varios estudos para o LMS-DT, para os quais a condi¢ao
de fundo ¢ considerar que o sistema em questdo seja estaciondrio, tanto em relagdo aos
sinais envolvidos quanto em relagdo a planta. Em muitas aplicagdes, os sinais de andlise
ndo sdo estacionarios; dessa forma, uma nova abordagem de andlise tem que ser
considerada. Em tal situacao, o algoritmo adaptativo deve seguir as mudancas do ambiente,
esse processo ¢ conhecido como tracking.

A andlise estatistica do LMS-DT operando em ambientes nao-estacionarios, em
nosso conhecimento, possui um Unico breve estudo apresentado por Kim e De Wilde [26].
Assim, este capitulo tem o proposito de desenvolver uma anélise do algoritmo LMS-DT
considerando que a planta seja variante no tempo. Dessa forma, buscamos dar mais uma
contribuigdo a esse relevante problema ainda pouco explorado na literatura.

O conteudo desse capitulo ¢ organizado como segue. A Se¢do 6.1 apresenta o
modelo usado para a planta variante no tempo. Na Se¢do 6.2, sdo derivadas as expressoes
analiticas para os momentos de primeira e segunda ordens do vetor de coeficientes do filtro
adaptativo do algoritmo LMS-DT operando em ambientes ndo-estacionarios. Finalmente,

na Se¢do 6.3 algumas conclusdes deste capitulo sdo apresentadas.
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6.1- FORMULACAO DO PROBLEMA DE IDENTIFICACAO DE SISTEMA PARA
PLANTA VARIANTE NO TEMPO

O sinal desejado, considerando um problema de identificagdo de sistema no qual a

planta ¢ variante no tempo, ¢ dado por [1], [2]

d(n)=x"(n)w°(n)+z(n), (6.1)

onde x(n)=[x(n) x(n-1) .. x(n—N +1)]T é o vetor do sinal de entrada, {x(n)} é um
processo estacionario com média nula e distribuicao Gaussiana,;
we(n)=[w’(n) wi(n) .. wy_(n)]" éo vetor da planta variante no tempo. O ruido de
medigio z(n) possui média nula e varidncia o, sendo descorrelacionado de qualquer
outro sinal no sistema. O vetor da planta variante no tempo no dominio transformado ¢
dado por wi(n)=Tw’(n)=[wy,(n) wy,(n) .. w‘T”Nfl(n)]T, onde T ¢ matriz de
transformagdo ortogonal. Similarmente, o vetor do sinal de entrada no dominio
transformado € x;(n)=Tx(n)=[x;,(n) x;,(n) .. xT’N_,(n)]T. Usando-se os vetores

transformados, pode-se reescrever (6.1) como segue:

d(n) = x;(n)wi(n)+z(n) . (6.2)

O proposito do algoritmo adaptativo € seguir as variagdes de w°(n), que ¢

governado pela expressao
wo(n+1)=wi(n)+g(n), (6.3)

onde o vetor g(n) € o processo de perturbagdo da planta, possuindo média zero e variancia

2
Gg.
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6.2- ANALISE ESTATISTICA

Nesta secdo, as expressdes analiticas dos momentos de primeira e segunda ordens
do vetor de coeficientes do filtro adaptativo em um ambiente ndo-estaciondrio sao

derivadas. A equacdo de adaptagdo dos coeficientes no dominio transformado ¢ dada por

2]

W, (n+1) = W (n)+ 20D (me(n)x, (1) , (6.4)
onde wi(n)=[wyo(n) wp (n) - wpy. ,(n)]" representa o vetor de coeficientes do filtro
adaptativo e D'(n)=diag[o,(n) oi(n) -+ o,,(n)] é a matriz responsavel pela

normalizacdo de poténcia. O sinal de erro ¢ determinado como

e(n) = d(n) =X} (MW, (n). (6.5)

Substituindo-se (6.5) em (6.4) e usando (6.2), obtém-se

W (n+1) =W (1) +2uD ™ (m)x (m)[X1 (m)W3 (1) + 2(1n) =Xy (M)W ()]~ (6.6)

Definindo-se o vetor erro de coeficiente no dominio transformado como

v.(n+1l)=w (n+1)—wi(n+1), (6.6) pode ser reescrita como

Vi(n+1)= v (n) + Wi (n) = Wi (n+ 1)+ 2uD " (n)X 1 (m)x; (m) W5 (1)

6.7
2D (M) (m)2(m) 2D (0, DXLV (3w m]

Agora, substituindo-se (6.3) em (6.7), obtém-se a expressao recursiva em termos de

v.(n) como segue:
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Vi(n+1)=vo(n)+2uD" (m)x, (1) 2(1) = 2uD ™" (m)X (m)X7 (m) V7 (1) — g (1)

(6.8)
=[1=2uD™" (n)x; (n)X1 (1)] V4 (1) + 2uD ™" ()X (1) 2(n) — g(n)

O passo seguinte ¢ determinar os momentos de primeira e segunda ordens de (6.8).

6.2.1- CONSIDERACOES DE ANALISE
Para proceder com a anélise estatistica, as seguintes consideracdes sao adotadas:

1) g(n) ¢ Gaussiano, média nula, estacionario com matriz de autocorrelagdo dada por
_ T ) y o . . .
G =E[g(ng (n)]=0c,1 e g(n) ¢ estatisticamente independente de qualquer outro sinal

no sistema.

i1) x;(n) é Gaussiano, média nula, estaciondrio com matriz de autocorrelacdo R .

i) v, (n) e x;(n) sdo estatisticamente independentes.

iv) D™'(n) e x;(n)x;(n) sdo processos conjuntamente estacionarios, tal que D™'(n) varia
lentamente com relagdo a x,(n)x;(n). Esta consideragio permite utilizar o Principio da

Meédia [37] (condicao H2 apresentada no Capitulo 4).

Agora, pode-se entdo continuar com a derivagdo do modelo.

6.2.2- MOMENTO DE PRIMEIRA ORDEM DE v (7)

Tomando-se o valor esperado de ambos os lados de (6.8), obtém-se

E[v(n+1)]= E[v,(n)] = 2uE[D™" (n)x (m)X; (m)V(n)]

1 (6.9)
+2pE[D ™ (n)x, (n)z(n)]— E[g(n)]

Usando-se as consideragdes (i)-(iv) da Sec¢do 6.2.1, obtém-se
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E[vy(n+1)] = {I-2uE[D" (n)]R }E[v,(n)]. (6.10)

onde a solugdo da expressio E[D'(n)] ja foi apresentada na Secdo 4.1.1 (ver detalhes no

Apéndice B).

6.2.3- MOMENTO DE SEGUNDA ORDEM DE V.(n)

A expressao do momento de segunda ordem para o vetor de erro dos coeficientes,

no dominio transformado, é o valor esperado K(n)= E[v,(n)v;(n)]. Determinando-se o

produto externo v, (n)vi(n) e tomando-se o valor esperado de ambos os lados da

expressao resultante, obtém-se

K(n+1) = E[v,(n)Vy(n)]+ 2UE[z(n)V (n)x 1 (n)D" ()]

A

OELY, ()Y ()%, ()X (0D ()]~ E[v, (m)g (n)]
+ 2UE[D (), (n)z(n)v" ()]

+4WE[D ™ (n)x, (n)z* (n)x1(n)D ™' (n)]
—4WE[D™ (n)x,(n)z(n)vy (n)x, (n)x1(n)D™' (n)]
—2uE[D " (n)x,(n)z(n)g" (n)]

COUEID ()%, (m)XE (1) v, ()VE (D)
— 4 EID™ ()%, ()X ()Y, (1)) XL (0D ()]

D

+4 EDD™ ()X, )Xy (n)V () V7 ()X, ()X (1)D' ()]

+ 20E[D (m)x, (n)x; (n)vy (m)g" ()] - E[g(n)vy (n)]

— 2E[z(n)g(n)x1(m)D ™ (n)]

+ 2uE[g(n)V} (m)x, (m)x; (D™ (m)]+ E[g(m)g" (n)] ~ (6-11)

Consideraram-se primeiramente os termos que contém z(n), exceto aquele com

z*(n), e utilizando a defini¢do de z(n), tem-se
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o Elz(mv,(mx (mD (m)]=0.

o E[D (n)x,(n)z(n)vi(n)]=0.

o Elz(mg(n)x;(mD” (n)]=0.

o B ()x,(mz(n)g' (n)]=0.

o B (0)x, (mz(m)vi(n)x, (n)xE(n)D (n)] = 0.

o ED(m)x,(m)x;(m)vy(n)z(n)xy(m)D™ (n)]=0.

Usando-se as consideracdes de anélise (i)-(iv), os valores esperados A, B, C, e D

sao:

A =20E[V, (n)V1 ()% (m)x3. (1D (n)] = =20 E[v, (n)vy (m)]E[x; (m)x5. (m)]E[D ™ ()]
= —2uK(m)RE[D ™ (n)]
B. 407 E[D™' (n)x, (m)z* (n)x; (m)D™' (n)] = 4 E[D ™ ()] E[x (n)x;. (m)]E[D™' (m)]E[* ()]
= 4’E[D (n)]RE[D”' (n)]o?
C. —2uE[D™ (n)x; ()X} (n) vy (m) v ()] == 2uE[D ™ (M) Elx, (m)X1 (M) EV (n)vy ()]
= 20D (m]R,K (n)
D. 4 E[D™ (n)x (m)X7 (m) V1 (m) V1 ()X (m)x1 (m)D™" (n)] =
4’ E[D™ (m)]{2E[x, (m)x] (W]E[V, (m) V1 (m]E[X; ()X ()]
+ Elxy (m)xg (m)]tr | E[v, () V3 (m)]E[x; (n)x; ()] [}E[D™ (m)]
=40’E[D” (W] {2R, K(n)R; + R tr[K(m)R |} E[D ™ (n)]

Assim, com estes resultados, pode-se reescrever (6.11) como segue:

K(n+1)=K(n) - 20K ()R E[D" ()] - 20E[D" (m) IR K ()
+4w E[D™ (m] 2R K(WR; + Rt R KL ED ()] . (6.12)
+4w'c, E[D” (m)]R.E[D " (0)]+G

onde a solugdo da expressio E[D'(n)] est4 apresentada no Apéndice B.
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6.2.4- CURVA DE APRENDIZAGEM

De (6.2) e (6.5), tem-se que o sinal de erro ¢ dado por

e(n) =xp (MW (n) + z(n) —x; (N[ v, (n) + W ()]

6.13
= 2(n) ~ X} (1)v, (n). (©1

Elevando-se ao quadrado (6.13), tomando-se o valor esperado de ambos os lados da

expressao resultante, e da definicdo de z(n), obtém-se:

Ele’ ()] = E[z° (m)]+ E[ vy ()X (m)X; () v (n)]. (6.14)

O segundo termo em (6.14) ¢ manipulado como segue:

E[v ()X, ()X () v ()] = tr{E[V (m) V1 ()X ()X (m)]}

(6.15)
= tr{R, E[v, (n)v](n)]}

Relembrando-se que K(n)= E[v,(n)v;(n)] e substituindo-se (6.15) em (6.14), a

curva de aprendizagem ¢ descrita por

E[¢*(n)]=0" +tr {RK(n)]} . (6.16)

6.2.5- ERRO EM EXCESSO

A expressdo do erro em excesso € definida por [1], [2]

&oe = IR K(0)]. (6.17)
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Assumindo-se que o regime permanente tenha sido atingido, ou seja

lIimK(n+1)=limK(n)=K(x), e apds algumas manipulagdes algébricas, pode-se

n—x0 n

expressar (6.12) como segue:

WEID™ (n)]} K ()R, E[D" ()] + uR K(o0) = 4R K ()R E[D" ()] + 0.5{E[D" ()]} G

(6.18)
+ 20 Rt R K(o0) [ETD™ (n)]+ 200, R E[D™ ()]

Computando-se o trago de ambos os lados de (6.18) e usando-se a identidade

tr[AB]=tr{BA] [35], as seguintes relagdes sao obtidas:

o tr{E[D” (MIK(0)RED™ ()]} =R, D™ (n]{EID™ ()]} K(e0)] = tr[ R, K(0)]
o r{RK(@©RED ()]} =tr{E[D" (R K(0)R}
o w{RED (]} =tr{E[D" (MR}

Entao,

_1 0 i ! -
2% =4pr D OORKCR -+ -l D 0]} G (6.19)

+2utr{E[D” (DR }E,, +2u0;t{D” (MR, ]

Através de simulagdes, pode-se verificar que 2putr{E[D "' (n)]R,K(0)R,} ~0. Entdo,
(6.19) torna-se
1

1 _| -1 |
iexfl_m{EID,l (n)]RT}{4_utr[{E[D (]} Gl+potr {E[D ™ (n)]R, } (6.20)

A partir de (6.20), pode-se verificar que o erro em excesso, quando o algoritmo
opera em ambientes ndo-estaciondrios, ¢ acrescido de uma parcela referente ao ruido g(n).
Além disso, essa parcela torna-se mais evidente quanto mais lenta for a adaptacdo. Dessa
forma, para ambientes ndo-estacionarios, ndo se pode dizer que quanto menor o passo,

menor sera o erro em excesso, como obtido para ambientes estaciondrios [ver Eq. (4.37)].
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6.2.6- DESAJUSTE
O desajuste M ¢ obtido de (6.20) e dado por

_ aexc _ 1 i 5 ; . L
M_im EETR S (n)]RT}{ 4MGZ t[{E[D" (n)]}~ G]+utr{E]D (n)]RT]} (6.21)

Pode-se considerar o desajuste do algoritmo composto pela soma de dois termos.

Assim,
M=M, +M, (6.22)
onde
aon
e

Lo l{AD (]G]
M="2 — . (6.24)
I pir (D ()R,

Pode ser observado que quando o algoritmo LMS-DT opera em ambiente

nao-estacionario, o desajuste ¢ acrescido de uma parcela [(6.24)] relacionada ao ruido g(n)
do processo [uma vez que (6.23) ¢ equivalente a (4.37)].
6.2.7- PASSO DE ADAPTACAO OTIMO

O passo de adaptagio Otimo, que minimize o EQM em excesso e,

conseqiientemente, o desajuste do algoritmo LMS-DT, ¢ obtido derivando-se (6.20) em
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relacdo a p e igualando-se o resultado a zero. Assim, fazendo-se a:tr{E[D*I(n)]RT} e

b=t[{E[D"'(n)]}"'G], tem-se

Boe _ O { ! {iwciaj}o (6.25)

ou _au 1—pa\ 4u

Logo,

e _ —D(4—8ua)  ca(l—pa)—paci(-a)
n (du—dilay (I-pa)’
_ —b(4-8ua) N o,a(l—pa) - pac, (—a) (6.26)
(4u-4ray (1—pay’
_ Suab—4b+161’cya _ 0
(1-pay’

Assim, obtém-se

Suab—4b+16p’cca=0 (6.27)
Resolvendo-se a equacdo de segundo grau, chega-se ao valor de passo que
minimiza o EQM. Portanto,
3 —ab++/(ab)’ +4c-ab b _’_\/(ab)2 +4c’ab
Hoimo = 4o’ T4 4o
~t{E[D"' ()]} G]
— 6.28
i (6.28)

.\ JE{EID ()R, Ju[{E[D™ (m)]} " G]Y’ +4ctr{E[D™ ()R}l {E[D" ()]} G]
4o a[E[D” ()R, ]

A partir de (6.28), pode-se verificar que o valor do passo 6timo, quando o

algoritmo opera em ambiente nao-estaciondrio, apresenta influéncia do ruido g(n).
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6.2.8- GRAU DE NAO-ESTACIONARIDADE

O grau de ndo-estacionaridade, definido por o, mede a capacidade do algoritmo em

acompanhar o processo [1]. Assim,

1/2

E| ¢ oo, |
Bllzn)]]

(6.29)

A partir de (6.29), pode-se verificar que tanto a poténcia média do sinal de entrada
quanto a poténcia média do ruido de medicdo influem diretamente no grau de
nao-estacionaridade.

Considerando-se a independéncia entre g(n) e x;(n), pode-se entdo escrever [1]

E| g (x|~ Bl o, 0, o))

= tr{E[g" (X, (n)x; (m)gm)]}

=E{trlg" (n)x; (m)x; (m)g(n)]} (6.30)
=E{tilg(n)g" (nx, (n)x; ()]}

= tr{E[g(nm)g" (m]E[x, (n)x; ()]}

~t[GR,],

onde G ¢ a matriz de autocorrelagdo do vetor ruido do processo g(n). Substituindo-se

(6.30) em (6.29) e relembrando-se que G° é a variancia de z(n), obtém-se

o= [(GR ) =L@ 4 4t =
G, o c.

z

G, 1/2
R, (6.31)

Relacionando-se entdo o desajuste do algoritmo com o grau de estacionaridade,

tem-se

Me=Sse s ORI _ o (6.32)

amin c52
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Assim, o desajuste impde um limite superior para o grau de ndo-estacionaridade. A

partir de (6.32), podem-se tecer algumas conclusoes:

1) Para variagdes estatisticas lentas, o é pequeno. Isso, por sua vez, quer dizer que
¢ possivel construir um filtro adaptativo capaz de acompanhar um sistema
variante no tempo com pequeno desajuste.

2) Quando as variagdes estatisticas sdo rapidas, o pode ser maior do que 1. Nesse
caso, o desajuste produzido pelo filtro adaptativo excede 100 %, o que quer
dizer que nao ha vantagens em se utilizar um filtro adaptativo para resolver o

problema de tracking.

6.3- CONCLUSOES

Este capitulo apresentou uma analise estatistica do algoritmo LMS-DT operando
em ambientes ndo-estaciondrios. Assim como para o caso de ambientes estacionarios,
foram necessarias algumas consideragdes simplificativas para o desenvolvimento de tal
analise, como por exemplo, sinal de entrada com distribuicdo Gaussiana e passo de

adaptacdo lenta.



CAPITULO 7

RESULTADOS DE SIMULACOES: CASO
NAO-ESTACIONARIO

O modelo estatistico do algoritmo LMS-DT para o caso ndo-estacionario aqui proposto €
aplicado a um problema de identificacdo de sistemas, no qual a precisdo do modelo ¢
avaliada para sinais de entrada correlacionados com distribui¢ao Gaussiana, obtidos de um

processo AR(2), dado por

x(n)=ax(n-1)+a,x(n-2)+v(n), (7.1)

onde v(n) é um ruido branco com variancia 6. de modo que a variancia de x(n) seja
igual a 1, @, e a, sdo os coeficientes auto-regressivos, com a, =0,1833 e a,=-0,85. A
variancia do ruido de medigdo z(n) usada é 10° (SNR =60dB). Note que dado os
parimetros 6> e o, bem como a transformagdo ortogonal, através de (6.31) pode ser

determinada a variancia do processo de perturbagdo. Todas as simulagdes Monte Carlo sao
obtidas de uma média de 500 realizacdes independentes. Para todos os exemplos
considerados, os valores de passo de adaptagdo sdo: 0,3u,. . e 0,1u,. ,onde p, =~ ¢

obtido de (6.28). Os coeficientes variantes no tempo da planta sdo determinados pela

seguinte expressao:

wr(n+1)=wr(n)+g(n), (7.2)
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onde,

wo(0) = T[sinc(O) sinc(1/N) ... sinc(N—l/N)]T. (7.3)

Os elementos de g(n) sdo amostras de um processo com caracteristicas de ruido

branco com uma variancia obtida a partir de (6.31), dada por

e . (7.3)

4 [tr(RT)]l/Z

Aqui, a DCT ¢ também usada como transformacgdo ortogonal [2]. O passo de

adaptacdo p considerado nos exemplos estdo relacionados com o valor de passo 6timo
Wi, Para o qual o algoritmo adaptativo apresenta o minimo erro em excesso. A constante

€=0,001 ¢ também considerada para todos os exemplos.

E importante ressaltar que as variagdes produzidas nos coeficientes do filtro
adaptativo, devido as variagdes dos coeficientes da planta, ndo sdo nitidamente notadas nas
figuras dos exemplos mostrados a seguir, pois essas descrevem o comportamento médio
dos coeficientes do filtro adaptativo. Devemos nos lembrar aqui que a parcela de

perturbagdo g(n) de (7.2) corresponde a um processo de média nula. Além do mais, como

0 objetivo desse capitulo ¢ avaliar o modelo estatistico proposto para o algoritmo
LMS-DT, as simula¢des MC sdo tomadas considerando um numero elevado de realizagdes
independentes, o que também atenua as variagdes produzidas nos coeficientes do filtro
adaptativo. Outro ponto que deve ser ressaltado diz respeito ao modelo utilizado para efeito
de comparagdo com o modelo proposto. Os dois modelos apresentados em [30]-[31]
deveriam ser usados para comparar com o modelo proposto. Entretanto, os modelos
discutidos em [30] e [31] sdo idénticos filosoficamente e em desempenho. Portanto, apenas

o modelo apresentado em [30] ¢ considerado nos exemplos discutidos a seguir.
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7.1- EXEMPLO 1

Para este exemplo, os seguintes parametros sdo usados: N =8 em (7.3), M =32 e

Weimo = 0,0467 [de (6.28)]. A dispersdo dos autovalores da matriz de autocorrelacdo do

sinal de entrada igual a 81 ¢ o grau de ndo-estacionaridade em (6.31) ¢ aa=2. A Fig. 7.1
ilustra uma comparacao entre os resultados de EQM obtidos via simulagdo MC, obtidos a

partir do modelo apresentado em [30] e obtidos pelo modelo proposto, para 0,1p,, = €
0,3, - Para esse exemplo, verifica-se que os resultados obtidos a partir do modelo

proposto apresentam uma melhor concordancia com os resultados de simulagao MC do que
aqueles obtidos através do modelo de [30].

A Fig. 7.2 compara o desempenho do modelo proposto para dois valores de p
(0,1p,,. . e 0,3p,. ). Dessa figura, pode-se constatar também concordancia muito boa

entre os resultados obtidos de simulacdo e os obtidos a partir do modelo proposto.

10

v A Rhamh aha AA VM AL Mhaas AN Koo aad-a. s alboas - = aAaal A
B L AR i AR At Sk el it £ 1™ A ALl T AAE

-5 I I I I I I I I I
10 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Iteragcoes

(a)
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EQM

-4 | | | | | | V o \' ) '\' |
10 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Iteragcoes
(b)

Figura 7.1- Exemplo 1. Curvas de EQM para uma dispersdao dos autovalores igual ae o =2 com SNR de 60
dB. (Linhas irregulares) simulagdo MC. (Linhas continuas cinza-escuro) modelo de [30]. (Linhas continuas

cinza-claro) modelo proposto [Eq. (6.16)]. (a) 0,3p,,., - (6) 0,11, . -

Ew (m)] -EDw,(n)]

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Iteragdes

(a)
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Figura 7.2- Exemplo 1. Desempenho do modelo proposto para 0,3, e 0,1, =~ para sinal de entrada
correlacionado com y =81.(a) Comportamento médio dos coeficientes E[w,(n)],i=0,1,2. (Linha
tracejada preta) simulacdo MC. (Linha continua cinza) modelo proposto para 0,3, . . (Linha tracejada
cinza) simulagdo MC. (Linha continua preta) modelo proposto para 0,1p, . . (b) Curvas de EQM. (Linha
irregular cinza) simulagdo MC. (Linha continua preta) modelo proposto para 0,3p,. . (Linha irregular

preta) simulagdo MC. (Linha continua cinza) modelo proposto para 0,1, . .

7.2- EXEMPLO 2

Para este exemplo, sdo usados os mesmos parametros do Exemplo 1, mas com um grau de
ndo-estacionaridade diferente a=1 ¢ pg,,, =0,043. Os resultados obtidos sdo mostrados
nas Figs. 7.3 e 7.4, seguindo o mesmo padrao de apresentacdo das Figs. 7.1 e 7.2.

Novamente, pode-se observar uma predicdo muito boa dos resultados obtidos do modelo

proposto, quando comparada com os resultados do modelo discutido em [30].
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Figura 7.3- Exemplo 2. Curvas de EQM com uma dispersdo dos autovalores igual a 81 ¢ o =1 para SNR de

60 dB. (Linhas irregulares) simulagdo MC. (Linhas continuas cinza-escuro) modelo de [30]. (Linhas

continuas cinza-claro) modelo proposto [Eq. (6.16)]. (a) 0,3, > (b) O, 1p,, . -
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Elw(m)] -EDwn)]
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Figura 7.4- Exemplo 2. Desempenho do modelo proposto para 0,3p,... € 0,1p,.. para sinal de entrada
correlacionado com y =81. (a) Comportamento médio dos coeficientes E[w,(n)], i =0,1,2. (Linha tracejada
preta) simulagdo MC. (Linha continua cinza) modelo proposto para 0,3p,. . (Linha tracejada cinza)
simula¢do MC. (Linha continua preta) modelo proposto para 0,1y, . (b) Curvas de EQM. (Linha irregular
cinza) simula¢do MC. (Linha solida preta) modelo proposto para 0,3p,. . (Linha irregular preta) simulagéo

MC. (Linha s¢lida cinza) modelo proposto para 0,1, . .
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7.3- EXEMPLO 3

Para este exemplo foram usados os seguintes parametros: N =16 em (7.3), M =32, ¢

Higimo = 0.0217 . O passo de adaptagdo ¢ 0.3, .. A dispersdo dos autovalores da matriz

de autocorrelagdo do sinal de entrada ¢ 356 e o grau de ndo-estacionaridade em (6.31) ¢
a=1. A Fig. 7.5 compara os resultados obtidos através de simulagdo MC, modelo proposto
e modelo apresentado em [30], tanto para comportamento dos pesos quanto para o EQM.
Pode ser também verificada aqui a boa concordancia existente entre os resultados de

simulagdo MC e do modelo proposto.

2.5
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Figura 7.5- Exemplo 3. Resultados dos modelos com uma dispersao dos autovalores igual a 356 ¢ o =1,
SNR=60dB e 0,3p,,,, - (a) Comportamento médio dos coeficientes E[w,(n)], i=0,1,2. (Linha tracejada

preta) simulacdo MC. (Linha continua preta) modelo de [30]. (Linha continua cinza-claro) modelo proposto.
(b) Curvas de EQM. (Linhas irregulares) simulagdo MC. (Linhas continuas preta) modelo de [30]. (Linhas

continuas cinza-claro) modelo proposto [Eq. (6.16)].

7.4- EXEMPLO 4

Neste exemplo, mostra-se o desempenho do modelo para diferentes tamanhos de janelas de
observacdo M ={8,16,32,64}. Para esse exemplo a planta apresenta 8 coeficientes
(N =8), obtidos de (7.3) e SNR 60 dB. Os passos de adaptagdo sdo p,,  =0.0263
(M =8), W, =00353 (M=16), p,,, =0.0432 (M =32) and p,,  =0.0489
(M =64). O passo de adaptagdo considerado em para cada caso ¢ 0.3, . A dispersdo

dos autovalores da matriz de autocorrelagdo do sinal de entrada ¢ 132 ¢ a=1. A Fig. 7.6
mostra os resultados para 0 EQM obtidos a partir de simulagao MC e os obtidos do modelo
proposto. Pode ser observado que a precisdo do modelo melhora com o aumento da janela

de observacao.
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Figura 7.6- Exemplo 4. Curvas de EQM com uma dispersdo dos autovalores igual a 132, a=1 e
SNR =60dB . (Linhas irregulares) simulagdes MC. (Linhas continuas) modelo proposto Eq. (6.16). (a)
M=8,(b) M=16,(c) M =32 e(d) M =64.

7.5- EXEMPLO 5

Para este exemplo foram usados os seguintes parametros: N =8 em (7.3), M =32, ¢

Hogimo = 0.0483 . O passo de adaptacdo usado ¢ 0,1p,. . A dispersdo dos autovalores da

matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada ¢ 81 e o grau de ndo-estacionaridade em
(6.31) ¢ a=20. A Fig. 7.7 compara os resultados obtidos para o momento de primeira
ordem e para o EQM através de simulagdo MC, modelo apresentado em [30] e modelo
proposto. Pode ser observado que, mesmo considerando-se um elevado grau de

nao-estacionaridade, o modelo proposto ainda apresenta excelentes resultados.
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Figura 7.7- Exemplo 5. Resultados dos modelos com uma dispersdo dos autovalores igual a 81 ¢ @ =20 para
SNR de 60 dB e 0,1p,, . . (a) Comportamento médio dos coeficientes E[w,(n)], i =0,1,2. (Linha tracejada
preta) simulacdo MC. (Linha continua preta) modelo de [30]. (Linha continua cinza-claro) modelo proposto.

(b) Curvas de EQM. (Linhas irregulares) simulagdo MC. (Linhas continuas preta) modelo de [30]. (Linhas

continuas cinza-claro) modelo proposto [Eq. (6.16)].
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Tabela 7.1- Desajuste M referente as simulagdes

Desajuste M
Experimental Tedrico
0,310 62,5 58,47
Exemplo 1 T 755 5718
0,31 4ime 16.5 15,80
Exemplo 2 09 1 u(')timo 45’8 42,63
Exemplo 3 0,3 M timo 28,9 28,42
Exemplo 5 0,1 ime 15689 15220

7.6- CONCLUSOES

Este capitulo apresentou alguns exemplos considerando um problema de
identificagdo de sistema através dos quais os modelos estatisticos do LMS-DT para
ambientes ndo-estacionarios foram avaliados.

O objetivo do Exemplo 1 foi verificar o comportamento do modelo para um grau de
ndo-estacionaridade um pouco elevado e considerando as amostras do sinal de entrada
fracamente correlacionadas. A partir das curvas apresentadas, considerando passos de

adaptacdo de O0,Ip,. e 0,3p,. , pode-se verificar uma boa concordancia entre os

resultados obtidos via simulagdo Monte Carlo e aqueles obtidos através do modelo
proposto.

O Exemplo 2 adota os mesmos parametros do Exemplo 1, exceto o grau de
nao-estacionaridade. Pdode-se também verificar que os resultados obtidos a partir do
modelo proposto concordam satisfatoriamente com aqueles de simulagdo Monte Carlo. No
Exemplo 5, esse bom comportamento ¢ novamente constatado. Com isso, pdde verificar
que o modelo consegue prever adequadamente o comportamento médio dos coeficientes
do filtro LMS-DT, bem como seu EQM, para diferentes graus de nao-estacionaridade.

Com o Exemplo 3, buscou-se verificar o comportamento do modelo perante um

sinal altamente correlacionado e uma maior ordem de filtro adaptativo. A partir dos
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resultados para 0,Ip,. e 03p,. , pode-se verificar um bom casamento entre os

resultados obtidos via simulagdo e aqueles considerando o modelo proposto. Assim,
pode-se constatar que o modelo ¢ satisfatorio para diferentes graus de correlagdo das
amostras do sinal de entrada.

O propdsito do Exemplo 4 foi verificar o comportamento do modelo para diferentes
valores de janela de observacdo M, usando-se um sinal de entrada fortemente
correlacionado e grau de ndo-estacionaridade igual a unidade. Como foi visto, através das
figuras desse exemplo, quanto maior o valor de M melhor a precisdo dos resultados do
modelo proposto. Contudo, observou-se que para M>32 os resultados ja tornam-se
satisfatorios.

Com respeito a Tabela 7.1, referente ao desajuste, pdde-se observar uma precisao
satisfatoria entre os resultados tedricos e os obtidos via simulagdo, principalmente, para a

condi¢do de adaptacao lenta e para menores graus de ndo-estacionaridade.



CAPITULO 8

COMENTARIOS E CONCLUSOES FINAIS

Neste trabalho, foi desenvolvido um modelo estatistico mais preciso do algoritmo
LMS-DT considerando ambientes estacionarios como também ndo-estacionarios. Como
verificado na literatura da area, tal algoritmo apresenta para sinais de entrada
correlacionados uma taxa de convergéncia superior a do algoritmo LMS convencional.
Esse incremento de taxa de convergéncia ¢ decorrente do pré-processamento do sinal de
entrada obtido por uma transformagao ortogonal seguida de uma normalizagdo de poténcia.
Outro ponto evidenciado na literatura € a baixa complexidade computacional do algoritmo
LMS-DT quando comparada a do algoritmo RLS. Assim, o algoritmo LMS-DT se torna

uma interessante alternativa para aplicagdes em que o sinal de entrada ¢ correlacionado.

A analise estatistica do algoritmo LMS-DT apresenta um tratamento matematico
complexo quando ¢ considerada a natureza variante do passo de adapta¢do decorrente da
normalizacdo de poténcia requerida no processo. A alternativa encontrada para simplificar
a matematica envolvida nos calculos dos valores esperados (requeridos pelo modelo),

quando ¢ considerado o passo de adaptacao variante, ¢ a utilizagdo do Principio da Média,
permitindo assim isolar-se o termo de valor esperado E[D™!(n)]. No entanto, para que isso

seja valido o tamanho da janela de observacao, considerada no calculo da poténcia média,

deve ser grande (M >32). Outra dificuldade encontrada, na andlise estatistica do referido

algoritmo, reside na obtencdo do valor esperado E[D_l(n)] que leve em conta a
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dependéncia estatistica intrabanda proveniente do processo de transformagdo ortogonal.
Um grande esfor¢o foi despendido na obtengado de tal solugdo. Isso se deve ao fato de que o
calculo do requerido valor esperado envolve a solu¢do de uma integral até entdo sem uma
solucdo geral fechada. Tal integral ¢ conhecida na literatura como integral hipereliptica. A
estratégia adotada para suplantar tal problema foi a utilizagdo de um método aproximado,
apresentado em detalhes no Apéndice B. Através de extensivas simulacdes, verifica-se que,
mesmo sendo uma aproximag¢do, a abordagem escolhida para resolver tal integral conduz a

excelentes resultados.

Uma vez superado o ponto crucial da andlise estatistica do referido algoritmo,
pdde-se obter um modelo que representa o comportamento do momento de primeira e
segunda ordens dos coeficientes do filtro LMS-DT. Para que essa analise fosse realizada,
algumas hipoteses simplificativas foram adotadas, como por exemplo, sinal de entrada com

distribuicao de probabilidade Gaussiana e adaptacao lenta.

Alguns exemplos foram apresentados com o intuito de se avaliar o modelo proposto
para ambientes estacionarios. A partir dos resultados, algumas conclusdes podem ser

tiradas:

o Para adaptagdo lenta, ambos os momentos de primeira e segunda ordens dos
coeficientes do filtro conseguem predizer satisfatoriamente o seu
comportamento médio, tanto em regime permanente quanto em regime
transitorio;

. Para uma adaptacdo mais rapida, em regime transitério, ha uma ligeira
discordancia entre os resultados obtidos via simulacdo e aqueles obtidos
através do modelo proposto, resultado esse esperado, pois o modelo torna-se
mais preciso @ medida que o passo de adaptacdo diminui;

o Com respeito ao grau de correlagdo das amostras do sinal de entrada, pdde ser
observado que o modelo estatistico apresenta resultados satisfatorios para
diferentes graus de correlagao;

o Outro ponto que deve ser ressaltado ¢ o tamanho da janela de observagdo para
o calculo da poténcia média. Através dos exemplos apresentados, pode ser

verificado que o tamanho de janela usada determina a precisdo do modelo
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estatistico. Quanto maior for o tamanho da janela, melhor serd a precisdo do
modelo. Esse resultado também era esperado, pois nessa condi¢ao o Principio
da Média se faz mais valido;

o Os valores desajuste obtidos a partir do modelo correspondem
apropriadamente aos obtidos através de simulacdo;

o Para todos os exemplos apresentados, o modelo proposto sempre levou a
melhores resultados do que os modelos que ndo consideram haver
dependéncia estatistica intrabanda proveniente do processo de transformagao

ortogonal.

Assim como para os ambientes estaciondrios, algumas consideragdes foram
adotadas também para ambientes ndo-estaciondrios, como por exemplo, sinal de entrada

com distribuicdo Gaussiana e adaptagdo lenta.

Para validar o modelo proposto, alguns exemplos foram apresentados. Tomando-se

por base os resultados obtidos a partir desses exemplos, chega-se as seguintes conclusdes:

. Os momentos de primeira e¢ segunda ordens dos coeficientes do filtro
LMS-DT apresentaram resultados satisfatorios quando comparados com os
aqueles obtidos por simulagdo MC;

o Pdde ser verificado que o comportamento do modelo estatistico ¢ muito bom
para diferentes graus de ndo-estacionaridade;

o Quanto ao grau de correlacio das amostras do sinal de entrada, o
comportamento do modelo estatistico proposto também ¢ satisfatorio;

o Com respeito ao tamanho da janela de observagdo para o calculo da poténcia
média, pdde ser observado, através das simulacdes, que quanto maior for o
tamanho da janela maior serd a precisdo do modelo. Isso se deve ao fato de o
Principio da Média, nessas condicdes, ter maior validade;

. Os valores de desajuste obtidos a partir do modelo concordam

satisfatoriamente com os obtidos via simulacdo numérica;
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o Para todos os exemplos considerados, foi observado que o modelo aqui
proposto apresentou melhores resultados em relagdo aos modelos que

consideram a independéncia estatistica intrabanda.

Uma proposta para a continuagdo deste trabalho tese seria calcular os valores
esperados que envolvem o passo de adaptacdo variante no tempo sem envolver o uso do
Principio da Média, como também aprimorar os modelos aqui obtidos para uma condicao

de adaptagdo mais rapida.



APENDICE A

VERIFICACAO DE (4.3)

A consideragao H2 permite usar a aproximacao
E[D”'(n)x;(n)x;(n)] = E[D ' (n)]E[x,(n)x;(n)]. Para verificar a precisio de tal
aproximacao, algumas simula¢des sdo apresentadas para diferentes valores de N e M . As

simulagdes ilustradas nas Figs. A.1 e A.2 consideram N ={64, 128} e

M ={32, 64, 96, 128} e sinal de entrada colorido com dispersdo dos autovalores igual a
931. Nas figuras, os pontos marcados como (O) e (<>) representam os elementos da
diagonal principal das matrizes E, = E[D " (n)x,(n)x;(n)] e
E, = E[D”'(n)]E[x;(n)x;(n)], respectivamente. As linhas conectando os pontos servem

apenas para melhorar a visualizagdo das figuras. De tais curvas, um certo desvio pode ser
verificado para todos os valores de M. Como esperado, tal desvio diminui a medida que M
cresce. Nao obstante, os efeitos de tal desvio nas predi¢des do primeiro e segundo
momentos ¢ atenuado, uma vez que os termos em que (4.3) ¢ utilizada sdo ponderados por

pw ou p’. Em adi¢do, pode ser observado que para comprimentos de filtro adaptativo

N =128 e M > 64, é obtida uma aproximacgao mais aceitavel ¢ uma melhor estimativa de

potencia.
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M=128

Teste da consideragdo H2
Teste da consideragdo H2

0.1 . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Elementos da diagonal Elementos da diagonal

Figura A.1. Verificagdo da aproximacao (4.3) para N =64 ¢ M ={32, 64, 96, 128}. (O)
E, = E[D" ()X, (m)x7(m)]. (<) E, = E[D (m)]E[X, (n)x7(n)].
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Figura A.2. Verificagcdo da aproximagdo (4.3) para N =128 e M = {32, 64, 96, 128} . (O)

E, = E[D" (m)x; (m)x1(n)] e (<) E, = E[D” (m)]E[x, (n)x; (n)].
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APENDICE B

DETERMINACAO DE E !
d.(n)

O valor esperado desejado ¢ obtido resolvendo-se a seguinte integral multipla:

e | Fopd B

M-1
ng)xiz(n—k)} A {Zx (n— k)}

onde f(x;) representa a funcdo densidade multivariada Gaussiana do vetor de entrada

x;(n), dada por

1 C X

)= 2 B.2
T o am ¢ ©2

det(-) denota o determinante da matriz ¢ R, ¢ a matriz de autocorrelagdo do sinal

transformado correspondente a i-ésima sub-banda. Substituindo-se (B.2) em (B.1) e

definindo-se a fungdo F(®) como

M?P -o(X; X;)
()" PLdetR, )]”2I | e s

—00

\q/_—/
M fold

F(o) =

tem-se que o valor esperado (B.1) ¢ obtido de (B.3) fazendo @ =0. Assim,
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E MP . » 5
s R "

Agora, diferenciando-se p vezes (B.3) e através de algumas manipulacdes algébricas,

usando a propriedade da funcao densidade que diz que j I f(x;)dx; =1 , obtém-se

—
M fold

d’F(0) _ (1)’ M?”

(B.5)
do” /det(B_lei)
para
B~ =20I+R, (B.6)

onde I representa a matriz identidade. Entdo, substituindo-se (B.6) em (B.5) e integrando p

vezes, (B.3) torna-se

1

F()=(-D)"M?|... do...do+C. B.7
(@)= J‘%,J‘_/[de‘[(I+2(DRxl_)]l/2 0;f01d(0+ B

p fold

O valor da constante C ¢ obtido da condigdo lim F(w)=0. O ponto central agora ¢
O—>0

resolver a integral hipereliptica (B.7). Para tal, faz-se uso de uma forma particular da

matriz de autocorrelagdo R, e considera-se os seguintes passos:

1)  Decompor R, como R, = QX_AX,QI_ ,onde Q, ¢ amatriz dos autovetores de R,
e A, ¢ uma matriz diagonal que contém os autovalores A; de R, . O denominador

1

de (B.7) ¢ entdo escrito como um polindomio de grau M . Assim,
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M
det(I+20R, ) = [ (1+20k;), (B.8)
k=1

onde o coeficiente a,, do polindmio correspondente ao termo de maior grau o™ ¢ dado

por a,, = oM H?» ¢ © as raizes desse polindmio sdo obtidas a partir de o, =—1/(2A,) para
k=1

k=12,...M .

i1)  Substituir cada par de raizes adjacentes de (B.8) pelo negativo correspondente a sua

média geométrica. Assim,

(,)’q =— /(’)qul(DZq’ qg=12,..,M/2 e M par. (B.9)

Deste modo, agora (B.8) possui raizes com multiplicidade 2 e a raiz quadrada em (B.7)
pode entdo ser eliminada. O passo (ii) ¢ o ponto crucial para permitir a computagdo de uma

integral Abeliana de alta ordem. Assim, (B.7), para p =1, pode ser agora aproximada por

J‘ -Mdo

C. B.10
[det(I+pR, )] \/_I (0-0)) (0= wM/z)+ (310

iiil) Agora, a integral de (B.10) pode ser facilmente resolvida através de uma expansdo

em fragdes parciais, resultando em

“Md M M/2
'[[det(l+con o \/_ Y 4, In(0-a,)+C, (B.11)

onde

A= g=12,.,M/2. (B.12)

H((D —})

J¢q



107

Usando-se o método proposto, os valores esperados requeridos para a analise estatistica do

algoritmo LMS-DT sao agora dados como segue:

para p =1 em (B.7) tem-se

M M M2 ’
Bl 3o =F (o), = Jan 2 Ay In(-a)),
> xi(n—k) M gl
k=0
e, similarmente, para p =2
M2 M2 M2 , , ,
E — 3 \/_ Z A [-o, In(-oy) + o, ].
{Z x?(n—k)}
k=0

(B.13)

(B.14)

As expressodes (B.13) e (B.14) s3o novos resultados para determig¢ao do valor esperado de

(4.7).
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