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RESUMO

O objetivo deste trabalho é a otimizagao do custo de se¢des transversais de concreto
armado, utilizando um algoritmo de programagdo matematica. Como aplicagdo, serdao
otimizadas as seg¢des transversais da viga principal de uma ponte rodoviaria, considerando
apenas o momento fletor.

A otimizacdo deve buscar o menor custo, considerando as dimensdes das pegas,
disposicdes construtivas, resisténcia dos materiais e esforgos solicitantes. Além de respeitar
as restricdes impostas por normas, processos de fabricagao, transporte € montagem.

Foram desenvolvidos algoritmos para dimensionamento de seg¢des transversais em
concreto armado de geometria retangular, circular e secéo “T”, com carregamento axial e
flexdo em torno de um eixo. Também foram desenvolvidos coédigos computacionais para
geracao das linhas de influéncia e envoltéria de esforcos para uma viga principal de pontes
rodoviarias com a superestrutura em viga continua.

As linhas de influéncia sao obtidas através de uma sequéncia de solugdes e pos-
processamento da estrutura com carregamento unitario, utilizando elementos finitos com
elementos de viga 2D.

Para otimizar as se¢des, adotou-se o Método da Penalidade Exterior pela facilidade

de implementagdo em problemas nao lineares, como é o caso de uma sec¢éo de concreto

armado.
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ABSTRACT

The aim of this dissertation is the optimization of the cross section in reinforced
concrete beams employing mathematical programming algorithms. As an application, one
will optimize the cross section of the main beam of a bridge, considering bending moment
only.

The optimization process aims at finding the smallest material cost, by considering
the structures dimension, layout, strength of the materials and the applied loads. Besides, it
must be in accordance with the design norms, fabrication process, transportation limitations
and building procedures.

Algorithms for dimensionality of cross section of reinforced concrete to rectangular,
circle and “T” section, with axial and bending loading, were developed. Also, was
implemented, computational code for influence lines and involved generation of loading for a
main beam of a bridge with the superstructure in continuous beam.

The influence lines are obtained through of sequential solutions and pos-processing
of structure under unit loading, employing finite elements with 2D element beam.

To optimization of sections, Method of External Penalty was employing by facilities of

implement for nonlinear problems, like is the case of cross section of reinforced concrete.
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CAPITULO 1
1 INTRODUCAO

Otimizar é uma busca constante em todas as ciéncias. A engenharia sempre buscou
solugdes 6timas nas mais diversas areas do conhecimento, o menor custo para atender uma
determinada fungdo, a menor massa, o menor tempo de execug¢do, 0 maximo desempenho
e também a combinagao entre dois ou mais objetivos como: minimo de massa com o menor
tempo de execugdo. O mercado competitivo exige solugdes concretas de desempenho com
baixo custo, sendo a meta deste trabalho, contribuir cientificamente para encontrar a

solugdo 6tima no dimensionamento das se¢des de concreto armado.

A solugdo o6tima para engenharia pode ser pesquisada de diversas formas dentre as
quais se destacam: experiéncias anteriores, comparacao entre varias simulagdes, ensaios
de tipo e a utilizacdo de ferramentas matematicas que serdo abordadas em destaque neste
trabalho. Assim, sera necessario “traduzir matematicamente” o problema fisico a ser
estudado, ou seja, os objetivos a serem alcangados juntamente com as restri¢gdes inerentes

ao problema devem ser representados em forma de equacoes.

A motivagao deste trabalho foi o projeto de pontes. A escolha deste tema se deve a
situacao atual do pais, onde o setor de transporte necessita de investimentos imediatos para
promover o desenvolvimento. A grande maioria dos clientes de pontes s&o 6rgaos publicos:

governos federais, estaduais e municipais.

Existem diversos tipos de pontes e, mesmo os modelos mais simples, envolvem uma
série de modelos matematicos tanto para os componentes como para os carregamentos
atuantes. O projeto 6timo deve contemplar todos os componentes da ponte e também a
interagao que ocorre entre eles, por exemplo: para uma ponte de concreto armado em viga
continua, se aumentar o niumero de apoios, as vigas poderdo ter menor inércia, por outro
lado sera necessario executar mais fundagdes e pilares. O menor custo da obra dependera
de varios fatores como: custo dos materiais, custo da mao-de-obra, disponibilidade de

equipamentos e principalmente os trechos a serem interligados com a ponte.

Uma etapa importante no projeto de pontes de concreto armado é o dimensionamento
da secdo transversal. Trata-se de um problema n&o linear. Na pratica, este
dimensionamento é basicamente realizado de duas formas: abacos de iteragao ou softwares
comerciais. Poucos engenheiros civis desenvolvem codigos proprios para dimensionamento
das estruturas de concreto armado, mais dificil ainda é encontrar cédigos de otimizagao

para problemas na area de concreto.
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Quando o assunto sdo pontes, a situagdo nao é diferente dos projetos de concreto.
Atualmente, a maioria dos projetos de pontes no Brasil, é idealizada de maneira intuitiva por
engenheiros experientes que estabelecem um anteprojeto inicial baseado em projetos
semelhantes ja consagrados na pratica. Considerando o Estado Limite Ultimo (ELU) e o
Estado Limite de Servigo (ELS), verificam-se os requisitos de resisténcia, deformacdes e
outros critérios previstos em normas. Assim, realizam-se alteragdes locais onde os critérios
nao foram atendidos ou estdo com a margem de segurancga elevada, para entdo chegar ao
projeto definitivo. O projeto 6timo pode ser obtido com varias tentativas, mas geralmente o

tempo disponivel ndo permite realizar muitas simulagdes.

Este trabalho propde otimizar o custo de sec¢des transversais de concreto armado
submetidas a flexdo composta normal, para aplicagbes em estruturas de concreto armado
em geral. Como a motivagao do trabalho foi o projeto de pontes, também foi desenvolvido
um codigo computacional para geragao de linhas de influéncia e envoltérias de momento
fletor para vigas continuas 2D em pontes rodoviarias. A sec¢ao transversal é otimizada para

o valor do momento obtido através da envoltoria.

Nao se pode dizer que a viga foi plenamente otimizada, uma vez que as secgdes
transversais foram otimizadas isoladamente e apenas para o valor do momento. Para
simplificar o problema, foram desconsiderados o cisalhamento e a tor¢do, embora seus
efeitos devam ser considerados, principalmente nas vigas de ponte. Apesar das
simplifica¢cdes adotadas, os principios empregados neste trabalho poderdo ser estendidos
em trabalhos futuros para otimizar um numero maior de componentes e até mesmo o projeto

completo de uma ponte.

A contribuicao deste trabalho, ainda que de forma inicial, esta em uma abordagem mais
cientifica na busca do projeto 6timo em estruturas de concreto armado. Também tem a
intencdo de demonstrar que o desenvolvimento de cédigos computacionais é uma

alternativa viavel e bastante eficaz nos problemas praticos de engenharia.

Apesar da aplicagao em um projeto especifico, os conceitos empregados sdo gerais e
podem ser implementados em outros projetos semelhantes onde as hipéteses da Mecénica

do Continuo sdo validas.

O Capitulo 2 apresenta as referéncias para o dimensionamento de se¢des de concreto
armado, das definicdbes do projeto de ponte, carregamentos atuantes, métodos para

determinar os esforgcos maximos e os principios basicos de otimizagao.

No Capitulo 3 esta a formulacao utilizada para resolver uma sec¢ao de concreto armado

submetida a solicitagbes normais.

No Capitulo 4 sdo apresentados os fundamentos do Método dos Elementos Finitos e a

formulagao para o elemento de viga utilizado neste trabalho.



Capitulo 1 — Introducdo 3

O Capitulo 5 apresenta a formulacdo para otimizacdo e os métodos para

programacao matematica dos problemas de otimizagéao.

O Capitulo 6 mostra os resultados obtidos comparando com valores apresentados na
bibliografia. No Capitulo 7 faz-se a discussdo dos resultados para verificar sua validade e
quais as possibilidades de extensdo do trabalho. Por ultimo, o Capitulo 8 apresenta a

concluséao final do trabalho.
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CAPITULO 2
2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 CONCRETO ARMADO

O concreto armado é um dos materiais mais utilizados no mundo, sendo composto

basicamente por dois materiais: ago e concreto, com propriedades quimicas e mecanicas

diferentes. A NBR 6118 [2004] traz uma série de definigbes e procedimentos para o

dimensionamento do concreto tanto em solicitagdes normais como para solicitacdes

tangenciais. A norma descreve os principios gerais para analise estrutural em concreto

armado, contemplando:

Analise linear;
Analise linear com redistribuicao;
Analise plastica;

Analise ndo-linear e analise através de modelos fisicos.

Este trabalho aborda o dimensionamento de elementos lineares sujeitos a

solicitacbes normais, considerando que a estrutura sera resolvida por analise linear elastica

sem redistribuicdo dos esforcos. A NBR 6118 [2004] assume algumas hipoteses basicas:

a) as secgdes transversais permanecem planas apos a deformacéo;

b)

f)

as deformacgbes nas barras de ago em tracdo ou compressao devem ser as

mesmas do concreto em seu entorno;

as tensbes de tracdo no concreto, normais a secdo transversal, podem ser

desprezadas, obrigatoriamente no ELU,;

a distribuicdo das tensbdes no concreto se faz de acordo com o diagrama
parabola-retangulo da Figura (2.1.2a), com tensao de pico igual a 0,85f.4 ou pelo

diagrama retangular da Figura (2.1.2b);

a tensdo nas armaduras deve ser obtida a partir do diagrama tensdo x

deformacéo da Figura (2.1.3);

o Estados Limite Ultimo (ELU) é caracterizado quando a distribuicdo das
deformacdes na secédo transversal pertencer a um dos dominios de deformacao
da Figura (2.1.1).



Capitulo 2 — Revisdo Bibliografica 5

Alongamento Encurtamento
2% 00 3,5% 00

Ruptura convencional por deformagio plastica excessiva:
— reta a: tracdo uniforme;
- dominio 1: tragdo n&o uniforme, sem compressio;

— dominio 2: flexdo simples ou composta sem ruptura & compressdo do concrefo (s < 3,5%o © COM 0 maximo
alongamento permitido);

Ruptura convencional por encurtamento limite do concreto:

- dominio 3: flexéo simples (se¢do subarmada) ou composta com ruptura & compress&o do concreto e com escoamento
do ago (&5 = &ya);

—  dominio 4: flexdo simples (se¢&o superarmada) ou composta com ruptura & compresséo do concreto e ago tracionado
sem escoamento (s < &y);

- dominio 4a: flexdo composta com armaduras comprimidas;
- dominio 5: compressdo ndo uniforme, sem tragéo;
~  reta b: compresséo uniforme.

Figura 2.1.1 — Dominios de estado limite ultimo de uma secéo transversal — NBR 6118

O concreto tem a caracteristica de resistir no ELU apenas a compressao (hipétese c), a
Figura (2.1.2a) mostra o diagrama o x & para o concreto composto por uma parabola e

retdngulo, sempre que possivel, deve-se adotar este diagrama para determinar a forga
resultante das tensbées do concreto. Entretanto, se a secdo nao for retangular, pode ser
dificil integrar analiticamente a regido comprimida, e seria necessario calcular a integral por
métodos numéricos. Como simplificagdo, a NBR 6118 admite um diagrama retangular com

altura equivalente a 80% da distédncia da face comprimida a linha neutra (0,8x), onde a

tensao tem valor constante de 0,851, no caso da largura da se¢éo, medida paralelamente a
linha neutra, ndo diminuir a partir desta para a borda comprimida e 0,8 1., ho caso contrario,
conforme ilustra a Figura (2.1.2b). O diagrama retangular facilita sobremaneira o calculo da

integral para determinar a area e o centroide da regido comprimida.

Dependendo da complexidade da sec¢do transversal, mesmo adotando o diagrama
retangular para as tensdes do concreto, sera necessario utilizar integral numérica para

determinar a area e o centroide da regido comprimida.
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o Diagrama caracteristico
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Figura 2.1.2a - Diagrama tensao x deformagéo do concreto (parabola-retdngulo)-NBR 6118
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Secao deformada Diagrama de tensao do concreto

Figura 2.1.2b — Diagrama retangular de tensao do concreto — NBR 6118

O maddulo de elasticidade do concreto (E,;) deve ser obtido, preferencialmente, através
de ensaio. Entretanto, segundo a NBR 6118 [2004], pode-se estimar o valor do E_ pela

Expressao (2.1.1):

E. =5600,//, 2.1.1)
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Nas anadlises elasticas de projeto, para determinagdo dos esforgcos solicitantes e
verificacdo dos estados limite de servigo, deve-se utilizar o médulo de elasticidade secante

definido pela Expresséo (2.1.2):
E. =0,85E, (2.1.2)
A NBR 6118 [2004] prescreve um unico diagrama simplificado para agos com ou sem

patamar de escoamento, sendo o classico diagrama o x & definido por um trecho linear

elastico e patamar de escoamento (elasto-plastico ideal), conforme a Figura (2.1.3).

Diagrama caracteristico

[ L |

/ Diagramalde célculo
] E—— | 2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
Sy 10% &

Figura 2.1.3 — Diagrama tensao x deformagao para o ago — NBR 6118

Para dimensionamento de uma secédo de concreto armado, submetida a solicitagcdes
normais, € necessario fixar algumas varidveis como a disposicdo parametrizada da

armadura em relagdo a secdo transversal, dimensbes da segdo e [« A solucdo do

problema é obtida através de métodos iterativos computacionais ou de abacos de

dimensionamento.

FUSCO [1986] apresenta o caso geral de flexdo obliqua composta, entretanto, a
solugdo é apresentada na forma de diagramas de iteragcdo com valores pré-fixados do
esforco normal. Esta bibliografia também aborda isoladamente os casos de segbes
retangulares submetidas a flexao simples, composta e se¢des “T”.

O autor apresenta alguns exemplos calculados passo a passo, mas a prioridade esta na
deducgdo e utilizacdo de superficies e diagramas de iteragcdo onde os valores das
solicitagbes, normal e momento, sdo transformados em valores adimensionais conhecidos

como normal reduzida v e momento reduzido x Com a popularizagédo dos computadores
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digitais, as solugbes por meio de diagramas e tabelas perderam o sentido, mas os
conceitos e deducgdes apresentados nesta bibliografia sdo muito Uteis para compreenséo do
problema e podem ser estendidos para a elaboragao de cédigos computacionais.

Conforme Figura (2.1.4), tém-se os seguintes elementos para a solugcao exata do
problema.

Figura 2.1.4 — Flexao obliqua composta — FUSCO

a. Condicoes de equilibrio

N, =F, = [[o.0XdY + 3 Aoy, (2.1.3a)
M,y =Fye, = [[o,XdXdY +3 AjoyX, (2.1.3b)
My, =Fye, = [[o,Y.dXdY +3 AoV, (2.1.3¢)

Acc

b. Condigbes de compatibilidade

As condi¢cdes de compatibilidade sdo decorrentes da manutencdo da forma plana da

secao transversal.
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Dada a posicdo da linha neutra e imposta a deformacao especifica de um ponto
particular da sec¢éo transversal, ficam determinadas as deformagdes especificas de todos os

outros pontos da secéo e, conseqlientemente, as respectivas tensdes.

c. Solucao do problema

O problema é iterativo, para uma dada sec¢ao transversal, escolhida a inclinacdo da

linha neutra e fixada a profundidade x da zona comprimida, impondo-se o valor de &4 =

10%o0 no dominio 2, o valor de &;14 = 3,5%0 nos dominios 3, 4 e 4a e o valor de &4 = 2%0 nO

dominio 5, podem ser calculadas todas as tensdes.

As equagbes de equilibrio fornecem entdo os valores dos esforgos solicitantes

correspondentes Ny, Myq e M.

SANTOS [1983] também aborda o problema de dimensionamento com a preocupagao
em deduzir e apresentar abacos de iteracdo, elaborados a partir de grandezas
adimensionais. O autor deduz uma série de equacbes para sec¢des retangulares submetidas
a flexdo normal composta, com as armaduras posicionadas nas faces superior e inferior da

secao transversal.

Definindo normal reduzida como:

V= N (2.1.4)
o 4bd
E momento reduzido como:
Md
—_d 215
B 5 bd? (2.1.5)

Colocando os valores de v como abscissas e u (considerado sempre positivo) como
ordenadas, podera o semi-plano formado pelo conjunto de pontos (v,u) ser dividido em seis
regibes ou zonas de solicitagdo, conforme Figura (2.1.5). Ha cinco zonas na flexo-

compressao e apenas trés na flexo-tracao.
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FLEXO-TRACAO ‘ “ FLEXO-COMPRESSAQ
C

N

D

E O A

— V
Figura 2.1.5 — Zonas de Solicitagdo — SANTOS
e Zona A - o par (v,u) acarreta compressédo em ambas as armaduras;

e Zona B - crescendo o momento, a armadura em uma das faces pode deixar de
existir, conseguindo-se o equilibrio de Ny excéntrico apenas com esforcos

resistentes de compressao (no concreto e na armadura da outra face);

e Zona C — a armadura é tracionada em uma face e comprimida na outra face da

secao transversal;
e Zona D — o esforcgo resistente de compresséao é fornecido apenas pelo concreto;

e Zona O — a secgao foi superdimensionada: nenhuma armadura € necessaria

teoricamente;

e Zona E —ambas as armaduras sao tracionadas.

SUSSEKIND [1987] apresenta outra formulacdo do problema. Seja a secéo
transversal da Figura (2.1.4) com o esforgo normal atuante Ny no ponto C de coordenadas
(ex, ey), denominado centro de ataque. O dimensionamento é realizado no estado-limite
ultimo, processado em regime de plastificacdo (tanto o concreto como o ago) e, portanto,
inviavel o emprego do principio de superposicdo de efeitos, o problema conjunto tem que

ser enfrentado iterativamente.

Face as hipéteses basicas de funcionamento das pecas fletidas, o dimensionamento
do concreto e armadura sera através da verificagdo de uma secdo com armadura arbitrada.
Através de tentativas (processo iterativo), determinam-se a posi¢ao e inclinagdo da linha

neutra que satisfaca as trés condigdes obrigatdrias:

1. A reta que une os pontos de aplicacdo das resultantes de compressao e

tragcdo deve conter o centro de ataque C, isto €, o momento resistente da
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secao tem que possuir mesma direcio vetorial que a do momento atuante
no ELU;

2. A somatoéria das forgas tem que ser igual a zero;

3. O valor do momento resistente, que s6 depende da posi¢ao arbitrada para a
linha neutra, bem como da sec¢do de concreto e da armadura, deve ser igual
ou superior ao valor de calculo do momento atuante. Em termos geométricos,
isto quer dizer que a posicdo C’ da resultante das forgas resistentes no
concreto e aco deve ser tal que coincida com C, ou dele se afaste em dire¢ao

oposta aquela do eixo da peca.

Teoricamente, a situagao ideal sera quando o ponto C coincidir com C’, ou seja, os
esforgos resistentes sao exatamente iguais aos esforgos solicitantes. Caso o ponto C’ esteja
acima do ponto C, a se¢do esta a favor da seguranga. Se C’ estiver entre o ponto C e a linha
neutra, a se¢ao esta sub-dimensionada e, para atender aos critérios de seguranga, deve ser

adotada uma das trés alternativas:
1. Incrementar a area de aco;
2. Incrementar a area de concreto;
3. Alterar o arranjo da armadura.

Dependo do caso, sera necessaria uma combinacdo entre as alternativas ou até

mesmo adotar todas as trés simultaneamente para equilibrar os esforgos solicitantes.
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2.2 PONTES EM CONCRETO ARMADO

2.2.1 Elementos componentes das pontes

Existem diversos tipos de pontes, como exemplo: viga continua, estaiada, pénsil, viga
em arco. Também podem ser construidas com diversos materiais como concreto armado,
concreto protendido, agco, madeira, ou com a combinacao destes materiais. Assim como, os
componentes de uma ponte dependem do tipo de estrutura, este trabalho apresenta como
exemplo pontes de vigas continuas em concreto armado.

MASON [1977] apresenta de forma global, a subdivisdo da ponte em seus elementos.
Distingui-se a superestrutura, meso-estrutura, a infra-estrutura e as fundagoes, ilustrados na
Figura (2.2.1):

ACESSO SUPERESTRUTURA

N NAZAANRNNE \\J L// VIS

ATERRO H MESO-ESTRUTURA

\. FUNDACAO

Figura — 2.2.1 Elementos de uma ponte - MASON

A superestrutura recebe diretamente as cargas do trafego, transmitindo-as a meso-
estrutura, que é constituida pelo corpo dos pilares, aparelhos de apoio, cortinas ou
encontros. A infra-estrutura compreende os elementos de transmissdo dos esforcos da
meso-estrutura as fundacgdes, tais como os blocos de fundacgéo.

Pode-se ainda subdividir a superestrutura em tabuleiro que corresponde a pista de
rolamento, vigamento principal e secundaria, sendo este vigamento responsavel em receber
as cargas do tabuleiro e transmiti-las a meso-estrutura, como mostra a Figura (2.2.2).

O tabuleiro das pontes é constituido de lajes (placas de concreto) ligadas de maneiras

diversas aos demais elementos da superestrutura, de acordo com a solugao adotada.
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VIGA - VIGA PRINCIPAL
(LONGARINA) TABULEIRO

[
APOIO - PILAR

@ @/ — —

TRANSVERSINA

™~~~

FUNDAGAO

VIGA SECUNDARIA (TRANSVERSINA) ———— —

VISTA INFERIOR SEGAO TRANSVERSAL

Figura 2.2.2 — Superestrutura de uma ponte

As vigas principais também sdo denominadas por longarinas e as transversais, por
transversinas, e todas podem ser de concreto armado, protendido ou aco. Em certos tipos
de pontes com secao celular, ndo se verifica a divisdo de elementos da superestrutura como
mencionado anteriormente. O tabuleiro e o sistema principal de vigas funcionam de forma
integrada, conforme sugere a Figura (2.2.3).

TABULEIRO

A \ [
\E \ J[

Figura 2.2.3 — Segao celular de uma ponte

Na maioria das pontes sao utilizados aparelhos de apoio para transmitir as cargas da
superestrutura aos pilares ou encontros. Os aparelhos de apoio podem permitir ou impedir
movimentos de translacado e rotacdo de acordo com a natureza da obra ou do projeto. A
disposicao dos aparelhos de apoio deve ser tal que garanta a fixagao da superestrutura e ao
mesmo tempo permita movimentos devidos aos efeitos térmicos e de retragédo, impedindo
porém os movimentos devidos a frenagem e a forgca do vento. Os aparelhos de apoio podem
ser de concreto, aco ou de borracha fretada (neoprene com chapa metalica) que atualmente
sdo os mais utilizados.

Meso-estrutura e infra-estrutura das pontes compreendem dos pilares, encontros,
blocos de fundacao, aparelhos de apoio, € demais elementos destinados a transmitir cargas

as fundacgdes. Por vezes meso e infra-estrutura ndo apresentam separacgao distinta.
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Os pilares das pontes abrangem as solug¢des de pilar Unico ou pilares independentes,
de acordo com o tipo de superestrutura e a altura dos pilares. A Figura (2.2.4a) mostra
pilares separados, podendo ser adotado para pilares de pequena e média altura, enquanto a
Figura (2.2.4b) representa uma solugdo em pilar unico, de seg¢do celular variavel nos
sentidos longitudinal e transversal. Esta solu¢ao é conveniente para pilares de grande altura
que devem possuir inércia elevada para garantir a estabilidade e resisténcia aos esforgos.
Outra solugéo possivel para vigas multiplas € em pértico constituido por pilares e vigas
como indica a Figura (2.2.4c). Também pode ser utilizada uma solugdo nas quais os
tubuldes da fundagao servem diretamente como pilares conforme mostra a Figura (2.2.2).

TTT1T

.

\ APARELHOS DE APOIO / \

PORTICO

oy ) "

PILARES ISOLADOS

PILAR UNICO

2 @D
CORTE AA CORTE CC

CORTE BB
(@) (b) (c)

Figura 2.2.4 — Pilares utilizados em pontes

Os encontros ou estruturas de transicdo permitem integrar a obra-de-arte com o
restante da estrada ou ferrovia, estdo localizados nos extremos das pontes e devem garantir
a estabilidade do aterro de acesso. Em pontes rodoviarias € comum suprimir os encontros
por cortinas e alas, ilustrados na Figura (2.2.5), as quais sdo projetadas em balangos da
superestrutura nos vaos extremos e devem ser previstos taludes adequados para os aterros
de acesso. Deve-se observar o nivel de maxima enchente para garantir a estabilidade do

talude durante toda a vida util da estrutura.
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VISTA FRONTAL VISTA SUPERIOR
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CORTINA
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TERRENO NATURAL

VISTA LATERAL ’ //
Figura 2.2.5 — Cortinas e alas

Para transmitir as cargas dos pilares as fundacdes em estacas ou tubuldes, sdo
empregados blocos de fundagdo. Geralmente os pilares de pontes possuem blocos com
numero par de estacas ou tubuldes e dois eixos de simetria, como indicam a Figura (2.2.6a).
Os blocos de fundagdo sao estruturas de grande rigidez capazes de desenvolver o
mecanismo conhecido como bielas comprimidas de concreto e tirante formados pelas
armaduras, ilustrados na Figura (2.2.6b). A tendéncia de formagido das bielas é a do

caminho mais curto entre o pilar até os tubuldes ou estacas.
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Figura 2.2.6 — Blocos de fundacao

As fundagbes em pontes sao projetadas para resistirem a grandes esforgos verticais e
horizontais. Em fungéo da Iamina de agua e caracteristicas geotécnicas do local, podem ser
indicados tipos de fundagbes profundas (estacas ou tubulbes), superficiais (sapatas ou
tubuldes curtos) ou especiais. De modo geral, em terrenos de boa qualidade e Iaminas de
agua pouco espessas, adota-se fundagbes superficiais e nos terrenos com pouca
resisténcia utiliza-se fundagbes profundas.

Fundagbes superficiais sdo aquelas implantadas a pequena profundidade.
Normalmente é o caso de sapatas diretas e tubuldes curtos, onde a carga é transmitida

diretamente ao solo através da base.

DECOURT [1998] classifica as estacas em duas categorias: estacas de deslocamento e
estacas escavadas. As estacas de deslocamento s&o aquelas introduzidas no terreno
através de algum processo sem a retirada de solo. Como exemplos, citam-se as estacas
pré-moldadas de concreto, metalicas, de madeira e as estacas de concreto fundido no
terreno. Estacas escadas sdo aquelas executadas in loco através da perfuragao do terreno
com remocdo do material. Nesta categoria se enquadram as estacas tipo broca, Strauss,
barretes, os estacbes, as hélices continuas e estacas injetadas. Uma estaca submetida a
um carregamento ird resistir pela resisténcia ao cisalhamento gerada ao longo do fuste e

pela distribuicdo de tensdo normal gerada ao nivel de sua ponta.
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ALBIERO & CINTRA [1998] tratam o tubuldo como estacas escavadas de grande
didmetro, com ou sem alargamento da base. Os tubulbes podem ser a céu aberto com ou
sem contencao lateral ou pneumatica, quando se emprega ar comprimido com pressao
equivalente a pressao de agua intersticial. Atualmente os tubuldes pneumaticos sdo pouco
empregados no mundo devido aos riscos e custos envolvidos. No Brasil também existe a

tendéncia em reduzir sua utilizagao.

2.2.2 Agdes e carregamentos

Os valores caracteristicos F, das agbes sao estabelecidos em fungado da variabilidade
de suas intensidades.

Na analise estrutural deve ser considerada a influéncia de todas as agdes que possam
produzir efeitos significativos para a seguranca da estrutura, levando-se em conta os
possiveis estados limites ultimos e os de servico NBR 6118 [2004]. As agdes séao
classificadas em:

e Permanentes: ocorrem com valores praticamente constantes durante toda a
vida util da estrutura, os valores caracteristicos devem ser adotados iguais aos
valores médios das respectivas distribuicbes de probabilidade;

e Variaveis: podem ser diretas que sdo as cargas acidentais, vento e agua, ou
indiretas como variagdes de temperatura, choques e vibracoes;

o Excepcionais: situagbes excepcionais de carregamento cujos efeitos nao
possam ser controlados por outros meios.

Os valores de calculo Fy das agdes sado obtidos a partir dos valores representativos,
multiplicando-os pelos respectivos coeficientes de ponderacéo y;. Os valores representativos
podem ser:

a) os valores caracteristicos;

b) valores convencionais excepcionais;

c) valores reduzidos, em fungdo da combinagao de acdes.

As acbes devem ser majoradas pelo coeficiente y;, cujos valores estdo nas Tabelas
(2.21e2.2.2).
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Tabela (2.2.1) — Valores do coeficiente y; = y¢1 i3 — NBR 6118

Agdes
de agbes (9) (q) (p) e refragdo
D F G T D F D F
Normais 1,4" 1,0 1,4 1,2 1,2 0,9 1,2 0
=il U B 1,0 1,2 1,0 1,2 0.9 1,2 0
construgdo
Excepcionais 1,2 1,0 1,0 0 1,2 0,9 0 0
Onde:
D & desfavoravel, F é favoravel, G representa as cargas variaveis em geral e T & a temperatura.
"Para as cargas permanantes de pequena variabilidade, como o peso proprio das estruturas, especialmente as
pré-moldadas, esse coeficiente pode ser reduzido para 1,3.

Tabela (2.2.2) — Valores do coeficiente y, — NBR 6118

Y

Acbes B
Wa Wq W
Locais em que ndo ha predominancia de
pesos de equipamentos que permanecem 05 0.4 0.3
fixos por longos periodos de tempo, nem de ! ! !
elevadas concentragdes de pessoas
Cargas
acidentais de | Locais em que ha predominéncia de pesos
edificios de equipamentos que permanecem fixos por 07 0.6 0.4
longos periodos de tempo, ou de elevada ! ! !
concentragdo de pessoas 3
Biblioteca, arquivos, oficinas e garagens 08 0,7 0,6
Pressao dinadmica do vento nas estruturas
Vento em geral 0,6 0,3 0
s Variagbes uniformes de temperatura em 06 05 03
P relagdo 4 média anual local ! ! !

"' Para os valores de v relativos as pontes e principalmente aos problemas de fadiga, ver segéo 23.
?) Edificios residenciais.
% Edificios comerciais, de escritorios, estagbes e edificios publicos.

Um carregamento é definido pela combinacao das agbes, que deve ser feita de forma
que possam ser determinados todos os efeitos mais desfavoraveis na estrutura. A
verificagdo da seguranga em relagdo aos estados limites ultimos e os de servigo deve ser
realizada em fungdo de combinacbes ultimas e de combinagdes de servico,

respectivamente. As combinacdes estao dispostas na Tabela (2.2.3).
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Tabela (2.2.3) — Combinagdes ultimas — NBR 6118

Combinagoes . -
dltimas (ELU) Descrigdo Célculo das solicitagbes
Esgotamento da capacidade
resistente para elementos "
estruluraispde concreto Fa = vgFax + TegFigk + Yq (Famc + Z woiFqi) + Yoq Wou Frgr
armado”
Esgotamento da capacidade | Deve ser considerada, quando necessario, a forga de
N . resistente para elementos protensdo como carregamento externo com os valores
S L estruturais de concreto Pimax © Pimin para a forga desfavoravel e favoravel,
protendido respectivamente, conforme definido na se¢io 9
S (Fsa) = S (Faa)
Perda do equilibrioc como _
corpo rigido Fea= Yo Gse + R
Foa = Yan G + Yq Qi — Vas Qs min, ONde; Qqy = Qe + X Wy ij

Especiais ou de

construgéo 2) Fa =g Fgk + Yog Figk + ¥q (Fatk + T W Faik) + Veq Wae Fugx

Excepcionais 2

Fy = g ng + Yeg F.gk + Fatexe + Tq & Wy Fujk * Yoq Wor Fook

Onde:

Fg4 & o valor de calculo das agdes para combinagao ultima;

Fg representa as agdes permanentes diretas;

F.x representa as agdes indiretas permanentes como a retragfo F g e varidveis como a temperatura Fq
Fqk representa as agies variaveis diretas das quais Fyx € escolhida principal;
Y. Yegs Tae Veq — ver tabela (2.2.1);

Wajs Wa. - ver tabela (2.2 7).

Fzarepresenta as agoes estabilizantes;

Fna representa as agbes nao estabilizantes,

Gzx @ o valor caracteristico da agio permanente estabilizante;

Rq & o esforgo resistente considerado como estabilizante, quando houver;

Gnx & 0 valor caracteristico da acao permanente instabilizante;
Q, =0, + Jl;wq,Q,k i

(e @ 0 valor caracteristico das a:;ﬁas variaveis instabilizantes;
Q1 € o valor caracteristico da ago variavel instabilizante considerada como principal,
yoi @ Qi 580 as demais agbes variaveis instabilizantes, consideradas com seu valor reduzido;

Qs min € 0 valor caracteristico minimo da agio variavel estabilizante que acompanha obrigatoriamente uma agdo variavel
instabilizante.

""No caso geral, devem ser consideradas inclusive combinages onde o efeito favoravel das cargas permanentes seja
reduzido pela consideragéo de 7, = 1,0. No caso de estruturas usuais de edificios essas combinagdes que consideram
g reduzido (1,0) ndo precisam ser consideradas.

' Quando Fgi; 0U Fyigx atuarem em tempo muito pequeno ou tiverem probabilidade de ocorréncia muito baixa vy, pode
ser substituido por vy,
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Os carregamentos usuais considerados nas pontes rodoviarias s&o previstos na NBR
7187 [19871]:

A. Carga permanente — Peso proprio da estrutura de concreto armado ou

protendido com y, = 25 kN/m? estrutura metalica com y, = 78,5 kN/m?,
pavimentagdo y, = 24 kN/m® guarda-rodas, e qualquer elemento fixado a

ponte;

B. Carga mével — Conforme o tipo da ponte e a classe da rodovia, definida pela
NBR 7188 [1984];

C. Forga longitudinal — Devido a frenagem e aceleracdo dos veiculos, deve ser
aplicada na superficie de rolamento e igual ao maior dos seguintes valores: 5%
do peso do carregamento do estrado com as cargas méveis distribuidas, ou
30% do peso do veiculo tipo;

D. Cargas de vento — Incidem transversalmente sobre a ponte e a carga movel,
deve ser atendido o disposto na NBR 6123 [1988];

E. Empuxo de terra — Devera ser considerado de acordo com os principios da
Mecénica dos Solos, com peso especifico do solo, no minimo, igual a 18 kN/m?
e angulo de atrito interno, no maximo igual a 30°;

F. Pressao da agua em movimento — A pressao da agua em movimento sobre os
pilares e elementos das fundacdes pode ser determinada através da Expressao
(2.2.1).

p=hv, 2.2.1)

onde: p € a pressao estatica equivalente, em kN/m?;

v, € a velocidade da agua em m/s;

k € um coeficiente dimensional cujo valor é 0,34 para elementos com segao
transversal circular. Para segao transversal retangular, o valor de k é fungdo do angulo de
incidéncia em relagdo ao plano da face do elemento, conforme Tabela (2.2.4). Para
situagdes intermediarias o valor de k deve ser obtido por interpolagao linear. A pressao p
deve ser considerada sobre uma area igual a da projecao do elemento plano perpendicular

a direcdo do movimento da agua.

Tabela (2.2.4) — Valores de k£ em fungao do angulo de incidéncia - NBR 7187

Angulo de Incidéncia k
90° 0,71
45° 0,54

0° 0
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Outros carregamentos excepcionais podem ser previstos e avaliados em casos

especificos.

NBR 7188 [1984] estabelece a carga mdvel atuante na estrutura, sistema de carga
representativo dos valores caracteristicos dos carregamentos provenientes do trafego que a
estrutura esta sujeita em servico. A carga mével também é referida pelo termo: trem-tipo, o
qual para este projeto sera adotado a classe 45 — cuja base do sistema é um veiculo-tipo de
450 kN de peso total detalhado na Figura (2.2.7).

7

7 VéfULD @ Q Q
%

N

1.50m 1.50m 1.50m 1.50m

e S

2.00m

e -

Figura 2.2.7 — Trem-tipo para ponte rodoviaria classe 45

Onde:
e p - carga uniformente distribuida = 5 kN/m?
e b1 -—largura de contato de roda dianteira = 0,50m
e b2 - largura de contato de roda intermediaria = 0,50m
e b3 -—largura de contato de roda traseira= 0,50m

e Comprimento de contato de cada roda = 0,20m

O veiculo-tipo, sempre orientado na direcdo do trafego, é colocado na posicéo
mais desfavoravel para o calculo de cada elemento, ndo se considerando a por¢ao do
carregamento que provoque reducdo das solicitacdes.

Os guarda-rodas e as barreiras, centrais ou externos, sao verificados para uma forca

horizontal concentrada com 60 kN de intensidade aplicada em sua aresta superior.
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No calculo dos arcos ou vigas principais, permite-se homogeneizar as cargas
distribuidas e subtrair das cargas concentradas dos veiculos as parcelas correspondentes
aquela homogeneizagao, desde que ndo haja redugéo de solicitagdes.

A NBR 7187 [1987] também define o coeficiente de impacto que assimila as cargas

moveis com as cargas estaticas equivalentes.
9=14-0,007L >1,00 (2.2.2)

Onde:

e ¢ - coeficiente de impacto;

e [ — comprimento, em metros, de cada vao teérico do elemento carregado. No
caso de vaos desiguais, em que 0 menor vao seja igual ou superior a 70% do
maior, permite-se considerar um vao ideal equivalente a média aritmética dos
vaos teéricos. Para vigas em balango, L é tomado igual a duas vezes o seu
comprimento.

O impacto nao deve ser considerado na determinacdo do empuxo de terra provocado

pelas cargas moveis, no calculo de fundacdes e nos passeios das pontes rodoviarias.

2.3 DETERMINACAO DAS SOLICITACOES MAXIMAS

Descobrir a posicao mais desfavoravel do veiculo tipo (carregamento moével) e ainda
nao considerar as porgcdes de carregamento que provocam alivio das solicitagdes, nédo é
tarefa das mais faceis. A estratégia de solucao sera criar uma base para cada efeito elastico
a ser considerado (momento fletor, cortante, rea¢cdes de apoio) em cada segado transversal
previamente definida.

Em vigas ou porticos esta base é conhecida como linhas de influéncia e para o caso

de placas ou lajes a base utilizada € denominada de superficies de influéncia. Baseado no

principio da superposicdo de esforcos elasticos, as bases sdo construidas conforme o
fluxograma da Figura (2.3.1).

O efeito elastico de qualquer carregamento aplicado a estrutura pode ser obtido
através da base por combinacéo linear, isto facilita a identificacdo dos nds que vao receber
o carregamento movel. Quando se avalia um efeito com valor positivo, as parcelas da base
com valor negativo ndo entrardo na combinagdo linear para o carregamento mével, assim
como para um valor negativo do efeito, ndo se consideram os valores positivos da base na
combinagéo linear para o carregamento mével. Desta forma, obtém-se as envoltérias dos
efeitos maximos e minimos que serdo utilizados no dimensionamento da estrutura e

fundacao.
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N=1

A 4

Aplica carga

A\ 4

unitaria no no N

A

Resolve a

estrutura

Grava os Efeitos (+ ¢ -) Mantém
efcitos da maiores que os da os efeitos
solugdo solucdo anterior em da solugdo
atual valor absoluto? anterior

Ultimo né sujeito

Incrementa N

a carga movel?

Bases de efeitos

elasticos

Figura 2.3.1 — Fluxograma para obter as bases de efeitos elasticos

2.3.1 Linhas de influéncia

SUSSEKIND [1991] define o que sdo Linhas de Influéncia: Linha de influéncia de um

efeito elastico Es em uma dada secéo S € a representacdo grafica ou analitica do valor

deste efeito, naquela secdo S, produzido por uma carga concentrada unitaria, de cima para

baixo, que percorre a estrutura. A secéo e o efeito estudado sao fixos, apenas a posicao da

carga é variavel, ou seja, para cada se¢ao e solicitacdo da estrutura existe uma linha de
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influéncia. A resolugcéo do problema da carga moével baseando-se no conceito de linhas de

influéncia englobara duas fases distintas:
1. Dada a estrutura, o efeito Es e a secéo S, obter sua linha de influéncia;

2. Conhecidas as cargas atuantes e a linha de influéncia, obter a envoltéria dos

efeitos.

Pi

L.I. Es
0 4

a Tli

Figura 2.3.2 — Linha de Influéncia

Na Figura (2.3.2) temos uma linha de influéncia onde cargas concentradas e
distribuidas s&o aplicadas. O efeito provocado pela carga concentrada sera P.77, e para a

b
carga distribuida sera dx)n. = q.Q, generalizando podemos escrever:
q i =4

a

E =Y (Pn +qQ) (2.3.1)
Onde:

E_ - Efeito elastico;
7, - Ordenada da linha de influéncia;

Q - Area de influéncia.

Procedimento para obter as linhas de influéncia da estrutura, por elementos finitos:

1. Gerar a estrutura, a discretizagdo da viga deve ser suficientemente precisa para
representar as alteracdes significativas nas se¢des transversais (por exemplo:

décimos do vao);

2. Gerar a matriz LI (Linhas de Influéncia) que sera bidimensional, [numero de nds

da estrutura (Nest) X nUmero de nés sujeitos a carga mével (Nem)l;
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3. Facade N =1 até N = N, onde N é um contador que aponta para os nés

sujeitos a agao da carga movel;

4. Resolver a estrutura com a carga unitaria posicionada no né N que esta sujeito a

acao da carga movel e, com o pds-processamento dos resultados, obtém-se os

efeitos elasticos (momento, cortante, reagées de apoio);

5. Gravar os valores dos efeitos na matriz LI na posicao [Nest (N6 da estrutura), NJ,

observar que a cada passo N, é preenchida uma coluna de LI;

6. Incrementa-se N. Se N < N, (numero de nés sujeitos a carga movel), voltar ao

passo 3, senao encerra-se a fase de solugao por elementos finitos;

7. A linha de influéncia para cada n6 sera a linha correspondente na matriz LI,

conforme ilustra a Tabela (2.3.1).

Tabela 2.3.1 — Matriz LI

Noés sujeitos a carga

moével | 4 2 N Linhas de Influéncia
Nos da estrutura
1 aq a an L.l. para o n6 (ou segao) 1
2 a ax aon L.l. para o n6 (ou segao) 2
N° nés da estrutura aNes1 aANes? anesxy | L.I. para o n6 (ou secédo) Nos

Se a malha de elementos finitos for apenas uma viga 2D, o nimero de ndés da estrutura

sera o mesmo numero de nos sujeitos a carga moével.

Este procedimento pode ser estendido para superficies de influéncia.

A elaboragado das linhas de influéncia facilita a obtencdo da envoltéria de esforcos

maximos e minimos. Na aplicagdo da carga movel, ndo se considera a porgdo do

carregamento que provoca reducao nas solicitagbes, assim, para os efeitos maximos serdo

consideradas apenas as areas () e ordenadas 7, positivas da Figura (2.3.2) e para os

efeitos minimos somente os valores negativos. Para os carregamentos permanentes como

peso proprio e peso do pavimento, todos os valores da linha de influéncia devem ser

considerados para a composicao do efeito elastico na secdo em estudo.

2.3.2 Superficies de influéncia
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MASON [1977] descreve o procedimento das superficies de influéncia que é
semelhante ao das linhas de influéncia nas estruturas lineares. As superficies de influéncia
descrevem o efeito num determinado ponto da placa (momento fletor, for¢a cortante, tor¢cao
ou qualquer efeito elastico), produzido por uma forga unitaria atuante noutro ponto qualquer

da placa.

Devido ao carater bidimensional da placa, pode ser necessario calcular area e volume
entre a superficie de influéncia e a placa, interceptados por linhas ou area de aplicacéo das

cargas, como mostra a Figura (2.3.3).

Figura 2.3.3 — Superficies de Influéncia - MASON

Analogamente as linhas de influéncia, para cada secédo e efeito elastico em estudo
devem determinar as superficies de influéncia e entdo com as cargas atuantes obter a
envoltoria dos efeitos. Para calcular um determinado efeito elastico em uma sec¢do S

usamos a Equacéo (2.3.2).
E =Y (Bn+q,.Q,+pT,) (2.3.2)

Onde I', e €2, s&o volumes e areas determinados na superficie de influéncia pela

projegéo no plano da placa das areas ou linhas de atuagdo das cargas e os 7, representam

as ordenadas, na superficie de influéncia, dos pontos de atuagdo das cargas concentradas.

O calculo de areas e volumes deve ser realizado por processos numeéricos.
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2.4 OTIMIZACAO - VISAO GERAL

O conceito de otimizagcado pode ser definido como o ato de se alcangar o melhor
resultado sob determinadas restricdes. Freqlientemente buscamos otimizar nosso tempo,
custos, rendimentos ou qualquer outro objetivo relevante. Em todas as areas do
conhecimento, a procura pelo 6timo despende grandes recursos humanos e financeiros, os
pesquisadores procuram dentro de um universo de solugdes, qual € a melhor, respeitando

as limitagcdes impostas pelo problema a ser abordado.

Um problema de otimizacdo pode ter solugdo unica, multiplas solugdes ou nao ter
solugado. Dependendo das restricdes do problema, talvez exista uma unica solugao capaz de
atender a todas as restricdes, ou seja, a solugdo 6tima foi alcangada com o simples fato de
atender as restrigdes. As restricbes também podem inviabilizar a solugéo, ou seja, o dominio

factivel pode vir a ser vazio, acarretando na nao existéncia de solucao.

Felizmente existe uma gama de problemas que podem ser otimizados, por exemplo:

e Qual o formato 6timo de uma asa de avido para ter o maximo de sustentacao
com o minimo de arrasto?

e Como deve ser a porta de um carro para resistir um determinado impacto lateral
com o minimo de massa?

e Qual o melhor Lay Out dos pilares, vigas e fundagdes em um edificio para
minimizar o custo?

e Qual a melhor proporgao de refino dos derivados de petrdleo para obter o
maximo de lucro?

¢ Qual a dosagem 6tima de um medicamento com o minimo de prejuizo a saude
do paciente?

e Como realizar investimentos financeiros para obter o maximo de lucro?

Otimizagao estrutural € uma classe de problemas de otimizacdo onde a determinacao
da fungdo objetivo ou restricbes requer o uso da analise estrutural (geralmente por
elementos finitos) SAITOU, et al [2005].

Para formular um problema de otimizacdo é necessario realizar a tradugdo de um
problema fisico para um problema matematico bem definido. Para tanto, um modelo é
descrito através da definicdo de varios parametros, onde sao atribuidos valores para os
mesmos. Alguns destes podem ser selecionados para serem manipulados (variaveis do
projeto), a fim de satisfazerem os requisitos do problema. Assim ocorrendo, pode-se afirmar
que estas variaveis de projeto, caso satisfacam as restricdes impostas ao modelo,
pertencem a um dominio factivel ou viavel. Caso contrario, as mesmas pertencem a um

dominio inviavel.
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Com relacéo a avaliagcao da eficiéncia de cada sistema, o problema de otimizacao
requer a definigdo de uma funcéo objetivo (ou fungcdo mérito) a qual é definida em termos
das variaveis de projeto. Durante a otimizagdo, as variaveis devem observar limites
provenientes da imposicao de restrigdes, tais como: normas técnicas, funcionalidade,

manufaturabilidade, critério de resisténcia de materiais, etc.

Um tipo de problema de projeto pode ser identificado pela otimizagcéo estrutural.
Neste caso, o grupo de parametros é subdividido em parametros pré-fixados e variaveis de
projeto. Porém, é necessario determinar os valores 6timos das variaveis de projeto, de
forma que as mesmas maximizem ou minimizem uma funcao especifica denominada de
funcdo objetivo ou fungdo custo. Estas variaveis também devem satisfazer o grupo de
requisitos geométricos denominados de restricdes laterais e ou comportamental (fisico), e

de restricbes de estado que sao especificados a priori para o projeto.

A formulacdo de um problema de otimizagdo pode ser resumida em trés etapas.
Considera-se a primeira, a mais importante na formulagdo do problema, onde é realizada a
identificagdo das variaveis de projeto em fungcido do conjunto de parametros que definem a
estrutura ou o componente. Ja a segunda, trata-se da identificacdo da funcao objetivo, que
ird avaliar o desempenho do projeto em relagdo aos parédmetros selecionados como
variaveis do projeto. Por fim, a terceira etapa identifica e desenvolve as expressdes
matematicas responsaveis pela imposicdo das restricbes ao projeto da estrutura ou

componente, sendo que estas restricdes dependem das variaveis de projeto.

VANDERPLAATS [1984] aborda os conceitos de otimizagdo em problemas com e sem
restricdo. Sao apresentados procedimentos para minimizacao de fungbes de uma variavel e
multivariaveis, técnicas de programagao matematica com restricdes nao lineares. Também
sao abordadas técnicas visando a solugdo de um problema com restricdo, através da
solucdo de uma seqliéncia de problemas sem restricdo, como por exemplo, o0 método da

penalidade e principalmente o Método do Lagrangeano Aumentado.

ARORA [1989] no o livro “Introduction to Optimal Design” apresenta varios métodos
utilizados em otimizagéo. A referéncia engloba desde conceitos basicos do calculo vetorial
até algoritmos dos métodos abordados. Sao utilizados varios exemplos para introduzir os

conceitos fundamentais de otimizagao, sendo uma fonte de consulta quase obrigatdria.

BASTOS [2004] apresenta a tese de mestrado propondo a utilizacao de algoritmos
genéticos (AG) para a otimizacdo de sec¢des retangulares de concreto submetidas a flexo-
compressao obliqua. A técnica dos algoritmos genéticos sdo métodos de otimizagédo e
busca inspirados nos mecanismos de evolugdo das espécies, estes algoritmos seguem o
principio da selegdo natural e sobrevivéncia do mais apto. Conforme a teoria da evolugao
proposta por Charles Darwin, quanto melhor um individuo se adaptar ao seu meio ambiente,

maior sera a sua chance de sobreviver e gerar descendentes. Os algoritmos genéticos
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manipulam uma populagao de individuos, cada um com valor de aptiddo associado, para
uma nova geragao de individuos. Cada individuo da populagdo em cada geragao representa
uma possivel solugcdo, o AG busca dentro do conjunto de solugbes do espago de busca,

sempre em diregdo ao ponto 6timo global, o individuo de maior aptidao.

Diferente dos métodos matematicos que sao deterministicos, os AG introduzem dados
e parametros estocasticos no processo de otimizacdo que requer somente a avaliagao da

funcao objetivo, resolvendo o problema do ponto de vista probabilistico.

O autor destaca a facilidade do método em tratar fungdes objetivo descontinuas ou com
suas derivadas descontinuas, e também salienta a robustez do método em relagdo aos
métodos matematicos nas aplicagbes de concreto armado. Entretanto, o custo
computacional € elevado, principalmente na questdo da avaliagdo dos individuos pela

fungao objetivo.

Para ARORA [1989], o problema de otimizacdo se resume, principalmente, na
minimizagcdo ou maximizacdo. Para tanto, este objetivo pode ser expresso através de uma
funcdo de determinadas variaveis que definem o modelo. Desta forma, o termo otimizagao
pode ser definido como um processo que procura encontrar as condi¢gdes que proporcionam
0 maximo e o minimo valor de uma funcdo. Para facilitar a compreensao destes conceitos, a
Figura (2.4.1) ilustra graficamente a diferenca entre maximo e minimo de uma funcéo.

Conforme a ilustracdo, se um ponto x* corresponde ao valor minimo da funcdo f(x), o
mesmo também corresponde ao maximo valor da fungéo negativa - /(x). Diante disto, pode-

se afirmar que otimizacdo é a minimizacdo de uma funcdo, caso a maximizagao for

encontrada pelo minimo do negativo desta mesma fungao.

Cabe salientar que o aspecto matematico relacionado a formulagdo dos problemas
de otimizacdo esta fundamentado nas teorias do calculo. Sendo assim, a aplicacdo da
derivada para resolucdo dos chamados problemas de extremo de uma funcido pode ser

considerada uma importante ferramenta na realizacédo do célculo.

J0) .
S X

Figura 2.4.1 — Funcdo unimodal - ARORA
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SAITOU, et al [2005] apresentam uma revisdo sobre o histérico da analise estrutural
com otimizagdo. Varias referéncias sido citadas para métodos de otimizacdo estrutural
abrangendo tanto métodos deterministicos quanto heuristicos. Os autores também abordam

as técnicas de otimizagao no contexto de fabricagdo, montagem e projeto conceitual.

Uma breve historia da analise estrutural e otimizagdo pode ser resumida nas seguintes

fases:

1. Comego da década de 80: Anadlise estrutural substitui testes fisicos em alguns
setores, a otimizagao estrutural ndo era viavel para alta performance com os

recursos computacionais disponiveis;

2. Década de 80: Analise estrutural torna uma importante ferramenta para

exploragao e iteragéo de projeto, cresce o interesse pela otimizagao estrutural,

3. Década de 90: Juntamente com projetos desenvolvidos em CAD 3D nos
desktop, a analise estrutural proporciona importante avango para redugéo no

ciclo de projeto, a otimizagao torna uma opg¢ao efetiva para alguns produtos;

4. 2000 até atualidade: Analise estrutural substitui completamente os testes
fisicos em varios produtos, a otimizagao estrutural passa a ser uma ferramenta

de projetos e ganha mais popularidade.
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CAPITULO 3
3 DIMENSIONAMENTO DE CONCRETO ARMADO

3.1 PROJETO OTIMO EM CONCRETO ARMADO

Seja o projeto de uma ponte, carro, aviao ou um edificio, existem diversos modelos,
concepgdes e materiais para elaborar o projeto. Evidente que um cédigo de otimizagdo nao
€ capaz de contemplar todas as possibilidades de um projeto genérico. Muitas vezes a
otimizacao é realizada isoladamente nos componentes de uma estrutura sem considerar a
interacao entre eles.

Para formular um problema de otimizagao, deve-se adotar uma concepgéao de projeto
e entao otimizar os elementos pertinentes a esta concepcado. Ou seja, cada concepgao de
projeto deve ter um cdédigo de otimizac&o e, quanto maior o niumero de variaveis e fungdes
que compbem a formulagcdo, maior sera a precisdo e confiabilidade da otimizagao.
Entretanto, o nimero elevado de variaveis e fungdes torna o processamento caro e,
dependo do solver, podem ocorrer problemas de convergéncia.

Nos projetos de pontes em concreto armado com viga continua, existem diversas
variaveis explicitas e implicitas, que podem ser tratadas em um cdodigo de otimizacao, entre
elas destacam-se:

= quantidade, posicao, geometria e dimensdes dos apoios;
= disposicdo da armadura nos apoios;

= quantidade, posi¢cao, geometria e dimensdes das vigas;
= disposi¢cdo da armadura das vigas;

= espessura da laje do tabuleiro;

» resisténcia caracteristica do concreto (/).

Conforme mencionado anteriormente, este trabalho aborda a otimizagao parcial das
secoes transversais de concreto armado, sendo esta, uma etapa importante no projeto de
pontes em concreto armado. Geralmente, as vigas em pontes sdo consideradas como se¢ao
“T”, onde a NBR 6118 [2004] prescreve as condi¢cdes para se considerar a largura
colaborante da laje que compde a sec¢éo transversal da viga.

Primeiramente sera proposto um procedimento numérico para dimensionamento das
secdes de concreto armado que corresponde a solugao de um problema nao linear. O
dimensionamento esta baseado no conceito de Estado Limite Ultimo (ELU) onde aco ou o
concreto ou ambos, atingem o maximo de sua capacidade seja em tensado ou deformacgao.
Na seqliéncia serdo apresentados os métodos e procedimentos de otimizagdo, o método
dos elementos finitos, analise de sensibilidade e encerando o capitulo a aplicagdo nas

secbes de concreto.



Capitulo 3 — Concreto Armado 32

Neste trabalho serdo otimizadas as sec¢bes transversais da viga principal de uma
ponte em concreto armado, sendo a minimizagao o custo por unidade de comprimento o
objetivo do problema. Foram utilizados elementos de viga 2D na modelagem por elementos
finitos. No dimensionamento, utilizou-se secdo “T” para os momentos positivos e seg¢ao
retangular nos momentos negativos. A Figura (3.1.1) mostra o fluxograma genérico do

cédigo para otimizagao das se¢des com elementos de viga.

Geometria e Condigdes de

Contorno

A 4

A 4

Coeficientes Trem-Tipo

A

de Impacto Gera Malha de EF

A 4

Solugdes EF com Carga

Unitaria

\ 4

Linhas de Influéncia

A 4

Esforcos Maximos

A 4

A

A 4

Dimensionamento das

Se¢oes com Otimizagao

\ 4
( Fim da Analise )

Figura 3.1.1 — Fluxograma para otimizagao das sec¢des da viga principal

3.2 SECOES DE CONCRETO ARMADO

Conforme bibliografia apresentada, o dimensionamento das sec¢des de concreto armado
submetia a solicitagdo normal, é realizado por processos iterativos. Em geral, os métodos
adotam valores para a dimens&o da secao, resisténcia dos materiais e arranjo da armadura
e, por tentativas, determina-se a posicédo da linha neutra verificando se a area de acgo esta
compativel com os esforgos solicitantes. Caso os esfor¢os resistentes sejam inferiores aos

solicitantes, incrementa-se a area de aco até atingir um valor que os esforcos resistentes
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sejam maiores ou iguais aos solicitantes. Se a area de ago ultrapassar um valor limite
imposto pela norma NBR 6118 [2004], as dimensdes da se¢ao e/ou o0 arranjo da armadura

devem ser alterados.

Este trabalho propde uma abordagem diferente. Ao invés de se incrementar a area de
ago, o processo iterativo soluciona a equacao de equilibrio. Esta formulagao permite
generalizar o problema para todos os tipos de solicitagdes normais, o que sera fundamental
na otimizagdo. Outra vantagem da formulagao por equilibrio sera na analise de sensibilidade

por métodos analiticos, uma vez que o equilibrio das solicitagdes sera a equagao de estado.

A estratégia adotada foi igualar os esforgos solicitantes (Figura 3.2.1), com os esforgos
resistentes (Figura 3.2.2), supondo que somatdria das forcas e momentos deve ser igual a

Zero.

Dada uma area de concreto e uma posi¢do da armadura, a solugdo do problema sera

encontrar a menor area de aco (A;) capaz de satisfazer as condicdes de equilibrio

(Equacbes 2.1.1) dentro das condicbes de compatibilidade e respeitando os limites de
resisténcia e deformacao de cada material. Infelizmente a formulagao por equilibrio também
tem desvantagens, pois para algumas combinacbes de carregamento e arranjo de
armadura, pode existir mais de uma solucio. Nestes casos, sera adotado o menor valor de

A maior que zero.

Neste trabalho sera abordado apenas o dimensionamento de secbes submetidas a
flexdo normal composta, ou seja, a flexdo ocorre em torno de um eixo. Os processos aqui
desenvolvidos podem ser estendidos para a flexdo obliqua, neste caso o equilibrio devera
ser determinado em torno de dois eixos, o que acarreta em dois processos iterativos

simultaneos: posicao e inclinagao da linha neutra.

CORTE LONGITUDINAL DE UMA VIGA DE CONCRETO ARMADO

ACO M,,

Neg

ACO

Figura 3.2.1 — Esforgos solicitantes



Capitulo 3 — Concreto Armado 34

CORTE LONGITUDINAL DE UMA VIGA DE CONCRETO ARMADO

8 ReYe + Rs'Ys

Ye

|
—
e

Ys

Figura 3.2.2 — Esforgos resistentes
Onde, as variaveis nas Figuras (3.2.1 e 3.2.2) representam:
M, — Momento de projeto;
Nsy — Normal de projeto;
LN — Linha neutra;
Rs — Resultante das armaduras de aco;
ys — Ponto de aplicagao da resultante do ago;
R; — Resultante do concreto
y. — Ponto de aplicagao da resultante do concreto;

x — Profundidade da linha neutra

Para uma da secéao transversal com esforgo axial e flexdo em torno de um eixo, sera

fixada a profundidade x da zona comprimida, impondo-se o valor de ¢, = 10%o nos

dominios 1 e 2, o valor de ¢, = 3,5%0 nos dominios 3, 4 e 4a e o valor de ¢, = 2%o no

dominio 5. Com a posi¢ao da linha neutra arbitrada e a deformag¢do imposta pelo dominio
correspondente, todas as tensdes podem ser calculadas e conseqientemente a resultante
do concreto. A resultante do ago nao pode ser calculada porque ainda nao foi determinada a

area de aco.

A area de ago sera determinada pela condicdo de equilibrio: somatéria das forcas ou

momentos igual a zero. Dependendo do arranjo da armadura e da posi¢cdo da LN, pode
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ocorrer que a soma das tensdes nas barras de ago seja proxima de zero, neste caso
utiliza-se a condi¢cdo de somatério dos momentos igual a zero, para calcular a area de aco.

Caso contrario utiliza-se somatorio das forgas igual a zero.

As Equacdes de equilibrio (2.1.3) fornecem entdo os valores dos esforgos resistentes

(normal e momento) da sec¢ao e o seu ponto de aplicagao.

Se os esforgos resistentes forem iguais aos esforgos solicitantes, dentro da tolerancia
adotada, a secao esta solucionada, do contrario deve-se escolher uma posi¢ao da linha

neutra alterando a profundidade x da zona comprimida.

Assim, a Equacéao (3.2.2) define o residuo (Res), onde a solugdo do problema sera

quando Res < tolerancia:

NBarras
Se ) o,<10" >Res=N_y+R, +R,
= (3.2.2)

Sendo > Res=M_ +M_ + M,

Onde:
Ngarras — Numero de barras de ago;

o, — Tensdo do ago na barra J,

M. — Momento no CG da secio devido a resultante do concreto;

Ms — Momento no CG da secéo devido a resultante do aco;

A profundidade da linha neutra x é a Unica variavel independente no processo iterativo
para a solucdo de uma secgao de concreto armado sujeita a flexao composta em torno de um
eixo, conforme Figuras (3.2.1) e (3.2.2). Nos problemas de flexdo obliqua, alem da
profundidade da linha neutra x, também a sua inclinagcéo seria outra variavel independente.
A profundidade da linha neutra x também define a regido comprimida da sec¢édo (0,8x) que

para este trabalho foi adotado o diagrama retangular de tensoes.

O dominio da fungdo Res (ndo confundir com os dominios de deformacao) varia de —«
no caso de tragdo centrada a +« para o caso de compressao centrada. Nos casos onde
ocorre flexdo, a posi¢do da linha neutra assume um valor intermediario dentro do intervalo

de —» g +,

O cdodigo tem como objetivo ser o mais genérico possivel, com a capacidade de
solucionar uma se¢do com qualquer geometria, seja qual for o arranjo das armaduras de
aco e também para todos os tipos de carregamento normal a secdo. Entretanto esta

generalizagédo produz algumas implicagdes como:
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= utilizar integral numérica para se¢des com geometria complexa;

* se a secgao transversal na regido comprimida ou o arranjo das armaduras néo
possuir simetria em relagdo ao eixo vertical, a resultante do concreto ou aco

produzira flexao adicional em torno deste eixo;

» para cada tipo de geometria e arranjo das armaduras sera necessario
determinar a area comprimida, o centroide desta area e o centréide da
resultante das forcas nas barras de aco, que variam conforme a variacdo da

linha neutra, sendo entdo conveniente elaborar bibliotecas de sec¢des.

A idéia do método é tratar o dimensionamento de elementos lineares submetidos a
solicitagbes normais, de forma sistematica. Assim, pode-se elaborar um cédigo robusto com
a capacidade de ser empregado em qualquer problema de dimensionamento de se¢des de
concreto armado submetidas a solicitagdes normais. Entretanto, como foi mencionado
anteriormente, isto acarreta em um dominio da funcado variando de —~ a +~ e também,
dependendo do problema, as Equacgdes de equilibrio (2.1.3) podem ter mais de uma

solucao. O cédigo pode ser resumido em:
» Dados:
0 solicitacbes normais;
0 geometria e dimensdes da segéo;
0 arranjo da armadura;
o0 resisténcia do ago e concreto.
» Encontrar a menor area de ago capaz de resistir as solicitagdes.

Neste trabalho, a biblioteca de se¢des contempla sec¢des circulares, retangulares com
armadura simétrica e armadura simples e se¢des “T” com armaduras na propor¢ao de 2:1
entre a face inferior e superior. O Apéndice 2 apresenta as deducbes para a secao circular.
Para criar novas sec¢des, a distribuicdo de armadura pode ser facilmente implementada,
bastando entrar com as coordenadas das barras parametrizadas em relagdao a secgéo
transversal. A determinagao da area e centrdide da regido comprimida € obtida por integral,
se houver solugéo analitica para a geometria da secao transversal o resultado é direto, mas
dependendo do tipo de sec¢do, a determinagdo da area e centréide da regido comprimida

deve ser por integral numérica.

Para o cédigo atender todos os casos, faz-se uma varredura ao longo de todo o
dominio da fungcdo. Cada faixa de valor da profundidade da linha neutra x pertence a um
dominio de deformacao (Figura 2.1.1), assim, atribuem-se os limites de xe o passo de
busca correspondente ao dominio de deformacdo em analise. Quando a flexao é pequena,

comparada com o esfor¢o axial (dominios 1 e 5), a tendéncia da linha neutra é permanecer
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fora da secdo atingindo valores elevados, assim o passo de busca recebe um valor
elevado e a cada iteracao este valor € incrementado por uma fungdo exponencial, conforme
Equacéo (3.2.3).

k/10
xp =xp + k" (3.2.3)

Onde:

X, € a profundidade da linha neutra;

k € o numero da iteragao;
a € uma constante adotada para calibrar o passo de busca.

Nos demais casos (dominios 2, 3 e 4), onde a linha neutra permanece dentro da secéo,

utiliza-se valores pequenos para o passo de busca incrementado por funcao linear,
Xy =X + 0 (3.2.4)
Os valores adotados para « sao:
e Dominio 1, & = -Hsecao;
e Dominios 2, 3 e 4, a = 0,05.Hseczo;
e Dominio 5, a = 0,01.Hseczo;

Definidos os limites do dominio de deformacdo, calculam-se o0s residuos
correspondentes a estes limites definidos por Ry, € R;. Se os residuos possuirem sinais
diferentes significa que existe solugcéo no intervalo considerado. Caso isto ndo ocorra, deve-
se incrementar a posi¢cdo da linha neutra x até encontrar os residuos com sinais diferentes

ou atingir o limite do dominio de deformacao.

Quando a posigdo da linha neutra x atinge o limite do dominio considerado sem
encontrar residuos com sinais diferentes, a area de ago é penalizada (atribui-se um valor
alto como exemplo 10%). A busca é iniciada novamente com os intervalos do préximo
dominio de deformacdo e conseqlientemente com os limites do concreto e ago para o

dominio em analise.

Somente quando os residuos atingem valores diferentes dentro de um dominio de
deformacao, inicia-se a busca de linha através do método da bissec¢ao conforme fluxograma
da Figura (3.2.4). Com este processo € possivel diminuir o tempo de processamento, pois a
iteracao é realizada em um intervalo reduzido. A solu¢do do problema (minimo global) sera
o menor valor da area de ago encontrada em cada dominio. O processo iterativo adotado

para a solugao deste problema nao linear esta indicado no fluxograma da Figura (3.2.3)
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Tipo de se¢@o; Dimensdes; fyg; fca; Nsd € Msq

A 4

1=1+1 —»

A 4

Determina os limites da linha neutra e o

passo para o dominio de deformagao ©

A 4

Calcula os residuos correspondentes aos

limites do dominio 7 (Ry e Ry)

Iteracao bissecao

(minimo local)

S
v

1 <5 As(1) <
7'}

N

Penaliza As

Os residuos
tém sinais

diferentes?

Altera a linha neutra com
N 0 passo pré-estabelecido e

calcula novo residuo R,

A linha neutra esta
dentro dos limites

do dominio?

/ Menor As

'\ (minimo global)

Figura 3.2.3 — Fluxograma para determinar a area de aco

A
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Intervalo (Xinf'e Xsup)

A 4

x = (Xinf+ Xsup)

Xsup=x

A 4
A

2

v
Calcula Residuo R

Y

S
R < Tolerancia?
N
v
Solucdo do
problema
(x minimo local)
4
N
R<0?

Xinf

Figura 3.2.4 — Fluxograma do método da bissecéo
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CAPITULO 4
4 ELEMENTOS FINITOS

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) teve inicio para resolver problemas de
analise de tensdes aplicados na engenharia estrutural. Entretanto, a técnica de modelagem
matematica deste método aliada a crescente capacidade de processamento dos
computadores digitais e também com equipamentos cada vez mais acessiveis, permitiu a
expansao do MEF para todas as areas da engenharia e se tornou uma das ferramentas
mais poderosas e populares, inclusive com aplicagdes em outras areas da ciéncia.

Os problemas atuais de engenharia sdo, na maior parte dos casos, muito complexos
para resolvé-los com solugdes analiticas tradicionais, o que, para cada caso, exigiria uma
abordagem especifica. O MEF possibilita a solugdo dos problemas de maneira sistematica,
gerando simultaneamente varias equagdes algébricas em fungdo do problema fisico e
resolve o sistema de equacbes através de procedimentos numéricos. Dificiimente o
resultado serd exato, o que exige muito cuidado e atencdo na escolha e calibracdo do
modelo para obter resultados com preciséo aceitavel no ambiente industrial.

O método de elementos finitos divide o dominio do problema continuo em varios
subdominios, cada subdominio € denominado de elemento finito. A particdo do dominio
deve ser suficientemente refinada de modo a garantir que a interpolagéo polinomial em cada
elemento (subdominio) tenha capacidade de representar com precisdo, os efeitos atuantes
em seu interior e fronteiras. O erro tende a zero quando o numero de elementos tende a
infinito, entretanto, quanto maior o nimero de elementos maior sera a quantidade de

equacdes e consequentemente aumentara o esforgo computacional.

As equacgobes definidas na teoria da elasticidade linear devem ser empregadas na
apresentacdo dos conceitos matematicos basicos que envolvem o MEF. Os conceitos
envolvem a transformacé&o do problema de equilibrio na sua forma original (formulacao forte)
onde a solugdo da equacgao diferencial € ponto a ponto para uma forma integral (formulacao

fraca) onde o espacgo de solugao é ampliado.

Inicialmente, €& necessario formular o problema de valor de contorno para

elasticidade, da seguinte forma:
Dado /: Q— R’, t: Tt — R’,encontrar u;: Q —» R, tal que:
divT(x)+ f(x)=0 ; Vx e Q (4.1)
t=T.n ; Vxel, (4.2)

1

u=u ; Vxel, 4.3)
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A Equacédo de Equilibrio (4.1) e as Condig¢des de Contorno (4.2) e (4.3), sdo dadas
em funcdo do vetor unitario normal n , das componentes do vetor tracdo t, e pelo vetor
deslocamento u. Um corpo genérico que ocupa um volume Q e que esteja delimitado por
uma superficie I', pode ser visualizado através da Figura (4.1). O seu contorno é dividido em

I', e I';, considerando que em I, o deslocamento é prescrito, conforme indicado na

Equacéo (4.3), e em I';, atragdo é prescrita, conforme Equagéo (4.2).

x

Figura 4.1 — Sélido genérico e condigdes de contorno — BELEGUNDU & CHANDRUPATLA.

A solugdo do problema é obtida através da eliminagdo dos movimentos de corpo
rigido. Quanto a equacéo de equilibrio, esta deve ser satisfeita em todos os pontos do

dominio Q, levando-se em consideracao as condi¢gdes de contorno.

Principios Matematicos para o MEF

Apods definicao da formulacao forte, com as condi¢cdes de contorno prescritas para
um corpo genérico, pode-se, entdo, avaliar os métodos alternativos para encontrar as
solugdes do problema proposto. Para problemas com simplicidade geométrica, a integracao
analitica torna-se muito simples. Porém, o processo analitico é impraticavel, quando se tem
um dominio geométrico arbitrario. A solucdo deste pode ser viabilizada através do método
numérico. Diante disto, aplica-se 0 método de elementos finitos, que permite a aproximacao
de solugdes de diversos tipos de equacdes diferenciais que descrevem ou modelam
matematicamente problemas fisicos da mecanica do continuo. Para utilizar o MEF, é
importante analisar o problema de equilibrio através de uma formulagdo matematica
denominada de Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) (Método de Galerkin).

I. Principios dos Trabalhos Virtuais para Elasticidade Tridimensional - PTV
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O PTV relaciona o conjunto de forgcas externas que atuam no corpo e as
correspondentes forgas internas originadas, que satisfazem a condi¢cdo de equilibrio. Além
disso, também leva em consideragdo um conjunto de deslocamentos e a correspondente
componente de deformacao, satisfazendo as condicbes de compatibilidade da teoria da
elasticidade. A formulagao forte ou diferencial, definida nas Equacgdes (4.1), (4.2) e (4.3), é
transformada na formulagéo fraca ou integral do problema de equilibrio. De maneira geral o
Principio dos Trabalhos Virtuais pode ser enunciado conforme BELEGUNDU [1991] da
seguinte forma:

“Um corpo esta em equilibrio se o trabalho virtual feito pelas forgas externas ¢é igual
ao trabalho virtual interno absorvido pela estrutura para todo campo de deslocamento
cinematicamente admissivel”.

Considerando os seguintes conjuntos:
Kin, = {u(x)|u(x), suficientemente regular, u(x)=u(x) em Fu} , €
Var = {v(x)|v(x), suficientemente regular, v(x)=0 em Fu} ,

que sao, respectivamente, o conjunto dos deslocamentos admissiveis e o conjunto
das variagbes dos deslocamentos admissiveis. Entdo, a integracdo da Equacéao (4.1) é dada

por:
Ig[divT(x) + f(x)].v(x)dQ =0, Vv(x) e Var (4.4)
A qual, apés algumas manipulagbes algébricas, fornece:
IQdiv(TT.v)dQ—jQT.Vde+_L)f.de=0 , vv(x) € Var (4.5)

Considerando o teorema da divergéncia e como o tensor de tensédo T (tensor tensao

de Cauchy) é simétrico e £(v) é a parte simétrica, tem-se:
T.Vv=T.&(v), (4.6)
logo, a Equacao (4.5) pode ser reescrita da seguinte forma:
IrTﬁ.v dQ—jﬂT.S(V)dQ+IQf.VdQ=0 , Yw(x) € Var 4.7)

Porém, como v(x) € Var e v(x)=0 em I, logo:
LTﬁ .dezJ.rTTﬁ vdr (4.8)
Por outro lado, sabe-se que Tn=t, o que implica
IFT tvdl + L) fvdQ= J-QT. e(v)dQ , vv(x) € Var (4.9)

Desta forma, o Principio dos Trabalhos Virtuais é definido, considerando:

a) trabalho das forgas externas:
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I@:IﬁtvdF+kfwdQ . W(x) e Var (4.10)

b) trabalho das forgas internas:
w, =j.QT. e(v)dQ vv(x) € Var (4.11)

Para o problema da elasticidade linear se introduz a equagao constitutiva para um
soélido elastico linear e isotropico. Assim, dado um deslocamento u(x) no corpo é possivel
determinar a deformacdo &(u(x)) e a tensdo T(u(x)) do corpo através das relagdes

constitutivas que sao expressas por:

T(u(x)) =2.0. g(u(x)) + u(tre). 1 (4.12)
na qual

b E ) B n.E

“20en) M dEnG-2) *.13)

sao os parametros de Lamé, com o modulo de elasticidade E e o coeficiente de
Poisson 7, incorporados na expressao. Outra forma usual de escrever a relagado constitutiva

é dada a seguir:
T(u(x))=C s(u(x)) (4.14)

onde C é o tensor constitutivo, da teoria da elasticidade, com o moédulo de

elasticidade e coeficiente de Poisson nele incorporados, da seguinte forma:

[a-n) 7 n 0 0 0
n (-m n 0 0 0
n n (-n) 0 0 0

_ E 0 0 0 =2 0 0 (4.15)
(1+7)(1-27) 2 s '
0 0 0 o (=21
2

0 0 0 0 0 (=27

L 2]

e a deformacao é dada por:
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9 0 o0
ox,
0o L o
1 o,
&2 0 0 i u,

. &y _ ox, ) “.16)
Y12 i i 0 u2 .
V23 ox, Ox, ’

V&Y 0 i i
ox, Ox,

9 45 9

ox, ox,

eT :{TllaTzzanyleaTzs’Tls}'

Desta forma, se resume o problema de equilibrio em procurar o deslocamento u(x),
que produz um estado de tensao interno T(u(x)) e que equilibra os esforgos externos (f, t) :
A formulacao fraca do problema de equilibrio é dada por:

Dado /:Q— R’, u :Ty— R’ e i:I't—> R’, determinar u(x)  Kin, tal que,

L t.vdl+ jQ f.vdgszC e).e(MdQ ,  Vv(x) e Var 4.17)

II. Método de Galerkin

O método de obtencdo de uma solucdo aproximada do problema real de valor de
contorno € agora analisado. Inicialmente, determinaram-se as condigbes forte e fraca do
problema de equilibrio, baseado no PTV, o qual é base para a formulagdo matematica do
método de elementos finitos.

Analisando o conjunto Var, verificam-se duas propriedades fundamentais:
primeiramente Var € um espaco linear de fungdes e a segunda € que Var tem dimensao
infinita. Desta forma, s&o necessarias infinitas fungdes para representar o conjunto Var.
Esse conceito serve também para o conjunto Kin, ja que, Kin, = Var, + {Up}, onde u, € uma
funcao particular de Kin,. Basicamente, a idéia do método é aproximar a solugdo por um

conjunto de dimensao finita Var". Seja v (x) e Var", entdo
h S . . .
Vi(x) = Zvi @(x); v,eR arbitraria (4.18)
i=1

As fungdes ¢, definem o subespaco de aproximagdo n-dimensional Va/" de

Var, onde cada v"(x) em Var", é determinado por uma combinacao linear das fungdes base
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@;(x)eVar. Considerando o método de Galerkin para determinacdo de solucdes
aproximadas para o problema de valor de contorno, baseado na formulacdo fraca definida

pela Equagéo (4.17), entdo u(x)=u"(x)+w(x), na qual u’(x) € Var" e w(x) € Kin", onde
u'(x) =) u,.¢,(x) (4.19)
i=l1
Desta forma o problema pode ser descrito como sendo:

Seja u(x)=u"(x)+w(x), onde w(x) € Kin" & conhecido. Determinar u’(x) e Var",

tal que,

chg(u”) Le(W)dQ = jr t.v' dl+ jQ FA'dQ - jgcg(w) e dQ , W'(x) € Var' 4.20)

O problema consiste em determinar u, € R.

Uma outra forma de se representar a Equacao (4.20) € através da forma classica de

representacao matricial. Pode-se entao reescrever a Equagao (4.16) na forma
e(u")=Vu" =DNu (4.21)

onde, N representa a matriz das fungdes base ¢, (x)eVar, que dependem da formulagéo do

elemento finito utilizado, u é o vetor deslocamento e D representa o operador linear definido

como:
Oox,
o 2
Oox,
D= % (4.22)
o) o), '
ox, Ox
, o) o)
ox,  Ox,
o), o)
| Ox, ox, |
Considerando:
B=DN (4.23)

onde, B é a matriz que relaciona o vetor deformagédo ao vetor de deslocamentos

nodais u, pode-se reescrever a Equacao (4.21) na forma
g(u")=DNu=Bu (4.24)

da mesma forma para v" se tem
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£(v")=DNv =Bv (4.25)

Portanto, fazendo as devidas substituicdes na Equacgao (4.20), chega-se ao seguinte

problema:

Dado Q>R , u:I'y, > R’ e t :T1— R’, determinaru ¢ R", tal que,
IQCBu.BV dQ = Ir, t.NVC[F-i—Igf.NVdQ—Iﬂ Ces(w).BvdQ, Vv eR" (4.26)

Isolando v e reordenando os termos da equacgéo integral chega-se a forma:

[ [ BTCBdQ} u= LT N'tdr + [ N’ fdQ-[ B'Ce(w)dO (4.27)
S .

Representando a Equacao (4.27) na forma simplificada:

K.u=F (4.28)

onde a matriz K = [klj] € usualmente referida como matriz de rigidez, o vetor F é conhecido

como vetor de carga e U representa o vetor deslocamento.

Para a consideragdo de problemas nao lineares, somente ocorrera alteracdo na
matriz K, que se apresenta de forma genérica na Equacdo (4.28), ja que podem ser
incorporados elementos que determinam a nao linearidade do material, ou ainda a nao
linearidade geométrica, e também no vetor de forgas pode ocorrer alteracdo. Aqui se
procurou dar uma idéia basica sobre os conceitos matematicos que estao incorporados em
muito dos programas comerciais de elementos finitos, além do que, para abordar os
aspectos relativos aos gradientes de fungbes e analise de sensibilidade no processo de

otimizagao é importante ter também estes conceitos.

Elementos de viga 2D

Todos os elementos reais que compdem um corpo sao tridimensionais. Entretanto,
alguns elementos possuem caracteristicas geométricas especificas as quais permitem criar
modelos aproximados que simplificam o tratamento matematico sem prejuizo da precisao
desejada. E o caso das vigas e barras que podem ser modeladas por elementos
unidimensionais, o comprimento € muito superior em relagdo as dimensdes da segao
transversal. Assim, pode-se considerar, de maneira geral, que um elemento de viga possui
como propriedade a area e momento de inércia em fungdo da posicdo em relacdo ao
comprimento.

Para simplificar o problema ainda mais, € comum considerar a secio transversal
constante ao longo do elemento, sendo a variagdo da secao transversal definida através da
discretizacdo adequada do dominio. Também sao admitidas outras hipéteses quanto a

deformacao da viga que sao as hipéteses cinematicas:
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e Secbes planas perpendiculares ao eixo neutro da viga permanecem planas
apo6s a deformacgao;

e SecOes planas perpendiculares ao eixo neutro da viga permanecem
perpendiculares ao eixo neutro apés a deformacgao;

e As fibras perpendiculares ao eixo neutro ndo variam de comprimento.

Estas hipoteses constituem o modelo aproximado de viga fina proposto por Euler-
Bernoulli, Figura (4.2). Em vigas de concreto, as hipoteses de vigas finas sao validas
quando o comprimento longitudinal supera em pelo menos trés vezes a maior dimensao da
secédo transversal [NBR 6118, 2004].
yi

x|

Figura 4.2 — Campo de deslocamento da viga 2D

Como nos casos bi-dimensionais, o problema esta restrito ao plano xy, o campo de

deslocamento é definido por:

u(x,y)=u(x,y)e, +v(x.y)e, (4.29)
Considerando as hipoteses cinematicas, temos:
dv
u(x,y) = u(x) - Sorm (4.30)
X

Com os gradientes obtém-se as componentes do tensor deformacgéo infinitesimal

1
=—(Vu+vu" 4.31
€ 2( u+vu') (4.31)
Onde:
= e ’ (4.32)

£= 0 00 (4.33)
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No caso de flexdo pura, u(x) = 0, entao:

) _
_ d_;’ 00
dx
&= 0 00 (4.34)
0 00

Admitindo material elastico linear pode-se aplicar a Lei de Hooke:

d’y
=Fg =—yE 4.35
GXA 8xx y dx2 ( )
Pela definicdo do momento aplicado na secao, tem-se:
12 B d*v ez,
M= j yo, by =-E—— jﬁm dy (4.36)
Definindo a constante 7 como momento de inércia da secao da seguinte forma:
—["p 4.37
.[ hy2 (4.37)
Obtém-se a equagao do momento,
d2
M= _EIF (4.38)
Como consequiéncia, se obtém a equacao diferencial da elastica de uma viga fina:
d4

A formulacao forte ou diferencial ndo é adequada para aplicacdo do MEF, assim, faz-
se o0 uso da forma fraca ou integral com o Principio dos Trabalhos Virtuais na Equagao
(4.39). Aplicando-se as condi¢cdes de contorno, obtém-se a expressdo do Principio dos

Trabalhos Virtuais para o modelo de viga:
IS or L IS L nan IS
~Q(L)¥(L)=M(L)¥' (L)~ | q(x)vdx+ | EIV9"dx=0 vv(x)e(0,L) (4.40)
onde v e um deslocamento arbritario.

O MEF aproxima a Expressao (4.40) através da combinagéo linear de fungdes de

interpolacao aplicadas no dominio discretizado.
x)=2.vi9; () (4.41)
V(x)=v,(x) Zv 0 (x (4.42)
com ij =1,...,N sendo N o numero de nés da malha de elementos finitos.

Substituindo as fungdes de interpolagcdo na expressao (4.40), obtém-se um sistema de

equacobes lineares
ZEII Olpdv, jqq)]dHM( )@} (L)+Q(L)g, (L), j=1,.,N  (4.43)

Definindo
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L
K, =EI| olpdx (4.44)

L
Pf :.[0 q(pfdx+M(L)(P;(L)+Q(L)(pj (L> (4.45)
a Equacao (4.43) pode ser escrita como:

N
;Kﬁvi =F, ounaforma matricial [K]{v}={F} (4.46)

As funcbdes de interpolacao devem ter a capacidade de assumir todas as posi¢des
possiveis da linha elastica e também ser continuas na fronteira de dois elementos. No caso
de vigas sao utilizadas as fungbes de Hermite que interpolam o deslocamento transversal e

a rotacgao.
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CAPITULO 5
5 OTIMIZACAO
5.1 FORMULCAO DA OTIMIZACAO

As Equacbes (5.1.1) a (5.1.4) representam genericamente a formulacdo de um

problema de otimizacao através da definicdo de um conjunto de equagdes lineares ou nao

lineares:

Minimizar: f(x) (5.1.1)
sujeito a:
g (x)<0;  j=1..m; restricdo de desigualdade (5.1.2)
h(x)=0;  k=1..0 restricdo de igualdade (5.1.3)
xP <x, <x'; i=1,...,n; restrigio lateral (5.1.4)
Onde:

xl

X = :xz ; vetor variaveis de projeto;
X

[, é o numero total de restricdes de igualdade;
m, € o numero total de restricbes de desigualdade;

n, € 0 numero total de variaveis de projeto;
x”, € o limite inferior;
x;', € o limite superior.

Com excecédo das classes especiais de algoritmos de otimizagao, as fungdes devem
ser continuas e diferenciaveis em x. Pode-se considerar funcdes lineares ou nao lineares,
explicitas ou implicitas em x, tanto para a fungdo objetivo representada pela Equacado
(5.1.1), quanto para as fungbes restricdes definidas pelas Equagdes (5.1.2) e (5.1.3). As

relagdes implicitas podem ser resolvidas por algum método analitico ou numérico.

A Equacao (5.1.4) define os limites laterais, ou restricdes de caixa, para as variaveis
de projeto (vetor x). As restricbes de caixa podem ser incluidas nas restricbes de

desigualdade, porém, é conveniente trata-las separadamente. O espago das variaveis de
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projeto é dividido em duas regides: viavel e inviavel. A regido viavel ou dominio viavel é
definida pelo conjunto dos pontos que satisfazem todas as restri¢cdes, e a regido onde ocorre
violagdo de pelo menos uma das restricbes, é considerada regido inviavel ou dominio
inviavel.

Os algoritmos de otimizacdo baseiam-se em processos iterativos para solugao de
problemas lineares e nao lineares. Atribui-se uma estimativa inicial x° as variaveis de
projeto. Com pequenos incrementos nas variaveis de projeto se obtém um novo conjunto

para melhorar o valor da fungdo objetivo f(x), ou seja, minimizar esta fungéo dentro das

restricoes impostas. Este processo pode ser representado conforme a Equagao (5.1.5).

X = x4 Ax k=0,12... i=l..,n (5.1.5)

i

onde x € o vetor das variaveis de projeto, £ o numero de iteragdes, i 0 numero de variaveis
de projeto e Ax representa uma variagéo ou perturbacdo na variavel de projeto. Ax também

pode ser definido conforme a Equacéo (5.1.6).
AX' =ad"; a, >0 (5.1.6)

o, € um escalar positivo que define o passo, ou seja, a distdncia em que x se move na

direcdo d* que é a diregdo de descida considerada. Substituindo (9.1.6) em (5.1.5) obtém-se

a Equagéao (5.1.7)

x*=x" + o d* (5.1.7)

A determinacao da Equacao (5.1.7) requer a solucido de dois subproblemas, onde o
primeiro consiste na determinac&o da diregdo de descida d*, e o segundo na determinagéo
do comprimento 6timo do passo «; na dire¢cao de descida, o qual minimiza a fungéo objetivo

/(x). Existem muitos procedimentos para a determinagéo de ¢; e do vetor direcdo de busca

d.

O processo iterativo requer o calculo de uma direcdo de descida em x*, e a solugdo
do problema de busca em linha, sendo entdo determinado o ponto étimo x***. Mas, caso x***
nao atenda como ponto de minimo, isto é, ndo satisfaca as condicbes de otimalidade, o
processo iterativo pode obter um outro ponto x***, de modo a ter um valor menor para a
fungdo objetivo do que o encontrado com x**'. Como resultado da busca unidimensional

tem-se a Inequacao (5.1.8):
F(x*) < f(x*) (5.1.8)

substituindo o termo x**! da Equacéo (5.1.7) em (5.1.8) se obtém a Express&o (5.1.9):
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S(x! +ad)< f(x") (5.1.9)

expandindo linearmente o lado esquerdo da expressédo em séries de Taylor, obtém-se a

Expressao (5.1.10):
SO+, (V') -d") < f(x") (5.1.10)

Logo, dé direcdo de descida e satisfaz a Inequacgédo (5.1.11):

(VA(x*),d")<0 e a >0 (5.1.11)

onde (,) é o produto interno.

Este produto interno é a expressao que representa a condigao para dire¢cao de descida.

Assumindo cf como a diregao de descida conhecida, encontrar o passo «; envolve a
solugdo de um subproblema para minimizar f(x* +akdk) que € um problema de busca

unidimensional com relagao a variavel a. Entao
fla,)=f(x" +a,d*) (5.1.12)

onde, f(«,) € a nova fungdo com « como varidvel independente. A minimizagdo deve ser
sobre todos reais a; ndo negativos, i.e. para o > 0, tais que, x* + ak.cf, ndo viole as

restricbes de projeto. Se déa direcao de descida tem-se:
(X = fle,) < £(0) = f(x") (5.1.13)

logo,

S(x*")=min f(a,) (5.1.14)
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INICIALIZAR
X’ k=0

Determinar direcao descida

d' = d'(fix),VAix))

A 4

Determinar o passo o

A 4

Determinar o novo valor da

k=k+1 variavel de projeto

XM =x*+ o d

l

Verificar
Convergéncia

Fim

Figura 5.1.1 — Fluxograma para processo genérico de otimizagao.
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No caso de problemas sem restricdo onde a fungdo objetivo tem a segunda
derivada continua, pode-se calcular ; analiticamente, aplicando as condi¢cdes necessarias e

suficientes de otimalidade, entao, para a.=a* tem-se:

df () =0; condicdo necessaria (5.1.15)
ta) 1.
-

L((;k) >0 ; condigdo  suficiente (5.1.16)
da” | . -

logo, diferenciando f(e, ), da Equagéo (5.1.12) se obtém

df (a)
da

=V/(a)-d* (5.1.17)

consequentemente, a condigao necessaria para um valor 6timo de «; implica em
Vi(a)d* =0 < Vf|. L d (5.1.18)
Entdo dada a diregéo de descida, a determinagao de «*, requer a solugéo, em geral, da
equacéao nao linear
Vi(a)-d* =0 (5.1.19)
satisfazendo as condicdes de otimalidade.

A Figura (5.1.1) ilustra o processo iterativo. Estas dedugdes caracterizam o chamado

método de busca unidimensional. Todo o processo de otimizagdo deve ter um critério de

parada do processo interativo, sendo este um dos fatores mais importantes e decisivos para
uma otimizacao eficiente. A busca deve ser concluida quando nenhum progresso a mais
pode ser realizado para melhorar a condicdo de minimo da funcio objetivo sem que sejam
violadas algumas restricbes impostas. Cabe ressaltar que nos métodos numéricos iterativos,
o critério de parada para o processo depende da precisdo que se deseja, podendo ser
influenciado pela eficiéncia e confiabilidade do método utilizado. Os processos iterativos em
geral verificam as condigbes de otimalidade também chamadas de condi¢des de Kuhn-
Tucker. Nos problemas convexos essas condicdes sao também suficientes de otimalidade

para o minimo global.

5.2 METODOS NUMERICOS

Problemas de engenharia com poucas variaveis e fun¢gdes matematicas simples que
descrevem o seu comportamento com precisao, podem ser facilmente solucionados através

de métodos analiticos e graficos. Entretanto, a maior parte dos problemas de engenharia
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possui muitas variaveis, ndo linearidades ou funcdes de grande complexidade, assim, as

solugdes analiticas tornam-se inviaveis e a utilizacdo de métodos numéricos € inevitavel.

Funcdes lineares ou nao lineares expressam matematicamente o problema fisico. No

processo de otimizacdo as fungdes sao definidas como: funcdo objetivo e funcdes de

restricdes. Os recursos computacionais sao de extrema importancia para a solucdo de
problemas numéricos, pois o0s projetos tém se tornado cada vez mais complexos e

diversificados.

Existem algumas vantagens de uma abordagem numérica e programag¢ao matematica

de otimizacao n&o linear:

1. Reducdo do tempo decorrente, com a utilizacdo de algoritmos numéricos
apropriados;
2. Procedimento de otimizagao légico e sistémico;

3. Possibilidade de considerar um grande numero de variaveis de projeto e

restricdes;

4. Na&o se baseia na intuicdo e experiéncia de pessoas. A solugdo encontrada esta

matematicamente fundamentada.
Porém, os métodos numéricos possuem algumas limita¢des, tais como:

1. Aumento do tempo de processamento computacional, com o crescimento do

modelo;

2. Dificilmente é possivel garantir um 6timo global, assim, pode ser necessario
reiniciar o processo para diferentes pontos iniciais, o que proporciona maior

seguranga quanto ao resultado obtido como minimo global;

3. Em determinados casos € necessaria a calibracdo de parametros, problemas
altamente nao lineares podem convergir lentamente ou até mesmo n&o

convergir;
4. Muitos algoritmos tém dificuldade em lidar com fun¢des descontinuas;

5. Alguns cdédigos nao possuem um processo automatico de otimizacao, e a sua

adaptacdo necessita de uma reprogramacao.

Diante disto, foram desenvolvidos muitos métodos numéricos para otimizagao nao
linear. Serao apresentados adiante detalhes e teoria de alguns métodos numéricos mais

utilizados.
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5.2.1 Problemas Sem Restri¢c&o

Pode-se dizer que todos os problemas em Engenharia possuem algum tipo de
restricdo. Entretanto, com a aplicagdo de técnicas adequadas, a solugdo destes problemas
pode ser obtida através da solugdo de uma sequéncia de problemas sem restricdo, sem

prejuizo das limitagdes impostas ao problema.

As técnicas aqui apresentadas para problemas sem restricdo, sdo aplicaveis na solugéo
de sistemas lineares e néo lineares. Também sao de grande importancia para a solugao de
problemas de otimizagdo com restricdo em que sido aplicados, por exemplo, o Método de

Penalidade e o Método do Lagrangeano Aumentado.

Divide-se o estudo de problemas sem restricdo em duas partes: minimizagao de
funcdes de uma variavel e minimizacédo de fun¢des de varias variaveis. A maior parte dos
métodos numéricos aplicados em otimizacdo €& baseada no conceito de busca

unidimensional.

Os processos iterativos de otimizacdo também se dividem em duas partes: a

determinagdo da direcdo de descida dea determinacdo do passo de descida a. Este
trabalho apresenta os métodos “Steepest Descent Method” e os métodos de segunda
ordem, como o Método de Newton e Quase Newton, para determinacéo da direcédo de
descida ou de busca. Para determinacédo do passo a, ou seja, determinagdo do passo 6timo,
sdo apresentados o método de “Golden Section Search”, Interpolacdo Quadratica e

“Quadratic Golden Section”.

Minimizac&o unidimensional

|. Método Golden Section Search

Problemas com apenas uma variavel também podem ser complexos de resolver

analiticamente. Muitas vezes para uma fungdo f(«), sera necessario empregar um método

numeérico para encontrar a , tal que,

(@) =min f(a) (5.2.1)

Os processos iterativos de busca unidimensional sdo, na maioria, técnicas baseadas na
comparacgao dos valores das fungdes nos varios pontos ao longo da direcdo de busca. Uma
das técnicas mais comuns usadas para minimizagao unidimensional é o método “Golden
Section Search”. Tem a vantagem de ser facilmente programavel e sua taxa de

convergéncia é conhecida. Para sua aplicacdo, a fungdo deve ser unimodal porém nao
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necessita ser diferenciavel. Este método é semelhante ao método da bisse¢do com o
fluxograma da Figura (3.2.6), as diferengas ser&o apresentadas na sequéncia.

Um intervalo de incerteza é determinado, em uma fungédo genérica, quando a fungao
f(a) possui um minimo. O método “Golden Section Search” inicia a partir do
estabelecimento de limites inferior e superior sobre a variavel independente «. De forma
numeérica, é determinado o intervalo dentro do qual, & minimiza f(«). O intervalo («;, &) é

denominado intervalo de incerteza (I), definido como
I=a,-q (5.2.2)

tal que

a e(a,a,) (5.2.3)

Esta técnica divide-se em duas partes, onde a primeira estabelece um intervalo de

incerteza inicial (¢; ,«,). Desta forma, a fungcdo é calculada em cada um dos extremos,

obtendo os valores de f(a,) e f(au) . Ja a segunda, seleciona pontos intermediarios (v, )

utilizando a taxa de ouro “Golden ratio” baseada na sequéncia de Fibonacci, tal que, (o <

o), sendo novamente calculada nestes pontos obtendo f(al) e f(az).

A Figura (5.2.1) demonstra graficamente o funcionamento do método “Golden Section
Search”. Assumindo que a funcdo é unimodal no intervalo desejado, a4 e ap, formardo o

novo intervalo para o minimo. Se f(e,) é maior do que f(«a,), entdo @ forma um novo

limite inferior, obtendo um novo intervalo (a4,«,). Por outro lado, se f(az) for maior do que

f(e,), (g, 2) sera o novo intervalo. Com o novo intervalo definido, avalia-se novamente a

funcado no ponto o3 pertencente a este intervalo para obter j_‘(a3). Se,

f(ak—l) < f(ak72)1 e f(ak—l) < f(ak)f((’vk-1)<f(ak-2) (5.2.4)
o0 minimo foi ultrapassado e esta no intervalo anterior, assim, o intervalo de incerteza é
refinado sucessivamente através do processo iterativo, estabelecendo intervalos menores e
eliminando as regidées que ndo contém o minimo até encontrar o valor minimo da fungao de

acordo com a tolerancia estabelecida.
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Figura 5.2.1 — Func&o unimodal — reducéo do intervalo de incerteza

Il. Método da Interpolacdo Quadratica

Este método aproxima a funcdo objetivo f(a) por meio de uma curva quadratica a

partir de trés pontos distintos contidos no intervalo de incerteza. A aproximagao poderia ser
por um polinbmio de maior grau, mas geralmente a aproximagdo quadratica é
suficientemente precisa. Assim, & possivel determinar os coeficientes de um polindmio

quadratico por:

2
g(a)=a, + ) aa’ (5.2.4)
i=1
ay, a; - representam os coeficientes da fungao polinomial a serem determinados.

Esta técnica exige poucas avaliagdes da funcdo objetivo, além de nao requerer

célculo de sua derivada. E necessario assumir um intervalo cuja fungdo f(«) possua as
caracteristicas de fungbes unimodais, bem comportadas, suficientemente suaves e que o

intervalo de incerteza inicial («,,) seja conhecido. Tomando « como um ponto
intermediario qualquer dentro do intervalo de incerteza e f(a,), j_”(al.), 17(061,) os valores
das funcdes nos respectivos pontos, entdo ¢(«) tem o mesmo valor que a f(«) nos pontos

a, ;¢ a,, obtendo o seguinte sistema de equacgdes:
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q(a,)=a, +aq, + a0 = f(,)
qla;)=a, +aa, + a,a; = f(a,) (5.2.5)

q(a,)=a, +aa, +a,a. = f(a,)

resolvendo este sistema de equagdes lineares, obtém-se ay, a;, a..

O valor minimo para a fungdo quadratica ¢(«) na Equacao (5.2.5) é encontrado no
ponto &, calculado pelas condigbes necessaria e suficiente, de onde se obtém
1 d*q(a)

2.a2 - q ; se 722612 >0 (526)

Il. Quadratic Golden Side Search

O Método Quadratic Golden Search trata-se de uma combinagéo entre os Métodos
da Interpolagdo Quadratica, o “Golden Section Search” e um algoritmo de procura lateral,
que se mostra eficiente e bastante confiavel. Este novo algoritmo agrupa as vantagens de
cada método, podendo a resolucao ser dividida em duas fases. A primeira é a redugao do
intervalo de incerteza através do método de interpolacdo quadratica, a um tamanho
suficientemente pequeno até que os pontos de interpolagcdo do intervalo subseqtientemente,
atinjam a menor distédncia obedecendo ao critério de tolerancia. Ja na segunda fase o
método “Golden Section Search” realiza o processo de comparagao da fungao calculada em
cada um dos novos pontos dos novos intervalos, obtendo assim, a solugdo. Do mesmo
modo que o “Golden Section Search”, este algoritmo também parte de um intervalo inicial

dentro do qual existe um ponto de minimo local.

Problema Sem Restricdes N-dimensional

Os métodos anteriores determinavam o passo « considerando uma diregdo de
descida conhecida. Neste momento, a atencdo se concentra nos métodos que permitem
determinar a diregcao de descida d.o principio basico é que a fungao objetivo diminua com
pequenos incrementos ao longo da direcéo d'. Estes métodos utilizam informacdes do
gradiente da fungdo a ser minimizada, que podem ser obtidos analiticamente ou
numericamente, pela aplicagdo do método das diferengas finitas. Neste trabalho serdo
abordados trés métodos: “Steepest Descent Method”, Método Newton e o Método Variavel

Métrico — “Quasi-Newton Methods”.
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I. “Steepest Descent Method”

O Método “Steepest Descent” ou Método do Gradiente € um dos mais conhecidos
métodos para problemas de otimizagdo sem restricdo e € o mais antigo e simples, porém de
baixa eficiéncia. Este método pertence a classe de métodos de primeira ordem. Do ponto de
vista tedrico, possui extrema importancia, pois foi o ponto de partida para o desenvolvimento
de métodos mais robustos e sofisticados. O Método “Steepest Descent” & definido por um
processo iterativo, a partir da Equagao (5.1.7), utilizando também o vetor gradiente neste
processo. A direcdo de descida da fungdo objetivo é representada pelo negativo do seu

gradiente no ponto considerado. Sendo a fungdo /(x) diferencidvel com relagdo a x, a

diregdo de descida da funcdo no ponto x* é dada por:
d“ =-vf(x") (5.2.7)

A Equacao (5.2.7) define a dire¢cdo no dominio do projeto, sendo d" utilizada na Equacao
(5.1.7) para a execucao do processo de busca unidimensional, ja tratado anteriormente.

Logo,
x'=x" + o d" (5.2.8)
Em que o, é a solucéo do processo de busca unidimensional
f(a)=min f(x" + a,d") (5.2.9)
Portanto, da condigdo de descida, Equacéo (5.1.11), obtém-se:
(V) = (V) -V () = - [r e <0 (5.2.10)
isto &

(V). d*) <0 se |[Vr(xh)|=0
(Vf(x*).d")=0 se [vf(x")|=0

; condicdo necessaria de otimalidade ~ (5.2.11)

e o critério de convergéncia em geral é dado por:

”Vf(xk+1 )

<tol (5.2.12)

k+l1

[ - x|

k+1

<ol (5.2.13)
|x
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Figura 5.2.2 — Interpretagdo geométrica do Método “Steepest Descent” segundo
Vanderplaats [1984]

O algoritmo basico para realizar a otimizagao através do Método “Steepest Descent”
€ geometricamente ilustrado na Figura (5.2.2). Verifica-se que o método possui uma taxa de

convergéncia muito pobre e em cada etapa, caso a solugdo da busca linear seja exata, as

diregbes s&o ortogonais entre si, ou seja, <Vf(x"*'),d"> =0.

Il. Método de Newton

Em problemas com a segunda derivada continua e suficientemente suave, é possivel
utiliza-las para melhorar a busca da diregao de descida, proporcionando uma melhor taxa de
convergéncia. Estes sdo os chamados métodos de segunda ordem. O Método de Newton se
enquadra nesta categoria. Além das informagdes da fungdo objetivo f(x) e dos
gradientes V'/(x), também s&o necessarias as informac¢des de segunda ordem, i.e., da matriz
Hessiana [H]. A idéia do método fundamenta-se na utilizagdo de uma expansao quadratica

em série de Taylor com a finalidade de aproximar localmente a fungao objetivo f(x). Assim,

a funcdo aproximada em x* pode ser expressa como:

f(x)= f(x")+Vf(x").Ax+%[H]Ax.Ax (5.2.14)
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na qual

Ax =(x—x") (5.2.15)

Vif(x')=H, (5.2.16)

que é matriz Hessiana de f(x) no ponto x".

Considerando que a Hessiana [H] seja positiva definida, entdo da Equacéao (5.2.14)

tem-se que:

Vf(x)=Vf(x*)+HAx (5.2.17)

e impondo condigbes de estacionaridade em x**' | isto é,

% =0, condicao necessaria de otimalidade (5.2.18)
X k4l

VF(xX)+HOxXAX| =0 (5.2.19)
entdo,

Ax =-[H(x)] V7 (x*) (5.2.20)

Para estimar um novo valor x**', basta usar a equagéo (5.2.15), portanto,

x=x"+ Ax (5.2.21)

X = x* —H.V(xh) (5.2.22)

Como a Equacdo (5.2.14) é uma aproximacdo da fungdo objetivo em x*, ndo é
possivel garantir precisdo quanto ao ponto de minimo de /(x), portanto o processo deve ser
ajustado com estimativas melhores até o minimo ser alcancado. A cada iteracéo é

necessario calcular a Hessiana e sua inversa, e isto requer um esforco computacional

consideravel, e pode comprometer a eficiéncia do método.

O método pode ser aprimorado através da introducdo do parametro tamanho do passo
a, possibilitando a utilizacdo de qualquer método de busca unidimensional para a

determinacgao do parametro « 6timo, i.e.,
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X =x* —q, H™ -Vf(x") (5.2.23)

na qual «;, é solucéo 6tima de

o, =argmin f(x* —aH ™ -Vf(x")) (5.2.24)

O uso deste parametro permite obter estabilidade e garantia de convergéncia, desde

que a Hessiana permaneca positiva definida, em todas as iteragdes.

Em um ponto arbitrario, ndo é possivel garantir que a Hessiana seja positiva definida ou
mesmo ser inversivel. Para contornar este tipo de problema, o método requer alguma
modificacéo e, a solugdo encontrada foi a combinagdo do método de Newton com o Método

“Steepest Descent”, ou seja, caso o método de Newton nao seja diretamente aplicavel,
H' =1 (5.2.25)

onde, I representa a matriz Identidade. Este procedimento é efetuado em situacbes em que

a Hessiana nao é inversivel e a diregao de descida d', dada por

d“=—H" - Vf(x"), (5.2.26)

nao satisfaca a condicdo de descida,

(VF(xh),d*) <o, (5.2.27)

A violagcao da condicao de descida é a principal dificuldade do Método de Newton. A
matriz Hessiana [H] pode ser negativa definida ou n&o inversivel. A aplicacdo deste método

se restringe a problemas cuja obtengdo da matriz Hessiana, positiva definida, de f(x) seja

simples.

I1l. Método Variavel Métrico — “Quasi Newton Methods”

O Meétodo “Steepest Descent” tem uma taxa de convergéncia pobre pelo fato de
utilizar apenas informagdes de primeira ordem, através do gradiente da fungdo objetivo. O
Método de Newton, com as informagdes da derivada de segunda ordem, possui 6timas
propriedades de convergéncia quando proximo do ponto 6timo. Entretanto, este método
requer um esforco computacional muito caro, e também para muitos problemas de
engenharia, calcular as derivadas de segunda ordem pode ser extremamente complexo ou
até mesmo inviavel. Ja o Método Variavel Métrico pode ser considerado um método
intermediario entre o Método “Steepest Descent” e o Método de Newton. Neste caso,

admite-se que o calculo da inversa da matriz Hessiana é impraticavel e caro. A idéia do
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método é aproximar a inversa da Hessiana utilizando as informagbes provenientes de

gradientes de pontos anteriores no processo de busca iterativa.

Particularmente, no caso de fungdes quadraticas a matriz Hessiana é constante e, a
medida que as iteragdes ocorrem, a matriz inversa da Hessiana é aproximada por uma

matriz n-dimensional A*, com a propriedade:

lim A* = H™' (5.2.28)

k—x

O Método de Newton é tomado como ponto de partida do processo iterativo, assim, a

Equacéo (5.2.17) é reescrita como:

Ax = A*(V [(x)-V f(x")) (5.2.29)

O Método Variavel Métrico considera, inicialmente, no processo iterativo a matriz
identidade, ou seja, H'=71= A°, sendo assim, o Método do “Steepest Descent” é aplicado
diretamente para a dire¢ao de busca. Entado, de forma genérica a dire¢cao de descida é dada

por:

d“=-A".vf(x*); k=0,123,.... (5.2.30)

Obviamente a matriz aproximada A deve permanecer positiva definida e simétrica,
assim, esta garantido que a direcdo de descida d" movera x* para um ponto que minimiza a
funcao objetivo. Portanto, a convergéncia quadratica do Método de Newton é obtida através
da atualizagdo da matriz aproximada A*, pois a mesma tende exatamente a inversa da
matriz Hessiana. A atualizagdo da matriz A* armazena informagées das iteracdes anteriores
e apenas requer a determinagdo da primeira derivada. Este processo de atualizagdo faz
parte de uma familia do Método Variavel Métrico, onde o Método de Davidon Fletcher
Powell (DFP) e o Método de Broydon Fletcher Goldfard Sham (BFGS) s&o os métodos mais

utilizados.
Método de “Davidon-Fletcher-Powell” (DFP).

Davidon [1959] elaborou um dos métodos que determinam a inversa da Hessiana
que, posteriormente, foi modificado por Fletcher e Powell [1963], sendo um dos mais

eficientes métodos para minimizacdo de uma fungéo geral f(x). A atualizagdo A™' por este
método é dada pela expressao:
s‘®s"’ ez

Ak+1:Ak+(sk,yk)_(yk.zk) (5231)
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na qual,
St =g, -d" =(x*' - x*) (5.2.32)
y' =V (x"H-Vf(x") (5.2.33)
z=A"y" (5.2.34)

A matriz A* é positiva definida para todo k. Isto implica que o método sempre

converge para um minimo local.

Método “Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno” (BFGS)

Neste método, a matriz Hessiana ou sua inversa sao atualizadas a cada iteracao,
sendo que a primeira iteragao é repetida novamente, da mesma forma que no DFP. Para a
atualizagdo da aproximacao da inversa da Hessiana no método BFGS, consideram-se os
mesmos termos iniciais do Método de DFP e acrescenta-se mais uma expresséo, resultando

em:

sf®st ezt
v 2]

k k
‘ s z

c' = R (5.2.36)

Ak+l :Ak +

+[(yk .z")}.c" ®c* (5.2.35)

Cabe ressaltar que a diregdo de busca é garantida se o gradiente for realmente de
descida para a funcéo objetivo f(x*) e a matriz A* for positiva definida. Quando utilizar
métodos numéricos, deve-se programar desvios de seguranga para assegurar um bom

condicionamento numérico e convergéncia global do método, evitando que a aproximacao

da matriz Hessiana torne-se indefinida ou singular.

De maneira geral, a direcdo de descida é obtida pela Equagao (5.2.30) quando for
utilizado o Método Variavel Métrico. Porém, A" deve ser positiva definida para garantir que
d seja uma direcdo de descida. Sendo assim, o método de busca unidimensional
proporciona a continuidade do processo iterativo através do calculo do passo o e da

atualizagéo x* através da Equagéo (5.1.7). Desta forma, é possivel alcangar o ponto 6timo e

atingir a convergéncia “Vf(x")“ <&, na qual ¢é a tolerancia adotada.
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5.2.2 Problemas com Restricdo

O problema agora € minimizar fungdes de n variaveis sujeitas a um grupo de restricdes
de igualdade e de desigualdade, a definicdo genérica destes problemas esta definido pelas
Equacdes (5.1.1), (5.1.2), (5.1.3), (56.1.4) e (5.1.5), onde tanto a fungdo objetivo, como as
restricoes podem ser fungdes nao lineares. Muitos conceitos gerais aplicados nos problemas

sem restricdo também sao validos nos problemas com restrigao.

A estratégia aqui adotada sera a transformacdo do problema com restricdo em uma
sequéncia de problemas sem restricido. Esta abordagem é conhecida como SUMT
(Seqtiiencial Uncontrained Minimization Techniques). Serdo abordados dois métodos:

Método da Funcao Penalidade Exterior e Método do Lagrangeano Aumentado.

O problema genérico de otimizacdo sujeita a restricdo pode ser enunciado da

seguinte forma:

Encontrar um vetor x =(x,,x,,...,x,) 0 qual minimiza a fungéo objetivo:

f=f(x) (5.2.37)
sujeita as restricées de igualdade
h(x)=0; i=1-1 (5.2.38)
e as restricdes de desigualdade
g,(x)<0 ; J=Lm (5.2.39)

Portanto, a transformacédo do problema de otimizagdo com restricdo, definido nas
Equacdes (5.2.37), (5.2.38) e (5.2.39), em um problema sem restricao é realizado através de

uma abordagem classica, criando uma fungao pseudo objetivo, da seguinte forma:

Hxr) = F(X) 2 P(3) (5.2.40)

onde /(x) é a funcédo objetivo original e P(x) € uma fungao penalidade, cujo parametro de

controle da penalidade é dado por r.

Método da Funcéo Penalidade Exterior

O Método da Penalidade Exterior € considerado um dos mais faceis de ser

implementado em um algoritmo, pois 0 mesmo somente penaliza a fungéo objetivo quando
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as restricdbes sdo violadas. Porém, a técnica de penalizacdo possui desvantagens,
principalmente com relagdo ao mal condicionamento numérico. Para contornar este

problema faz-se necessario o uso dos multiplicadores de Lagrange.

As fungdes de penalidade, ou seja, aquelas que transformam problemas com
restricdo em um problema sem restricao, sao utilizadas pelo Método da Fungao Penalidade
Exterior na solugdo de um problema com restricdes através da solugcao de uma sequiéncia
de problemas sem restricdo. Estas restricdbes séo incorporadas na fungao objetivo através
da fungao penalidade, permitindo que o problema com restricdo seja solucionado através da
penalizacdo da violagdo das restricdes. O termo “exterior” refere-se ao fato de que as
penalidades sado aplicadas somente no lado externo do dominio viavel, isto €, o minimo se
aproxima pelo lado externo do dominio da funcdo. Salienta-se a importancia do método de
penalidade devido a simplificacao e clareza do método para solucionar os problemas com
restricdo. Além disso, pode ser implementado com programas simples que possuem bom

grau de generalidade e taxa de convergéncia lenta.

Diante do problema de minimizagdo com restricdo de desigualdade apresentado nas
Equacdes (5.2.37) e (5.2.39), pode-se afirmar que o método de penalidade baseia-se na

substituicdo do problema com restricdo por um problema sem restricdo, conforme a seguir:

Determinar x°

x =1ri_r>r01xr (5.2.41)
onde, x. ¢ a solugdo do problema.
Dado r > 0, determinar x_, tal que
X, =argmin f,(X) (5.2.42)
onde,
1 & 2
00 =f00+=3(g,007) . (5.2.43)

J=1

A fungéo g, (x)" representa a parte positiva da fungdo g,(x) e pode ser expressa como:

g, (0" =max{0,g,(X)} ; j=L..m (5.2.44)

A condigdo necessaria de otimalidade para x. é dada por:
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* * 2 L * *\ 4
j=1
onde,
Vi(x);seg.(x)=0
V ) X + — 7 J
g,(x) {0 L se g, (x)<0 (5.2.46)
No caso de ser incluido restrigdes de igualdade obtém-se:
Seja x, a solug&o do problema (5.2.37), (5.2.38) e (5.2.39). Entéo
X = 1"1_r>r01x, (5.2.47)
onde, x. ¢ a solugdo do problema:
Dado r > 0, determinar x tal que,
X =argmin f.(X) (5.2.48)
onde,
1
J.(x)= f(X)+;-P(X) (5.2.49)

A fungao penalidade neste caso possui a forma:

PO =g, 00" T + Y[ (OF (5.2.50)
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Bix,r)

P
X

Figura 5.2.3-Influéncia do parametro de penalizagao

Quanto ao multiplicador r, este tem a responsabilidade de controlar a magnitude dos

termos de penalidade. Se escolhido um valor relativamente pequeno para r, o resultado da

fungdo ¢(x,r), € facilmente minimizado, mas ndo impede a violagdo das restrigdes. Por

outro lado, um valor muito pequeno de r assegurara a satisfacao de todas as restricbes, mas

em geral torna o problema numericamente mal condicionado. Normalmente, inicia-se com

um valor relativamente pequeno para minimizar ¢(x,r), entdo r é reduzido gradualmente,

sendo ¢(x,r) minimizado até obter-se um resultado satisfatério. Pode-se através da Figura

(5.2.3), ter idéia da evolugdo da fungcdo em relagdo ao parametro r. Pode-se notar que,
como r é reduzido de um valor inicial, entao ¢ move-se no intervalo fechado das restrigdes
de contorno. Entretanto, a curvatura de ¢, proximo do minimo também aumenta. O valor alto
da curvatura associada com o valor muito reduzido de r, muitas vezes conduz a dificuldade
numérica. Usando-se uma sequéncia de valores de r, a localizacdo do minimo pode ser
obtida a partir de um valor inicial de », como ponto de partida para a busca, sendo o0 seu
valor reduzido gradativamente até que a posi¢cdo de minimo seja identificada, quando entao
o r, é limitado de forma que, r < rpi. Assim o mal condicionamento associado com a

curvatura grande é contrabalangado pela disponibilidade de um bom ponto de inicio.

De acordo com Arora [1994], o método de penalidade possui algumas vantagens e
desvantagens. Como vantagem o método € aplicavel para problemas genéricos com
restricdo, abrangendo tanto de igualdade quanto as de desigualdades e também o ponto
inicial pode ser arbitrario. Porém como desvantagem, o método iterage através do dominio
inviavel onde o problema pode estar indefinido e caso o processo iterativo seja concluido de

forma prematura, o ponto de minimo pode violar as restri¢cdes.
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Método do Lagrangeano Aumentado — MLA

A utilizacdo de funcbes de penalidade exterior pode ser considerada um método
eficiente na resolugdo de um problema de minimo com restricées. Entretanto, o processo de
otimizacdo pode ser melhorado de forma significa, através da inclusdo dos multiplicadores
de Lagrange. Sendo assim, é possivel reduzir a dependéncia da escolha do parametro de
controle da penalidade, bem como sua atualizagdo. Conforme apresentado anteriormente,

este fato pode ocasionar problemas de mal condicionamento numérico.

O Método do Lagrangeano Aumentado (MLA) pode ser visto como uma combinag&o do

uso de multiplicadores de Lagrange com as fung¢des de penalizagao.

Inicialmente, apresenta-se o método para as condi¢des de restricdes de igualdade.
Apéds isso, realiza-se uma extensdo para o problema com restricdes de desigualdade e,
finalmente, a combinagdo de ambos para a solugdo de problema genérico de otimizacao

com restrigao.

I. Problemas com Restricdo de Igualdade

A principio, o MLA foi desenvolvido para problemas com restricdes de igualdade cuja

forma é expressa a seguir:
Minimizar
f(x) (5.2.51)
sujeito a
h(x)=0; i=L-l (5.2.52)
Define-se entdo a fungao lagrangeana associada ao problema como:

LX) = f(X)+ 2 Ah,(X) (5.2.53)

Nota-se que se existir algum A", para o qual x & solucdo do problema sem restricgo,

tal que,

min L(x,47) (5.2.54)
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enquanto forem satisfeitas as condicdes /(x) = 0, entdo x & solugdo do problema descrito

pelas Equacdes (5.2.51) e (5.2.52). Portanto o problema

minL(x,4), 4 conveniente, (5.2.55)
sujeito a

h(Xx)=0; =100 (5.2.56)

equivale ao problema original. Utilizando, neste momento, o método da penalidade exterior e
incorporando a fung¢ao lagrangeana o termo de penalidade, sera possivel criar uma fungéo

pseudo-objetiva expressa por:

/ 1 !
YA, = 0+ Ah0O+= D [KOF 5 r—0 (5.2.57)

i=1 i=1
que é denominada funcdo lagrangeana aumentada. Portanto, dado A e r, a solugdo do
problema sem restricdo x(A , r), consiste em aplicar um algoritmo que resolva a equacgao. Os
parametros A e r sdo convenientemente reajustados e o processo segue iterativamente até

a convergéncia.
Citam-se algumas caracteristicas da fungdo Lagrangeana aumentada, tais como:

1)- Se 4 = 0, entdo a Equacado (5.2.57) reduz-se ao método de penalidade exterior. Ao
decrescer r gradualmente a seqiiéncia de solugdes x(r) —x , as solugdes intermediarias
nao sao viaveis e de um modo geral, o problema fica mal condicionado se r <r4itico. Portanto,

¢é utilizado um valor minimo para o parametro de penalizagao: 7min. = Feritico

2)- Se 4,=A";, onde , 1';, é o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados ao critério de
otimalidade em x/, isto é, as condicbes necessarias de K-T, entdo o minimo da fungao

(5.2.57) independe do valor de r. Assim a condigdo de otimalidade em x" é

* * ! * * 2 ! * *
VPOOAL | =V, SO0+ DAV RO = YOOV, h(x) =0 (5.2.58)
i=1 i=1

KT

De maneira pratica, estas caracteristicas possibilitam avaliar a questao relacionada a
atualizacao de /4, até atingir-se A*. Sabe-se que a determinacdo do minimo depende da
escolha do multiplicador de Lagrange, tornando-se desnecessaria a atribuicdo de um valor
muito baixo para r, o que poderia ocasionar um mal condicionamento. O método baseia-se

em uma estimativa de A, quando a mesma for adequada. O minimo é atingido sem a
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necessidade de se utilizar um valor muito baixo para r. Uma forma de se obter a
estimativa para os multiplicadores de Lagrange consiste na comparagdo da condi¢cao de

otimalidade da fungao (5.2.57), dada por:
!
V¥ (x,A,r)=V, f(X)+ Z(% +%h,-(X)j-Vxh,-(X) =0 (5.2.59)
i=1 r
Com a condicao de estacionaridade de L(x, A) em (x*,A¥)
® * ® ! * *
V LX) =V, f(X)+ Y AV h(x)=0 (5.2.60)
i=1

obtendo, no limite onde x(A4,r) >x,a expressao

2 .
B h(x) > 4 (5.2.61)

A partir deste resultado pode-se propor a seguinte expressdo como estimativa para A,

associados as restricdes de igualdade.

A =z,-"+,,£k'h,-(xk); =11 (5.2.62)

II. Problemas com Restricdo de Desigualdade

O problema considerado é:
Minimizar
S(x) (5.2.63)
sujeito a:
g;,(x)<0 ; J=L-m (5.2.64)
onde o conjunto de restricdes inclui também as restricdes laterais, Equacao (5.1.4).

No entanto, é possivel reescrever o problema de forma equivalente a um problema
com restricdo de igualdade. Esta conversdo € realizada mediante a introdugdo de uma
variavel denominada varidvel de folga ou relaxacdo (“slack variable”) na condigdo de

restricdo. Logo, o problema toma a forma:

minimizar
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f(x) (5.2.65)

sujeito a:

g, +2;=0; j=1-m (5.2.66)
onde z; é a variavel de relaxa¢do associada a restricdo de desigualdade.

Neste momento, tem-se um problema semelhante aos problemas com restricdo de
igualdade. Baseados nos resultados associados a restricdo de igualdade da Equacéao
(5.2.57), podem-se aplicar as restricbes de desigualdade para gerar uma nova fungéo

Lagrangeana aumentada na forma:

>(g,00+2) (5.2.67)

J=1

Y (X, 1,z,7) =f(X)+iﬂj(gj(X)+Zfz‘)+

J=1

N |-

cujo 1 > 0 € o multiplicador de Lagrange associado a restrigdo de desigualdade. Nota-se um
aumento consideravel no numero de variaveis de projeto com inclusdo da variavel de
relaxagéo z;. Porém, a imposicdo de estacionaridade da Equacéo (5.2.67) com relagdo a z,
permite a eliminagdo desta variavel. Para fazer isto, aplica-se a condicdo necessaria de

otimo para a fungéo Lagrangeana aumentada derivando-a em relagéo a z; entdo:

VZLII(X’/I’Z’F):O ; j:1"‘.,m (5.2.68)

de onde se conclui que

zj =0 ou z; == : -g,(x) (5.2.69)

Portanto, se obtém

ru,
zjz. = ma){o ;= 2" —gj(X)} (5.2.70)

Isto satisfaz a condigdo necessaria de otimalidade, tornando z uma variavel

independente. Entdo, pode-se eliminar z; de W(x,u,z,r) através da utilizagdo da Equagéo

(5.2.70) somando g,(x) em ambos os lados, de forma que,

2 C_TH :
gj(x)+zj =ma7{gj(x) s = ) :| 5 J=L-m (5271)

Fazendo a substituicdo da Equacéo (5.2.71) na Equacao (5.2.67), obtém-se:
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1 m
Y(X,A,r)=f (X)+;ZMj(x,ﬂ,-,r) (5.2.72)
Jj=1
na qual,
ru;
g,(x) (g,(xX)+ur) ;5 se g(x)=- 5
Mj(X,yj,r)z ru, 2 ( ) ru, (5273)
- ; se (Xx)<—
2 o 2

A Equacéo (5.2.72) possui derivadas de primeira ordem continuas com relagédo a x,
assim Y(x, 4, r) é resolvida da mesma maneira que no caso do problema com restricdo de

igualdade.
O multiplicador de Lagrange é atualizado pela expressao

k+1

2 .
% =ma’{0,uf+,,—kgj<x">} D=l (5.2.74)

1. Problema Genérico

A combinagao dos dois ultimos problemas, isto &, restricdo de igualdade e restricdo
de desigualdade permite criar o Método Lagrangeano Aumentado para o caso genérico

€expresso por:
m !
P(x, 1, A7) =f(x>+Z{u_,-(g,-(x)+z§)+%(g,<x)+zf-)2}+Z{ﬂih,-(x)%(h,-(x))z} (5.2.75)

j=1 i=1

1

A atualizagao dos multiplicadores de Lagrange y]’.” e A", é dada, respectivamente,

pelas Equacbes (5.2.74) e (5.2.62).

O Método do Lagrangeano Aumentado genérico possui algumas caracteristicas que

sao destacadas por Vanderplaats [1984], tais como:

1. O método é relativamente independente do valor de r, isto €, ndo é necessario

que r tenda a zero;
2. E possivel contemplar gi(x) <0 e hy(x)=0;

3. Realiza aceleragado da convergéncia através da atualizagcao dos multiplicadores

de Lagrange;
4. O ponto inicial pode estar em qualquer regido viavel ou inviavel;

5. No ponto 6timo, yj.;to, automaticamente identifica o conjunto de restricbes

ativas.
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A Figura (5.2.4) apresenta o fluxograma para o algoritmo do Método do

Lagrangeano Aumentado genérico.

( INICIO )

INFORMAR
X, — variaveis iniciais
A%, 4l - multiplicadores de lagrange
* - pardmetro penalizagio
F'min — limite inferior para r

y - fator de incremento para r; y> 1

A

DEFINIR ERRO ¢ TOLERANCIA

I

ERRO <TOL.

/ FAZER ENQUANTO

A

MINIMIZAR X, u,A,r)

A

ATUALIZAR

A, p- Multiplicadores de lagrange

A

DETERMINAGCAO DO ERRO

Erro =max{a,b}

r— parametro de penalizagdo.

a=max|" - A|;i=1,..1
_ k+l k|, - _
b—max‘,uj W5 j=L.m
ATUALIZAR

A

Figura 5.2.4 — Fluxograma para o Método Lagrangeano Aumentado.

ESCREVER A SOLUCAO

X\

FIM
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5.3 ANALISE DE SENSIBILIDADE

Para a utilizagao de algoritmos de otimizagao, é necessario o calculo do gradiente da
funcado objetivo e das restricdes. A determinacao destes gradientes requer a determinagao

da analise de sensibilidade da resposta da estrutura.

No estudo da otimizacdo, calcula-se a primeira derivada da fungéo objetivo f(x) e

fungdes restricdes g(x) com relagao as variaveis de projeto (x). Para a determinagao destas
derivadas é necessaria a determinagao das derivadas das variaveis de estado do sistema,
tais como do campo de deslocamentos e tensdo. Tais equacgdes sdo conhecidas como
Analise de Sensibilidade.

Ao adotar, por exemplo, como fungao objetivo o peso total da estrutura, o problema
de estabelecer o melhor projeto consiste em determinar as variaveis de projeto de tal modo
que a estrutura tenha o menor peso e ainda satisfaga a equacao de equilibrio KU = F, que é
considerada uma das restricdes de igualdade do problema de otimizagao estrutural. Existem
ainda outras restricbes que sido devido a deslocamentos, deformacbes e tensdes. Assim,

para resolver um problema de minimo necessita-se determinar ao longo do processo

iterativo as seguintes informacgdes: f(x) e g(x), e seus respectivos, V f(x) e Vg(x). Pode-se

entdo fazer uso de técnicas de programacido matematica para obter uma rotina sistematica
de calculo que resolva o problema de otimizagdo. Para o calculo das derivadas existem
alguns métodos os quais se classificam em analiticos, semi-analiticos e numéricos.

Os métodos mais usuais para a Analise de Sensibilidade sdo: método direto, adjunto,
semi-analitico e o método das diferencas finitas. Este ultimo tem sua importancia neste
trabalho pela simplicidade de implementacdo e flexibilidade com relacdo a equacido de
estado, o que o torna bastante genérico. Primeiramente, é dado de forma genérica uma

abordagem dos métodos analiticos e o semi-analitico por sua importancia no contexto.

Método Direto

O método direto € considerado um método analitico. Para ilustrar o método é tomada

como ponto de partida a equacao de estado definida anteriormente na Equacao (3.5.46), a

qual representa por simplicidade um problema linear, onde estdo presentes os parametros

fisicos, geométricos, e mecanicos. Assim como a matriz de rigidez, onde estdo todas as

caracteristicas da estrutura, depende das variaveis de projeto, o vetor carga também pode

depender das variaveis de projeto, por exemplo, quando é considerado o peso proprio da
estrutura. Deste modo se reescreve a Equacéo (4.46) da seguinte forma:

K(x)-U(x)=F(x) (5.3.1)

A discussao ¢ iniciada através da definicdo da fungcéo objetivo do problema, que se

apresenta, genericamente, como sendo:
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f(x)=7(x,U(x)) (5.3.2)
Usando a regra da cadeia para a diferenciacdo da Equacdo (5.3.2) para obter o
gradiente da fungéo objetivo, se obtém:

df(x) _of(x) 21(x)2U, .
dx, ox, oU, ox

i=1,..,m m—num. de varidveisde projeto  (5.3.3)

k=1..1, em que [ representa o niumero de graus de liberdade da estrutura. A Equacéo (5.3.3)

pode ser reescrita da forma:

af rof
Vf=—-+[VU] — 534
f x [VU] U ( )
Para calcular o gradiente da fungédo objetivo é necessario calcular o gradiente dos
deslocamentos. Para determinar V,U, isto é, a resposta de U com relacdo as variaveis de
projeto x, utiliza-se a equagdo de estado definida pela Equacao (5.3.1), e diferenciando

ambos os lados desta equagao com relagao as variaveis de projeto, obtém-se:

ou IK(x) B JF
[K(x)]{ﬁxH “ }{U}_{_ﬁxj (53.5)
reordenando os termos:
ou B JF B IK(x)
[K(X)]{é’xz}_{é)x:} { ax, }{U} 630

onde VU é dado por

o werlfz z]ee

1 1

e [K(x)]"' é o inverso da matriz de rigidez global em analise estrutural. O método direto

consiste em resolver o sistema de equag¢des dado pela Equacdo (5.3.6). A solugéo do

of  of

. ou . . .
sistema expresso por o juntamente com os termos U e o permite determinar a
Xi k X

derivada total de /(x). O mesmo deve ser feito com g; ; j = 1,...n (nUmero de restrigdes).

Para determinar as expressodes analiticas referentes aos calculos dos gradientes, sdo
necessarios detalhes das expressbes da matriz de rigidez da equacdo de estado.
Entretanto, em muitos programas comerciais esta informagdo detalhada da estrutura do
programa nao esta disponivel para o usuario. Portanto, o calculo exato pela derivada
analitica utilizando o método direto € tipicamente implementado por quem tem acesso ao

cédigo de elementos finitos, os quais tém profundo conhecimento dos detalhes da estrutura



Capitulo 5 — Otimizagao 78

do programa. Um outro método analitico, o método adjunto, abordado a seguir, também

apresenta esta mesma restricao para uso no procedimento proposto.

Método Adjunto

Seja x uma variavel adjunta, tomando como base a Equacao (5.3.4) e g(x,U(x)) a
funcéo restricdo. Para se determinar Vg(x), considera-se a Equacédo (5.3.1), cuja

diferenciagao fornece:

[K(x)]{gg}:{j)’:}-[ﬁgif‘)} ) (5.3.8)

1 1 1

entao,

<,u,[K]{Z’—Z}> =<y,{j—:}>—<y,{g—g}u>; i =1...m (num. varariaveis de projeto) (5.3.9)
portanto,
<[K]T y,{i—g}>=<y,{g—§}>—<y,{g—f}u> ci=l..m (5.3.10)

E necessario determinar a seguinte condigo:

dg,(X) _Jg;(X) . ag,(x)oU,
dx, ox, ou, Jx

1

; i=1,...,n; nam. de variaveis de projeto. (5.3.11)

j=1...,m; num.de inequagdes e k=1.../.

rg 9YUN_ [, oF i | oK
_<[K] ﬂ’é’xl.>_ </1 ,aXi>+<,u ,{GXI}U> (5.3.12)

Assim, a Equacao (5.3.12) pode ser reescrita como sendo:

Desta forma, se define:

ou oU’ ox,

dx, Ox, * ox, Y| o,
s=1,.,1 (5.3.13)
=1,...,1
i=1,..,n

O objetivo é a determinagao da seguinte condigao:
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4 og.
Kx)| w/ =-—=L 5.3.14
[KOO] U ( )
Algumas observacdes devem ser consideradas:
- se 0 numero de variaveis de projeto x;, i = 1,..., n € bem menor que o conjunto de

restricdes definindo a regiao factivel de projeto, entdo o método direto é mais eficiente;
- se g, onde j = 1,.., m € um conjunto pequeno, entdo o metodo adjunto € mais
eficiente;

A determinacgao da derivada pelo método analitico é a ideal para se obter o
valor exato da derivada para as fungdes objetivo e restricdes. Como as fung¢des sédo
implicitas em relagcao a variavel de estado U, e isto requer o conhecimento do programa de
elementos finitos. Mas, até mesmo nos casos em que as fungdes objetivo e restricbes sao
explicitamente expressas nas variaveis de estado e varidveis de projeto, a utilizacdo da
forma acima para determinar os gradientes das fungdes n&o € a ideal. A primeira derivada
da matriz de rigidez global [K] da equacdo de equilibrio pode se apresentar de forma

bastante complexa.

Método Semi Analitico

Este método faz uso do método analitico e do método de diferengas finitas para
determinacéo do gradiente das fungdes obijetivo e restricbes, e também a Equacao (5.3.1),

entretanto, a diferenciagdo da matriz [K] e do vetor F com relagdo as variaveis de projeto

para determinar Z—U ¢ feito por diferencas finitas. Portanto, tem a vantagem de ser mais facil
X

de implementar do que o método analitico (direto e adjunto), mas ainda requer o
conhecimento de detalhes do programa de elementos finitos. Um exemplo interessante que
ajuda a entender este método pode ser o caso de uma estrutura de casca 3-D. Neste caso a
derivada analitica da matriz K com relagao a uma coordenada nodal de um né pode nao ser
obtida de uma forma simples. Para a formulagdo de casca no método de elementos finitos
se utiliza um sistema de coordenadas local associada a cada elemento finito que é definido
pelas coordenadas locais dos quatros nés dos vértices do elemento. A matriz de rigidez do
elemento K., € transformada para um K., no sistema de coordenada global da seguinte
forma:

= RTK;)cal

Ke

global

R (5.3.15)

onde R é a matriz transformacdo do sistema de coordenadas local para o sistema de

coordenadas global. Assim, a primeira derivada da matriz de rigidez € dada por:
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oK ' :
global _ °R K;;CazR"'RTMRjLRTKlZml% (5.3.16)
ax,. ax,— axi axi

Esta é a primeira derivada de ambas as matrizes de transformagdo de coordenadas e de

rigidez, calculadas analiticamente. Entretanto, na pratica ndo € viavel computar a derivada

de forma analitica. Isto conduz ao uso de diferengas finitas

lobal

da matriz de rigidez K,

(central, forward, e backward) para computar a derivada do operador K da equagao de

estado, da forma:

8K _ K ’x+Axel- _K ‘X—Axe,

o _ ;. D.F.Central (5.3.17)
Ox, 2-Ax

onde, Ax é uma suficientemente pequena mudanga nas variadveis de projeto corrente. Do

mesmo modo para o vetor de carga:

ﬁ_ F |x+Axe, _F |x-Axe,
Oox, 2-Ax

(5.3.18)

Esta aproximacao leva a um método semi-analitico para computar a sensibilidade de

projeto. Entao, da Equagao (5.3.1), se obtém:

(Flyn. —F K|,...-K
vr’f:al—l—{i} ﬂ z@l_ﬁ_i [K(xl)] 1 |A+Av,»e,» |x—Axlei _ |x+Axie,» |x—A\:,»e,» {U}
ox, (oU])|ox,| ox, oU 2Ax, 2Ax,

(5.3.19)

Este procedimento, no entanto, do mesmo modo que para o método analitico
necessita de acesso direto ao cédigo de origem do MEF, pelo menos acesso a matriz de

rigidez e vetor de carga, para computar de forma eficiente o calculo de V.U , que permitira

determinar V, /e V.g.

Método de Diferencas Finitas

O procedimento genérico de otimizagao integrado com programa comercial, pode ser
muito mais simples se aplicar a aproximacgao por diferencas finitas para computar a
sensibilidade das fungdes objetivo e restricbes, pois ndo se tem a necessidade dos detalhes

do cddigo fonte do programa comercial. E também a forma explicita da fungéo /e gem x e

U nao é requerida, bem como a primeira derivada de K matriz de rigidez da equacgao de
estado ndo necessita ser calculada. A desvantagem deste método € precisar de no minimo
duas analises do programa comercial por variavel de projeto para computar o gradiente da

funcao objetivo, se for utilizado o método das diferencgas finitas centrais. Assim, se n fungdes
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e m variaveis de projeto estdo envolvidos no problema, (2m+1)n andlises sdo necessarias

para computar a derivada das fungdes restricdes e objetivo.

Caso o numero de variaveis de projeto seja grande como em problemas de
otimizacao dimensional para estruturas aeroespaciais, o método de diferencas finitas ndo é
uma boa pratica. Entretanto, se o niumero de variaveis de projeto € um tanto reduzido, ele
torna-se poderoso. O que se encontra na pratica, € que em muitos problemas de projeto
mecéanico o numero de variaveis de projeto € pequeno, devido o custo para controle das
variacoes.

Ndo € necessario nenhum desenvolvimento especial para que o método das
diferencas finitas seja aplicado, enquanto que os métodos analitico e semi-analitico
necessitam consideraveis esforcos para o desenvolvimento do cédigo e implementacao, e
ha necessidade de conhecer o codigo de elementos finitos. Além disso, o uso de diferengas
finitas permite trabalhar com problemas multidisciplinares, por exemplo, se a forma de uma
estrutura é otimizada pela minimizacado do arraste gerado pelo fluxo de um fluido externo a
estrutura, considerando os efeitos da maxima tensédo da estrutura e deformacgdes, existe a
necessidade de se calcular os gradientes das fun¢des nas duas diferentes condicbes, isto é,
nas duas diferentes equacgbes de estado. Entdo, como os programas de andlises para
tensao e fluido sdo em geral ndo integrados num unico programa, logo a determinagao dos

gradientes de [ e g pelos métodos analitico e semi-analitico torna-se muito complexo para

atender aos dois problemas, ja que sao fontes de dados diferentes. Entretanto, o método de
diferencas finitas pode ser aplicado para os mais diferentes tipos de equacado de estado,
juntamente com um programa comercial existente no ambiente de projeto, permitindo
determinar diretamente as derivadas das fungbes objetivo e restricbes sem grandes
complicagées na implementacdo das rotinas que efetuam os calculos. A flexibilidade do

método de diferencgas finitas para o calculo das derivadas € muito significante.

Além disso, num ambiente de rede, pode ser possivel usar varios computadores
simultaneamente, para computar os calculos das derivadas, Kikuchi e Horimatsu [1994]. Isto
implica a possibilidade de usar dois ou trés computadores para fazerem as analises ao
mesmo tempo, como um processamento paralelo. Por exemplo, em uma dos computadores
se faria a analise da equacao de estado na perturbacgéo do projeto x+Ax, enquanto um outro
computador analisa na configuragdo x-Ax. Deste modo, a determinacdo das derivadas se
efetua sem aguardar por um longo tempo que, normalmente, é preciso quando usado

somente um computador.
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Kikuchi e Horimatsu [1994], enumeram algumas condi¢gdes nas quais o método de
diferencas finitas € o mais apropriado para calcular as derivadas das fungdes, considerando

alguns problemas praticos de otimizag&o estrutural:

- o tempo de computacdo pode ser excessivo, quando o numero de variaveis de

projeto € grande, isto €, maior que 10 variaveis de projeto;

- 0 sistema de otimizacao de projeto pode ser muito flexivel, porque pode ser usado
qualquer tipo de programa de analise de engenharia, isto é, para qualquer equagado de

estado inclusive em problemas néo lineares;

- a dimensdo do programa a ser desenvolvido para o sistema de otimizacdo de

projeto € muito pequena e de facil manutencgao;

- o computador usado para modelagem e modificagdo de projeto ndo necessita ser o

mesmo usado para os calculos das derivadas num ambiente de rede.

O gradiente das fungbes feito pelo método de diferengas finitas, usa o seguinte

procedimento:

Seleciona o método de diferengas fintas:
(1) central;  (2) forward.
x= x°
Calcula f, = f(x°)
Define o incremento: h

Calcula xpn= X" + h

Caso 1:
Calcula xps= X’ - h
h= Xpn - Xps
Loop 1:
() = Xpn(j)
Calcula f, = f(x)
Calcula x(j) = Xps(j)
Calcula fs = f(x)
Calcula gradf(j) = [f, — fs] | h(j)
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x(j) = x%()
fim loop1
Caso 2:

h= Xpn - X°
Loop 2:

X(j) = Xpn(j)

Calcula f, = f(x)
Calcula gradf(j) =[f,— f,1/ h())
x(j) = x°()

Fim loop2

Neste procedimento estido implementados dois dos métodos de diferencas finitas: o
método forward e o central. No primeiro caso, a expressao para determinar a derivada é

dada por:

o _ fx+Axe)~ f(xX)
Ox, Ax,

1 l

; i=1,...,n nimero de variaveis de projeto (5.3.20)

Conhecido o valor no ponto corrente x, este método requer o calculo da funcdo no

ponto X +Axe,, para encontrar o valor da derivada. Entretanto, foi aplicado para este

procedimento o método de diferengas finitas central, embora este necessite mais tempo de
computacdo, mas em alguns testes a diferenga é significante, quanto a preciséo, no valor da
aproximacao do gradiente de f. Para encontrar a aproximagado da derivada parcial de f é

dada a expressao:

& _ f(x+Axe)~ f(x~Axe)
ox. 2Ax;

1 l

; i=1,...,n namero de varidveis de projeto (5.3.21)

Esta expressdo requer além do calculo da funcdo em x, que seja calculada mais duas
vezes. O tempo, apesar de ser relativamente longo, é preferivel no uso deste método pelo
grau de precisao que se obtém, ja que a diregao de descida é fator importante no processo
de otimizagdo e, como ja foi mencionado, ela depende fundamentalmente de uma boa

precisdo no calculo da derivada numérica.

O valor da perturbacdo Ax, € muito importante para o calculo dos gradientes,

normalmente, para um valor de 0.1% tem resultados satisfatorios. Maiores detalhes sobre a
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especificacdo de valor da perturbagao nas variaveis de projeto, pode se encontrar em Gill,
Murray e Wright [1981].

5.4 OTIMIZACAO EM CONCRETO ARMADO

O projeto de estruturas em concreto armado, assim como outros problemas de
engenharia, pode ter diversas prioridades, como minimizar o tempo de execucéo, reduzir
dimensdes, menor massa, menor area de férma, minimo peso de ago, mas geralmente o
objetivo principal é alcangar o menor custo.

Equacionar o custo total de uma estrutura, com todas as variaveis e restricbes do
problema e também as relagbes implicitas, para entdo encontrar o custo 6timo por algum
método de otimizagado, € uma tarefa bastante ardua e muitas vezes inviavel. Uma solugéo
alternativa pode ser a divisdo do problema principal em varios subproblemas que possam
ser equacionados de uma maneira mais simples para a otimizagdo. Entretanto, devido as
relagdes implicitas, ndo se pode garantir que os valores encontrados nas solugbes 6timas
dos subproblemas sejam de fato os valores para o 6timo global. Mas, em funcéo do tempo e
ferramentas disponiveis, esta pode ser a Unica alternativa para viabilizar a otimizagao.

Em uma estrutura de concreto armado modelada por elementos finitos, se for
conhecido o custo de cada elemento, o custo total da estrutura sera a somatdria do custo
dos elementos. Para um elemento de concreto armado a funcdo custo pode ser
generalizada da seguinte maneira:

C,=V.C.+FC,+4,C, (5.4.1)

Onde:

C, — Custo do elemento

V.,C., — Volume e custo do concreto por unidade de volume

P ,C, — Peso e custo do ago para concreto armado por unidade de peso

4,,C, > Area e custo de forma por unidade de area

Portanto, cada elemento deve armazenar informagdes de volume de concreto, peso de
aco e area superficial do elemento que sera envolvida pela forma. As informacdes referentes
ao volume de concreto e area de forma ja estdo disponiveis apds a entrada de dados para a
solugédo por elementos finitos. A informacao referente ao peso de ago estara disponivel
somente apdés o pos-processamento. Devem-se determinar as solicitagdes atuantes em
cada elemento e entdo calcular a armadura necessaria para equilibrar estas solicitacées.

A composi¢cao do custo unitario do concreto, aco e férma deve ser a mais completa

possivel, considerando material, mao-de-obra, tempo de equipamento e outras informacdes
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relevantes. Na maioria dos casos, estes custos unitarios apresentam variabilidades, mas
podem ser considerados constantes para uma obra especifica, com precisdo aceitavel.

As variaveis de projeto e funcdes restricdes podem ser definidas conforme a finalidade
do elemento: laje, viga, pilar, bloco de fundagao ou os elementos de fundagao como estacas
e tubuldes. As funcdes restricbes também séo definidas pelos valores minimos ou maximos
prescritos em norma, podem ser restricdes de geometria, deformagéo, taxa de agco ou
qualquer outra restricdo que possa ser matematicamente modelada.

Como exemplos, seguem alguns valores geométricos minimos para concreto armado,
conforme a NBR 6118 e NBR 7187:

1. Lajes macicas:
a. Lajes destinadas a passagem de trafego ferroviario: 4 =2 20 cm;
b. Lajes destinadas a passagem de trafego rodoviario: 2 = 15 cm;

c. Demais casos: 4212 cm.

N

Lajes nervuradas, Figura (5.3.1a):
a. Espessura da mesa 4,2 10 cm ou iy 2 a /12, sendo a a distancia entre
eixos das nervuras;
b. Distancia entre eixos das nervuras a < 150 cm;

c. Espessura da alma das nervuras b 2 12 cm.

w

Lajes ocas, Figura (5.3.1a):
a. Devem ser observados os mesmos limites especificados no item 2;
b. Espessura da mesa inferior b; 2 8 cm.

4. Vigas:

a. Secéo retangular e nervuras das vigas de secdo T, duplo T ou celular
concretadas no local: b,, =220 cm;

b. Vigas pré-moldadas de se¢cao T ou duplo T: b, =212 cm.

5. Pilares:

a. Pilares macicos b =40 cm ou b = 1/25 da altura livre;

b. Para segao transversal celular, a espessura das paredes nido deve ser
inferior a 20 cm, se for previsto execugdo com férmas deslizantes, a
espessura minima deve ser 25 cm, através de acréscimos nos
cobrimentos de 2,5 cm, ndo sendo permitido considerar tais acréscimos
no dimensionamento.

6. Paredes estruturais:

a. A espessura da parede estrutural 5 = 20 cm ou b = 1/25 da altura livre.
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bW bW

hr
hr

bi

(a) (b)

Figura 5.3.1 — Secdes de concreto armado

Vigas de concreto

A restricdo da taxa de armadura p nas vigas, definida como a razéo entre a area de ago

e area de concreto, deve ser maior que 0,15% e inferior a 4%. Assim:

0,15% < p = jv < 4% (5.4.2)

4

Neste trabalho, a funcao objetivo foi definida como o custo de uma seg¢ao de concreto
armado por unidade de comprimento. Foram desenvolvidas se¢cées com geometria circular e
retangular, sendo definida como a variavel de projeto, o didmetro da seg¢éo circular ou a
altura da secgao retangular. Desta forma, a fungdo objetivo e as fungbes de restrigbes,

Equacdes (5.4.1) e (5.4.2), sao reescritas da seguinte forma:

Secao circular:

2
f(X) => Ce = ﬂ:D Cc + As (D)j/\ca +7Z—DC/’ (543)
) =228 g 040 (5.4.4)
nD?
44,(D)
g:(x) =>0,0015 - <0 (5.4.5)
T
Secao retangular:
J(x)=> C,=BHC, +AS(H);/SCH +2(B+H)Cf (5.4.6)
(x) => A“'(H) 0,04<0 (5.4.7)
81 BH 9 = A
(x) =>0,0015 AS(H)<O (5.4.8)
x = b N P 2
& BH

Onde:
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D — Diametro da sec¢ao circular
B — Larguara da sec¢do retangular

H — Altura da se¢do retangular

A (x)— Area de ago em fungdo da varidvel de projeto

Pode-se notar na funcdo objetivo que as parcelas do custo referente ao concreto e
fébrma sao colocadas diretamente nesta fungdo, ou seja, estdo na forma explicita. Ja a
parcela do custo referente ao acgo, esta implicita na funcao objetivo. Neste caso, A; depende
da solucao de um sistema nao linear do tipo: dado diametro ou altura da secao (variavel de
projeto), encontre A,, admitindo que carregamento permanega constante ao longo do
processo de otimizacao.

Foi utilizado o Método da Fungao Penalidade Exterior para otimizar as secdes, quando
as restricbes sao violadas entra o fator de penalizagdo. Assim, as funcdes restricdes sao
adicionadas na funcdo objetivo, quando estdo inativas seu valor é nulo e quando sao
violadas seu valor tende a infinito com a atuacao do fator de penalizacdo. Entéo, a fungao

objetivo toma a seguinte forma:

Jx)=C.+g1 + g (5.4.9)
Onde:
Seg,<0
g =0
Seg,>0 (5.4.10)
g >

A andlise de sensibilidade foi realizada através do Método das Diferencas Finitas
Centrais, a opgao por este método dispensa o calculo analitico dos gradientes, o que seria
bastante trabalhoso para uma seg¢do de concreto armado. Entretanto, como mencionado
anteriormente, o custo computacional é alto e também exige calibracao do fator de

penalizacio para diferentes restricdes de caixa e valores de carregamento.
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CAPITULO 6
6 RESULTADOS OBTIDOS

6.1 DIMENSIONAMENTO A FLEXAO
Os primeiros resultados obtidos sao referentes a determinacao da area de ago em uma
secdo de concreto armado submetida a esforgcos normais, sendo dado carregamento,

geometria, dimensdes, /., [y¢ € arranjo da armadura. Este processo é conhecido como

dimensionamento.

Para validar o dimensionamento da secao de concreto armado, foram comparados os
resultados obtidos do codigo proposto, com os valores do programa nFOCCA desenvolvido
no Instituto Tecnoldgico de Aeronautica (ITA), elaborado por MEDEIROS [2004] e
disponibilizado pelo Prof. Dr. Flavio Mendes Neto em sua pagina da Internet.

O programa nFOCCA trabalha com secdes poligonais, para dimensionamento das
armaduras. O usuario define o carregamento (solicitagdes normais), as coordenadas dos
vértices e das barras de ago da segao transversal e o programa retorna a area exata de aco
e também a correspondente bitola comercial mais préxima para atender esta area. A secéo
circular foi aproximada para um poligono regular com 20 vértices, conforme sugestdo do
autor, nos exemplos apresentados no ftrabalho do autor MEDEIROS [2004], esta
aproximacao atingiu erros de até 13,01% em relacdo a referéncia utilizada pelo autor
SANTOS [1981].

O procedimento de validagao sera verificar a area de ago para as segdes circulares e
retangulares nos seguintes casos:

1. Dominio 1;
Dominio 2;
Dominio 3;
Dominio 4;
Dominio 5;

Tragao centrada,;

N o o bk~ w0 b

Compressao centrada;
8. Flexao pura.

As Tabelas (6.1.1) e (6.1.2) apresentam os resultados para os exemplos utilizados na
validacao do cédigo. As diferencas maiores ocorreram na segao circular, o que era esperado
com a aproximagao do programa nFOCCA de um circulo para um poligono. Ainda assim a
diferenca foi menor que o erro maximo apresentado pelo autor MEDEIROS [2004]. Outro
motivo para a diferenca e o fato de ter sido adotado o diagrama retangular de tensdes do
concreto (simplificacdo permitida pela norma) no codigo desenvolvido para este trabalho e o

programa nFOCCA utiliza o diagrama parabola-retangulo.
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A secao retangular apresentou bons resultados, com excecdo do Dominio 4, a
diferenga foi inferior a 0,5%. Pode-se considerar que o cédigo estd validado com estes

resultados, pois os valores de Ny e My representam os casos significativos para o

dimensionamento das se¢des de concreto armado submetidas a solicitacbes normais.

Tabela 6.1.1 — Resultados da area de ago (As) para segao circular

Segao circular com 10 barras longitudinais

Unidade => (cm)

fck= 20 MPa g 8

yc = 1.4

fcd= 14,3 MPa

Aco CA 50

Parametros Nd Md As (cm?) . Diferenca

Casos: (kN) (KN.m) nFOCCA | Cadigo

1. Dominio 1 12000 250 288,70 289,44 0,3%
2. Dominio 2 4000 2750 250,00 258,08 3,1%
3. Dominio 3 -2000 2000 100,10 105,85 5,4%
4. Dominio 4 -6000 1500 59,07 64,316 8,9%
5. Dominio 5 -11000 500 72,04 78,135 7,8%
6. Tragdo centrada 11000 0 253,00 253,00 0,0%
7. Compressao centrada -15000 0 133,80 | 130,067 -2,8%
8. Flexdo pura 0 4000 274,40 290,92 5,7%
Tabela 6.1.2 — Resultados da area de aco (As) para segao retangular

i ’

Secgao retangular com 4 barras longitudinais

Unidade => (cm) ol o

n <

fck = 20 MPa

yC = 1,4

fed= 14,3 MPa v ! o
Aco CA 50 20

Parametros Nd Md As (cm?) . Diferenca

Casos: (KN) (kKN.m) | nFOCCA [ Cddigo

1. Dominio 1 800 45 23,58 23,58 0,0%
2. Dominio 2 100 180 22,71 22,70 -0,1%
3. Dominio 3 -300 160 11,96 11,90 -0,5%
4. Dominio 4 -800 180 15,58 15,36 -1,4%
5. Dominio 5 -2000 55 24,53 24,40 -0,5%
6. Tracdo centrada 900 0 20,70 20,70 0,0%
7. Compressao centrada -2150 0 22,28 22,28 0,0%
8. Flex&o pura 0 90 10,05 10,02 -0,3%
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A Figura (6.1.1) mostra graficamente o valor do residuo Res ao longo do processo
iterativo para determinacéo da area de aco, neste exemplo foi adotado o 4° caso para segao

circular.

Processo lterativo - 4° Caso

1,00E+01

8,00E+00

6,00E+00

4,00E+00 \\

2,00E+00 \

0,00E+00 T T T T T " ! ! ! ! ! ! T T T T T T !
3\ 7 9 1 13 16 17 19 21 23
-2,00E+00

Res (Residuo)

—

-4,00E+00 -

-6,00E+00 -

k (Iteracdes)

Figura 6.1.1 — Exemplo de processo iterativo para determinagao de A

6.2 OTIMIZACAO DA SECAO TRANSVERSAL DE CONCRETO ARMADO

A otimizacdo tem como fungao objetivo minimizar o custo da sec¢do por unidade de
comprimento, sendo a altura da segdao a variavel de projeto e a taxa geométrica da
armadura p como restricdo, além das restricdes de caixa (maximos e minimos). Os valores
adotados para o custo dos materiais foram:

e Concreto => R$ 350,00 / m*
e Aco => R$ 3,85/ kg
e Forma =>R$ 15,00/ m?

O procedimento de validagédo dos resultados sera verificar o custo (fungcéo objetivo) na
vizinhanga (valor arbitrario de £1%) do valor encontrado para a altura da segao (variavel de
projeto), sendo que qualquer valor da variavel de projeto diferente do encontrado pelo
codigo deve ter o custo maior. Também sera verificado se a restricao da taxa geométrica da

armadura esta ativa e dentro dos limites prescritos.
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As Tabelas (6.2.1a, b e ¢) mostram os resultados para a seg¢do otimizada e os
valores na vizinhanga que foram calculados diretamente sem a atuacdo do solver de
otimizagdo. O exemplo da Tabela (6.2.1a) demonstra que a se¢ao otimizada atingiu o menor
custo e as restricdes nao foram violadas.

No exemplo da Tabela (6.2.1b), a taxa geométrica da armadura pp,, foi reduzida para
1,2%, neste caso, a solucdo 6tima encontrou uma altura da secdo e custo maior que o
exemplo anterior, porém com a taxa geométrica p exatamente no valor maximo,
demonstrando que a restricdo esta ativa. O custo na vizinhanca superior foi maior que na
secao otima, enquanto na vizinhancga inferior o custo foi menor, mas a restrigcao foi violada.

A Tabela (6.2.1c) demonstra o resultado da otimizacdo quando a altura da secao é
limitada pela restricdo da altura da viga.

Tabela 6.2.1 — Custo na secao circular 6tima e em sua vizinhanga

Segéo circular com 10 barras longitudinais

fck = 20 MPa =
vyC = 1,4
fcd = 14,29 MPa
£
Nd = -120 kN I 8
Md = 2500 kN.m *
ACO CA 50
Hmin = 20 cm Pmin = 0,15%
Hmax = 200 cm Pman = 4,00%
Resultados| Hsecéo As Custo
Casos: (cm) (cm?) P (R$/m) (@)
Secéo Otimizada 108,63 144,58 1,56% 812,576

Vizinhanca (+1%) |109,72113| 142,61 1,51% 813,626
Vizinhanca (-1%) 107,54844| 147,22 1,62% 813,568

Hmin = 20 cm Pmin = 0,15%

Hmax = 200 cm Pman = 1,20%
Resultados| Hsecgéo As Custo

Casos: (cm) (cm?) P (R$/m) (b)

Segao Otimizada 117,38 129,86 1,20% 826,560

Vizinhanca (+1%) |118,55730( 128,08 1,16% 829,341
*Vizinhanga (-1%) |116,20963( 131,69 1,24% 823,983
*Restricao violada

Hmin = 20 cm Pmin = 0,15%

Hmax = 100 cm Pman = 4,00%
Resultados| Hsecéo As Custo

Casos: (cm) (cm?) P (R$/m) (c)

Secao Otimizada 100,00 167,19 2,13% 827,297

Vizinhanga (-1%) 99,00 170,07 2,21% 830,070
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Tabela 6.2.2 — Custo na segao retangular étima e em sua vizinhanga

Secgao retangular com 4 barras longitudinais

A 5
fck = 20 MPa A
¥c= 1,4 5
fcd = 14,29 MPa
I <~
Nd = -300 kN i
Md = 160 kN.m Y Y o
20_
Hmin = 20 cm Prmin = 0,15%
Hmax = 100 cm Prmax = 4,00%
esultados Hsecéo As Custo
Casos: (cm) (cm?) p (R$/m) (a)
Secdo Otimizada 57,681 8,88 0,77% 90,508
Vizinhanga (+1%) 58,2581 8,69 0,75% 90,514
Vizinhanga (-1%) 57,1045 9,12 0,80% 90,667
Hmin = 20 cm Prmin = 0,15%
Hmax = 100 cm Pmax = 0,70%
esultados Hsegéao As Custo
Casos: (cm) (cm?) P (R$/m) (b)
Secgao Otimizada 59,425 8,32 0,70% 90,569

Vizinhanga (+1%) 60,0197 8,14 0,68% 90,617
*Vizinhanga (-1%) 58,8311 8,50 0,72% 90,535
*Restricao violada

Hmin = 20 cm Prmin = 1,50%

Hmax = 100 cm Pmax = 4,00%
esultados Hsecéao As Custo

Casos: (cm) (cm?) i (R$/cm) (c)

Secgao Otimizada 46,224 13,87 1,50% 94,132

*Vizinhanga (+1%) 46,6860 13,60 1,46% 93,803

Vizinhanca (-1%) 45,7616 14,13 1,54% 94,480

*Restri¢ao violada

Os exemplos demonstram que a otimizagao foi eficiente em encontrar o menor custo
dentro das restricbes impostas no problema. O menor custo foi encontrado no exemplo da
Tabela (6.2.1a) para a segao circular e no exemplo da Tabela (6.2.2a) para a secao
retangular, onde as restricdbes proporcionam um dominio maior para a busca da solugéo
6tima. Também o custo nas vizinhangas foi sempre maior que o custo encontrado na
solugao étima.

Na pratica, as variaveis de uma secao de concreto armado sao discretas. Para concreto
moldado in loco, as dimensdes sao geralmente multiplas de 5 cm e utilizam-se bitolas
comerciais para as armaduras. Entretanto, as variaveis continuas obtidas com a otimizacéo
em um algoritmo matematico, podem ser aproximadas para o valor discreto mais préximo a

favor da seguranca.
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6.3 LINHAS DE INFLUENCIA E ENVOLTORIAS DE ESFORCOS

Viga bi-apoiada

A Figura (6.3.1) mostra uma viga bi-apoiada com dois balancos. Esta viga representa a
longarina de uma ponte em concreto armado com secao transversal conforme Figura
(6.3.3), também sera considerado que neste projeto esta previsto uma transversina em cada
apoio, com rigidez suficiente para evitar a rotacdo das longarinas em torno do eixo
longitudinal. Este exemplo pode ser facilmente solucionado manualmente e sera utilizado
para verificar os resultados gerados pelo cédigo.

Nos projetos de pontes, devem-se avaliar todos os carregamentos possiveis de ocorrer,
bem como suas combinagbes, durante a vida util da estrutura. Neste trabalho sera avaliado
o momento fletor, atuante na viga principal (longarina), devido ao peso préprio da estrutura e
a carga movel.

A discretizagdo da viga foi realizada com trés elementos nos balangos e em dez
elementos no tramo. A numeracdo dos nds da viga esta indica na Figura (6.3.1). Como
neste trabalho foram gerados apenas os elementos de viga 2D que para este exemplo séo
componentes da longarina, todos os nés da malha de elementos finitos estardo sujeitos a
acao da carga mével. Em casos onde outros componentes da estrutura de uma ponte sdo
modelados na mesma malha de elementos finitos (por exemplo: os pilares), existirdo outros
nos da estrutura em que a carga movel ndo sera aplicada diretamente sobre eles.

Todas as sec¢des da estrutura (ou nés na modelagem por elementos finitos) terdo uma
linha de influéncia (LI) para cada efeito elastico a ser avaliado (momento, cortante, torgéo,
reacoes de apoio). A geragao da LI sera através de solugdes por elementos finitos com uma
carga unitaria atuando em cada né sujeito a aplicagdo da carga movel. Neste exemplo foi
considerado apenas o momento fletor. Também foi adotada a simplificagdo de secéao
constante para a viga. A Figura (6.3.2) apresenta a linha de influéncia referente ao momento

fletor para a se¢ao 9.

1 2 3 AN 5 6 7 8 9 10 11 12 13 A 15 16’ 17
350cm !4 1000cm 350cm

Figura 6.3.1 — Viga bi-apoiada com balangos



Capitulo 6 — Resultados Obtidos 94

Linhade influéncia para secéo 9

Momento (kN.cm)

Secéao

Figura 6.3.2 — Linha de influéncia do momento para a se¢éo 9

Verificagao da LI do momento para a sec¢ao 9:
Reacao de apoio para carga unitaria = 0,5
L.l. para momento maximo (+) na se¢éo 9, LI,= 0,5*500 = 250 cm
L.l. para momento (+) afastada £150 cm da secdo 9, LI, = LI; = 350*250/500 = 175 cm
L.l. para momento minimo (-) na secéo 1, LI1=-175 cm
L.l. para momento (+) afastada +150 cm da seg¢ao 1, LI, = 200%(-175)/350 = -100 cm
L.l. para momento (+) afastada +300 cm da segao 1, LI, = 50%(-175)/350 = -25 cm
Area de influéncia para momento (+), A%, = 1000*250/2 = 125000 cm?
Area de influéncia para momento (-), A'ing = 2.(350x175)/2 = -61250 cm?

Definida a LI do momento fletor, sera necessario determinar os carregamentos
atuantes. Para este exemplo foi considerado o peso proprio, peso do pavimento e o trem-
tipo referente a classe 45 da NBR 7188 [1987]. O peso préprio e peso do pavimento sao
considerados carregamentos permanentes enquanto a agdo do trem-tipo € considerada
variavel sendo que esta diferenciacao define os coeficientes para combinagao das acgbes.

As propriedades geométricas da secdo transversal da Figura (6.3.3) foram
determinadas com o auxilio dos programas AutoCAD e nFOCCA:

Area da secéo transversal, 4 = 32062,50 cm?

Momento de inércia, I, = 39114322,9167 cm*
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Figura 6.3.3 — Secao transversal da ponte

Carregamento distribuido devido ao peso de concreto, Qeoncreto = A-Yconcreto
Qooncreto = 3,20625 x 25 = 80,16 kKN/m

Carregamento distribuido devido ao peso do revestimento, Qrevestimento = A.Ypavimento
Qpavimento = (13,00-0,80) x 0,05 x 24 = 14,64 kN/m

Carregamento distribuido total, Qiotal = Qconcreto + Grevestimento
Quotal = 80,16 + 14,64 = 94,80 kN/m

Como a secgao transversal da ponte possui duas longarinas, o carregamento em cada
longarina sera:

Qiongarina = Jtotal /2 =47,40 kN/m

A carga mével pode atuar em qualquer ponto do tabuleiro, tanto no sentido longitudinal
como transversal e o seu posicionamento deve ser o mais desfavoravel possivel sendo
desconsiderada a parcela do carregamento que provoca alivio da solicitagcdo. Quando o
carregamento atuar no sentido transversal tem-se um problema 3D. Como neste trabalho foi
adotado modelo de viga 2D, a carga movel deve ser transforma em um carregamento 1D
equivalente. Para tanto, a se¢ao transversal da ponte é aproximada também para uma viga
2D com secao constante, e as longarinas sao consideradas como os apoios desta viga.
Assim, determina-se a linha de influéncia para reagdes de apoio, conforme Figura (6.3.4a).
Esta aproximagao ¢ valida quando as transversinas impedem a rotacdo das longarinas em

torno do seu eixo longitudinal.
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‘ 200cm
|
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REGIAO FORA DO VEICULO 5 kN/m?2

960cm

Figura 6.3.4 — Linha de influéncia para reagao de apoio na se¢ao transversal

(b)

O veiculo-tipo sera o posicionado conforme Figura (6.3.4b) a fim de obter os maiores

valores para o carregamento a ser aplicado na viga 2D. Conforme prescricdo da norma NBR

7188 [1984], a regidao da LI com valores negativos nao sera considerada, pois provocara

reducdo nas solicitacbes positivas. Também, para este caso, ndo sera necessario avaliar o

carregamento negativo, porque seus valores sdo pequenos quando comparado com o peso

préprio da viga. Assim, obtém-se o carregamento atuante na viga 2D conhecido como trem-

tipo real, indicado na Figura (6.3.5a):

Regiao do veiculo:
P =75.(1,3000+ 1,0143) = 173,57 kN
g=5x3,11=1556 kN/m

Regiao fora do veiculo:
q=5.(3,47 + 3,11) = 32,91 kN/m

Existem dois carregamentos distribuidos na Figura (6.3.5a), um valor para a regido do

veiculo e outra na regiao fora do veiculo. A NBR 7188 [1984] permite que o carregamento

distribuido seja homogeneizado, desde que n&o haja reducao de solicitagdes. Para tanto, as
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cargas concentradas dos veiculos s&do subtraidas das parcelas correspondentes a
homogeneizagdo do carregamento distribuido, assim, o trem-tipo simplificado tera um unico

carregamento distribuido, conforme Figura (6.3.5b), e a carga concentrada P sera:

P=173,57 - 6.(32,91 — 15,56)/3 = 138,86 kN

P P P =173,57 kN

g =32,91 kN/m [q = 15,56 kN/m

! ' ! !

150cm | 150cm | 150cm | 150cm

P P P =138,86 kN

q = 32,91 kN/m

150cm_ | 150cm

Figura 6.3.5 — Trem tipo real sem impacto

Para assimilar as cargas méveis, que produzem efeitos dindmicos na estrutura, com as
cargas estaticas determinadas pelo trem-tipo, utiliza-se um coeficiente de amplificacao
dindmica denominado de coeficiente de impacto [NBR 7181, 1987]. Este coeficiente € em
funcdo do vao, entretanto, a norma permite adotar um Unico valor equivalente a média
aritmética dos vao tedricos, caso o menor vao seja igual ou superior a 70% do maior. Para
vigas em balango, o vao tedrico é tomado igual a duas vezes o seu comprimento. Assim,
neste exemplo, o coeficiente de impacto terd um valor Unico para toda a estrutura e a Figura
(6.3.6) mostra o trem-tipo com impacto, sendo este o carregamento mével a ser aplicado na

viga 2D.

Média dos vaos = (2x 3,5+ 10 +2 x 3,5)/3=8,00 m
¢=14-0,007x8=1,344
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oP oP ¢®P =186,62 kN

¢ q =44,24 KN/m

| |
150cm | 150cm

Figura 6.3.6 — Trem tipo real com impacto

Definidos todos os carregamentos e as linhas de influéncia, o préximo passo sera
determinar as solicitagdes atuantes na estrutura, conforme mencionado anteriormente, este
exemplo considera apenas o momento fletor e esforgo normal a segdo. Assim, o momento

fletor positivo em uma longarina devido a carga permanente sera:

Mg = Qongarina - (A"inei + A'inf)

My =47,40 x (12,5 - 6,125)/2 = 302,1630 kN.m

Para a carga mével tem-se:

M’y = @.q. A"ing + @.P(LI1 + LIz + LI3)

M*, = 44,2368 x 12,5 + 186,62 x (2,5 + 1,75 + 1,75) = 1672,704 kN.m

Para o momento negativo devido a carga movel, também na se¢éo 9, sera:
Mg = ¢.9. A + 0.P(LI; + LI + LI3)

M’y = 44,2368 x (-6,125) + 186,62 x (-1,75 — 1,00 — 0,25) = 830,8224 kN.m

No dimensionamento, os esforgos devem ser majorados por coeficientes obtendo assim
as solicitagbes de calculo, neste trabalho foram adotados os coeficientes de ponderacao da
NBR 6118 [2004] para ELU. A Figura (6.3.7) mostra os resultados encontrados pelo codigo
para as envoltérias do momento fletor. Nos valores positivos a combinacdo de

carregamentos foi:

Combinagéo 1 => M’y = 1,4Mq4 + 1,4M,
M*4 = 2764,8139 kN.m

Para os momentos negativos foi utilizado:

Combinagéo 2 => M4 =1,0Mg + 1,4M,
M4 = -860,9883 kN.m
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Figura 6.3.6 — Envoltéria de momento fletor

Os resultados encontrados na solugao por elementos finitos para a secédo 9 foram de
2764,8082 kN.m para Combinacdo 1 e -860,9923 kN.m para a Combinacado 2, conforme
mostra Figura (6.3.6), estes valores apresentam erro de -0,0002% e 0,0005%
respectivamente, o que pode ser considerado uma 6tima precisao.

Para simplificacdo do problema, neste trabalho ndo serad considerado o diagrama
deslocado de momentos. Definidas as solicitagcbes maximas e minimas através da envoltéria
de momento fletor, parte-se para o dimensionamento da secao, neste trabalho foi adotada
secao “T” nos momentos positivos e se¢ao retangular nos momentos negativos. A variavel
de projeto a ser otimizada ¢é a altura da secao e, para simplificar o problema, todas as outras

variaveis como largura da segéo, dimensdes das misulas na segédo “T”, [« e arranjo das

armaduras foi adotado valores constantes.

As armaduras devem ser arranjadas de tal forma a concentrar mais barras na regiao
onde a tracdo é maior. Como a solicitacdo é de flexdo, as armaduras devem ser
posicionadas o mais afastado possivel do centréide da secao transversal. No tramo da viga,
onde ocorrem momentos positivos e negativos dependendo da combinagdo de
carregamento, foi adotada a proporcao de 2:1 entre a area de ago na face inferior e a face
superior. Esta proporcao foi adotada em funcédo dos valores dos momentos no tramo da

viga, a face inferior sera tracionada nos momentos positivos, enquanto nos momentos
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negativos a tragdo ocorrera na face superior. Como os momentos positivos sdo maiores,

em valores absolutos, que os momentos negativos, a maior concentragdo de armadura

devera ser na face inferior, conforme Figura (6.3.7).

As secOes dos balangos e dos apoios estdo sujeitas somente a momentos negativos,

assim, a armadura sera concentrada somente na face superior da se¢do, conforme Figura
(6.3.8).

Determinacao da largura de mesa colaborante para a se¢éo “T”:

Distancia a, entre pontos de momento fletor nulo sera o menor valor entre:

Tramo em balango a=2x350=700cm

Tramo central a=0,60 x 1000 =600 cm

Largura da mesa b, = 0,10 x @ x 2 + b, = 0,70 x 600 x 2 + 25 = 145 cm

Com esta largura colaborante, a secdo “T” para a viga deste exemplo tera as

dimensdes conforme Figura (6.3.7a).

Hsecéao

145
2
~ [ . - . <D(
o $ N8 g
® © o 1 0 3}
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2 o] < =)
: : 3 3 E
O 2 1] EE g
2 E - =
< x 2
= 2 P4
4 < -]
| < s Te] o
<€
x =
60 25 60 25
COTAS EM CENTIMETROS
(a) SECAO "T" (b) SECAO RETANGULAR

Figura 6.3.7 — Secdes do tramo a serem otimizadas
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-.C‘l\

Hsecao
ARMADURAS TRACIONADAS

25

Figura 6.3.8 — Segdes do balancgo e apoio a serem otimizadas

A Figura (6.3.9) mostra a altura da viga em todas as secdes. Neste exemplo,

considerou-se precisao em décimos de milimetros. Entretanto, na pratica corrente, € comum

adotar dimensdes multiplas de 5 cm, mesmo sendo possivel alcancar precisdo de

centimetros com as ferramentas disponiveis para execucao deste tipo de estrutura. Esta

configuragao também poderia ser executada em estruturas pré-moldadas.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
o ‘ ‘ ‘ ‘
@ )
- re)
= 3 & 5 5 5 &

e - - -

§ £

~

350 1000 350

COTAS EM CENTIMETROS

Figura 6.3.9 — Altura da viga otimizada

As armaduras foram detalhadas para as segdes 9 e 4 conforme Figura (6.3.10).
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COTAS EM CENTIMETROS
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Figura 6.3.10 — Detalhamento da armadura

A Figura (6.3.11) apresenta os resultados completos encontrados para a altura, area de
aco e o custo em todas as segbes da viga. O custo de cada elemento da viga pode ser
obtido através do produto do custo por unidade de comprimento, apresentado na Figura
(6.3.11c¢), pelo comprimento do elemento e, consequentemente o custo total da viga sera a

soma destes produtos. Para o exemplo em estudo, o custo total da viga foi de R$ 6980,97.
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Figura 6.3.11 — Resultados para viga otimizada
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CAPITULO 7
7 DISCUSSAO DOS RESULTADOS E TECNICAS EMPREGADAS

Os resultados encontrados no dimensionamento da secédo de concreto armado para as
diversas condi¢cdes de carregamento, mostram a eficiéncia do cdédigo computacional
desenvolvido neste trabalho. O problema foi abordado de maneira sistematica, baseado no
equilibrio dos esforgos resistentes com os esforgos solicitantes atuantes na secdo. Este
procedimento apresenta vantagens em relagcdo a abordagem tradicional da bibliografica,
quando incorporado o algoritmo matematico de otimizacao.

Durante a busca de linha, o dimensionamento é disparado varias vezes no processo de
otimizacao, para calcular os gradientes pelo Método das Diferencas Finitas Centrais. Em
alguns casos, o problema se mostrou instavel, com variagées do erro na ordem de 10% a
cada iteracao. Este problema foi corrigido com a calibracdo do parametro de penalizagao,
alteracéo do passo de busca, reducéo da caixa e alteragao do ponto inicial.

O coédigo desenvolvido para dimensionamento e otimizacdo da secdo de concreto ja
estd em uso pratico nos projetos de fundagcdo em tubuldo para torres e postes metalicos.
Intuitivamente acredita-se que o menor custo correspondera a solugado com o menor volume
de concreto, ou conforme citam as bibliografias: sempre que possivel deve-se dimensionar a
secdo no dominio 3 onde o concreto e 0 aco trabalham na tensdo maxima. Entretanto, estas
consideracdes ndo levam em conta o custo real em valores monetarios, que pode ocorrer
em funcéo da distancia da obra, dificuldade de acesso ou outro problema qualquer no qual o
custo do ago ou da férma seja predominante. Assim, a formulagao proposta do custo sendo
equacionado em valores monetarios composto pelo volume de concreto, peso de ago e area
de férma e solucionado através do solver de otimizacao, certamente apresentara melhores
resultados para obter o projeto 6timo.

Os postes de telecomunicagao produzem momentos elevados na fundagao. No caso de
tubuldo, quanto menor o didmetro do fuste, maior sera o consumo de aco, por outro lado se
aumentar o diametro do fuste para reduzir o consumo de ago, o volume de concreto e
escavacgao (pode ser extrapolado para obter o custo da férma) também aumentara. O cédigo
de otimizagao auxilia no projeto, fornecendo o didmetro do fuste para o custo 6timo da
secao simplesmente com a entrada de dados, dispensando varias tentativas tediosas.

Uma das sugestdes para trabalhos futuros, € a extensdo do codigo para solucionar
flexdo obliqua e esforgos tangencias como cisalhamento e tor¢do. Outra sugestdo um pouco
mais complexa seria calcular analiticamente os gradientes da equacao de equilibrio dos
esforgos solicitantes e resistentes. A derivada analitica reduz substancialmente o custo

computacional no processo de otimizacdo. Também a formulagcdo do problema de
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otimizagao podera ser melhorada assumindo outras variaveis de projeto como: todas as

dimensdes da secao, [ e distribuigdo da armadura.

A motivagao do trabalho foi a aplicagdo no projeto de pontes, assim, foi desenvolvido
um algoritmo que gera linhas de influéncia, por elementos finitos, para vigas continuas com
qualquer numero de tramos. O algoritmo também gera o trem-tipo e a envoltéria de
momentos com duas combinagbes de carregamento. Na seqliéncia, o solver de otimizagao
atua em todas as sec¢des da viga retornando a altura étima para a viga “T” nos momentos
positivos e para viga de sec¢ao retangular nos momentos negativos.

Como sugestao para trabalhos futuros, a estrutura pode ser modelada com uma malha
3D de elementos finitos, a modelagem das vigas pode ser realizada com elementos de viga
3D integrados as placas com off set ou até mesmo com elementos de placa ou casca. Outra
alternativa seria modelar a viga também com elemento de placa os casca, ndao sendo
necessario utilizar off set. Nestes casos, deve-se utilizar superficies de influéncia para
determinar como a carga moével sera aplicada. Assim, sera necessario calcular a base de
efeitos elasticos por integragao numeérica.

A formulacdo de um problema de otimizacdo requer definicdo do objetivo a ser
alcangado e das restricdes impostas e, tanto o objetivo quanto as restricbes devem estar
“matematicamente bem definidas”. Existem varias restricbes a serem consideradas nas
estruturas de concreto armado que tradicionalmente sao verificadas pelos critérios de ELU
(resisténcia, fadiga, ancoragem nos apoios) e ELS (fissuracdo, deformacédo, vibracdes,
durabilidade), além das restrigdes executivas como detalhamento da armadura, confecgao
de férmas, escoramento.

Apesar de importantes, este trabalho ndo considerou os efeitos de cisalhamento,
tor¢ao, deformacao da viga e vibragdes. A principal dificuldade encontrada foi equacionar
todos estas restricoes em fungao das variaveis de projeto. Entretanto, estas dificuldades nao
sao impeditivas para a otimizagao, ainda que parcial. Novas restricoes podem e devem ser
empregadas em trabalhos futuros, contribuindo para o aprimoramento constante na area de
concreto armado.

Com a otimizacdo da viga, as dimensdes podem ser alteradas e consequiientemente
ocorrera alteragao na area e inércia da viga, além de alterar o carregamento devido ao peso
proprio. Assim, o algoritmo deve alterar os dados de entrada e refazer todo o processo até
atingir a convergéncia, este processo iterativo ndo foi implementado neste trabalho. O
fluxograma da Figura (7.1) apresenta uma sugestdo para otimizar todos os componentes
estruturais que envolvem uma ponte, desde o tabuleiro até a fundacao.

Os procedimentos utilizados neste trabalho sao viaveis para problemas com poucas
variaveis, pois a analise de sensibilidade por Diferencas Finitas € computacionalmente cara
e, para cada caso, faz-se necessaria calibragao por parte do usuario de alguns parametros

de otimizacao. Nos casos de problemas com muitas variaveis, seria interessante calcular os
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gradientes analiticamente e utilizar um método que ndo exija muitos processos de
calibragédo, como por exemplo, o Método do Lagrangeano Aumentado.

O esforgo computacional foi significativo, mesmo com todas as simplificagbes do
problema: analise restrita a flexdo de viga 2D, otimizagdo com uma variavel de projeto por
secao transversal e esforcos constantes ao longo da anadlise. Um computador com a
configuragao Pentiun IV, 1,6MHz, 1024 MB de Ram, demorou cerca de trés minutos para

otimizar a viga utilizada como exemplo no Capitulo 6.
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Figura 7.1 — Fluxograma geral para otimizacéo da estrutura de uma ponte
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CAPITULO 8
8 CONCLUSOES

A principal contribuicao deste trabalho foi demonstrar a viabilidade de utilizar softwares
desenvolvidos nos laboratérios académicos, em problemas reais de engenharia. O cédigo
computacional aberto permite customizar os algoritmos para obter melhores resultados em
desempenho e confiabilidade.

Neste trabalho, todos os codigos sao abertos, o que possibilita aperfeicoamento
constante sem depender de atualizagbes externas. Também seria possivel a integragdo com
softwares comerciais, desde que tenha a formatacao de entrada e saida de dados.

O fato de nao comprar as licengas dos soffwares comerciais, nao significa
necessariamente uma vantagem financeira. O tempo de desenvolvimento ou mesmo
adaptacdo de um cédigo aberto também pode ter custo elevado, especialmente para o
profissional que nao utiliza programacao em sua rotina de trabalho.

E de fundamental importancia documentar os algoritmos, seja através de comentarios
feitos diretamente no cddigo, diagramas de classes ou textos tedricos. Uma semana sem
atividade de programacdo pode ser tempo suficiente para o programador esquecer alguns
conceitos ou ldgica utilizada no codigo, comprometendo o tempo de desenvolvimento para
relembrar o que ja foi elaborado.

A otimizacdo é, sem duvida, uma poderosa ferramenta para desenvolvimento dos
projetos de engenharia. Entretanto, a avaliagdo dos resultados dentro do contexto da
engenharia é vital para chegar de fato ao projeto 6timo, principalmente quando os
procedimentos exigirem calibragdo. Neste trabalho, foram utilizados algoritmos matematicos
para minimizagdo da fungido objetivo onde o ponto de minimo é determinado pelas
condigcbes de otimalidade, ou seja, € um processo deterministico. Entretanto, podem existir
minimos locais, sendo necessario iniciar o processo de otimizagcao por pontos diferentes
para confiabilidade dos resultados.

O desempenho do codigo de otimizagao esta diretamente relacionado com a analise de
sensibilidade. O Método das Diferengas Finitas Centrais tem a vantagem de ser bastante
flexivel, inclusive pode ser usado para interagir com softwares comerciais, entretanto, o
custo computacional é alto. No dimensionamento da se¢ao transversal de concreto armado,
que é um problema iterativo, bastaria uma precisdo de 102 para resultados praticos de
engenharia. Entretanto, neste trabalho foi necessario adotar precisdo de 10° em fungdo da
analise de sensibilidade por Diferengas Finitas, que deve ser suficientemente precisa para

evitar instabilidade durante o processo de otimizagao.
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Certamente seria vantajoso calcular os gradientes por métodos analiticos nas
secdes de concreto armado, mas isto vai exigir consideravel esforco matematico para
encontrar os gradientes de um problema néo linear.

Outro aspecto importante nos projetos de engenharia é a customizagao dos soffwares
de CAD. Este tema nao foi abordado neste trabalho, mas conhecida a formatacdo de
entrada e saida de dados do programa CAD, o desenvolvimento de cddigos adequados
permite esta integragao.

Engenharia aeronautica, civil, mecanica o qualquer outra ciéncia baseada na mecanica
do continuo, pode ser tratada de maneira equivalente. A abordagem sistematica da analise
estrutural e dos processos de otimizagao, a formulagdo matematica dos problemas fisicos e
a capacidade de desenvolver algoritmos integrando todos os processos necessarios em um
projeto, proporcionam grande vantagem competitiva para empresas e profissionais que

investem em ciéncia e tecnologia.
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APENDICES
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APENDICE 1

RESULTANTE DO CONCRETO PARA SECAO CIRCULAR

Sera adotado diagrama retangular de tensbdes, simplificagdo permitida pela NRB 6118
[2004] na qual os resultados sao suficientemente precisos quando comparados com o
diagrama parabola-retdngulo. Se fosse utilizado o diagrama parabola-retdngulo seria

necessario calcular a resultante do concreto através de integral numérica.

A Figura (A.1) mostra uma secéo circular com a regido comprimida indicada pelo trecho

da hachura.

REGIAO COMPRIMIDA

LN

Lo

Figura A.1 — Secéao circular de concreto armado

O angulo @ sera:

@ = arcsen (mj

r

Para a dedugéo das equacdes sera considerado %4 do circulo.

Area do setor circular (4,.)
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Area do triangulo

_r’cos@send r’sen(20)
triangulo 2 - 4

Portanto a area da regido comprimida para % do circulo é:

2
A, =4 —4 y :L{Z_Q_M}

1/4circulo sC triangulo 1/4circulo 72 7

Logo, para toda a regido comprimida,

E a resultante do concreto:

c

R :r{z_e_sen(Zﬁ)}a
2 2

Para segé&o circular a tensédo do concreto sera o, =0,80f,, :

26)
R —r|Z_g-529) |y 5
c r |:2 2 f;’d

Centroéide do setor circular

z
3

2 3 T
y A, = J.grsen 011206 = -1 cos 6|2 =L cos
)3 2 3 3

2 3
ywr— T _9|=L—coso
22

Centréide do triangulo

2 0
ytriangulo - g rsen
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Portanto o centréide da regido comprimida sera:

Acc Y cc — Asc Y se Atriéngulo Y triangulo

2, cos :
o[g-o- 20, ol (2] () o[ 202 n]

2

§[2 cos @ —sen (26)sen 6’]

T, sen (20)
2 2

Vee =




