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SIMBOLOGIA

Letras Romanas

J(t) funcdo creep.

E(t) modulo de relaxacao de tensdo.
E.(s) omodulo complexo de Young
E(s)  parte real do mddulo

E(s) parte imaginaria do modulo

E. (Q) moddulo complexo de elasticidade

E; parametro do material viscoelastico
Eo parametro do material viscoeléastico
k rigidez da mola

c viscosidade do amortecedor.

t tempo em segundos.

S variavel de Laplace.

G (t) funcao relaxacao de tensdo.

D* Operador linear da derivada fracionaria, com parametro o .
D’ Operador linear da derivada fracionaria, com pardmetro 3

P fator de proporcionalidade
k; rigidez da mola 1.

k, rigidez da mola 2.

k. () rigidez complexa do elemento

l comprimento da haste.
L operador linear

bm parametro do material
Eo parametro do material

Em  parametro do material de ordem m
h(t) constante dependente do tempo

Go parametro fracionario
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G.(€©) modulo complexo de cisalhamento.
G(s) modulo do material no dominio de Laplace

G, (Q) modulo dindmico complexo do material

G parametro fracionario

0

Gy parametro fracionario

b tempo de relaxacgao

by ¢ uma constante na temperatura absoluta Ty

b, representa o tempo de relaxamento, isto ¢ tem dimensao de (tempo)a
Jo complidncia do equilibrio.

E, (X) fungdo Mittag-Leffler

u numero real

F [h(t)] transformada de Fourier

T temperatura de referéncia em escala absoluta
To temperatura de referéncia

S(T) funcao deslocamento

A area lateral carregada

L

h,  espessura do espécime viscoelastico.

T.(Q) transmissibilidade sendo uma fungio da freqiiéncia e de seis ou cinco parametros

C

T (Q j) transmissibilidade experimental

Sy (Q j) espectro cruzado de poténcia de x(t) e y(t)

S, (Q j) auto espectro de sinal de entrada y(t)

f(x) funcdo custo

€j vetor que define o erro complexo
e vetor de erro transposto conjugado
x'  vetor de projeto transposto

Letras Gregas

e (t) deformacgao dependente do tempo

G0 tensdo constante aplicada.



o(t) tensdo dependente do tempo
£ deformacao constante aplicada.

€ derivada de 1* ordem da deformagio

€, taxa de deformagdo.

c tensao

€ deslocamento total

£ deslocamentos da mola e amortecedor viscoso
& deslocamento do amortecedor viscoso

pu(t)  funcdo degrau unitario (Heaviside)

6(‘[) func¢io delta de Dirac

T tempo de relaxagao
T tempo de retardo
Gi tensdo na mola

o)) tensdo amortecedor viscoso
o ordem da derivada.

ordem da derivada
r funcdo Gamma

A7 pequeno intervalo de tempo 7

n(Q) fator de perda do material

L razdo de Poisson
0,  constante obtida experimentalmente
0, constante obtida experimentalmente

Q  freqliéncia
Q,,, freqiiéncia de Nyquist
® freqliéncia

o, freqiiéncia reduzida

p densidade

Po densidade para a temperatura de referéncia
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RESUMO

Materiais viscoelasticos sao hoje largamente aplicados em varios ramos da engenharia,
com destaque para a mecanica e aeroespacial. Uma das razdes para tal popularidade reside na
facilidade com que os materiais viscoeldsticos sdo vulcanizados nas mais diferentes formas.
Outra, ¢ o fato de que inumeros materiais basicos podem ter suas propriedades dinamicas
adequadas, mediante introdu¢do de aditivos, as varias aplica¢des especificas.

O Grupo PISA-LVA os vem estudando, bem como suas aplicac¢des, ha cerca de quinze
anos, tendo j& granjeado reputacdo internacional. Dentre as suas conquistas, cite-se, por
importante no presente trabalho, o desenvolvimento de técnica para a identificagdo dos
pardmetros do modelo fracionario dos materiais viscoelasticos. Esta técnica, ja difundida
internacionalmente, acabou por substituir, no ambito do Grupo, com enormes vantagens, a da
norma ASTM E 756 98. Esta técnica € toda estabelecida no dominio da freqiiéncia.

Surge naturalmente a questdo: se esses pardmetros representam o material
viscoelastico com excelente precisdo, ndo seria correto utilizd-los para o computo de
propriedades importantes, definidas no dominio do tempo, como creep, compression set e
outras? Este trabalho pretende ser um passo inicial para responder a essas questdes, entre
outras. Revé os modelos de Maxell, Kelvin-Voigt e Linear Padrdao (ou Zener), primeiro na
forma classica, a derivadas inteiras. Repete-se este estudo, agora permitindo que as derivadas
tenham ordem fracionaria. As equacdes resultantes sdo tratadas pela via da Transformada de
Laplace. As solugdes das equagdes resultantes envolvem as funcdes de Mittag-Leffler,
notorias pelas dificuldades computacionais que apresentam, em certas circunstancias. Embora
inimeros estudos e algoritmos tenham vindo recentemente a luz, parece, entretanto, que um
algoritmo absolutamente robusto, infenso a toda e qualquer circunstancia, ainda esta para ser
escrito. Como a funcdo de creep ¢ bem comportada para o computo numérico, procura-se
calcular a funcdo de relaxag¢do de tensdo por deconvolugdo. Uma outra saida, também aqui
apresentada, ¢ a da inversdo numérica da transformada de Laplace. Os resultados dessas
técnicas sdo cotejados com aqueles obtidos pelo computo direto da fun¢ao de Mittag-Leffler,

em casos em que ha convergéncia.
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ABSTRACT

Viscoelastic materials are widely used in engineering, mainly in the mechanical and
aerospace branches. One of the reasons for such a wide popularity is its ability to conform to
any shape in the vulcanized form. Another is the fact that viscoelastic materials can have its
dynamical properties tailored by additives, to match almost all practical specifications.

The PISA-LVA group has been studying and applying viscoelastic materials for about
fifteen years, having already gained an international reputation. Amongst its achievements it
is fair to quote the development of a numerical-experimental technique for the identification
of the parameters for the fractional model for viscoelastic materials. This technique, already
published internationally, has become standard in PISA-LVA, displacing the one described in
the ASTM E 756 98.

This brings about the question: since these fractional parameters describe the
viscoelastic behaviour so accurately, why not to use them to compute some time domain
properties such as creep, compression sets and others? This work sets out to give a first step to
answering this question. The Maxell, Kelvin-Voigt Standard-Linear (or Zener) models are
reviewed, first in the classical formulation with derivatives of integer orders. Then it is
reviewed in the fractional derivative form. The resulting equations are treated in the Laplace
domain and its time domain solutions contain the so called Mittag-Lefller functions. These
functions are notorious for being particularly difficult in computations, under certain
circumstances. Although various algorithms have come to light in recent years it seems that a
definitive, general and robust algorithm is still to be written. Since the creep function is well
behaved and ease to compute with the Mittg-Lefller functions, it is proposed to compute this
function and then computed stress relaxation function via de-convolution. Also this function
is computed by numerically inverting the Laplace transform of its form in the Laplace

domain. Results are presented and assessed as far as computing time and accuracy.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Materiais viscoelasticos

O controle de ruidos e vibragdes, pela introdugdo de amortecimento e flexibilidade, ¢
uma pratica importante e cada vez mais comum. Os materiais viscoeldsticos sdo usados como
um meio de suprir 0 amortecimento a estruturas, bem como suavizar a resposta de vibragao
ressonante.

Pode-se descrever o comportamento dos materiais como: eldstico, viscoso, €
viscoelastico. Materiais elasticos sdo os que se deformam sob tensdo, mas retornam ao
tamanho e forma originais quando a carga for removida. Para materiais completamente
elasticos, a tensdo ¢ diretamente proporcional a deformacdo (lei de Hooke). Um material ¢é
viscoso quando deforma constantemente sob tensdo. Os materiais viscoeldsticos caracterizam-
se por possuirem ambos os comportamentos, viscoso € elastico. O comportamento viscoso
estd relacionado a dissipacdo de energia vibrante, e o comportamento eldstico ao
armazenamento de energia. Segundo Lakes (1999), materiais viscoelasticos sdo aqueles em
que as relagdes entre tensdao e deformagdao dependem do tempo. De maneira geral, um
material viscoelastico pode ser pensado como algo entre o solido elastico hookeano e o fluido
viscoso newtoniano.

A utilizacdo de materiais viscoelasticos tem sido crescente quando se trata de controlar
vibragdes e ruidos, nas diversas areas de engenharia, em especial nas areas aeroespacial e
naval. Dispositivos feitos com materiais viscoelasticos, tais como: isoladores, neutralizadores
dinamicos, painéis sanduiches e ligacdes estruturais podem ser projetados para se alcangar um
controle altamente eficaz.

Para projetos eficientes, o comportamento dinamico, ou caracterizagdo dindmica dos
materiais viscoeldsticos, necessita ser conhecido. A determinacdo desse comportamento ¢ o
objetivo primordial de diversos métodos (métodos da viga vibrante, método da rigidez direta,
método de caracterizacdo via transmissibilidade, entre outros), cada qual com suas vantagens
e limitagdes. Assim sendo, € conveniente descrever seu comportamento em termos de

modulos complexos.
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As propriedades dinamicas mostram dependéncia em relagdo a freqiiéncia de
excitacdo, temperatura ambiente, magnitude da carga dindmica e pré-carga estética, efeitos
tais como creep e relaxamento, radiacdo ultravioleta, ozonio e outros. Na faixa linear,
freqiiéncia e temperatura sdo usualmente consideradas como as duas variaveis mais
importantes (ver Apéndice E).

Virias técnicas tém sido usadas para medir as propriedades dindmicas dos materiais
viscoelasticos, incluindo a técnica da viga vibrante (Lopes, 1989, 1998), a técnica da
impedancia, da transmissibilidade (Espindola et alii, 2004 e 2005), e as técnicas de relaxagdo
e creep. Ambas as técnicas da viga vibrante e impedancia sdo usadas para medir, no dominio
da freqiiéncia, em diferentes temperaturas, as propriedades dindmicas. As técnicas de creep e
relaxagdo sao usadas para medir o modulo de relaxacdo e creep como fun¢des no dominio do
tempo sob diferentes condigdes de carregamento (Nashif et alii, 1985).

Em materiais viscoelasticos a tensdo ¢ geralmente uma funcdo da deformagao, e das
derivadas temporais da deformacao. Da aplicacdo de um conjunto de forgas de carregamento
resulta a deformagdo e a mesma dependerd das propriedades do material. Isso pode ser
reversivel (deformagdo elastica ou recuperavel) ou irreversivel (deformacao viscosa, plastica,
permanente) ou compreender ambas as partes recuperavel ou permanente. O comportamento
do material sera representado na forma de uma equagdo constitutiva ou equacao de estado
reologico (Tschoegl, 1989), isto €, uma equacdo que especifique as propriedades do material,
independentemente do tamanho ou forma do corpo feito com tal material.

Se a deformagdo for muito pequena e a equacdo constitutiva puder ser expressa como
uma equacao diferencial linear com coeficientes constantes, o material ¢ dito viscoelastico
linear. Para se ter viscoelasticidade linear € necessario que a resposta da deformacao, para um
dado instante, seja proporcional ao carregamento. Quando a tensdo ¢ muito pequena, o
material se comporta como linear.

O material, nos modelos viscoelasticos, se comporta como se tivesse memoria; os
principios elementares e comportamento desses modelos no tempo foram apresentados por
Christensen (1982).

A teoria mais geral de viscoelasticidade linear foi formulada por Boltzmann em 1894.
Essa teoria esta baseada no principio de Superposi¢dao de Boltzmann. Ele propos: “O creep €
uma funcdo da histéria completa do carregamento; cada etapa do carregamento faz a
contribui¢cdo independente para totalizar a histdria do carregamento; a deformacao final e total

¢ a soma de cada contribuicao”. Ou seja, a tensdo atual ¢ determinada pela superposi¢do das
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respostas ao conjunto completo dos incrementos das deformagdes. Duas hipoteses sdo usadas:
a invariancia no tempo e a causalidade.

A caracterizacdo das propriedades dindmicas no dominio do tempo pode ser feita por
duas formas, entre outras. Uma envolve a determinagdo indireta do modulo de relaxa¢dao no
dominio do tempo a partir do modulo complexo no dominio da freqiiéncia de um material
viscoelastico, através do uso da transformada de Fourier. Outra envolve a determinagao direta
das propriedades dinamicas do material viscoelastico, no dominio do tempo, pelo uso das
técnicas de creep e relaxacdo de tensdo (Oyadiji et alii, 1997).

O uso de derivadas generalizadas para modelagem matematica de materiais
viscoelasticos tem sido difundido nas ultimas décadas (Bagley e Torvik, 1979, 1986; Bagley,
1990; Padovan e Guo, 1988; Pritz, 1998). Nessa abordagem, as relacdes entre tensdo e
deformagdo sdo expressas através de derivadas de ordem ndo inteira, denominada derivadas
fracionarias ou generalizadas. Com apenas cinco ou quatro parametros ¢ possivel representar
certos materiais, enquanto que para derivadas de ordem inteiras, s3o necessarios inumeros
parametros para identificar as propriedades dinamicas dos materiais, naquelas relagdes (Jones,
1980).

Os modelos mecanicos cldssicos em viscoelasticidade linear a serem estudados serdo:

unidimensionais, quase estaticos no dominio do tempo e no dominio de Laplace.

1.2 Pesquisas desenvolvidas no PISA-LVA

O grupo de pesquisa Integrada em Sistemas Vibrantes e Actsticos, PISA-LVA, esta
ligado ao Departamento de Engenharia Mecanica. Desenvolve pesquisas que muito
contribuem para a caracterizagdo das propriedades dos materiais viscoelasticos e sdo
apresentadas nas formas de estudos de iniciagdo cientifica, dissertacdes, teses de doutorados,
relatdrios técnicos e artigos publicados em anais de congressos e revistas indexadas.

As linhas de pesquisa ja consolidadas sao:

e (aracterizagao dinamica de materiais viscoelasticos;

e Controle de vibragdes e som por neutralizadores (absorvedores) dindmicos;

e Controle de vibragdes por isoladores viscoelasticos;

e Controle de vibragdes e som e identificacdio de pardmetros de materiais

viscoelasticos por via do célculo fracionario;

e Dinamica de estruturas compostas metal-material viscoelastico;

e Identificacdo de parametros estruturais;
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¢ Controle misto, passivo-ativo, por meios de algoritmos LMS- filtrados.

As pesquisas ja consolidadas referem-se ao controle de vibragdo e som por
dispositivos feitos de materiais viscoeldsticos, tais como isoladores neutralizadores dinamicos
de vibragdo, painéis sanduiches, ligagdes estruturais que podem ser projetados por controle de
vibragdes altamente eficientes (Espindola e Bavastri, 1995a, 1995b, 1997a, 1997b, 1997¢c,
1999; Espindola e Floody, 1999).

Um modelo complexo e realistico para a viga vibrante foi desenvolvido, com sucesso,
por (Lopes et alii, 1996; Brandon et alii, 1999).

Espindola et alii, (2004) apresentaram uma nova abordagem para a identificacdo de
materiais viscoelasticos, baseada no modelo a derivadas fracionarias. Um sistema
viscoelastico de um tnico grau de liberdade (e sua transmissibilidade) ¢ usado para identificar
tais propriedades em uma banda larga de freqiiéncias e temperaturas. Foi desenvolvida uma
técnica para a identificacdo dos parametros fraciondrios de materiais viscoelasticos
diretamente do experimento.

O conceito de derivada fracionaria foi usado para representar o modelo matematico da
transmissibilidade. Entdo, os paramentos do material viscoelastico foram obtidos, fato que,
possibilitou a identificacdo do mdédulo complexo do material viscoelastico.

Espindola et alii, (2005) apontaram um procedimento para a caracterizagdo dinamica
integrada de elastomeros, aplicado em exemplares de borracha butilica e silicone. Mostram-se
na modelagem proposta, as varias funcdes de transmissibilidade obtidas nas varias
temperaturas de ensaio, que podem ser utilizadas de forma simultanea para caracterizacao
integrada do material de interesse (ver Apéndice C).

A area de Vibragdes e Acustica do curso de pos-graduacdo em Engenharia Mecanica
da UFSC estd harmonizada com a necessidade de pesquisas das empresas mistas, privadas e

de orgdos publicos.

1.3 Estado da arte

Um estudo sobre a relagdo entre a teoria molecular descrevendo o comportamento
microscopico de determinados meios viscoelasticos e do modelo empirico de
viscoelasticidade foi desenvolvido por Bagley e Torvik (1983). Os autores mostram que as
relacdes constitutivas, se escritas em termos de calculo fracionario, tem resultados

equivalentes aos da teoria molecular da viscoelasticidade. Tschoegl (1989) apresenta um
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estudo detalhado da teoria viscoelastica linear, com énfase nas equagdes constitutivas de
derivadas inteiras.

Lakes (1999) apresenta a teoria de solidos viscoelasticos, incluindo os efeitos
transitorios e dinamicos, com €nfase sobre a viscoelasticidade linear e métodos experimentais
para caracterizacdo de materiais viscoelasticos. Ferry (1980) proporciona trabalhos que tratam
das propriedades viscoelasticas de classes particulares dos materiais, introduzindo aspectos
estruturais dos polimeros, teorias moleculares, e muitos resultados experimentais que dao
forma a relaxacdo viscoelastica e dielétrica nos polimeros. Christensen (1982) apresenta a
teoria linear, em seu livro Theory of Viscoelasticity, incluindo solugdes de problemas
avangados de interesse da pesquisas em relacdo as leis constitutivas tensdo deformacao, no
tempo. Os trabalhos Flugge (1975) sdo introdugdes adiantadas da teoria linear, que enfatizam
modelos mecanicos com molas e amortecedores.

As notas de aula da Universidade de Auckland (Archer, 2003a, 2003b) em
viscoelasticidade sobre modelos mecanicos dao énfase a resposta de elementos mola-
amortecedor e usam o método de transformada de Laplace para solugdo das equagdes
constitutivas com derivadas inteiras. Tem-se também uma abordagem de modelos mecanicos
com destaque para os resultados graficos nas notas de aulas da universidade de Nottingham
(Long, 2002) sobre viscoelasticidade.

Pritz (1996, 2003) relata que a imprecisdo dos modelos mecanicos acima citados pode
estar na relacdo tensdo deformacdo definida no dominio do tempo, apresentada por uma
equacdo diferencial linear de ordem inteira. Essa equacdo diferencial pode ser generalizada,
substituindo-se as derivadas de ordem inteira por derivadas de ordem fracionaria (Caputo e
Mainardi, 1971; Bagley et alii, 1979). Os novos modelos sdo denominados generalizados, ou
modelos a derivadas fraciondrias; sendo uma ferramenta importante para descrever o
comportamento dindmico de varios materiais.

Koeller (1984) mostra a conexdo do calculo fraciondrio com a teoria da
viscoelasticidade linear. Generaliza alguns conceitos da teoria de Rabotnov da mecéanica e
mostra o seu relacionamento com o célculo fracionario. Sdo obtidas expressdes para as
fungdes creep e relaxacdo em termos da fungdo Mittag-Leffler sobre o parametro de derivada

fracionaria 3. As equacdes constitutivas obtidas estdo dentro da moderna teoria de materiais

com memoria. Nos modelos mecanicos de Maxwell e Kelvin-Voigt substituiu-se o
amortecedor viscoso pela mola generalizada como elemento base para o célculo fracionario,
permitindo uma transi¢do continua do estado fluido para o estado so6lido, quando o parametro

da memoria variar de zero a um. A mola-generalizada ¢ combinada com a mola classica e
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suas equagdes constitutivas sdo representadas por equacdes diferenciais fracionarias. Koeller,
1984, Schmidt et alii, 2001 apresentam modelos envolvendo derivada fracionaria no tempo,
fornecendo boas propriedades de ajuste de curvas, sendo requeridos poucos parametros.

Welch et alii, (1999) analisam a resposta viscoeldstica quase-estatica de materiais
poliméricos utilizando modelos constitutivos baseados no céalculo fracionario € no dominio do
tempo. Destaca-se a habilidade de avaliar a fungdo Mittag-Leffler para o ajuste de modelos
fracionarios aos dados de creep estitico e relaxacdo. A habilidade desses modelos de
representar adequadamente o comportamento viscoelastico sobre muitas décadas de tempo
com poucos parametros ¢ uma predi¢ao para seu uso continuado em modelagem viscoelastica.

Para que sejam obtidas solugdes das equagdes diferenciais de ordem fracionaria nos
modelos mecanicos estudados, foram utilizados os resultados obtidos em Hartley et alii,
(1998) e Ortigueira (2000), em termos da derivada da funcdo exponencial, da transformada de
Laplace e transformada inversa dessas fungdes.

Mainardi (2004) apresenta um estudo dos aspectos fisicos € matematicos do calculo
fracionario em viscoelasticidade linear. Destaca o processo de relaxa¢do no modelo sélido
linear padrao em viscoelasticidade linear, aplicado ao calculo fracionario, com o uso da
funcdo Mittag-Leffler. Um algoritmo para computagdo da funcdo Mittag-Leffler usando o
calculo fracionario ¢ apresentado em Diethelm et alii, (2003) e Gorenflo et alii, (2002). Um
programa em C', baseado neste algoritmo, foi escrito e implementado, no PISA-LVA, por
Rafael A. de Espindola.

Como a convergéncia da fungdo relaxagdo de tensdo ¢ muito dificil através da funcao
Mittag-Leffer, faz-se uso do método da inversdo aproximada da transformada de Laplace.
Segundo Cheng et alii, (1994), a inversdo exata ¢ normalmente dificil de se realizar; devem-se
entdo usar técnicas de inversdo aproximada. E necessario ter uma idéia do comportamento da
funcdo para poder escolher o método adequado.

Christensen (1982) apresenta o uso da inversdo aproximada da transformada de
Laplace para problemas quase estaticos, com a sugestdo de uma simula¢do numérica. Abate e
Whitt (1992, 1995), usam o método da série de Fourier para obter a transformagdo inversa de
Laplace. Brancik (1998, 1999a, 1999b, 2001) apresenta varios algoritmos para simula¢ao
numérica para inversao aproximada da transformada de Laplace.

Press et alii, (1992), fazem um estudo do processo de convolugdo e deconvolucdo e
mostram que o seu computo torna-se eficiente com o uso do algoritmo FFT. Magain et alii,

(1998), apresenta um novo método para recuperagdo de imagens astrondmica, possuindo
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aplicagdes em varias areas, salienta ainda os problemas da deconvolugdo por métodos
tradicionais.

Problemas encontrados no processo de deconvolugdo sdao devido a presenga de ruidos
na transformada de Fourier, associados as medi¢des praticas ou do proprio processo de
deconvolugdo (Smith, 1990). Haykin (2005), diz que os métodos de Fourier fornecem um
poderoso conjunto de ferramentas analiticas e numéricas, para resolver problemas que
envolvem sinais e sistemas e, para o estudo e processamento de imagem através da
deconvolugao.

Andrews (2004) apresenta um estudo do processo de deconvolugdo para sistemas
lineares invariantes no tempo, nos dominios do tempo e da freqiiéncia, com o uso de
algoritmos FFT e IFFT. Enfatiza a necessidade do uso de um filtro passa baixa para
regularizar o resultado da deconvolugdo e diz que o conhecimento exato da deconvolucao de
sinais ndo € possivel, e aproximagdes tém que ser assumidas.

Conforme literatura, a funcao relaxacao de tensao ¢ uma funcao extremamente dificil
de ser computada (0 mesmo ndo ocorre com a funcdo creep), sendo necessario o uso de
algoritmos robustos para que sua convergéncia ocorra. O grau de dificuldade da computagao
numérica da fungdo relaxacao de tensdo é proveniente da fun¢do exponencial generalizada ou
fungdo Mittag-Leffler.

O proposito deste trabalho ¢ a simulacdo numérica para o computo da funcdo
relaxagdo de tensdo por dois métodos: inversdo aproximada da transformada de Laplace;
deconvolugdo entre uma funcdo de tempo preestabelecida e a fungdo creep, obtida pelo
método da inversdo exata (Mittag-Leffler). Pretende-se preencher, assim, uma lacuna
existente nos atuais procedimentos utilizados para o computo da funcao relaxagao de tensao.

Sera usado o modelo padrio (ou Zener), a derivadas fraciondrias, com quatro
parametros, aplicados em material viscoelastico.

Espera-se conseguir boa precisdo numérica, estabilidade e convergéncia da funcao
relaxagdo de tensdo com menos esforco computacional. Para validar esse procedimento, deve-
se estabelecer uma comparagdo entre o método de deconvolucdo e pelo método da inversao

aproximada da transformada de Laplace, da fungao relaxagdo de tensao.

1.4 Estrutura de tese

Além do presente capitulo, o trabalho serd estruturado em mais cinco outros e quatro

apéndices.
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No capitulo 2, faz-se uma referéncia a viscoelasticidade linear, enfatizando os
fenomenos de creep, relaxacao de tensdo e os dois elementos béasicos dos modelos mecéanicos
lineares, que sdo a mola e o amortecedor. Apresenta-se um estudo de trés modelos mecéanicos
classicos em viscoelasticidade linear, que serdo modelos quase estaticos, unidimensionais e no
dominio do tempo. Com o uso de derivadas inteiras, ¢ no dominio de Laplace, serdao
apresentadas as equacdes constitutivas de cada modelo, bem como sua representagdo grafica.

No capitulo 3, nos modelos mecanicos estudados anteriormente serd substituido o
amortecedor viscoso por uma mola generalizada, fazendo-se uma adaptacdo das equagdes
constitutivas dos modelos de derivadas inteiras para equacdes com derivadas fracionarias.

No capitulo 4, apresenta-se 0 modelo mecanico fraciondrio linear padrao, através das
relagdes constitutivas hereditarias viscoelasticas. Serdao obtidas as fungdes relaxagao de tensao
e creep por divisdo longa e, com o auxilio da funcdo exponencial generalizada ou fungao
Mittag-Leffler, faz-se uma analise do computo da fungdo Mittag-Leffler utilizadas nas
fun¢des acima citadas.

No capitulo 5, apresenta-se o resultado da simulacdo numérica do método de Inversao
Aproximada da Transformada de Laplace e do método da Deconvolucdo, pois os mesmos
serdo utilizados no calculo numérico da fungdo relaxacdo de tensdo. Pretende-se preencher,
assim, uma lacuna existente nos atuais procedimentos no computo dessa fungao.

No capitulo 6, relatam-se as conclusdes do trabalho de tese e sugestdes para futuros
trabalhos.

As referéncias bibliograficas e os cinco apéndices utilizados para a presente pesquisa

encontram-se no final do trabalho.



CAPITULO 2

MODELOS MECANICOS A DERIVADAS INTEIRAS

2.1 Viscoelasticidade linear

Materiais viscoelasticos sdo aqueles para os quais a relagdo entre tensdo e deformacao
depende do tempo. Viscoelasticidade linear ¢ uma teoria que descreve o comportamento de
materiais por equacdes lineares, a derivadas inteiras ou fracionarias.

A teoria mais geral de viscoelasticidade linear foi formulada por Boltzmann, em 1894,
Ferry (1980), Tschoegl (1989). Esta teoria ¢ baseada no principio de superposicdo de
Boltzmann. Ele propds: “O creep ¢ uma func¢do da historia completa do carregamento; cada
etapa do carregamento faz uma contribuicdo independente para totalizar a historia do
carregamento; a deformagdo final e total ¢ a soma de cada contribuicdo”. Ou seja, a
deformagdo atual ¢ determinada pela superposicdo das respostas ao conjunto completo dos
incrementos de tensdo. Duas hipoteses sdo usadas: a invariancia no tempo e a casualidade.

Um material elastico possui sempre alguma inelasticidade, mesmo em deformacgdes
muito baixas. Os fendmenos de creep e relaxagdo sao efeitos importantes da inelasticidade e
podem ser estudados mediante modelos viscoelasticos, os quais diferem dos modelos
elasticos, ja que dependem de toda historia da deformacdo. Assim, o material viscoelastico
comporta-se como se tivesse memdria.

O comportamento viscoeldstico de materiais depende do tempo e mostra que as
manifestagdes de creep (incluindo recuperagdo de creep) e relaxagdo de tensdo sdo

particularmente importantes em projetos.

2.1.1 Creep

Creep ¢ uma deformacao lenta, progressiva do material sob tensdo constante, isto €, ha
uma deformacdo elastica instantdnea seguida pela deformagdo dependente do tempo. Ao
remover a carga, O processo reverso ocorre. A recuperacdo instantanea ¢ seguida da

recuperagao dependente do tempo, ou seja, a recuperacao do creep (ver Fig. 2.1).



Capitulo 2 — Modelos Mecanicos a derivadas INLEITAS ..............c..cc.cceeieceereaceeieeeeeeeee e 10

Causa
Sa

Gy

¢ A Efeito

Viscoelatico

-

Elastico o

.
.
*

4
. :
P :
L’ Viscoso :

Creep Recuperacao

Figura 2.1 - Creep

A deformacdo por creep denotada por s(t), pode ser representada pela equagdo

g(t)=0,J(t), para um estado unidimensional de tensdo e deformagdo (Long, 2002; Archer,

2003a, 2003b; Lakes, 1999 ).

Em materiais viscoeldsticos, a fun¢do creep ¢ independente do nivel de tensdo e a

deformacao &(t) aumentard com o tempo, conforme a relagao
e(t)=o,J(t), (2.1)

onde o, ¢ a tensdo constante aplicada e J (t) ¢ a fungdo creep.

A dependéncia do tempo da fungao creep, J(t), pode ser representada em escala log-log
(ver Fig. 2.2) e ¢ expressa através da relagdo entre o tempo de aplicacdo do carregamento e
um parametro caracteristico do material. Em creep este parametro caracteristico ¢ chamado
tempo de retardo, T, e varia para diferentes materiais dependendo da estrutura molecular.
log J(§) 4 vitreo viscoelastico glastco  de fluxo

Ce-

Figura 2.2 - Variagdo da fungdo creep com o tempo
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Para intervalo curto de tempo a fungdo creep ¢ constante com valor relativamente
baixo, e o material encontra-se em estado vitreo. A funcdo creep aumenta com o tempo para
um valor constante quando o material ¢ elastico. Alguns materiais ndo alcancam um estado
relaxado, mas continuam a fluir até que os mesmos falhem. Entre o estado vitreo e elastico,
isto ¢, para um periodo de tempo intermedidrio, o material comporta-se como sendo

viscoelastico (Archer, 2003a, 2003b).
2.1.2 Relaxacao de tensao

Relaxacao de tensdo ¢ o decréscimo gradual da tensdo quando o material ¢ mantido a

uma deformacdo constante, ou seja, a tensdo aumenta instantaneamente e diminui
gradualmente ao longo de um periodo de tempo para um valor finito. A tensdo G(t)em

materiais viscoeldsticos decrescerd lentamente, como mostra a Fig. 2.3.

g , Causa
A

Efeito

Eldstico

Viscoeldtico E

Viscoso

S

Relaxacio Recuperacio

Figura 2.3 - Relaxag@o de tenséo

A variagdo de tensdo dependente do tempo pode ser representada pela equacdo

o(t)=¢,E(t), para um estado unidimensional de tensio e deformagdo (Long, 2002; Archer,

2003a; Lakes, 1999).

Em materiais viscoelasticos, o modulo de relaxagao de tensdo € uma caracteristica do

material ¢ independente do nivel de tensdo. E(t) ¢ uma funcdo dependente do tempo e

decrescera com o tempo, conforme a relacao,
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E(t)= ), (22)

onde &, ¢ a deformagdo constante aplicada, o(t)¢é a tensdo dependente do tempo ¢ E(t) ¢

o mddulo de relaxagdo. Uma expressao andloga a (2.2) vale para o médulo de relaxacdo ao

cisalhamento G(t).

Na relaxagdo de tensdo existem as mesmas regides de comportamento (ver Fig. 2.4),
como ocorre no creep. O tempo de duragdo da relaxacdo depende da estrutura molecular do

material e € caracterizado como tempo de relaxagao, t.

A vitreo viscoelastico elastico  de fluxe

-1 S —
=

Figura 2.4 - Variagdo do modulo relaxagdo de tensdo com o tempo

No estado vitreo, para tempos curtos, o material tem um moddulo alto de cisalhamento
e ¢ rigido. Para longos tempos o modulo é baixo e o material comporta-se como sendo
elastico. A presencga de fluxo viscoso afeta o valor limite para o mddulo. Se o fluxo existe, o
modulo se reduz ao longo do tempo para um valor infinitesimal e a tensdo no material cai para
zero. Quando ndo ha fluxo, apos certo periodo de tempo o mddulo de relaxagdo atinge um
valor constante. Para tempos intermediarios o material comporta-se viscoelasticamente com o
modulo dependente do tempo (Long, 2002).

Embora o processo molecular que governa o creep seja similar ao que governa a

relaxacdo, em geral, o tempo de retardo e relaxacdo tem valores diferentes.

2.1.3 Fendmenos creep e relaxacdo de tensdo

Creep e relaxacao de tensdo sdo dois processos cujos modelos fenomenologicos sao

dos mais utilizados para predizer o comportamento de elastomeros. Eles sdo freqlientemente
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tratados como dois fendmenos separados, embora consideragdes fisicas sugiram que um

processo possa influenciar no outro (Borja, 1992).

Fendmeno creep

Creep ¢ 0 aumento da deformagao, ao longo do tempo, sob tensdo constante (Fig. 2.1).

O estudo do fendmeno creep permite o uso do projeto operacional por um periodo
longo. Historicamente o estudo do fendmeno creep foi dirigido pela necessidade de se avaliar
o desempenho dos metais em temperaturas elevadas. Tal fendmeno tem ampla e diversificada
ocorréncia, ou seja, na temperatura da sala pode ocorrer em: plasticos, solidos, vidros. e em
outras variedades de materiais, incluindo metais com baixo ponto de fusdo. O fendmeno creep
torna-se um problema particularmente importante onde altas temperaturas sdo encontradas
como, por exemplo, em turbinas de avides e reatores nucleares (Gent, 2001; Boresi et alii,
1993; Archer, 2003b).

Nos materiais poliméricos o creep pode ser examinado segundo a teoria de
viscoelasticidade linear. Ele ¢ fundamental nas aplicagdes de montagem com elastomeros tais
como isoladores para motores, neutralizadores e “links” viscoelasticos.

O creep pode ser medido em tensdao, compressao ou cisalhamento simples. Os testes
de creep sdo executados com o objetivo de predizer o comportamento do material testado. A
duragdo do teste creep pode estar numa faixa de menos do que um minuto a varios anos. Sao,
geralmente, executados medindo-se a deformacdo em temperatura constante. A curva creep
padrao pode ser obtida em um grafico de deformacgao versus tempo.

Curvas creep sao similares e geralmente se apresentam conforme Fig. 2.5

ruptura

Im

£y

Figura 2.5 - Comportamento da curva creep.
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Para o tempo t=0, a deformacdo ¢, ¢ devida ao carregamento inicial e € a quantidade

de deformacdo instantanea, independente do tempo, sofrida pelo material. Pode-se incluir a
deformacdo elastica e plastica. E interessante dividir a curva creep em trés estagios. O
primeiro estdgio (I) ¢ chamado creep primario (ou creep transitorio), onde a taxa de
deformacgdo aumenta rapidamente e, apds, decai lentamente com o decorrer do tempo. Inicia-
se entdo o segundo estdgio (II), conhecido como creep secundario (ou creep em estado
permanente). Nesta fase a taxa da deformacao ¢ aproximadamente constante. Finamente tem-
se o terceiro estagio (II), conhecido como creep terciario (ou creep instavel). Agora
deformagdo novamente aumenta de forma répida até uma eventual ruptura do material
(Archer, 2003a, 2003b; Boresi et alii, 1993).

Ha sempre alguma divida em extrapolar dados em laboratério para o desempenho em
servico, ou seja, para aplicagdo em campo. Isto ¢ de grande interesse no caso do fendomeno de
creep, onde medig¢des sdo feitas em intervalos de tempo muito mais curtos do que a vida util

do material.

Fendmeno relaxacao de tenséao

Relaxagdo de tensdo ¢ o decaimento da tensdo em fun¢do do tempo sob condi¢do de
deformagdo constante (ver Fig. 2.3). Tem elevada importancia em processos de
impermeabiliza¢do, por exemplo, em produtos de borracha tais como anéis-O e as gaxetas
(vedagdes, calafetagem).

Relaxagdo de tensdo ¢ mais freqlientemente medida, em elastomeros, no modo
compressivo. Os testes de relaxacdo de tensdo sdo planejados para medir tensdo residual,
depois de o elastomero ter sido mantido deformado por periodos de tempo prolongados (Gent,
2001; Archer, 2003a).

Pode-se, ainda, afirmar que:

Os testes de relaxagdo e creep fornecem um meio simples e mais direto de se obter as
propriedades mecanicas, envolvendo a teoria de viscoelasticidade linear. Tais testes sao
geralmente aplicados para condi¢do uniaxial de deformacdo e tensdo, de acordo com as
relacdes constitutivas apropriadas.

Os fendmenos creep e relaxagdo de tensdo sdo importantes devido as falhas, que
eventualmente podem ocorrer, nos componentes fabricados com elastomeros. As taxas de
creep e relaxacdo de tensdo podem ser determinadas experimentalmente, permitindo a escolha

correta do polimero e do projeto.
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Ambos os fenomenos sdo devidos aos processos simultaneos de relaxacao fisico e
quimico. Efeitos fisicos predominam para tempos curtos € em temperaturas baixas e
ambientais. Efeitos quimicos sdo mais significantes para tempos longos, tornam-se mais
importantes em temperaturas mais altas.

Embora os testes de relaxacao e creep tenham a vantagem da simplicidade, hd também
algumas desvantagens associadas. A primeira desvantagem ¢ que os procedimentos de teste
uniaxial de relaxacdo e creep supdem que a tensao seja uniformemente distribuida através da
seccdo reta do material, com as superficies laterais livres para expansdo e contracdo. Essa
condi¢do ndo pode ser satisfeita nas extremidades do material, dada a conexdo com a maquina
de teste. Naturalmente esse efeito torna-se inteiramente insignificante enquanto o material €
feito para aproximar a geometria dos filamentos. A segunda dificuldade envolve os efeitos
dindmicos, que sdo encontrados na obten¢do de dados em curto espaco de tempo. As fungdes
de relaxagdo e de creep supdem o desaparecimento de todos os transitorios excitados com a
resposta dinamica no material na maquina de teste (Christensen, 1982).

Creep e relaxacdo de tensdo sdo processos que em certas regides da escala do tempo
sao dificeis de se realizar.

A utilidade das fungdes relaxacdo de tensdo e creep estd na determinagdo das
deformacdes, quando as tensdes sdo conhecidas e, na determinacdao das tensdes quando as
deformagdes sdo conhecidas. As mesmas podem ser usadas no lugar das equagdes
diferenciais, muito mais dificeis de serem manipuladas que as fungdes acima citadas (Flugge,

1975).

2.2 Modelando o comportamento viscoelastico

Numerosos modelos classicos tém sido usados no estudo do comportamento elastico
de materiais (Hooke, Newton, Kelvin etc.). Esses modelos aproximam a relacdo entre a forga
e a deformacdo do material, através de uma equagdo diferencial ordinaria (Flugge, 1975;
Lakes, 1999; Tschoegl, 1989; Long, 2002; Archer, 2003a; Hammerand, 1999).

Classicamente, o Comportamento elastico do material viscoelastico ¢ modelado
usando-se molas, enquanto que os amortecedores viscosos sdo usados para modelar o
comportamento viscoso de tais materiais. Usando varias combinagdes de elementos molas e
amortecedores viscosos em série e/ou paralelos, uma grande variedade de materiais
viscoelasticos pode ser modelada. Embora os modelos sejam puramente fenomenologicos,

eles sdo particularmente Uteis para predizer a resposta do material sob condi¢des de creep e
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relaxacdo, e até sob situagdes de carregamento complexo. Uma desvantagem ¢ que s6 em
faixa estreita de freqiiéncia eles podem dar uma boa percepcao da natureza geral da resposta
viscoelastica.

A seguir sera analisada a resposta de trés modelos mecanicos sob condigdes de tensao
e deformacao constante. Todos os modelos sdo lineares, isto €, para algum instante no tempo,
a tensdo € proporcional a deformacao.

Os dois elementos basicos dos modelos mecanicos lineares a serem analisados sdo:

1. O componente elastico ¢ a mola linear

F 3
v

Figura. 2.6 - Mola linear

o=ke (2.3)
que ¢ a Lei de Hooke, onde k ¢ a rigidez da mola.

A equagdo constitutiva para o solido linear elastico ¢ ¢=o/k. Para uma carga

aplicada repentinamente, a mola, (Fig. 2.6), reage deformando-se instantaneamente, e
quando a carga ¢ removida reage outra vez instantaneamente, recuperando as dimensdes

originais. A resposta pode ser escrita da forma €=c,J, onde J ¢ conhecida como a funcdo

creep. Uma grande faixa de materiais em engenharia pode ser representada como elastico

. : 1
linear. Neste caso simples J ~%

2. O componente viscoso ¢ o amortecedor linear

v

—
L

Figura 2.7 - Amortecedor linear
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o=c¢ (2.4)

que ¢ a Lei de Newton onde c ¢ a constante do amortecedor.

A equacdo constitutiva do amortecedor, (Fig. 2.7), que assume o comportamento de

um fluido ideal é €=9 % . A deformagao devido a carga aplicada repentinamente ¢, pode ser

obtida pela integragdao da expressdo acima. Considerando a deformag¢ao inicial como sendo

zero tem-se £=(c,/c)t.

A deformagdo aumenta de forma linear e sem limites, enquanto a tensdo ¢ aplicada.
Nota-se que a deformagdo € proporcional a tensdo, como deve ser para um material

linear viscoelastico. A relagdo entre tensdo e deformagao pode ser escrita na forma

e(t)=0,J(t) (2.5)

sendo
1(t)=1, (2.6)
c

onde J(t) ¢ a fungdo creep.

2.3 Os modelos mecéanicos classicos de viscoelasticidade

No trabalho a ser desenvolvido, neste capitulo e nos subseqiientes, supde-se que o
corpo viscoelastico esteja em repouso para todos os tempos anteriores, € para o instante inicial
torna-se, sem perda da generalidade, t = 0. Para t > 0 supde-se que o corpo viscoelastico esteja
sujeito a uma tensdo o(t) e deformagdo &(t) uniaxial. Considera-se a fun¢do resposta para uma
excitagdo expressa pela fun¢do degrau unitario (Heaviside), a qual representa um papel
fundamental do ponto de vista matematico e fisico.

Denota-se por J(t) a resposta da deformagdo para uma unidade de tensdo para o teste
creep, e G(t) a resposta da tensdo para uma unidade de deformagao para o teste de relaxagao.
As fungdes J(t) e G(t) sdo denominadas fun¢do creep e funcdo relaxacdo de tensdo
respectivamente, ou apenas, as fun¢des materiais do corpo viscoeldstico. Ambas as fungdes

sdo causais, isto ¢ desaparecem para t < 0.

Os valores limitados das fungdes materiais para t —> 0" e t — +00 sdo relacionados

aos comportamentos instantdneos ¢ do equilibrio do corpo viscoeléstico, respectivamente.
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Ambas as fung¢des materiais sdo nio-negativas. Além disso, para 0 <t <+00, G(t) é uma
funcdo nao crescente e J(t) uma fungdo ndo decrescente. A propriedade de monotonicidade de
J(t) e G(t) ¢ relatada, respectivamente, para o fendmeno fisico de creep e relaxagdo de tensao.

Nos trés modelos a tensdo o,e a deformagdo €, sdo aplicadas repentinamente na
equagdo governante:

O'(t)= aoy(t)

carregamento pulso salto unitério para t = 0;
G(t) =— Gou(t - ’C) descarregamento pulso salto unitrio para t=1;
e(t)=¢g,u(t)

deslocamento pulso salto unitario parat = 0;

para obter-se a fungdo creep, a recuperagcdo creep e a funcdo relaxagdo de tensdo,
respectivamente.

A funcido resposta a uma excitagdo ¢ expressa pela fungdo degrau unitario

,u(t):{l se 120

u(t) € a funcdo degrau unitario, Heaviside
0 se t<0

” =6(¢)  ¢éafungdo delta de Dirac
2.3.1 Modelo classico de Maxwell

O modelo classico de Maxwell consiste de uma mola classica e um amortecedor em

série, representando o comportamento de um fluido, como mostra a Fig. 2.8.

k

W

L 2

-~

k4
r
v

€,

D

¥

Figura 2 8 - Mola classica e amortecedor viscoso em série

O equilibrio deste modelo ¢ dado por ¢ = 6| = 5, sua deformagao compativel &
~ < .~ 1
& = &+ &, easrelagdes de tensdo-deformagdo sdo ¢, =—c, §,=—0.

C
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A equacgdo governante sera:
C . .
c+—06=c¢ 2.7)

Utilizando dois intervalos, 0 < t <t e 1 < t, obtém-se a resposta para ambos o0s
carregamentos, dados o creep completo, e a resposta de recuperagdo (ver Fig. 2.9). Entao, o

resultado esperado sera:

(e} o
TO-F—Ot, 0<t<rt
e(t)= ¢ (2.8)
°0
—T, T<t
C
(1)
Uﬂﬂ-
¢
60
k
0

Figura 2.9 - Representagao da solugdo (2.8)

A fungdo Creep, J(t), para o modelo Maxwell ¢ dada pela Eq.(2.9) e na Fig. (2.10)

tem-se a representacao grafica.

J(t) =%p(t)+%t (2.9)

Figura 2.10 - Fungédo creep para o modelo classico de Maxwell.
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A solugdo do modelo classico de Maxwell para relaxagdo de tensdo, G(t), ¢ dada pela

Eq. (2.10), ver Fig. 2.11.

t

G(t)=ke T, (2.10)

onde t=c/ke G(t) = o(t)/e,.

G(t)
k L

h

-
-

0 t

Figura 2.11 - Fungdo relaxagdo de tensdo para o modelo classico de Maxwell

2.3.2 Modelo classico de Kelvin (ou Voigt)

No modelo so6lido de Kelvin, a mola ¢ conectada ao amortecedor em paralelo como

mostra a Fig. 2.12.

A J

QJL
Q

r 3
v

E

Figura 2.12 - Mola classica e amortecedor viscoso em paralelo
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A deformagdo compativel para o modelo classico de Kelvin ¢ ¢=¢ =¢,, sendo

. . . - 1
o=0,+0, o equilibrio deste modelo e as relacdes de tensdo-deformacdo sdo 8=EGI,

.1
£=—0,.
c

A sua equagdo governante ¢ dada por
oc=ke+ce. (2.11)

A resposta para ambos os carregamentos, o creep € a de recuperacdo ¢ obtida da

adicao das equacdes nos intervalos, 0 < t<tet < t, ver Fig. 2.13. O resultado esperado ¢

&(l_ef(k/c)t), 0<t<t
g(t): ” (2.12)
Gy o (key (e(k/c)r _1) 1<t
k b
ga(t) A

Figura 2.13 - Representacao da solugdo (2.12).

A solu¢ao do modelo classico de Kelvin para a fungao creep, J(t), ¢ dada pela equagdo

_t
J(t):l(l—e ] (2.13)
k
Sendo J(t)=¢(t)/c, e T'=c/k ¢ o tempo de retardo (ver Fig. 2.14). Note-se que

limJ(t)=0 e limJ(t)=

t—0 t—o0

==



Capitulo 2 — Modelos Mecanicos a derivadas INLEITAS ..............c..cc.cceeieceereaceeieeeeeeeee e 22

KI(t)4

A\

0 ¢

Figura 2.14 - Fungdo creep para o modelo classico de Kelvin

A funcdo relaxacgdo de tensdo,G(t), ¢ dada pela Eq.(2.14) (ver Fig.2.15).
G(t)=kun(t)+cd(t) (2,14)
onde p(t) ¢ a fun¢do degrau unitario e S(t) ¢ a fungdo impulso de Dirac.

G(t)
Tk

A

C
A S
k

»
=

0 ¢

Figura 2.15 - Fungdo relaxagdo de tensdo para o modelo classico de Kelvin

Nenhum dos modelos, fluido de Maxwell e solido de Kelvin, sdo eficientes para
descrever com precisdo a resposta de um so6lido ou fluido viscoeléstico linear real. O modelo
fluido Maxwell ndo mostra um decréscimo da razao de deformagao sob uma tensao constante
e ndo exibe a recuperacdo dependente do tempo apds ser descarregado. Por outro lado, o
modelo so6lido de Kelvin ndo deforma instantaneamente sob a aplicacdo de uma tensdo
aplicada repentinamente. Particularmente, esses modelos estdo aqui presentes para se
examinar algumas de suas caracteristicas de viscoelasticidade linear e podem ser usados como

molas e amortecedores viscosos para construir modelos mais complexos € mais precisos.
2.3.3 Modelo classico Linear Padrao (ou Zener)
O modelo classico linear padrao ¢ uma combinacdo do modelo de Kelvin, mais uma

mola cléassica para melhor descrigdo dos efeitos de creep, recuperacao do creep e relaxagdo de

tensao (ver Fig. 2.16).
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k4

A
A 4
-~
L 4

-~
v

£

Figura 2.16 - Mola classica em série com uma unidade Kelvin

As equagdes para esse modelo, conforme Fig. 2.16, sdo: equilibrio 6=0,+0,,

~ , N ~ ~ 1 .1
deformagdo compativel ¢=¢ +¢&, e relagdes de tensdo-deformacdo slzk—cs, £,=—0,,
C
1
1
€, :k—Gl.

2

A equacdo governante para este modelo ¢ dada por

c ._k1k28+ k.c

c+ G = £
k, +k, k, +k, k, +k,

(2.15)

A resposta completa para creep e recuperagao do creep sera obtida nos intervalos

0 <t<tet<t. Entdo, pode-se escrever:

e(t)=1" ? (2.16)

-

0 . t

Figura 2.17 - Representacdo da solugéo (2.16)
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A fung@o creep para o modelo classico linear padrao (ver Fig. 2.18) ¢ dada por:

J(t):kl(né(pe-“f )J 2.17)

1

2
onde t'=c/k,.

li(t) F 3

\j

0 t

Figura 2.18 - Fungdo creep para o modelo classico Linear Padrao.

A solugdo para a fungao relaxagdo de tensao, G(t), (ver Fig. 2.19) ¢ dada por:

t
k (_7)

G(t)= ! k,+k v 2.18

() k, +k, 2 THe ( )

sendot=c/(k, +k,) é o tempo de relaxagdo ¢ G(t)=oc(t)/¢,.

0 t

Figura 2.19 - Fungio relaxagdo de tensdo para o modelo classico Linear Padrdo
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Os modelos mecanicos a derivadas inteiras, independentemente do numero de
parametros, ndo explicam a convergéncia da funcao relaxacdo de tensdo para um valor finito,
com o tempo tendendo ao infinito. Nestes modelos tem-se somente o comportamento local da
funcdo acima citada

No proximo capitulo, serdo deduzidos os modelos mecanicos a derivadas fracionarias
que, entre outras vantagens, pode-se obter um melhor comportamento qualitativo da fungao

relaxacao de tensdo.



CAPITULO 3

MODELOS MECANICOS A DERIVADAS FRACIONARIAS

3.1 Aplicacéo do calculo fracionéario

As modificagdes de modelos cléssicos podem ser obtidas propondo uma relagdo entre
a tensao e a deformagdo no material, por meio das equagdes diferenciais fracionarias, usando
derivadas de ordem nao inteira, isto €, o calculo fracionario. As derivadas de ordem inteira
dependem somente do comportamento local da funcdo, enquanto que o calculo fracionario
depende de toda a histéria da fungao.

Modelos de ordem fraciondria de viscoelasticidade linear (isto ¢, viscoelasticidade
linear em combinagdo com operador de ordem fracionaria) tém provado ser util para
modelagem de polimeros sujeitos a pequenas deformagoes (Bagley e Torvik, 1983; Welch. et
alii, 1999; Lion, 1997; Friedrich et alii, 1999).

O uso do modelo constitutivo, baseado no célculo fracionario, ¢ motivado, em parte,
pelo fato de que poucos pardmetros sdo necessarios para representar o comportamento do
material viscoelastico. A aplicacdo de derivadas fraciondrias na viscoelasticidade foi estudada
por Caputo e Mainardi (1971) e ¢ fundamentada fisicamente por Bagley e Torvik (1983). Os
modelos fracionarios sao facilmente analisados usando a transformada de Fourier ou Laplace.

As equacdes constitutivas baseadas em calculo fracionario podem ser descritas no
dominio do tempo, de Laplace e da freqiiéncia. As representacdes no dominio do tempo, para
uso na teoria quase estatica, sdo as mais apropriadas. A andlise de dados de teste quase
estatico para creep e relaxacdo que utilizam modelos fracionarios necessita do uso de fungdes

especiais, como as fung¢des do tipo Mittag-Leffler (Erdélyi et alii, 1954).
3.2 Equacdes constitutivas viscoelasticas fracionarias
Os modelos reologicos de viscoelasticidade linear, normalmente, consistem de molas e

amortecedores. Suas equagdes constitutivas podem ser escritas na forma generalizada

utilizando derivadas fracionarias (ver Fig. 3.1).
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k L | ¢ p.o.

Y
a) Mola. b) Amortecedor viscoso ¢) Mola generalizada
c=kD%....... oc=cD'e c=pD%

Figura 3.1 - Elementos reoldgicos de viscoelasticidade

Na Fig. 3.1 D" ¢ D' representam operadores diferencias de ordem zero e um respectivamente.
D representa um operador diferencial de ordem o (fracionario), ver Apéndice A. A equagio

constitutiva fracionaria resultante é:

o =pD“¢, (3.1
onde p ¢ um fator de proporcionalidade, o a ordem da derivada, tal que 0 < o <1.

A relagdo constitutiva (3.1), quando a = 0 descreve o comportamento da mola e p
especifica a rigidez da mola k. Se a = 1, resulta na equacdo constitutiva do amortecedor e p
define a constante c, que depende da viscosidade. Assim, quando 0 < o < 1, a mola
generalizada (“spring-pot”) exibe caracteristicas da mola e do amortecedor. O elemento
reologico generalizado para viscoelasticidade ¢ a mola generalizada, e se refere a equagao
(3.1), introduzido por Koeller (1984) como um “spring-pot” e € representada por um losango
(ver Fig. 3 1). Para estudo complementar ver Caputo e Mainardi (1966).

O elemento reologico fracionario € caracterizado pelo fato de a tensdo ser proporcional
a derivada fracionaria da deformagdo. Para solicitagdes harmonicas e periodicas, a andlise
mostra que o elemento reologico fracionario ndo ¢ somente um elemento dissipativo, mas
também elastico (Moreau et alii, 2004).

Se os amortecedores viscosos em modelos reoldgicos tradicionais forem substituidos
por molas generalizadas, modelos generalizados de viscoelasticidade linear serdo derivados.
As equagoes constitutivas desses elementos serdo equacdes diferenciais de ordem fracionaria.

A seguir serdo derivados os modelos reolégicos fraciondrios no tempo, para um estado
unidimensional de tensdo e deformagdo, substituindo o amortecedor viscoso nos modelos

reologicos classicos, pela mola generalizada.
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3.3 Modelos fracionarios

Os modelos fraciondrios sdo baseados em uma modificacdo da equagdo geral dada
previamente. E possivel ter uma equagio de ordem ndo inteira, para o estudo do
comportamento de materiais viscoelasticos.

Com o objetivo de simplificar a solugdo das equacdes diferenciais lineares de ordem
fracionaria, aplica-se a transformada de Laplace. Para obtencdo das transformadas inversas de

Laplace de ordem fracionéria expande-se o resultado obtido por meio de uma divisdao longa,

1 t(x 1
fazendo uso da expressdo —= £ {F ( )} para o > 0. I'¢ a fungdo gama. Pode-se, entdo,
S o

construir uma série de poténcias (Hartley et alii, 1998).
Aplica-se a transformada inversa de Laplace na série de poténcias e coletam-se os
dados na forma de um somatério. Define-se entdo uma fungdo exponencial generalizada

conhecida como de Mittag-Leffler (Mittag-Leffler 1902, 1903, 1904, 1905), para uso com a

equacao diferencial fracionaria. A fun¢do Mittag-Leffler ¢ definida como

0 n

E, (z):Zﬁ, a > 0 ( Erdélyi, 1954). Se z = -at’, tem-se

E,|-at" |= Z a>0 (3.2)

na+1

Fungdes do tipo Mittag-Leffler foram introduzidas dentro da viscoelasticidade linear
por Rabotnov (1980) e a conexdo com o uso do operador derivativo fracionario em equagdes
constitutivas de viscoelasticidade linear foi estabelecida por Koeller (1984). Esse operador foi
utilizado nos modelos mecanicos classicos de Maxwell, de Kelvin (ou Voigt) e Linear Padrao

(ou Zenner), entre outros.
3.3.1 Modelo fracionério de Maxwell
O modelo fracionario de Maxwell envolve a associacdo em série de dois elementos,

uma mola cléssica e uma mola generalizada (ver Fig. 3.2). Compare-se a Fig. 3.2 com a Fig.

2.8.
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v

— s
A4

F 3
v
s
v

a_,
k J

Figura 3.2 - Mola classica e mola generalizada em série

A tensdo o ¢ a mesma em ambos 0s elementos e suas respectivas relagdes de tensdo-

N N o c
deformacao sdo dadas pelas equagdes g, :E , D", =—, sendo ¢ e &; os deslocamentos da
p

mola classica e da mola generalizada, respectivamente. Devido a constru¢do do modelo

generalizado Maxwell, tem-se =g, +¢,, e daqui segue a equagdo governante:

G+%D°‘G=pD°‘s, (3.3)

onde a ¢ o pardmetro fracionario e assume valores no intervalo 0 < o < 1 (comparar com

equacgdo (2.7)).
Solucé@o do modelo fracionério de Maxwell para creep

Pode-se encontrar a solucdo Maxwell para creep aplicando-se um carregamento

o(t)=o,u(t) repentino na equagdo (3.3), para t = 0, onde p(t) ¢ a fungio degrau unitario

(Heaviside). Tem-se, entdo cou(t)+£D“ ou(t)=pD”e.

Aplicando a transformada de Laplace na equagdo diferencial de ordem fracionaria

Ny 1 p_wl_ . :
(Apéndice A), tem-se GO_+EGOS —=ps“e(s), de onde se tira: &(s) =
S

% l,0 1
S ks ps*

ca
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sua transformada inversa, dividida por oy (Hartley et alii, 1998) é a funcdo creep, ver Fig.

3.3, dada por

sabendo-se que J(t) =€ (t) /oo e T" ¢ a fungdo Gama.

Note-se que limJ(t) =0 ¢ limJ(t):% (ver Fig. 3.3).

t—o0 t—0

.][t) A

\J

0

Figura 3.3 - Funcao creep para o modelo fracionéario de Maxwell

O comportamento da funcdo creep, Fig. 3.3, ¢ um comportamento inadequado para a
representacao de um sélido viscoelastico, porqueJ (t) — o0, com t—> 00,

Entretanto, este modelo parece adequado para representar um liquido viscoso
(newtoniano). Um grafico computado numericamente a partir da expressio (3.4) ¢
apresentado na Fig. 3.4 para os valores de a=0,359, k=5,52x10°N/m’* e
p=[4,29; 2,61; 1,84]x10° Ns* /m .

Os parametros p e k foram fornecidos pelo Laboratério de experimentos em Materiais

Viscoelasticos PISA-LVA (Apéndice C). Esses valores de p correspondem a trés

temperaturas.
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w10 Fungdo Mittag-Lefller para o= 0.359
1 T T T
ween T=20°7
—-—T=30
— T=40° 4
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Figura 3.4 - Fun¢ao creep para o modelo fracionario de Maxwell, com valores de p nas
temperaturas 20 C, 30 C, 40 C.

A Fig. 3.4 mostra que a variagdo da inclinagdo das curvas depende do valor da

temperatura.
Solucao do modelo fracionario de Maxwell para relaxacdo de tenséo

A solucao do modelo fracionario de Maxwell para relaxag¢do de tensdo pode ser obtido

aplicando-se um deslocamento  &(t)=g,u(t) na equagdo (3.3) resultando em

G+§D°‘G=pD“80p(t).

E usada a transformada de Laplace para resolver a equagdo diferencial linear de

0(.1 (03
(Apéndice A). Assim, obtém-se pg,S —=£s G(S)+ G(S), resultando  em
S

c (s) (1 + % s” j =pe,s*"'; que apds algumas manipulagdes, fornece:

o-1

s
(so‘+k/p)

A transformada inversa de Laplace, dividida por &, serd a funcao relaxac¢ao de tensao

o(s)=ke,

(ver Fig. 3.5), dada por

G(t):k[Ea[—Et“H u(t) 3.5)
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kj“ »
— |t
onde G(t)zc(t)/so ,sendo E_ H_%tqﬂz(l“p—’ a > 0.

Esta ¢ uma exponencial generalizada ou fungdo Mittag-Leffler, como ja se viu em
(3.2).

Em Friedrich (1991) tem-se um estudo complementar sobre o comportamento da
funcao relaxagdo de tensdo para o modelo de Maxwell no dominio do tempo, mostrando que ¢
uma func¢do fortemente monotonica, ver também Friedrich et alii, (1999). Resultados graficos

sdo encontrados em Koeller (1984).

E facil demonstrar, pelos teoremas dos valores final e inicial que limG(t)=k e

t—0

limG(t)=0.

G(t) 4

-
-

] t

Figura 3.5 - Fungdo relaxagdo de tensdo para o modelo fracionario de Maxwell

A Fig. 3.5 representa G(t) para o modelo fracionario de Maxwell.

Uma computacdo numérica da fun¢do relaxacdo de tensdo ¢ apresentada na Fig. 3.6,
com o uso da equacdo (3.5), onde os valores do parametro p=[4,29; 2,61; 1,84]x10° Ns* /m

foram obtidos nas temperaturas de 20 C, 30 C e 40 C, respectivamente. Sendo a=0,359¢

k =5,51x10° N/m’. Dados dos pardmetros p ¢ k ver Apéndice C.
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¥ 10 Fungdo Mittag-Leffler para o= 0.359
5 T T

— T =20

Fungdo Relaxagédo de Tensédo, Git)

Tempo [s]

Figura 3.6- Funcdo relaxacdo de tensdo para o modelo fracionario de Maxwell, com
valores de p nas temperaturas 20 C, 30 C, 40 C.

Pode-se observar na Fig. 3.6, que a variacdo da inclinacdo das curvas torna-se mais

suave com o aumento do valor da temperatura.

3.3.2 Modelo Fracionario de Kelvin (ou Voigt)

No modelo fracionario de Kelvin, a mola classica conectada na mola generalizada em
paralelo como mostra na Fig. 3.7 (comparem-se a Fig. 3.7 com a Fig. 2.12). A tensao total ¢ ¢
a soma das tensdes nos elementos mola cldssica e mola generalizada e a deformagdo € ¢ a

mesma em ambos os elementos.

Y

Q F
A
q

A
A 4

Figura 3.7 - Mola classica e mola generalizada em paralelo

., . A ~ )
Para descrever o modelo fracionario de Kelvin tem-se trés equagoes:?,:f, D% =—%,

6 =0, +0,. Eliminando o, e 6, forma-se entdo a lei constitutiva
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oc=ke+pD’. (3.6)
Comparar a equacdo (3.6) com a equacgao (2.7).

Solucdo do modelo fracionario de Kelvin para creep

Considerar agora que o modelo fracionério de Kelvin esta sujeito a um carregamento

para teste de creep, o(t)=o,u(t) no qual a tensdo oy ¢ aplicada repentinamente em t = 0 e

entdo mantida constante. Aplicando o carregamento em (3.6), Gou(t)=k8+pDa8 e com o

1 a
uso da transformada de Laplace, tem-se G —=k8(s) +ps S(S) .
S

Segue S(S):G l !

’s p(sOL +k/p)

A sua transformada inversa de Laplace resulta na fungao creep (ver Fig. 3.8) e sera

J(t):ﬂl-Ea(-gtaﬂ u(t) 3.7

( kj“ s
onde E, —Et“ :Zp— ¢ a funcdo Mittag-leffler (ver equagdo (3.2)) e
P S I'(1+an)

J(t)=o(t)/g,.

Como pesquisa complementar, para o modelo Kelvin, ver Eldred et alii, (1995) e

Friedrich et alii, (1999).

E facil demonstrar que lim J (t)=0 e limJ(t) =% , independentemente do valor de
t—

t—>o00

A Fig. 3.8 representa J(t) para o modelo fracionario de Kelvin.
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Jit) &

L

Figura 3.8 - Fungéo creep para o modelo fracionario de Kelvin

Se uma carga inicial repentina o, for aplicada no modelo Kelvin (ver Fig. 3.7), a mola
generalizada ira, num primeiro instante, se contrapor a esta carga (efeito similar ao
amortecedor viscoso). Num segundo instante, esta forca sera transferida, gradualmente, para a

mola cléssica k, tendo em vista que linOlJ (t)zO .
t—>

A Fig. 3.9 mostra o comportamento da funcao creep (equacao (3.7)), para valores de
a.=0,359, k=5,52x10° N/m’ e p=[4,29; 2,61; 1,84]x10° Ns* /m , obtidos na temperatura de
20 C, 30 Ce 40 C respectivamente. Os parametros p e k foram fornecidos pelo Laboratorio de

Experimentos em Materiais Viscoelasticos PISA-LVA (Apéndice C),

w0 Fungdo Mittag-Lefler para o. = 0.359
7 T T

ceee T=07
- T=30° [
—_— T =40

Fungdo Creep, J(t)

Tempo [s]

Figura. 3.9- Fungdo Creep para o modelo fracionario de Kelvin, com valores de p nas
temperaturas 20 C, 30 C, 40 C.
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Na funcao creep do modelo de Kelvin a derivadas fracionarias (Fig. 3.9), pode-se

observar que a variacdo da inclinacdo das curvas depende do valor da temperatura.

Solucdo do modelo fracionario de Kelvin para relaxacéo de tenséo

Para obter-se a fun¢do relaxacdo de tens@o aplica-se na equagdo (3.6) um

deslocamento e(t)=g,n(t) repentinamente ~ para t=0 resultando  em
o=ke,u(t)+pDeu(t).

1 1 . ~
Sua transformada de Laplace ¢ G(s) =ke, —+ps”g, —, e reorganizando a equagdo tem-
s s

se G(S)zeo(kl+p 1 j

17
S s

Aplicando a transformada inversa de Laplace a funcao relaxagdo de tensdo (ver Fig.

3.10), sera

-

G(t)=kp(t)+p (3.8)

I(l+a)

E facil de mostrar que lingG(t)=oo e limG(t)=k.

t— t—o0

G(t)

-

pt

/ r(1+a)

Y

0 ¢

Figura 3.10 - Funcado relaxacdo de tensao para o modelo fracionario de Kelvin

A Fig. 3.10 mostra o aspecto geral de G (t) para este modelo. O modelo Kelvin ndo ¢

realista para a relaxacdo de tensdo dependente do tempo, pois ling G (t) =00,
t—

Segundo a equagao (3.8) pode-se gerar o grafico 3.11 para os parametros a=0,359,
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k=1,48x10°* N/m* e p=[4,29;2,61; 1,84]x10° Ns* /m (nas temperaturas de 20 C, 30 Ce 40

C, respectivamente (ver Apéndice C),

¥ 10 Fungéo Mittag-Lefler para o=0.359
22 T T T T
— T = 200
-— T=30"
— == T=40% []
@
Cl_ -
T
[}
=
a
i
- 4
=
o
k)
()
[ -
=
m
i)
[
o -
T
o
[
=
LS -
14 1 1 1 1
10° 1 10 10 10 1ot

Tempo [s]

Figura. 3.11 - Funcgéo relaxacdo de tensdo para o modelo fracionario de Kelvin,
com valores de p nas temperaturas 20 C, 30 C, 40 C.

A Fig. 3.11 mostra que o comportamento da inclinagcdo das curvas, para a funcgao

relaxacao de tensao, depende do valor da temperatura.

3.3.3 Modelo Fracionario Linear Padréo (ou Zener)

Este modelo consiste de uma mola classica em série com o modelo fracionario de

Kelvin como mostra a Fig. 3.12. Examine-se simultaneamente a Fig. 3.12 e a Fig. 2.16

k4

F 3
h A
F 3
v

Figura. 3.12 - Mola classica em série com uma unidade Kelvin.
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Conforme a figura acima, as equagOes para esse modelo sdo:6=0,+0,,E=¢,+¢,
c =k, 0, =k,¢,,e o, =pD“¢,. Considerando o equilibrio da tensdo e a compatibilidade da

deformacgdo, a equacao para o modelo em estudo sera
(k, +k,)o+pD% = kk,e +k,pD% . (3.9)

Sua forma padrao sera dada por

P pogo Kk o kP e (3.10)
k, +k, k, +k, k, +k,

E uma equagio constitutiva fracionaria, unidimensional, que contém quatro
parametros p, ki, ky e a. Para estudo complementar, ver Schmidt et alii, (2001). Comparar a
equacao (3.10) com equacao (2.20).

A expressdo (3.10) ¢ equivalente aquela reproduzida por Espindola et alii, (2005),
exceto pelo fato de que a derivada do primeiro membro ¢ de ordem 3, ndo necessariamente

igual a o.. No modelo a quatro parametros, entretanto, toma-se o = 3.

Solucéo do modelo fracionario linear padrao para creep

Aplicando um carregamento o(t)=o,u(t) na equagdo constitutiva (3.10), com a

finalidade de obter a resposta creep, tem-se
kk,

p o pkl o
o.u(t)+ Do u(t)= e+ D"¢. 3.11
(1) k, +k, (1) k +k, k +k, 311

Usando a transformada de Laplace resulta:
1 D L 1 pk kk,

Gog kl+k2 S—ms S(S) RS(S),OH

l p — pkl o klkZ
cy°L+(k1 +k2)s‘°‘} S(S)Ll kK +kj
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l p — pkl a & Final
GO|:S+(k1 +k2)S1a:| S(S)—(k1 +k2)|:s + b } Inalmente,

e(s) (k +k,) 1 s 1 g%

c, pk, s(s°‘+k2/p) k, (s°‘+k2/p)

Tomando a transformada inversa de Laplace, a funcao creep (ver Fig. 3.14) sera dada por

J(t):kil{1+1£—;(1—Ea (—%t“n}p(t) (3.12)

Desta expressdo, pode-se verificar que hmJ( )=iu(t) e hmJ( ) k +k, lu(t) ,
>0 k, t-0 k k, k
. 1 1 1 . :
independente de a, onde Ezk_+k_ . k € a constante de molas equivalente a k; e k.
1 2
) ( K )
sendo E_ Z P a fungdo Mittag-Leffler (ver equacdo (3.2)) e
= T'(no+1)

17kl
0

Y

Figura 3.13 - Fung@o creep para o modelo fracionario Linear Padrao
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A Fig. 3.13 representa J(t) para este modelo.

O computo de (3.12) ¢ mostrado na Fig. 3.14, com o uso dos parametros da tabela 3.1
abaixo. Valores de p obtidos nas temperaturas de 20 C, 30 C e 40 C, respectivamente

(Laboratorio de Experimentos em Materiais Viscoeldsticos PISA-LVA, Apéndice C).

Tabela 3.1 - Identificacdo dos pardmetros no dominio do tempo.

Parametros Valores Dimensao
k, 1,48x10° N/m*
k, 5,51x10° N/m*
4,29%10°
P 2,61x10° Ns*/m
1,84%10°

w10 Fungéo Mittag-Lefller para o=0.359

Fungéo Creep, Jit)

Terpo [5]

Figura. 3.14 - Fung@o creep para o modelo fracionario Linear Padrdo, com valores de p nas
temperaturas 20 C, 30 C, 40 C

O modelo fraciondrio linear padrao mostra boa descricdo qualitativa das curvas, para a
funcdo creep, geradas pela equag¢do (3.12). Portanto, sua capacidade de avaliar o
comportamento real do material ¢ significante.

Solucé@o do modelo fracionério linear padréo para relaxacao de tenséo

Sera considerado um deslocamento €(t)=g,u(t), aplicado repentinamente em t =0,
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com a finalidade de se obter a fungdo relaxagdo de tensdo, que substituido na equagdo

constitutiva (3.10), resulta em

p a klkz klp o
c + D% = g.u(t) +———D% u(t) . 3.13
k, +k, k, +k, ot (1) k, +k, o (1) (3.13)

Usando o método da transformada de Laplace tem-se

o(s)+ P s"o(s) = Sk, L £k/p s“l, (3.13a)
k, +k, k +k, s k+k, s
a-1
_gkk, 1 S

(s“ +(k, +k2)/p)

A funcdo relaxacdo de tensdo serd obtida aplicando-se transformada inversa de

Laplace na equagdo acima (ver Fig. 3.16).

G(t)=—L {Ea(—%t“j+i—2}u(t) (3.14)

sendo

= (—(k,+k,)/p) t"*
E, _mt“ :z( ( 1 2) p) a funcdo Mittag-Leffler (ver equacdo (3.2)) e
= F(na+1)

Desta expressdo conclui-se quelimG (t)=k, e limG(t) B SLE k . Note-se que k < &,

t— t—o0 kl + k2

Como pesquisa complementar, do modelo fraciondrio linear padrao (ou Zener), ver

Schmidt et alii, (2001), Friedrich et alii, (1999) e Enelund et alii, (1998).
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Git) 4

kl

Y

Figura 3.15 - Fung¢ao relaxac@o de tensdo para o modelo fracionario Linear Padrao

O aspecto geral de G(t) para este modelo pode ser observado na Fig. 3.15.
A Fig. 3.16 ¢ a representacao grafica da funcao relaxagdo de tensdo para o modelo
fracionario linear padrdo, equacdo (3.14), com o uso dos pardmetros da tabela 3.1. Dados

obtidos nas temperaturas de 20 C, 30 Ce 40 C, respectivamente (ver Apéndice C).

— T=2r
- T=am
. T=4m°

Fungdo Relaxacédo de Tensdo, G(t)

Tempo [s]

Figura. 3.16 - Fung@o relaxag@o de tensdo para o modelo fracionario Linear Padréo,
com valores de p nas temperaturas 20 C, 30 C, 40 C

Nota-se que o “tempo” para aproximar o valor assintotico da fungdo relaxacdo de
tensdo, a medida que t —> 00 ¢ fortemente dependente da ordem de diferenciagdo que estéd
implicita no comportamento constitutivo. A variagdo da inclinagdo das curvas torna-se mais

suave com o aumento do valor da temperatura.
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Notas:
1. O ntimero de termos das séries e, conseqiientemente as Fig. 3.6, 3.9, 3.14 ¢ 3.16

geradas pelas equagdes (3.5), (3.7), (3.12) e (3.14), respectivamente, varia de
acordo com o parametro p. Exemplo: O numero de termos da série

E, K—mt“ﬂ utilizados para gerar a Fig. 3.16 (equagdo (3.14)) para os
p

valores de p =[4,29;2,61; 1,84 110’ (Ns“ /m) ¢ de 87, 93 e 96 respectivamente.

2. O erro relativo residual (equagdo (3.14)) ¢ de 0.036%, 0.052% e 0.085%, segundo
a ordem dos valores de p utilizados no item 1.

3. Quanto ao critério de parada para a série exponencial (fungcdo Mittag-Leffler) ver
Diethelm et alii, (2003), e Gorenflo et alii, (2002 e 2003). Ou seja, a tolerancia do

erro ¢ igual a precisao de maquina.

Em geral, os modelos fraciondrios fazem um trabalho substancialmente melhor de
capturar o comportamento real do material sobre uma larga faixa de freqiiéncia ou tempo.
Identificacdes de parametros no dominio do tempo demonstram melhor a representagao
grafica das curvas geradas pelas equagdes constitutivas fraciondrias.

Pode-se observar que a funcao relaxagdo de tensdo ¢ monotdnica decrescente, € a
funcao creep € monotonica crescente.

A eficacia dos modelos de célculo fracionarios ¢ dependente de sua habilidade para
ajustar adequadamente os dados experimentais. Em nossos modelos mecanicos, as expressoes
creep e relaxacdo de tensdo foram expressas em termos de equacgdes constitutivas e fungdo
Mittag-Leffler. Essencialmente, para que a descri¢ao qualitativa das curvas seja bem sucedida
no dominio do tempo, requer-se simplesmente a habilidade de avaliar a funcdo de Mittag-
Leffler.

Embora o modelo fraciondrio linear padrao possua s6 um parametro adicional em
relagdo aos modelos fracionarios de Maxwell e de Kelvin, sua capacidade de representar o
comportamento real do material ¢ significante.

No capitulo subseqiiente, serd apresentado um estudo para o modelo fracionario linear
padrao de quatro parametros, através de relagdes constitutivas hereditarias viscoelasticas. Via
de regra, as fungdes creep e relaxacdo de tensdo ndo tém que ser derivadas de modelos
particulares de molas classicas, generalizadas ou amortecedores viscosos. Entdo, pode-se

obter estas funcdes através de dados experimentais ou de integrais hereditarias.



CAPITULO 4

RELACOES CONSTITUTIVAS HEREDITARIAS VISCOELASTICAS

4.1 Derivacdo da relagdo constitutiva linear viscoelastica para relaxacéo de tensdo

Suponha-se que em uma sec¢do reta do elemento unidimensional da Fig. 4.1 (a) seja

aplicada uma deformagdo relativa e(t)=g,u(t). A resposta correspondente sera

o(t)=¢,G(t). Portanto, G(t) representa a resposta a £(t), quando &, for igual a um. G(t) ¢

uma caracteristica do material.

1111111

A 4
Q
-
~
~—

e(r) > G(t)

(b)

— (3

Figura 4.1- (a) Sistema de tensdo deformagao unidimensional; (b) Sistema fisico com uma
entrada e uma saida.

A dependéncia do tempo da fun¢do relaxagcdo G(t) descreve a memoria do material

para deformagdes passadas, figura 4.1 b, G(t) e 8(‘[) sdo, respectivamente, tensdo e

deformacao do sistema.

Pode-se, simbolicamente, escrever

L{u(t)]=G(1), (4.1)
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onde L ¢ um operador linear que atuando na deformagao unitaria u(t), reproduz G(t). G(t) ¢
chamado moédulo de relaxagdo. A reposta a uma fungdo s(t)qualquer serd apresentada a
seguir.

Qualquer que seja s(t) , esta fun¢do pode ser escrita assim:

a(t):s(—oo)+:i;é(r)dr ou (4.2)
s(t)zs(—oo)+;.ié(r)u(t—r)dr, (4.3)
I, set<t

ja que u(t—r):{o ey

Chamando L[&(t)]=0(t), tem-se o(t)=L[&(-)]+ | &(c)L[u(t—1)]de.

—00

Pela invariancia de L, resulta em

G(t)=8(—OO)H(O)+J.é(’C)G(t—T)dT. (4.4)

Na expressdo acima, fez-se G (t - 1:) =L [ 1) (t - r)] , tendo como hipotese de que o
sistema (material) ¢ invariante.

A primeira parcela da equagdo (4.4), ¢ obtida do fato de que a resposta a uma

constante ¢ ¢ igual a cH(0), onde H (Q) = &7 [h(t)] e &7 [h(t)] € a transformada de Fourier
de H(Q).

Na derivagdo acima, ndo se fez uso da causalidade do sistema (material), apenas de
sua invariancia. Portanto, este resultado ¢ geral. A expressao (4.4) ¢ valida mesmo que s(t)
seja descontinua, desde que as descontinuidades sejam saltos.

Suponha-se que &(t)=0, parat<0 e lim 8(t)=8(0+) . Ou seja:

8(t)=8(0+)u(t)+80(t), 4.5)

onde g, (t) =0, parat <0. A derivada no tempo da historia da deformagao sera:
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£(t)=2(07)3(1)+¢, (1), (4.6)

lembrando que u(t) 25(1) :

Substituindo-se a expressao (4.6) em (4.3), que pode ser avaliada explorando-se as

propriedades da func¢do degrau unitario e a fung¢do Delta de Dirac, obtém-se:

o(t)= I[goa(t)+e0 (1)]G(t—7)de. Segue que

+00

o(1)=e(0°) | G(t—r)S(t)dr+I ¢, (1)G(t-7)dr, ou

—00

t

G(t)=8(0+)G(t)+I &(t)G(t—1)dr, (4.7)

0

que ¢ a relacdo constitutiva linear viscoelastica para relaxagdo de tensao.

Na expressao (4.7) o limite de integragdo foi feito igual a t, supondo-se a causalidade

do sistema, isto €, que G(t—r) =0, se T > t. Na mesma expressdao o sub-indice zero em ¢,
foi eliminado, por ser desnecessario (ver Espindola, 2003; McTavish, 1988; Flugge, 1975).

Note que a primeira parcela de (4.7) é a resposta a 8(0+) u(t), como foi visto

anteriormente.

A férmula (4.5) pode ser interpretada a luz da Fig. 4.2

e(t) 4

d—g At=¢(1)AT
dt

8(0+)

v

 — ‘
0 At T Tt+AT t

Figura 4.2 - Derivacéo da integral hereditaria.
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0, t<0

Considere-se uma fungio de entrada tal que &(t)=1¢ (0+ ) = lirgl g(t)
t—>0"

continua parat > 0

Portanto, 8(t) pode ser aproximada por uma seqiiéncia das fungdes degrau do tipo
¢(t)Atp(t—1). Ou seja L[s(t)]:e(0+)L[u(t)]+iimoz‘é(r)ArL[u(t—r)] como a
resposta a0 degrau unitario p(t) é G(t), tem-se c(t):8(0+)G(t)+iirnoz(é(r)A'cG(t—r),

supondo o sistema invariante. Ou ainda,
t
o(t)=¢(07)G(t)+ [ &(r)G(t-1)dr, (4.8)
o

resultando na relagcdo constitutiva linear viscoeléstica para relaxagdo de tensdo, através da
integral de Duhamel.
Note-se que a relagdo constitutiva linear viscoelastica (4.8) € equivalente a (4.7), que

se refere a relaxagao de tensao.
4.2 Separacdo do modulo de equilibrio

O modulo de relaxagao pode ser escrito como a soma de uma constante € uma parte

dependente do tempo,

G(t)=G,u(t)+H(t). (4.9)

A constante G, = limG (t) ¢ referida como o moddulo de equilibrio elastico. Para um
t—oo

solido, Gy ¢ diferente de zero e para liquido Gg € zero.

A expressao (4.9) substituida na relagao constitutiva (4.8) produz

G(t)Z[Gou(t) +H(t)]8(0)+i[G0u(t — T)+ H(t — ’c)] %8(T)dr, que se reduz a

()= G )+ (0 (1) + [H(1-1) Le(x)ax @.10)
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Para um material verdadeiramente elastico H(t) =0, para t> 0, resultando em

o(t)=Ge(t), (4.11)

que ¢ a cléssica lei de Hooke.
4.3 A transformada de Laplace da relacéo constitutiva

Aplicando-se a transformada de Laplace na relagdo constitutiva (4.8) produz-

se G(S)=G(S)8(0)+SG(S)8(S)—G(S)8(O) (Espindola, 2003; McTavish, 1988). Logo:

o(s)=sG(s)e(s), (4.12)
vé-se, por esta expressio, que

G, (s)=sG(s), (4.13)

onde G, (s) ¢ o mddulo de elasticidade do material, expresso no dominio de Laplace.

Se na forma (4.9) ¢ aplicada a transformada de Laplace, tem-se

G(s):GO§+H(s). @.14)

Substituindo (4.14) em (4.12) obtém-se
G(s)z[GO+sH(s)Js(s). (4.15)

De (4.15) pode-se escrever:
G, (s)=G, +sH(s), (4.16)
esta ultima expressdo mostra que
G, (t)=G,5(t)+H(t). (4.17)

Onde H(t):%H(t).

Da mesma forma, de (4.13) tira-se
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G, (t)=G(t). (4.18)

Portanto, o médulo de elasticidade, no dominio do tempo ¢ a derivada da fungdo de
relaxacao.

Tome-se agora a expressdo imediatamente posterior a (3.13a) referente ao modulo

linear generalizado. Escrevendo G(s)=o(s)/g,, aquela expressdo pode ser colocada na

forma
kk, " k,p 5
sG(s)=Rtke Kitk, (4.19)
1+ P g
k, +k,
Ou
G,+Gs”
G, (s)=—"—"—, 4.20
()= (4.20)
onde
"k +k,) T k+k, 0 k+k,
E possivel ainda escrever:
G,+(bs)" G
G, (s)=———"= ( S)a = (4.21)
1+(bs)

1
onde b=b* e G =%.

1

Note-se que b :(k P " J para este modelo, b é o chamado tempo de relaxamento.
1 + 2

A expressao (4.21) ¢ importante na literatura técnica (Bagley e Torvik, 1979, 1986;
Padovan e Guo, 1988; Pritz, 1998) e tem sido usada na identificagdo dos pardmetros

fracionarios G,, G_, b e a (Espindola et alii, 2003, 2005).
Note-se que b € proporcional a poténcia 1/a. de p. G, e G_, neste modelo, ndo

dependem de p.
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A expressdo (4.12) mostra que G, (s)=sG(s)¢é uma fungdo de transferéncia, ligando

€(s) como entrada, no dominio de Laplace, a o(s) como saida. Portanto, ¢ legitimo substituir s

por iQ para obter-se a resposta em freqiliéncia correspondente:

G(Q)ZiQG(Q)S(Q) (4.22)
onde

G, (Q)=1QG(Q) (4.23)
E o chamado moédulo complexo de elasticidade. Pela Eq. (4.21), tem-se:

G, +(ibQ)" G,
1+(ibQ)"

(4.24)

G.(Q)

Que ¢ a expressao usada em dinamica de estatica sobre materiais viscoelasticos.

Observagdo: Resumido o que se viu, linhas atrds, tem-se G,=kk,/(k, +k,),

G, =k, b=| 2 |"
k, +k,

Em laboratério, os pardmetros a se medir sdo G . G, b e a ( Espindola et alii,

2005). Conhecendo-se essas grandezas, ki, ko € p podem ser computados. De fato, k, =G,

k, G e p=10", onde x = logb‘)‘L ~ logb"G,,. a, evidentemente ¢ o
1-G,/G,, 1-G,/G,,
mesmo medido, ou seja, a ordem da derivacao.

Essas consideracdes foram usadas nos computos de kj, ko e p, nos exemplos

anteriores.
4.4 Equacbes constitutivas diferenciais de materiais viscoelasticos
Outra abordagem das equacdes constitutivas de materiais viscoelasticos, baseada em

modelos a derivadas inteiras e derivadas fraciondrias, da equagdo diferencial linear, serd

apresentada a seguir. Pretende-se, com isto, tornar mais geral os modelos até aqui abordados.
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4.4.1 Modelo de derivadas inteiras

A equagdo constitutiva unidimensional para o modelo viscoelastico linear padrdo ¢

dada pela equagao diferencial (Jones, 1980; Nashif et alii, 1985; Espindola et alii, 2003):

M N
G(t)+zbm dtm :Eog(t)"'ZEn dtn s (425)

onde b, m=I,M,Eoe E_, n=1, N sdo constantes, ou parametros do material, G(t) e

8(‘[) sdo, respectivamente, tensdo e deformagdo. Aplicando a transformada de Laplace em

ambos os lados da equacdo (4.25) tem-se

E, (s)“} : (4.26)

B ()= 3 . (4.27)

O segundo membro da equacdo (4.27) ¢ uma funcdo complexa na variavel s de

Laplace e pode-se escrever
E (s)=E(s)+iE (s). (4.28)

Nesta expressdo tem-se: E, (s) ¢ 0 modulo complexo de Young, E (s) ¢ a parte real do

modulo complexo de elasticidade e representa o comportamento elastico do material e E (s) é
a parte imaginaria e representa o comportamento viscoso do material, que estd associado a
dissipacdo de energia mecanica interna do material.

A expressao (4.28) pode ser colocada na forma

E,(s)=E(s)(1+in(s)) (4.29)



Capitulo 4 — Relag¢oes constitutivas hereditdrias VISCOCIASTICAS ................c..cceevuevieieesieieieeiesieeieeie e 52

E'(s)

¢ o fator de perda do material.
E(s)

onde 1(s)=

4.4.2 Modelo de Derivadas Fracionérias

A equacdo constitutiva unidimensional de derivadas fraciondrias ¢ (Jones, 1980;

Bagley e Torvik, 1983; Nashif et alii, 1985; Espindola et alii, 2003, 2005).
M N
G(t)—i—meDB"‘ |:G(t):|=E08(t)+ZEn D% [s(t)], (4.30)
m=1 n=l

onde by, , E ¢, Em, B € a, sdo parametros do material.
A equacdo (4.30) nada mais ¢ do que a extensdo da equagdo (3.9) referente ao mddulo
linear padrao.

A derivada fracionaria ¢ definida (Ross, 1974) pela expressao

; _ 1 dypox(y
D [x(t)]—r(l_a).dtO(t_T)adr, O<a<l (4.31)

onde D* [X(t)] ¢ a derivada de x(t) de ordem a. e I' é a fun¢io gama.

Na pratica, o modelo fraciondrio na forma (4.30) representa o comportamento
dindmico de materiais viscoelasticos sendo suficiente tomar M = N =1. Assim procedendo, a

equacdo (4.30) torna-se:

o(t)+b, DP[o(t)]=E,e(t)+ ED* [&(t)]. (4.32)

O material fica caracterizado por cinco parametros: by, B, Eo, E; € a. Note-se que, se
for considerado a = 3, a equacao (3.9) serd reproduzida.

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros da equacdo (4.32) resulta

[1+ bl(S)B:|G(S)= [EO+E1(S)(X:|8(S) ou

(4.33)
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onde o(s)=E,(s)e(s).
Este ¢ o modelo ideal para materiais viscoelasticos.
Note-se que em todas as expressdes acima o E pode ser trocado por G, o modulo de

cisalhamento.

Portanto de (4.33) trocando E por G tem-se

G,+G,s"
G,(s)=—""—". 4.34
(5) 1+bs” (339
Se a = B resulta em
G,+Gs"
(5) 1+bs® (333

A equacdo (4.35) ¢ equivalente equacgdo (4.20) que se refere ao modelo linear padrao.
4.5 Deducao de G(t) por divisdo longa

As equacdes constitutivas viscoelasticas para o modelo linear padrao foram deduzidas
no capitulo 2 item 2.2 para derivada de ordem inteira e no capitulo 3 item 3.3 para derivada de
ordem fraciondria.

A seguir obtém-se a dedugdo da funcgdo relaxacdo de tensdo por divisdo longa.

Partindo das equagdes (4.13) e (4.35) pode-se escrever:

G, +Gps”

G, =sG(s)= o (4.36)
1

€

A transformada inversa de Laplace da Eq.(4.36) sera obtida através da divisdo longa.

Efetuando-se a primeira divisdo tem-se:

g%
SG(S) = GO +(G1 —Gobl)[mj .
1
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o

: . s . -
A partir da fragdo (1 — J efetua-se a segunda divisdo, com a troca de posicao das

1S

) 1 tot 1
parcelas do denominador. Fazendo uso da expressdao —= £ { } paraa>0.T'é¢a
S

funcdo gama. Pode-se entdo, construir uma série de poténcias (Hartley et alii, 1998).

s (1 1 1 1 1
blsa+1 b1 b12 b3 20 b4 3a b5 do e .

Com o resultado da primeira e da segunda divisdo longa tem-se:

2.1 1+2 4 1 1+4
S blS bl S+(x b138+ o bl S+3(x bISS+ o

G(S)=ﬂ+|:(Gl_blG0)(L_ : + L1 + ! —...H.Ordenando—sea

expressao resulta em:
G G,-b,G 1 1 1 1 1
G(S):TO+|:( : bll Oj[g_blslm bz 1+2a b3 1+3a b4 [EUPL j}

Organizando a série de poténcia em forma de um somatoério obtém-se:

—n

G(s)= G, + G, -bG, i (-1)"b,

l+na
S b, = S

© x—1
f,e'lG(s)zGoc,f;l{1}+—Gl _bblGOZ( 1)’ b £ { 11} , onde £'l{ix}: !
1 S

S n=0 S

e aplicando a transformada inversa de Laplace

Assim;

G, -bG, < n ot
G(t)=G p(t)+—~=L -1) b —. 4.3
(=G0 22 T s @3

Caso a expressdo (4.21) tivesse sido usada, o resultado seria

1y t/b)

G(1)=Gu(t)+(G, ~G,)>
(1)=G, JZ: 1+Joc)

(4.38)

Por definigdo, a expressao
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© Xj
EQ(X)AEW (4.39)

¢ a exponencial generalizada, ou a funcdo Mittag-Leffler. Portanto, as expressoes (4.37) e

(4.38) podem ser escritas:

G(t):Gou(t)+[Gl_—blG°)Ea (—t—j (4.40)
bl bl

G(1)=Gon(t)+(G, ~G, )E, | (~t/b)" |. (4.41)

ou

Portanto, o mddulo de relaxagdo pode ser escrito em fungcdo de uma exponencial
generalizada, ou fungdo de Mittag-Leffler. E conveniente comparar (4.41) com (3.14), para
klkZ

(k, +k,)

Os valores limites da fun¢do relaxagdo de tensdo para t—>0"e¢ t—>+00 sdo

; G, =k, eb= p

ver que eles sdo equivalentes, desde que se considere G, = .
’ k, +k,

relacionados aos comportamentos instantdneo e de equilibrio do corpo viscoelastico,
respectivamente. Os limites podem ser determinados com a aplicagdo do teorema do valor

inicial e teorema do valor final em (4.36) para a representa¢ao no dominio de Laplace tem-se:

. limSG(S)ZGI/b1 e por conseqiiéncia limG(t)ZGl/bl,

S—>00 t—0

o se limsG(s)=G e por conseqiiéncia limG(t)=G0.

s—0 t—>00

Isso implica quelimE (—t“/bl): 0 e 1ti_{101Ea (—ta/b1)=1.

t—o0

o *

Com relagdo a expressdo (4.41), tem-se: limG(t)= G, e limG(t)=G

t—0

A fungdo E, (—tOL / b1) ou E [(—t/ b)a} ¢ de dificil computacdo numérica quando b,

ou b sdo menores do que 1. A computacdo de E_ (—u t* ) , quando |u| <1 ¢ trivial. Para que a

descricdo qualitativa das curvas seja bem sucedida no dominio do tempo, requer-se a

habilidade para avaliar a fun¢ao Mittag-Leffler. Muito se tem publicado sobre o computo



Capitulo 4 — Relagoes constitutivas hereditarias viscoelasticas

numérico de E_ (—ut“), para qualquer u. Este assunto ¢ abordado no Apéndice B (ver

também Diethelm et alii, 2003; Gorenflo et alii, 2002, 2003).

O grafico da fun¢ao relaxacdo de tensao (equacdo 4.40) serd obtido com os pardmetros

da tabela abaixo e o tempo é em segundos, Espindola (2003).

Tabela 4.1- Identificagdo dos parametros no dominio do tempo.

Parametros Valores Dimensao
Go 1,53x10°  N/m’

Gi L11x10°  (N/m’)s*
b 1,34x1072  s"

Esses sdo valores de um particular elastomero medido no laboratorio PISA-LVA.

10 T T

Detivadas Fracionatias

Fungdo Relaxagdo de Tensédo, Git)

Tempo [s]

Figura 4.3 - Func¢do relaxacdo de tensdo para o modelo fracionario Linear Padrdo

Pode-se observar que a funcdo relaxacdo de tensdo ¢ monotdnica decrescente,

tendendo para Gy a medida que o tempo tende para o infinito. O grafico da funcdo relaxacao

de tensdo, equagdo (4.40), apresenta boa descri¢do qualitativa da curva no dominio do tempo

através funcao de Mittag-Leftler.
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4.6 Deducéo de J (t) por divisdo longa

A relag@o constitutiva para um material viscoelastico foi escrita na forma da rigidez
usando a fungdo relaxagdo de tensdo. Agora, de maneira andloga, uma representagao da
flexibilidade ¢ dada, visando a dedugdo da relagdo constitutiva linear viscoeldstica para a
funcao creep (Espindola, 2003; Mc Tavish, 1988; Flugge, 1975).

A dependéncia do tempo da fungdo creep J(t) descreve a memoria do material para

tensOes passadas (Fig. 4.4).

A\ 4

J(t)

A 4
m
—_~
-
~—

o(t)

Figura 4.4 - Sistema fisico com uma entrada e uma saida

Um raciocinio analogo aquele exposto no item 4.1 pode demonstrar que

t

()= | J(t_r)%c(r)dr, (4.42)

J(t) ¢ a fungdo material creep continua em t € [0,00) e identicamente nula para t <0.

Explorando as propriedades das fun¢des Delta de Dirac e degrau unitario pode-se

€SCrever

t

&(6)=3(t)5(0)+ | J(t—r)&c(t)dr. (4.43)

—0

A sua transformada de Laplace ¢

o(s)=s1(s)o(s). (ot

Com a combinacdo das relacdes (4.12) e (4.44) obtém-se

J(s)G(s)=—- (4.45)
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Aplicando a transformada inversa de Laplace na equagdo (4.45) resulta em
J(t)* G(t)=tu(t). (4.46)

Onde o simbolo * significa a convolugao de J(t) com G(t).

A compliancia de equilibrio Jo é definida por J, = lim]J (t) e usando o teorema do

t—0

valor final para a representacdo no dominio de Laplace tem-se:

. ) . 1 . 1
Jo=lims1(s) = 1, =lim 227 = do = lim ey - Bnto Jy =

A relagdo reciproca existe entre os valores iniciais de Gy e Jy das fungdes de relaxacao
de tensao e creep. Sendo Jy compliance equilibrio e G valor do equilibrio do modulo.
O modelo fracionario para funcdo creep pode ser deduzido a partir das equagdes (4.12)

(4.35) e (4.45), entdo:

1 1+b;s”
J(s)= = p— 4.47
sJ(s) sG(s) G,+Gs* (447)

Faz-se uso do processo de divisao longa para obter a transformada inversa de Laplace

(Eq. (4.47)). Efetuando-se a primeira divisao na Eq.(4.47), tem-se:
sJ (S) =L — L _ i Gl—s .
G, (G, G, NG,+Gs"

s , G;s”
A segunda divisdo sera efetuada no termo ( :

————— |, com a troca de posi¢do das
Gs"+G,

parcelas no divisor, resultando em uma série de poténcias, com o uso da expressdo

1 a-1
—=£ ! para o> 0. I' ¢ a fungdo gama (Hartley et alii, 1998).
s I'(a)

G s G, )1 (G,Y 1 (G6,) 1 (G,) 1
a— = 1_ - _(7.+ - 2(1_ - W—i_ - 4o T e .
Gs"+G, G, Js G, ) s G, ) s G, ) s

Adicionando-se os resultados da primeira e da segunda divisdo tem-se:
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2 3 4
YRS (S O (=" Y% B ) O (1
G G, G, G, Js* (G, ) s |G )s* |G ) s™

A expressao acima resulta em:

2 3 4
1 1 b )l (G )1 (G 1 G 1 G 1
I8)=—- |l | =t = | = | T
sG G, G,)|s (G, Js G, ) s G, ) s G, ) s

Coletando-se, entdo, os dados em forma de um somatério obtém-se

] (S)ZL _(L_ij Z:(—l)n (%} s”% , € aplicando-se a transformada inversa de
1

1 ] 1 b )&, WG, Y 1
£ T(sNa—gt ol 20 1N (—) | o | g ltand
{ (S)} G, {S} (Go GJ;( ) [Gl] {s“"“ },resu ando em

J(t)=G—u(t)—[G—o—aJEa [—g—tj (4.48)

onde J(t) ¢ a fungdo creep ( ver figura (4.5)) e E_ [—%t“j ¢ uma fun¢do Mittag-Leffler.

1

O computo da fungdo E (—ﬂt“j ¢ bastante simples e robusto, ja que ﬂ< l1.Jao
1 1

n . t* . . . . 1
computo direto de E (—— encontra imensas dificuldades numéricas, visto que —>>1.
1 1
Intimeros trabalhos t€m sido desenvolvidos para o computo numérico de E (x), em
todos os casos. O mais recente, mas aparentemente nao definitivo, ¢ o de Diethelm et alii,

(2003), onde um algoritmo ¢ proposto (Apéndice B).
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Rafael A. de Espindola elaborou um programa em C' baseado no pseudo-codigo ali
descrito. Entretanto, o proprio Rafael A. de Espindola, 2005, adiantou possiveis dificuldades
numéricas. Ou seja, para determinados valores dos parametros, em situagdes particulares, ndo

se obtém G(t) com o algoritmo proposto. Parece, entdo, que o problema do computo de

E, (x) ainda ndo ¢ uma questdo fechada e que um algoritmo robusto que se adapte a

quaisquer circunstancias ainda esta por ser escrito.

Esta ¢ a razdo de se propor, neste trabalho, o computo numérico de G(t) pelos métodos
da inversdo aproximada da transformada de Laplace e por deconvolucdo das Eq. (4.36) e
(4.46), respectivamente.

A Fig. 4.5 foi computada diretamente da série (4.48) sem recorréncia ao programa
acima citado. J4 a curva 4.3, bem como as curvas 3.6 e 3.16 foram computadas usando-se a

sub-rotina acima referida.
Os valores limites da fungdo creep para t— 0" e t—>+00 podem ser determinados

com a aplicagdo do teorema do valor inicial, e do teorema do valor final em (4.47) para a

representacdo no dominio de Laplace tem-se:

e SelimJ(t)=J, :GL , por conseqiiéncia tem-se que imE,_ (—%t“ J =0.
t—o0 t—>0
0 1

e Sabe-se que limJ(t):i; entdo conclui-se que limE_ (—ﬂt“le
t—0 Gl t—0 |

A figura 4.5 foi gerada com os pardmetros da tabela 4.1, pagina 56

Derivadas Fracionarias
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Figura 4.5 - Fungdo creep para o modelo fracionario Linear Padrdo
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A funcdo creep ¢ monotonica crescente, isto €, tende para um valor constante (1/G) a

medida que o tempo tende para o infinito. A simulacdo numérica da fungao creep fara parte
do processo de deconvolugdo, no proximo capitulo.
No Apéndice B, apresenta-se um estudo da fun¢do Mittag-Leffler, com indicagdo de

algoritmo para o computo numérico da referida funcao.



CAPITULO 5

OBTENCAO APROXIMADA DA FUNCAO RELAXACAO DE TENSAO

5.1 Introducao

Este capitulo apresenta o resultado da simulacdo numérica do método de inversdo
aproximada da transformada de Laplace, baseado no paper de Brancik, 2001, e no método da
deconvolugdo, pois 0os mesmos serdo utilizados no calculo numérico da fungdo relaxagdo de
tensdo.
De acordo com a revisdo bibliografica apresentada no capitulo 1, observam-se os
modelos mecanicos em materiais viscoeldsticos, unidimensionais para tensdo deformacao,
lineares, no dominio do tempo, com derivadas inteiras e fraciondrias.
Sabe-se que a funcdo relaxagdo de tensdo ¢ uma funcdo extremamente dificil de ser
computada (o mesmo nao ocorre com a funcdo creep). O grau de dificuldade da computagao
numérica da func¢do relaxacdo de tensdo ¢ proveniente da fun¢do exponencial generalizada ou
funcdo Mittag-Leffler (Eq (4.39)), pois a mesma depende, basicamente, dos valores
numéricos dos parametros fraciondrios. O propdsito deste trabalho é complementar a lacuna
existente nos atuais procedimentos no computo dessa funcao.
Serd usado o modelo mecanico padrdo de derivadas fraciondrias, com quatro
parametros em material viscoelastico, deduzido no capitulo 4.
Este trabalho sera desenvolvido da seguinte forma:
1) Obter a fungao relaxacao de tensao, G(t), pelo método da inversao aproximada da
transformada de Laplace, a partir da fungdo G(s) (Eq (4.36)).

2) Obter a funcdo relaxacdo de tensdo, G(t), pelo método de deconvolucio.
Conhecida a funcdo J(t) (Eq (4.48)), obtida pelo método da inversdo exata
(Mittag-Leffler), pode-se, entdo, deconvoluir (4.46) com o objetivo de determinar

G(t), em materiais viscoelasticos.

Espera-se obter boa precisdo numérica, estabilidade e convergéncia da fungdo
relaxacdo de tensao com menos esfor¢o computacional. Para isto, deve-se estabelecer uma

comparagdo entre os processos que serdo aplicados para obten¢do da funcdo relaxagdo de
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tensao: método da deconvolugdo aplicada a fungao creep pela inversdo exata (Mittag-Leftler)

e método da inversdo aproximada da transformada de Laplace, em materiais viscoelasticos.

5.2 Inversdo aproximada da transformada de Laplace

A transformada de Laplace ¢ uma poderosa ferramenta para resolver equacdes
diferenciais ordindrias, parciais e lineares. Possui aplicabilidade em varias éareas, incluindo o
fendmeno de relaxagcdo. Tem um papel importante em automagdo e teoria de controle de
vibragdes (Milovanovic et alii, 2005).

Muitos problemas de Matematica podem ser transformados em problemas algébricos,
usando a transformada de Laplace. Para obter a solu¢do procurada ¢ suficiente inverter a
transformada de Laplace. Porém, a inversdo exata ¢ normalmente dificil de ser realizada;
assim, técnicas de inversao aproximada sdo usadas, pois s3o mais simples para implementar.

Além disso, quando os problemas algébricos obtidos tém graus elevados, a fung¢ao que
precisamos inverter ¢ uma aproximag¢ao. Assim sendo, se a inversa nao puder ser calculada
facilmente, ndo faz muito sentido calcular uma inversa exata de uma solucdo aproximada.
Calcula-se, neste caso, uma solu¢do numérica da transformada inversa procurada.

Funcgdes de natureza perioddica, em formas de pontos, € que contenham singularidades
na transformada de Laplace, sdo normalmente dificeis de tratar. Com estas limitagdes em
mente, o usudrio deverd ter uma idéia do comportamento da fungdo para poder escolher o
método apropriado.

Quando houver duavida no resultado obtido, multiplos algoritmos devem ser usados e
seus resultados comparados (Christensen, 1982; Brancik, 1998, 1999, 1999, 2001; Cheng et
aliii. 1994).

Tipicamente, usa-se 0 método de Fourier para inversdo aproximada da transformada
de Laplace. Para uma revisdo completa, ver Abate ¢ Whitt (1992, 1995). O método de Fourier
via FFT permite obter com eficiéncia a fungdo original em pontos discretos sobre todo o
intervalo desejado. Pode-se ainda, obter resultados precisos para os pontos de descontinuidade
na derivada, potencialmente problematicos (Shortle et alii, 2003).

Vérios métodos foram desenvolvidos para o calculo numérico da inversao aproximada
da transformada de Laplace. E conveniente, que o método escolhido fornega tanto velocidade
no processamento dos dados quanto uma precisdo nos resultados obtidos. O método

desenvolvido por Brancik (2001) refere-se ao que foi dito acima.
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Brancik (2001) mostra que a inversdo numérica da transformada de Laplace pode ser
baseada na aplicagdo do algoritmo da transformada rapida de Fourier (FFT). O algoritmo
pode assegurar a alta velocidade de computagdo, mas ndo garante uma precisdo adequada
devido ao nimero limitado de termos que sdo considerados na pratica, quando uma série
complexa de Fourier ¢ avaliada.

Para assegurar uma precisdo adequada ¢ utilizado o algoritmo quociente-diferenca de
Rutishauser, que faz esta acelera¢do substituindo a parte da série de Fourier complexa por
uma fracdo continuada, que conduz a uma aproximagdo racional da série original
(Rutishauser, 1957).

Sera utilizado o algoritmo acima citado no método numérico ILT, baseado na FFT. Ele
permite inverter a transformada de Laplace numericamente com suficiente rapidez,

estabilidade e precisdo.
5.2.1 Principio do método

Para obter-se a funcdo f(t) da transformada de F(s), a formula da definicdo da

transformada inversa de Laplace (ILT) ¢ considerada como:

1 c+jo

f(t)=—— j F(s)e'ds, (5.1)

2mj

c—joo

supondo que ‘f (t)‘SKe“t, K ¢ um numero real positivo, o ¢ a ordem exponencial de uma

fungdo real f(t),t>0, e F(s) definida por Re[s]>o. Deve-se avaliar a integral

numericamente no intervalo [0; t,,] com suficiente rapidez e precisdo. Aplicando as regras de

integragdo e, depois de algumas manipulag¢des, uma férmula aproximada na forma discreta

f =f (KT) pode ser escrita como (Brancik, 1999 a)

f =C, {ZRe[iFn ZE}—FO}, (5.2)

n=0

onde k=0,1,....,N-1; C, :2£e°kT; E :F(c—an); Z, =/ sabendo que Q=2n/NTeT
T
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sdo periodos amostrados no dominio do tempo e freqiiéncia respectivamente. A Eq (5.2) ¢ a

aproximacao da série de Fourier da funcdo original f(t) quando o erro pode ser controlado,

teoricamente, no intervalo te[O; NT). Para evitar o aumento do erro, na pratica

computacional, considera-se no intervalo acima um tempo maximo, isto ¢, t _ =(M—1)T

com M = N/2 como o numero de pontos computados. A andlise do erro pode ser dada pelo

coeficiente ¢, determinado aproximadamente da seguinte forma:

Q

cCrROL———,
2nnE,

(5.3)

onde E; ¢ o erro relativo desejado.
5.2.2 Algoritmo FFT e quociente-diferenca

Pode-se reescrever a Eq.(5.2) na forma

N-1 0
f =C, {21{{21@ zp+ Y Fo, ZkN+n:|—F0}, (5.4)
n=0 n=0

e k=0,...,.N-1. A soma finita ¢ avaliada pelo algoritmo FFT - supor N=2", m é um namero
inteiro. Isso permite obter o conjunto de pontos N numa unica etapa do calculo e, entdo, serdo
usados os primeiros pontos de M, como indicado acima. A soma infinita pode ser escrita

como:

iFNJrn ZII:HH = iFNJrn ZE = iGn ZE > (55)
n=0 n=0 n=0

onde k=0,...,M-1 e foi considerando que sz —e i =, para Vk. A convergéncia da soma

infinita na Eq.(5.5) pode ser acelerada usando o algoritmo g-d (quociente-diferenca) de
Rutishauser substituindo a parte da série complexa de Fourier por uma fragdo continuada

(Rutishauser, 1957) dada por
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v(z,)=d,/(1+dz, /(1+d,z, /(1+...))), (5.6)

para Vk. Na pratica somente 2P+1 termos sdo considerados para computacdo, ou seja,

tomando a série de poténcia
2P
u(z,,P)=>G,z, (5.7)
n=0

constrde-se entdo a fragdo continuada para Vk
v(z,)=d,/(1+dz, /(1+..+d,z2,)). (5.8)

Os coeficientes d,, n = 0,...,2P, sdo calculados usando o algoritmo g-d (Rutishauser,
1957).

Pode-se entdo escrever a formula do vetor NILT como:
fu =CMo{zRe[RM{FFT(FN)}+V§“}—F5A}. (5.9)

O comprimento do vetor acima ¢ indicado em Brancik, 1999a, ou seja, para

k=0,..,M-1, e n=0,..,N—1. F' é um vetor constante de valores F(c), V" é o vetor

resultante da aplicacdo do algoritmo g-d, R™ {} denota o operador N —> M e o simbolo o

significa o produto de matrizes.

Implementagéo no Matlab

O método NILT foi programado na linguagem Matlab na forma de uma fungao M- file
apresentada a seguir:

function [ft,t]=nilt(F,tm);

alfa=0; M=256; P=3; Er=1e-10; % ajustavel

N=2*M; qd=2*P+1; t=linspace(0,tm,M); NT=2*tm*N/(N-2);

omega=2*pi/NT; c=alfa-log(Er)/NT; s=c-i*omega*(0:N+qd-1);
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Fsc=feval(F,s); ft=fft(Fsc(1:N)); ft=ft(1:M);
q=Fsc(N+2:N+qd)./Fsc(N+1:N+qd-1); d=zeros(1,qd); e=d;
d(1)=Fsc(N+1); d(2)=-q(1); z=exp(-i*omega*t);

for r=2:2:qd-

w=qd-t; e(1:w)=q(2:w+1)-q(1:w)+e(2:w+1); d(r+1)=e(1);
if >2

q(l:w-1)=q(2:w).*e(2:w)./e(1:w-1); d(r)=-q(1);

end

end

A2=zeros(1,M); B2=ones(1,M); A1=d(1)*B2; B1=B2;
for n=2:qd

A=Al+d(n)*z.*A2; B=B1+d(n)*z.*B2;

A2=A1; B2=B1; A1=A; B1=B;

end

ft=exp(c*t)/NT.*(2*real(ft+A./B)-Fsc(1)); t(1)=2*ft(1);
plot(t,ft); xlabel('t"); ylabel('f"); grid on;

Defini¢do da Sub-fungdo F

Function f=F (s); % a sub-funcdo F ¢ chamada desta forma: nilt (‘F’; tm) no
Matlab;

=F(s); % F(s) avaliacdo da transformada;

A fungdo nilt ¢ chamada com dois parametros. O F tem a forma de um string
expressando o nome da fun¢do em que a transformada de Laplace é definida (ver Brancik,
1999 a) e o tm definido como tempo maximo.

A inversdo numérica da Transformada de Laplace est4d baseada no algoritmo de FFT.
Segue a descricao dos argumentos:

F ¢ a transformada de Laplace escrita como um string;

tmin e o tmax sao os limites do intervalo da solugao;

alfa ¢ a ordem exponencial da fun¢do real f(t) (ordem zero sdo problema);

N ¢ escolhido de...-2,-1,0,1,2......( zero é problema - sdo usados 2"**™ termos).

Com o objetivo de comparar os resultados obtidos pela simulacdo numérica da funcdo
relaxagdo de tensdo utilizando o método exato, através da Eq (4.40), far-se-4 uma simulacao
numérica da fung¢do relaxagdo de tensdo (Eq (4.36)), no dominio de Laplace, utilizando-se o

método da inversdo aproximada da transformada de Laplace (Brancik, 2001).
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Nota: Os parametros utilizados para gerar os graficos sao os constantes na tabela 3.1,

pagina 40.

Funcio Relaxagio de Tensao, Git)

Detivadas Fracionatias

------- Inversao Aproximada |7

Tempo [s] w1t

Figura 5.1 - Func¢ao relaxagdo de tensdo para o modelo fracionario Linear Padrao
(Eq (4.36)) através do método da inversao aproximada da transformada de Laplace.

O grafico (Fig.5.1) foi computado com um tempo de 0.3443 s no PC, com processador

AMD Sempron (TM) XP 3.000 + 1.8 GHz, 512 MB de RAM.

A Fig.5.2 mostra a simulagdo numérica da Eq (4.40) através do método da inversao

exata, Mittag-Leffler. E possivel, assim, a compara¢do com o método da inversdao aproximada

da transformada de Laplace.

Fungio Relaxagdo de Tensdo, Git)
=)

Derivadas Fracionarias
T T T

T T T
=== |nversdo Exata |4

S
__________

Termpo [s] +

Figura 5.2 - Fungdo relaxagdo de tensdo para o modelo fracionario
Linear Padrao (Eq (4.40)) através do método da inversdo exata,

Mittag-Leffler.
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O grafico (Fig.5.2) foi computado com um tempo de 0.4267 s no PC, com processador
AMD Sempron (TM) XP 3.000 + 1.8 GHz, 512 MB de RAM

A funcio relaxagdo de tensdao (método inversdo exata), Fig. 5.2, necessita de um tempo
computacional maior se comparado com o tempo computacional gasto para obter-se um ajuste
de curva para a fun¢do relaxagao de tensdo (método da inversao aproximada), Fig. 5.1.

A Fig. 5.3 sera obtida pela simulacdo numérica da funcdo relaxacdo de tensdo através

das equacdes (4.36) e (4.40), para comparacao das curvas geradas.

Derivadas Fracionarias

T T T u
=== lnversdo Exata
------ Inversdo Aproximada |]

Fungdo Relaxacio de Tensdo, Git)
=

Tempo [s] 4

Figura 5.3 - Func¢ao relaxacao de tensdo para o modelo fracionario Linear Padrido (Eq (4.40)),
através do método da inversdo exata, Mittag-Leffler (Eq (4.36)) e através do método da
inversao aproximada da transformada de Laplace.

Pode-se observar (Fig. 5.3) que as curvas geradas pelas equacdes (4.36) e (4.40)
praticamente se sobrepdem. Com isso, pode-se concluir que o método da inversdo aproximada
da transformada de Laplace ¢ um método com boa precisdo e com um tempo computacional

menor que o método da inversao exata. Isto para o computo de G(t).

5.3 Processo de deconvolugéo

O processo de deconvolucao ¢ usado para inverter os efeitos da convolucao. Isto
significa que, em vez de misturar dois sinais como na convolucdo, os mesmos serdo isolados.
O conceito de deconvolucdao ¢ usado extensivamente nas técnicas para processamento de
sinais e imagens. Estas técnicas, por sua vez, sdo usadas em muitas disciplinas e em

Engenharia, onde a deconvolugdo encontra muitas aplicagdes.
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Em aplicagdes praticas, o problema da deconvolug¢ao ¢ matematicamente classificado
como um problema mal condicionado (Civanlar et alii, 1985). A operag¢do de deconvolugao,
executada no dominio do tempo ou da freqiiéncia, ¢ sensivel a erros de dados (em particular
ao dividir-se por valores pequenos) e ruido associado com medigdes praticas. O conhecimento
exato da deconvolugdo de sinais nao € possivel, e aproximacdes t€ém que ser assumidas
(Artacho et alii, 1995; Andrews, 2004).

Deconvolucdo ¢ um método em engenharia que se refere ao aprimoramento da
fidelidade em um sinal eletronico, ou seja, voz, musica, radar, entre outros. E um método
linear que necessita de um tempo computacional curto. Sinais podem ser deconvoluidos a fim
de se obter outras respostas desejadas (Press et alii, 1992; Magain et alii, 1998; Liu et alii,
2005; Andrews, 2004).

Com o uso do método de deconvolucdo espera-se obter boa precisdo numérica,
estabilidade e convergéncia da funcdo relaxagdo de tensdo com menos esfor¢o computacional.
Para isto, deve-se estabelecer uma comparacdo entre os processos que serao aplicados para
obtencdo da fun¢do relaxagdo de tensdo: método da deconvolucdo aplicada a funcdo creep
pela inversdo exata (Mittag-Leffler) e método da inversdo aproximada da transformada de
Laplace, em materiais viscoelasticos.

A operagao de convolucao, representada por *, ¢ um operador linear entre duas

fungdes, f,(t) e f,(t), que pode ser denotada por:

F(0)=£(0)* 1 (2) (5.1)

e definida através de:

£0)=[ ()5 (e=r)dr (5.2)

onde f(t) é a convolugdo das fungdes f (t) e f,(t), e t € uma varidvel independente que se
refere ao tempo. Como a deconvolugdo ¢ o processo inverso da convolugdo, conhecidas as
fungdes f, (t) e f(t), € possivel determinar f, (t) , ou seja , € possivel deconvoluir f{(t) ( ver
Apéndice D).

Os métodos de Fourier fornecem um poderoso conjunto de ferramentas analiticas e

numéricas para resolver problemas que envolvem sinais e sistemas e, também, para o estudo e
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processamento de imagem através da deconvolucdo. Portanto, para realizar o processo de
deconvolugao utilizam-se as transformacoes de Fourier, com as sub-rotinas do Matlab FFT e
IFFT, ambas baseadas em um algoritmo numericamente eficiente e rapido, como sugere o
proprio nome “Fast Fourier Transform”.

A esséncia do calculo da Transformada Répida de Fourier (FFT) ¢ uma série de
operagdes matematicas conhecida como Transformada Discreta de Fourier (DFT), que ¢ um
conjunto M de variaveis no dominio da freqiiéncia a partir de um conjunto N de amostras no
dominio do tempo. Os algoritmos de FFT funcionam melhor quando o numero de pontos da
amostra for uma poténcia inteira de 2. Para um estudo complementar ver as seguintes
referéncias: Espindola, 2006; Brigham, 1998; Bracewell, 2000; Haykin et alii, 2005; Press et
alii, 1992; Holmes et alii, 2002, entre outras.

As propriedades de representacdo de Fourier relacionam o efeito de uma agdo sobre
um sinal no dominio do tempo com a correspondente alteracdo desse sinal no dominio da
freqiiéncia (Haykin et alii, 2005).

Partindo da equagdo J (t) * G(t) ztp(t) (4.46) realiza-se o processo da

deconvolugdo no dominio do tempo, que envolve a separacdo de dois sinais anteriormente
combinados através da convolugdo, com o auxilio dos algoritmos FFT e IFFT, implementados
no Matlab.

Uma propriedade importante da operagdo de convolugdo € que seu operador

correspondente no dominio da freqiiéncia €, simplesmente, uma multiplicagao:
1(Q)-G(Q)=3(tu(t)) (5.3)

onde J(Q) e G(Q)sdo as transformada de Fourier de J(t) ¢ G(t), respectivamente ¢ Q é

a freqiiéncia. Na pratica, a versdo discreta da transformada de Fourier, ou DFT ¢ usada, pois,
com o algoritmo FFT, passa-se do dominio do tempo para o dominio da freqiiéncia.

A maioria dos algoritmos de deconvolu¢do conhecidos apresenta algumas limitacdes.
Os métodos de deconvolugdo tradicionais tendem gerar distor¢des em alguns instantes. Para
evitar essas possiveis distor¢des da FFT (executada como parte do processo de
deconvolugdo), os dados convoluidos devem ser preenchidos com zeros até que o nimero de
pontos seja igual a uma poténcia inteira de dois. Aplicando-se FFT na equagdo (5.3) e

isolando-se G(Q2) tem-se
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FFT| tu(t
FFT[J(t)]
Pela definicao de deconvolugdo, tomando-se a equacao (5.4) e usando-se o algoritmo

IFFT, para retornar para o dominio do tempo, determina-se a fungdo G(t), ou seja:
G(t) =IFFT[ G(Q)] (5.5)

Conceitualmente as equagdes (5.3) e (5.4) parecem ser simples e faceis para se
implementar. Na prética, entretanto, ndo € tao simples assim. O problema reside na operagao
de divisdo no dominio da freqiiéncia, equacdo (5.4). Quando o denominador torna-se muito
pequeno, quase zero, ou ha um ruido associado a medigdes praticas, a operagdo de divisdo
cresce e vai para o infinito. Do mesmo modo, se ambos, numerador ¢ denominador, tornam-se
muito pequenos, ou hd um ruido associado a medi¢des praticas, entdo o resultado ¢ uma

indeterminacgdo (Andrews, 2004).

A pior questdo reside no fato de que tp(t) ndo ¢ Fourier transformavel, pois ndo ¢é

absolutamente integravel. Fazendo o uso de fungdes generalizadas, tem-se:

1

_— 5.6
210’ (5-6)

(1)) =-8(9)

A primeira parcela de (5.6) pode ser ignorada se ao invés de tp(t),tomar-se
t[u(t)—u(t—T)],onde T ¢ um valor elevado de T. Em outras palavras, limita-se a funcao

tu(t) ao que for visto através de uma janela que vai de t = 0 a t = T. No dominio da

freqiiéncia, esta janela representa um filtro.

Os programas que executam a deconvolugdo requerem a introdu¢do de um filtro
adicional para manter sob controle a operagdo de divisdo, impedindo a instabilidade numérica.
O filtro passa baixa (low-pass) "estabiliza" o resultado de deconvolu¢do, ou seja, remove os
componentes de alta freqiiéncia de entrada e deixa passar componentes de baixa freqiiéncia
relativamente intactos. Para tanto, a resposta impulsiva do filtro devera ser de duracdo finita
(Raid, 1986, Smith, 1990; Saberi et alii, 1999; Andrews, 2004; Artacho et alii, 1995).

Para gerar os graficos da deconvolugdo foram utilizados os algoritmos FFT e IFFT,

com a adi¢ao de um filtro passa baixa, ambos disponiveis no Matlab, com o comando Filter.



Capitulo 5 — Obten¢do aproximada da fun¢do relaxag@o de tenSGO. ..............c..ccoccveceeieieecianieieeieieeeeeeia 73

Segundo Rafaja (2000), a deconvolugdao com o uso da expansao de Fourier utiliza um pequeno
nimero de coeficientes para representar a operagao.

A Fig. 5.4 representa graficamente o resultado da operacdo acima. Os pardmetros
utilizados para gerar o grafico sdo os constantes na tabela 3.1, pagina 40.
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Figura 5.4 - Func¢ao relaxago de tensdo para o modelo fracionario Linear Padrao,
partindo da fungdo creep, Mittag-leffler (Eq (4.48)) e pelo uso do
método da deconvolugdo (Eq (5.5)).

O grafico (Fig.5.4) foi computado com um tempo de 0.1560 s no PC, com processador
AMD Sempron (TM) XP 3.000 + 1.8 GHz, 512 MB de RAM

A Fig. 5.5, Eq (4.36), sera gerada com o mesmo intervalo da Fig 5.4. Os parametros
utilizados sdo os constantes na tabela 3.1, pagina 40.
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Figura 5.5 - Fung@o relaxagdo de tensdo para o modelo fracionario Linear
Padrao (Eq (4.36)) através do método da inversdo aproximada da
transformada de Laplace
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A simulagdo numérica da Fig.5.5, foi obtida com um tempo computacional de 0.3280
s no PC, com processador AMD Sempron (TM) XP 3.000 + 1.8 GHz, 512 MB de RAM
Na Fig. 5.6 tem-se a simulagdo numérica das equacdes (4.36) e (5.5). Os parametros

utilizados para gerar o grafico sdo os constantes na tabela 3.1, pagina 40.
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Figura 5.6 - Fungdo relaxagdo de tensdo para o modelo fracionario Linear
Padrdo (Eq (5.5)), através do método da deconvolucdo e (Eq (4.36)) através
do método da inversdo aproximada da transformada de Laplace.

Observa-se na Fig. 5.6 que a curva gerada pela (Eq (5.5)), processo da deconvolugao,
se comparado com a curva gerada pela (Eq (4.36)), apresenta uma aproximacao dentro do
esperado para o processo de deconvolugdo, com os algoritmos utilizados. As duas curvas sdao
similares, mas nao idénticas. Pode-se entdo concluir que o processo de deconvolugdo permite
determinar um sinal de entrada desconhecido, em um sistema linear invariante no tempo, de
modo aproximado.

Serad apresentada a seguir a simulagdo numérica da funcdo relaxag¢do de tensdo pelo
método da inversdo exata (Mittag-Leffler), Eq. (4.40), com o mesmo intervalo de tempo e os
mesmos parametros utilizados para obterem-se as Figs. 5.4 e 5.5. Far-se-4, entdo, a

comparacao do tempo computacional e analise do erro absoluto.
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Figura 5.7 - Fung@o relaxagdo de tensdo para o modelo fracionario
Linear Padrao (Eq (4.40)) através do método da inversdo exata,
Mittag-Leffler.

O grafico (Fig.5.7) foi computado com um tempo de 0.4063 s no PC, com processador
AMD Sempron (TM) XP 3.000 + 1.8 GHz, 512 MB de RAM

A funcao relaxacdo de tensdo foi gerada por trés métodos: inversao exata (Eq (4.40)),
inversdo aproximada (Eq (4.36)) e deconvolucao (Eq (5.5)). O tempo computacional gasto no

processo de deconvolugdo ¢ menor.

O erro absoluto entre o processo da inversdo exata ¢ o da inversdo aproximada da
transformada de Laplace ¢ de 0.000918, o qual pode ser considerado um erro muito pequeno.
Porém, o erro absoluto entre o processo da inversdo exata e o da deconvolugdo ¢ de 0.9648,
decorrente da instabilidade e limitagdes que a maioria dos algoritmos conhecidos de

deconvolugdo apresentam.



CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

6.1 Conclusoes relatadas para o presente trabalho

As conclusoes relatadas para o presente trabalho sdo as seguintes:

e Modelos mecanicos viscoelasticos a derivadas inteiras

O modelo fluido Maxwell ndo mostra um decréscimo da razdo de deformacao sob uma
tensdo constante e ndo exibe a recuperagdo instantanea, dependente do tempo, apds o
descarregamento. O modelo Kelvin ndo deforma instantaneamente sob a aplicagdo de uma
tensdo repentina. Nos dois modelos pode-se examinar algumas de suas caracteristicas de
viscoelasticidade linear. Os mesmos podem ser usados, como molas e amortecedores, para
construir modelos mais complexos e precisos. O modelo linear padrio representa
adequadamente, de forma qualitativa, ambas as fun¢des G(t) e J(t) observadas na maioria dos

solidos viscoelasticos.

e Modelos mecanicos viscoelasticos a derivadas fracionarias

Em geral, os modelos fracionarios fazem um trabalho substancialmente melhor de
capturar o comportamento real do material, sobre uma larga faixa de freqiiéncia ou tempo,
pois nos mesmos tem-se toda a historia da funcdo. Pode-se observar que a funcdo relaxacao
de tensdo ¢ monotonica decrescente e a funcdo creep e monotdnica crescente. Em nossos
modelos mecanicos as equacdes creep e relaxacdo de tensdo foram expressas em termos de
equagdes constitutivas e fungdes Mittag-Leffler. O grau de dificuldade da computagdo
numérica da funcao relaxacdo de tensdo € proveniente da fungdo exponencial generalizada ou
fun¢do Mittag-Leffler, pois a mesma depende basicamente dos valores numéricos dos
parametros fracionarios, fornecidos pelo Laboratério de Experimentos em Materiais
Viscoelasticos PISA-LVA (Apéndice C).

Embora o modelo fraciondrio linear padrao possua s6 um parametro adicional, em
relagdo aos modelos fracionarios de Maxwell e de Kelvin, sua capacidade de avaliar o

comportamento real do material ¢ significante.
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e Relagdes constitutivas hereditarias viscoelasticas

Obteve-se as fungdes relaxagado de tensdo e creep por divisdo longa e, com o auxilio da
fun¢do exponencial generalizada ou funcdo Mittag-leffler, fez-se uma analise do computo da
funcao Mittag-Leffler utilizada nas fungdes acima citadas. Pode-se constatar, entdo, que a
func¢do relaxagdo de tensdo ¢ uma funcao dificil de ser computada, o mesmo nao ocorrendo
com a funcdo creep. O computo da fun¢do Mittag-Leffler (equacdo (4.48) fungdo creep) ¢
bastante simples, ja que (Go/G)< 1. Mas, o computo direto da funcdo Mittag-Leffler (equagao

(4.40), funcdo relaxagdo de tensdo G(t)), encontra dificuldades numéricas, pois (1/b;) >>1.
e Obtencao da func¢ao relaxagao de tensao

Obteve-se a funcdo relaxacdo de tensdo pelo método da inversdo aproximada da
transformada de Laplace a partir da fungdo G(s) (equagdo (4.36)) e pelo método da inversao
exata de Mittag-Leffler (equacdo (4.40)). Através da equagdo (4.48) e com o uso do método
da inversao exata conseguiu-se a simulacao numérica da funcao creep, J(t). Assim foi possivel

o computo da funcdo relaxacdo de tensdo, através do processo de deconvolucdo (equagdo

(5.5)), conhecidos tu(t), uma funcao de tempo pré-estabelecida, e J(t).

Conseguiu-se boa precisdo numérica, estabilidade e convergéncia da fungdo relaxacao
de tensdo, com menos esforco computacional. Atingiu-se o objetivo principal deste trabalho
que consistia em complementar a lacuna existente nos atuais procedimentos no computo da
funcao relaxacdo de tensdo através dos processos de inversao aproximada da transformada de
Laplace e deconvolugdo. Para isso foi utilizado o modelo mecanico linear padrao a derivadas

fracionarias, com quatro pardmetros em material viscoelastico, deduzido no capitulo 4.
6.2 Sugestdes para trabalhos futuros

Implementar a simulagdo numérica da deconvolucdo com algoritmos mais robustos
para tornar o processo mais exato.
Fazer experimentos no dominio do tempo para corroborar os resultados obtidos. Esses

experimentos sdo de longo prazo.
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APENDICE A

CALCULO FRACIONARIO

A.1l Introducgéo

Célculo fracionario ¢ a generalizacdo da diferenciacdo ordindria e integragdo para
ordem (ndo inteira) arbitraria. O uso de operadores de ordem fracionaria nas ultimas décadas
tem se tornado popular entre pesquisadores de muitas areas. O interesse tedrico e pratico
desses operadores esta bem estabelecido e sua aplicabilidade a ciéncia e engenharia pode ser
considerada com o surgimento de novos topicos. Sdo ferramentas para descricdo de uma
realidade mais complexa, e a ampliacdo da aplicabilidade pratica de operadores comuns de
ordem inteira. O assunto tem uma longa histéria na matemadtica, tendo sido discutido pela
primeira vez em 1690, por G.W. Leibniz. O calculo diferencial ¢ da mesma época do calculo
fracionario e ambos resultam de pesquisas de Leibniz ¢ Newton (Surguladze, 2002; Schmidt
et alii, 2001; Loverro, 2004; Lorenzo et alii, 2000; Gorenflo et alii, 1995, 1997).

A historia de derivadas fracionarias inicia-se por volta de 1695. Os pesquisadores
L’Hospital e Leibniz se comunicaram dizendo que fazia sentido definir um operador
fracionario igual 2. A questdo levantada por Leibniz, para a derivada fracionaria, foi um
topico de estudos nos ultimos 300 anos. As maiores contribui¢des historicas ao céaculo
fracionario cabem aos pesquisadores como Liouville, Riemann, e Weyl. A histdria sobre o
calculo fracionario continua com as contribuigdes de Fourier, Abel, Lacroix, Grunwald e
Leitnikov. Uma revisdo historica pode ser obtida nos livros Oldham e Spanier, 1973; Miller e
Ross, 1993; Friedrich et alii, 1999.

O desenvolvimento histérico culmina em dois calculos baseados sobre o trabalho de
Riemann e Liouville (RL), e o trabalho de Grunwald e Letnikov, introduzidas a seguir.

A unificacdo dos conceitos e notagdo do célculo fracionario permite uma simplificacao
da solucdo de certas equagdes diferenciais parciais (sistemas distribuidos). Talvez a forte
motivagdo para o desenvolvimento do célculo fracionario seja a crenca em que grande
variedade de problemas fisicos e disciplinas de engenharia que resistem a descricdo e a
solucdo compacta do calculo de ordem inteira se renderdo aos métodos de céalculo fraciondrio

(ver o capitulo de céalculo fraciondario na tese de Cruz, 2004).
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A.2 Operadores de ordem fracionaria

O célculo fraciondrio ¢ uma generalizagdo da integracdo e diferenciagdo para o
operador D de ordem ndo inteira (fracionaria), onde a e t sdo os limites de integragdo e a, ¢
a ordem da derivada. As duas defini¢des usadas para a operacdo fraciondria integram o
diferencial geral, que ¢ a defini¢do de Riemann-Liouville (RL), bem como a defini¢do de

Griinwald-Letnikov (GL), como seré apresentado a seguir (Podlubny, 1999).

A defini¢ao de Riemann-Liouville para a derivada de ordem « ¢ dada por

1 d ¢ f(r)
F(n—a) dtn d (t_r)(x—nﬂ

Dif(t)= dt  (n-l<a<n), (A.1)

onde I'(.) ¢ a fungdo Gama.
A defini¢dao de Grunwald-Letnikov ¢
o . 1 {%} i o 3
D)l 2 (1) Je(e-in)
h—s0 =0 J
N
aD?f(t)lemh—aAhf(t) . (A.2)

h—0

Onde [ T:| ¢ a funcdo maior inteiro contida no somatorio, t € a sdo os limites superior e

inferior da diferenciagdo, respectivamente e h é o incremento de tempo. As definigdes de
Riemann - Liouville e Grunwald-Letnikov sdo equivalentes a uma grande classe de funcdes
que aparecem em aplicagdes reais em Engenharia e Fisica.

A notagdo no dominio de Laplace ¢ usada para descrever a operagdo fracionaria
integro-diferencial. A transformacdo de Laplace da RL derivativa fracionaria/integral (A.2),

com condi¢do inicial zero para a ordem a, (0 <a < 1), é dada por
£{,D;“f (t);s}=s""F(s) (A.3)
A.3 Equagdes diferenciais fracionarias
Equagdes diferenciais fraciondrias podem ser expressas na forma

a,.,Dy(t)+..+a,.,D{"y(t)+a,.,DPy(t)=u(t) (A4



Apéndice A — CAICULO frACIONATIO ...........c..c.ccueiuieieiiieieeiieeeee ettt ettt et seeneen 89

onde oy , (k = 0,1,...,n) sdo geralmente numeros reais, € a, >...>a, >a, >0 em geral sdo

constantes arbitrarias.
A.4 Transformada de Laplace da derivada fracionaria

A transformada de Laplace ¢ definida como

£[F(1)](s)=], f(t)e"dt. (A.5)

Onde f(t) ou sua derivada tem singularidade para t=0 ¢é necessario escolher entre 0 ou 0

como limite inferior da integral na equagdo (A.5). A transformada de Laplace da derivada de

ordem fracionaria (ordindria) é
n—1
£[Df(t) |=s £[£(t)]- D s*D*"£(0") (A.6)
k=0

(ver Oldham e Spanier, 1973), onde n ¢ um inteiro tal que 1 < a < n. Note-se que existe a
necessidade da condig¢ao inicial na equagdo (A.6), isto €, D'k (0+ )=O para ke [O,n - l] .

A transformada de Laplace do operador derivativo ¢ de forma simples

£[ D (t) | s“£[ £ (1) ] (A7)

ou

£[ D () | s"F(s), o € R, (A.8)

onde D significa derivada, f(t) ¢ um sinal com a transformada de Laplace F(s). Se o> 0 tem-
se a derivada fracionaria, quando oo < 0 sera uma integral fracionaria. (Ortigueira, 2000)

As solugdes, de equagdes diferenciais de derivadas fraciondrias, podem ser obtidas
pela aplicagdo das condig¢des iniciais de ordem fraciondrias apropriadas. Considera-se a
estrutura viscoeldstica completamente relaxada antes de iniciar o carregamento; depois do

tempo t=0 toda a historia da deformagio ¢ tomada em conta. A interpreta¢do fisica para o
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tempot=0 ¢ onde inicia 0 processo sob considera¢do, quando o material é completamente

relaxado e, portanto, a condigdes iniciais sao zero.



APENDICE B

FUNCAO MITTAG-LEFFLER

B.1 Referéncia histérica

Desde os tempos de Mittag-Leffler varios cientistas t€ém reconhecido a importancia das
funcdes do tipo Mittag-Leffler, 1903, a, b, fornecendo aplicagdes matematicas e fisicas (ver
Mainardi et alii, 2000). O interesse nas funcdes Mittag-Leffler e sua popularidade
aumentaram por causa da sua importancia e aplicacdo no calculo fracionario e as equagdes
diferenciais e integrais de ordem fracionaria (ndo inteira) e as equagdes integrais do tipo Abel
(ver Gorenflo et alii, 2002, 2003). Assim como a natureza da fungdo exponencial ¢ a solucao
de equacdes diferencias de ordem inteira, a fungcdo Mittag-Leffler tem um papel andlogo para
solugdo de equacdes diferenciais de ordem nao inteira.

Pode-se citar como trabalhos pioneiros de natureza matematica no campo de integral
fraciondria e equacdes diferenciais os trabalhos desenvolvidos por Hille ¢ Tamarkin, (1930).
Esses trabalhos provaram a solu¢do da equagdo integral de Abel da segunda espécie, em
termos da funcdo de Mittag-Leffler, enquanto que em Barret (1954) expressou a solucao geral
da equagdo diferencial linear fracionaria com coeficientes constantes em termo da fungdo
Mittag-Leffler (ver também Lorenzo et alii, 1999).

Como aplicagdes na Fisica pode-se citar as contribui¢des de Cole (1933), em
conexdo com a condi¢do de impulsos nervosos, ver também Davis (1936) e Gross (1947) em
conexdao com a mecanica de relaxagdo. Caputo e Mainardi (1971) mostraram que fungdes
Mittag-Leffler estdo presentes sempre que derivadas de ordem fracionaria sdo introduzidas
nas equagdes constitutivas de um corpo viscoelastico linear. Rabotnov (1980) também
introduziu, na viscoelasticidade linear, as fung¢des tipo Mittag-leffler; a conex@o para o uso de
operadores de derivada fracionaria em equacdes constitutivas de viscoelasticidade linear foi
estabelecida por Koeller (1978, 1984). Desde entdo, diversos outros autores indicaram a
relevancia dessas funcdes para modelos viscoelasticos fraciondrios.

As propriedades assintdticas da fungdo Mittag-Leffler foram estudadas por Gorenflo e

Yamamoto (1995), levando em consideracdo a equagdo integral de Abel. Enquanto que em
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aplicagodes de funcdes Mittag-Leffler ocorrem usualmente com argumentos reais, Witte (1997)
explorou suas propriedades no dominio dos complexos e desenvolveu diferentes esquemas

para seu tratamento numérico.

A mais simples funcdo do tipo Mittag-Leffler, E (z) depende de duas variaveis: o

argumento complexo z e um parametro real « . A forma generalizada necessita pelo menos de
mais um argumento, ¢ o pode ser complexo. Experiéncia em computagdo de fungdes
especiais na Matematica Fisica ensina que em distintas partes de um plano complexo devem

ser usadas técnicas numéricas diferentes.
B.2 Func¢Oes Mittag-Leffler e suas generalizagGes
A definicao da fun¢ido Mittag-Leffler é dada por

o0 Zn
E => —— 0,z€C B.1
(2) nz—(;r(1+0tn)’ @>0.2 ’ (B.1)

e foi introduzida por Mittag-Leffler, em 1902, em conexdo com seu método do somatorio de

séries divergentes, valida no plano complexo. Enfatiza-se que E (z) ¢ uma func¢do de ordem

completal/« . Se a €C, entdo tem-se Rea
ea

A fungdo Mittag-Leffler ¢ uma generalizagdo da fung¢do exponencial tendo em vista a

substituigdo de n!=I'(n+1) com (an)!=T'(an+1) , onde I"¢é a fungdo gamma. Seguem de

(B.1) as seguintes relagdes:

(z)=¢"; E, (Zz)=COShZ; E, (—Zz)=COSZ,

E
By, (£2)=¢"[ 1+erf (+2?) |=eerfo(¥2?), Z € C (B.2)

onde erfc ¢ a fungdo erro complementar e erf ¢ o erro da fun¢ao assim definido:

erf (z ~du, erf (z)=1-erf(z), Z € C

2 ¢z
)::_I e
,TE 0
E também comum a representagio da fungdo Mittag-Leffler em dois pardmetros, o e

f, da seguinte forma:



Ea’ﬂ(Z):Zm. Oceflﬂ Beﬂ{, ZeC (B3)

Esta ¢ a forma mais generalizada da fun¢doE, , (z), isto ¢, uma func¢ao de ordem

completa 1/« . E definida por uma série de poténcia (Erdélyi et alii, 1955; Loverro, 2004;
Surguladze, 2002).

O estudo proposto neste trabalho depende somente do parametro « ; portanto, usa-se
somente a funcdo Mittag-Leffler original (B.1). Pode-se obter uma pesquisa mais completa

da fun¢do generalizada Mittag-leffler (B.3), que envolve ambos os parametros « e £, nas

seguintes referéncias: Dzherbashian, 1966; Erdélyi, 1955; Mainardi, 2000; Gorenflo et alii,
1997; Loverro, 2004.

B.3 Representacao integral da funcao Mittag-Leffler e expanséo assintotica

Muitas das propriedades da funcioE (z) sao obtidas pela representacao integral da

fungdo Mittag-Leffler:

a-—1 Q
21 jg a>0, ZeC, (B.5)
TCl

onde Ha ¢ o caminho de integra¢dao (o caminho de Hankel); ¢ um lago que comega e termina
. . . . 1/a . ~ ..
em —oo ¢ incluindo o disco circular |(;|S|z| na dire¢do positiva : —n < argo <  sobre Ha

(Mainardi, 2000; Paris, 2002; Gorenflo et alii, 1997, 2002, 2003).

A representacdo integral da funcdo generalizada Mittag-Leftler torna-se

1 COLBC
j —dg, a,p>0, ZeC (B.6)
2n1

Muitas propriedades importantes da funcdo Mittag-leffler estdo associadas com suas
expansdes assintoticas, com z —oo0, em varios setores do plano complexo. Essas propriedades

podem ser resumidas da forma como segue.

Para 0< a < 2, as seguintes formulas assintdticas sdo validas:



E, (z);éexp(z““)—ir(lznan), |z|—>oo, |arg z|< an/2, (B.7)
n=1
< z" o o
E 2y — — 2m——o-. B.8
.(2) ;F(l—an) |2| >0, S <argz< 2n—— (B.8)
Para a > 2, tem-se
E (z):lzexp(z”“eznim/“)- 5 _Zt 7| 5o, (BY)
<V am n=1T(1-na)’ ’ '

onde m assume valores inteiros tais que —on/2<argz+2nm<aon/2, o arg z pode assumir
algum valor entre -7 e +7.

Das propriedades assintoticas (B.7), (B.8), (B.9) e a definicdo de uma funcao da
ordem inteira, conclui-se que a fungdo Mittag-Leffler ¢ uma funcdo de ordem completa

1/a paraa>0.
B.4 A Transformada de Laplace relacionada com a funcao Mittag-Leffler

As funcdes de Mittag-Leffler sdo conectadas com a integral de Laplace através da

equacao (Gorenflo et alii, 1997)

% o 1?4 B-1 o
[e Eoc (u z)du =—-=[e u Ea B(u z)du, o,p>0 (B.10)
0 0 ’

A integral acima foi avaliada por Mittag-Leffler, que mostrou que a regido de sua
convergéncia contém o circulo unitario e ¢ delimitado por Re Aoy,
Para avalia¢do da transformada de Laplace deE; (—kta) e EOL,B (—Ma ) com
a, B >0e AeC ¢ fundamental a integral acima.
Substituindo na equagdo (B.10) u =st e ¥z =-m% comt>0 ¢ AeC,como

uso do sinal de divisdo para a justaposi¢do de uma fun¢do dependente de t com sua
transformada de Laplace dependendo de s, tem-se entdo a transformada de Laplace

ou seja,
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s* +

o Sa_l /o
e, (tM)=E, (At )/( }J, Re s> [A| (B.11)

o—

S

x]’ Res>[\|"*  (B.12)

As equacgdes (B.11) e (B.12) podem ser também obtidas formalmente por Laplace
transformando termo a termo a série (B.1) e (B.3) com z=—At", respectivamente, € somando
a série resultante.

Uma propriedade satisfeita pela fungio e, (t;1); e, (t;A) quando o é positivo e
O<a <1, 0<a<P<I1, respectivamente, devera ser completamente monotdnica para
t>0.

Historicamente, a completa monotonicidade da funcdo Mittag-Leffler no eixo real
negativo, isto ¢, de Eq(-z), paraz € R" quando 0 < a < 1, foi pela primeira vez conjeturada
por Feller, usando o método probabilistico e rigorosamente provado por Pollard, em 1948 ver

também Gorenflo et alii, 1997.

Recentemente, Schneider (1996) provou o teorema da completa monotonicidade da

funcio generalizada de Mittag-Leffler no eixo real negativo. Ele provou que E, g (—z) , para z

e R", é completamente monotonicase 0 <a<lef>a .

B. 5 Propriedades analiticas da funcao Mittag-Leffler

As aplicagdes usuais para equagdes diferenciais de ordem fracionaria da funcao
Mittag-Leffler sdo normalmente no plano real. Entretanto, sdo também necessarias algumas
propriedades no plano complexo. A principal razdo ¢ por causa do algoritmo que avalia

numericamente a fungdo Mittag-Leffler para os valores de a <1 e a>1, que necessita

formulas especiais definidas no plano complexo. Essas formulas sdo dadas por

1 m
2m+1,=, a/(2m+l),B(zl/ (2m+1) ji2nh/(2m+1) )

E,;(2)

,m=0,1,2,.., (B.12)
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. , m=12,..., B.13
/m,B(Zl/meﬂnh/m) ( )

sabendo que 1 ¢ a unidade imaginaria (0,1). Se a>1 e se z € um nimero real, necessita-se
avaliar numericamente a funcdo Mittag-Leffler com um argumento complexo ( o Sl) .

Nas referéncias Erdélyi et alii, (1955) e Mainardi et alii, (2000) pode-se fazer uma
analise mais completa das propriedades da funciao Mittag-Leftler.

Um pseudo-codigo para o computo numérico das variantes da funcao Mittag-Leffler

EQB(—ZQ), as quais aparecem nas solugcdes de equagdes diferencias lineares de ordem

fracionarias, foi apresentado por Diethelm et alii, (2003) e Gorenflo et alii, (2002, 2003) e

reproduzido abaixo. Resultando num método robusto para computar a funcao Mittag-Leffler.

Algoritmo para a fungéo Mittag-Leffler E_ ; (z)+u(z), u(z)‘ <g:
Dado a>0,BeR, zeC, £¢>0,0<g<lI
ifz=0
E,;(z)=1/T(B)
elsif a <1
if |7|<¢
k, :max{[(1—B)/a—l,[ln[s(l—|z|)]/ln(|z|)—‘}
Ko
E,,(z)=) 2" /T (B+ak)
k=0
elsif |7|<|10+50 |
max{1,2z,(—ln(sn/6))a}, B>0

z

i max {(|B| + 1)OL ,2

,(—2ln(8n/[6(|ﬁ|+2)(2|B|)ﬁ})ja}, B<0
XSin[n(l—B)] —zsin[n(l_[3+a)]

x> —2yzcos(om)+2’

K(a,B,N,z):#X(lﬁ)/a eXp(_xl/a)
o=0[1+(1-B)/a]+p"sin(¢/a)

1 Liieve Y cos(w)+isin(®
P(oc,[f%,p,(l),z):ﬂp1 (=B exp[p” cos(cl)/a)] (©) ()

pexp (14)) -z

if |argz|> ar and Harg z|—0m‘ >¢€
if B<l+a
E,; (Z):IOXOK(Q,B,x,Z)dN
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else
E,, (Z):J‘lxo K (o, B, X,z)dN+f:nP(oc,B,1,¢,z)d¢
elsif |argz|<an € Hargz|—0m‘ >¢€
if B<l+a
. 1 oya e
£ (- Kb e

else

By (2)= [ K bz [ P{ap

else

B (7)=, Klep [ e

=B,
, )d(l)+—z “ e
o
¢ }‘4)

else
k, = L—ln (¢)/In (|Z|)J

if |argz| <3an/4
=

E ﬁ(Z)IaZ o Q_Zkll—* B OLk)

-k

k z
E =— o=
op (Z) Zk:l F(B —(xk)
elsif 1<a<?2

Ea,ﬁ (Z) = |:Ea/2,B(\/;) + Ea/z,ﬁ(—«/Z) } /2

else
ko= o/2]+1
k-1
Ea,B (Z) = Zk:O a/kO,B[z”k" exp(i2nk/k o)]/ko
end

O uso da fungdo generalizada de Mittag-Leffler em calculos numéricos ¢ dificultado

devido a convergéncia, as vezes lenta, da série na equagdo (B.1).
As variantes da fun¢do Mittag-Leffler E | B (—Za) surgem naturalmente nas solugdes

de equacdes diferenciais lineares, de ordem fracionaria. Na figura B.1 os plotes desta fun¢do

sdo obtidos com os valores de f=1¢e a € (0,2), enquanto na figura (B.2) os plotes sdo

dados para ot =1le 3 € (0,2). Lembrando queE,,(—x)=e .



Fungao MittagLeffler parm B=1, O<o.<2

&
a
=y -
= e
I [ I . T T L
.2 =" —
0.4 -
RN <] -
0.8 -
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[u] 0.5 1 1.8 2 2.9 3 3.8 4 4.5 S
termpo[s]

Figura B.1 - Fungdo Mittag-Leffler E, , (—Za ) para B=1le a E(O, 2) :

Fungao MittagLeffler parm =1, 0< B <2

u} 0.5 1 1.8 2 28 3 39 4 4.5 =)
Tempo[s]

Figura B.2 - Fungdo Mittag-Leffler E_ (—Z“ ) para oo=1 BE(O, 2)

Pode-se observar, nas Figs B.1 e B.2, que a variacdo da inclinacdo das curvas

dependem dos valores dos parametros o ou f, respectivamente.

Atualmente, a atengdo de pesquisadores para fungdes do tipo Mittag-Leffler tem
aumentado, tanto do ponto de vista analitico quanto numérico, por causa da sua relagdo com o
calculo fraciondrio, ja que o calculo fraciondrio tem um amplo interesse para suas aplicagdes

em diferentes areas da Fisica, Engenharia, entre outras.



APENDICE C

IDENTIFICACAO DE PARAMETROS VISCOELASTICOS

C.1 Pesquisas desenvolvidas no PISA-LVA

Muitos sdo os métodos apresentados na literatura com a finalidade de obter as
caracteristicas dinamicas (modulo de cisalhamento e fator de perda) de um material
viscoelastico, na forma experimental. As pesquisas desenvolvidas no PISA-LVA, grupo de
Pesquisa Integrada em Sistemas Vibrantes e Acusticos, muito contribuem para a
caracterizagdo das propriedades dos materiais viscoeldsticos e sdo apresentadas nas formas de
estudos em iniciacdo cientifica, dissertacdes, teses de doutorados, relatdrios técnicos e artigos
publicados em anais de congressos e revistas indexadas.

Recentemente Espindola et alii, 2005, introduziram uma nova abordagem para
caracterizagdo de materiais viscoeldsticos, usando derivadas fraciondrias, no dominio da
freqiéncia. Um corpo de prova viscoelastico simples (ver figura C.1) e sua fun¢do
transmissibilidade sdao utilizados na identificacdo das propriedades dindmicas, em amplas

faixas de freqiiéncia e temperatura, através do uso de camara de temperatura controlada.
C.2 Equacdo constitutiva a derivadas fracionarias.

A equacdo constitutiva unidimensional a derivadas fracionarias ¢

(Jones, 1980):

O'(t)+gmeﬂ“ [O'(t)]:Eog(t)+nZ]:En D[ (1)), (C.1)

E um modelo fracionario que representa o comportamento dinimico de materiais
viscoelasticos.
Onde: by  PBm, m=1, M, E g .6 Em o, n=1, N sdo constantes, no tempo, do material
viscoelastico. D’ ¢ D® sdo derivadas fracionarias ou derivadas generalizadas.

A derivada fraciondria ¢ definida (Ross, 1975) pela expressao:
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| a (o)
D[x(t)]=r(l_a).50 (t—z‘)

_dr, 0<a<1 (C.2)

onde D ¢ o operador fracionario , a ¢ a ordem da derivada e I" ¢ a fungdo gama.

o(t)+b D’ [o(t)|=Eze(t)+ ED*[&(t)], (C.3)

sabendo que X(Q):S(D“ [x(t)}):(iQ)aS(x(t)), e 3 representa a transformada de

Fourier.

A expressdo (C.1 ) em termos de cinco pardmetros pode ser escrita desta forma

o(t)+bDP [G(t)]:an(t)+ElD“ [s(t)], aplicando a transformada de Fourier nos dois

lados da igualdade tem-se [1+ b, (iQ)ﬂ}O'(Q): [EO +E, (iQ)"}g(Q) ou

E (Q)=——L= : (C4)

onde o(Q)=E, (Q)e(Q).

c

Este ¢ o modelo ideal para materiais viscoelasticos. Para cada temperatura, o material
viscoelastico € representado por cinco parametros ( by, a, B, Eo, E/).
Uma correspondente expressdo da equacdo (C.4), para o mddulo complexo de

cisalhamento pode ser escrita:

G, +G, (iQ)"
G.(Q)=—"—"—1. C.5
) 1+5,(iQ) )

Para materiais viscoelasticos E,/G,~3 e E /G, 3. Em geral tem-se
E (Q)/G,(Q)~3 (Snowdon, 1968). Também, da teoria da viscoelasticidade toma-se a

expressao para o modulo de Poisson, ou razdo de Poisson como oz(E/ 2a) —l) ,sendo v a

razdo Poisson e ¢ facilmente demonstrado que v = 0.5, para materiais viscoelasticos.

Se o forigual a B tem-se um modelo a quatro parametros.
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G, +G, (iQ)"
G (Q)=—2—"1"_| C.6
2 1+5,(iQ)" (€0

Onde:
G, (Q) ¢ o modulo complexo de cisalhamento para um material viscoeldstico

Pode-se fazer a identificacio numérica /experimental desses pardmetros a partir da

(C.6) e reescrita na seguinte forma:

G, (Q)=G(Q)+iG (Q) (C.7)

G, (Q)=G(Q)(1+in(Q)) (C.8)

onde:, U(Q) = C (Q) ¢ o fator de perda do material.

G(Q)

Na equagdo (C.6) fazendo b, =b" ¢ G, =G_b" tem-se:

G, +Goo(ibQ)”
G.(Q)= C.9
(Q) (b0)’ (C9)
ou
G. (Q):GO+(ibOQS(T)Z G, (C.10)
(ib,Qs(T))
onde:

by € a constante b=b,s (T) na temperatura absoluta T

S(T0)=1
_-0,x(T-T,)

s(e) ¢ a fungdo deslocamento, dada por log,, I:S(T)]—m :
(=1

Nota: b=b;"* e 0, e 0, sdo constantes obtidas exponencialmente.

A expressdo (C.9) é importante na literatura técnica (Bagley e Torvik, 1979, 1986;
Padovan e Guo, 1988; Pritz, 1998) e tem sido usada na identificagdo dos parametros

fracionarios G, G_, b e a (Espindola et alii, 2005).
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C.3 Sistema para identificacdo experimental

O sistema (Fig. C.1) consiste em uma massa m, conectada a base rigida vibrante
através do elemento flexivel, cuja flexibilidade ¢ fornecida por sua por¢do viscoelastica.

insertos ou outras partes metalicas do dispositivo sdo consideradas rigidas.

K, (@) (Q) - X ()
K, (@) (92) - X ()

—LY(Q)
T

Figura C.1 — Modelo para determinagdo do médulo complexo de cisalhamento.

Onde y(t) ¢ o movimento da base do dispositivo € imposto ou prescrito, x(t) € o
movimento da massa rigida tomado como resposta.

Sob essa hipotese, a rigidez deste elemento pode ser escrita como:
k. (Q)=vG, (Q) (C.11)

onde v ¢ uma constante que s6 depende da geometria do elemento flexivel ( ou isolador
viscoelastico) e suas inser¢des metalicas, k ()¢ a rigidez complexa do elemento ¢ G, (Q)o
modulo dindmico complexo do material.
O equilibrio dindmico da massa m (figura 1) ¢é expresso por
k, (Q)(Y(Q) —X(Q)):—m(Q)2 X(Q) e a transmissibilidade, T, (Q), resultante é;
X(Q)_ k(9

TC(Q)zY(Q)sz 0)-m’ (C.12)

onde X(Q) e Y(Q) sdo as transformadas de Fourier de x(t) e y(t), respectivamente.

A equacdo (1.14) pode ser escrita da forma:
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G.(Q)
T(9)= G, (Q)-muQ’

(C.13)

G, (Q) ¢ dado pela equagdo (C.9) e m, =m/v. O fator de formav ¢ relativo a um material

em cisalhamento puro dado por v=A /h_ . As constantes A e h  sdo respectivamente area
lateral carregada e espessura do espécime viscoelastico.

O modelo viscoelastico de transmissibilidade T, () ¢ uma fungdo da freqiiéncia e de
seis (ou cinco se o =f ) parametros, ou seja:

T, (Q)=f(G,,G,,a, B,m,,Q). (C.14)

C

A equacdo (C.14) tem como referencia a equacdo (C.9). O conjunto de pardmetros
(equagdo (C.14)) ¢ o que se deseja para identificar o material viscoeldstico em uma certa
temperatura. O processo deve ser repetido para vérias temperaturas.

C.4 Modelo experimental

A Fig. C.2 descreve a cadeia experimental utilizada para obtengdo das

transmissibilidades.

acelerfimetros

excitador
eletrodindmico

cimara térmica

controlador de
temperatura

pré-amplificador
decarga

pre-ampliticador
decarga

computador

t

amplificador de analisador digital de
poténcia sinals

Figura C. 2- Representagdo esquematica da cadeia de medicao das transmissibilidades
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Assume-se que y(t) e x(t) sdo digitalmente mensurados em instantes t;, sendo
j=12,...N. N é um nimero da forma N=2" ¢ n é um inteiro. Para as duas séries de tempo, a

transmissibilidade experimental ¢ computada como:
- S, (Q.
TC(QJ):M, i=1,...,p, (C.15)

onde: p € um inteiro p<N/2, Q, € a freqi€ncia de Nyquist, S | (Q j) ¢ o espectro cruzado
de poténcia de x(t) e y(t) e S, (Q j) ¢ o auto espectro de poténcia de sinal de entrada y(t).

O vetor e define o erro complexo, cujo as componentes de entrada deste vetor sdo
e, =T,(Q;)-T,(Q;).ej=1..p.
A funcao custo ¢ entdo definida como
f(x)=eHe, (C.16)

onde X ¢ um vetor definido na expressao abaixo
x' =[G,,G,,a,p,b,m,] (C.17)

Na expressao (C.16) o H representa o vetor transposto complexo conjugado do vetor e
e para a expressao (C.17) representa o transposto.

O vetor X sera computado de tal forma que a funcao custo f(x) seja minima, isto € o
erro médio quadratico € minimo.

O processo de minimizagdo € realizado com algumas restrigdes sobre as coordenadas

do vetor X, que sao
0,<0<0, G<G,<G), GY<G=<G, O0<a<l, 0<B<l, 0<b<b",
0<m, <10.

As restrigdes acima sdo baseadas em requerimentos fisicos, obtidos na literatura
(Bagley e Torvik, 1986; Snowdon, 1968; Ferry1980; Nashif e Lewis, 1991) e da experiéncia
dos proprios autores (Espindola et alii, 2005).

Os valores Q, e €, sdo escolhidos em concordincia coma a temperatura de

medi¢ao.
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C. 5 Concluséo

A idéia de identificacdo de pardmetros viscoelasticos consiste na caracterizagao de
materiais viscoelasticos através de funcdes resposta em freqiiéncia, por meio de uma resposta
em freqiiéncia muito particular (FRF), a transmissibilidade. A transmissibilidade, dada pela
equacdo (C.13), ¢ a de um sistema com um grau de liberdade excitado pela base (Fig. C.1),
em que o elemento de rigidez ¢ feito de um material elastomérico. O elemento ¢ responsavel
pela parte elastica e dissipativa do sistema.

A originalidade do procedimento reside no levantamento concomitante das
dependéncias em freqiiéncia e temperatura dos materiais ensaiados, tal como elas se
manifestam nos dados experimentais.

Sua transmissibilidade ¢ medida em uma camara de temperatura controlada, para
varias temperaturas previamente determinadas. A camara do grupo PISA/LVA da UFSC
permite uma faixa que varia de -30° C a +60° C.

Uma equacdo constitutiva viscoeldstica (equagdes (C.5) e (C.6)) a derivadas
fracionarias ¢ empregada na modelagem do material, isto ¢ uma expressdo fraciondria, no
dominio da freqliéncia, representa o0 médulo complexo. A identificagdo dos parametros que
representa o modelo ¢ feita com base nos erros médio quadratico, proveniente do modelo
matematico e das transmissibilidades experimentais.

A FRF ¢é uma caracteristica do sistema linear, independente do tipo de excitacdo a que
este foi submetido. Sendo assim, as suas propriedades estdo contidas na FRF. Tendo-se a
fungdo resposta em freqiiéncia de um sistema linear qualquer, tem-se também a informagao
do seu comportamento dindmico.

O modelo matematico utilizado para a transmissibilidade foi de um modelo com
quatro parametros a derivadas fracionarias, equacao (3.10), para um material viscoelastico
linear. Medida a real transmissibilidade o modelo matemadtico serd ajustado, tem-se entdo, os
parametros do modelo do material viscoelastico. Com esses pardmetros, o0 médulo complexo

do material viscoelastico estara determinado.



APENDICE D

CONVOLUCAO NO DOMINIO DO TEMPO

D.1 Teorema da convolucéo

Para a convolugdo de duas fungdes no dominio do tempo f, (t) e f,(t)

t
f, ( )=[f(z) £, (t—7)d.. (D.1)
0

Pode ser facilmente demonstrado que pela permutagdo das variaveis que a convolugao

¢ uma operagao simétrica de modo que

f(t) =f,(t)=f,(t) * £ (t) (D.2)

t

jfl(r) £, (t =t)dv = [£,(x) £ (t —1)dr. (D.3)

0

A seguir mostrar-se que a convolu¢do de duas fungdes originais corresponde a

multiplica¢do das transformadas

£{f,(t) *£,(t)} = F (s)E(s). (D.4)

A transformada de Laplace da equacdo (D.4) ¢ dada por

£1f, (1) * {jf (t-t dr} ou

o0

£4f (t j ™, (1) £, (t —1)dr dt.

t=0

Substituindo c=t—1 e do=dt respectivamente e usando a extensdo valida para o

limite superior de integragcdo para T —> oo produz
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£lf (1) * (1)} = T T e, (1) £, (o) dt do.

o=—1 1=0

Ambas as fungdes f, (t) e f,(t) tem valores zero para t< 0, ¢ o limite inferior de

integracao sera
{f,(t) * £, (1)} =[e ™, (x)de[ ™ £, (o) do. (D.5)
0 0

Nota:
O lado direito da equagdo(D.5) ¢ justamente o produto F, (s)F, (s).

A transformada de Laplace da convolugdo ¢ o produto das transformadas de f,(t) e,
f,(t) sendo util na constru¢do de inversas de operadores diferenciais lineares com

coeficientes constantes (Bracewell, 2000; Wikipédia, A Enciclopédia Livre,

pt.wikipedia.org/wiki / Convolugéo, 23/01/2006).



APENDICE E

RELACAO FREQUENCIA-TEMPERATURA DAS PROPRIEDADES
DINAMICAS DOS MATERIAIS VISCOELASTICOS

E.1 Dependéncia em frequéncia e temperatura

As propriedades dindmicas de materiais viscoeldsticos - mdédulo dindmico e fator de
perda - variam em fun¢ao de temperatura, freqiiéncia e amplitude de deformagao. Quando os
materiais comportam-se linearmente, ressaltam-se as variaveis temperatura e freqliéncia.

A temperatura ¢ um fator importante, numa faixa estreita, na variacdo do
comportamento do modulo de Young E, modulo de cisalhamento G e fator de perda ng oung,
e com baixo ciclo de amplitude de deformacgdo, como pode ser observada na Fig.E.1. A
freqliéncia deve ser constante.

Ha trés regides distintas a serem observadas:

a) Vitrea EouGéaltoe n ¢ baixo;
b) Transi¢dao E ou G varia rapidamente com a temperatura e | ¢ alto;
c) Elastica E ou G variagdo mais lenta com a temperaturae n ¢

menor do que a regido de transi¢ao.

Para temperatura muito alta, a decomposi¢@o térmica ocorre usualmente.

Frequéncia Constante

| Fator de Perda

. wdo Cisalhamento

Regidolll ! Regiao Il | Regido |

escala Log

tr
Log Temperatura

Figura E.1 - Variagao das propriedades dindmicas com a temperatura
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Embora a variacdo do modulo complexo com a freqiiéncia seja menos drastica do que
com a temperatura, ¢ também importante. Se o teste ¢ conduzido sobre uma larga faixa de
freqiiéncia, o comportamento para alguma dada temperatura tenderd para a seguinte, em

oposto a dependéncia da temperatura (Fig. E.2). A temperatura deve ser constante.

Ha trés regides distintas a serem observadas:

a) Vitrea E ou G aumenta continuamente com a freqiiéncia e m cresce
até o maximo, ¢ comeca a diminuir;

b) Transicdo E ou G varia rapidamente com a freqiiéncia de transicdo e né
alto;

c) Elastica  E ou G variagdo mais rapidamente com a freqiiéncia ¢ m €

menor do que a regido de transi¢do.

Temperatura Constante

Moédulo de Cisalhamento

Fator de Perda

escala Log

,.-/

Regiao | Regiao Il

Regiao Il

0,
Log Frequéncia

Figura E.2 - Variagao das propriedades dindmicas com a freqiiéncia.

A freqiiéncia influi qualitativamente de maneira inversa a temperatura sobre as
propriedades dindmicas, a menos de um fator de escala, ou seja, € necessdria uma larga faixa
em freqiiéncia para refletir a mesma alteragdo do comportamento por uma faixa estreita em
temperatura.

Esse fendomeno de equivaléncia dos efeitos em temperatura e freqiiéncia (Principio da
Superposicdo Freqiiéncia-Temperatura-PSFT) ¢ fundamental na caracterizacdo de materiais
viscoeldsticos, permite a transformagdo das propriedades dindmicas do dominio da

temperatura para o da freqiiéncia e vice-versa (Ferry, 1980; Nashif et alii, 1985; Jones, 1990).

Nota: Cada regido apresenta caracteristicas proprias, ou seja:
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1. Regido I apresenta bastante resiliéncia tanto no médulo como no fator de
perda. E importante na redugio de vibragdes pelo uso de isoladores.

2. Regido II ¢ a regido de transi¢do o mddulo recebe um aumento bastante rapido
com a freqiiéncia, para o fator de perda o aumento ndo é tdo significante. E
uma regido importante para construir neutralizadores dinamicos ou estruturas
sanduiches.

3. Regido III ndo apresenta maiores utilidades, pois o comportamento do material
¢ vitreo, o moédulo torna-se muito elevado e assume um valor praticamente

constante ¢ menor do que a regido de transicao.
E.2 — Caracterizacdo dindmica dos materiais viscoelasticos

A representacdo por modulos complexos descreve o comportamento de materiais
viscoelasticos. A funcdo que o moddulo complexo executa ¢ equivalente a do seu

correspondente da elasticidade classica.

O moédulo complexo de cisalhamento G pode ser escrito, Espindola et alii, 2004,

como

G =G, +iG,, (E.1)

sendo G, o moddulo real de cisalhamento e G; 0 médulo imaginario de cisalhamento.

O fator de perda de cisalhamento (1 ) pode ser definido como

Ng =G, /Gy (E.2)

Entdo a Eq.(E.1) pode ser reescrita da forma

G =G, (1+in,) (E.3)

Devido a dependéncia dos materiais viscoelasticos, tanto na freqiiéncia como na

temperatura, pode-se escrever
.G(0,T)=G (o, T)(1+ing (o, T)) (E.4)

Sabendo que o representa a freqii€ncia e T a temperatura.
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E.3 - Principio de superposicéo freqiiéncia -temperatura

Uma técnica 1til para representar os dados experimentais ¢ por meio do principio de

superposi¢ao freqiiéncia—temperatura para materiais viscoelasticos lineares (Ferry, 1980;

Nashif et alii, 1985; Espindola, 1990), o qual permite obter uma caracterizagdo dindmica

ampla.

onde:

Os dados experimentais podem ser dispostos em curvas parciais, conforme a Fig.E.3.

10
— T EISEEE 4---8
a2 '
= 10 T goomrtr ="
“m B -~
= -
i T, %-- - T,
= 1 _..-Ir"’_v.-":' ’
= 10 TLIW_-: __..-fr_":f_ L T
5 k- _
= | R e

10”

10 10 1

Freguéncia (Hz)

Fatar de Perda

Figura E.3 - Graficos de propriedades dindmicas medidas: (a) modulo real,
(b) fator de perda. (fontes: Nashif et alii, 1985; Espindola, 1990)

Podem-se aplicar as seguintes expressoes para as propriedades dindmicas:

Go(0)

Typ,

Tp

10 T .
3 * - O
- -
To  goe-® #
.97 T
= z-ﬂ- - T:
TL‘- w-
K
A
.-n’-
T, B
1|:I-1 . b '3 E-"'ET'
1 10 10
Frequéncia {(Hz)
JG(@,T) (E.5)
(E.6)

(Mg )0 (o, T)=ng (o, T),

¢ a freqiiéncia, o, € a freqiiéncia reduzida, T ¢ a temperatura de referéncia em escala

absoluta, Ty € a temperatura de referéncia, p ¢ a densidade e p, ¢ a densidade para a

temperatura de referéncia.

As propriedades dinamicas obtidas a uma freqiiéncia ® na temperatura T sdo as

mesmas obtidas a uma freqiiéncia composta o na temperatura Ty, exceto por um fator
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T,p,/ Tp. Segundo Nashif, 1985, as razdes T/Ty e p/po podem ser consideradas como

unitarias ao longo da faixa de temperatura,
Para consolidacao das curvas ¢ importante que se determine o fator de deslocamento

o . Estimam-se entdo os valores que fazem com que as curvas parciais se desloquem em

freqiiéncia, e as superposicdes completas sejam alcangadas na temperatura de referéncia
(Ferry, 1980). O ajuste dos dados obtido, sobre uma base empirica WLF (Willians, Landel e
Ferry), ¢ dado pela equacdo:

T-T,
log(aT):—q)l(—O)_ (E.7)
((I)z +T-T, )
Onde ¢, ¢ ¢, sdo pardmetros que dependem do material viscoelastico;

o € o fator deslocamento cujos valores sdo:

O<o,<1,paraT>T,
a, =1, para T=T,
o, >1, paraT <Ty

Na Fig. E.4 tem-se um grafico do fator de deslocamento versus temperatura absoluta.

Fator de Deslocamento o
=

1 D 1 1 1 1 1 1 1 1
250 260 270 280 290 300 310 320 330 340
Temperatura (K)

Figura E.4 - Fator de deslocamento versus temperatura
(fontes: ISO 10112, 1991; Espindola 1990)

Sabe-se que o comportamento das propriedades dos materiais viscoeldsticos - modulo e
fator de perda - varia na temperatura e freqiiéncia de forma inversa e estd baseado no
principio da superposi¢do freqiiéncia-temperatura (PSFT), isto ¢, envolve efeitos combinados

da temperatura e freqiiéncia. Apresenta as seguintes caracteristicas:
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a) Quando as assintotas relativas aos patamares das regides I e III sao independentes
da temperatura e ndo importando a temperatura em que o médulo do material foi
obtido, estas assintotas inferiores e superiores apresentam os mesmos valores.

b) Se as curvas do modulo e do fator de perda possuem as mesmas formas e estdo
deslocadas de um valor constante na escala logaritmica da freqiiéncia, diz-se entao
que o material é termo-reologicamente simples.

Obtém-se o conjunto de pontos caracteristicos do material viscoelastico através da
funcdo deslocamento, fazendo uso de uma equacdo WLF (E.7). Seu comportamento ¢
observado em duas etapas, a saber: obter os pontos da fungdo por via experimental,
determinando as informagdes sobre o modulo do material ¢ entdo os deslocamentos
horizontais sdo medidos em relacdo a uma temperatura de referéncia Ty. de posse dos valores
dos deslocamentos em relagdo a temperatura de referéncia, os mesmos sdao dispostos em um
diagrama, com minima dispersdo de pontos, versus a temperatura absoluta. Com isso, um
ajuste de pontos ¢ promovido e as propriedades dindmicas sdo mostradas em forma de

nomogramas, conhecidos como nomogramas de freqiiéncia reduzida - ver Fig. E.5.

Temperalura‘@
: 2 288 8 R g
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m i v 4’ ,’ ,’ ’r ,' 4
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: N
S 10 L z
[} zg
™ 210
o g
S 10°L T
= o
™ I
v Ly
210’k 5
9
= _

10 - NI L L I L 1 s 1 | 0

10 107 10" 10° 10° 10° 1015

Frequéncia Reduzida (Hz)

Figura E.5 - Nomograma de freqiiéncia reduzida
(fontes: ISSO 10112,1991; Espindola, 1990)

O nomograma permite uma leitura direta fora dos valores do mddulo e do fator de
perda, para alguma freqiiéncia e temperatura desejada, sem a necessidade de especificamente
calcular freqiiéncia reduzida como um passo intermediario (ver Jones, 1980; 1990; Ferry,

1980; Nashif et alii, 1985; Lopes, 1989; Espindola, 1990; Espindola et alii, 2004).
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Esses nomogramas sdao largamente utilizados pelos pesquisadores e manufatores. As
expressoes paramétricas sao usualmente ajustadas para a reducdo de dados e as propriedades

genéricas dos modulos complexos sdo avaliadas, ambas analiticamente, através de graficos.



