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Resumo

Este trabalho é um estudo sobre Teoria de Valorizacao em Corpos e duas formas de
generalizagao dessa teoria para estruturas nao necessariamente comutativas. Em corpos
sao estudadas os anéis de valorizagao, as fungoes valorizacao e os places. Uma demons-
tracao do conhecido Teorema da Extensao é apresentada de forma direta, sem a utilizagao
de places. A primeira forma de generalizar essa teoria é trabalhando em anéis divisao,
utilizando os anéis de valorizacao totais e invariantes. Obtem-se véarias propriedades se-
melhantes ao caso comutativo e sao apresentados exemplos de anéis de valorizagao totais e
invariantes e também anéis de valorizacao totais e nao invariantes. E apresentado também
um contra-exemplo para o Teorema da Extensao no caso dos anéis de valorizacao totais
e invariantes. A segunda e mais adequada maneira de estudar a Teoria de Valorizagao
em estruturas nao comutativas é através dos anéis de valorizacao de Dubrovin que sao
definidos nos anéis de matrizes sobre um anel de divisao, isto é, os anéis artinianos sim-
ples. A partir do estudo dos anéis artinianos simples sdo apresentadas propriedades dos
anéis de valorizacao de Dubrovin. Definindo-se places sobre os anéis artinianos simples,
demonstra-se que a um anel de valorizacao de Dubrovin sempre esté associado um place
e reciprocamente, dado um place, o conjunto dos elementos que assumem imagem finita é
um anel de valorizacao de Dubrovin. Finalmente, sao apresentadas as funcoes valorizagao
sobre anéis artinianos simples e demonstrada sua relagao com os anéis de valorizagao de

Dubrovin.
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Introducao

A Teoria de Valorizacao teve inicio em 1912 quando o matematico hiungaro Josef
Kiirschak formulou os axiomas de valorizacao que sao utilizados até hoje. A principal
motivacao foi a tentativa de melhorar a fundamentacao da teoria de corpos p—adicos
definidos por Kurt Hensel. Na terminologia moderna a valorizagao definida por Kiirschak
¢é denominada valor absoluto, enquanto o termo valorizacao é dedicado a um conceito mais
geral proposto posteriormente por Wolfgang Krull.

Nas décadas seguintes houve um rapido desenvolvimento da Teoria de Valorizagao
devido a seus métodos e conceitos mostrarem-se eficientes na solucao de problemas em
Teoria dos Numeros.

Independente de aplicagoes em Teoria dos Nimeros, contribui¢oes importantes para a
Teoria de Valorizacao foram dadas em 1934, na publicacao dos trabalhos de Alexander
Ostrowski. Ao mesmo tempo, Wolfgang Krull apresentou uma definicao mais geral de
valorizagao, que mostrou-se aplicavel em varias outras areas da Matematica, tais como
Geometria Algébrica, Algebra Comutativa e Analise Funcional.

A eficiéncia da Teoria de Valorizacao no estudo de corpos levou naturalmente a ten-
tativa de generaliza-la a estruturas mais gerais, por exemplo, aos anéis de divisao. Essa
tentativa passa obrigatoriamente pelos trabalhos de Schilling, apresentados por volta da
metade do século passado. Shilling aplica o conceito de anel de valorizacao em corpos
para anéis de divisao, produzindo os anéis de valorizacao totais. Por sua vez, estes anéis
sao chamados invariantes quando sao invariantes por automorfismos internos do anel de
divisao. Para estes anéis sao demonstrados resultados andlogos aos conhecidos no caso de
COrpos.

Um dos principais resultados da Teoria de Valorizacao em corpos é o Teorema da

Extensao, que assegura que se K C L é uma extensao de corpos e V' é um anel de



valorizacao de K, entao existe um anel de valorizacao R de L tal que RNK = V. O
Teorema da Extensao nao é valido para o caso de anéis de valorizacao de Shilling. Esse
fato e a relativa escassez dos anéis de valorizacao totais e invariantes em anéis de divisao
levou a conclusao de que os anéis de valorizacao de Shilling nao sao a melhor generalizagao
dos anéis de valorizagao estudados em corpos. No entanto, até a metade da década de 80,
nenhum conceito mas preciso foi obtido e, conseqiientemente houve um decrescimento da
motivacao para estudar o assunto.

Em 1982, N.I. Dubrovin publicou um trabalho, originalmente em russo e traduzido
para o inglés em 1984, onde apresenta uma generalizacao para a definicao de anel de
valorizagao nao apenas para anéis de divisao, mas também para anéis de matrizes sobre
anéis de divisao, que sao os anéis artinianos simples. Mais do que isso, a definicao de
Dubrovin é mais geral que a definicao de Shilling, e Dubrovin provou o Teorema da
Extensao para seus anéis de valorizagao.

A partir da divulgacao dos trabalhos de Dubrovin houve maior concentragao de pesqui-
sas sobre valorizacao, gerando uma quantidade substancial de trabalhos cientificos sobre
o assunto, como pode ser visto em indicadores de producao cientifica.

No primeiro capitulo deste trabalho estudaremos as trés formas equivalentes de abordar
a Teoria de Valorizacao em Corpos, a saber, os anéis de valorizagao, as fungoes valorizagao,
e os places. Os anéis de valorizacao sao ordens especificas de um corpo. As funcoes
valorizagao surgem como uma generalizagao natural do conceito de valor absoluto nao
arquimediano e os places sao aplicagoes entre corpos projetivos, que podem ser vistos
como extensoes de homomorfismos.

Trataremos dos anéis de valorizacao totais e invariantes no segundo capitulo. Devido
a relativa escassez desses anéis, daremos algum destaque a apresentagao e construcao de
exemplos. Provaremos que o anel ‘7(2) = Loya+2Lyi+L) j+ZLyk, onde a = %(1—}—2’—}—]‘—}—]{:),
¢ um anel de valorizagao total e invariante do anel de divisao dos quatérnios racionais.
Através do Anel das Séries Formais de Laurent contruiremos anéis de valorizagao totais e
invariantes e totais nao invariantes. Apresentamos também a construcao completa de um
contra-exemplo para o Teorema da Extensao em anéis de divisao.

Com um prévio estudo dos anéis artinianos simples, introduzimos o conceito de anel de

valorizagao de Dubrovin sobre um anel artiniano simples. Demonstramos algumas de suas



propriedades e explicitamos como esta classe de anéis generaliza corretamente a defini¢ao
do caso comutativo. A definicao de place sobre anéis artinianos simples permite mostrar
que a Teoria de Valorizacao sobre anéis artinianos simples pode ser abordada tanto pelos
anéis de valorizacao de Dubrovin quanto pelos places. As funcoes valorizacées também
tém uma generalizacao aos anéis artinianos simples, como veremos na ultima secao do
trabalho.

Em todo este trabalho um anel sempre é um anel com unidade e subanel sempre tem
a mesma unidade do anel. Um corpo é sempre comutativo e um anel de divisao é uma
estrutura que satisfaz todos os axiomas de corpo exceto possivelmente a comutatividade.

Se R é um dominio comutativo, denotamos por c.fr(R) o corpo de fracoes de R.

Dado um anel R com centro F, denotamos:

R* = {z € R; z é regular}.

UR) = {zeR; z'eR}

J(R) = Radical de Jacobson de R.

M,(R) = anel de matrizes n x n sobre R.

[R : F] = dimensdo de R sobre F como espago vetorial, quando R ¢é anel artiniano
simples.

Além disso,
e O tunico ideal maximal do anel local V' é denotado por 91y, .
e A ordem do grupo G é denotada por |G].

e Dados os conjuntos A e B, denotamos por A\ B o conjunto {z € A; = ¢ B}.



Capitulo 1

Valorizacao em Corpos

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos e resultados da Teoria de Va-
lorizacao sobre corpos. Dividimos o capitulo em trés secoes, abordando em cada uma
delas um dos enfoques da Teoria de Valorizacao, a saber, anéis de valorizacao, fungoes
valorizagao e places.

Iniciamos provando propriedades dos anéis de valorizacao, com destaque para uma
demonstracao direta do Teorema da Extensao, sem utilizar places. Em seguida estudamos
as funcgoes valorizacao, definimos uma relacao de equivaléncia no conjunto de tais fungoes e
explicitamos uma correspondéncia biunivoca entre anéis de valorizacao e classes de fungoes
valorizagao sobre um corpo. Finalmente apresentamos os places, definimos uma relagao
de equivaléncia no conjunto dos places sobrejetores e explicitamos uma correspondéncia

biunivoca entre anéis de valorizacao e as classes de places sobrejetores.

1.1 Anéis de Valorizacao

Veremos nesta secao que entre os principais resultados e propriedades envolvendo anéis
de valorizacao de um corpo, destacam-se o Teorema da Extensao e o Teorema da Cor-
respondéncia, além do fato de anéis de valorizacao terem reticulado de ideais totalmente

ordenado por inclusao.

Definicao 1.1.1 Seja K um corpo. O subanel V de K € um anel de valorizagao de K, se

para cada v € K*, temosx €V ouax™' € V.

Observacgao 1.1 Se V' é um anel de valorizacao de K, entao V' ¢ um subdominio de K.
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Observacao 1.2 O proprio corpo K é um anel de valorizagao de K, chamado de anel de

valorizacao trivial.

Observacao 1.3 Se V é um anel de valorizacao de K e IL é um subcorpo de K, entao

V' N L é anel de valorizacao de L.

Observacao 1.4 Se V é um anel de valorizacao de K, entao K é o corpo de fragoes de
V. De fato, seja z € K. Se z = 0, temos que x = 0.17!, com 0,1 € V. Para x # 0 e
r eV, temosx =217 comax,1€V. Paraz#0ex ! €V, temos z = 1.(z7!)"!, com

Lz teV.

Note que nao vale a reciproca da Observagao 1.4. Por exemplo, Q é o corpo de fragoes
de Z, mas Z nao é anel de valorizacao de Q, ja que g e % nao estao em Z.

O lema abaixo ¢ 1til para apresentar exemplos de anéis de valorizacao. Em particular,
ele assegura que se um corpo tem caracteristica p, com p um numero primo, e ¢ algébrico

sobre seu corpo primo, entao ele s6 tem anel de valorizacao trivial.

Lema 1.1.1 Seja K um corpo.
(a) Se K € finito, entao K nao possui anel de valorizag¢io proprio.

(b) Se K € uma extensdao algébrica de um corpo finito, entdo K ndo possui anel de
valorizacao proprio.
Demonstracao
(a) Seja V' anel de valorizagao de K. Entao (V,+) ¢é subgrupo de (K, +). Vamos supor

que ’ K|: 2 + 2k +re K= {07 1,331,.172, vy Ty Y1, Y2, "'7y2k—1ay2k}a onde

rj.x; =y;.yis1 = L para j € {1,2,...,r} ei e {1,3,...,2k — 1},

*

isto é, z; tem ordem 2 em (K*,-) e y;41 é o inverso de y; em (K*,-). Como V é anel de
valorizacgao de K, temos que 0, 1, 1, xs, ..., z, estdo em V. Além disso, y; € V ouy; 11 € V,
parai=1,3,...,2k — 1. Segue que V tem pelo menos 2+r+k elementos. Pelo teorema de
Lagrange, temos que | V' |=|K|. Portanto V' = K.

(b) Seja K uma extensao algébrica do corpo finito Kq e V' anel de valorizagao de K. Como

A =V NKy é um anel de valorizagao de Ky, pelo item (a) temos que A = Ky. Assim,

Ko CV. Sejaa e K*. Entaoa € Voua ' € V. Sea™ € V, temos Kyla™'] C V. Como

5



K ¢ algébrico sobre Ky e a™! € K, temos que Ko[a™!] é corpo contendo (o)™, Segue
que a = (™')™ € Ko[a™'] C V. Assim, mostramos que se o € K e a™! € V| temos que

a € V. Logo, a € K implica em a € V, isto ¢, V = K. O

Exemplo 1.1 Se p é primo, entao Z, sé tem anel de valorizacao Z,.

Exemplo 1.2 Vimos que Z nao é anel de valorizacao de Q. No entanto, Q possui anéis
de valorizacao préprios. Dado p € Z um ntmero primo, o conjunto Z,) = {ab™'; a,b €
Z, ptb} é um anel de valorizacao préprio de Q, denominado anel de valorizagao p-ddico
de Q. Claro que Z,) é préprio, pois % € Q\ Z). Considerando § uma fragao irredutivel
em Q e supondo que § ¢ Z,), temos que p | b e p{ a, pois § é fracdo irredutivel. Logo,

(57" =2 € Zo).

Exemplo 1.3 O corpo dos nimeros reais possui anéis de valorizacao proprios. Provare-

mos isso apds a demonstracao do Teorema da Extensao.

Provaremos na Proposi¢ao 1.1.9 que qualquer anel de valorizagao préprio de Q é da
forma Z ). Veremos também que Z, ¢ a localizagao de Z segundo o sistema multiplicativo
S = Z\pZ.

Vamos estudar agora a estrutura dos ideais de um anel de valorizacao e obter resultados

bastante utilizados nas proximas segoes.

Proposicao 1.1.1 Seja V' um dominio que ndao é corpo. A intersecao dos ideais nao
nulos de V' é trivial.
Demonstracgao

Seja {I)} e a familia de todos os ideais nao nulos de V. Vamos supor que 0 # y € ﬂ Iy.
AeA
Como m I, é ideal que contém y, temos que yV C ﬂ I, C yV. Logo y?V C yV =
AEA AEA
ﬂ Iy C 4%V implica em y?*V = yV. Assim, y = y?v, para algum v € V. Portanto, y é

AEA
inversivel em V. Assim, todo ideal nao nulo de V' contém o elemento inversivel y, isto é,

V' é o 1unico ideal nao nulo de V. Segue que V' é corpo, o que é uma contradicao. U

Corolario 1.1.1 Se V' ¢ anel de valorizacao proprio do corpo K, entdo a intersecao dos

1deais nao nulos de 'V € trivial.



Demonstracao
Se V' ¢ corpo, entao V = c.fr(V) = K. Logo V nao é corpo e basta aplicar a proposicao

anterior. 0

A seguir provaremos que a relacao de inclusao é uma relacao de ordem total no conjunto

dos ideais de um anel de valorizagao de um corpo.

Proposicao 1.1.2 Seja V um anel de valoriza¢ao do corpo K. O conjunto dos ideais de
V' € totalmente ordenado por inclusao.

Demonstracao

Basta mostrar que se I e J sdo ideais de V, entdao I C Jou J C I. Se I € J, entdo existe
xel\Jex #0. Sejay € J. Caso y = 0, é imediato que y € I. Caso y # 0, temos
271y € K*. Como V é anel de valorizacdo de K, temos 2~ 'y € V ou (z7'y) ' =2y~ € V.
No primeiro caso, x € I e 7'y € V implica que y € I. No segundo caso,y € Jexy ' €V

implica que z € J, o que contradiz nossa hipotese. Portanto, I C J ou J C I. Il

Observe que a Proposicao 1.1.2 pode ser usada para provar que Z nao ¢é anel de
valorizacao de Q, pois 2Z e 37 sao ideais de Z e nao sao comparaveis.
Se o anel V' for um dominio comutativo, é vélida uma reciproca da proposigao anterior,

conforme afirma a proposicao seguinte.

Proposicao 1.1.3 Sejam V um dominio comutativo e K seu corpo de fracoes. Se os
tdeais de V' estao totalmente ordenados por inclusao, entao V é um anel de valorizacao
de K.

Demonstracgao

Seja v € K*, = ab™! com a,b € V. Por hipétese, aV C bV ou bV C aV. No primeiro
caso, a = bc, para algum ¢ € V. Assim, x = ab™! = beb™! = ¢ € V. No segundo caso,

b=ad, para algum d € V. Assim, x7 ! =ba ! =ada ' =d e V. O

A proposicao seguinte afirma que um anel de valorizacao de um corpo é um anel de

Bezout, isto é, todo ideal finitamente gerado é principal.

Proposicao 1.1.4 SeV é um anel de valorizagao do corpo K, entao todo ideal finitamente

gerado de V' € principal.



Demonstracao
Seja I = 21V 4+ 25V +---4+2,V um ideal finitamente gerado de V. Pela Proposigao 1.1.2,

existe ig € {1,---,n} tal que x;V C z,;,V, para todo ¢ € {1,---,n}. Logo, [ =z;;V. O

Utilizaremos o lema seguinte para mostrar que um anel de valorizagao de um corpo é
local e para descrever o seu ideal maximal. Denotaremos por 9%y, o tnico ideal maximal

do anel local V.

Lema 1.1.2 Seja V um anel com unidade. Sao equivalentes:
(i) O anel V' é local;
(i7) O congunto VA\U(V') é um ideal de V.

Nesse caso, My = V\U(V).

Demonstracao

(i) = (it) Para provar que V\U(V') é um ideal de V, consideremos z,y € V\U(V). Se
x=0ouy=0,éclaroque z —y € V\U(V). Sex #0 e y # 0 entao zV e yV sdo ideais
nao nulos de V. Se 2V =V ou yV = V, temos que x ou y ¢ inversivel, contradizendo
nossa escolha de x e de y. Logo, zV e yV sao ideais proprios de V' e portanto V' deve
estar contido em algum ideal maximal de V', e o mesmo vale para yV'. Como V ¢ local,
temos que zV e yV estdo contidos em My. Assim z,y € My C V\U(V). Com isso,
x—y € VAN\UV). Agora, dado a € V, é claro que za ¢ U(V), pois caso contrario,
x € U(V), contradizendo a escolha de x. Portanto V\U (V') é um ideal de V.

(#7) = (i) Seja I um ideal de V' tal que VA\U(V) & I C V. Entao existe z € I C V
tal que = ¢ V \ U(V). Decorre que x € U(V) e assim I = V. Portanto V\U (V) é um
ideal maximal de V. Como V\U (V') contém qualquer outro ideal préprio de V', segue que

VAU(V) é o tnico ideal maximal de V. Assim, V' é um anel local e My =V \ U(V). O

Definiremos agora um radical muito utilizado em Teoria dos Anéis, o Radical de Jacob-
son, e vamos relaciona-lo com os anéis de valorizagao de um corpo. No préximo capitulo

estudaremos este radical com mais detalhes.

Definigcao 1.1.2 O Radical de Jacobson de um anel A é a interse¢ao de todos os ideais

mazimais de A, e é denotado por J(A).



Proposicao 1.1.5 Se V' é um anel de valorizacao do corpo K, entao V' é um anel local e

seu unico ideal mazimal é J(V) =V\U(V).

Demonstracao

Sejam [ e J ideais maximais de V. Sabemos que I C Jou J C I. Assim, I C J CV
implica que J = I ou J = V, pois I maximal. Como J também é ideal maximal,
temos J = [I. Da mesma maneira, J C I C V implica que I = J. Logo, V tem
tnico ideal maximal, que por definigao é J(V'). Assim V é local e pelo lema anterior,

J(V) =2y =V \UWV). O

Na proposigao anterior note que a igualdade J(V)) = V\U (V) é vilida para qualquer
subanel local do corpo K, nao necessariamente anel de valorizacao. Assim, quando V é
um anel local temos My = J(V) = V\U(V).

A igualdade entre anéis de valorizagao do mesmo corpo K é equivalente a igualdade

dos elementos nao inversiveis desses anéis, como mostra o corolario abaixo.

Corolario 1.1.2 Sejam Vi e Vy anéis de valorizagao do corpo K. Sao equivalentes:
(i) Vi =Vj,

(17) My, = My,
Demonstragao

E claro que sé precisamos provar (ii) = (i) e que para isso basta verificar a inclusao

Vi C V,, pois a outra é andloga. Seja z € V1" C K*. Dentre as quatro possibilidades

x,x_lgéVg,x%%ex_le%,xe%ex_l§é‘/g, z,x eV,

devemos excluir as duas primeiras. Como V5 é anel de valorizagao de K, nao ocorre
27t ¢ Vi Nocasoz & Vo ez € Vs, temos que 7! € Vo \ U(Va) = My, = My, Como

x € V4, isso leva a contradicao 1 = xz~! € My,. Portanto, V; C V. O

A préxima proposicao prova que um anel de valorizacao de um corpo é um dominio
integralmente fechado, o que pode ser usado para ver que R nao é um anel de valorizagao

de C, jd que i = /—1 € C\ R e é inteiro sobre R.

Proposicao 1.1.6 Se V' € um anel de valorizacao do corpo K, entdo V € integralmente

fechado, isto é, {x € K; = € inteiro sobre V} =V.

9



Demonstracao
Seja V = {z € K; z inteiro sobre V}. Claro que V C V, pois dado a € V, a é raiz de
X —a € V[X]. Sejax € V. Podemos supor # # 0 e 27! € V. Temos que r € K e

p(z) = 0, para algum p(X) monico em V[X]. Entao,
plx)=a"+a, 12" '+ ...+ ax+ay=0,coma; €VexeckK

Multiplicando a igualdade 2" + a,_12" ' + ... + a1z + ag = 0 por z7""! = (z7)"" L € V,

temos
Como cada parcela estd em V, concluimos que z € V. Portanto, V = V. 0

Seja V' um anel comutativo e com unidade. Lembramos que V' é um anel noetheriano
quando satisfaz a condigao das cadeias ascendentes (CCA) com relagdo aos seus ideais,
isto é, se I; C I, C --- é uma cadeia de ideais de V, entao existe ng € N, tal que n > nyg
implica em I,, = [,,,. Se além disso, V' for dominio, dizemos que V' é dominio noetheriano.
Lembramos ainda que todo ideal do anel noetheriano V' ¢ finitamente gerado.

Veremos agora que os anéis de valorizagao de um corpo, que sao dominios principais,

sao exatamente os dominios de Dedekind do corpo.

Definicao 1.1.3 Seja V' uma anel comutativo e com unidade. Dizemos que V é um
dominio de Dedekind se € integralmente fechado, noetheriano e se todo ideal primo nao

nulo de V € maximal.

Proposicao 1.1.7 Seja V um anel de valorizacao do corpo K. Sao equivalentes:
(1) V é dominio de Dedekind;
(77) V € anel noetheriano;

(13i) V é dominio principal.

Demonstracao

(i) = (ii) E imediato da defini¢ao de dominio de Dedekind.

(17) = (i4i) Por hipétese, V' é noetheriano. Entao todo ideal de V' é finitamente gerado.

Pela Proposicao 1.1.4, todo ideal de V' ¢é principal.
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(73i) = (i) Como V ¢é dominio principal, temos que V' é integralmente fechado e é dominio
noetheriano. Resta provar que se I é um ideal primo nao nulo de V', entao I é maximal.
Também por hipétese, I =<p>, com p # 0 e p é elemento primo em V. Seja J =<g> um
ideal contendo I, isto é, <p>C<q>. Assim, p = ¢t, para algum t € V. Como p é primo,
temos que p|q ou p|t. No segundo caso temos que ps = t, para algum s € V. Assim,
p = qt = gps implica em p(1 — ¢s) = 0 e dai ¢gs = 1 €<¢>= J. Portanto, J = V. No
caso p|q, temos ¢ = rp, para algum r € V. Assim, g E<p> e entao J =<q¢>C<p>=1.

Portanto, J = 1. O

Na proposicao anterior note que para provarmos as implicagoes (i) = (ii) e (iii) = (7)
nao € necessario utilizarmos o fato de V' ser um anel de valorizacao do corpo K.

Conforme citamos anteriormente, vamos provar que todo anel de valorizacao de Q é
da forma Z,), para algum nimero primo p. Para isso, vamos precisar de uma proposi¢ao

preliminar, que assegura a maximalidade dos anéis Z,) no corpo dos racionais.

Proposigao 1.1.8 Se p € um nimero primo, entao Z,) € subanel mazimal de Q.

Demonstracgao

Consideremos F' um subanel de Q que contenha Z,) propriamente, isto ¢, existe = €

F C Q tal que ™ ¢ Z), com mdc{m,n} = 1. Assim, temos que p | n e p{m. Vamos

denotar por s a maior poténcia de p que divide n. Podemos escrever n = p°a, com o € Z

e pta. Note que & € Zg) C F, pois ptm. Assim, 22 = 2 — :# € F. Também

je

s—1

% = b # € F. Concluimos que z% € I, para todo ¢ € N.

pl e Ly € F e assim,

Vamos utilizar este fato para mostrar que F' = Q. Seja § € Q, com mdc{a,b} = 1.

Analisemos o caso em que p 1 b. Isso assegura que ¢ € Z,) C F. O outro caso é quando

Salls]

p | b Temosﬁ:ﬁ,comTEZepM",istoé,

b c F.

[IS]

€ Zyp) € F. Assim, § = p—lu

s

Portanto, Q = F. Il

Proposigao 1.1.9 Se V' € um anel de valorizagao de Q, entao V = Q ou V = Z,, para
algum nimero primo p.

Demonstracao

Como 1 € V| temos que Z C V. Pela Proposigao 1.1.5, sabemos que My =V \ U(V) é

o unico ideal maximal de V. Vamos provar que Iy N Z é ideal primo de Z. Claro que
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My N Z é fechado por somas. Sejam z € My NZ ey € Z. Comoy € V e x € My,
temos que zy € M. Logo xzy € My NZ, provando que My N Z é ideal de Z. Para ver
que My N Z é ideal primo, consideremos a, b € 7Z tais que ab € My N 7Z. Assim, a,b € V
e ab € My. Como My ¢é ideal primo de V', temos que a € My ou b € My,. Portanto,
a € My NZoube M NZ. Assim, como My NZ é ideal primo de Z, temos duas
possibilidades: 9y NZ = p Z para algum ndmero primo p, ou My NZ = {0}. Vamos
supor que seja valido o primeiro caso e vamos considerar b € Z\ pZ = Z \ (My N Z).
Decorre que b ¢ My = V \ U(V). Resulta que b € U(V) e assim, b= € V. Portanto,
como Zgy = {ab™'; a € Z, b € Z\ pZ}, temos que Zy,y C V, pois a,b~! € V. Note que
V' S Q, pois My NZ = pZ. Assim, Zg) €V S Q. Como Z,) é subanel maximal de Q,
temos que V' = Z,). Conforme citamos, a segunda possibilidade é que 9ty NZ = {0}.
Nesse caso, vamos provar que V = Q. Seja x = ab™! € Q. Entdao a € Z C V. Também
beZCVebg {0} =My NZ. Assim, temos que b ¢ My =V \U(V), isto é, b~L € V.
Portanto, t =ab ' € VeV =Q. O

Veremos agora alguns resultados sobre localizacao comutativa. Este tdpico serd utili-
zado para estender a proposicao anterior, caracterizando os anéis de valorizacao do corpo
de fragoes de um dominio principal. Também utilizaremos localizagao na demonstracao
do Teorema da Correspondéncia e do Teorema da Extensao. Vamos considerar V' um anel

comutativo e com unidade.

Definicao 1.1.4 Um subconjunto S de V' é um sistema multiplicativo quando:
(a) 1€ S;
(b) 0 &.5;
(¢) z,y € S implica em zy € S.

Exemplo 1.4 Seja S =U(V). Claroque 1 € Se 0 ¢ S. Também, para z,y € S, existem
a,b € S tais que za =1 e yb=1. Assim (za)(yb) = 1 implica que (zy)(ab) = 1. Portanto

U(V) é um sistema multiplicativo.

Exemplo 1.5 Lembramos que V* = {z € V; x é regular}. Vamos provar que V* é um

sistema multiplicativo. Claro que 1 € V* e 0 ¢ V*. Sejam x,y € V*. Se (xy)r = 0, temos
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yr = 0 pois x é regular. Agora, como y também é regular, temos que r = 0. Assim, zy é

regular.

Exemplo 1.6 Seja [ ideal prépriode Ve S=1+1={1+=z; z € I}. Claroque 1 € S,
pois 1 =140, com 0 € I. Note que 0 ¢ S, pois 0 = 1+ (—1) e se —1 € I, temos que
I = S, uma contradi¢ao. Considerando z,y € S, com v =1+ x; e y = 1 + y;, temos

xy =1+ (x1y1 + 21 +11) € 1 + 1. Portanto 1 + I é um sistema multiplicativo.

Exemplo 1.7 Seja P um ideal primo de V. Vamos provar que S = V\P é um sistema
multiplicativo. Claro que 1 € Ve 1 ¢ P. Também 0 € P e 0 € V implicam que 0 ¢ V'\ P.

Sejam x,y € V\P. Como P é ideal primo, temos que zy ¢ P. Assim, zy € V'\ P.

Seja S um sistema multiplicativo em um anel V' com unidade. Em V' x S, definimos

(a,8) = (b,t) < FJueS:ulat—bs)=0.

E facil provar que = é uma relagao de equivaléncia em V' x S. Denotamos

L={(bt) eV xS; (bt)=(a,8)} e S'V:={% aeV,seS}

at+bs

Em SV vamos definir as operacoes: S+ %’ = %%’

e = ‘;—f Também nao é dificil

mostrar que estas operacoes estao bem definidas.

Proposicao 1.1.10 Com as operacoes definidas acima, S~V ¢é anel comutativo com
unidade %
Demonstracao

Sejam ¢, l;’ € S7'V. Desde que s,t € S e S é um sistema multiplicativo em V, temos que

a b _ attbs , ab __ ab 5 -1 :
st € S. Segue que ¢ + 7 = #2 e 22 = © estao em STV, Os axiomas que garantem que
S~V é anel sao verificados facilmente. O

Definicao 1.1.5 Dizemos que o anel S™'V descrito acima € o anel de fracoes de V
sequndo o sistema multiplicativo S. O anel STV também ¢é denominado a localizagao (ou

o localizado) de V' segundo S.
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Temos interesse especial nas localizagoes feitas em sistemas multiplicativos do tipo
visto no Exemplo 1.7, isto é, sistemas multiplicativos gerados por ideais primos.

Observe que se P é um ideal primo do anel V e S = V' \ P, entao a localizagao de V'
segundo o sistema multiplicativo S é descrito por S™'V = {as™'; a,s € V, s ¢ P}. Nesse

caso é comum a notacao S~V = Vip), que utilizaremos neste trabalho.

Observacao 1.5 Se S; e S5 sao sistemas multiplicativos em V', entao S; C S, implica

que S~ v s,y

Observagao 1.6 Se P; e P, sao ideais primos de V', entao P, C P, implica em V\ P, C
V\Pl e dai Vv(p2) g ‘/(Pl)'

Observacao 1.7 Considerando a relagao de ordem dada pela inclusao de conjuntos, te-
mos que V* é o maior sistema multiplicativo de um dominio V. Assim, dado outro sistema
multiplicativo S de V', vem que SV C (V*)7'V = c.fr(V). Com isso, dominios locali-

zados sao subanéis do corpo de fragoes.

Observamos ainda que o anel V pode ser entendido como subanel de S~'V. Para isso,

consideremos o monomorfismo de anéis

o:V — STV

a — g

Assim, V ~ ¢(V) € S7'V. Identificando a € V com ¢ € S™'V, temos que V é um

subanel de S~V

Proposicao 1.1.11 Com a notacdo acima, se S~V = Vipy, entao Vipy € um anel local
e seu tnico ideal mazimal é {as™'; a,s €V, a € P, s ¢ P} := PV(p.

Demonstracgao

Sejam ¢, % ¢ PVipye ¥ € V(p). Do fato de P ser ideal primo de V' segue que %—%’ € PVip

CR
e 22 € PVp). Assim, PV(p) ¢ ideal de V(p). Vamos provar que ele é um ideal préprio.
Supondo que % € PVip), temos % =% coma€ Pes¢ P. Entao existe t € V\P, tal que
t(s —a) = 0. Na igualdade ta = ts, observe que o lado esquerdo estd em P, pois a € P;
mas o lado direito estd em V'\ P, pois tanto s como t estdo em S, o que é uma contradigao.

Afirmamos que Vip)\PVipy = U(V(p)). E facil ver que UVipy) € Vip)\PV(p), pois PV p)
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6 ideal préprio. Para a inclusdo contrdria, note que Vipy)\PV(p) = {ab™'; a,b € V, a ¢
P, b ¢ P}. Entao § € Vip)\PV(p) implica que a ¢ P,b ¢ P, isto ¢ , a,b € 5. Assim, § é
inversivel, o que prova nossa afirmacgao. Agora a igualdade V(p)\PV(py = U(V(p)) garante

que Vipy \ U(V(p)) = PV(p) que, como vimos, ¢é ideal de V(p). Segue do Lema 1.1.2 que

Vip) € anel local cujo tinico ideal maximal ¢ PV|p). O

Exemplo 1.8 Seja p um ntmero primo. O anel Zy,) = {ab™%; a,b € Z, p { b} que
vimos no Exemplo 1.2, é a localizagao de Z segundo o sistema multiplicativo Z \ pZ. Pela
proposicao anterior, seu ideal maximal é Mz = = {ab™; a,b € Z, a € P, b ¢ P} =

{ab™'; a,b € Z, p|a, ptb}. Também vamos denotar Mz, por pZy).

Encerramos aqui a exposicao sobre localizacao comutativa. A primeira aplicacao desse
contetido é na generalizacao da Proposicao 1.1.9, que afirma que todos os anéis de valo-
rizacao préprios do corpo dos racionais sao do tipo Z,), para algum nimero primo p. A
proposicao seguinte ao lema abaixo afirma que dado um dominio principal V' e K seu corpo
de fragoes, os tnicos anéis de valorizacao préprios de K que contém V' sao as localizagoes
de V segundo o sistema multiplicativo V' \ P, onde P é ideal primo de V. O préximo lema

serd util na demonstracao da Proposicao 1.1.12 e do Teorema da Extensao.

Lema 1.1.3 Seja V um anel de valoriza¢ao do corpo K.

(a) Se B é um subanel de K tal que V' C B, entao B também é um anel de valoriza¢ao

deK e J(B)CJ(V);

(b) Sejam By, By subanéis de K tais que V. C By e V. C By. Se By C B, entdo
J(B2) C J(By).
Demonstracgao
E imediato que B é um anel de valorizacao de K. Para o restante, basta provar o segundo
item e tomar By =V ¢ By=B. Seja x € J(B2) = By\U(By). Podemos assumir = # 0.
Entao, z € By e 7! ¢ B, implicam que 7! ¢ B;. Assim, x € B; e segue que x €

By\U(B;) = J(By). Portanto, J(By) C J(By) e isto conclui a prova do lema. O

Proposicao 1.1.12 Seja V' um dominio principal e K seu corpo de fragoes. Seja

P =<p> um ideal primo ndo nulo de Ve S =V \ P. Entdao
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(a) O congunto Vipy :=Veps = {ab™!, a,b eV, b e S} éum anel de valorizag¢ao préprio

de K que contém V.

(b) Os unicos anéis de valorizacao proprios de K que contém V' sao os anéis da forma
Veps descritos no item (a), onde p é um elemento primo de V.

Demonstracao
(a) Vimos na Proposi¢ao 1.1.11 que V., ¢é anel e ji observamos anteriormente que as
localizacoes de um dominio estao contidas no seu corpo de fragoes. Assim, V., é subanel
de K e claramente é préprio pois Vs = {ab™!; a,b € V, b ¢<p>} e dal % e K\ Vqps.
Também sabemos que V' C V. Para ver que V., ¢ anel de valorizacao de K, tomemos
7 € K* uma fragao irredutivel, isto ¢, nao existe um elemento de V* que divide a e b ao
mesmo tempo. Se § ¢ V-, entdao p | b. Logopfae (%)_1 = g € Veps.
(b) Seja A um anel de valorizagao de K tal que V' C A ?Cﬁ K. Afirmamos que V N4 é
ideal primo nao nulo de V. Para ver que VN4 # {0}, basta tomar =1 = g e K* a,be
V*C A talque 7' ¢ A. ComobeV CAex! =ba! ¢ A, temos que a™! ¢ A e
dai 0 #a € A\U(A) = M4. Logo VNI, # {0}. Provemos que V N M, ¢é ideal de
V. Claro que V N M, é fechado por diferencas. Tomemos entao v € Ve § € V N MNy.
Desde que g € My e a € V C A, temos fa € V N My, Falta provar que V NNy é
ideal primo de V. Para isso, tomemos agora u,v € V tais que uv € V N MNM,4. Como
u,v € V.C Ae My é ideal primo de A, devemos ter u € VN IM4 ouv € VN My
Isso prova a afirmacgao de que V N M4 é ideal primo nao nulo do dominio principal V,
e entao existe um elemento primo p € V* tal que V NMy4 =< p >= P. Fazendo a
localizagao do anel V' no sistema multiplicativo S = V'\ P obtemos V_,~, que ¢ sobreanel
de Ve V.~ C K. Note que V,». C A, pois se st € Vo, entdao r,s € V.C Ae
s ¢<p>=VNM4y. Mas como s ¢ A\U(A) es € A, temos que s7' € A, isto é, rs~! € A.
Pelo Lema 1.1.3, a inclusao V. C A garante que M4 C My_,_. Vamos mostrar que
My_,. CMa. Sejars €My, =PV ={5 rseV, re<p>, s¢<p>}. Assim,
re<p>C My =A\U(A). Mass eV C Aedais™' € A Logo L =rs' € My. Isso
estabelece a igualdade 94 = My _ e pelo Coroldrio 1.1.2 da Proposigao 1.1.5, concluimos

que A - V<p>. D
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Nosso préoximo objetivo é demonstrar o Teorema da Correspondéncia. Precisaremos
de alguns resultados e defini¢oes preliminares.

Seja V um anel de valorizagao do corpo K. Consideremos os conjuntos

B={BCK; Bésubanel de Ke V C B},

P ={P CV; P éideal primo de V}.

Observamos que V' C B C K implica que B ¢ local, pois B também ¢é anel de valo-
rizagao de K. Logo, J(B) = B\U(B) ¢ seu unico ideal maximal. Vamos provar que se
B € B, entao J(B) éideal primo de V. Pelo Lema 1.1.3, temos que J(B) C J(V) CV C B

e assim J(B) é ideal primo de V. Desta maneira, a aplicacao

v:B — P
B — J(B)

estd bem definida. Também a aplicacao v reverte a inclusao, conforme o segundo item do
Lema 1.1.3.

Definimos a aplicacao

6: P — B

P — V(P)
Note que § estd bem definida, pois V' C V(p) C c.fr(V) =K.
A aplicagao 0 também reverte a inclusao, pois,
P gP2:>V\P2gV\Pl:>52§51:>SQ_1V§51_1V:>V(}:2) QV(pl).

Vamos provar que 1! = §, isto é, vamos provar o teorema seguinte.

Teorema 1.1.1 (Teorema da Correspondéncia) Seja V anel de valorizagao do corpo
K. Existe uma correspondéncia biunivoca, que reverte a inclusao, entre ideais primos de

V' e sobreanéis de V em K.

Demonstracao

Com a notacao acima, basta provar que
(1) §(4(B)) = B,V B € B,
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(2) v(0(P))=P,VPeP.

(1) 6(¥(B)) = 6(J(B)) = Viumy- Seja x € Viyp). Temos que z = ab™!, com a,b €
V C B,b¢ J(B). Assim, b ¢ J(B) = B\U(B) implica que b € U(B), isto ¢ b~! € B.
Logo, x € B. Por outro lado, seja x € B*. Entao x € V ou 2! € V. No primeiro caso,
nada temos a demonstrar, pois V' C V((p)). No segundo caso, temos que x~! € B. Logo,
7t ¢ J(B). Entdo, z = 1.(z71) ' Vius))-

(2) Y(0(P)) = v (Vipy) = J(V(p)). Observe que

() VCVipy=JVp) CJ(V)CV.

Vimos que o tnico ideal maximal de V(p) é
J(Vip) = PVipy={as™', a€ P, seV, s¢ P}.

Assim, sendo x € P, v = 2.(1)”" € J(Vp)). Por outro lado, seja x = as™ € J(V(p)),
a€P,s¢ P. Por (*),z=as"'€V. Entao a = zs € P, com z,s € V. Como P é ideal

primo de V e s ¢ P, temos z € P. d

O ultimo resultado que provaremos nesta secao é o Teorema da Extensao, que assegura
que se R é um anel de valorizacao do corpo L e K é uma extensao de corpos de L, entao
o anel de valorizacao R de IL pode ser estendido a um anel de valorizacao V' de K tal que
VNL=R.

As demonstragoes que encontramos do Teorema da Extensdao usam resultados sobre
places em corpos. No entanto, em [E] Otto Endler afirma que uma demonstra¢ao usando
apenas anéis de valorizacao é viavel.

Fizemos uma prova do Teorema da Extensao, independente da teoria de places, usando
o Lema de Zorn e resultados sobre localizagao comutativa. A parte essencial de nossa prova

estd na demonstracao da proposicao que vem apos o lema abaixo.

Lema 1.1.4 Sejam R um subanel do corpo K e I um ideal proprio de R. Entdo para cada
r € K*, temos que IR[z] € ideal proprio de R|x] ou IR[x™'] € ideal proprio de Rlx™"].
Demonstracao

Temos que
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IR[z] = {Zaixi; neN, g € 1} e IR[z™'] = {Z birl; meN, b; € I}.

i=0 j=0

E fécil ver que IR[z] e IR[z ] sdo ideais de R[z] e R[z 1], respectivamente. Vamos supor

que ambos nao sejam préprios. Entao consideremos m,n € N e ag, ay, ..., an, bo, b1, ..., by, €
n m

I tais que 1 = Z a;zt = Z bjx_j. Podemos considerar n e m os menores naturais com

i=0 7=0
tal propriedade. Consideremos o caso m < n. Temos que

1 — (bo + ap — aghp) = (1 —bo)(1 — aop)
= (1—bo) a;x" + (1 — bo)ane,

=Y (1—bp)ax" + Z anx" bz

i=1 j=1

n—1 m n—1
Assim 1 = bg—l—ao—aobo—i-Z(l —bo)aixi—l—z anbj:c"’j = Z c;zt, onde ¢g = by+ag— agbo
i=1 j=1 i=0

. / ~ .
quando m < n, ou ¢y = by + ag — agbg + a,b,, quando m = n. Os demais ¢; s sao obtidos a
partir dos coeficientes correspondentes a x* nos somatérios do lado esquerdo. Observando
que esses coeficientes envolvem apenas ag, ay, ..., Gy, by, b1,...,b,, € I, vem que ¢; € I.
n—1
Obtivemos portanto a igualdade 1 = E c;x', com ¢; € I, o que contradiz a minimalidade
z:0 . ~ . . .
de n. Analogamente, no caso n < m obtém-se uma contradi¢do com a minimalidade de

m. Portanto, a suposi¢io de que I R[z] e I R[x~!] ndo sao ambos ideais préprios nao pode

ser feita e o lema esta provado. O

Proposicao 1.1.13 Seja R um subanel local do corpo K, com ideal mazimal Mg. Existe
um anel de valorizacao V de K, tal que R CV e Mr C My, .

Demonstracgao

Seja F = {A CK; A é subanel local, R C A e Mpr C NMy4}. Note que R € F, logo F nao

¢é vazio. Vamos definir em F a relacao

A<B&SACBeMy Cg.
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E facil ver que < é uma relagao de ordem em F. Seja { Ay }aca familia totalmente ordenada

em F. Tome A = U Ay que é subanel de K, pois a familia estda totalmente ordenada.
AEA
Afirmamos que A é local. Para provar isso, mostraremos que J = U My, éideal de A e
AEA
J = A\U(A). E claro que J é um subanel de A, pois {M 4, }rea é cadeia de subanéis de

A. Para ver que J é ideal de A, consideremos a € A e x € J. Entao existem \;, \; € A

tais que a € Ay, e v € My, . Podemos ter dois casos:
J
L4 A)\i g A)\j € mA)‘i g mA)\ju
[} A)\j g A)\Z. (§ mA/\j Q SﬁAM.

Do primeiro caso segue que a € Ay, e v € ?ITIAAJ_. Assim, ax € ?IRAAJ_ C J. No segundo
caso, temos que a € Ay, e x € My, . Decorre que ax € My, C J. Logo J € um ideal de
A. Agora vamos mostrar que J = A\U(A). Sabemos que J C A. Vamos supor que exista
uwe JNU(A). Assim, u™! € Aewu € J implicam que 1 € J = U Ma,. Logo, 1 € My, ,
para algum ¢, e isto contradiz o fato de My, ser maximal. Fica /\;r[gvado que J C A\U(A).
Por outro lado, seja a € A\U(A). Entao a € A,,, para algum )\; € A. Também a~' ¢ A,
implica que a™! ¢ A,,. Assim, a ¢ U(A,,). Portanto, a € Ay,\U(A4,,) = My, € J,0que
prova a inclusdo A\U(A) C J. Assim, A\U(A) ¢é ideal de A. Portanto, A é anel local e
o ideal maximal ¢ My = A\U(A) = U M,4,. Note que R C Ay C A, para todo A € A.

AEA
Assim, R C A. Note também que

Mpr C Iy, C U My, =My
AEA

Logo, A € F e A é cota superior para a familia {Ay},.,. Pelo Lema de Zorn, obtemos um
elemento maximal V' € F | isto é, V é local, R C V e Mz C My . Resta mostrar que V' é
um anel de valorizagao de K. Seja x € K*. Pelo lema anterior, 9V [a] é ideal préprio de
V]a], para a = z ou @ = x~!. Seja P um ideal maximal, portanto primo, de V]a] tal que
My V]a] C P. Considere o sistema multiplicativo S = V[a|\P. Entao, pela Proposigao
1.1.11,

S Wla] = {as™t; a,s € V[a], s ¢ P} CK

é anel local com ideal maximal Mg-1y(q = {as™"; a € P, s € V]a]\ P}. Note que

RQVQV[CY] QS’IV[Q] CK e ngmV QSUIVVQEITIVV[a] CP. (*)
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Seja u € My. Temos que u = u.171 € Mo-1v[a], POis u € My C P. Logo, Mr € My C

msflv[a}. Assim,
RC S Wla], Mpr C Mg-1yq e S~ 'V[a] é subanel local de K.

Com isso, S™'V[a] € F. Também, My C Mg-1yy ¢ V € S7'V[a] implicam que
V < S7'W|a]. Logo, pela maximalidade de V, temos que V = S~V [a] e assim, por (*),
V = V]a]. Portanto, a € V. O

Teorema 1.1.2 (Teorema da Extensao) Seja L C K extensao de corpos e R um anel

de valorizacao de L. Fxiste um anel de valorizacao V de K, tal que V "L = R.

Demonstracao

Como R é um anel de valorizacao de L, temos que R é subanel local de K com ideal
maximal 9r. Pela proposicao anterior, existe um anel de valorizacao Vde K tal que
R CVeMr C My. Resta demonstrar que V NL = R. A inclusato R C V NL é
6bvia. Consideremos x € V N L. Podemos considerar z # 0. Como = € L e R é anel de
valorizacao de L, temos que * € R ou x~' € R. Vamos supor que ! € R. Temos que
x=1 ¢ My, pois caso contrério, 1 € My, jd que z € V. Assim, 271 ¢ My e My C My
implica que 27! ¢ Mp = R\U(R). Como z~! € R, segue que 2! € U(R), isto ¢, z € R.
OJ

Com a notacao do teorema anterior, dizemos que V' é uma extensao do anel de va-
lorizagao R, o que justifica a denominagcao do Teorema da Extensao. Observamos que a

extensao V' em geral nao é nica, como pode ser visto em ([BrG;], Corollary 13.5, p. 96).

Corolario 1.1.3 Seja L C K extensao de corpos. Para cada anel de valoriza¢ao proprio

de I existe um anel de valorizacao proprio de K.

Demonstracao

Seja R um anel de valorizacao proprio de L. Pelo Teorema da Extensao, existe um anel de
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valorizacao V de K tal que V NIL = R. Supondo V =K, temos L=LNK=LNV = R,

o que contradiz o fato de R ser proprio. U

Corolario 1.1.4 O corpo R dos niumeros reais possui uma infinidade de anéis de valo-
ri2a¢a0 proprios.
Demonstracao
Sabemos que os anéis Z,), com p um numero primo, sao anéis de valorizacao proprios de
Q. Aplicando o Teorema da Extensao, concluimos que para cada ntimero primo p, existe
um anel de valorizacao V), de R, tal que V, N Q = Z;,). Pelo coroldrio anterior, para cada

numero primo p, V, é anel de valoriza¢ao préprio de R. Note que se p; e py sao numeros

1
P

primos distintos, temos que pil eV, e ¢&V,. Logo, V,, # V,,, o que conclui a prova

do coroléario. O

Observamos que no coroldrio anterior, se substituirmos R pelo corpo C dos ntimeros
complexos, a mesma demonstracao assegura que C também possui uma infinidade de
anéis de valorizacao proprios. O mesmo vale para qualquer subcorpo de C contendo Q,

por exemplo, os corpos Q [\/1_9], com p um numero primo.

1.2 Funcoes Valorizagao

Nesta secao definiremos as valorizacoes de Krull de um corpo, verificaremos algumas
de suas propriedades e provaremos que existe uma correspondéncia biunivoca entre anéis
de valorizacao e classes de valorizagoes de Krull.

Seja (G, +) grupo totalmente ordenado pela relagaio <. Denotaremos a uniao do

simbolo 0o ao grupo G por G U {oo} e vamos considerar as convengoes:
e gtoo=00+g=00+00=00,Yg€G,
e g< 0,V geQG,;
* G <Gp=0+h<g+hVg,gphed

Defini¢ao 1.2.1 Seja K um corpo. Uma fungio v : K — G U {oc} € uma valorizagdo

de Krull, se:
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(a) v(z) =00 x=0;
(b) v(zy) =v(x) +o(y), ¥V o,y €K

(¢) v(x +y) >min{v(z),v(y)}, ¥V 2,y € K.

Chamaremos as valorizagoes de Krull somente de wvalorizacoes.

Sempre se pode considerar v sobrejetora. De fato, os itens (a) e (b) dizem que v é um
homomorfismo entre os grupos (K*,-) e (G, +). Entdo, se necesséario, podemos trocar G
pelo grupo v(K*). O grupo v(K*) é chamado de grupo de valores de wv.

Assumiremos que v é sobrejetora. Note que neste caso o grupo de valores G = v(K*)
é abeliano, pois dados a,b € G, temos a = v(zx), b = v(y) com z,y € K* e a +b =
v(z)+v(y) =v(zy) = v(yz) = v(y) + v(z) = b+ a. Portanto, trabalharemos sempre com
v sobrejetora e GG abeliano.

O lema seguinte apresenta propriedades basicas de uma valorizacao.

Lema 1.2.1 Seja v uma valoriza¢ao do corpo K. Entao:

(c) v(z™!) = —v(z), ¥ 2 € K*.
Demonstragio
(a) v(1) = v(1.1) = v(1) 4+ v(1). Logo, v(1) = 0. Também 0 = v(1) = v((—1)(=1)) =
v(—=1) + v(—1). Como G é totalmente ordenado, podemos ter v(—1) > 0, v(—1) < 0 ou
v(=1) = 0. Supondo v(—1) > 0, temos 0 < v(—1) < v(—1) + v(—1) = v(1). Da mesma
forma, se v(—1) < 0, temos 0 > v(—1) > v(—1) + v(—1) = v(1). Portanto, v(—1) = 0.
(b) v(—z) = v(—1.2) = v(—1) + v(z) = v().
(¢) 0=0v(1) = v(zz™) = v(x) + v(z™"). Logo v(z™) = —v(x). O

No proximo teorema veremos que é possivel associar a uma valorizacao um anel de
valorizagao do corpo. Este anel é composto dos elementos cuja imagem pela valorizacao é

maior ou igual a imagem do elemento neutro da multiplicagao.

Teorema 1.2.1 Seja v uma valorizagao de K. Entdo:
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(a) A, ={z € K; v(z) > 0} € um anel de valorizacio de K;
(b) J, ={x € K; v(x) > 0} € o unico ideal maximal de A,;

() J(A)=J,={x€A,; x=0o0uzt ¢ A}
Demonstragao

(a) Como v(0) = o0 e v(l) =0, temos que 0,1 € A,. Sejam z,y € A,. Observe que
o v(zy) = v(z) +v(y) = v(y) 20,
e v(z —y) = v(z + (—y)) = min{v(z), v(—y)} = min{v(z),v(y)} = 0.

Logo, A, é subanel de K. Consideremos = € K*. Como v(z™!') = —v(z), temos que
v(z) > 0 ouv(x™t) > 0 e isto diz que x € A, ou z~! € A,. Portanto, A, é um anel de
valorizagao de K.

(b) Analogamente ao item anterior, é facil ver que J, é fechado por diferengas. Agora,
sejam z € J, ey € A,. Entao v(x) > 0 e v(y) > 0 implicam que v(z) + v(y) > 0. Assim,
xy € J,. Logo J, é ideal de A,. Do fato de A, ser anel de valorizacao de K decorre
que seu unico ideal maximal é A,\U(A,). Provemos que J, = A,\U(A,). Lembremos
que v(1) = 0 implica que 1 ¢ J,. Isto nos diz que J, é ideal préprio de A,. Logo
J, € A\U(A,), pois J, deve estar contido num ideal maximal e o tnico ideal maximal
¢ A, \U(A,). Por outro lado, seja v € A,\U(A,). Entao r € A, e z7! ¢ A,. Assim,
v(z) > 0e —v(z) =v(z™!) < 0 implicam que v(z) > 0. Logo, = € J,.

(¢) Por defini¢ao, J(A,) é a intersegao de todos os ideais maximais de A,. Entao, J(A,) =
Jy, pois J,, é o unico ideal maximal. Resta provar que J, = {r € A,,z =0ouz~! ¢ A,}.
Seja z € J,. Podemos supor z # 0. Temos que v(z™!) = —v(z) < 0. Logo, z7* ¢ A,. Por
outro lado, seja x € A, tal que x #0e z7' ¢ A,. Assim, —v(z) = v(z™!) < 0 implica que

v(xz) > 0. Logo, z € J,. d

A cada valorizacao v do corpo K associamos o anel de valorizagao A, de K. Para termos
uma correspondéncia bem definida, trabalheremos com classes de valorizagoes. Para isso

usamos a definicao abaixo.

Definicao 1.2.2 Sejam u e v valorizagoes do corpo K. Dizemos que u ~ v (u € equiva-

lente a v) quando A, = A,.
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E facil ver que ~ é uma relagdo de equivaléncia. Denotamos por [v] a classe de

equivaléncia da valorizacao v. Assim, temos uma aplicacao bem definida

¥ {[v], v valorizagao de K} — {A; A anel de valorizagao de K}

[v] — A,

Mostraremos que 1 € bijetora, isto €, existe uma correspondéncia 1 — 1 entre anéis de
valorizagao do corpo K e classes de valorizagoes de K. Para isso construiremos a inversa
de .

Seja A anel de valorizacao do corpo K. Considere o conjunto
G ={zA; r € K*}
onde a igualdade ¢ definida por xA = yA < xy~' € U(A). Nestas condigoes, a aplicacio

+:GxGE — G
(zA,yA) — (2y)A

é uma operacao bem definida em G. De fato, se 11A = x0A e y1 A = 1o A, entao x1 A+ A =
1A = 190 A = 11 Ays = 29 AYs = Xoyp A = 19 A + 1o A. E f4cil ver que (G,+) é grupo
abeliano com elemento neutro A = 14 e cujo simétrico de zA € G é x7'A. Também G

¢é isomorfo ao grupo multiplicativo K*). Para ver isso, basta notar que ¢ : % — @G,

U(A)
dada por ¢(zU(A)) = A é um isomorfismo de grupos.

Dados A, yA € G, definimos
TA<yAs yA CxA

Vamos mostrar que a relacao acima é uma relacao de ordem total em G. Para z,y € K*,
temos que y~ 'z € K*. Dai y~ 'z € Aouzly € A Sey 'z € A, entdo y 'zA C A
implica em A C yA. Analogamente, 2~ 'y € A implica em yA C xA. Portanto, G é um

grupo abeliano totalmente ordenado.
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Definimos agora a aplicagao

v:K — GU{oo}
0 — o0

x — TA, x#0

Note que v|g+ : K* — G é um homomorfismo sobrejetor de grupos e Ker(v) = {z €

K*; 2A =1A} = U(A) e assim temos novamente % ~ @G.

Proposicao 1.2.1 Seja A um anel de valorizacao do corpo K. Com a notacdo estabele-

cida acima, temos que:
(a) v é uma valorizagao de K;

(b) A, = A;

Demonstragao

(a) Claro que v(z) = 0o < = = 0. Sejam z,y € K. Vamos mostrar que v(zy) = v(x)+v(y).
Note que se z = 0 ou y = 0, o resultado é imediato. Supondo = # 0 e y # 0, temos que
v(zy) = 2yA = 2A+yA = v(x) + v(y). Resta provar que v(z +y) > min{v(z),v(y)}. Se
x +y = 0 é claro que a afirmagao é verdadeira. Supondo x + y # 0, temos v(x + y) =
(x+y)A C A+ yA. Como G é totalmente ordenado, xA C yA ou yA C zA. Assim,
rA+yA CaxzAouzxzA+ yA C yA. Entao, podemos afirmar que zA + yA C zA, onde zA
é o maior na relacao C entre A e yA. Conseqiientemente, zA = min{x A, yA}, segundo
<. Portanto, v(z +y) > zA = min{zA, yA} = min{v(z),v(y)}.

(b) Como o elemento neutro de G é A, temos
Ay, ={rzeK:v(x) > A} ={0}u{r e K*: zA C A}.

é facil provar que {0} U {x € K* : zA C A} = A. Para isso, seja = € K* tal que zA C A.
Entao xzy € A, para todo y € A. Fazendo y = 1, vem que = € A. Por outro lado, x € A*

implica que xy € A, para todo y € A. O

O item (a) da proposicao anterior assegura que a cada anel de valorizagdo A do corpo
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K podemos associar a valorizacao

v:K — GU{oo}
0 — o0

x — TA, x#0
Definimos agora

¢ : {A; A anel de valorizagao de K} — {[v]; v valorizacao de K}

A — [y

onde v é a valorizacao associada a A.

Mostraremos a seguir que ¢ é a inversa de

¥ {[v]; v valorizagao de K} — {A; A anel de valorizagao de K}

[v] — A,

Teorema 1.2.2 FEuxiste uma correspondéncia biunivoca entre anéis de valorizacao do corpo
K e classes de valorizacoes de K.

Demonstracgao

Pelo visto acima, basta provar que ¥ (¢(A)) = A e ¢p(¢[v]) = [v].

Claro que 9 (¢(A)) = ¢¥([v]), com A, = A pelo item (b) da Proposigao 1.2.1. Mas ¢ ([v]) =
A,. Portanto ¢¥(¢(A)) = A. Por outro lado, ¢(¢[v]) = ¢(A4,). Mas ¢(A,) = [w], com
A, = A, pelo item (b) da Proposigao 1.2.1. Por definigao, A, = A, implica que v ~ w,
isto é, [v] = [w]. Portanto, ¢(¢[v]) = ¢(A4,) = [w] = [v]. O

Exemplo 1.9 Seja K um corpo e G = {0} o grupo formado apenas pelo elemento neutro.

A aplicagao
v:K — GU{oco}

0 — o0

x — 0, 2#0

¢ uma valorizacao de K, chamada de valorizacao trivial. Note que A, = K, isto é, a

valorizagao trivial corresponde ao anel de valorizacao trivial.
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Exemplo 1.10 Pelo exemplo anterior, para qualquer corpo K podemos definir a valo-
rizagao trivial. Mas se K é um corpo finito ou é uma extensao algébrica de um corpo
finito, entao o Lema 1.1.1 garante que o unico anel de valorizacao de K é o proprio K, que
corresponde a valorizacao trivial. Neste caso, pelo Teorema 1.2.2, a tinica valorizacao de

K é a trivial.

Exemplo 1.11 Seja M um subcorpo de K. E ficil ver que a restricio & M de uma

valorizacao de K é uma valorizacao de M.

Exemplo 1.12 Seja K um corpo. Denotamos por dp(z) o grau do polinomio p(z) € K|z]

e denotamos por K(x) o corpo de fragdes de K[z]. A aplicagao

v:K(z) — ZU{oo}
0 — o0

b dg(a) — Opla)

¢ uma valorizagao de K(x) em Z U {oco}. De fato, U<M> =00 & % = 0. Também, se

q(z)
o= ‘;% e = ’;Eg sao elementos de K(x), é imeditato verificar que v(af3) = v(a) + v(f).

Para mostrar que v(af) > min{v(«a),v(5)}, note que v(a + ) =

= d(q(x)s(x)) = A(p(x)s(x) +r(x)q(x)) = 0q(x)+0s(x) —max{d(p(x)s(x)), I(r(x)q(x))}.

Supondo 9(p(x)s(z)) = max{d(p(x)s(z)), O(r(z)q(x))}, decorre que

dq(x) + 0s(x) — max{d(p(x)s(x)), (r(z)q(x))} = dq(x) + Is(x) — (p(x)s(x)).

Assim, v(a+8) > Dg(x)+35(x)—D(p(x)s(x)) = Da(x)—Op(x) = v(a) > minfu(a), ()},
Analogamente, se d(r(z)q(z)) = maz{d(p(z)s(z)), I(r(x)q(x))}, temos que v(a + ) >

v(B) > min{v(a), v(B)}. Portanto, v é uma valorizagao de K(z).

Exemplo 1.13 Para p primo, vamos definir a valoriza¢ao p-ddica de Q. Se § € Q, entao
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existem n € Z e inteiros 7, s primos relativos com p, tais que § = p".Z. Definimos

v, :Q — ZU{oo}
0 — o0

0#p"2 —— n

Nao ¢ dificil provar que v, é uma valorizacao de Q. Além disso, dada uma fragao irredutivel

7 €Q,
e, () 208 ptbe § €Ly,

Portanto A, = Zy,), isto é, a valorizacao p-ddica estd associada ao anel de valorizacao

p-adico de Q.

As valorizagoes p-adicas citadas acima caracterizam completamente as valoriza¢oes nao
triviais de Q. De fato, pela Proposicao 1.1.9, os tinicos anéis de valorizacao nao triviais de
Q sao os anéis de valorizacao p-ddicos Z;), onde p é um nimero primo. Vimos no Exemplo
1.13 que para as valorizagoes p-adicas de Q correspondem os anéis de valorizacao p-adicos
de Q. Pelo Teorema 1.2.2, essa correspondéncia é biunivoca e assim, dada uma valorizacao

nao trivial de Q, ela é equivalente a uma valorizagao do tipo v,.

1.3 Places

Vimos anteriormente que existe uma correspondéncia biunivoca entre anéis de valo-
rizacao de um corpo K e classes de valorizacoes de Krull definidas sobre K. Similarmente,
vamos mostrar que existe uma correspondéncia biunivoca entre anéis de valorizacao de
K e classes de places sobrejetores definidos sobre o corpo projetivo KU {oco}. Para fazer
isso, iniciaremos provando propriedades dos places e estudaremos suas relagoes com os
homomorfismos de anéis.

Definiremos a equivaléncia de places com base numa relagao que chamaremos de quase
ordem no conjunto dos places sobrejetores.

As principais proposigoes desta segao seguem o exposto em ([E], § 8).

Definicao 1.3.1 O corpo projetivo de K é K = KU {oo} onde definimos:
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() r+o00=00+x=00,V1eK;

(b) z.00 =00.x =00,V 2 eK, x#0;

Note que nao estao definidos co + oo, 0.00 e 00.0.

Definicao 1.3.2 Um place do corpo K no corpo L é uma aplicacio 7 : K — L tal que,

para todos x,y € K, tem-se
(a) Sex+y emn(x)+n(y) estio definidos, entio (z +y) = n(z) + 7(y);
(b) Se xy e w(x)n(y) estao definidos, entio w(zy) = w(x)7(y);

(¢) Existe z € K tal que m(z) = 1.

Na proposicao seguinte provamos algumas propriedades operacionais dos places. No

que segue, vamos utiliza-las bastante sem maiores referéncias.

Proposicao 1.3.1 Dado um place 7 : K — Iﬁ, sao vdlidas as sequintes afirmacoes, para

todos z,y € K.

(b) Sem(x)+m(y) (respectivamente m(x)w(y)) estd definido, entdo também estd definido

x +y (respectivamente xy);

(¢) m(—x) = —n(x);

(d) w(a™t) = m(2)";
Demonstracgao
(a) Seja z € K tal que m(z) = 1. Entdo z.1 e m(z)7w(1) estdo definidos. Segue que
1=n(z)=mn(z1) =7n(z)m(1) = 1.7(1) = w(1).
Como 140 e w(1)+7(0) estao definidos, temos 1 = 7(1) = 7(140) = 7 (1)+x(0) = 147(0).
Logo, m(0) = 0.
Como 1+ oo e 7(1) + 7(o0) estao definidos, temos m(o0) = m(1 + 00) = 7(1) + 7(c0) =

1+ 7(00). Assim, 7m(0c0) = 0.
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(b) Como 7(x) + 7(y) esta definido, temos que (7(z),7(y)) # (00, 00). Assim, (z,y) #
(00,00), isto é, x # 0o ou y # oo. Dessa forma, z + y estd definido. Se 7(z)m(y)
estd definido, temos que (7w(x),7(y)) ¢ {(0,00),(c0,0)} e pelo item anterior (z,y) ¢
{(0,00), (00,0)}. Logo, zy estd definido.

(¢) Se m(—xz) + 7(z) nao estd definido, entao m(x) = 7(—z) = oo. Isso implica que
—m(z) = —00 = 00 = w(x). Se w(—x) + 7(x) estd definido, pelo item anterior, —x + x
estd definido. Assim, 0 = 7(0) = n(—x + x) = n(—z) + m(x). Portanto, 7(—z) = —7(z).
(d) Se m(z7Y)m(x) nao estd definido, entdo (mw(z~!),w(x)) € {(0,00),(c0,0)}. Logo,
(7)) = (m(z))”". Se m(z Y)7w(x) estd definido, entdo 'z também estd definido, e

assim, 1 = 7(1) = n(z~'z) = n(z~ ") 7w(z). Logo, m(z~') = (x(x))". O

Note que os itens (a), (¢) e (d) sdo propriedades idénticas as propriedades de homo-
morfismos de anéis, porém agora, elas sao vélidas para todo o corpo projetivo.
Utilizando o que foi definido e demonstrado anteriormente, ja podemos associar a um

place um anel de valorizacao.

Proposicao 1.3.2 Seja 7w : K — L um place. Entdo,

(a) 7= 1(IL) € um anel de valorizacao A, de K, e ww|a, : Ay — L é um homomorfismo

de anéis com nicleo J(Ay) = Ma_;

(b) 71 (L*) = U(Ar) e o, : U(Ar) — L* € um homomorfismo de grupos com
nicleo 1+ My,
Demonstracao
(a) Como m(00) = oo, é claro que 7 *(IL) € K. Vamos provar, primeiramente, que
7 L) é um subanel de K. Como 1 € 7~!(L), temos que 7~ !(L) ndo é vazio. Sejam
z,y € 7 1(LL). Entao 7(z) # oo e m(y) # oo. Desta forma, 7(x) + 7(y) e 7(x)m(y) estao

definidos e conseqiientemente,  + y e ry também estao definidos. Assim, como
m(z+y)=n(x)+7(y) € Len(zy) =7(x)r(y) €L,

temos que z+vy, vy € 7 (). Também, 7(z) € L implica em —7(z) = 7(—z) € L. Segue
que —z € 7 (). Logo, 7~ *(LL) é um subanel de K.
Considerando x € K\ A,, tem-se que z ¢ {y € K; 7(y) € L} e assim, 7(z) = co. Com isso,

(m(x))"' =7n(z71) = 0 € L, implica que 2~ € A,. Portanto, A, é anel de valorizagao de
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K.

Seja m* = 7|a,. Para a,b € A,, temos 7*(a) = w(a) # oo e 7*(b) = w(b) # oo. Logo,
m(a)+7(b) e w(a)w(b) estao definidos, o que implica que a+b e ab estdao definidos. Assim,
m™(a+b) = m(a+0b) =7w(a) +m(b) = 7*(a) + 7*(b). Analogamente, 7*(ab) = 7*(a)7*(b).
Logo, 7* é um homomorfismo de A, em L. Também, 7*(A,) é subanel de L, ja que
¢ a imagem do homomorfismo 7*. Observamos que M4 = J(A;), pois A, é anel de
valorizagao de K. Resta provar que Ker(m*) = M, . Observando que (1) =1e 1 € A,
tem-se que 1 ¢ Ker(n*). Assim, Ker(r*) é um ideal préprio de A, logo deve estar
contido em algum ideal maximal de A,. Como M4 € o Unico ideal maximal, temos que
Ker(m*) C My4,. Por outro lado, x € My, implica que 7' ¢ A, = 7~ (). De fato,

L'=1 € My, contradizendo a maximalidade de M4, . Como

se x7! € A, entdao zx~
(r(z))™! = w(z7') ¢ L, segue que (m(z))! = w(z7!) = co. Logo w(x) = 0. Portanto,
x € Ker(m").

(b) Vimos que Ker(m*) = M4, . Entao 7 1(L*) = {z € A; w(x) # 0} = A,\DM4, =

U(Az). Também 7|ya,) : U(Az) — L* é um homomorfismo entre grupos multiplicativos.

E f4cil ver que seu nucleo é 1 4+ M 4_. De fato,
T)=1lerz—-—1)=02—-1eMy, Srecl+NM,y,

concluindo assim a demonstracao. U

Pelo item (a) da proposi¢ao anterior, qualquer place de K em L induz um homomor-
fismo A : A — L de um anel de valorizacao A de K em LL, com nicleo M 4. A reciproca

também ¢é verdadeira, conforme afirma a préxima proposigao.

Proposicao 1.3.3 Seja A um anel de valorizacao de K e A : A — I um homomorfismo

sobre um corpo 1L, com nicleo M. Entao, a aplicacao

mT: K — L
r — ANx), sex €A

r — oo, sex € K\A

¢ um place de K em IL. com A, = A.

Demonstracgao

Inicialmente vamos provar que m é um place, verificando as condigbes (a), (b) e (¢) da
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Definicao 1.3.2.
(¢) Como 1 € A C K temos que 7(1) = A(1) = 1.
(a) Sejam z,y € K tais que = + y e m(z) + 7(y) estdo definidos. Desde que 7(z) + 7(y)

estd definido, devemos ter (7(z), 7(y)) # (00, 00). Basta analisar dois casos:

m(x)#ocen(y) =00 e w(x)#o0en(y)# oco.

No primeiro caso, 7(z) + w(y) = 7(x) + 0o = co. Por outro lado, nesse caso temos que
z € AeyeK\A pela definicio de 7. Isso leva a x4y € K\A. Portanto m(x 4 y) = co =
(@) +7(y).
Do segundo caso segue que z,y € A. Daix+y € Aenm(z+y) =ANz+y) =ANz)+\Ny) =
m(z) + 7 (y).
(b) Iniciamos observando que (w(z),n(y)) € {(0,00), (00,0)} implica que m(x)7(y) ndo

estd definido. Assim, como no caso anterior, basta analisarmos dois casos:

m(x)=ocen(y) Z0 e w(xr)# oc0en(y)# 0.

No segundo caso, como 7(z) # oo e m(y) # 00, temos que z,y € A. Logo

m(zy) = May) = Mz)\y) = n(z)7(y).

No primeiro caso, consideremos x,y € K tais que m(z) = oo e w(y) # 0. Assim, analisando

as possibilidades para z e y, temos:
r=00o0uy=o00= 7m(ry) =00=m(r)r(y);
r#ceyFoo=>rxeK\AdeyecU(A).

Para ver que de fato y € U(A), devemos provar que y # 0 e y,y~' € A. Claro que y # 0,
pois, caso contrario, 0 = y € A implica que 7(y) = A(y) = 0. Sabemos que y € A ou
y ' € A Sey € A, temos que co # 7w(y) = AMy) € L. Como \(y) # 0, segue que
(AMy)) " =Ay™") € L. Comisso, A(y~") # co. Assim, y~! € A. Da mesma forma, prova-
se que se y ! € A, entao y € A. Concluimos que y € U(A). Lembrando que z € K\A4,
temos que xy € K\A. Assim, m(zy) = oo = w(z)7(y).

Resta mostrar que A, = A. Provamos que 7 é um place, logo, A, = 7~ !(LL). Dessa forma,

reA, creKen(r)eLen(z) oo e A,
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o que conclui a demonstracao. Il

Observacgao 1.8 Para qualquer place 7 : K — L, temos que m(A,) é um subcorpo de
L. De fato, consideremos 0 # y € m(A,) C L. Entao y = w(x), para algum = € A%. Mas

m(z7") = (n(x)) "' =y~ ' € L* implica em 27! € A, ey~ € m(A,).

Observagao 1.9 O corpo 7(A,) definido no item anterior ¢ chamado de corpo residual

de 7.

Observacdo 1.10 Um place 7 definido sobre o corpo projetivo K também pode ser con-
siderado como um place de K em 7(A,). Assim, L = 7(A,) se, e somente se, 7 : K — L

for sobrejetor, nesse caso, chamaremos 7 de place sobrejetor.

Observagao 1.11 Se A é anel de valorizacao do corpo K, entao pela proposigao anterior,
o homomorfismo canonico 7% : A — smiA pode ser estendido para um place m4 : K —
A ’ . . « 2 . , a .
71, U {o0}, que é sobrejetor pois 7% é sobrejetor. Este place é chamado de place candnico

correspondente ao anel A.

Exemplo 1.14 Vimos anteriormente que dado um ntimero primo p, o anel {ab™!; a,b €
Z, p1b} é um anel de valorizacao préprio de Q com ideal maximal pZg) = {ab™'; a,b €
Z,p|a, ptbl. Vamos descrever um place definido sobre Q cujo anel de valorizacio é

: VA : .
L. Seja L= pZ(—Z”). Consideremos o homomorfismo canonico:
P

)\Z(p)—>L

— [3]

>

onde [%] representa a classe do elemento ¢. Claramente, Ker(\) = pZg). Aplicando a

Proposicao 1.3.3, temos que a aplicagao m,, dada por

A35) =1[3] se § €Zg), (p1h)

00, se § & Zg), (p|b)

Tp Q — L, tal que Tp (%) =

¢ um place de Q em L, cujo anel de valorizagao ¢ Z,).

Definicao 1.3.3 Seja p um nimero primo. O place m, descrito acima é denominado o

place p-adico de Q.
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Além de garantir que dado um anel de valorizacdo de um corpo ¢é possivel associar a
ele um place sobrejetor, a Proposicao 1.3.3 ainda permite o cédlculo efetivo de tal place,
conforme fizemos no Exemplo 1.14.

Definiremos agora uma classe especial de places, os places triviais, que serao uteis nos

préximos resultados.

Definicao 1.3.4 Um place 7 : K — L é chamado de place trivial se A, = K, ou,

equivalentemente, M4 = {0}.

Os places triviais de K em IL sao exatamente os monomorfismos p : K — L, estendidos
por u(00) = oo.

A Proposicao 1.3.3 ainda pode ser aplicada para garantir que se A é o anel de valo-
rizagao trivial do corpo K (isto é, A = K), entdo podemos associar & A um place trivial.

Para isso observe que A = K implica que 94 = {0} e assim %A = A. Entao, a aplicacao

A A — =A

A
Ma

a —— a

¢ um homomorfismo de corpos. Consideremos a aplicacao identidade estendida a K:

7: K — K
r — X

X > OO

Pela Proposicao 1.3.3, temos que m é um place com A, = A = K, isto é, ao anel de
valorizagao trivial corresponde um place trivial.

Veremos agora como um place 7 de K em L se relaciona com subcorpos de K.

Inicialmente consideremos M um subcorpo do corpo K. Note que 7|y : M — L é um
place de M em L.

Em particular, se M é o corpo primo de K, é possivel saber quando a restrigao de m
a M é um place nao-trivial. Veremos isso no Lema 1.3.2, que provaremos usando o lema

seguinte.

, , , . z
Lema 1.3.1 Se p é um nimero primo, entao Z, ~ —%2-.
’ P plg)
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Demonstracao
Vamos definir a aplicacao

VA
-7 (p)
¥ PL(p)

@ — 3]

Note que ¢(a) = ¢ + pZg). Provemos que ¢ é um homomorfismo. De fato,
o pla+b) =52+ ply) = ($ +pLy) + (1 +PLw) = ¢la) + (),
o plab) = T +pZe) = (§ +PZa) (1 +PZLe) = #la)p(b)-

Afirmamos também que Ker(yp) = pZ. Para provar isto, note que

a € Ker(p) < §+ 0Ly =0+ ply) < § €ply) & plasacpl.

Z(p)
PLp)’

Demonstraremos agora que ¢ ¢ sobrejetora. Dado § + pZ,) € temos que ¢ € Z,), e

dai ptb. Segue que mde{b, p} = 1. Logo, existem r, s € Z tais que rb+sp = 1. Decorre de
arb+ asp = a que a — arb = asp € pZ. Assim, “‘T’"b € pLy). Logo § — % € pZ,). Desta
forma, § + pZy) = F + pZy). Tomando entdo ar € Z, temos que p(ar) = F + pZ,) =

a ; : 2p) ~ Z _
7+ pL). Logo, ¢ ¢é sobrejetora e 172;) ~ = L. U

Lema 1.3.2 Seja m um place de K em L. Sdo equivalentes:
(1) A restri¢ao de m ao corpo primo de K é um place nao-trivial;
(i) Char(L) # Char(K).

Nesse caso, Char(K) = 0.

Demonstracao

(i) = (i7) Seja P o corpo primo de K. Entao P >~ Q ou P ~ Z,, para algum primo p. Desde
que 7|3 : P — IL é ndo trivial por hipétese, temos (7|3) ' (L) # P. Mas (|3) (L) é anel
de valorizagao de P, isto é, P tem anel de valorizacao proprio. Segue do Lema 1.1.1 que
[P nao é corpo finito e entao devemos ter P ~ Q. Assim, Char(P) = Char(K) = 0. Como
(7]3) (L) é anel de valorizagao de P e P ~ Q, temos duas possibilidades: (7|z) }(L) = Q
ou (7|3) ' (L) = Z,). A primeira possibilidade diz que (7|z) é trivial, e portanto, contradiz
a hipétese (7). Resta entao (7|3) (L) = Z,). No entanto, vimos na Proposi¢ao 1.3.2, que

o homomorfismo (7|3) : Zpy — L tem nucleo My, e sabemos que My, = pZy).

|Z(p>
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. z z z
Pelo lema anterior, temos que Z, =~ pZ(—:). Logo Z, =~ pZ(:) = ﬁ’:)) ~ Im(Z,) < L.
p

Com isso, concluimos que L tem caracteristica p. Lembramos que Char(K) = 0. Logo,
Char(L) # Char(K).

(77) = (i) Veremos inicialmente que C'har(K) # 0 implica em Char(L) = Char(K). Sejam
p um numero primo e Char(K) = p. Entao temos em K a identidade 1+14...1 = 0, para
p parcelas. Aplicando 7, temos 0 = 7(0) =7w(1+1+...1) =7(1)+...7(1) =1+...+1
que é a soma de p vezes a unidade do corpo L. Logo Char(LL) = p = Char(K). Portanto,
a hipétese Char(L) # Char(K) implica em Char(K) = 0 e Char(L) = p, p um nimero
primo. Chamando de P o corpo primo de K e 7 a restricao de 7 a P, vem que P ~ Q,
e Ar, = (m|3)~'(L) é anel de valorizagao de Q e (7|3)|a,, : Ar, — L é homomorfismo
de anéis com niicleo My, . Supondo, por absurdo, que 7|3 é trivial, temos A;, = Q e
My, =1{0}. Dai, (7|z) : Q — LL é monomorfismo, o que implica em Char(L) = 0. Essa

condicdo mostra que 7| ndo ¢é trivial. U

Vimos na demonstracéo de (ii) = (i) do lema anterior que se 7 : K — L é um place
e Char(K) # 0, entao Char(K) = Char(L).

Em particular, se 7 : Zg — L éum place, entdo Char(L) = p e usando o Lema 1.3.2
concluimos que 7 é place trivial, pois Z, ¢ seu préprio corpo primo. Logo, Z, s6 tem place
trivial.

O lema também garante que o tnico place 7 : Q — Q é o place trivial.

Analogamente aos homomorfismos, a composicao de places continua sendo um place,

conforme a préxima proposicao.

Proposicao 1.3.4 Sejam dois places 7 : K — L, 0 : L — M e A, CK, A, C L seus
respectivos anéis de valorizacao. Entao, oo : K — M ¢ um place e Agor = m 1 (A,) C
Ar. Sem € um place sobrejetor de K em L, entdo m(Agyor) = As-

Demonstracgao

Inicialmente vamos provar que o o é um place, novamente verificando os itens (a), (b) e
(¢) da Defini¢ao 1.3.2.

(a) Se o(m(x)) + o(m(y)) estd definido entdao 7(z) + 7(y) também esté definido pois o é
place e dai o(mw(z)+7(y)) = o(n(z))+o(m(y)). Da mesma forma, 7(x)+m(y) estd definido

implica que x + y estd definido e como 7 é place temos m(x + y) = m(x) + m(y). Assim,
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(0 0m)(@) + (0 0 m)(y) = o(m(z) + 7(y)) = o(m(x +y)) = (0o m)(x +y).

(b) A prova de que (o o7)(xy) = (0 om)(x)(c o7)(y) é andloga ao item anterior.
(¢) (com)(l)=0(m(1)) = o(1) = 1. Portanto, o o w é um place.

Para provar que Ayor = 7' (A,) € A, consideremos z € K. Entao,
T € Apor & o(m(x)) 00 & 7(z) € A, & x €1 (A,).

Assim, A,or = 7 1(A,) C 7 (L) = A, como querfamos demonstrar. Decorre que
m(Agor) C A,. Agora, se 7 : K —1Lé sobrejetor e y € A,, entao existe x € K, tal que

m(z) =y. Assim, x € 71 (A,) = Ayor. Concluimos que y € T(Agor ). O

Utilizaremos a proxima proposi¢ao para definir uma relacao de equivaléncia no con-

junto dos places sobrejetores.

Proposicio 1.3.5 Sejam mp : K — Ly e m : K — L places sobrejetores, Ay =

7o H(Lg) e Ay = w1 (ILy) seus respectivos anéis de valorizagdo. Sao equivalentes:
(2) Al g AO;

(17) Existe uma aplica¢ao o : Lo — Ly, tal que 71 = o o .

Nesse caso, o € um place sobrejetor (unicamente determinado) de Ly em L.

K
v X
IEAO O

—

Demonstragao

(i) = (ii) Por hipétese, my é sobrejetor. Entdo dado y € Ly, existe z € K, tal que
mo(x) = y. Podemos definir

O'IH:O—>H:1
y — o(y) = o(m(x)) = m(z).

Para provar que o estd bem definida, consideremos my(u) = m(v) € Lg. Basta verificar que
mi(u) = m(v), ou seja, o(m(u)) = o(m(v)). Temos que u,v € K. Primeiro, vamos supor
que u ¢ Ap. Entdo, como m(u) = mo(v) = 0o, temos que v ¢ Ay. Conseqiientemente,

u,v ¢ A;. Logo, m(u) = m(v) = oo. Supondo que u € Ay, temos my(u) # oo implica que
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mo(u) + mo(—v) esté definido e mo(u — v) = mo(u) + me(—v) = mo(u) — me(v) = 0. Assim,
u—v € Ker(m) = My, C M4, € A;. Entao, faz-se necessdrio analisar os casos em
que u ¢ A; e u € A;. No primeiro caso, temos que v ¢ A;. De fato, se v € Aj, entdo
u=(u—v)+v € Ay. Logo, m(u) = m(v) = 0o. No segundo caso, temos 7 (v) # 00, 0 que
implica que m (u) +m1(—v) estd definido e m (u) + 7 (—v) = m(u) —m(v) = m(u—2v) = 0.
Logo, m(u) = m(v).

(i1) = (i) Vamos provar que ¢ é um place. Sejam z,y € Ly tais que = +y e o(z) +
o(y) estdao definidos e z*,y* € K tais que x = m(z*) e y = mo(y*). Assim, temos que
o(x) = m(z*) e o(y) = m(y*). Entdo, z +y = mo(z*) + mo(y*) esta definido implica que
mo(x* +y*) = mo(z*) +mo(y*). Também o(z)+0(y) = m(2*)+m (y*) estd definido implica

que w1 (z* + y*) = m(z*) + m1(y*). Assim,
o(z+y) = o(m(z" +y) = m(z" +y") = m(z") + m(y") = o(x) +o(y).

A prova de que o(zy) = o(z)o(y) é inteiramente analoga. Escolhendo z = mo(1) € L,
temos que o(z) = o(m(l)) = m (1) = 1. Isso conclui a prova de que 7 é um place.
Agora, como 7 e m sao sobrejetores, temos que ¢ é um place sobrejetor e unicamente
determinado de Ly em LL;. De fato, supondo que m; = 0 o mg e ™ = 0™ o My, temos que
M =0omy =0"om e tomando x € IE,O, sabemos que existe x* € K, tal que WO(I*) = .
Assim, o(x) = o(m(2*)) = o*(mo(2*)) = o*(z). Também supondo y € Ly, existe y* € K,
tal que 71 (y*) = y. Logo, o(mo(y*)) = m(y*) = y, o que implica que o é sobrejetor. Pela

proposicao anterior, A; = Ayor, C Ao. O

Finalmente podemos definir a relacao <, com base na qual definiremos a relacao de

equivaléncia no conjunto dos places sobrejetores.

Definicao 1.3.5 Sejam 7y : K—Lyem:K—1L places sobrejetores. Dizemos que

m < Ty se as condigoes equivalentes da proposicao anterior sao vdlidas, ou seja,
(a) A; C Ag
(b) Existe uma aplicagdo o : Lo — Ly, tal que m = o om.

Note que < nao é uma rela¢ao de ordem (chamaremos quase ordem), pois nao é valida

a propriedade anti-simétrica. De fato, m; < my implica que A; C Ay e my < mp implica que
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Ag € A;. Assim Ay = A;. Mas isso nao implica que my = mq, pois seus contradominios
podem ser diferentes.

No entanto, sao validas a reflexividade e a transitividade. Para provar a reflexividade
basta tomar ¢ como a func¢ao identidade. Para a propriedade transitiva, sejam mg, 7 e
o places sobrejetores de K tal que my < m e m < mo. Assim, Ag C A; C A;. Também

Ty = 01 O € T = 03 O Ty, implica que 7y = (07 0 g3) © 9.

Exemplo 1.15 Seja ix o place trivial determinado pela funcao identidade. Claro que
A;, = K. Para qualquer place sobrejetor m de K, temos que m < ik, pois A, C K.
Também, ix < 7 se, e somente se, K C A,. Assim, A, = K. Portanto, ix < 7 se, e

somente se, 7 for o place trivial.

Definicao 1.3.6 Dois places sobrejetores my e m de K sao chamados de equivalentes se

Ty < M e m < my. Nesse caso, denotaremos my ~ 7.

E facil provar que a relacao ~ ¢ de equivaléncia no conjunto dos places sobrejetores de
K. Vamos representar por [r] a classe dos places sobrejetores equivalentes a 7.

Utilizaremos o proximo lema na demonstracao do Teorema 1.3.1, que estabalece uma
correspondencia biunivoca entre classes de places sobrejetores e anéis de valorizacao de

uIn corpo.

Lema 1.3.3 Sejam 7y : K — Ly e 1 : K — L, places sobrejetores, Ay = 7o H(Lg) e

Ay = m H(ILy) seus respectivos anéis de valorizagao. Sao equivalentes:
(Z) Ay = Ay;
(1) m = o omy, para alguma bije¢io o : Ly — Ly;

(149) m = 0 0w, para algum place trivial o de Lo;

(1v) m € equivalente a .

Demonstracao

(1) = (i) Como A; C Ay, pela Proposigao 1.3.5, existe um place sobrejetor o : Lo — L,
tal que m; = gomy. Sejam z,y € Ly, tais que o(z) = o(y). Consideremos também z*, y* €
K tais que z = mo(z*) e y = mo(y*). Como o (mo(x*)) = o(me(y*)), temos m (z*) = w1 (y*).

De m(z* —y*) = 0, segue que z* —y* € Ker(m). Mas Ker(m) = M4, = My, = Ker(m).
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Assim, mo(2* — y*) = 0 implica que m(z*) = m(y*). Portanto, z = y.

(i4) = (i7) A hipdtese (i) junto com a Proposi¢ao 1.3.4, garante que o é um place
sobrejetor. Entao, nao existe x € Lg tal que o(x) = oo . Logo, 0 '(IL;) = Ly e portanto
o ¢ place trivial.

(17i) = (iv) A hipé6tese implica que A; C Ay, com isso m < my. Agora, o é place trivial,
implica que o é injetora (tem inverso a esquerda), e de m; = ooy segue que o~ 'om; = m.
Assim, Ay C Aq, isto é, my < 7.

(v) = (i) m ~ 7 = m < T e mp < m. Assim, Ay C Ag e Ay C A;. Portanto Ay = A;.

O

Teorema 1.3.1 Seja K um corpo. Existe uma correspondéncia biunivoca entre anéis de
valorizacao de K e classes de places sobrejetores de K.
Demonstracgao

Vamos definir

Y {[r]; classes de places sobrejetores de K} — {A; A anel de valorizacao de K}

1] — A,

Na Proposigao 1.3.4, vimos que ¢ ([7]) pertence ao conjunto {A; A anel de valorizacao de

K}. E facil ver que ¥ estd bem definida e é injetora, pois
U([m]) = d([m]) & Az = Ar, & m ~ M & [m] = [m].

Também 1) é sobrejetora, pois dado A um anel de valorizagao de K, define-se I = e

A
Ma

A A — L

a —— a

Assim, aplicando a Proposicao 1.3.3, existe um place 7 : K — L, tal que A, = A.

Também 7 é sobrejetor, pois A é epimorfismo.

Conforme vimos anteriormente, ao anel de valorizacao Z,) de Q estd associado o place
p-adico m,. Temos que 7, é definido em Q e é um place sobrejetor. Segue imediatamente

do teorema anterior que existe uma correspondéncia biunivoca entre os places p-adicos
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definidos em Q e os anéis de valorizacao p-adicos de Q. Assim, qualquer outro place
sobrejetor nao trivial definido em Q é equivalente & algum place p-adico de Q. Conforme
provamos na Proposi¢ao 1.1.9, os anéis de valorizacao Z,) de Q sao os tnicos anéis de
valorizacao préprios de Q. Portanto, os places sobrejetores nao triviais definidos em Q

sao exatamente os places p-adicos.
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Capitulo 2

Valorizacao em Anéis de Divisao

Neste capitulo vamos estender aos anéis de divisao os principais resultados da Teoria
de Valorizacao em corpos. Também apresentaremos resultados essenciais para o estudo
dos anéis de valorizagao de Dubrovin, a serem vistos no capitulo seguinte.

Abordaremos inicialmente os anéis de valorizacao de um anel de divisao utilizando a
definicao apresentada por Schilling em 1945, que adiciona a invariancia a defini¢ao vista
anteriormente.

Veremos que é possivel preservar em anéis de divisao muitas propriedades dos anéis de
valorizagao que sao validas em corpos, por exemplo, a ordenacao total no conjunto dos
ideais. Outro exemplo a ser destacado é o Teorema da Correspondéncia, que agora esta-
belece uma correspondéncia biunivoca, que reverte a inclusao, entre ideais completamente
primos e sobreanéis do anel de valorizagao.

Na seqiiéncia, demonstraremos propriedades do Radical de Jacobson de um anel nao
necessariamente comutativo e apresentaremos resultados béasicos envolvendo anel quoci-
ente classico. Estes dois tépicos serao usados na generalizagao para anéis de divisao de
outras propriedades dos anéis de valorizacao validas para corpos.

Na segunda secao deste capitulo veremos um exemplo de anel de valorizacao total e
invariante em um anel de divisao que nao é corpo.

Na Secao 3 apresentaremos um procedimento para obtencao de anéis de valorizagao
totais e invariantes através do anel de divisao das séries formais de Laurent. Num caso
particular, obteremos exemplos de anéis de valorizacao totais e nao invariantes, que é o

objetivo principal da referida secao.
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As funcoes valorizacao também serao destacadas e veremos que existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre classes de valorizagoes e anéis de valorizacao totais e invariantes
de um anel de divisao. Isso sera feito na quinta segao.

A tarefa de estender todos os resultados do capitulo anterior para anéis de divisao
é impossivel de ser completada. O fato que ratifica essa afirmagao é a inexisténcia de
uma versao, em anéis de divisao, do Teorema da Extensao visto em corpos. A construgao

completa de um contra-exemplo sera feita na quarta secao.

2.1 Anéis de Valorizacao Totais e Invariantes

Nesta segao daremos énfase ao estudo das propriedades dos anéis de valorizacao em
anéis de divisao.

Conforme mencionamos anteriormente, vamos utilizar propriedades especificas do Ra-
dical de Jacobson e resultados envolvendo anel quociente classico.

A definicao abaixo, apresentada por Schilling em 1945, estende aos anéis de divisao o

conceito de anel de valorizagao.

Definigao 2.1.1 Seja B um subanel do anel de divisao D. Dizemos que B é um anel de

valorizagao total e invariante de D quando:
(a) Para cadad € D*, d € B oud™ € B;

(b) Para cada d € D*, dBd™' = B.

Observacao 2.1 Os itens (a) e (b) s@o chamados, respectivamente, de totalidade e in-

variancia.

Observacao 2.2 Se é vélido apenas o primeiro item da defini¢ao, dizemos que B é um

anel de valorizacao total do anel de divisao D.

Observagao 2.3 O adjetivo invariante da definigao se justifica pelo fato da condigao (b)

garantir que B ¢ invariante por automorfismos internos do anel de divisao D.

Observacgao 2.4 A segunda condicao da definicao assegura que todo ideal de B é bilate-

ral. De fato, considere I um ideal a direita de B e sejam x € [ e b € B. Se x = 0, entao
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br =0 € I. Caso z # 0, temos zbz~! € B. Observe que também temos que x~*bx € B.
Logo, ™ 'bx = b € B implica em bz = zb’, comz € I e b € B. Como I é ideal & direita
de B, temos que bxr € I. Assim, I também é ideal a esquerda de B e portanto é um ideal

bilateral de B.

Observacao 2.5 Vamos considerar B um anel de valorizacao total do anel de divisao
D e vamos supor que dBd~! C B, para todo d € D*. Dado b € B, podemos escrever
b =d ' (dbd)d. Como dbd™' € B, temos que b € d~'Bd. Como isso vale para todo
d € D*, temos que b € dBd~!. Assim B C dBd~!, para todo d € D*. Portanto, para que

um anel de valorizacao total seja invariante, basta que dBd~! C B.

Observacao 2.6 E claro que somente a invariancia de um subanel de um anel de divisao
nao implica na totalidade do subanel. Por exemplo, é facil ver que o subanel Q de R é

invariante mas nao é total em R.

Num corpo um automorfismo interno é a aplicacao identidade. Assim, todo anel de
valorizagao de um corpo ¢é total e invariante. Portanto, todos os exemplos de anéis de
valorizacao de um corpo servem para exemplificar anéis de valorizacao totais e invariantes
num anel de divisao.

Conforme mencionamos anteriormente, nas Se¢oes 2 e 3 trataremos, respectivamente,
de exemplo de anel de valorizagao total e invariante em anel de divisao que nao é corpo e
exemplo de anel de valorizacao total mas nao invariante num anel de divisao.

Veremos agora propriedades dos anéis de valorizagao totais e invariantes em anéis de
divisao que se assemelham as vistas para corpos.

Notamos que as demonstracoes das Proposicoes 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3 sao andlogas, res-
pectivamente, as demonstracoes das Proposigoes 1.1.2, 1.1.4 e 1.1.6.

O primeiro resultado afirma que é valida a ordenacao total no conjunto dos ideais
de um anel de valorizagao total de um anel de divisao. Como nao dispomos mais da
comutatividade, veremos que esta ordenacao vale para o conjunto dos ideais a direita, dos

ideais a esquerda e para o conjunto dos ideais bilaterais.

Proposigao 2.1.1 Seja B um anel de valorizacao total do anel de divisao D. Os ideais

a direita (a esquerda, bilaterais) de B estdo totalmente ordenados por inclusao.
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Demonstracao

Sejam [ e J ideais a direita de D. Provaremos que I C J ou J C [I. Vamos supor
que J ¢ I. Assim, existe b € J\I eb # 0. Sejaa € I. Se a =0, entao a € J. Se
a # 0, temos b~'a € D*. Como B ¢ anel de valorizacio total de D, segue que b~'a € B
ou (b*a)"" = a~'b € B. No primeiro caso, b € J e b~'a € B implicam em a € J.
No segundo caso, a € I e a~'b € B implicam em b € I, contradizendo nossa hipétese.
Portanto, I C J ou J C I. Analogamente, prova-se que os ideais a esquerda estao
totalmente ordenados por inclusao. Conseqiientemente, os ideais bilaterais de B também

estao totalmente ordenados por inclusao. O

Proposicao 2.1.2 Seja B um anel de valorizacdo total do anel de divisdo D. Todo ideal
a direita (a esquerda ou bilateral), finitamente gerado de B, € principal.

Demonstracao

Seja [ = x1B+x9B+- - -+x,B um ideal a direita finitamente gerado de B. Pela Proposicao
2.1.1, os ideais a direita 1B, x9B, - - -, x, B estao ordenados por inclusao. Entao, existe
ke {1,2,---,n} tal que ;B C x4B, para todo i € {1,2,---,n}. Logo, I = x;B.
Analogamente, prova-se esta proposicao para ideais a esquerda de B e como conseqiiéncia,

ela vale também para ideais bilaterais de B. [l

Proposicao 2.1.3 Seja B um anel de valorizagao total do anel de divisao D. FEntao
B ={be D; b € inteiro sobre B}.

Demonstragao

Seja B = {b € D; b inteiro sobre B}. Desde que b € B é raiz de X — b € B[X], temos
que B C B. Seja b € B. Podemos supor b # 0 e b~' € B. Assim, b € D e p(b) = 0, para

algum p(X) monico em B[X]. Entao,
p(b) ="+ ap_1b" '+ -+ arb+ag =0, com a; € B.

Multiplicando a igualdade " = —(a,_1b"' + -+ + a1b + ag) por b~ = (b~1)""! € B,

temos

b= —(an1+ p_ob™ L 4o agh ™ 4 a b2 aob_”“).
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Como cada parcela estd em B, concluimos que b € B. Portanto, B = B. O

Estudaremos agora resultados sobre o Radical de Jacobson de anéis nao necessaria-
mente comutativos. Utilizaremos este radical para estudar a estrutura dos ideais de um
anel de valorizacao total de um anel de divisao. No proximo capitulo usaremos o Radical

de Jacobson para tratar de anéis de valorizacao de Dubrovin.

Definigao 2.1.2 Seja B um anel com unidade. O Radical de Jacobson J(B) € a in-

tersecao dos ideais a esquerda maximais de B.

A definicao do Radical de Jacobson poderia ser a intersecao dos ideais a direita maxi-
mais, pois veremos em seguida que a interse¢ao dos ideais a esquerda maximais coincide
com a intersecao dos ideais a direita maximais. Portanto, nao é necessario destacar isso

na definicao, chamando, por exemplo, este radical de Radical de Jacobson a esquerda.

Proposicao 2.1.4 Seja B um anel com unidade. O Radical de Jacobson J(B) é um ideal

bilateral de B e as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) e J(B);
(17) O elemento r pertence a intersecdo de todos os ideais a direita mazximais de B;

(7i1) @(r) =0, para todo B-homomorfismo ¢ de B em um B-mddulo a esquerda simples

M.

(iv) ¢(r) =0, para todo B-homomorfismo ¢ de B em um B-mddulo a direita simples M.
(v) rM =0 para todo B-mddulo a esquerda simples M.

(vi) Nr =0 para todo B-médulo a direita simples N.

(vii) O elemento 1 — xr € inversivel, para todo x € B,

(viii) O elemento 1 — rx € inversivel, para todo v € B;

Demonstracao

Inicialmente demonstraremos (i) < (ii7) < (v). Com isso, mostraremos que J(B) é um
ideal bilateral de B. A seguir, provaremos (i) < (vii) < (viii) < (i) < (iv) < (vi).

(1) = (i7i) Consideremos ¢ um B—homomorfismo de B num B—mdédulo & esquerda
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simples M. Podemos supor que ¢ nao é o B—homomorfismo nulo. Como ¢(B) é um
submédulo de M e M é simples, temos que ¢(B) = M ou p(B) = {0}. Como excluimos o

caso ¢(B) = {0}, temos que p(B) = M. Assim, —2— ~ M implica que ¢ simples.
®)

_B
’ Ker( Ker(p)

Pelo Segundo Teorema dos Homomorfismos, Ker(y) é um ideal a esquerda maximal de
B. Por hipétese, r € J(B) C Ker(yp), isto é, o(r) = 0.

(17i) = (i) Temos que r € B e r satisfaz a hipdtese (iii). Seja L um ideal a esquerda
maximal de B. Basta provar que » € L. Inicialmente afirmamos que o B—mddulo a
esquerda % é simples. Para provar isso, consideremos N um submédulo de %. Pelo
Segundo Teorema dos Homomorfismos, é garantida a existéncia de tnico B" submédulo
de B, tal que L é um submédulo de B e BT/ = N. Mas L é um ideal a esquerda maximal
de B e portanto, B = L ou B' = B. Se B' = L, temos que N = {0}. Caso B' = B, segue
que N = %. Portanto, % é simples. Logo, a aplicacao canonica 7 : B — %, a+— a, é
um B-homomorfismo de B sobre o B-mddulo a esquerda simples % Aplicando a hipotese
(2ii), m(r) = 0. Assim, r € Ker(m) = L e portanto, r € J(B).

(i7i) = (v) Novamente temos r € B e r satifaz (i7i). Seja M um B-mdédulo a esquerda
simples e m € M. E facil ver que a aplicagdo ¢, : B — M, dada por ¢,,(x) = zm,
¢ um B-homomorfismo. Ent@o ¢,,(r) = rm = 0. Assim, para cada m € M temos um
B-homomorfismo ¢,, tal que ¢,,(r) = 0, isto é, para cada m € M, rm = 0. Portanto,
rM = 0.

(v) = (ii7) Seja p um B—homomorfismo de B no B-mddulo a esquerda simples M. Segue
que o(r) =rp(l) =0 € rM = 0. Logo, ¢(r) = 0.

Decorre da definigao e das equivaléncias que provamos acima que J(B) é um ideal bilateral
de B. De fato, por defini¢ao J(B) é ideal a esquerda de B. Resta provar que J(B) também
¢ ideal a direita. Para isso, consideremos u € B, v € J(B) e M um B—mddulo a esquerda
simples. Tal M sempre existe, como pode ser visto em ([Gol, p. 4). Como (i) implica em
(v), temos vM = 0. Mas uM C M, logo vulM C vM = 0. Agora, como (v) implica em
(i), temos que vu € J(B).

(i) = (vii) Por hipdtese, r € J(B). Vamos supor que exista € B tal que 1 — zr nao seja
inversivel a esquerda. Entao B(1 — zr) é um ideal & esquerda préprio de B. Logo, existe

um ideal a esquerda maximal N de B tal que B(1 — zr) C N. Segue que 1 — ar € N.

Por outro lado, r € J(B) implica em r € N e por conseguinte xr € N, j4 que N é
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ideal a esquerda de B. Desta forma, como 1 —xr € N e xr € N, temos que 1 € N,
contradizendo a maximalidade de N. Portanto, 1 — zr é inversivel a esquerda, para todo
x € B. Seja s € B tal que s(1 —ar) = 1. Entao 1 — s = —sar € J(B), ja que J(B) é
ideal & esquerda de B. Assim s = 1 — (1 — s) é inversivel a esquerda, digamos ts = 1.
Entaot =tl =ts(1—ar)=1—ares(l—ar)=1=ts= (1 —xr)s. Segue que 1 — zr é
inversivel, para todo x € B.

(vii) = (i) Seja L um ideal & esquerda maximal de B e seja r € B tal que 1 — zr é
inversivel, para todo z € B. Assim 1 — zr ¢ L implica que 1 ¢ Br + L. Decorre que
LC Br+L ;Cé B. Como L é um ideal a esquerda maximal de B, temos que L = Br + L
e portanto r € L.

(vii) = (viii) Seja r € B tal que 1 — zr é inversivel para todo x € B. Como (vii) é
equivalente a (7), temos que r € J(B). Segue que rx € J(B), para todo « € B, pois J(B)
é ideal a direita de B. Assim, para todo z € B, rx também satisfaz (vii), isto é, 1 —y(rx)
¢ inversivel, para todo y € B. Decorre que 1 — rx é inversivel, para todo x € B.

(i1) < () < (vi) Andlogo a (i) < (iii) < (v).

(viit) = (vit) Andlogo a (vii) = (viii).

(viit) < (ii) Andlogo a (vii) < (7). O

Lema 2.1.1 Se B € um anel com unidade e M é um ideal bilateral maximal de B, entao
J(B) C M.

Demonstracgao

Supondo que exista x € J(B) \ M, temos que M & BxB + M C B, o que implica em
B = BxB + M. Logo, existem a,b € B e m € M tais que 1 = axb + m. Como J(B)
é ideal bilateral de B, temos 1 —m = azb € J(B). Do item (viii) da Proposi¢ao 2.1.4,
temos que 1 — (1 — m)y é inversivel em B, para todo y € B. Fazendo y = 1, concluimos

que m é inversivel em B. Segue que 1 € M B C M, o que é uma contradicao. U

Lema 2.1.2 Se B ¢ um anel com unidade e M ¢é um ideal bilateral mazximal de B, entao

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) 1+ M CU(B)
(i) M = J(B).
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Demonstracao

(i) = (i7) Pelo lema anterior, J(B) C M. Seja m € M. Para cada z € B, temos que
—mx € M e pela hipétese (i), vem que 1 — mx € U(B), para todo x € B. Portanto,
m € J(B).

(i1) = (i) Sejam € M. Por hipétese, m € J(B) e dal —m € J(B). Segue que 1 —(—m)1 =
1+m e U(B). O

Vejamos agora como o Radical de Jacobson se relaciona com os anéis de valorizagao

totais de um anel de divisao.

Proposicao 2.1.5 Se B € um anel de valorizagdo total do anel de divisao D, entdo J(B)
€ o unico ideal a esquerda (a direita) mazimal de B e J(B) = B\U(B).

Demonstragao

Pela Proposicao 2.1.1, todos os ideais a esquerda (a direita) maximais de B estao to-
talmente ordenados por inclusao. Assim, é facil ver que existe tnico ideal I a esquerda
maximal de B e tnico ideal J a direita maximal de B. Por definigao, sabemos que J(B) é
a intersegao dos ideais a esquerda maximais de B, isto é, J(B) = I. Conforme provamos
na proposicao anterior, a interse¢ao dos ideais a esquerda maximais de B coincide com a
intersecao dos ideais a direita maximais de B. Logo, J(B) = J e assim, J(B) é o unico
ideal & esquerda (a direita) maximal de B. Claro que J(B) C B\U(B), pois se existisse
um inversivel em J(B) ele nao seria maximal. Consideremos € B\U(B). Decorre que
r~! ¢ B. Assim, x nao tem inverso a esquerda em B. Segue que Br ¢ um ideal & es-
querda préprio de B e assim Bx deve estar contido num ideal a esquerda maximal de B.
Como J(B) é o tnico ideal a esquerda maximal de B, temos que Bx C J(B). Portanto,

x € J(B). O

Corolario 2.1.1 Se B € um anel de valorizagao total do anel de divisao D, entao J(B)
é o unico ideal bilateral mazximal de B.

Demonstracao

Conforme provamos na Proposigao 2.1.4, J(B) é um ideal bilateral de B. Sabemos que os
ideais bilaterais de B estao totalmente ordenados por inclusdo. Assim, B tem tunico ideal

bilateral maximal 9tz. Em particular, MMz ¢é ideal a esquerda de B. Logo, pela proposi¢ao
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anterior, Mp C J(B). Como J(B) & B e Mp ¢ ideal maximal, temos que Mp = J(B).
0J

Obteremos agora um analogo, para anéis de divisao, do Teorema da Correspondéncia

estudado em corpos.

Definicao 2.1.3 Seja B um anel com unidade e P C B. Dizemos que P ¢é um ideal

completamente primo de B, se P € um ideal bilateral proprio de B e satisfaz a condi¢ao:

(1) Para todos a,b € B, tais que ab € P, temosa € P oub € P.

Em particular, quando B for um anel de valorizagao total do anel de divisao D e P for
um ideal completamente primo de B, podemos estender a condi¢ao (1) para todo o anel

de divisao, isto é,
(1%) Para todos a,b € D, tais que ab € P, temos a € P ou b € P.

De fato, sejam a,b € D*. Se a,b € B, nada temos a fazer. Se a ¢ B ou b ¢ B, entao
a™' € Boub™ € B. Como P é um ideal bilateral de B, temos b = a~*(ab) € P ou
a=(ab)b~! € P.

Seja B um anel de valorizagao total do anel de divisao D. Consideremos os conjuntos

B={ACD; Aésubanelde D e B C A},
P ={P C B; P éideal completamente primo de B}.
Observe que se A € B, entao A é um anel de valorizacao total de D contendo B.

Proposigao 2.1.6 Se P € P, entio Ap:={de D: d=0oud' ¢ P} eB.
Demonstragao

Primeiramente provemos que B C Ap. Podemos supor a € B*. Segue que a~! ¢ P,
pois caso contrdrio, 1 = aa~! € P. Veremos agora que Ap é um subanel de D. Sejam
z,y € Ap. Sex =0ouy =0, temos que zy € Ap. Sex,y € D*, entaox ' ¢ Pey ! ¢ P.
Como P é um ideal completamente primo de B, temos que y~'z~! = (az:y)f1 ¢ P. Decorre
que zy € Ap. Resta provar que x — y € Ap. Podemos admitir z,y,x —y € D*. Vamos
supor por absurdo que (x—y)~! € P. Entao existe w € P tal que (z—y)w = w(zx—y) = 1.

Segue que w = (1 +yw). Decorre de (1*) e do fato que ! ¢ P, que 1+yw = zw € P.

5



Também w = y~!(xw — 1) implica em 1 — zw € P. Decorre que 1 € P, contradizendo o

fato de P ser ideal préprio de B. Portanto, z —y € Ap. O

Vamos considerar P, C P, onde P, P, € P. Seja x € Ap,. Temos que z = 0 ou
7t ¢ P Segue que x = 0 ou x~ ! ¢ Py, isto é, v € Ap,. Assim, Ap, C Ap,. Dessa

afirmagao e da proposicao anterior, segue que a aplicagao

c:P — B
P —— Ap

estd bem definida e reverte a inclusao.

Seja A € B. Afirmamos que J(A) é ideal completamente primo de A. De fato, ja
vimos que J(A) ¢ ideal bilateral e proprio de A. Resta provar a condicao (1) para J(A).
Sejam x,y € A tais que zy € J(A). Vamos supor que =z ¢ J(A) e considerar o ideal
a esquerda J(A) + Az do anel A. Desde que J(A) é ideal a esquerda maximal de A e
J(A) G J(A) + Az C A, devemos ter A = J(A) + Az. Assim, existem a € J(A) ea € A
tais que 1 = a + ax. Segue que y = ay + axy € J(A), pois zy,a € J(A). Concluimos
assim a prova de que J(A) é ideal completamente primo de A.

Tomemos agora A;, Ay € B tais que A; C Ay. De maneira andloga a que fizemos para
corpos, concluimos que J(Ay) C J(A;). Em particular, dado A € B, temos que B C A e
entao J(A) C J(B) € B C A. Portanto, J(A) ¢ ideal completamente primo de B. Isso

garante que a aplicacao

T:B — P
A — J(A)
estd bem definida e reverte a inclusao.
Utilizando as aplicacoes 7 e o definidas acima, vamos demonstrar o Teorema da Cor-

respondéncia para anéis de divisao.

Teorema 2.1.1 (Teorema da Correspondéncia) Seja B anel de valorizacao total do
anel de divisao D. Existe uma correspondéncia biunivoca, que reverte a inclusao, entre
tdeais completamente primos de B e sobreanéis de B em D.

Demonstragao

Considerando as aplicagoes o : P — B e 7 : B — P definidas anteriormente, vamos
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1

mostrar que 77 = 0. Provaremos dois itens:

(1) 7(c(P)) =P,V PeP;
(2) o(1(A)) =A, YV AeB.

(1) 7(c(P)) = 7(Ap) = J(Ap) = Ap\U(Ap). Lembrando que Ap = {d € D : d =
Ooud™! ¢ P}, é facil ver que U(Ap) = {d € D : d ¢ Ped' ¢ P}. Segue que
Ap\U(Ap) C P e é claro que P C Ap\U(Ap). Logo, Ap\U(Ap) = P.

(2) o(1(A)) =0(J(A) = Ayay={deD: d=0oud ' ¢ J(A)}. Sejax e Ay \{0}.
Temos que © € D e z7' ¢ A\U(A) = J(A). Logo, x=! € D\A ou 2! € U(A). No
segundo caso, é claro que € A. No primeiro caso também temos x € A, pois A é
um anel de valorizacao total de D. Logo, Aja) € A. Por outro lado, seja z € A*.
Pode ocorrer z7! € U(A) ou ! ¢ U(A). No primeiro caso, segue imediatamente que
7t ¢ A\U(A) = J(A) e assim © € Ay4). No segundo caso, 2~ ¢ U(A) implica
que 7' ¢ Aou (z71)' =z ¢ A Desde que z € A, s6 resta z71 ¢ A. Decorre que
x7 ¢ A\ U(A) = J(A) e portanto = € Ajcay. Logo, A = A. O

Quando estudamos anéis de valorizagao em corpos, provamos na Observacao 1.4 que se
V' é um anel de valorizacao do corpo K, entao K é o corpo de fragoes de V. Na Proposicao
1.1.3 provamos que se o subanel V de K é um dominio e seus ideais estao totalmente
ordenados por inclusao, entao V' é um anel de valorizacao de K. Para obter um anélogo
em anéis de divisao para esses fatos, precisamos estender a nogao de corpo de fragoes para
dominios nao necessariamente comutativos. Isso nos leva ao conceito de anel quociente
classico, que também utilizaremos para estudar os anéis de valorizacao de Dubrovin.

Para introduzir a definicao de anel quociente cldssico recordamos o procedimento usual
para obter o corpo de fracoes de um dominio comutativo.

Seja D um dominio comutativo. Em D x D* temos a relacao de equivaléncia
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.

Lembramos que a comutividade é indispensavel para provar que ~ é de fato uma

relagao de equivaléncia.
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Denotando a classe (a, b) por ¢, escrevemos o conjunto quociente
) b

D x D* a
K:—:{E; acD, beD*}.
O conjunto K com as operagoes usuais é um corpo. Além disso, D = S a€ D} é

um subdominio de K isomorfo a D através da aplicacao ¢ : D — D, dada por ¢(a) = {.

Identificando D com D temos:
(a) D é subanel de K;
(b) Todo elemento nao nulo de D tem inverso em K;
(¢) K={ab™'; a € D, b € D*}.

Dizemos entao que K é o corpo de fracoes de D.

Usaremos as condigoes (a), (b) e (¢) acima para motivar a definicdo de anel quociente
classico.

Antes, recordamos que se R é um anel com unidade e x € R, entao = é reqular a
direita quando r € R e rr = 0 implicam em r = 0. Analogamente, define-se elemento
reqular a esquerda. Dizemos que x € R é regular quando for regular a direita e a esquerda.
Conforme mencionamos na introducdo deste trabalho, vamos denotar R* = {z € R; x é

regular}.

Observacao 2.7 Se R é um dominio, comutativo ou nao, entao todo elemento nao nulo

é regular, isto é, R* = R\{0}.

Observacao 2.8 A regularidade é condicao necessaria para um elemento do anel R ser
inversivel. De fato, consideremos z € R com inverso a direita y € R. Supomos também
rr =0, com r € R. Entao rzy = 0. Mas rzy = rl = r. Logo r = 0, isto é, x é regular
a direita. Analogamente, se x € R é inversivel a esquerda, prova-se que x é regular a

esquerda. Portanto, se € R é inversivel, temos que x é regular.

Observagao 2.9 A regularidade nao é suficiente para um elemento do anel R ser in-

versivel, como pode ser visto no anel dos inteiros Z.

Definicao 2.1.4 Seja R um anel com unidade. Um anel QQ € um anel quociente cldssico

a direita para R quando:
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(a) R € subanel de Q;
(b) Todo elemento regular de R tem inverso em @Q;
(¢) @={ab™'; a € R, be R*}.

Um anel quociente classico a esquerda para R é definido analogamente, substituindo a
condi¢ao (c¢) por Q@ = {a"'b; b€ R, a € R*}.

Se () é anel quociente cldssico a direita e a esquerda para R, dizemos que () é anel
quociente cldssico para R.

Nao é verdade, em geral, que um anel com unidade possui anel quociente classico a
direita ou a esquerda, conforme ([Go], p. 96).

As Proposigoes 2.1.7 e 2.1.8 abaixo serao tuteis no restante desta se¢ao. Estes resul-
tados estdo enunciados como exercicio em ([Go|, p. 101,102) e demonstrados em ([B], p.
4,5,6). Demonstraremos a Proposi¢ao 2.1.9 no estudo dos anéis artinianos que sera feito
no Capitulo 3.

Vamos considerar R um anel com unidade.

Proposicao 2.1.7 Se Q1 e Q2 sao anéis quocientes cldssicos a direita (a esquerda) para

R, entao Q1 € isomorfo a Q5.

Proposicao 2.1.8 Se R tem anel quociente cldssico a direita e anel quociente cldssico a

esquerda, entao eles sao isomorfos.

Proposicao 2.1.9 Se R ¢ anel artiniano a direita (a esquerda), entdo R é seu proprio

anel quociente cldssico a direita e a esquerda.

Segue da Proposicao 2.1.7 que podemos falar apenas o anel quociente classico a direita

(a esquerda) para R, pois quando existir, serd unico a menos de isomorfismo.

Exemplo 2.1 O corpo de fragoes de um dominio comutativo D é o anel quociente classico

para D. Lembre que neste caso D* = D\{0}.

Exemplo 2.2 Seja R um anel que tem apenas uma quantidade finita de ideais a direita
(a esquerda). Entao R é seu préprio anel quociente cldssico a direita e a esquerda. De
fato, neste caso R é artiniano a direita (& esquerda) e o resultado segue da Proposigao

2.1.9.
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Exemplo 2.3 Como caso particular do exemplo anterior temos que todo anel de divisao
(corpo, inclusive) é seu préprio anel quociente cldssico. Também para 1 < n € N, temos
que Z, € seu proprio anel quociente classico. Isso decorre do fato de todo anel finito ter

numero finito de ideais.

Naturalmente surge a questao de saber quando um anel com unidade possui um anel
quociente cldssico a direita (& esquerda) e se possuir, como obté-lo.

Inicialmente observamos que a construcao usada para obter o corpo de fragoes de um
dominio comutativo nao pode ser usada como modelo para obter o anel quociente classico
(caso exista) para um anel com unidade. De fato, os exemplos seguintes mostram que a
relagao usada em D x D*, para D um dominio comutativo, depende essencialmente de

cada uma das hipdteses: dominio e comutativo.

Exemplo 2.4 Para o dominio ndo comutativo D = Quat(R), a relagdo em D x D* dada
por

(a,b) ~ (¢,d) < ad = be

nao ¢é transitiva. Basta notar que (i, —j) ~ (i,7) e (i,7) ~ (k, 1), porém, (i, —7) ndo esta

relacionado com (k, 1).

Exemplo 2.5 No anel comutativo D = Zg, a relacao em D x D* dada por

(a,b) ~ (¢,d) < ad = be

), porém, (1,2) ndo estd

relacionado com (3,2).

Em 1931, O. Ore apresentou uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia de

um anel quociente classico a direita (a esquerda) para um anel R com unidade.

Condigao de Ore a Direita “Um anel com unidade R satisfaz a condi¢ao de Ore a

direita se dados a € R ex € R*, existem b € R ey € R*, tais que ay = x0.”

O teorema abaixo estd enunciado como exercicio em ([Go], Exercise 3.D.8, p. 101) e

provado em ([B], Proposi¢ao 1.1.2, p. 6).
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Teorema 2.1.2 Seja R um anel com unidade. Entao R possui anel quociente cldssico a

direita se, e somente se, R satisfaz a condi¢ao de Ore a direita.

Analogamente temos a condi¢ao de Ore a esquerda:

Condicao de Ore a Esquerda “Um anel com unidade R satisfaz a condi¢ao de Ore a

esquerda se dados a € R e x € R*, existem b€ R ey € R*, tais que ya = bx.”

E vélido também um teorema analogo ao anterior, isto é, um anel com unidade R
possui anel quociente classico a esquerda se, e somente se, R satisfaz a condicao de Ore a
esquerda.

Como exemplo, sabemos que os dominios comutativos possuem anel quociente cléssico
a direita e a esquerda, que é seu corpo de fragoes. Assim, um dominio comutativo D deve
satisfazer ambas as condicoes de Ore. E isso é imediato, pois dados a € D e x € D*,
escolhe-se b =a € D e y = x € D*. Entao ay = ar = za = xb implica que D satisfaz a
condicao de Ore a direita. Analogamente, mostra-se que D satisfaz a condi¢ao de Ore a
esquerda.

Existe exemplo de dominio que nao possui anel quociente classico a direita e nem a
esquerda, conforme pode ser visto em ([Go], Exercise 3.D.5, p. 101). Assim, tal dominio

nao satisfaz nenhuma das condigoes de Ore.

Proposicao 2.1.10 Seja R um dominio tal que aRNbR # 0 (RaNRb # 0), para quaisquer
a,b € R*. Entao R satisfaz a condi¢ao de Ore a direita (a esquerda).

Demonstracao

Sejam a € Rex € R*. Se a =0, podemos escolher b =0 e y = 1, e assim, 0 = ay = zb,
comy € R*. Se a # 0, entao a,x € R* e por hipétese aR N xR # 0. Assim, existem
y,b € R tais que ay = xb # 0. Claro que y € R*, pois ay # 0. Portanto, R satisfaz a
condicao de Ore a direita. Analogamente, demonstra-se que R satisfaz a condigao de Ore

a esquerda. n

Defini¢ao 2.1.5 Um dominio de Ore a direita (a esquerda) é um dominio R tal que

aRNbR # 0, (RaN Rb #0), para quaisquer a,b € R*.

Segue da proposi¢ao anterior que todo dominio de Ore a direita (a esquerda) possui

anel quociente classico a direita (& esquerda). Também vale a reciproca.
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Teorema 2.1.3 Seja R um dominio. Sao equivalentes:
(1) R € dominio de Ore a direita (a esquerda);

(i) R tem anel quociente cldssico a direita (a esquerda).
Demonstracao
(i) = (it) Segue da Proposic¢ao 2.1.10 e do Teorema 2.1.2.
(ii) = (i) Sejam u,v € R* e D = {ab™'; a € R, b € R*} o anel quociente cldssico a
direita de R. Desde que v~ 'v € D, existem a,b € R, b # 0, tais que u v = ab~!. Com

isso, 0 # vb = ua € uRNvR. O

Observacao 2.10 Note que o anel quociente classico de um dominio de Ore é um anel

de divisao.

Observacao 2.11 Se D é um dominio comutativo, entao D é um dominio de Ore a direita

e a esquerda. De fato, dados a,b € D*, note que 0 # ab € aD e 0 # ba € bD.

Observacao 2.12 No caso de D ser um anel de divisao, D também é um dominio de Ore
a direita e a esquerda, pois todo ideal nao nulo (a direita, a esquerda ou bilateral) coincide

com D.
O lema seguinte é util para provar as préximas proposicoes.

Lema 2.1.3 Se B € um anel de valorizacdo total do anel de divisao D, entao B ¢ um
dominio de Ore a direita e a esquerda.
Demonstracgao
Note que B C D e D é dominio implica imediatamente que B é dominio. Sejam a,b € B*.
Temos que aB C bB # 0 ou bB C aB # 0. Logo aB N bR # 0. Portanto, B é um
dominio de Ore a direita. Analogamente, prova-se que B é um dominio de Ore a esquerda.
O

Dessa forma, todo anel de valorizacao total de um anel de divisao possui anel quociente
classico a direita e a esquerda, que devem coincidir, pela Proposicao 2.1.8.

Conforme citamos anteriormente, obteremos agora um anélogo, em anéis de divisao, a

Proposicao 1.1.3 e ao fato de um corpo K ser o corpo de fracoes de um anel de valorizacao

V de K.

58



Proposicao 2.1.11 Se B € um anel de valorizacao total do anel de divisao D, entdo D
¢ o anel quociente cldssico para B.

Demonstracao

Claro que B é subanel de D e que todo elemento regular de B tem inverso em D. Também
é facil ver que {ab™'; a € B, be B*} C D e {a"'b; a € B*, b € B} C D. Consideremos
x€D. Sex =0, temos que z = 0.171, com 0 € Bel € B*. Paraz # 0 e x € B, temos
r=xz1"1comreBele B Parar#0ex '€ B, temos x =1.(z71)7! com 1 € B
ex ' € B*. Logo D C {ab™'; a € B, b € B*} eassim D = {ab”'; a € B, b € B*}.
Analogamente, mostra-se que D C {a'b; a € B*, b € B} e assim {a™'b; a € B*, b €

B} = D. Portanto, D é o anel quociente cldssico para B. Il

Proposicao 2.1.12 Seja D anel de divisao e anel quociente cldssico a direita para B.

Sao equivalentes:
(1) Os ideais a esquerda de B estao totalmente ordenados por inclusao,

(11) B € anel de valorizagao total de D.

Demonstracgao

(77) = (i) Esta implicagao é parte da Proposicao 2.1.1 e nem ¢ necessaria a hipétese de D
ser o anel quociente classico a direita para B.

(1) = (it) Seja x € D*. Como D é o anel quociente cldssico a direita para B, podemos
escrever ¥ = ab~! com a € B e b € B*. Por hipétese, Ba C Bb ou Bb C Ba. No primeiro
caso, a = vb, para algum v € B. Assim, x = ab~! = v € B. No segundo caso, b = ua,
para algum u € B. Assim, z = a(ua)”" = u~'. Logo, ™' = u € B. Portanto, B é um

OJ
anel de valorizagao total de D.

Note que trocando direita por esquerda e esquerda por direita no enunciado da Pro-
prosicao 2.1.12 ela continuara sendo valida e a demonstracao é analoga. Também ¢é valido

o corolario seguinte.

Corolario 2.1.2 Seja D anel de divisao e anel quociente cldssico para B. Sao equivalen-

tes:

(1) Os ideais a direita ou os ideais a esquerda de B estdo totalmente ordenados por

mclusao;
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(1) B € anel de valorizagao total de D.

Demonstracao

(i1) = (1) Segue da Proposicao 2.1.1.

(1) = (4i) Se os ideais a esquerda estao totalmente ordenados por inclusao, basta aplicar a
Proposicao 2.1.12. Por outro lado, se os ideais a direita é que estao totalmente ordenados
por inclusao, basta usar um analogo da Proposi¢ao 2.1.12 que se obtem trocando direita

por esquerda e esquerda por direita no seu enunciado. Il

2.2 Exemplo de Anel de Valorizacao Total e Invari-
ante

Conforme citamos na se¢ao anterior, vamos apresentar um exemplo de um anel de
valorizagao total e invariante em um anel de divisao que nao é corpo, a saber, a algebra de
divisao dos quatérnios racionais H = Q+ Qi+ Q7+ QFk. No final desta secao, utilizaremos
este exemplo para algumas discussoes a respeito de extensoes de anéis de valorizacao em
anéis de divisao.

Nosso exemplo é o conjunto ‘7(2) = Ly + Loyt + L2y] + Loyk, o = %(1 +i+j+k),

onde Z) ¢ a localizagao segundo o sistema multiplicativo S = Z\2Z. Temos que
Z(g) = {ab‘l; a,be, 2*’[)}

Na Secao 4 vamos mostrar que o anel V(o) = Z) + Z2yi + Z2)j + Z2)k nao é total
em H (isto é, existe x € H*, tal que xz, 27! ¢ V|g)). Veremos a seguir que 17(2) contém
V(2) propriamente. O conjunto ‘7(2) ¢ o anel Vjy) adicionado de elementos suficientes para
torna-lo total e invariante em H.

Se em f/(z) substituirmos Z) por Q, teremos o anel integral dos quatérnios ou Anel de
Hurwitz, que é utilizado por alguns autores (por exemplo [Ha] e [Sa]) na demonstragao do
conhecido Teorema de Lagrange sobre a representacao de um inteiro nao negativo como
soma de quatro quadrados de ntimeros inteiros, que utilizaremos na préoxima se¢ao.

A préxima proposigao caracteriza mais especificamente os elementos de V.

Proposigao 2.2.1 O conjunto ‘7(2) = Ly + Loyt + Lyj + L)k, o = %(1 +i+j+k), é

composto dos elementos a+bi+cj+dk € H, tais que a,b,c,d € Zpy oua,b,c,d € %+Z(2).
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Demonstracao
Seja B = {a + bi + c¢j +dk € H; a,b,c,d € Z oua,b,c,d € %+Z(2)} e seja r =
a+bi+cj+dk € B, com a,b,c,d € Q. Sea,b,c,dEZ(g),entéoa— b—b—O c=2,

d= fil—? e 2t ajbicidy. Assim,
r=2l0 it iR (Ron)it(2-a)j(2-2)re Ty

Sea,b,c,de%+Z(2),entéoa:%+“—,b:%+b—°,c:l+c—°ed:%+d—°, onde

2 'f alblcldl. ASSiHl,

al

T = (% + “—°)+(§ + Z—g) z’+<§ + g—‘;)j+(§ + 3—3) k= 3(1+itj+k)+2 404054 0F,
Claramente 2 s(1+i+j+k) € V e pelo caso anterior, temos que 22 “+ bOH— CO] +2° do k: também
esta em ‘7(2). Como V(Q) é fechado por somas, vem que x € V(g). Provamos portanto que
B C 17(2). Por outro lado, consideremos x = —O%(l +i+j+k)+ Z—?z + 25+ Z—?k € ‘7(2).
Entao 2 { a;byc1dy. Temos que x = 2“; + <2a1 + > 1+ (2a1 + ¢ >] + (2a1 + d—°> k. Se ag

7 ~ a d
¢ par, entao 5 € Z), pois 2 fay. Segue que 5% —|— m + 4 + 3 € L), p01s

) 2a1 1’ 2a1

a, gf € Z) e L) ¢ fechado por somas. Dai, x € B. Agora vamos supor a, impar. Como

2 { a1, temos que a; também ¢é fmpar. Assim ag — a; é par e segue que r = %34 € Z.

Desta forma a—°=%+M—§+—€ + Z2). Segue que

? 2a1 2a1

“—0+Z—§:§+(“° “1+b0>e§+Z<z),

2a1 2a1
a 4 co 1 ag—a1 | co 1
2a1 + c1 2 _'_ ( 2a1 + ) € 2 + Z(Z)’

§Tol+§—?:%+<“%afl +d°> €3+ 2w
(Il
Portanto, x € B.

Observacao 2.13 Na proposi¢ao anterior, cabe observar que dada uma fragao irredutivel

7, temos que 7 € % + Z(y) se, e somente se, b ¢ um nimero par tal que 4 { b. De fato,

a

a -1 i i a 14 a i — a1t2aq
¢ € 5+ Z implica que 3 = 5 + o, com 2 far. Assim, § = 2a, € Dote que a; + 2ag

= com k

¢ fmpar e 4 { 2a;. Por outro lado, seja ¢ € Q e b par tal que 4 { b. Entao 5

Salis]

fmpar. Com isso, temos que § = 5 = z 5 + 1, onde r = 457 k ¢ 7. Portanto, 7 € % + Zz).

Observacao 2.14 A observacao anterior e a Proposicao 2.2.1 nos permitem concluir que
sex =a+bi+cj+ dk € H, Coma:Z—?,bzz—‘;,c: E‘; ed—d—0 ntéo:zzeff(z) se, e

somente se, ay, by, ¢1,d; sdo todos fmpares ou aq, by, ¢1,d; sdo pares e 44 ay, 41by, 41 ¢ e

41d,.
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Para a demonstracao de que V(y) ¢ total e invariante em H vamos precisar de mais

alguns resultados preliminares.

Proposicao 2.2.2 Sejam a,b,c,d € Z numeros impares. Entdo:
(a) a?® + b* = 2ky, para algum ky inteiro impar;

(b) a® + b* + 2 + d* = 4ky, para algum ky inteiro impar.
Demonstracgao
Sejama=2a;+1,b=2b;+1, c=2c;+1ed=2d; + 1.
(1) @+ 0% = (2a; + 1)+ (21 + 1)? = 4(ai+ a1 + 02 + b)) + 2 =22(al + a1 + b2 + b1) + 1].
Assim, basta escolher k1 = 2(a? + a; + b2 + by) + 1.
(i1) a> +b* + 2+ d* = (2a1 +1)* + (201 + 1)? + (2¢1 + 1)2 + (2dy + 1)? =4[(a? + a1 + b? +
b+ +c +d3+dy) +1]. Como af + ay, b3 + by, & +¢; e d? + d; sdo niimeros pares,

basta tomar ky = (af + ar + b7 + b1 + ¢ + e +df +di) + 1. 0

Definicao 2.2.1 Seja x = a+bi +cj +dk € H. Definimosx =a—bi —cj—dk € H e

N(z) = zZ. Dizemos que T € o conjugado de x e N(z) é a norma de x.

E facil ver que se x € H*, entdo 2~ = N%x)i". Também N (z) = a® + b* + ¢* + d*.

Vamos estudar mais especificamente o inverso de z = 2 + i+ {25+ §2k € H". Temos

Ng)= @y @b a | ad _ afbibie] + adbfits + adbibits + ajbieits
by bi b3 b bobibsb3 ’
:L‘_l _ bob%b%b%do _ b%blbgbgalz _ bgb%bzbgagj _ bgb%b%bgagk (*)
&) g g g

onde 3 = a2b?b3b3 + a2babab3 + a3bab2b3 + a2bibibs. Note que se 2 1 3, ou se 8 é um nimero

par tal que 41 3, entao 7! € \7(2).

Teorema 2.2.1 O conjunto ‘7(2) = Loy + Layi + Loy j + L)k, com a = %(1 +i+j+k),
¢ um anel de valorizacao total e invariante no anel dos quatérnios racionais H = Q +
Qi+ Qj + Qk e Vigy = Zsy + Zayi + Layj + Zioyk G Viz).-

Demonstracgao

Usando a Proposicao 2.2.1, nao ¢é dificil mostar que ‘7(2) ¢ fechado por diferencgas e produtos.
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Assim, 17(2) ¢ subanel de H. Também a Proposicao 2.2.1 assegura que V(g ; 17(2).Vamos

demonstrar que ‘7(2) ¢é total em H. Seja x = a + bi + ¢j + dk € H*, com a = ‘;—g, b= ‘;—11,

__ az _
c—bzed—

as

b onde Z— sao fracoes irredutiveis. Pela Proposicao 2.2.1, se a,b, c,d € Zy)
ou a,b,c.d € % + Z(3), temos que r € \7(2). Se x ¢ 17(2), segue da Observacao 2.14 que
existe um elemento par no conjunto {by, by, b2, b3}, e se todos forem pares, 4 divide um dos

elementos de {by, by, ba, b3}. Vamos separar isso em quatro casos. Os demais sdo andlogos.
(1) 2|by e 21 bybabs;
(2) 2|bg, 2|by e 21 bobs;
(3) 2|bla 2|b27 2|b3 € 2Jfbo;
(4) 2|by1, 2|by, 2] b2, 2]bs, e 4 divide um dos elementos do conjunto {bg, by, b, b3 }.

Para esses casos vamos demonstrar que 1 € \7(2). Denotamos b; = 2%s;, i € {0,1,2,3},
com s; impar.
(1) Temos by par e by, by, by impares. Segue imediatamente que ag é impar. Por (%), temos

que
-1 _ bob%b%bgao _ b%blb%bgal . bgb%bgbgaq - bgb%b%bgag

3 3 g’ 3

onde 3 = agb?bib3 + aib3bibi + a3bibib3 + a3bibibs. Nao é dificil ver que 3 é fmpar. Logo

k,

513_1 € ‘7(2)
(2) Temos by, by pares e by, by impares. Vamos supor, sem perda de generalidade, que
ty < ti. Temos que

tot+t1 o2 21,212
1 4o+ 55570505

= At 221212 02 2P2 2 tott1 o2 o2 o202 tott1 o2 o2 o272
N(x)  4hafsibsbs + 4loaisibsbs + Alottialsgsibs + 4tottiaisgsibs

t1 2 25212
4" s557b5b3

4h—toqZs2h3b2 + a?sibib3 + 4t a3sdsibi + 41 alstsibg

Seja & o denominador da expressao anterior. Observe que se ty < ty, £ é impar. Assim,

1 1 . 4t1533§b§b§( a0 %j B %k)
N(SL’) é 2to So 2t1.8¢ ba b3
| 2hhoggsthabiag  2Msgsibabiar . 2°Msfsibobias - 2°MsEsTbibsas ~
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Caso ty = t1, temos

t1 2 27252
1 4" 55570503

T 221202 L 221212 & At 0220202 & At 22 2h2
N(z)  agsibsbs + aisgb3bs + 4t1a3sisibs + 4ha3s5s71b3

: cx . 2020202 | 12 2h2p2
Segue do item (a) da Proposi¢ao 2.2.2, que o nimero de fatores 2 de agsibsb; + aisgbsbs
é apenas um, ja que temos uma soma de dois quadrados de numeros impares. Assim,

podemos denotar a2s?bibs + b?s3bab3 por 27, com 7 fmpar. Dessa forma,

t o2 o 27,27,2 20112 (27272
1 4" 58570505 2 55570503

N(z)  2y+4ha3sis?b + 4h1a2s3sqbs v + 22 1a3s2stbs + 22 —1a2s2 5302

Seja 6 = v + 2217 a2 525302 4+ 221712525303, Note que § é fmpar. Assim,

. 1 220712822h2 /1 ag a; . az. ag
o= r= e T ono Ty Tk
N(l’) ) 2t 5 215 ba b3
_ 2t1’1so§%b%b§ao . 2t1’1s(2)glb%b§a1l. . 22t1’15(2)63%b2b§a2 . 22t1’1s(2)65%b%b3a3k c ‘7(2)

(3) by fmpar e by, by, bs pares. Seja t = min{ty + t3, t; + t3, t1 + to}. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que t = t; + t5. Observe que nesse caso t3 = max{ty,ta,t3}.

Temos que

t1+to+1t37,2 o2 o2 .2
1 4 bisis555

T Atittatts 202202 4 Alatts n2h2 22 & Alitts 1 2h2 022 1 Ati 12 2]2 o2 o2
N(z) Ahttettsgisissss + Al2ttsaibissss + 4hitasbssiss + 4ht2azbisiss

312 o2 2 2
43D s75555

T A372222 1 Ats—t1 /21222 1 Als—t2 02222 & 2p2c2c2
Atsagsissss + 4~ aibysss; + 43 2a3bgstss + azbysiss

Seja p o denominador da tltima expressao. Observe que p é impar nos casos t; =ty = t3 e
t; <ty < t3. Desta maneira, basta proceder como anteriormente e veremos que x e V(Q).
d _ 4 1 2b2 2.2 2b2 22 fici N
Quando t; < ty = t3, p terd as parcelas a3b5sis; e azbssis; sem coeficiente par. Novamente
la P icao 2.2.2, a2b3s?s2 + a2b3s?si t fator 2 dendo d
pela Proposigao 2.2.2, a505s7s35 + a3zbjsis; tem apenas um fator 2 e procedendo da mesma
maneira como no item (2), teremos que 7! € Vo).

(4) bo, by, by, by pares, com pelo menos um deles do tipo 4k. Temos que

to+t1+to+ts o2 o2 .2 .2
1 4 55515555

T Atitatts 0262 202 1 Afottatts 262 202 1 Atottitts g2 62 2e2 & Afottitta g2 o222
N(z) Ahttettagdsislss + 4lottattsglgdslst 4 dbottittaglsls?ss + 4tottittagisistss
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. !’ ~ . .
Vamos considerar o caso em que todos os t; s sao iguais. Nesse caso

13 0202 o2 o2
I 4" 55575555

T 242,202 2.2.2.2 2.2.2.2 2.2.2.2°
N(z) ajsisis; + aisgssss + assisiss + a3s3sis;

Observe que o denominador da expressao anterior € composto de quatro parcelas impares
que estao elevadas ao quadrado. Aplicando a Proposicao 2.2.2, temos que esta expressao

possui exatamente dois fatores 2. Entao podemos denotéd-la por 22\ com \ fmpar. Assim,

1 43 g2sisass 2% lg2g2242
N(z) 220 2 ’
231222 2
- 2213 50315233< R SR i as k:)
2A ACER 2t g¢ 225, 2t354
ts—1g 2.2 .2 ts—142 202 t3—142.2 . 2 ts—1 2 2 2
| 287 sgsysasza0 2T sps18383a1 . 2T sp8 Ses3a . 2 S051535303 ) _ v
= - 17— J— € Vig).
2\ 2\ 2\ 2\

Claro que os t; s podem nao ser todos iguais. Mas, com essa hipStese, nao é dificil verificar
que recairemos em demonstracoes andlogas aos casos anteriores. Portanto, 27! € ‘7(2). E
isso conclui, finalmente, a prova de que ‘7(2) ¢ um anel de valorizacao total de H.

Para demonstrar a invariancia do anel ‘7(2), basta mostrar que dado b € \7(2), temos
xbr~! € Vg, para todo x € H*. Note que xbz ™' = ﬁmbi’. Seja v =a+bi +cj +dk =
pot+ i+ 327 + 32 € H*. Sabemos que

g

N(2) = payars, onde B = aghibib + aibgbyb; + azbibibs + azbobids.
0v1v2%3

Assim,

b2b2b2b2 /a a a a a a a a
pp~t = 20717273 (70 o T2 T2 - 2L 25 D3
o 3 <bo b T T, )o( " )

1
= (5)3/()@, onde Yy = blbgbgao -+ bobgbgali -+ boblbgagj -+ boblbgagk.

Se (8 é impar, todos os fatores do produto %yby estao em ‘7(2) e assim xbr ! € ‘7(2).
Agora, sabemos que x € ‘7(2) oux7! € ‘7(2). Inicialmente vamos supor que = € ‘7(2).
Assim, a,b,c,d € Z) ou a,b,c,d € %+Z(2). Se a,b,c,d € %—FZ@), temos 3+ € %—FZ@) e

entdo 2| by, 2| by, 2| by e 2]b3. Segue do quarto caso da demonstracao da totalidade que
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z7le ‘7(2) e assim, bz~ € ‘7(2). Admitindo que a,b, ¢, d € Z), temos 21 by, 21 by, 21 b,

e 21 bs. Basta analisar os seguintes subcasos:
e 2|ag e 21 ajazas;
e 2|ag, 2|aj e 21 asas;
e 2|ag, 2|ay, 2|az e 21 as;
e 2{apajasas.

O primeiro e o terceiro subcasos implicam que 2 1 3 e assim, zbr~! € ‘7(2). Do segundo
subcaso e da Proposicao 2.2.2, decorre que a expressao a3bab?b3 + a2b3b?b3 possui apenas
um fator 2. Assim, fazendo ay = 2%sy e a; = 2"s; com sg,s; {mpares, temos que
) Y p ) q
B = adbibibi + a?bbib: + 2k = 2(2%0 1 s202b3b3 + 221171 s3203b2 + k), com k {mpar. Desta
forma, 3 = 20, onde ¢ é o niimero fmpar 22012020202 + 22171 s2h2p2p2 + k. Logo, podemos

representar

b2b2b2b2 / a a a a 2tog 2t g a a
b—1:_0123<_0 Bt R —3k)b( 0——1'——2'——3k>
o o 2b0 + lel + 2b2'] + 2b3 ! J

Note que cada um dos fatores da expressao anterior esta em ‘7(2). Portanto zbz~! € \7(2).

No quarto subcaso, temos que (3 sera da forma 47, com 7 impar. Entao

b2b2b2b2 /a a a a a a a a
6712—0123(—0 M, 22 —3k>b(—0——1'——2'——3k)
zbx . b0+b1z+b2j+b3 /) 7

__ (bibabsag bobabszas ; bobibzas bobib2as bibabsag _ bobabsai ; _ bobibzas ; _ bobiboas
il e e A L G 2 ¢ 2 J 722k).

Como cada um dos fatores pertence a 17(2), temos que xbr~! € 17(2). Concluimos desta
forma que dado b € ‘7(2) ex € H* se x € 17(2), entao xbr~!. Se x ¢ ‘7(2), vimos que

271 € Vg). Observe que na prova dos Casos (1),(2),(3) e (4) da demonstracio da

1

Ny sempre sobram fatores 2

totalidade, quando se fazem as simplificacoes da fragao
suficientes para simplificar todos, exceto possivelmente um, dos fatores 2 de ay, b1, ¢y e dy

na expressao:
b d,
bt = (ﬁ + 24 C—Oj + —Ok>bx_1.
aq bl C1 d1

Simplificados esses fatores, os trés fatores dessa expressao pertencem a 17(2). Logo, zbx~! €

V(2), 0 que conclui a demonstracao da invariancia de 17(2). Ul
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Conforme enunciamos no inicio desta secao, vamos utilizar o anel de valorizacao total
e invariante V(o) para algumas discussoes sobre extensoes de um anel de valorizagao em

um anel de divisao.

Proposicao 2.2.3 O anel ‘7(2) = Ly + Lyt + ZLyj + Lk, o0 = %(1 +i+j+k)é€
extensao de Zz) em H.

Demonstracao

Basta mostrar que ‘7(2) NQ = Z)y. Como Zpy C V(g ; \7(2), temos Z) € QN ‘7(2). Por
outro lado, consideremos x € f@)ﬂ@. Como x € ‘7(2), temos que x = %(1+Z’+j+k)a+bi+
cj+dk, com a,b,c,d € Z). Segue que x = §+4(b+5)i+(c+5)j+(d+5)k. Como z € Q,

temos que b+ § =c+ § =d+ 5 =0. Assim, b = —5 implica que x = § = —b € Z). U

Como pode ser visto em ([W4], §1, Example (c)), V{2) é o tinico anel de valorizacao
total que estende Zs).

Ainda utilizaremos o fato de 17(2) ser o anel de valorizagao total que estende Z,) para
outra aplicacao, conforme segue.

Seja D um anel de divisao com centro F e K um corpo intermedidrio, isto é, F C K C D.
Conforme [W;], em geral nao se sabe quando um anel de valorizagdo de K se estende a

D. No caso particular do exemplo abaixo esse problema é resolvido.

Exemplo 2.6 Consideremos o anel dos quatérnios racionais H e o anel ‘7(2) que definimos
anteriormente. Note que Q[7] é um corpo intermidiario entre H e seu centro Q, isto é,
Q C Q[¢] C H. Provaremos que o anel \N/(Q) estende o anel de valorizacao total Z) + Z )i
de Q[4]. Note que basta provar a igualdade Z) + Z ()i = Vi2yNQ[i] para concluir que de
fato Zo) +Z2yi ¢ um anel de valorizagao total de Q[7] e que ‘7(2) estende Z) + Zy)i. Para
tal, consideremos x = $+51 € Zg)+Z)i. Temos que z = Oa+§+5i+0j+0k € ‘7(2)0(@[2'].
Por outro lado, consideremos x € Vigy NQ[i]. Como = € V{g), temos que = = s(1+i+j+
k)a +bi+cj + dk, com a,b,c,d € Z). Segue que x = 5+ (b+ §)i+ (c+ §)j + (d+ 5)k.

Como z € Q[7], temos que ¢+ § = d + § = 0. Decorre que ¢ = —§ € Z(y) e também
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§ € Zyy. Dessa forma o = § 4 (b + §)i € Ze) + Zayi, ja que §, b+ § € Z).

2.3 Construcao de Anéis de Valorizacao Totais e In-
variantes e Totais Nao Invariantes

Nesta secao descreveremos um procedimento para obter anéis de valorizagao totais em
anéis de divisao. Um caso particular desse procedimento produz uma maneira de ob-
ter anéis de valorizagao totais e nao invariantes. Apresentaremos estas duas construcoes
gerais e mostraremos com um exemplo especifico que existem anéis que preenchem os re-
quisitos do caso particular. Em consonancia com o restante deste capitulo, continuaremos
trabalhando com anéis de divisao de dimensao finita sobre seu centro.

Seja D um anel de divisao e 0 um automorfismo de D. Consideremos os conjuntos

Diz,o] = {i a;x’; a; € D} e Dz, 0] = {i a;x'; a; € D; 1 € Z} :

1=0 i=r

Note que D[z, 0] C D[[z,c]]. No conjunto D|[z,c|] introduzimos a operagao de adi¢ao

1

usual e a multiplicacao definida pela regra xa = o(a)r e v 'a = o(a)z™ .

Podemos

explicitar a operagao de multiplicagao conforme segue. Sejam p(x) = > oo a;z" e q(x) =

> o2 bja! dois elementos de D[[z,0]], onde r, s sio os menores inteiros tais que a, # 0 e

by # 0. Denotamos r = —n e s = —m, com m,n € N. Temos
p(l’) :a—nl’in‘f'"’+a_1$71—|—a0—|—a1x+...’
Q<m) :b_ml‘fm—f—---—|—b_1$*1+b0+b1x+_”’ e

p(l‘)q(l‘) == C_n—m:vinim + s + C_ll‘il —I— Co + 1T _|_ cee
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onde ¢, = Z a;o(b;), com (—n —m) <k, —n <ie—m < j.
itj=k

Nao é dificil (porém trabalhoso) verificar que D[[z,c]] é um dominio, ndo necessa-
riamente comutativo e com unidade. Além disso, veremos na préxima proposicao que
D][x,0]] é um anel de divisdo, que denominamos anel de divisio das séries formais de
Laurent.

Também nao é dificil provar que D[z, o] é subanel de D[[z, ¢]]. Os elementos inversiveis
de D|x, 0] s@o caracterizados no lema seguinte, que também serd utilizado para provar que

D[z, o]] é anel de divisao.

Lema 2.3.1 Seja D um anel de divisio. Sea =Y ;> a;x’ € D[z, 0], entio a € U(D[z,0])
se, e somente se, ag # 0.

Demonstracao

(=) Por hipétese, existe b = by+ bz +boz +- - - € D[z, 0] tal que ab = 1. Entao aghy = 1,
com ag, bg € D. Portanto, ag € D*.

(<) Supondo ag # 0, podemos calcular sucessivamente os coeficientes by, by, -+, by, -+

tais que apby =1,

a0b1 + alO'(bo) = O,

aobg + ala(bl) + a202(b0) = 0,

(Iobn + &10(bn_1) + + an_lan_l(bl) + andn(bo) = 0,

Note que by = agl,
aoby + (Ilg(bo) =0=0b = —aalala(bo) = —aalala(ao)fl,
aoby + ayo(by) + azc*(bg) = 0 = by = —ag *(ayo(by) + azo?(by)), e assim,

temos by = ap~! e para k > 1, b, = —a(jl( Z aiai(bj)>. Portanto, b = > bz’ €
iti=k
i>1

Diz,o] e ab=1. O

Proposicao 2.3.1 Se D ¢ anel de divisao, entio D[[z,c]] = {Z ax'y a; € D; r € Z}

também é um anel de divisao.
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Demonstracao

oo
i=r

Consideremos a = Y>> a;x" um elemento nao nulo em D[[z, ¢]], com r 0 menor inteiro tal
que a, # 0. Vamos supor r < 0 e denotar r = —n, com n € N. Assim, podemos denotar
a=0a_px " +a_ppx "+ ta_jz7 +ag+ayz+---. Desta forma, a = a_,z7"g, onde
g=1+%" 0y 4 2ty aegn @t 4. Note que g € U(D[z, 0]). Assim,
g~' € Dlx,0] C D[[z,0]] ea™! = g~'a"aZ, € D[[x,0]]. No caso de r > 0, a demonstragio
é andloga. Observe que se r = 0, entao a € U(D|[z,0]) e assim a~' € D|[z, o]]. Portanto,

D[z, o]] é um anel de divisao. O

O teorema abaixo mostra que a cada anel de valorizagao total do anel de divisao D,
podemos associar um anel de valorizacao total de DI[x,o]], que pode ser invariante ou

nao.

Teorema 2.3.1 Seja W um anel de valorizagao total do anel de divisio D e o € Aut(D).

o0

(a) O conjunto B = {Z a;x’; ag €W, ai,ag,--- € D} ¢ um anel de valorizagao total
i=0

de D[z, 0]] € o seu ideal mazimal é J(B) = {Z a;x’; ap € JW), ay,as,--- € D}.

=0

(b) Sea(W) # W, entao B= {Z a;x'; ag €W, ai,as,- - € D} ¢ anel de valorizacao
i=0
total e nao invariante de D[z, o]].

Demonstracao

(a) Observe que B C D[z,0] e que B é subanel de D[[z,0]]. Seja 0 # a € D[[z,0]] \ B,
a =Y 2 az',r € Z Temos duas possibilidades. A primeira é que exista um ou mais
indices ¢ < 0 tais que a; # 0 e a segunda possibilidade é que a; = 0, para todo 7 < 0 e
ap ¢ W. Supondo que exista um ou mais indices ¢ < 0 tais que a; # 0, vamos considerar
r = —n o menor destes indices. Procedendo analagomente a demonstragao da proposigao
anterior, segue que a = a_,x~"g, com g € U(D|x,0]). Desde que g~! € D[z, 0], nao temos
expoentes negativos para x em g~ ! e entdo, todos os expoentes de z em o~ = g_lmna:}L
sao estritamente positivos. Logo a~! possui termo independente nulo e portanto pertence a
W, o que implica que a™! € B. Vamos supor agora que seja valida a segunda possibilidade,

isto é, a; = 0, para todo i < 0 e ag ¢ W. Nessas condigoes, aplicando o Lema 2.3.1, temos

que a € U(D[z,0]). Assim, existe a™' = by + byz + --- € D[z,0], tal que aa™ = 1.
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Neste caso aghy = 1. Como ag ¢ W e W é um anel de valorizacao total de D, temos que
agy Ve W. Como ay L — by, concluimos que o' € B e isso conclui a prova de que B é um
anel de valorizagio total de D[[z,0]]. Segue que Mz = J(B) = B\ U(B). Vamos provar
que J(B) = {ag+ ayz+---; ag € J(W), ay,ay,... € D}. Seja c = 3.2, ;' € B. Entio,
celU (B) se, e somente se, existe ¢! € B C Dlx,o]. Mas isso é equivalente a afirmar que

co#0ecy’ €W. Assim, ¢g € U(W). Decorre que

J(B) = B\U(B) = {Zaixi; ap €W, ay,--- € D}\{Zaixi; ap € UMW), ay,--- € D}
i=0

= {Zaixi; ag € WN\UW), ay,a9, -+ € D} = {Zaixi; ag € J(W), ay,aq,--- € D}.
i=0 i=0

A

(b) Vamos provar que zBz™! = B se, e somente se, o(W) = W. Observe que isso é

suficiente para demonstrar este item. Consideremos u € zBx~!. Assim, u = x(ag + ayx +

apx? + -+ )x~t com ag € W e a; € D, para i > 1. Segue que
u = zagr” "+ xa; + var + - = o(ag) + o(a))x + o(ag)z® + - -
Assim u € {o(ag) + o(ar1)r + o(ag)z® +--+; ag € W, a1, aq,--- € D}. Portanto,
zBx™' = {o(ag) + olay)z +---; ap € W, ay,ay,--- € D}

={agt+ax+---; ag € o(W), ay,a9,--+ € D}.

A 1ltima igualdade decorre da sobrejetividade do automorfismo o e da igualdade {o(ag); ag €

W} =o(W)={ag; ap € o(W)}. Agora é ficil ver que

eBr ™t ={ag+aiz+---; ag € o(W), ay,a9,--- € D}y = B = o(W) =W.

Vejamos um caso particular do teorema anterior.

Corolario 2.3.1 Seja D um anel de divisio e o € Aut(D). O conjunto B := D[z,0] =

{Z a;x’; a; € D} ¢ um anel de valorizagao total e invariante de D|[x,c]] e o seu ideal
i=0
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mazimal é J(B) = {i a;x'; a; € D}.

Demonstragao =

Fazendo W = D no teorema anterior, vem que B ¢é anel de valorizagdo de D[[z,0]] e
J(B) ={ax+---a,x"+---; a; € D}, pois J(D) = {0}. Resta demonstrar a invariancia
de B. Sejaa = Y ~jax' € Beb= Y72 ba" € Dlxo]], b # 0. Conforme a

demonstracao da Proposigao 2.3.1, sabemos que existe g € U(D[z,0]) = U(B) tal que

b=b_,z"gebt =g la"b_]. Assim,
b~lab = g7 'a"b "L (ap + arx + agx? + - )b_,z g
= g @b Laph_px™™ + 2"b"Laiwb_, ™" + 2"b "L asr?b_, " + .. g
= g (o™ (b_Laob_y) + o™ (b_yay)x" b a7 + 0™ (b ) a)x"2b_ T - )g
= g (o™ (b=Laob_p,) + o™ (b_phay)o" (b p)x + o™ (b ras)o" 2 (b_p)z? + -+ -)g.

Da tltima expressao concluimos que b~'ab € B, j4 que B é fechado para a multiplicacao.

Portanto B é um anel de valorizagao total e invariante de D[[z, o]]. O

Conforme o coroldrio acima, a partir de um anel de divisdo D qualquer (corpo inclu-
sive), temos uma maneira de obter outro anel de divisdo (D|[x,c]]), que possui anel de
valorizagao total e invariante. Se W é anel de valorizacao total de D, pelo Teorema 2.3.1,
podemos associar o anel de valorizagao total B que nao serd invariante quando o (W) # W.

Agora vamos trocar o anel de divisao D por um corpo LL e vamos supor que W é um anel
de valorizagao de L. Obtemos assim o anel de divisao L[z, ¢]|]. Vamos supor ainda que o
corpo IL é uma extensao galoisiana e ciclica de grau m de um corpo K. Nestas condigoes,
veremos que L[[z, ¢]] tem dimensao finita sobre o seu centro Z(L|[x, o]]) = K][[z™]], para o

o0
que gera Autg(IL). Pelo Teorema 2.3.1, teremos que B= {Z a;x'; ag €W, ay,as,--- € L}
é anel de valorizacio total de L[z, 0]] e se o(W) # W, B lr?éoo seréd invariante. Desta ma-
neira, observa-se que mesmo um anel de divisao de dimensao finita sobre seu centro, pode
possuir um anel de valorizagao total e nao invariante. Para L = Q[4], construiremos um
anel de valorizacao W de L tal que o anel de valorizacdo total B de Q[4][[x,0]] ndo é
invariante.

Iniciamos esta construcao particular recordando alguns resultados e definigoes de

Teoria de Galois Elementar, que podem ser encontrados em [G] e [S].
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Definigao 2.3.1 Seja K um corpo e f(x) € K[z]. O corpo de decomposicio de f(x) é
definido como o menor corpo que contém K e todas as raizes de f(x) e é denotado por

Gal(f,K).

Todo corpo K pode ser mergulhado num corpo algebricamente fechado €2, conforme
([S], Proposition 3, p. 32). Assim, o corpo de decomposigao de f(z) € K[z] sempre existe.
Basta tomar Gal(f, K) como sendo a intersegao dos subcorpos de €2 que contém K e todas
as raizes de f(z).

Usaremos no que segue, o seguinte exemplo:
Exemplo 2.7 Gal(z* +1,Q) = Q[i] = {a + bi; a,b € Q}.
Definicao 2.3.2 A extensao de corpos K C I € galoisiana quando:
(a) [L:K] < oo (L € espago vetorial de dimensao finita sobre K),
(b) Eziste f(z) € K[z] tal que L = Gal(f,K).
Desde que [Q[7] : Q] = 2, com base {1,i}, temos que Q C Q[i] é extensao galoisiana.

Se K C IL é extensao de corpos, entao

Autg (L) = {0 : L — L; o é automorfismo e o(a) = a, V a € K}

é grupo com a operacao de composicao de funcoes.
Definicao 2.3.3 Seja f(z) € Klz]. O grupo de Galois de f(z) é Autx(Gal(f,K)).

O lema abaixo assegura que para uma extensao galoisiana K C L, os elementos fixos
por todo o € Autk(LL) sdo exatamente os elementos de K. A demonstragao desse fato

pode ser encontrada em (|G|, Teorema 3, p. 172) e ([S], Theorem 1, p. 86) .

Lema 2.3.2 Se K C L € estensao galoisiana e o € L\ K, entdo existe o € Autg (L) tal

que o(a) # a.

Definicao 2.3.4 Dizemos que a extensao galoisiana K C 1L = Gal(f,K) € ciclica quando

f(z) tem grupo de Galois ciclico, isto €, existe o € Autg(L) tal que <o >= Autg(L).
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Como pode ser visto em ([G], Teorema 3, p. 172), para a extensdo galoisiana K C L

vale que |Autg(L)| = [L : K]. Segue que

|Autg(Gal(2® +1,Q))| = |Auto(Q[i])] = [Q[i] : Q] = 2.

E claro que a conjugagao

o:Qi] — Q[i]
a+bi—a—b

¢ um elemento de Autg(Q[7]). Logo, [Q[i] : Q] é uma extensdo galoisiana ciclica com

grupo de Galois {Id, 0} =<o>.

Voltemos a construcao geral. Estamos considerando K C [ uma extensao galoisiana
ciclica. Consideremos seu grupo de Galois Autkx (L) =<o > e W um anel de valorizacao

de L. Ja sabemos que

L{[z,o]] = {i a;x’y a; €Ly 1 € Z}

¢é anel de divisao e pelo Teorema 2.3.1, temos que

o0

B = {Zaixi; ag € W, ay,as,--- EL}

=0

é anel de valorizacao total de L[[z,c]]. O Teorema 2.3.1 afirma ainda que se o(W) # W,
entdao B é anel de valorizagao total mas ndo invariante de L[[z, o]].

Agora resta a tarefa de obter um exemplo especifico para a situacao geral apresentada
acima. Devemos obter uma extensdo galoisiana K C L, com grupo de Galois Autg(L)
ciclico gerado por o, e um anel de valorizagao W de L tal que (W) # W.

Aplicando o Teorema da Extensao ao anel de valorizagao 5—4adico Z) de Q, obtemos
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um anel de valorizacao W de Q[¢] tal que W N Q = Z).

Como W ¢é anel de valorizagao de Q[7], temos que i € W e como Z C W, segue

1 sdo ambos elementos de

que Zsy + Ziye € W. Desde que x = % + %i ex ! =

(S
(SIS

Q[i]\ (Zsy + Z5)i), decorre que Zs) + Zsyi nao é anel de valorizagao de Q[4]. Portanto
Zis) + Zs)i S W.

Note também que W G Q[i]. De fato, se W = Q[i] entao Ziy = WNQ = Q[i|NQ =
Q, o que é uma contradigao. Desta forma Z) + Zi)i G W S Q[i].

Para terminar, verificaremos que para a extensao galoisiana Q C Q[7], com grupo de
Galois {Id,c}, o(a+bi) = a—bi, e para o anel de valorizacao W de Q[i] vale (W) # W.
Claro que basta obter y € W tal que o(y) ¢ W. Tome x = ?5’ + %i. Entaoy =z € W
ouy = =2z""'€W. Em qualquer um dos dois casos, supondo que o(y) € W, teremos
reWezeW. Dal, x+7 = g € WNQ = Zs), que é uma contradigao.

Portanto, no caso geral, tome K= Q, L = Q[i]| e W a extensao do anel de valorizacao

5—4dico de Q. Assim, Q[i][[z,c]], o(a + bi) = a — bi, é anel de divisao e

B= {Zaixi; ag € W, ay,aq,--- € @[@]}

1=0

¢ um anel de valorizagao total mas nao invariante de Q[ ][[z, o]].

Conforme citamos anteriormente, se K C L é uma extensao galoisiana e ciclica de
grau m, entao LL[[z, o]] tem dimensao finita sobre seu centro, que é exatamente o conjunto
K[[z™]], para o tal que < o >= Autg(L). Para encerrar a se¢ao, provaremos estes dois
fatos nas afirmagoes seguintes.

Vamos supor [L : K] =m, isto é, |<o>| =m.

Temos L[z, 0]] = {Z a;x’; a; €L, r € Z} :

i=r
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Afirmacao 1 Z(L[[z,0])) = K[[z™]] := {i bi(z™); b €K, r € Z}.

Demonstracao =

Para provar que K[[z™]] C Z(L][z, o]]), basta provar a comutatividade entre monoémios
de Z(L[[z,0]]) e K[[z™]]. Inicialmente lembramos que ¢™ ¢ a fungdo identidade e o(u) =
u, para todo u € K. Sejam az" € Llz,0]] e b(z™)" € K[[z™]], com a € L e b €
K. Assim, b(z™)"azx" = bo™ (a)(z™)"z" = ba(z™) 2™ = ab(z™)"z™ = abx"(z™)" =
ac”(b)x™(z™)" = ax™b(z™)". Portanto, K[[z™]] C Z(L[[z,0]]). Por outro lado, seja
a=a_pt "+ a_ppr "+ 4 ag + a4 aa® + -+ € Z(L[[z, 0]]). Entao, para todo
A € L, temos que a\ = Aa implica em a,x*\ = Aa 2%, para todo a € {—n,—n+1,---}.

«

Assim, a,0*(\)z® = a,Ax®. Como a, # 0, temos que c*(\) = A, para todo A € L.
Logo, 0% = Id. Como | < 0 > | = m, segue que @ = mk. Logo os expoentes de
a € Z(L[[z,0]]) sao da forma (x™)*, com k € Z. Também devemos ter ax = xa, mas
isso leva a an(z™)fz = za.(z™)* = o(as)z(z™)k, para todo a € {—n,—n + 1,---}.
Assim, o(ay) = ao. Desde que Autg(L) =< o >, vemos que §(a,) = aq, para todo
d € Autg(L). Segue do Lema 2.3.2 que a, € K, para todo a« € {—n,—n + 1,---}.

Portanto, a = a_,2™" + a_p1 2 " 4 - ag + ayw + agr?® + - - € K[[z™]]. O

Afirmagao 2 [ L[[z,o]] : K[[z™]]] < m?.

Demonstracgao

Desde que m = | <o >| = |Autg(L)| = [L : K], existe uma K—base de L (base de L. com
coeficientes em K) com m elementos. Denotemos essa base por {1 = e, es,---,e,} C L.
Assim, dado a = a_,z™" + - - ap + a1x + asx? + - - - € L[[x, o]] temos que a; = Z;n:l Aije;
com )\; € K C KJ[z™]]. Note que as poténcias de x que aparecem nos mondmios de

a podem ser escritas como combinagao linear de {1,z,---,2™ '} C L[z, 0]|, tomando

coeficientes em K[[z™]]. De fato,

=11
r=1lx 7t = (gm) " taml
$2 — 1“,1:2 x—2 — (wm)—lxm—Q
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Isso assegura que @ = a_,x " + -+ ag + a1 + asx® + - - - € L[z, o]] pode ser escrito como

m m—1

combinagao linear de {1,x, -+, 2™ eg, e0m, -+, 0™ L -+ e, emT, €1 ™1} que

tem exatamente m? elementos. O

2.4 Inexisténcia do Teorema da Extensao

Conforme citamos no inicio deste capitulo, um dos resultados mais relevantes que vale
para corpos nao pode ser estendido aos anéis de divisao. Esse resultado é o Teorema da
Extensao, que afirma que se . C K é extensao de corpos e R é um anel de valorizacao
de L, entao existe um anel de valorizacao V de K, tal que V NIL = R. Nesta secao
apresentaremos um contra-exemplo para este fato, no caso de K ser um anel de divisao.
Mostraremos que para um nimero primo p # 2, o anel de valorizacao p-ddico Z,) de Q nao
possui extensao no anel dos quatérnios racionais H, isto €, nao existe anel de valorizagao
total B de H tal que BN Q = Z,). Note que esse contra-exemplo ¢ o melhor possivel,
pois verifica que mesmo no caso de um anel de valorizacao total e invariante do corpo, que
é o centro de uma &algebra de divisao de dimensao finita sobre seu centro, nao é possivel
obter sequer um anel de valorizacao total da dlgebra, que estenda o anel de valorizagao
do centro.

Existem vérias citagoes a esse contra-exemplo em artigos, por exemplo [Br], [W;] e
C].

No entanto, nenhum dos artigos e livros consultados traz uma prova completa desse
fato. Portanto, faremos aqui uma demonstracao completa baseada em argumentos ele-
mentares.

Vamos iniciar com alguns resultados preliminares.
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Lema 2.4.1 Seja p # 2 um nimero primo. Se a € Q e a & Zy,), entdo 2"a & Ly, para

todo n € N.

Demonstracao

Seja a = * uma fracao irredutivel tal que % ¢ Zg,. Assim, p | v e p { u. Agrupando as

poténcias de 2 e de p em v, escrevemos v = 2"p*z onde 2{fx e ptx, com s € N* er € N,

. n n ~ s, . , s /
Assim, 2"a = £% = 2% Desde que a fracdo ¢ = =% ¢ irredutivel, o tinico possivel
) v 2Tp5£E s v 2Tp527 )

2"y
2TpsSx

fator primo comum ao numerador e ao denominador de é 2. Desta forma, apds a

2"y
2Tpsx

devida simplificacao para tornar 2"a = um fracao irredutivel, ainda teremos o fator

primo p # 2 no denominador de 2"a. Portanto, 2"a & Zy). Il

Proposigao 2.4.1 Seja p # 2 um nimero primo. Entao Vi) = Ly + Lyt + Ly J + L)k
¢ um subanel mazimal de H = Q + Qi + Q7 + QFk.

Demonstracao

Seja A um subanel de H tal que V) ; A C H. Assim, existe u = a+bi+cj+dk € A\V;).
Segue que um dos elementos do conjunto {a,b, c,d} nao pertence a Z,). Vamos provar

que 4a,4b,4c,4d € A. Como u € Aei,j k € Vi, C A, temos

nv= uw+iu= at—b—ck+dj+ai—b+ck—dj = 2ai—2beA,
vpy= ujt+ju= aj+bk—c—di+aj—bk—c+di= 2aj—2c€ A,

v3= uk+ku= ak—bj+ci—d+ak+bj—ci—d= 2ak—2dec A

E entao
—jur +v1j = —j(2ai —2b) + (2ai — 2b)j = 2ak + 2bj + 2ak — 2bj =  4dak € A,
Jui v = j(2ai — 2b) + (2ai — 2b)j = —2ak — 2bj + 2ak — 2bj = —4bj € A;

J
kvy +vok = k(2aj — 2¢) + (2aj — 2¢)k —2ai — 2ck + 2ai — 2ck = —4ck € A;

vy +vgi = i(2ak — 2d) + (2ak — 2d)i = —2aj — 2di + 2aj — 2di = —4aj € A.

Logo, 4a,4b,4c,4d € A. Sabemos que um dos elementos do conjunto {a, b, ¢, d} nao per-
tence & Z). Pelo Lema 2.4.1, um dos elementos do conjunto {4a, 4b, 4c, 4d} nao pertence
a L. Mas, 4a,4b,4c,4d € A. Logo, Z) ; ANQ C Qe como Zg, ¢ subanel maximal

de Q (Proposigao 1.1.8) temos que ANQ = Q. Decorre que que Q C A. Agora, como
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1,7,k € A, temos que H C A, isto é, A = H. O

Ainda como preparacao para obtermos o contra-exemplo que citamos no inicio desta

se¢ao, teremos que demonstrar que para cada nimero primo p # 2, o anel
Vi) = L) + Lyt + Lp)J + L)k

nao ¢ total em H. Mostraremos isso para qualquer primo inclusive 2.

Precisamos lembrar alguns resultados basicos de Teoria dos Numeros. O primeiro

desses resultados é o Teorema de Lagrange, cuja demonstracao pode ser encontrada em

([Hal, p. 375).

Teorema 2.4.1 (Teorema de Lagrange) Qualquer nimero inteiro ndo negativo pode

ser escrito como soma de quadrados de quatro niumeros inteiros.

Convém observar que o Teorema de Lagrange nao garante unicidade da representacao,
por exemplo, 9 =32 +024+ 02 +0%e 9=22422 +12 4+ 02
O Teorema de Lagrange produz algumas conseqiiéncias naturais descritas nos corolarios

seguintes.

Corolério 2.4.1 Seja p um nimero primo e p = a®> + b* + ¢ + d?, com a,b,c,d € Z.
Entao pelo menos duas das parcelas de a® + b* + ¢ + d? nao sdo nulas.

Demonstracao

Se as quatro parcelas forem nulas teremos p = 0, o que é impossivel, pois p é primo. Se
trés parcelas forem nulas, digamos a = b = ¢ = 0, temos que p = d?. Caso d = 1, segue
que p = 1 nao é primo. Se d # 1, entao p é redutivel, contradizendo o fato de p ser primo.

O

Corolario 2.4.2 Seja p um nimero primo e p = ar12+b. 2412 +d?, comay, by, ci,dy € Z.
Entao existem a,b, c,d € Z tais que p* = a*> +b*+ 2 +d?* e p nao divide um dos elementos

do conjunto {a,b,c,d}.

79



Demonstracao
Se p = 2, temos 4 = 12 4+ 12 + 12 + 12. Assim, podemos supor que p é um nimero primo

impar. Temos que
p2 = (CL12 + b12 + C12 + d12)2 = (CL12 — b12 — 012 — d12)2 + (2(11[)1)2 -+ (2@101)2 -+ (2a1d1)2.

Pelo coroldrio anterior, podemos supor a; # 0 e by # 0. Consideremos a = (a;* — b? —
c? —di?), b= (2a1by), ¢ = (2a1¢1) e d = (2a1d;). Afirmamos que pelo menos duas dessas

parcelas nao sao nulas. De fato, note que b # 0 e podemos ter
(1) C1 7é 0 ou dl 7é 0 ou (2) C1 = d1 = 0.

No primeiro caso, ¢ # 0 ou d # 0, respectivamente. No segundo caso, temos p* =
(a1? — b1%)? + (2a1b1)?. Observe que caso (a;? — b?)? = 0, temos que p = 2aib;, o que
contradiz o fato de p ser fmpar. Assim, (a1 —b;2)? # 0 e (2a1b;)? # 0, 0 que prova a nossa
afirmacao. Suponha agora que p | a, p|b, p|cep|d, com pay = a, pag = b, pag = c e
pay = d. Entao p? = p?(a1? + an? + a3 + a4?) que leva a 1 = a? + o + a3® + ay®. Mas
isso nao é possivel pois pelo menos dois elementos no conjunto {ay, as, as, a4} sdo nao

nulos, j4 que pelo menos dois elementos no conjunto {a, b, ¢, d} sdo nao nulos. Il

Teorema 2.4.2 Seja p um nimero primo. O anel Viyy = L) + Lyt + L) ] + L)k nao
¢ total em H = Q + Qi + Qj + Qk.

Demonstragao

Pelo corolério anterior podemos escrever p? = a? + b% + ¢ + d?, onde p nao divide um dos
elementos do conjunto {a, b, ¢, d}. Escolha z = p~'(a + bi + ¢j + dk) € H*. Note que
x ¢ Vi, pois p nao divide um dos elementos de {a,b, ¢, d} implica que um dos elementos
do conjunto {%, %, g, I%l} nao pertende a Z,. Agora vamos mostrar que R Vip)- E

claro que
N(x)=az=p 2(a+bi+cj+dk)a—bi—cj—dk)=p2(a*+ 0+ +d*) =1

erxt = 5= =pla—bi —cj—dk). Assim, 7' ¢ V[, pelo mesmo argumento que

z & Vip)- O
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Finalmente, vamos demonstrar a inexisténcia de um Teorema da Extensao para anéis

de divisao, conforme citamos anteriormente.

Teorema 2.4.3 Seja H o anel de divisao dos quatérnios racionais com centro Q e Z o
anel de valoriza¢ao p-ddico de Q, para um nimero primo p # 2. Nao existe um anel de

valorizagao total B de H, tal que BN Q = Z,).

Demonstracao

Vamos supor que exista um anel de valorizacao total B de H. De BN Q = Z, vemos
que Zgy C B. Além disso, por ser total, B deve conter 4,7, k, jd que i ™' = —i, j7' = —j
e k7! = —k. Segue que Vi) = Zp) + Zpyi + Ly)j + Lk C B. Pela Proposicao 2.4.1,
sabemos que V) ¢ subanel maximal de H. Logo, devemos ter B = H ou B = V(). No

primeiro caso, temos que Zg,) = BNQ = HNQ = Q, o que ¢ impossivel. S6 resta B = V|,),

o que implica que V() ¢é total, contradizendo o Teorema 2.4.2. O

O fato de nao ser véalido um Teorema da Extensao para anéis de divisao faz pensar
que a defini¢ao de anel de valorizagao proposta por Schilling nao é a melhor generalizacao
da definicao de anel de valorizagao em corpos. Fica claro que uma nova definicao deverd
abranger um conjunto mais amplo do que os anéis de valorizacao totais e invariantes.

Apesar da inexisténcia de um Teorema da Extensao para anéis de divisao, resultados
interessantes sobre o assunto foram obtidos por Brungs e Grater em 1989.

Como informacao, listamos abaixo alguns desses resultados.

Seja D um anel de divisao com centro F tal que a dimensao de D sobre F é finita

([D : F] < 00). Entao para um anel de valorizacao V' de F vale:

e O numero de extensoes totais (aquelas cuja extensdo é um anel de valorizacao total

de D) de V em D é menor ou igual a /[D : F] ([BrGy], Section 2, Theorem 1).

e Se existe uma extensao total e invariante de V' em D, entao ela é a tinica extensao

total ([BrGy], Section 1, Corollary).

e Se V' # F entao todas as extensoes totais de V em D sao conjugadas, isto é, se
Vi e V, estendem V em D, existe ¢ € D* tal que V; = ¢qVaq™! ([BrGy], Section 2,

Theorem 2).
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e Existe uma extensao total de V em D se, e somente se, o conjunto {x € D; = é

integral sobre V'} é subanel de D ([BrG;], Section 3, Theorem 4).

2.5 Funcoes Valorizacao em Anéis de Divisao

Veremos nesta secao que é possivel definir funcao valorizacao em anéis de divisao de
maneira idéntica a que definimos em corpos, e que continua valido o teorema que associa
biunivocamente valorizagoes equivalentes a um anel de valorizacao, com a diferenca que
agora esse anel de valorizacao, além de ser total, serd também invariante.

Como seré facilmente observado, as demonstracoes serao analogas aquelas vistas na
Secao 2 do Capitulo 1. Faremos aquelas em que a falta de comutatividade causa problemas.
Também faremos as construgoes ou demonstracoes que envolvem a invariancia do anel de
valorizagao total e invariante associado a uma classe de valorizagoes.

Seja (', +) grupo abeliano totalmente ordenado pela relagio <. Denotemos a uniao

do simbolo oo ao grupo I' por I' U {oc} e consideremos as convengoes:
e gtoo=00+g=0+oco=00,Vgel;
e g<o0,Vgel;
®* 1<g=qn+th<g+hVag,gphecl.

Definicao 2.5.1 Seja D um anel de divisao. Uma fung¢io v : D — I' U {oco} € uma

valorizacao, se:
(a) v(z) =0 =0;
(b) v(zy) =v(x) +v(y),V z,y € D;
(¢) vl +y) = minfu(z),v(y)}, ¥V 2,y € D.
Sempre se pode considerar v sobrejetora. De fato, os itens (a) e (b) dizem que v é um
homomorfismo entre os grupos (D*,.) e (I',+). Entao, se necesséario, podemos trocar I’
pelo grupo v(D*). O grupo v(D*) é chamado o grupo de valores de wv.

A valorizagao trivial e as valorizagoes p—éadicas que definimos na segunda secao do

primeiro capitulo servem também como exemplos de valorizagao em anéis de divisao. No
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final desta secao citaremos exemplos de valorizagoes em anéis de divisao que nao sao
COrpos.

A demonstragao do lema seguinte é idéntica a demonstracao do Lema 1.2.1.

Lema 2.5.1 Seja v uma valoriza¢ao de D. Entao:

(b) v(—zx) =v(z), ¥V x € D;
(c) v(z™h) = —v(x),V x € D*.

O préximo teorema associa a uma funcao valorizacao um anel de valorizagao total e

invariante.

Teorema 2.5.1 Seja v uma valoriza¢ao de D. Entao:
(a) By, ={x € D; v(x) >0} € um anel de valorizacao total e invariante de D;
(b) J, ={x € D; v(z) > 0} € o dnico ideal bilateral mazimal de B,;

(¢) J(B,)=J,={z€B,; x=0o0uz"' ¢ B,}.
Demonstracgao
(a) A prova da totalidade é andloga a vista para corpos no Teorema 1.2.1. Seja x € D* e
b e B,. Temos:

v(xbr ™) = v(z) +v(b) +v(z™) = v(b) >0,

o que implica que B, é invariante.

(b) Obviamente, J, é fechado por diferengas. Sejam x € J, e y € B,. Entao v(z) > 0 e
v(y) > 0. Assim, v(zy) = v(z) + v(y) > 0 implica em zy € J,. Logo J, é ideal a direita
de B,. Da mesma maneira, prova-se que .J, também é um ideal a esquerda de J,. Do fato
de B, ser anel de valorizagao total de D decorre que seu tnico ideal bilateral maximal é
B\U(B,). Provemos que J, = B,\U(B,). Lembremos que v(1) = 0 implica que 1 ¢ J,,.
Isso nos diz que J, é ideal préprio de B,. Logo J, C B,\U(B,), pois J, deve estar contido
num ideal maximal e o dnico maximal é B,\U(B,). Por outro lado, seja x € B,\U(B,).
Entdao x € B, e 7! ¢ B,. Assim, v(z) > 0 e v(z™!) < 0 implicam em v(z) > 0. Logo,

x € J,. Portanto, J, = B,\U(B,).
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(¢) Sabemos que J(B,) ¢é o tnico ideal bilateral maximal de B,. Entao, segue que J(B,) =
J, (pois J, também ¢é o unico ideal bilateral maximal). Resta provar que J, = {x €
B,, =0 ouz"! ¢ B,}. Sejaxz € J,. Parax # 0, v(z™!) = —v(x) < 0 implica que
z~! ¢ B,. Por outro lado, seja x € B,, v # 0 e 7! ¢ B,. Assim, —v(z) = v(z™') <0

implica que = € J,,. O

A cada valorizagao v do anel de divisao D associamos o anel de valorizagao total e
invariante B, de D. Para termos uma correspondéncia bem definida, trabalheremos com

classes de valorizagoes. Para isso usamos a definicao abaixo.

Definicao 2.5.2 Sejam u e v valorizagoes de D. Dizemos que u ~ v (u € equivalente a

v) quando B, = B,.

E facil ver que ~ é uma relagao de equivaléncia.
Denotamos por [v] a classe de equivaléncia da valorizagdo v. Assim, temos uma

aplicagao bem definida

Y {[v]; v valorizagdo de D} —— {B; B anel de valorizagao total e invariante de D}

[v] — B,

Mostraremos que 1 € bijetora, isto €, existe uma correspondéncia 1 — 1 entre anéis de
valorizagao totais e invariantes do anel de divisao D e classes de valorizacoes de D. Para
isso construiremos a inversa ¢ de 1.

Seja B um anel de valorizagao total e invariante do anel de divisao D. A construcao
do grupo I'g, que faremos a seguir, é bastante semelhante a construcao do grupo G, vista
na Secao 2 do Capitulo 1. No entanto, faremos a construgao completa visando destacar o
fato que a possivel falta de comutatividade nao prejudica os célculos devido a invariancia
de B.

Considere o conjunto
I'p ={xB; z € D*}

onde a igualdade ¢ definida por 2B = yB < zy~! € U(B). Logo, *B = yB < yB = zB.
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Como B ¢ invariante, x B = Bz, para todo x € D*. Definindo

+ FB X FB — FB
(zB,yB) — (zy)B

e supondo 1B = x9B e y1B = 4. B, temos ©1B + B = vy B = 21y B = x1Bys =
ToBys = x2ys B = x9B + 1o B, e assim a operagao + estd bem definida em I'g. Observe
que B invariante implica que a operacao acima é exatamente o produto xByB. Também,
(I, +) é grupo com elemento neutro B = 1B e o simétrico de 2B € I'p é 27! B. Decorre
de ([Ds], §2, Proposition 4), que I'g é abeliano. Além disso, U(B) é subgrupo normal de

D*el'p~ %. De fato, se « € D*, entao aU(B)a™! C aBa™! = B e assim, a € U(B).

Ainda mais, a aplicacao ¢ : % — I'p, dada por ¢(zU(B)) = B é um isomorfismo de
grupos.

Dados B, yB € I'g, definimos a relacao de ordem
rB<yB & yB CaB.

Vamos mostrar que essa relacao é de ordem total em I's. Temos que y~'x € D*. Dai
ylr € Bouxly€ B. Sey 'z € B entao y 'xB C B implica em B C yB. Analoga-
mente, z~ 'y € B implica em yB C zB.

Definimos agora a aplicagao

v:D — TpU{oo}
0 — o0

x — =B, x#0

Observe que v|p+ : D* — I'g é um homomorfismo sobrejetor de grupos e Ker(v) = {z €

D*; xB = 1B} = U(B) e assim temos novamente % ~ I'p.

De forma analoga a prova da Proposi¢ao 1.2.1, demonstra-se a proxima proposi¢ao.

Proposicao 2.5.1 Seja B um anel de valorizacao total e invariante do anel de divisao

D. Com a notacao estabelecida acima, temos que:

(a) v € uma valorizagdo de D;
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Definimos agora

¢ : {B; B anel de valorizagao total e invariante de D} — {[v]; v valorizacdo de D}

B +— [v]

onde v é a valorizacao associada a B.

Mostraremos a seguir que ¢ ¢ a inversa da aplicacao

Y {[v]; v valorizagao de D} —— {B; B anel de valorizagao total e invariante de D}

[v] — B,

Teorema 2.5.2 FExiste uma correspondéncia biunivoca entre anéis de valorizacao totais
e invariantes do anel de divisao D e classes de valorizacoes de D.

Demonstracao

Pelo visto acima, basta provar que ¥ (¢(B)) = B e ¢(v[v]) = [v].

Claro que ¢(¢(B)) = ¢¥([v]), com B, = B pelo item (b) da Proposi¢ao 2.5.1. Mas ¢ ([v]) =
B,. Portanto ¢(¢(B)) = B. Por outro lado, ¢(¢[v]) = ¢(B,). Mas ¢(B,) = [w], com
B, = B,, novamente aplicamos o item (b) da Proposigao 2.5.1. Por defini¢ao, B, = B,

implica que v ~ w, isto é, [v] = [w]. Portanto, ¢(¢[v]) = ¢(B,) = [w] = [v]. O

Exemplo 2.8 Seja A um subanel do anel de divisao D. Se A também é um anel de
divisao entao é facil ver que a restricao a A de uma valorizacao em D é uma valorizagao

em A.

Exemplo 2.9 Vamos explicitar neste exemplo a valorizagao dos quatérnios racionais H
que corresponde ao anel de valorizagao total e invariante ‘7(2) = Layo+Loyi+La) j + L)k,

onde o = £(1+ i+ j + k). Definimos

w:H — QuU{oo}
0 — o0

a +— 3vs(N(a))

onde vy é a 2-ddica valorizagao de Q e N(a) é a norma de a € H. Note que w|y = v2. De

fato, se a € Q*, entao
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w(a) = 5v2(N(a)) = 302(a%) = 3(v2(a) + v2(a)) = va(a).

Assim, B, NQ = {z € Q; va(x) > 0} = Zz). Decorre de ([BrG], Section 1, Corollary),
que f/(z) ¢ o unico anel de valorizagao total e invariante que estende Z,). Portanto B,, =
Vio)-

Para ver que w é de fato um valorizacao, observamos que as condigoes
e w(a) =00 a=0,
e w(ab) = w(a) + w(b),

sao claramente satisfeitas. Para mostrar que w(a + b) > min{w(a),w(b)}, hd muitas

contas para fazer. Porém, isso estd provado indiretamente em [Wy].

Exemplo 2.10 Seja D um anel de divisao. Temos que D|x] é um dominio ndo necessa-
riamente comutativo. E trabalhoso, porém nao dificil, mostrar que Dlz] é um dominio de
Ore a direita e a esquerda. Conseqiientemente, D[z] admite anel quociente classico que
serd um anel de divisao denotado por D(z). Seja p(x) € D(x). Escrevendo p(x) = z*p(z),
comk€Ze

ag + a1+ ...+ a,x"

H(x) = by # 0
p(l') bo—l—blx—i——l—bmxm’ Qo, 07é )

definimos a aplicacgao

w: D(x) — ZU{occ}
0 — o0
plz) — k

A aplicacao w define uma valorizagao de D(x) em Z U {oc}. De fato,
o w(p(z)) =00 < p(x) =0;
o w(p(x)q(r)) = w(z"p(x)a"{(z)) = w(@*p(z)4(z)) =k +r = w(p(r)) + w(q(2));

o w(p(z) + q(z)) = w(@*p(x) + 2"4(x)) = w(z™™E f(2)) > min{k,r} =
min{w(p(z)), w(g(x))}-
Observacao 2.15 Nao abordaremos os places para o caso especifico de um anel de di-

visao. Esse assunto aparecera como caso particular, no proximo capitulo, no estudo de

places em anéis artinianos simples. O motivo para isso é que antes da definicao de place
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em anéis artinianos simples, apresentada por Dubrovin em 1982, nenhuma definicao de

place em anéis de divisao produziu resultados que estendessem os obtidos em corpos.

&8



Capitulo 3

Valorizacao em Anéis Artinianos

Simples

A inexisténcia do Teorema da Extensao para anéis de valorizacao totais em anéis de di-
visao, demonstrada na Secao 3 do Capitulo 2, sugere que a defini¢ao proposta por Schilling
pode nao ser a melhor extensao do conceito de anel de valorizagao de um corpo. Contudo,
como vimos na Sec¢ao 1 do Capitulo 2, alguns resultados relevantes sao estendidos. Logo,
é razoavel esperar que uma definicao de anel de valorizacao em anéis de divisao produza
uma classe de subanéis que contenha os anéis de valorizacao totais.

Uma definicao consistente para anéis de valorizacao nao comutativos foi apresentada
em 1984 por Dubrovin em [D;]. Na introdugao deste artigo, e também no prefacio do livro
[MMU], vemos que o estudo para o caso nao comutativo de Anéis de Dedekind, Anéis
Semihereditarios, Anéis de Bezout e Anéis de Cadeia, requeria o analogo do conceito de
anéis de valorizacao de corpos nao apenas para anéis de divisao, mas para anéis artinianos
simples. E exatamente para essa categoria de anéis que Dubrovin definiu os anéis de
valorizagdo nao comutativos ([Dy], §1, Definition 6), que atualmente sdo denominados
anéis de valorizacao de Dubrovin.

Neste capitulo veremos que a definicao de anéis de valorizacao de Dubrovin generaliza
as defini¢oes anteriores e é bem sucedida na generalizagao de diversos resultados. Iniciare-
mos com o estudo dos anéis artinianos simples e provaremos as principais propriedades dos
anéis de valorizagao de Dubrovin. Na Secao 3 vamos definir place para anéis artinianos

simples e relacionar essa definicao com os anéis de valorizacao de Dubrovin. Finalmente
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na quarta segao estudaremos as fungoes valorizacao sobre anéis artinianos simples.

3.1 Anéis Artinianos Simples

Nesta primeira secao veremos resultados sobre anéis artinianos simples que utiliza-
remos no desenvolver deste capitulo. Entre esses resultados destaca-se o Teorema de
Wedderburn-Artin. Veremos também a equivaléncia entre as defini¢oes de dlgebras cen-
trais simples de dimensao finita e anéis artinianos simples de dimensdao finita sobre o
centro. Fizemos essa observacao em funcao de que muitos trabalhos citam uma ou outra
definicao para tratar da mesma estrutura.

Lembramos a seguir a definicao de anel simples e listamos alguns fatos a respeito deles.

Definigao 3.1.1 Seja A # {0} um anel com unidade. Dizemos que A é um anel simples

quando seus unicos ideais bilaterais sao {0} e A.
Observagao 3.1 Todo anel de divisao (corpo inclusive) é um anel simples.

Observacao 3.2 Seja A um anel com unidade e comutativo. Para que A seja simples,
é necessario e suficiente que A seja corpo. De fato, a suficiéncia é um caso particular da
observacao anterior e para provar a necessidade, consideremos x € A*. Como A é simples,

segue que rA = A e dai 1 = xa para algum a € A. Portanto A é corpo.

Observacao 3.3 Seja A um anel com unidade. Nao é dificil mostrar que para todo

elemento nao nulo a € A, o conjunto AaA := {Zriasi; ri,s; € A, n€ N} ¢ um ideal
i=1

bilateral de A. Assim, se A é simples, AaA = A. Também verifica-se facilmente que essa

condicao ¢ suficiente para que A seja simples.

Observagao 3.4 Sabemos que J(A) é um ideal bilateral préprio do anel com unidade A.

Assim, se A é anel simples, J(A) = {0}.

Observagao 3.5 Se o anel com unidade A é simples, entdao o seu centro Z(A) é corpo.
Para verificar isso observamos inicialmente que se a € Z(A) e existe a™' € A, entao
a~t € Z(A). De fato, se x € A, temos que a 'z = a ' (za)a™! = za~!. Agora, seja a um
elemento nao nulo em Z(A). Entao aA = Aa = A, pois A é simples e a € Z(A). Logo,

existe b € A tal que 1 = ab = ba. Portanto, Z(A) é corpo.

90



Recordamos agora a condigdo das cadeias descendentes (ascendentes), com a qual

vamos relembrar a defini¢cdo de anel artiniano (noetheriano).

Definicao 3.1.2 Seja E um conjunto parcialmente ordenado.

(a) O conjunto E satisfaz a condi¢ao das cadeias descendentes (CCD) quando toda ca-
deia em E da forma x1 > x5 > --- € estaciondria, isto €, existe ng € N tal que

n > ng implica em x, = Tp,;

(b) O conjunto E satisfaz a condigao das cadeias ascendentes (CCA) quando toda cadeia
em E da forma x1 < x9 < --- € estaciondria, isto €, existe ng € N tal que n > ng

implica em x, = Tp, .
Definicao 3.1.3 Seja A um anel com unidade.

(a) O anel A € artiniano a esquerda (a direita) quando o conjunto dos ideais a esquerda

(a direita) de A, ordenado por inclusao, satisfaz a CCD;

(b) o0 anel A é noetheriano a esquerda (a direita) quando o conjunto dos ideais a esquerda

(a direita) de A, ordenado por inclusao, satisfaz a CCA.

Finalmente, o anel A é artiniano (noetheriano) quando é artiniano (noetheriano) a
esquerda e a direita. Um anel artiniano (noetheriano) a esquerda nao é, necessariamente,
artiniano (noetheriano) a direita. Exemplos disso podem ser vistos em ([L], p. 22).

Utilizaremos posteriormente o fato que um anel com unidade A, artiniano a direita (a
esquerda), é também um anel noetheriano a direita (a esquerda), como pode ser visto em
([Gol, pp. 138,145).

Veremos agora a equivaléncia entre a definicao de dlgebra central simples de dimensao

finita e anel artiniano simples de dimensao finita sobre o centro.

Defini¢ao 3.1.4 Seja R um anel comutativo. Dizemos que A é uma R—dlgebra (ou
simplesmente uma dlgebra) se (A,+,.) € um anel, (A, +,%) é um R—mddulo e (r*xz).y =
rx* (z.y) = (x * 7).y, para todos x,y € A e para todo r € R. Dizemos ainda que A € uma
dalgebra central, quando R € o centro do anel A e A € uma dlgebra simples quando o anel

A € um anel simples.
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E claro que se B é subanel comutativo do anel A entdo A é B—4algebra. Em particular,
A é Z(A)—4lgebra.

Vimos que o centro de um anel simples é um corpo. Assim, para um anel simples () ou
para uma R—élgebra simples ), podemos falar na dimensao de ) visto como Z(@Q))—espago

vetorial. Denotamos isso por [@ : Z(Q)].

Proposicao 3.1.1 Seja Q um anel com unidade. Sao equivalentes:
(1) Q € uma dalgebra central simples de dimensao finita;

(17) Q é um anel artiniano simples de dimensao finita sobre seu centro.

Demonstracgao

(ii) = (i) E imediato.

(1) = (ii) Por hipétese, temos que ) é um anel simples, um Z(Q))—espaco vetorial e
n = [Q : Z(Q)] < co. Provaremos que @ ¢é anel artiniano a direita. Para esquerda é
analogo. Consideremos I; O I, O --- uma cadeira descendente de ideais a direita de Q).
Para todo i € {1,2,---}, I; é um subespago vetorial de @ e I;;; é subespago vetorial de
I;. Logo, [Iix1: Z(Q)] < [I; : Z(Q)] < [@: Z(Q)] = n. Desde que I; = I;1; se, e somente
se, [I; : Z(Q)] = [L;41 : Z(Q)], ndo podemos ter cadeia estrita de ideais a direita com mais

de n elementos. Logo, I; D I, O --- é estaciondaria e () é artiniano a direita. |

Note que em (i) = (ii) da proposigao acima verificamos que se ) é um anel simples
de dimensao finita sobre seu centro, entao ) é anel artiniano.

Pela Proposigao 3.1.1, podemos trabalhar indistintamente com anéis artinianos simples
de dimensao finita sobre seu centro ou dlgebras centrais de dimensao finita.

Num anel artiniano (a direita ou a esquerda), para provar a inversibilidade de um
elemento, basta verificar que esse elemento é inversivel a esquerda ou a direita, conforme

prova a préxima proposicao.

Proposicao 3.1.2 Seja QQ um anel artiniano a direita (a esquerda). Se a,b € @ e ab =1,
entao ba = 1.

Demonstragao

Consideremos o endomorfismo de Q—mdédulos a direita ¢ : Q — @, definido por p(z) =

ax. Vamos provar que ¢ ¢ um isomorfismo. Claro que ¢ é sobrejetor, pois ab = 1. Note
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que Ker(p) C Ker(p?) C --- é uma cadeia ascendente de ideais & direita de Q. Como @
¢é artiniano a direita, temos que () é noetheriano a direita e portanto, existe n € N, tal
que Ker(¢") = Ker(¢"™). Seja u € Ker(yp). Como " é sobrejetora, existe v € @, tal
que v = ¢"(v). Logo, 0 = p(u) = ¢"(v) e segue que v € Ker(¢"™) = Ker(¢"), isto é,

u = ¢"(v) = 0. Logo, ¢ é injetiva. Como (1 — ba) = 0, temos que 1 = ba. O

Proposicao 3.1.3 Se Q é um anel artiniano a direita (a esquerda), entdo Q) € seu prdprio
anel quociente classico a direita e a esquerda.

Demonstracgao

Assumindo que ) é anel artiniano a direita, pela definicao de anel quociente classico a
direita (Definigao 2.1.4), nota-se facilmente que basta mostrar que todo elemento regular
de @ é inversivel em (). Considerando z € Q*, temos a cadeia descendente de ideais a
direita 2Q D 22Q) D --- Por hipétese, existe n € N, tal que 2" = 2"y, para algum
y € @, o que implica que zy = 1, provando assim que z é inversivel a direita em Q.
Pela proposicao anterior, x também é inversivel a esquerda em () e portanto é inversivel.
Assim, () é seu proprio anel quociente classico a direita e a esquerda. Analogamente, se ()
¢é anel artiniano a esquerda, prova-se que () é seu préprio anel quociente classico a direita

e a esquerda. O

*

Observe que da proposigao anterior conclui-se que U(Q) = Q*.

O proximo teorema e seu corolario sao os principais resultados sobre a estrutura de
um anel artiniano simples. Uma demonstragao detalhada destes fatos pode ser vista em
(IF), $4)

Lembre que M, (R) denota o anel das matrizes quadradas de ordem n sobre o anel R.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Wedderburn-Artin) Qualquer anel artiniano a esquerda
simples € isomorfo a um anel de matrizes M, (D), para um anel de divisao D e um inteiro
n > 1. Reciprocamente, se D ¢ um anel de divisao e n > 1 € um niumero inteiro, entao

M, (D) € anel artiniano a esquerda simples.

O Teorema de Wedderburn-Artin também pode ser enunciado para anéis artinianos a

direita simples e dai decorre imediatamente o seguinte corolario.

Corolario 3.1.1 Seja R um anel com unidade. Sao equivalentes:
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(1) R € artiniano a esquerda simples;
(17) R € artiniano a direita simples;
(1it) R ~ M, (D), onde D é um anel de divisao e n > 1 € um inteiro.
Em funcao do corolario nao é necessario mencionarmos o adjetivo a esquerda ou a
direita quando nos referirmos a anéis artinianos simples.

Na seqiiéncia veremos mais fatos a respeito dos anéis artinianos simples. Utilizaremos

estes resultados nas proximas segoes.

Teorema 3.1.2 Seja Q um anel artiniano simples de dimensdo finita sobre o centro e

seja R um subanel maximal de Q) tal que Q) € o anel quociente classico para R.
(a) Todo ideal unilateral de R € principal;

(b) % ¢ isomorfo ao anel de matrizes quadradas M, (D), para algum n € N e para

algum anel de divisao D.

Demonstracgao

([Re], Theorem 18.7, p. 179). O

Corolario 3.1.2 Seja Q um anel artiniano simples de dimensao finita sobre seu centro.
(a) Todo ideal unilateral de Q) € principal;

(b) Q ~ M, (D) para um anel de divisao D e um inteiro n > 1.

Demonstracao

Basta tomar R = () no teorema anterior. Il

Conforme veremos na seqiiéncia, a restricao de dimensao finita sobre o centro nao é
essencial para o item (a) do coroldrio anterior. Para isso, precisaremos das defini¢oes

seguintes.

Definicao 3.1.5 Seja R um anel com unidade. O R—mddulo M é semi-simples quando
todo submodulo € um somando direto, isto €, se N é um submodulo de M, existe outro

submaodulo P de M, tal que M = N & P.
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Definicao 3.1.6 O anel Q é semi-simples a esquerda quando o modulo a esquerda () €

semi-simples.

Assim, podemos dizer que ) é anel semi-simples a esquerda quando todo ideal a
esquerda é somando direto.

Analogamente define-se semi-simplicidade a direita. O anel ) é dito semi-simples se
for semi-simples a direita e a esquerda.

Se @) é anel artiniano simples, segue de ([F], §4, Teorema 4.10), que ) é semi-simples.

Lema 3.1.1 Seja QQ um anel artiniano simples. Se I € ideal unilateral de @, entdo I €
principal.

Demonstracao

Pelo visto acima, I é somando direto de ). Assim, existe um ideal a esquerda J tal que
Q=I1®&J. Dai, 1l =a+0b, comaeclebec J. Vamos mostrar que I = Qa. Claro que
Qa C 1. Agora, sejax € I. Temosque l —a=b,coma €l ebe J. Assim, v — xa = xb.

Dai decorre que xzb € I N J = {0}. Portanto, z = xa € Qa. O

3.2 Anéis de Valorizacao de Dubrovin

Apresentaremos nesta secao a definicao de anel de valorizacao de Dubrovin e estu-
daremos os principais resultados que ela produz. Como serd observado, esses resultados

generalizam os vistos nos capitulos anteriores.

Definicao 3.2.1 Um subanel R de um anel artiniano simples QQ é um anel de valorizagao

de Dubrovin de @ quando:
(a) O anel % é artiniano simples;
(b) Dado q € Q\ R, existem 11,79 € R tais que qri,r2q € R\ J(R).

Observamos que a Proposic¢ao 2.1.4 garante que o Radical de Jacobson J(R) é um ideal
bilateral do anel com unidade R. Assim, o quociente % da definicao acima esta bem
definido.

Observamos ainda que um subanel R do anel artiniano simples () é um anel de va-

lorizagao de Dubrovin de @) se, e somente se, existe um ideal bilateral I de R, tal que
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R/I é um anel artiniano simples, e para cada ¢ € @ \ R, existem 71,75 € R tais que
qri,m2q € R\ I. Neste caso, como poder ser viso em ([Dy], §1, Proposition 3), segue que
I =J(R).

A Proposicao 1.1.2 afirma que os ideais de um anel de valorizacao de um corpo estao
totalmente ordenados por inclusao. Na Secao 1 do Capitulo 2, vimos que é vélida a
ordenagao total no conjunto dos ideais a esquerda (a direita, bilaterais) de um anel de
valorizagao total de um anel de divisao. Para um anel de valorizacao de Dubrovin de um
anel artiniano simples de dimensao finita sobre o centro é garantida a ordenagao total
apenas no conjunto dos ideais bilaterias, conforme ([D;], §2, Theorem 4) e (|[W3], §1, 1.4).
Na verdade, a inclusao é uma relagao de ordem num conjunto ainda maior, os R—ideais,
conforme a Defini¢ao ([D4], §2, Definition 1).

Comparando a definicao de anel de valorizacao de Dubrovin com a defini¢ao de anel
de valoriza¢ao de um corpo (Defini¢ao 1.1.1), ou com a defini¢do de anel de valorizagao
total de um anel de divisao (Definigao 2.1.1), nao é imediato perceber que a definigao de
Dubrovin estende as anteriores. Faremos uma prova deste fato, com a ajuda dos lemas

abaixo.

Lema 3.2.1 Se R é um anel de valoriza¢ao de Dubrovin do anel artiniano simples @,

entdo J(R) é seu unico ideal bilateral mazimal.

Demonstracao

M+J(R)

TR ¢ ideal bilateral de

Seja M um ideal bilateral maximal de R. E facil ver que
% que é anel artiniano simples. Logo, M + J(R) = R ou M + J(R) = J(R). No
primeiro caso obtemos m € M e r € J(R) tais que 1 = m + r. Vimos na Proposigao
2.1.4 que r € J(R) implica que 1 — zr é inversivel, para todo x € R. Assim, para = = 1,

vem que m = 1 —r € U(R), contradizendo o fato de ser M # R. Portanto, sé resta

M + J(R) = J(R) e disso decorre que M = J(R). O

Note que o Lema 3.2.1 é o analogo da Proposigao 1.1.5 e do Corolario 2.1.1.

Para cada anel com unidade R, sabemos que J(R) é ideal bilateral préprio de R. Assim,
J(R) nao contém elementos inversiveis a direita e elementos inversiveis a esquerda. Segue
que J(R) € R\U(R). Tomando complementar em relagdo a R vem que U(R) C R\ J(R).

No entanto, diferente do que ocorre quando R é um anel de valorizacao total ou anel de
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valorizagao de um corpo, no caso em que R é um anel de valorizagao de Dubrovin nao temos
em geral a igualdade J(R) = R\ U(R), (ou equivalentemente U(R) = R\ J(R)) como
veremos apos a Proposicao 3.2.3. Essa igualdade vale quando R é um anel comutativo,

conforme afirma o lema seguinte.

Lema 3.2.2 Seja R um anel de valorizacao de Dubrovin de (). Se R é comutativo, entao
R\U(R)=J(R).

Demonstracgao

Seja x € R\ U(R). Como z ¢ U(R), entdo R = xR esta contido num ideal bilateral
maximal. Pelo Lema 3.2.1 devemos ter zR C J(R). Logo, R\ U(R) = J(R), ou equiva-
lentemente, R\ J(R) = U(R). O

A proxima proposicao mostra que a definicao de anel de valorizacdo de Dubrovin

estende aos anéis artinianos simples o conceito de anel de valorizacao de um corpo.

Proposicao 3.2.1 Seja QQ um corpo e R um subanel de Q. Sao equivalentes:
(i) O anel R é um anel de valorizagao de Q;

(77) O anel R € um anel de valoriza¢ao de Dubrovin de Q.

Demonstracao

(i) = (it) Pela Proposigao 1.1.5, J(R) é ideal maximal de R. Logo, % é corpo, provando
a condigao (a) da Definigao 3.2.1. Seja agora ¢ € Q \ R. Entdao ¢~! € R e tomamos
rp=ry=¢q ' € R, obtendo qry =roq =1€ R\ J(R).

(i1) = (i) Seja ¢ € Q \ R. Por hipdtese, existe r € R tal que ¢r € R\ J(R). Do Lema
3.2.2 vem que gr € U(R). Logo, ¢! = r(qr)™" € R e R ¢ anel de valorizacio do corpo Q.

O

A classe dos anéis de valorizacao de Dubrovin também engloba os anéis de valorizacao

totais, conforme a proposicao seguinte.

Proposicao 3.2.2 Seja Q um anel de divisao e R um subanel de (). Se R € anel de

valorizacao total de ), entao R € anel de valorizacao de Dubrovin de Q).
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Demonstracao
Pelo Corolario 2.1.1 e Proposicao 2.1.5, J(R) ¢é ideal bilateral maximal de R e J(R) =

R\ U(R). Seja z € T # 0, isto é, x ¢ J(R). Assim, x € U(R). Entao j =

_R_
J(R)’
R

"] é anel de divisao e portanto é anel

r '+ J(R) € % e Ty = yT = 1. Decorre que
artiniano simples. Isso mostra a condi¢ao (a) da Defini¢ao 3.2.1. Para provar a condigao

(b) basta proceder analogamente a prova de (i) = (i7) da proposi¢ao anterior. O

Exemplo 3.1 Para cada nimero primo p, Z,) = {ab™'; a,b € Z, p { b} é um anel de

valorizagao de Dubrovin de Q, ja que Z,) é anel de valorizacao de Q.

Exemplo 3.2 O anel \7(2) = L) + Lyoyi + ZLy2)j + L)k, com a = %(1+z’+j + k), é um

anel de valorizagao de Dubrovin de H, ja que é total em H.

A proposicao abaixo completa a relacao entre anéis de valorizacao de Dubrovin e anéis

de valorizacao totais de um anel de divisao.

Proposicao 3.2.3 Seja R um anel de valorizacdo de Dubrovin do anel de divisdo Q). Sao

equivalentes:
(1) R € anel de valorizagao total de Q;

(i) R\U(R) = J(R);

(vit) % ¢ anel de divisao;

(i) = (i) Veja a Proposigao 2.1.5.

(41) = (i11) Seja 0 # T € 5% Segue que z ¢ J(R) = R\ U(R). Assim, basta proceder
analogamente a prova da Proposu;ao 3.2.2.

(17i) = (i) Seja ¢ € @ \ R. Como R é anel de valorizacao de Dubrovin de @, existem

1,72 € R tais que qri,m2qg € R\ J(R). Por hipdtese, 575 € anel de divisdao. Assim, existem

_R_
J(R)
a,f € R tais que a(gry) = (gr1)a = 1 = [(req) = (r2q)5. Decorre que 1 = ¢(ria) =

(Br2)q, o que implica em ¢~ € R. Portanto R é anel de valorizacio total de Q. Il

Como era esperado, pela inexisténcia de um Teorema da Extensao para anéis de va-
lorizacao totais, existem anéis de valorizagao de Dubrovin de um anel de divisao que

nao sao totais. Os exemplos que aparecem nos artigos sobre o assunto sao os subanéis
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Vipy = Ly + Zpyi + Zpyj + Zpyk do anel de divisao H = Q + Qi + Qj 4+ Qk, onde p é
um numero primo diferente de 2. Pelo Teorema 2.4.2, sabemos que V() nao é total em
H. Assim, para p # 2, decorre da proposi¢ao anterior que Viy) \ J(Vip)) € U(Vy), isto é,
existe x € V() tal que x ¢ J(V(;)) UU(V(p)). A prova de que Vi, é anel de valorizagao
de Dubrovin é feita indiretamente. Veja por exemplo ([W4], §1, Example (c)), ([Br], §3) e
([BrGs), §2). Faremos uma prova disso na Proposigao 3.2.4.

No caso p = 2, o subanel V(g) = Z9) + Z2)i + Z2)J + Z2)k nao é anel de valorizacao de
Dubrovin de H, pois de acordo com ([W,], §1, Example (c)), Vig) = Zya + Zayi + Z2)j +
Z2yk € o tnico anel de valorizagao de Dubrovin R de H tal que RN Q = Zy).

Uma caracterizagao dos anéis de valorizacao de Dubrovin pode ser obtida através dos

anéis de Bezout.

Definicao 3.2.2 Um anel de Bezout a direita é um anel R tal que todo ideal a direita

finitamente gerado € principal.

Um anel de Bezout a esquerda define-se analogamente. Um anel que é anel de Bezout
a direita e a esquerda é chamado anel de Bezout.

Note que se R é anel de valorizacao do corpo K, entao R é anel de Bezout pela
Proposicao 1.1.4. A Proposicao 2.1.2 garante que no caso de R ser um anel de valorizacao

total do anel de divisao D, R é um anel de Bezout.

Teorema 3.2.1 Seja R um subanel do anel artiniano simples Q). Sdao equivalentes:

(1) R € anel de valorizagao de Dubrovin de Q;

(17) % € anel artiniano simples, R € anel de Bezout e () € o anel quociente cldssico
para R.
Demonstracgao
Veja ([Dq], §1, Theorem 4) ou ([Br], §3, Theorem 5). O

Uma prova para o fato de que V), p # 2, é anel de valorizacao de Dubrovin de H

pode ser obtida combinando o teorema anterior com o Teorema 3.1.2.

Proposigao 3.2.4 Se p é um nimero primo diferente de 2, entao Vipy = Zy) + L)t +
Lpyj + L)k € um anel de valorizagdo de Dubrovin de H = Q + Qi + Qy + Qk.
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Demonstracao

Claro que V{, ¢ subanel de H, todo elemento regular de V, tem inverso em H e
{mn='; m,n € V), n # 0} C H. Por outro lado, dado h = o+ 2—;2 + o7+ %k € H,
podemos escrever h = mn~!, onde m = a1bycads + brascadai + crasbadsj + diasbacok e
n = asbacads. Logo, h € {mn~'; m,n € V), n # 0} e H é anel quociente cldssico a
direita para V(,). Notando que no desenvolvimento acima o elemento n comuta com m,
podemos facilmente provar que H ¢ também anel quociente cldssico a esquerda para V().
Também provamos na Proposicao 2.4.1 que Vi, p # 2 é subanel maximal de H. Como H

¢ anel de divisdo com centro Q e [H : Q] = 4, aplicamos o Teorema 3.1.2 para concluir que

Vi)
J(Vipy)

todo ideal de V() é principal e que ~ M,(D), onde D é um anel de divisdo. Assim,

H ¢é o anel quociente classico para V(y), V() ¢ anel de Bezout, pois seus ideais unilaterais

Vip)

T ¢ anel artiniano simples, pois =2~ ~ M, (D), que ¢ anel artiniano
p

J(V(p>) -

sao principais e
simples pelo Teorema de Wedderburn-Artin. Segue do Teorema 3.2.1 que para p # 2, V()

¢é anel de valorizacao de Dubrovin de H. U

Se V' é um anel de valorizacao do corpo K e I é um subcorpo de K, sabemos que
V' NL é anel de valorizagao de LL. Esse resultado é estendido para anéis artinianos simples

conforme a proposigao seguinte.

Proposicao 3.2.5 Seja R um anel de valorizacdo de Dubrovin do anel artiniano simples

Q. Entao:

(a) Z(R) = RN Z(Q);

(b) Z(R) ¢ anel de valorizagao do corpo Z(Q).

Demonstracao

(a) Claro que RN Z(Q) C Z(R). Seja agora x € Z(R). Dado ¢ € @, usamos o Teorema

1

3.2.1 para escrever ¢ = mn~, com m € R en € R*, pois () é o anel quociente classico
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de R. Agora, zqn = xm = mz = mn 'nz = qnz = gzn. Como n € R*, e Q é o anel
quociente classico de R, temos que n € U(Q). Logo, zq = qr e z € Z(Q) N R.

(b) Seja ¢ € Z(Q), ¢ # 0. Suponha que ¢ ¢ Z(R) = RN Z(Q). Vamos mostrar que
q ' € Z(R). Temos que ¢~ € Z(Q) e entao resta mostrar que ¢~* € R. Como ¢ € Z(Q)
eq ¢ RNZ(Q) temos que ¢ € Q \ R. Desde que R é anel de valorizacgao de Dubrovin
de @, existe r € R tal que gr € R\ J(R). Assim, RqrR é ideal bilateral de R que nao
estd contido em J(R), que por sua vez, é o unico ideal bilateral maximal de R. Conforme
observamos apos a Definicao 3.2.1, os ideias bilaterias de R estao totalmente ordenados
por inclusao. Portanto, concluimos que RqrR = R. Assim, existem «,3 € R tais que
1 =a(gr)B. Como q € Z(Q), 1 = q(arp) = (arfB)q, com arf € R, isto é, ¢! = ar3 € R.
O

Observe que no casode Q = H = Q+Qi+Qj+Qk e R = Vi) = Z) + Zpyi + L) +
Zpyk, com p um nimero primo diferente de 2, decorre da proposicao que Z (V) = V() N
ZMH) = ViyNQ = Zgy e Z(Viyy) = Z é anel de valorizacao do corpo Z(Q) = Q. Para
p = 2, o mesmo vale para o anel \7(2) = Ligya+Layi+ L2y j+ Lok, com o = %(1+i—|—j+k’).

O chamado Teorema da FExtensao para anéis de valorizagao de Dubrovin é uma espécie

de reciproca da proposicao anterior.

Teorema 3.2.2 (Teorema da Extensao) Seja () um anel artiniano simples de dimensdo

finita sobre Z(Q). Se V' é um anel de valorizagdo do corpo Z(Q) entao existe um anel de

valorizagdo de Dubrovin R de @Q tal que RN Z(Q) = V.

Observacao 3.6 A primeira prova para o Teorema da Extensao foi apresentada também

por Dubrovin num artigo posterior ([Ds], §3, Theorem 2 and Theorem 3) em 1985.

Observacao 3.7 Uma nova prova foi apresentada por Brungs e Grater em 1990. Veja
([BrGs], §3, Theorem 3.8). Essa prova, segundo seus autores, estd baseada na prova de

Dubrovin mas difere em pontos essenciais, pois evita argumento de transfinitude.
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Observacao 3.8 O enunciado do Teorema da Extensao deixa claro que duas restrigoes
sao impostas. A saber, () deve ter dimensao finita sobre seu centro e obtem-se apenas

extensoes de anéis de valorizagao do centro de Q.

Observacao 3.9 Nao é conhecido até hoje, se a hipdtese de () ter dimensao finita sobre

seu centro € essencial para o Teorema da Extensao.

Observacao 3.10 O Teorema da Extensao s6 vale para obter extensoes de anéis de valo-
rizagao do centro de (). O seguinte contra-exemplo pode ser visto em ([BrGa), §1) e ([W4],
§2). Se Q = H, entao Z(Q) = Q. O anel de valorizacdo Z) de Q tem duas extensoes no
corpo Q[7], mas nenhuma dessas extensoes pode ser estendida a um anel de valorizagao

de Dubrovin de H.

O Teorema da Correspondéncia, visto anteriormente em suas versoes para CoOrpos e
anéis de divisao, também é estendido aos anéis artinianos simples. Sua demonstracao
pode ser vista em ([Dy], §2, Corollary).

Lembramos que um ideal P de um anel nao necessariamente comutativo () é primo

quando P # @ e se A e B sao ideais de @) tais que AB C I, entao A C P ou B C P.

Teorema 3.2.3 (Teorema da Correspondéncia) Seja QQ que um anel artiniano sim-
ples de dimensao finita sobre o centro e R um anel de valorizacdo de Dubrovin de Q).

Entao

(a) Se RC R C Q, entdo R ¢ anel de valorizacio de Dubrovin de Q e J(R') ¢ ideal

/
¢ anel de valorizacdo de Dubrovin de L :

primo de R. Ainda mais L

_R_
7 J(R)
(b) Existe uma correspondéncia biunivoca entre ideias primos de R e sobreanéis de R

em Q.

Para concluir esta secao listamos outros resultados sobre os anéis de valorizacao de
Dubrovin.
Seja ) um anel artiniano simples com centro Z(Q), [@ : Z(Q)] < oo e R um anel de

valorizagao de Dubrovin de Q.

e Se ¢ = ¢ € R, entdao eRe é anel de valorizagio de Dubrovin de eQe ([D4], §1,

Theorem 7).
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e M,(R) ¢é anel de valorizagdo de Dubrovin de M, (Q).

e A aplicacio R — R'NZ (Q) é uma bijecdo, que preserva a inclusao, entre sobreanéis

de R em @ e sobreanéis de RN Z(Q) em Z(Q) ([D2], §2, Theorem 1 (1)).

Outros resultados podem ser encontrados em [Dq], [Ds] e [W3].

3.3 Places e Anéis de Valorizacao de Dubrovin

Na Secao 3 do primeiro capitulo definimos places sobre corpos e como principal resul-
tado vimos que dado um corpo K, existe uma correspondéncia biunivoca entre classes de
places sobrejetores de K e os anéis de valorizagao de K.

Em analogia com esse fato, vamos utilizar a definicao de place em anéis artinianos
simples, proposta por Dubrovin em [D;], para mostrar que dado um anel artiniano sim-
ples @), existe uma correspondéncia biunivoca entre classes de places de () e os anéis de
valorizagao de Dubrovin de Q.

Essa correspondéncia decorrerd do Teorema 3.3.1 ([D4], §1, Proposition 3) cuja de-
monstracao é o objetivo principal desta secao. Essa proposicao estabalecera a maneira de
se obter um anel de valorizagao de Dubrovin de um anel artiniano simples @), a partir de
um place definido sobre (), e reciprocamente, mostrara que dado um anel de valorizagao
de Dubrovin R do anel artiniano simples (), é possivel definir um place sobre @), cujo anel
de valorizacao de Dubrovin seja R.

Trabalhamos para que os resultados desta secao sejam independentes da Secao 2 deste
capitulo para, em consonancia com a teoria de valorizagao em corpos, mostrar que a teoria
de valorizacao sobre anéis artinianos simples também pode ser abordada, desde seu inicio,
através do estudo dos places.

Para estender o conceito de place para anéis artinianos simples, vamos denotar a uniao
do sfmbolo 0o ao anel artiniano simples Q por Q = Q U {oo}.

Convencionamos
(1) atoo=00+a=00,Vacq;

(2) coo=o00.c=00,V ceU(Q).

103



Note que néo estao definidos oo + 0o, c.00 e 00.c para ¢ ¢ U(Q), o que inclui o caso

o0.00.

Decorre de (2) que —oo = 00, ja que —1 € U(Q).

Definicao 3.3.1 Um place a direita de um anel artiniano simples () sobre um anel ar-

tintano simples D € uma aplicacdo sobrejetiva f : Q — D tal que, dados x,y € @,

tem-se
(a) Se f(z)+ f(y) estd definido, entio x +y estd definido ¢ f(z +y) = f(x) + F(v);
(b) Se f(x)f(y) estd definido, entdo xy estd definido e f(xy) = f(x)f(y);
(¢) Para todo q € Q tal que f(q) = oo, eziste r € Q tal que f(r) # 0o ¢ f(qr) # 00,0.

Um place a esquerda é definido analogamente substituindo a condigao f(gr) # oo, 0

do item (c) por f(rq) # o0,0. Um place a direita e a esquerda é chamado um place de @

em D.

A seguinte proposi¢ao apresenta propriedades de um place. Sua demonstracdo nao

oferece dificuldades e é andloga a demonstragao da Proposicao 1.3.1.

Proposicao 3.3.1 Sejam Q e D anéis artinianos simples e f : Q — D wm place.

No préximo teorema relacionamos places com anéis de valorizacao de Dubrovin. Para
isso serao necessarios um lema e uma proposi¢ao preliminares.

Seja R um anel com unidade e X um subconjunto de R. Definimos os conjuntos
rr(X)={reR; Xr=0} ¢ (g(X)={reR;, rX=0}

Chamamos rg(X) e {r(X) respectivamente de anulador a direita e anulador a esquerda
de X em R. Nao é dificil verificar que rg(X) é ideal a direita de R e {x(X) é ideal a

esquerda de R.

Lema 3.3.1 Se () é um anel artiniano simples e x € @), entao {o(rg(x)) = Q.
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Demonstracao

Para provar a inclusao Qz C {o(rg(z)), consideremos o = gz € Qx e € rg(x). Assim,
af = gz = 0 implica que a € lg(rg(x)). Agora provaremos que fg(rg(z)) C Q.
Conforme vimos antes do Lema 3.1.1, ) é semi-simples. Assim, existe um ideal & esquerda
I de @, tal que Q = QxP®I. Pelo Lema 3.1.1, todos os ideais unilaterais de () sao principais,
e dai Q = Qx ® Qy, para algum y € (). Temos que 1 = a+b, com a € Qx e b € Qy.
Afirmamos que Qx = Qa e a® = a. Claro que Qa C Qu, pois a € Qz. Por outro lado, seja
u € Qx. Temos que 1 — a = b implica em ub = u — ua. Nessa igualdade, note que o lado
esquerdo estd em Qy e o lado direito estd em Qz. Logo, ub € Qz N Qy = {0}. Portanto,
ub = 0 e assim, u = ua € Qa, para todo u € Qz. Logo, Qxr = Qa. Finalmente, fazendo
u = a, temos a = a?. Agora seja s € lo(rg(x)). Entdo s\ = 0 para todo A € rg(x). Mas
1 —a € rg(x), pois z = qa e qa(l — a) = qa — ga® = 0 implica em qa(l — a) = 0, isto &,

(1l —a) =0. Logo, s(1 —a) =0, e dai s =sa € Qa = Q. O

Proposicao 3.3.2 Sejam R um subanel do anel artiniano simples () e 9 um ideal bila-
teral mazimal de R. Se para cada q € Q \ R existem r1,79 € R tais que qri,m2q € R\ M,
entdo 1 + 9 C U(R).

Demonstracgao

Vamos provar inicialmente que 1 + 99 C Q*. Seja m € 9. Note que
EQ(l—i—m) ng(1+m)2 c...

Além disso, é facil ver que {o(z) é ideal a esquerda de (), para todo z € ). Como @
¢é artiniano, entao pela observacao apds a Definicao 3.1.3, ) é noetheriano. Portanto, a
cadeia acima é estaciondria, isto é, existe n € N tal que £o(1 +m)™ = lo(1 + m)", para
todo m > n. Como (1+m)" é a soma do elemento 1 com produtos que envolvem m € 90

e M é ideal bilateral, temos que (1 +m)" = 1+ my, para algum mgy € M. Assim,

lo(1+mg) = lo(1+m)" = lo(1+m)" = = Lo(1+m)™™ = Lo(1 +mp)>.

Logo, £o(1 4 mg) = £o(1 +me)>. Pelo Lema 3.1.1, temos que os ideais unilaterais de Q
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sao principais. Segue que

€Q(1+mg) :ﬁQ(l—i-mo)Z :Q’LL (1)

para algum u € (). Agora suponha q € rg(1+mg) e ¢ € @\ R. Por hipdtese, existe r € R
tal que gr € R\ 9. Assim, 0 = (1+mg)q = (1 +mg)qr implica em gr + mygr = 0, donde
qr € M, o que é uma contradi¢ao. Logo, rg(1 +my) C R. Assim, se o € (1 + my),
temos que a € R e (1 + mg)a = 0, implicando em o + mgax = 0. Decorre que o € 9.
Logo, (1 + mg) € 9. Analogamente, prova-se que lg(1 + my) C M. O produto
lo(1 4 mo)rg(l 4+ mg) do ideal a esquerda £g(1 + mg) com o ideal & direita ro(1 + myg) é

um ideal bilateral do anel simples ). Como

Lo(1 +mo)rg(l+mp) CMG R CQ,

segue da simplicidade de () que

lo(1 4 mg)rg(l 4+ mey) = {0}. (2)

Seja q € Lo(1 4+ myg). Por (2), q(ro(l 4+ mp)) = 0 e dal ¢ € lo(ro(1 + myp)). De (1),
temos que Qu C lg(1 4+ mp). Também £o(1 + mg) C lo(rg(1 4+ my)). Pelo Lema 3.3.1,
temos que £o(rg(1l +mp)) = Q(1 4+ myg). Desta forma, u = q(1 +mg) e u € lgo(1 + my).
Segue que 0 = u(1 +mg) = (1 +mg)*, o que implica que ¢ € £o(1 4+ mg)” = Lo(1 +my).
Logo, q(1 +mg) = 0, isto é, u = 0. Assim 0 = {g(1 + my), o que implica em dizer que
1 + mg é regular a esquerda em (). Analogamente 1 4+ mq é regular a direita. Portanto,
1 4+ mgp é regular em Q). Finalmente, se a € Q e (1 +m)a = 0, temos 0 = (1 + m)a =
(1+m)" " (1+m)a = (1+m)"a = (1+mg)a e assim, a = 0, pois 1 +my € Q*. Provamos
desta forma que 1 + m é regular a direita em (). Da mesma maneira, 1 + m é regular a
esquerda em (. Isso conclui a prova de que 1 4+ 9t C Q*. Agora, dado m € 9, temos
que 1 +m € 14+ 9 C Q*. Lembrando que Q* = U(Q), temos que 1 + m tem inverso
(1+m)'€Q. Se (1+m)" ¢ R, entdo [(1+m) ' —1] € Q \ R e aplicando a hipétese,
obtemos s € R tal que [(1+m)~" —1]s = r € R\ M. Multiplicando a tltima igualdade

por 14+m a esquerda, s—(1+m)s = (1+m)r implica em —ms = r+mr, donde concluimos
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que r € M, o que é uma contradicdo. Logo, (1+m) " € R, isto é, 1+ M C U(R). O

Provaremos agora o principal resultado desta se¢ao, seguindo a demonstragao original

de Dubrovin ([D,], §1, Proposition 3).

Teorema 3.3.1 Sejam Q) e D anéis artinianos simples.

(a) Se f € um place de Q em D, entao Ry = {q € Q : f(q) # oo} € um anel de
valorizagao de Dubrovin de Q e f|g, : Ry — D € um homomorfismo de anéis com nicleo
Mg, :={q€Q: f(qg) =0} = J(Ry). Reciprocamente,

(b) Se R é um subanel de Q) e Mg € um ideal bilateral de R tal que smiR € artiniano simples,

e se para q € Q \ R existem 11,72 € R tais que qri,m7oq € R\ Mg, entdo a aplicagao

f:Q — B
a — a, sea€ R

a — o0, sea¢ R

¢ um place de Q em B = 93% tal que Ry = R. Além disso, Mr = J(R).

Demonstracao

Afirmagao 1: R; ¢ um subanel de Q).

Prova Sejam a,b € Ry. Desde que f(a) # oo e f(b) # oo, temos que f(a)f(b) esta
definido, e como f é place, ab também esta definido e f(ab) = f(a)f(b) € D. Logo,
ab € Q). Além disso, f(a)+ f(—b) estd definido implica que a —b esta definido e f(a—b) =
fla)+ f(=b) = f(a) — f(b) € D. Segue que a — b € Ry e Ry é subanel de Q.
Afirmacao 2: Dado ¢ € Q \ Ry, existem r1, 75 € Ry, tais que qry,m2qg € Ry \ J(Ry).
Prova Temos que f(q) = co. Como f é place a direita e a esquerda, existem 71,75 € @

tais que f(raq) # 00,0; f(gri) # 00,0; f(r1) # o005 f(rz) # oco. Assim,
o f(r1) # oo # f(r2) = 1,12 € R;
o flar1) # o0 # f(r2q) = qri,12q € Ry;
o f(gr1) #0# f(raq) = qri,7m2q & Mk,

Afirmacao 3: Mg, 1= {g € Q: f(q) = 0} é ideal bilateral maximal de Ry e 93}12_,,{ ~ D.
f
Além disso, Mg, = J(Ry).
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Prova Seja f : Ry — D, f=f |r;- Provaremos que f é um homomorfismo sobrejetivo
de anéis. B claro que f(1) = f(1) = 1. Se a,b € Ry, entdo f(a) = f(a) # oo, f(b) =
f(b) # o0, a+b € Ry e ab € Ry. Logo, f(a) + f(b) e f(a)f(b) estao definidos e
fla+b) = fla+b) = fla) + () = fa) + f(b). Analogamente, f(ab) = f(a)f(0).
Para provar a sobrejetividade, tome d € D. Como f é sobrejetiva, existe u € Q tal
que f(u) = d. Assim u € R, pois d € D. Logo, f(u) = f(u) = d. Note agora que

A

Ker(f) = {q € Ry; f(q) =0} = {q € Q; f(q) = 0} = Mg,. Isso mostra que Mg, ¢
ideal bilateral de Ry e pelo Teorema dos Homomorfismos, m]f—f ~ D. Decorre que m]f—f

Ry Ry
é anel artiniano simples e assim seus unicos ideais bilaterais sao os triviais. Aplicando o
Segundo Teorema dos Homomorfismos, temos que Mg, € ideal bilateral maximal de Ry.
Da Afirmacao 2 e da Proposicao 3.3.2 decorre que 1+9Mp, C U(R). Agora, o Lema 2.1.2
diz que Mg, = J(R;), o que conclui a prova da afirmagao.

By

J& vimos que 5~ € anel artiniano simples e Mg, = J (Ry), o que implica que

é
M,

By
J(Ry)
anel artiniano simples. Esse fato, junto com a Afirmacao 2, assegura que Ry é anel de
valorizagao de Dubrovin de @, o que conclui a prova da parte (a) do teorema.

Para provar a parte (b) vamos demonstrar que valem as condigoes (a), (b) e (¢) da definigao
de place para a aplicacio f: Q — D definida no enunciado do teorema.

(a) Sejam z,y € Q tais que f(z) + f(y) esteja definido. Provaremos que x + y esté
definido e f(x +y) = f(z) + f(y). Temos que f(z) # oo ou f(y) # oo, o que implica
emxr € Rouy € R. Caso = e y estejam em R, entao x + y estd definido e z +y € R.
Assim, f(x+y) =2x+y =2 +7y = f(z)+ f(y). Pode ocorrer também que = € R e
y ¢ Rouainday € R ez ¢ R. Basta analisar o primeiro caso e o segundo serd anédlogo.
Temos que z € R implica em x # oo e assim x + y estd definido. Note que neste caso
x+y ¢ R, pois caso contrario, z = r —y € R, para algum r € R. Desta maneira,
fl+y) =oc0=T+o00=f(x)+ fy)

(b) Sejam z,y € Q tais que f(z)f(y) esteja definido. Provaremos que zy estd definido e

que f(zy) = f(x)f(y). Basta analisarmos dois casos:

f@) #o0 £ fy) e fla) €UD)e fly) = o.

No primeiro caso, x,y € R implica em xy definido e xy € R. Assim, f(xy) =Ty = Ty =

f(z)f(y). No segundo caso, f(z) € U(D) implica em f(z) # oo e assim, f(zx) = &

@

r € R. Mostraremos que 2! € R. Como f(z) € U(D), sabemos que existe u € R tal
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que f(u) € De f(x)f(u) =1, isto é, 7u = 1 =1+ Mg. Dai, zu — 1 = 0 = Mz e assim
xu € 14+ 9Mpg. Pela Proposicao 3.3.2, 1+9My € U(R). Logo, existe r € R tal que zur = 1,
isto 6, z7! € R. Portanto, x € U(R). Temos que f(y) = oo. Para y = oo temos que
xy estd definido e zy = o0, o que implica em f(zxy) = oo = f(z)oo = f(z)f(y). Para
y € Q\ R, também temos que xy estd definido. Observe que zy € Q \ R, pois zy € R
implica em z7!(zy) =y € R. Assim, f(zy) = oo = f(x)oo = f(z)f(y).

(c¢) Dado g € @ tal que f(q) = oo, temos que ¢ € Q\ R. Por hipétese, existem 71,79 € R C
@ tais que qri,mq € R\ Mg, isto é, existem ry,ry € @ tais que f(r1) # oo e f(ry) # 0o
e f(qr1) # 0,00 e f(raq) # 0,00. Resta demonstrar que Mg = J(R). A Proposigao 3.3.1
garante que 1 + MMr C U(R). Pelo Lema 2.1.2, Mz = J(R). O

Seja ) um anel artiniano simples. No conjunto dos places definidos sobre (), definimos

a relacao de equivaléncia

fi~ fa& Ry = Ry,

que sera utilizada para provar o seguinte coroldario:

Corolario 3.3.1 Seja QQ um anel artiniano simples. Eziste uma correspondéncia biunivoca
entre anéis de valorizacdo de Dubrovin de @) e classes de places de ().
Demonstragao

Definimos

v {[f]; f place sobre Q} — {R; R anel de valorizac¢ao de Dubrovin de Q}
[f] — By

Pelo item (a) do Teorema 3.3.1, temos que de fato ¥ ([f]) ¢ um anel de valorizacdo de

Dubrovin de Q). E facil ver que ¥ estd bem definida e é injetora, pois

U([f1]) = ©([fe]) & Ry, = Ry, & f1 ~ fo & [fi] = [fo]-

Também 1) é sobrejetora, pois dado R um anel de valorizagao de Dubrovin de @), define-se

D= e

R

Mg
f:Q — D

a — a, sea€R

a — o0, sea€Q\R
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e pelo item (b) do Teorema 3.3.1, f é um place de ) em D, tal que Ry = R. O

Exemplo 3.3 Da Proposicao 3.2.4, sabemos que V{,), p # 2, ¢ anel de valorizagao de

Dubrovin do anel H dos quatérnios racionais. Pelo Teorema 3.3.1, a aplicacao

LT Vi)
r o I, € Vy

x s o0, x € H\V,

¢ um place do anel artiniano simples H no anel artiniano simples J(‘(/f)ﬂ' O anel de
p

valorizacao de Dubrovin correspondente a [f] é Ry = {x € H; f(z) # oo} ={z € H; z €

V(p)} = V(p)

Exemplo 3.4 Da mesma forma que no exemplo anterior, a aplicacao

T Vi)
frH— T(Via)

U {oo}
r — I, xeff(Q)

T > 00, xe]ﬁl\f/@)

¢ um place do anel artiniano simples H no anel artiniano simples J(‘ff) 7 O anel de
@)

valorizagao de Dubrovin correspondente & [f] é V).

3.4 Funcoes Valorizacao em Anéis Artinianos Simples

Vimos na Se¢ao 2 do Capitulo 1 o conceito de valorizacao num corpo K. Estudamos
suas principais propriedades e obtivemos uma correspondéncia biunivoca entre classes de
valorizagoes e anéis de valorizagao de K. Generalizamos esses fatos na Secao 5 do Capitulo
2, abordando as valorizacoes definidas sobre um anel de divisao D. Vimos que existe uma
correspondeéncia biunivoca entre os anéis de valorizacao totais e invariantes de D e classes
de valorizacoes de D.

Nesta secao definiremos valorizagao para um anel artiniano simples. Veremos que
esse conceito generaliza os anteriores e estudaremos as propriedades desta classe de valo-

rizacoes.
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Também vamos obter um mecanismo para construgao de exemplos de valorizacoes em
anéis artinianos simples de dimensao finita sobre seu centro. Como objetivo principal
apresentaremos uma correspondéncia biunivoca entre uma classe especial de valorizacoes
definidas sobre o anel artiniano simples () e os anéis de valorizagao de Dubrovin de ) que
satisfazem a uma condicao especifica.

Vamos considerar I' um grupo abeliano totalmente ordenado pela relagdo < e 'U{oo}
a uniao do simbolo oo ao grupo I' com as mesmas convencoes vistas anteriormente.

A definigdo abaixo foi apresentada por Morandi em ([Mo], §2, Definition 2.1) e foi

motivada pelo exemplo que expomos na sequéncia.

s

Definicao 3.4.1 Seja @ um anel artiniano simples. Dizemos que w : Q — T' U {oo} €

uma valorizacio de Q se as sequintes condi¢des sio satisfeitas:
(a) w(~1)=0;
(b) wlx) = 00 ¢z = 0;
(0) wlzy) = w(x) +wly), ¥ o,y € Q;
(d) wiz +y) > minfw(z), w(y)}, ¥ 2.y € Q;
(&) w(Q) = w(st(w)) U{oo}, onde st(w) = {z € Q% w(z™") = —w(x)}.

Exemplo 3.5 Seja ) = M, (D) um anel artiniano simples, onde D é anel de divisao, e
v: D — ['U{oo} uma valorizagdo de D. Uma maneira natural de estender v a @) é

definir:

w:Q — TU{o0}
(dij) V> min;;{v(d;)}
Vamos identificar D com o conjunto {(a;;) € M,(D); a;; = dea;; = 0parai # j}.
Assim, é facil ver que w|p = v. A fungdo w satisfaz as condigoes da Defini¢ao 3.4.1. Para

verificar essa afirmacao, consideremos = = (2;;), y = (yi;) € Q-
(a) Como v(—1) =0, temos que w(—1) = 0.

(b) w(z) =00 & min; j[{v(z;;)} =00 x;; =0,V i,j <z =0.
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(¢) Denotamos zy = (u;;), com w;; = » ., TiklYp;. Assim,
w(zy) = min; j{v(ui;)} > ming j{ming{v(zayr;)}t = ming j{ming{o(zi)+o(ye;) }

> ming{v(zir) b + ming{o(ye;) } = mingp{v(@i) b + ming g {v(ye) } = w(z) + w(y).

(d) w(z +y) = min;j{v(zij +yi;)} = min; j{min{v(z;;), v(y;) }}

= min{ming;{v(wiy)}, ming{v(y;) 1y = min{w(z), w(y)}-

(e) Claro que w(st(w))U{oco} C w(Q). Agorasejay € w(Q). Entao existe x = (z;;) € Q
tal que y = w(z) = min,; j{v(z;;)} = v(x,s), para algum par r,s € {1,2,---,n}. Se
y = 00, a prova é imediata. Assumindo y # 0o, temos v(z,s) # 00 0 que implica em
xrs 7 0. Escolhendo z = (z;;), com z; = x,5 € z;; = 0 para i # j, temos que z € Q*.
Como w(z) = min{v(0),v(xs)} = v(z,) e w(z™t) = min{v(0),v(z )} = v(z}) =

—v(xp5) = —w(z), temos que y = w(z) € w(st(w)).

Observacao 3.11 Observando novamente que a Defini¢ao 3.4.1 foi motivada pelo exem-
plo acima, vemos que uma valoriza¢ao em () = M, (D) sempre pode ser construida a partir

de uma valorizacao do anel de divisao D.

Observagao 3.12 Para uma valorizagao v : D — I' U {oo}, onde D é um corpo ou um
anel de divisao, vimos nas Defini¢oes 1.2.1 e 2.5.1, que nao se fazia necessario exigir que
v(—1) = 0, pois isso decorria de v(1) = 0, que por sua vez, era conseqiiéncia da igualdade
v(zy) = v(x)+v(y). Também o item (e) da Definigao 3.4.1 era imediato, ja que para uma
valorizagao v definida sobre um anel de divisao D (corpo inclusive), vimos no item (c¢) do

Lema 2.5.1, que v(z~!) = —v(x), para todo x € D*. Logo, st(v) = D*.

Observacao 3.13 A diferenca marcante entre a Definicao 3.4.1 e as defini¢oes de valo-
rizacdo sobre corpos ou anéis de divisao é a desigualdade descrita no item (c), que aparece

devido a necessidade de tratar com os possiveis divisores de zero de ().

Seja () um anel artiniano simples. Da mesma maneira que uma valorizacao definida
sobre um corpo ou um anel de divisao, uma valorizagao w :  — T'U {oco} sempre pode
ser considerada uma aplicacdo sobrejetora. Para isso, provaremos que G = w(Q \ {0}) é
um subgrupo totalmente ordenado de I', e assim, podemos trocar I' por G. Claro que G

é totalmente ordenado, uma vez que G C I' e I' é totalmente ordenado. Sejam a,b € G,
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a =w(x), b =w(y). Pelo item (e) da Definigdo 3.4.1, podemos escolher x e y tais que
w(z™!) = —w(z) e wiy™) = —w(y). Como zy™* € Q\ {0} e a —b = w(z) —w(y) =
w(z) +w(y™), o item (a) do lema abaixo mostra que a —b = w(zy~') € G, e portanto G

¢ um subgrupo de T'.

Lema 3.4.1 Seja @ um anel artiniano simples, w : @ — T' U {oo} uma valoriza¢ao de

Q.
(a) Se z € st(w) e y € @, entdo w(zy) = w(yz) = w(z) +w(y);
(b) w(1) = 0;
(¢) w(—z) = w(x), para todo = € Q;

(d) st(w) é um subgrupo de Q* e w : st(w) — I' é um homomorfismo.
Demonstragéo
() w(y) = w(z™lzy) > w(z™) +w(zy) = —w(z) + w(zy) > —w(z) + wz) + wly) =
w(y). Logo, w(z) + w(y) = w(zy) > w(x) + w(y). Portanto, w(zy) = w(x) + w(y).
Analogamente, prova-se que w(yz) = w(z) + w(y).

) Como w((—1)™") = w(=1) = 0 = —w(—1), temos que —1 € st(w). Assim, w(l) =
w((=1)(=1)) = w(-1) + w(-1) = 0.

) w(=z) = w(-1z) = w(-1) + w(z) = w(z).
(d) Sejam a,b € st(w). Temos que w(a~') = —w(a) implica em —w(a~) = w(a), isto
¢, a~' € st(w). Agora, pelo item (a), w((ab)™!) = wb'a"!) = wb) + wla) =
—w(b) — wla) = —(w(a) + w(b)) = —w(ab), o que implica que ab € st(w). Portanto,
st(w) 6 um subgrupo de Q* e assim, novamente por (a), w : st(w) — ['U {c0} é um

homomorfismo de grupos. O

Seja () um anel artiniano simples e w uma valorizacao de (). Se () = K é um corpo, a
Definigao 3.4.1 recai na Defini¢ao 1.2.1 e pelo Teorema 1.2.1, R, = {x € K; w(x) > 0} é
um anel de valorizacao de K e J, = {x € K; w(x) > 0} = J(R,) = Mg, = Ry \ U(Ry).
No Teorema 2.5.1 vimos que se Q = D ¢é um anel de divisao, entao R, é um anel de
valorizagao total e invariante de D e J, = J(Ry) = Ry, \ U(R,,) é o tnico ideal bilateral
maximal de R,,. Com a ajuda do lema seguinte saberemos como esses fatos se estendem

para um anel artiniano simples qualquer.
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Lema 3.4.2 Se () ¢ um anel artiniano simples e w é uma valorizacao de (), entdao:
(a) Ry :={z € Q; w(x) >0} € um subanel de Q;
(b) Jy :={z € Q; w(zx) >0} é um ideal bilateral proprio de R,,.

(c) Seqe @\ Ry, existem ry,ry € Ry, tais que qri,r2q € Ry, \ Jy.
Demonstracgao
(a) Como w(0) = oo e w(l) = 0, temos que 0,1 € R,. Sejam a,b € R,. Observe que
w(ab) > w(a) + w(b) > w(b) > 0, o que implica que R,, é fechado para a multiplicagao.
Também R,, é fechado para diferencas, pois w(a—b) = w(a+(—b)) > min{w(a), w(—b)} =
min{w(a),w(b)} > 0. Logo, R, é subanel de Q.
(b) E fécil ver que J,, é fechado para diferencas e considerando a € J, e b € R,,, temos
que w(ab) > w(a) + w(b) > w(a) > 0. Logo, ab € J,. Analogamente, ba € J,. Observe
ainda que 1 € R, \ J,, e portanto .J,, ¢ um ideal bilateral préprio de R,,.
(¢) Como ¢ € @\ Ry, temos que w(q) < 0. Pelo item (e) da Definicao 3.4.1, existe
r € st(w) tal que w(q) = w(z). Como w(z™') = —w(z) = —w(q), temos que w(z™') >0
e assim, z7! € R,. Escolhendo r; = ry = 27! € R, segue que w(qr;) = w(gz™') =

w(q) —w(z) =0, o que implica em ¢r; € R, \ J,. Analogamente, roq € R, \ Jy. O

O lema garante que se R,/J, é um anel artiniano simples, entdo R, é um anel de
valorizacao de Dubrovin do anel artiniano simples (), conforme a Defini¢ao 3.2.1. Lembre
que nesse caso J,, = J(R,,). Enunciaremos esses fatos na préxima proposigao.

Nem sempre é valido que R,,/J,, é anel artiniano simples, mesmo impondo-se a condigao
de @ ter dimensao finita sobre seu centro, conforme o Exemplo 3.7, que apresentaremos

apos a Proposicao 3.4.3.

Definicao 3.4.2 Seja R um subanel do anel artiniano simples Q). O estabilizador de R é

o congunto st(R) := {zx € Q*; vRx~' = R}.

Nao é dificil verificar que (st(R),-) é subgrupo de (Q*,-). Caso @ seja um corpo, o
subgrupo st(R) é todo o grupo @*. Além disso, se () é um anel de divisdo e R é um anel
de valorizagao total e invariante de D, também temos st(R) = Q™.

Outro fato a ser destacado é que sendo w uma valorizacao do anel artiniano simples

Q, temos st(w) C st(R,). De fato, para s € st(w) e z € R, temos que w(srs™ ') =
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w(s) + w(z) + w(s™') = w(xr) > 0, o que implica em sR,s ' C R,. Analogamente,
s 'R,s C R, implica em R, C sR,s™'. Portanto, s € st(R,) e st(w) C st(R,).

Agora ja podemos demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 3.4.1 Seja w uma valorizagao do anel artiniano simples Q. Se R,/ J,, € anel
artiniano simples, entao R, é anel de valoriza¢iao de Dubrovin de Q com J(Ry) = Ju, €
para cada x € Q \ {0}, existe o € st(R,) tal que RyxR,, = aR,,.

Demonstracao

Ja vimos que se R, /J, é anel artiniano simples, entao R,, é anel de valorizacao de Du-
brovin de  com J(R,) = J,. Entdo seja z € Q \ {0}. Sabemos que existe a € st(w)
tal que w(r) = w(a). Assim, w(z) + w(a™) = 0 implica em w(za™') = 0, isto ¢,
ra~! € R, \ J(R,). Concluimos que za™' € R,za 'R, ¢ za™' ¢ J(R,). Conforme
observamos apés a Definicao 3.2.1, os ideais bilaterias de R, estao totalmente ordenados
por inclusédo, assim J(R) & Ryza ' R,,. Pelo Lema 3.2.1, J(R,,) é o tinico ideal bilateral
maximal de R,. Portanto, R,za 'R, = R,. Agora, como st(w) C st(R,), temos que

a € st(R,), isto é, a 'R, = Ry,a™! e R,a = aR,,. Portanto, R,z R, = aR,,. U

Pela proposicao, dada uma valorizagao w de @ tal que R,,/J,, é anel artiniano simples,
associamos o anel de valorizacao de Dubrovin R,, de Q.

Da mesma maneira que nos capitulos anteriores, trabalharemos com classes de valo-
rizacoes de (). Nosso objetivo é provar que existe uma correspondéncia biunivoca entre os
conjuntos
W = {[w]; w valorizacao de @, tal que R,,/J,, é anel artiniano simples}

R = {R; R anel de valorizagdo de Dubrovin de @ e se x € @ \ {0}, existe a € st(R) tal
que RzR = aR}.

Definicao 3.4.3 Sejam v e w valorizagoes de Q). Dizemos que v é equivalente a w (v ~ w)

quando R, = R,,.
E facil provar que ~ ¢ uma relagao de equivaléncia.
Denotando por [w] a classe de equivaléncia da valorizacao w, temos a aplicacao
v: W — R
[w] — Ry
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que esta bem definida tendo em vista a Proposicao 3.4.1. Para verificar que a aplicacao
1 é uma bijegao, construiremos a inversa ¢ de 1. Para isso, dado um anel de valorizagao
de Dubrovin R de @, tal que para todo x € @\ {0}, existe « € st(R), tal que RxR = aR,
precisamos construir uma valorizagao w de @, tal que R, = R e J, = J(R). Iniciaremos
construindo o grupo de valores para tal valorizagao w.

Seja R um anel de valorizagao de Dubrovin do anel artiniano simples ). No conjunto
I'r ={RqR; q € Q\ {0} e existe o, € st(R) tal que RgR = o, R}
definimos a operagao
quR + RQQR = Oéqloéqu

e a relacao

RqR < RgoR < RgoR C Rqi R.

Observe que Rq; R + Rq:R é exatamente o produto (RgiR)(Rq:R), pois oy aqR =
ag Rog, R = (R R)(Rg:R).

Lema 3.4.3 Com a notacao estabelecida acima, (I'r,+) € um grupo aditivo, abeliano e

st(R)
(R)"

totalmente ordenado pela relagao <. Mais ainda, I'g =~
Demonstracgao

Inicialmente verificaremos que a operacao + ¢ fechada em I'g e também estd bem definida
em I'p. Temos Rg1 R+ R2R = oy, R = Rag, a4, R € T'g, pois oy, o, € st(R) € Q\{0}.
Isso diz que 4+ é uma operagao fechada em I'pr. Provemos que + estd bem definida.
Consideremos Rq1 R = RG1R e RgoR = RGoR . Assim, ag, R = ag ReagR = agR. Dessa
forma, para x € R, a0, T = g 03,7 = g, SO, = Qg YQig, = gy 03, %2, cOM 1, 8, y, 2 € R.
Dessa maneira, a4 04, R C o4 a4, R. Analogamente, prova-se que oy, a4, R C ag 4R €
assim, oy, 0, R = g, 04, R, isto é, Rgy R+ Rga R = Rg1 R+ R¢: R, o que mostra que a soma
estd bem definida em I'g. Vamos provar que (I'g, +) é grupo. E facil ver que o neutro é R.
O inverso de RgR = aR € ' é Ra 'R = a 'R, pois RgR + Ra 'R=aR+a 'R = R.
Claro que Ra™'R € T'g, pois do fato de st(R) ser grupo decorre que a~!' € st(R). De
([Ds], §2, Proposition 4), concluimos que I'g é abeliano. Segue de ([D;], §2, Theorem

4) que I'p é totalmente ordenado por inclusdo. Resta demonstrar o isomorfismo I'p ~
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st(R)

0R)" Note que o quociente estd bem definido, pois U(R) é um subgrupo normal de

st(R). Consideremos a aplicacao ¢ : thEg — I'g, dada por ¢(qU(R)) = RqR = qR.

Primeiramente provemos que ¢ é um homomorfismo. Sejam ¢q;,q2 € st(R). Note que
p(aU(R)U(R)) = ¢(q102U(R)) = Rg12R = (Rq1 R)(Rg2 R) = @(q1U(R)) + ¢(q2U(R)).
Afirmamos que Ker(p) = U(R). De fato, qU(R) € Ker(p) implica em ¢(qU(R)) = R,
isto é, RgR = R. Como ¢ € st(R), temos que RqR = Rq = R e assim, ¢ € U(R).
Também ¢ é sobrejetora, pois dado RqR € T'g, sabemos que existe o € st(R) tal que

aR = RqR. Assim, escolhendo aU(R) € Ztgg, temos que p(aU(R)) = RaR = RqR.

Portanto, I'p ~ Stgg. O

Agora utilizaremos o grupo I'g construido acima, para definir a aplicagao

U):Q — FRU{OO}
0 — o0

0#xz ~— RzR

Proposicao 3.4.2 A aplicagao w é uma valorizag¢ao de Q@ com R, = R e J, = J(R).

Demonstragao

Verificaremos os itens (a) a (e) da Definigao 3.4.1. A prova de (a) e (b) ¢ imediata. Para
verificar (¢) e (d), consideremos z,y € Q). Se x +y = 0, é imediato que co = w(x +y) >
min{w(x),w(y)}. Vamos supor x +y # 0 e w(z) > w(y). Temos RzR C RyR e também
r+y € RyR. Segue que R(x+y)R C RyR, ou seja, w(z+y) > w(y) = min{w(z), w(y)}.
Isso prova o item (d). Como zy € (RxR)(RyR), temos RxyR C (RzR)(RyR) e com isso,
w(zy) > w(z) +w(y), o que prova (¢). Resta provar (e), isto é, mostrar que w(st(w)) U
{00} = w(Q). A inclusdo w(st(w))U{oo} C w(Q) é ébvia. Para provar a inclusdo contréria
observemos inicialmente que w(Q) = w(st(R)). De fato, se w(q) € w(Q), temos que
w(q) = RqR = aR, para algum « € st(R) e como w(a) = RaR = aR = w(q), temos que
w(q) € w(st(R)). Agora, se s € st(R), entdao w(s™!)+w(s) = Rs 'R+ RsR=s"'sR=R
e assim, w(s™') = —w(s), isto é, s € st(w). Logo, st(R) C st(w). Dessa maneira,
w(Q) = w(st(R)) € w(st(w)) e concluimos a prova de que w é uma valoriza¢ao de Q.
Finalmente, note que RxR C R < w(z) > w(l) = 0 implica em R = {z € Q; w(z) >
0} := R,. Provemos agora que J(R) = {x € Q; w(z) > 0}. Se x € J(R), temos que

RxR C J(R) & R implica em w(z) > 0. Por outro lado, se x € Q e w(x) > 0, temos que
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r € Re ReR G R. Podemos ter J(R) € RxR ou ReR C J(R). A primeira possibilidade

nao ocorre pois J(R) ¢ maximal e RzR G R. S6 resta RxR C J(R) e assim z € J(R). O
Recordemos que
e W = {[w]; w valorizacao de @, tal que R,/J, é anel artiniano simples}

e R ={R; R anel de valorizacao de Dubrovin de @ e se x € @\ {0}, existe o € st(R)
tal que RxR = aR}.

Assim, podemos finalmente definir a aplicacao

p: R — W

R — [w]

onde w é a valorizacao associada a R. O teorema seguinte afirma que ¢ é a inversa da
aplicacao

v: W — R

[w] — Ry,

Teorema 3.4.1 Seja QQ um anel artiniano simples. Fxiste uma correspondéncia biunivoca
entre as classes de valorizacoes [w] de Q tais que Ry /J, € anel artiniano simples e 0s
anéis de valorizagao de Dubrovin R de Q, tais que dado x € Q \ {0}, existe a € st(R) tal
que RrR = aR.

Demonstracao

Nao ¢ dificil verificar que ¥(¢(R)) = R e ¢(v[w]) = [w]. O

Teorema 3.4.2 ([MMU] p. 70, Theorem 12.3) Seja QQ um anel artiniano simples de
dimensao finita sobre seu centro e seja R um anel de valorizacdo de Dubrovin de (Q com

V =Z(R). Sao equivalentes:
(i) R € integral sobre V;
(i7) Dado x € Q \ {0}, eziste a € st(R) tal que RxR = aR.

Combinando o Teorema 3.4.2 com as Proposicoes 3.4.2 e 3.4.1, obtemos o seguinte

corolério.
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Corolario 3.4.1 Seja (Q um anel artiniano simples de dimensao finita sobre seu centro
e R um anel de valorizagao de Dubrovin de Q. Fxiste uma valorizagao w em @) tal que

R, =R e J, = J(R) se, e somente se, R ¢ integral sobre V = Z(R).

Observe que no caso de () ser um corpo, tal valorizacao w sempre existe e é uma
valorizacao no sentido que definimos para corpos, recaindo nos resultados do Capitulo 1.
Em seguida apresentaremos uma proposi¢ao que fornece uma ferramenta 1til para a

construcao de valorizagoes sobre anéis artinianos simples.

Proposicao 3.4.3 Seja QQ um anel artiniano simples de dimensdo n < oo sobre seu centro
F, {a1 = 1,a9,---,a,} uma F—base de Q ev :F — I'U{oo} uma valorizagcio de F. A
aplicacgao
w:Q — T'U{oo}

Yo ai; — min{v(x;)}
é tal que wlp = v. Também, para que w defina uma valorizagao em Q) € necessario e
suficiente que w(a;a;) > 0, para todos 1,7 € {1,2,---,n}.
Demonstracgao
Como a; = 1, é claro que w|p = v. A necessidade ¢ facil de ser provada, pois se w é uma
valorizacao de @, vale que w(zy) > w(x) + w(y), para todos z,y € . Em particular,
w(a;a;) > w(a;) +w(a;) = v(1) + v(1) = 0. Para provar a suficiéncia, vamos verificar os
itens (a) a (e) da Definigao 3.4.1.
(a) Como v(—1) =0, é claro que w(—1) = 0.
(b) v(>oi, aix;) = min{v(z;)} = oo se, e somente se, z; = 0, para todo i. Isso equivale a
dizer que Y , a;x; = 0.
Para o restante consideremos z,y € Q, x = >\ a;x;, Y = > iy QY;.
(d) Temos que z+y = Y i, a;(zi4y;) e w(z+y) = ming{v(z;4y;)} > min{min{v(x;),v(y:)}}
= min{min{v(z;)}, min;{v(y;)} } = min{w(x),w(y)}.
(e) A inclusao w(st(w)) U {oo} C w(Q) é direta. Para a inclusdo contriria, tome
w(z) € w(Q). Podemos supor oo # w(z) = w(d i, ax;) = min;{v(z;)}, o que im-
plica que existe j € {1,2,---,n} tal que w(z) = v(z;) e 0 # x; € F. Escolhendo
s = lz; € Q*, obtemos w(s™') = w(x;') = v(z;') = —v(z;) = —w(s). Portanto,

s € st(w) e w(s) = w(x), o que prova que w(Q) C w(st(w)) U {oco}.
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(¢) Temos que xy = 7', a;ja;r;y;. Denotando a;a; = Y71 a,tij, segue que min,{v(ti;,)} =
w(a;a;) > 0, e assim v(t;;,) > 0 para todos i, 7,7 € {1,2,---,n}.
Também zy = szzl(z::zl artije)Tiyy = Y0y ar(ZZj:l tijeiy;). Assim,
wzy) =min{o(37 ;s tijrray;)}

> min,{min; ;{v(t;jrz;y;)} }

= min,{min; j{v(t;;,) +v(z;) + v(y;)}}

S min {u(z:) + v(;))

= man; j{v(z;) +v(y;)}

=w(z) + w(y).
Observe que utilizamos a hipdtese w(a;a;) > 0 na passagem assinalada com (1). Con-

cluimos assim que w é uma valorizacao de Q). U

Exemplo 3.6 Seja H a algebra de divisdo dos quatérnios com centro Q e base {a; =
l,as = i,a3 = j,as = k}. Consideremos a valoriza¢do p—adica v, : Q — Z U {oo}.

Definimos
w, :H — ZU{oo}

>oroy arr —— ming{uy(,)}
Observe que wy(aras) = 0 para todos r,s € {1,2,3,4} e assim, pela Proposicao 3.4.3, w,
¢ uma valorizacao de H. Note ainda que R, = {q¢ € H; w,(q) > 0} = Z) + Zp)i +
L) j + Zgpyk. De fato, ¢ = S aer, € R, implica em w,(q) = min,{v,(z,)} > 0. Isso é
equivalente a v,(x,) > 0, para todo r € {1,2,3,4}, isto é, q¢ € Zyy) + Zp)i + L J + Zgy)k.
Na segunda secao deste capitulo, vimos que para p # 2, Z) + Zyyi + Zp)j + L)k ¢ anel
de valorizagao de Dubrovin de H e portanto, w, ¢ uma valorizagao de H tal que R, ¢

anel de valorizagao de Dubrovin de H.

Exemplo 3.7 No exemplo anterior, se p = 2, temos que wsy ¢ uma valorizagao de H.
Entretanto, R, nao é anel de valorizacao de Dubrovin de Hl, pois como pode ser visto em
([W1], §1, Example (c)), o anel Vigy = Zgya+Zayi+Z2)j + L)k, onde a = T(1+i+j+k),
¢é o unico anel de valorizacao de Dubrovin de H tal que 17(2) NQ = Z). Nesse caso, J(RR—“JZ)

nao ¢é anel artiniano simples.
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