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e Matemáticas da Universidade Federal de

Santa Catarina, para a obtenção do grau

de Mestre em Matemática, com Área de
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3 Valorização em Anéis Artinianos Simples 89
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Resumo

Este trabalho é um estudo sobre Teoria de Valorização em Corpos e duas formas de

generalização dessa teoria para estruturas não necessariamente comutativas. Em corpos

são estudadas os anéis de valorização, as funções valorização e os places. Uma demons-

tração do conhecido Teorema da Extensão é apresentada de forma direta, sem a utilização

de places. A primeira forma de generalizar essa teoria é trabalhando em anéis divisão,

utilizando os anéis de valorização totais e invariantes. Obtem-se várias propriedades se-

melhantes ao caso comutativo e são apresentados exemplos de anéis de valorização totais e

invariantes e também anéis de valorização totais e não invariantes. É apresentado também

um contra-exemplo para o Teorema da Extensão no caso dos anéis de valorização totais

e invariantes. A segunda e mais adequada maneira de estudar a Teoria de Valorização

em estruturas não comutativas é através dos anéis de valorização de Dubrovin que são

definidos nos anéis de matrizes sobre um anel de divisão, isto é, os anéis artinianos sim-

ples. A partir do estudo dos anéis artinianos simples são apresentadas propriedades dos

anéis de valorização de Dubrovin. Definindo-se places sobre os anéis artinianos simples,

demonstra-se que a um anel de valorização de Dubrovin sempre está associado um place

e reciprocamente, dado um place, o conjunto dos elementos que assumem imagem finita é

um anel de valorização de Dubrovin. Finalmente, são apresentadas as funções valorização

sobre anéis artinianos simples e demonstrada sua relação com os anéis de valorização de

Dubrovin.
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Introdução

A Teoria de Valorização teve ińıcio em 1912 quando o matemático húngaro Josef

Kürschák formulou os axiomas de valorização que são utilizados até hoje. A principal

motivação foi a tentativa de melhorar a fundamentação da teoria de corpos p−ádicos

definidos por Kurt Hensel. Na terminologia moderna a valorização definida por Kürschák

é denominada valor absoluto, enquanto o termo valorização é dedicado a um conceito mais

geral proposto posteriormente por Wolfgang Krull.

Nas décadas seguintes houve um rápido desenvolvimento da Teoria de Valorização

devido à seus métodos e conceitos mostrarem-se eficientes na solução de problemas em

Teoria dos Números.

Independente de aplicações em Teoria dos Números, contribuições importantes para a

Teoria de Valorização foram dadas em 1934, na publicação dos trabalhos de Alexander

Ostrowski. Ao mesmo tempo, Wolfgang Krull apresentou uma definição mais geral de

valorização, que mostrou-se aplicável em várias outras áreas da Matemática, tais como

Geometria Algébrica, Álgebra Comutativa e Análise Funcional.

A eficiência da Teoria de Valorização no estudo de corpos levou naturalmente a ten-

tativa de generalizá-la a estruturas mais gerais, por exemplo, aos anéis de divisão. Essa

tentativa passa obrigatoriamente pelos trabalhos de Schilling, apresentados por volta da

metade do século passado. Shilling aplica o conceito de anel de valorização em corpos

para anéis de divisão, produzindo os anéis de valorização totais. Por sua vez, estes anéis

são chamados invariantes quando são invariantes por automorfismos internos do anel de

divisão. Para estes anéis são demonstrados resultados análogos aos conhecidos no caso de

corpos.

Um dos principais resultados da Teoria de Valorização em corpos é o Teorema da

Extensão, que assegura que se K ⊆ L é uma extensão de corpos e V é um anel de
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valorização de K, então existe um anel de valorização R de L tal que R ∩ K = V. O

Teorema da Extensão não é válido para o caso de anéis de valorização de Shilling. Esse

fato e a relativa escassez dos anéis de valorização totais e invariantes em anéis de divisão

levou a conclusão de que os anéis de valorização de Shilling não são a melhor generalização

dos anéis de valorização estudados em corpos. No entanto, até a metade da década de 80,

nenhum conceito mas preciso foi obtido e, conseqüentemente houve um decrescimento da

motivação para estudar o assunto.

Em 1982, N.I. Dubrovin publicou um trabalho, originalmente em russo e traduzido

para o inglês em 1984, onde apresenta uma generalização para a definição de anel de

valorização não apenas para anéis de divisão, mas também para anéis de matrizes sobre

anéis de divisão, que são os anéis artinianos simples. Mais do que isso, a definição de

Dubrovin é mais geral que a definição de Shilling, e Dubrovin provou o Teorema da

Extensão para seus anéis de valorização.

A partir da divulgação dos trabalhos de Dubrovin houve maior concentração de pesqui-

sas sobre valorização, gerando uma quantidade substancial de trabalhos cient́ıficos sobre

o assunto, como pode ser visto em indicadores de produção cient́ıfica.

No primeiro caṕıtulo deste trabalho estudaremos as três formas equivalentes de abordar

a Teoria de Valorização em Corpos, a saber, os anéis de valorização, as funções valorização,

e os places. Os anéis de valorização são ordens espećıficas de um corpo. As funções

valorização surgem como uma generalização natural do conceito de valor absoluto não

arquimediano e os places são aplicações entre corpos projetivos, que podem ser vistos

como extensões de homomorfismos.

Trataremos dos anéis de valorização totais e invariantes no segundo caṕıtulo. Devido

à relativa escassez desses anéis, daremos algum destaque a apresentação e construção de

exemplos. Provaremos que o anel Ṽ(2) = Z(2)α+Z(2)i+Z(2)j+Z(2)k, onde α = 1
2
(1+i+j+k),

é um anel de valorização total e invariante do anel de divisão dos quatérnios racionais.

Através do Anel das Séries Formais de Laurent contruiremos anéis de valorização totais e

invariantes e totais não invariantes. Apresentamos também a construção completa de um

contra-exemplo para o Teorema da Extensão em anéis de divisão.

Com um prévio estudo dos anéis artinianos simples, introduzimos o conceito de anel de

valorização de Dubrovin sobre um anel artiniano simples. Demonstramos algumas de suas
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propriedades e explicitamos como esta classe de anéis generaliza corretamente a definição

do caso comutativo. A definição de place sobre anéis artinianos simples permite mostrar

que a Teoria de Valorização sobre anéis artinianos simples pode ser abordada tanto pelos

anéis de valorização de Dubrovin quanto pelos places. As funções valorizações também

têm uma generalização aos anéis artinianos simples, como veremos na última seção do

trabalho.

Em todo este trabalho um anel sempre é um anel com unidade e subanel sempre tem

a mesma unidade do anel. Um corpo é sempre comutativo e um anel de divisão é uma

estrutura que satisfaz todos os axiomas de corpo exceto possivelmente a comutatividade.

Se R é um domı́nio comutativo, denotamos por c.fr(R) o corpo de frações de R.

Dado um anel R com centro F, denotamos:

R∗ = {x ∈ R; x é regular}.

U(R) = {x ∈ R; x−1 ∈ R}.

J(R) = Radical de Jacobson de R.

Mn(R) = anel de matrizes n× n sobre R.

[R : F ] = dimensão de R sobre F como espaço vetorial, quando R é anel artiniano

simples.

Além disso,

• O único ideal maximal do anel local V é denotado por MV .

• A ordem do grupo G é denotada por |G|.

• Dados os conjuntos A e B, denotamos por A \B o conjunto {x ∈ A; x /∈ B}.
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Caṕıtulo 1

Valorização em Corpos

Neste caṕıtulo apresentaremos os principais conceitos e resultados da Teoria de Va-

lorização sobre corpos. Dividimos o caṕıtulo em três seções, abordando em cada uma

delas um dos enfoques da Teoria de Valorização, a saber, anéis de valorização, funções

valorização e places.

Iniciamos provando propriedades dos anéis de valorização, com destaque para uma

demonstração direta do Teorema da Extensão, sem utilizar places. Em seguida estudamos

as funções valorização, definimos uma relação de equivalência no conjunto de tais funções e

explicitamos uma correspondência biuńıvoca entre anéis de valorização e classes de funções

valorização sobre um corpo. Finalmente apresentamos os places, definimos uma relação

de equivalência no conjunto dos places sobrejetores e explicitamos uma correspondência

biuńıvoca entre anéis de valorização e as classes de places sobrejetores.

1.1 Anéis de Valorização

Veremos nesta seção que entre os principais resultados e propriedades envolvendo anéis

de valorização de um corpo, destacam-se o Teorema da Extensão e o Teorema da Cor-

respondência, além do fato de anéis de valorização terem reticulado de ideais totalmente

ordenado por inclusão.

Definição 1.1.1 Seja K um corpo. O subanel V de K é um anel de valorização de K, se

para cada x ∈ K∗, temos x ∈ V ou x−1 ∈ V .

Observação 1.1 Se V é um anel de valorização de K, então V é um subdomı́nio de K.

4



Observação 1.2 O próprio corpo K é um anel de valorização de K, chamado de anel de

valorização trivial.

Observação 1.3 Se V é um anel de valorização de K e L é um subcorpo de K, então

V ∩ L é anel de valorização de L.

Observação 1.4 Se V é um anel de valorização de K, então K é o corpo de frações de

V . De fato, seja x ∈ K. Se x = 0, temos que x = 0.1−1, com 0, 1 ∈ V . Para x 6= 0 e

x ∈ V , temos x = x.1−1, com x, 1 ∈ V . Para x 6= 0 e x−1 ∈ V , temos x = 1.(x−1)−1, com

1, x−1 ∈ V .

Note que não vale a rećıproca da Observação 1.4. Por exemplo, Q é o corpo de frações

de Z, mas Z não é anel de valorização de Q, já que 5
9

e 9
5

não estão em Z.

O lema abaixo é útil para apresentar exemplos de anéis de valorização. Em particular,

ele assegura que se um corpo tem caracteŕıstica p, com p um número primo, e é algébrico

sobre seu corpo primo, então ele só tem anel de valorização trivial.

Lema 1.1.1 Seja K um corpo.

(a) Se K é finito, então K não possui anel de valorização próprio.

(b) Se K é uma extensão algébrica de um corpo finito, então K não possui anel de

valorização próprio.

Demonstração

(a) Seja V anel de valorização de K. Então (V,+) é subgrupo de (K,+). Vamos supor

que | K |= 2 + 2k + r e K = {0, 1, x1, x2, ..., xr, y1, y2, ..., y2k−1, y2k}, onde

xj.xj = yi.yi+1 = 1 para j ∈ {1, 2, ..., r} e i ∈ {1, 3, ..., 2k − 1},

isto é, xj tem ordem 2 em (K∗, ·) e yi+1 é o inverso de yi em (K∗, ·). Como V é anel de

valorização de K, temos que 0, 1, x1, x2, ..., xr estão em V . Além disso, yi ∈ V ou yi+1 ∈ V ,

para i = 1, 3, ..., 2k − 1. Segue que V tem pelo menos 2+r+k elementos. Pelo teorema de

Lagrange, temos que | V |=|K |. Portanto V = K.

(b) Seja K uma extensão algébrica do corpo finito K0 e V anel de valorização de K. Como

A = V ∩ K0 é um anel de valorização de K0, pelo item (a) temos que A = K0. Assim,

K0 ⊆ V . Seja α ∈ K∗. Então α ∈ V ou α−1 ∈ V . Se α−1 ∈ V , temos K0[α
−1] ⊆ V . Como
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K é algébrico sobre K0 e α−1 ∈ K, temos que K0[α
−1] é corpo contendo (α−1)−1. Segue

que α = (α−1)−1 ∈ K0[α
−1] ⊆ V . Assim, mostramos que se α ∈ K e α−1 ∈ V , temos que

α ∈ V . Logo, α ∈ K implica em α ∈ V , isto é, V = K. �

Exemplo 1.1 Se p é primo, então Zp só tem anel de valorização Zp.

Exemplo 1.2 Vimos que Z não é anel de valorização de Q. No entanto, Q possui anéis

de valorização próprios. Dado p ∈ Z um número primo, o conjunto Z(p) = {ab−1; a, b ∈

Z, p - b} é um anel de valorização próprio de Q, denominado anel de valorização p-ádico

de Q. Claro que Z(p) é próprio, pois 1
p
∈ Q \ Z(p). Considerando a

b
uma fração irredut́ıvel

em Q e supondo que a
b
/∈ Z(p), temos que p | b e p - a, pois a

b
é fração irredut́ıvel. Logo,

(a
b
)−1 = b

a
∈ Z(p).

Exemplo 1.3 O corpo dos números reais possui anéis de valorização próprios. Provare-

mos isso após a demonstração do Teorema da Extensão.

Provaremos na Proposição 1.1.9 que qualquer anel de valorização próprio de Q é da

forma Z(p). Veremos também que Z(p) é a localização de Z segundo o sistema multiplicativo

S = Z\pZ.

Vamos estudar agora a estrutura dos ideais de um anel de valorização e obter resultados

bastante utilizados nas próximas seções.

Proposição 1.1.1 Seja V um domı́nio que não é corpo. A interseção dos ideais não

nulos de V é trivial.

Demonstração

Seja {Iλ}λ∈Λ a famı́lia de todos os ideais não nulos de V . Vamos supor que 0 6= y ∈
⋂
λ∈Λ

Iλ.

Como
⋂
λ∈Λ

Iλ é ideal que contém y, temos que yV ⊆
⋂
λ∈Λ

Iλ ⊆ yV . Logo y2V ⊆ yV =⋂
λ∈Λ

Iλ ⊆ y2V implica em y2V = yV . Assim, y = y2v, para algum v ∈ V . Portanto, y é

inverśıvel em V . Assim, todo ideal não nulo de V contém o elemento inverśıvel y, isto é,

V é o único ideal não nulo de V . Segue que V é corpo, o que é uma contradição. �

Corolário 1.1.1 Se V é anel de valorização próprio do corpo K, então a interseção dos

ideais não nulos de V é trivial.
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Demonstração

Se V é corpo, então V = c.fr(V ) = K. Logo V não é corpo e basta aplicar a proposição

anterior. �

A seguir provaremos que a relação de inclusão é uma relação de ordem total no conjunto

dos ideais de um anel de valorização de um corpo.

Proposição 1.1.2 Seja V um anel de valorização do corpo K. O conjunto dos ideais de

V é totalmente ordenado por inclusão.

Demonstração

Basta mostrar que se I e J são ideais de V , então I ⊆ J ou J ⊆ I. Se I * J , então existe

x ∈ I \J e x 6= 0. Seja y ∈ J . Caso y = 0, é imediato que y ∈ I. Caso y 6= 0, temos

x−1y ∈ K∗. Como V é anel de valorização de K, temos x−1y ∈ V ou (x−1y)
−1

= xy−1 ∈ V .

No primeiro caso, x ∈ I e x−1y ∈ V implica que y ∈ I. No segundo caso, y ∈ J e xy−1 ∈ V

implica que x ∈ J , o que contradiz nossa hipótese. Portanto, I ⊆ J ou J ⊆ I. �

Observe que a Proposição 1.1.2 pode ser usada para provar que Z não é anel de

valorização de Q, pois 2Z e 3Z são ideais de Z e não são comparáveis.

Se o anel V for um domı́nio comutativo, é válida uma rećıproca da proposição anterior,

conforme afirma a proposição seguinte.

Proposição 1.1.3 Sejam V um domı́nio comutativo e K seu corpo de frações. Se os

ideais de V estão totalmente ordenados por inclusão, então V é um anel de valorização

de K.

Demonstração

Seja x ∈ K∗, x = ab−1 com a, b ∈ V . Por hipótese, aV ⊆ bV ou bV ⊆ aV . No primeiro

caso, a = bc, para algum c ∈ V . Assim, x = ab−1 = bcb−1 = c ∈ V . No segundo caso,

b = ad, para algum d ∈ V . Assim, x−1 = ba−1 = ada−1 = d ∈ V . �

A proposição seguinte afirma que um anel de valorização de um corpo é um anel de

Bezout, isto é, todo ideal finitamente gerado é principal.

Proposição 1.1.4 Se V é um anel de valorização do corpo K, então todo ideal finitamente

gerado de V é principal.
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Demonstração

Seja I = x1V +x2V + · · ·+xnV um ideal finitamente gerado de V. Pela Proposição 1.1.2,

existe i0 ∈ {1, · · · , n} tal que xiV ⊆ xi0V , para todo i ∈ {1, · · · , n}. Logo, I = xi0V . �

Utilizaremos o lema seguinte para mostrar que um anel de valorização de um corpo é

local e para descrever o seu ideal maximal. Denotaremos por MV o único ideal maximal

do anel local V .

Lema 1.1.2 Seja V um anel com unidade. São equivalentes:

(i) O anel V é local;

(ii) O conjunto V \U(V ) é um ideal de V .

Nesse caso, MV = V \U(V ).

Demonstração

(i) ⇒ (ii) Para provar que V \U(V ) é um ideal de V , consideremos x, y ∈ V \U(V ). Se

x = 0 ou y = 0, é claro que x− y ∈ V \U(V ). Se x 6= 0 e y 6= 0 então xV e yV são ideais

não nulos de V . Se xV = V ou yV = V , temos que x ou y é inverśıvel, contradizendo

nossa escolha de x e de y. Logo, xV e yV são ideais próprios de V e portanto xV deve

estar contido em algum ideal maximal de V , e o mesmo vale para yV . Como V é local,

temos que xV e yV estão contidos em MV . Assim x, y ∈ MV ⊆ V \U(V ). Com isso,

x − y ∈ V \U(V ). Agora, dado a ∈ V , é claro que xa /∈ U(V ), pois caso contrário,

x ∈ U(V ), contradizendo a escolha de x. Portanto V \U(V ) é um ideal de V .

(ii) ⇒ (i) Seja I um ideal de V tal que V \U(V ) $ I ⊆ V . Então existe x ∈ I ⊆ V

tal que x /∈ V \ U(V ). Decorre que x ∈ U(V ) e assim I = V . Portanto V \U(V ) é um

ideal maximal de V . Como V \U(V ) contém qualquer outro ideal próprio de V , segue que

V \U(V ) é o único ideal maximal de V . Assim, V é um anel local e MV = V \ U(V ). �

Definiremos agora um radical muito utilizado em Teoria dos Anéis, o Radical de Jacob-

son, e vamos relacioná-lo com os anéis de valorização de um corpo. No próximo caṕıtulo

estudaremos este radical com mais detalhes.

Definição 1.1.2 O Radical de Jacobson de um anel A é a interseção de todos os ideais

maximais de A, e é denotado por J(A).
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Proposição 1.1.5 Se V é um anel de valorização do corpo K, então V é um anel local e

seu único ideal maximal é J(V ) = V \U(V ).

Demonstração

Sejam I e J ideais maximais de V. Sabemos que I ⊆ J ou J ⊆ I. Assim, I ⊆ J ⊆ V

implica que J = I ou J = V , pois I maximal. Como J também é ideal maximal,

temos J = I. Da mesma maneira, J ⊆ I ⊆ V implica que I = J . Logo, V tem

único ideal maximal, que por definição é J(V ). Assim V é local e pelo lema anterior,

J(V ) = MV = V \ U(V ). �

Na proposição anterior note que a igualdade J(V ) = V \U(V ) é válida para qualquer

subanel local do corpo K, não necessariamente anel de valorização. Assim, quando V é

um anel local temos MV = J(V ) = V \U(V ).

A igualdade entre anéis de valorização do mesmo corpo K é equivalente a igualdade

dos elementos não inverśıveis desses anéis, como mostra o corolário abaixo.

Corolário 1.1.2 Sejam V1 e V2 anéis de valorização do corpo K. São equivalentes:

(i) V1 = V2,

(ii) MV1 = MV2 .

Demonstração

É claro que só precisamos provar (ii) ⇒ (i) e que para isso basta verificar a inclusão

V1 ⊆ V2, pois a outra é análoga. Seja x ∈ V1
∗ ⊆ K∗. Dentre as quatro possibilidades

x, x−1 /∈ V2, x /∈ V2 e x−1 ∈ V2, x ∈ V2 e x−1 /∈ V2, x, x
−1 ∈ V2,

devemos excluir as duas primeiras. Como V2 é anel de valorização de K, não ocorre

x, x−1 /∈ V2. No caso x /∈ V2 e x−1 ∈ V2, temos que x−1 ∈ V2 \U(V2) = MV2 = MV1 . Como

x ∈ V1, isso leva a contradição 1 = xx−1 ∈ MV1 . Portanto, V1 ⊆ V2. �

A próxima proposição prova que um anel de valorização de um corpo é um domı́nio

integralmente fechado, o que pode ser usado para ver que R não é um anel de valorização

de C, já que i =
√
−1 ∈ C \ R e é inteiro sobre R.

Proposição 1.1.6 Se V é um anel de valorização do corpo K, então V é integralmente

fechado, isto é, {x ∈ K; x é inteiro sobre V } = V .
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Demonstração

Seja V = {x ∈ K; x inteiro sobre V}. Claro que V ⊆ V , pois dado a ∈ V , a é raiz de

X − a ∈ V [X]. Seja x ∈ V . Podemos supor x 6= 0 e x−1 ∈ V . Temos que x ∈ K e

p(x) = 0, para algum p(X) mônico em V [X]. Então,

p(x) = xn + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0 = 0, com ai ∈ V e x ∈ K.

Multiplicando a igualdade xn + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0 = 0 por x−n+1 = (x−1)n−1 ∈ V ,

temos

x = −(an−1 + an−2x
−1 + ...+ a2x

−n+3 + a1x
−n+2 + a0x

−n+1).

Como cada parcela está em V , conclúımos que x ∈ V . Portanto, V = V . �

Seja V um anel comutativo e com unidade. Lembramos que V é um anel noetheriano

quando satisfaz a condição das cadeias ascendentes (CCA) com relação aos seus ideais,

isto é, se I1 ⊆ I2 ⊆ · · · é uma cadeia de ideais de V , então existe n0 ∈ N, tal que n ≥ n0

implica em In = In0 . Se além disso, V for domı́nio, dizemos que V é domı́nio noetheriano.

Lembramos ainda que todo ideal do anel noetheriano V é finitamente gerado.

Veremos agora que os anéis de valorização de um corpo, que são domı́nios principais,

são exatamente os domı́nios de Dedekind do corpo.

Definição 1.1.3 Seja V uma anel comutativo e com unidade. Dizemos que V é um

domı́nio de Dedekind se é integralmente fechado, noetheriano e se todo ideal primo não

nulo de V é maximal.

Proposição 1.1.7 Seja V um anel de valorização do corpo K. São equivalentes:

(i) V é domı́nio de Dedekind;

(ii) V é anel noetheriano;

(iii) V é domı́nio principal.

Demonstração

(i) ⇒ (ii) É imediato da definição de domı́nio de Dedekind.

(ii) ⇒ (iii) Por hipótese, V é noetheriano. Então todo ideal de V é finitamente gerado.

Pela Proposição 1.1.4, todo ideal de V é principal.
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(iii) ⇒ (i) Como V é domı́nio principal, temos que V é integralmente fechado e é domı́nio

noetheriano. Resta provar que se I é um ideal primo não nulo de V , então I é maximal.

Também por hipótese, I =<p>, com p 6= 0 e p é elemento primo em V. Seja J =<q> um

ideal contendo I, isto é, <p>⊆<q>. Assim, p = qt, para algum t ∈ V . Como p é primo,

temos que p|q ou p|t. No segundo caso temos que ps = t, para algum s ∈ V . Assim,

p = qt = qps implica em p(1 − qs) = 0 e dáı qs = 1 ∈< q >= J . Portanto, J = V . No

caso p|q, temos q = rp, para algum r ∈ V . Assim, q ∈<p> e então J =<q>⊆<p>= I.

Portanto, J = I. �

Na proposição anterior note que para provarmos as implicações (i) ⇒ (ii) e (iii) ⇒ (i)

não é necessário utilizarmos o fato de V ser um anel de valorização do corpo K.

Conforme citamos anteriormente, vamos provar que todo anel de valorização de Q é

da forma Z(p), para algum número primo p. Para isso, vamos precisar de uma proposição

preliminar, que assegura a maximalidade dos anéis Z(p) no corpo dos racionais.

Proposição 1.1.8 Se p é um número primo, então Z(p) é subanel maximal de Q.

Demonstração

Consideremos F um subanel de Q que contenha Z(p) propriamente, isto é, existe m
n
∈

F ⊆ Q tal que m
n
/∈ Z(p), com mdc{m,n} = 1. Assim, temos que p | n e p - m. Vamos

denotar por s a maior potência de p que divide n. Podemos escrever n = psα, com α ∈ Z

e p - α. Note que α
m
∈ Z(p) ⊆ F , pois p - m. Assim, m

n
α
m

= α
n

= α
psα

= 1
ps ∈ F . Também

ps−1 ∈ Z(p) ⊆ F e assim, 1
p

= ps−1

1
1
ps ∈ F . Conclúımos que 1

pc ∈ F , para todo c ∈ N.

Vamos utilizar este fato para mostrar que F = Q. Seja a
b
∈ Q, com mdc{a, b} = 1.

Analisemos o caso em que p - b. Isso assegura que a
b
∈ Z(p) ⊆ F . O outro caso é quando

p | b. Temos a
b

= a
pur

, com r ∈ Z e p - r, isto é, a
r
∈ Z(p) ⊆ F . Assim, a

b
= 1

pu
a
r
∈ F .

Portanto, Q = F . �

Proposição 1.1.9 Se V é um anel de valorização de Q, então V = Q ou V = Z(p), para

algum número primo p.

Demonstração

Como 1 ∈ V , temos que Z ⊆ V . Pela Proposição 1.1.5, sabemos que MV = V \ U(V ) é

o único ideal maximal de V . Vamos provar que MV ∩ Z é ideal primo de Z. Claro que
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MV ∩ Z é fechado por somas. Sejam x ∈ MV ∩ Z e y ∈ Z. Como y ∈ V e x ∈ MV ,

temos que xy ∈ MV . Logo xy ∈ MV ∩ Z, provando que MV ∩ Z é ideal de Z. Para ver

que MV ∩ Z é ideal primo, consideremos a, b ∈ Z tais que ab ∈ MV ∩ Z. Assim, a, b ∈ V

e ab ∈ MV . Como MV é ideal primo de V , temos que a ∈ MV ou b ∈ MV . Portanto,

a ∈ MV ∩ Z ou b ∈ MV ∩ Z. Assim, como MV ∩ Z é ideal primo de Z, temos duas

possibilidades: MV ∩ Z = p Z para algum número primo p, ou MV ∩ Z = {0}. Vamos

supor que seja válido o primeiro caso e vamos considerar b ∈ Z \ p Z = Z \ (MV ∩ Z).

Decorre que b /∈ MV = V \ U(V ). Resulta que b ∈ U(V ) e assim, b−1 ∈ V . Portanto,

como Z(p) = {ab−1; a ∈ Z, b ∈ Z \ pZ}, temos que Z(p) ⊆ V , pois a, b−1 ∈ V . Note que

V $ Q, pois MV ∩ Z = pZ. Assim, Z(p) ⊆ V $ Q. Como Z(p) é subanel maximal de Q,

temos que V = Z(p). Conforme citamos, a segunda possibilidade é que MV ∩ Z = {0}.

Nesse caso, vamos provar que V = Q. Seja x = ab−1 ∈ Q. Então a ∈ Z ⊆ V . Também

b ∈ Z ⊆ V e b /∈ {0} = MV ∩ Z. Assim, temos que b /∈ MV = V \ U(V ), isto é, b−1 ∈ V .

Portanto, x = ab−1 ∈ V e V = Q. �

Veremos agora alguns resultados sobre localização comutativa. Este tópico será utili-

zado para estender a proposição anterior, caracterizando os anéis de valorização do corpo

de frações de um domı́nio principal. Também utilizaremos localização na demonstração

do Teorema da Correspondência e do Teorema da Extensão. Vamos considerar V um anel

comutativo e com unidade.

Definição 1.1.4 Um subconjunto S de V é um sistema multiplicativo quando:

(a) 1 ∈ S;

(b) 0 /∈ S;

(c) x, y ∈ S implica em xy ∈ S.

Exemplo 1.4 Seja S = U(V ). Claro que 1 ∈ S e 0 /∈ S. Também, para x, y ∈ S, existem

a, b ∈ S tais que xa = 1 e yb = 1. Assim (xa)(yb) = 1 implica que (xy)(ab) = 1. Portanto

U(V ) é um sistema multiplicativo.

Exemplo 1.5 Lembramos que V ∗ = {x ∈ V ; x é regular}. Vamos provar que V ∗ é um

sistema multiplicativo. Claro que 1 ∈ V ∗ e 0 /∈ V ∗. Sejam x, y ∈ V ∗. Se (xy)r = 0, temos
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yr = 0 pois x é regular. Agora, como y também é regular, temos que r = 0. Assim, xy é

regular.

Exemplo 1.6 Seja I ideal próprio de V e S = 1 + I = {1 + x; x ∈ I}. Claro que 1 ∈ S,

pois 1 = 1 + 0, com 0 ∈ I. Note que 0 /∈ S, pois 0 = 1 + (−1) e se −1 ∈ I, temos que

I = S, uma contradição. Considerando x, y ∈ S, com x = 1 + x1 e y = 1 + y1, temos

xy = 1 + (x1y1 + x1 + y1) ∈ 1 + I. Portanto 1 + I é um sistema multiplicativo.

Exemplo 1.7 Seja P um ideal primo de V . Vamos provar que S = V \P é um sistema

multiplicativo. Claro que 1 ∈ V e 1 /∈ P . Também 0 ∈ P e 0 ∈ V implicam que 0 /∈ V \P .

Sejam x, y ∈ V \P . Como P é ideal primo, temos que xy /∈ P . Assim, xy ∈ V \P .

Seja S um sistema multiplicativo em um anel V com unidade. Em V × S, definimos

(a, s) ≡ (b, t) ⇔ ∃ u ∈ S : u(at− bs) = 0.

É fácil provar que ≡ é uma relação de equivalência em V × S. Denotamos

a
s

:= {(b, t) ∈ V × S; (b, t) ≡ (a, s)} e S−1V := {a
s
; a ∈ V, s ∈ S}.

Em S−1V vamos definir as operações: a
s
+ b

t
= at+bs

st
e a

s
b
t

= ab
st
. Também não é dif́ıcil

mostrar que estas operações estão bem definidas.

Proposição 1.1.10 Com as operações definidas acima, S−1V é anel comutativo com

unidade 1
1
.

Demonstração

Sejam a
s
, b

t
∈ S−1V . Desde que s, t ∈ S e S é um sistema multiplicativo em V , temos que

st ∈ S. Segue que a
s
+ b

t
= at+bs

st
e a

s
b
t

= ab
st

estão em S−1V . Os axiomas que garantem que

S−1V é anel são verificados facilmente. �

Definição 1.1.5 Dizemos que o anel S−1V descrito acima é o anel de frações de V

segundo o sistema multiplicativo S. O anel S−1V também é denominado a localização (ou

o localizado) de V segundo S.
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Temos interesse especial nas localizações feitas em sistemas multiplicativos do tipo

visto no Exemplo 1.7, isto é, sistemas multiplicativos gerados por ideais primos.

Observe que se P é um ideal primo do anel V e S = V \ P , então a localização de V

segundo o sistema multiplicativo S é descrito por S−1V = {as−1; a, s ∈ V, s /∈ P}. Nesse

caso é comum a notação S−1V = V(P ), que utilizaremos neste trabalho.

Observação 1.5 Se S1 e S2 são sistemas multiplicativos em V , então S1 ⊆ S2 implica

que S1
−1V ⊆ S2

−1V .

Observação 1.6 Se P1 e P2 são ideais primos de V , então P1 ⊆ P2 implica em V \P2 ⊆

V \P1 e dáı V(P2) ⊆ V(P1).

Observação 1.7 Considerando a relação de ordem dada pela inclusão de conjuntos, te-

mos que V ∗ é o maior sistema multiplicativo de um domı́nio V . Assim, dado outro sistema

multiplicativo S de V , vem que S−1V ⊆ (V ∗)−1V = c.fr(V ). Com isso, domı́nios locali-

zados são subanéis do corpo de frações.

Observamos ainda que o anel V pode ser entendido como subanel de S−1V . Para isso,

consideremos o monomorfismo de anéis

φ : V −→ S−1V

a 7−→ a
1

Assim, V ' φ(V ) ⊆ S−1V . Identificando a ∈ V com a
1
∈ S−1V , temos que V é um

subanel de S−1V .

Proposição 1.1.11 Com a notação acima, se S−1V = V(P ), então V(P ) é um anel local

e seu único ideal maximal é {as−1; a, s ∈ V, a ∈ P, s /∈ P} := PV(P ).

Demonstração

Sejam a
s
, b

t
∈ PV(P ) e u

v
∈ V(P ). Do fato de P ser ideal primo de V segue que a

s
− b

t
∈ PV(P )

e a
s

u
v
∈ PV(P ). Assim, PV(P ) é ideal de V(P ). Vamos provar que ele é um ideal próprio.

Supondo que 1
1
∈ PV(P ), temos 1

1
= a

s
, com a ∈ P e s /∈ P . Então existe t ∈ V \P , tal que

t(s − a) = 0. Na igualdade ta = ts, observe que o lado esquerdo está em P , pois a ∈ P ;

mas o lado direito está em V \P , pois tanto s como t estão em S, o que é uma contradição.

Afirmamos que V(P )\PV(P ) = U(V(P )). É fácil ver que U(V(P )) ⊆ V(P )\PV(P ), pois PV(P )
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é ideal próprio. Para a inclusão contrária, note que V(P )\PV(P ) = {ab−1; a, b ∈ V, a /∈

P, b /∈ P}. Então a
b
∈ V(P )\PV(P ) implica que a /∈ P, b /∈ P , isto é , a, b ∈ S. Assim, a

b
é

inverśıvel, o que prova nossa afirmação. Agora a igualdade V(P )\PV(P ) = U(V(P )) garante

que V(P ) \ U(V(P )) = PV(P ) que, como vimos, é ideal de V(P ). Segue do Lema 1.1.2 que

V(P ) é anel local cujo único ideal maximal é PV(P ). �

Exemplo 1.8 Seja p um número primo. O anel Z(p) = {ab−1; a, b ∈ Z, p - b} que

vimos no Exemplo 1.2, é a localização de Z segundo o sistema multiplicativo Z \ pZ. Pela

proposição anterior, seu ideal maximal é MZ(p)
= {ab−1; a, b ∈ Z, a ∈ P, b /∈ P} =

{ab−1; a, b ∈ Z, p | a, p - b}. Também vamos denotar MZ(p)
por pZ(p).

Encerramos aqui a exposição sobre localização comutativa. A primeira aplicação desse

conteúdo é na generalização da Proposição 1.1.9, que afirma que todos os anéis de valo-

rização próprios do corpo dos racionais são do tipo Z(p), para algum número primo p. A

proposição seguinte ao lema abaixo afirma que dado um domı́nio principal V e K seu corpo

de frações, os únicos anéis de valorização próprios de K que contém V são as localizações

de V segundo o sistema multiplicativo V \P , onde P é ideal primo de V . O próximo lema

será útil na demonstração da Proposição 1.1.12 e do Teorema da Extensão.

Lema 1.1.3 Seja V um anel de valorização do corpo K.

(a) Se B é um subanel de K tal que V ⊆ B, então B também é um anel de valorização

de K e J(B) ⊆ J(V );

(b) Sejam B1, B2 subanéis de K tais que V ⊆ B1 e V ⊆ B2. Se B1 ⊆ B2, então

J(B2) ⊆ J(B1).

Demonstração

É imediato que B é um anel de valorização de K. Para o restante, basta provar o segundo

item e tomar B1 = V e B2 =B. Seja x ∈ J(B2) = B2\U(B2). Podemos assumir x 6= 0.

Então, x ∈ B2 e x−1 /∈ B2 implicam que x−1 /∈ B1. Assim, x ∈ B1 e segue que x ∈

B1\U(B1) = J(B1). Portanto, J(B2) ⊆ J(B1) e isto conclui a prova do lema. �

Proposição 1.1.12 Seja V um domı́nio principal e K seu corpo de frações. Seja

P =<p> um ideal primo não nulo de V e S = V \ P . Então
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(a) O conjunto V(P ) := V<p> = {ab−1, a, b ∈ V, b ∈ S} é um anel de valorização próprio

de K que contém V .

(b) Os únicos anéis de valorização próprios de K que contém V são os anéis da forma

V<p> descritos no item (a), onde p é um elemento primo de V .

Demonstração

(a) Vimos na Proposição 1.1.11 que V<p> é anel e já observamos anteriormente que as

localizações de um domı́nio estão contidas no seu corpo de frações. Assim, V<p> é subanel

de K e claramente é próprio pois V<p> = {ab−1; a, b ∈ V, b /∈<p>} e dáı 1
p
∈ K \ V<p>.

Também sabemos que V ⊆ V<p>. Para ver que V<p> é anel de valorização de K, tomemos

a
b
∈ K∗ uma fração irredut́ıvel, isto é, não existe um elemento de V ∗ que divide a e b ao

mesmo tempo. Se a
b
/∈ V<p>, então p | b. Logo p - a e

(
a
b

)−1
= b

a
∈ V<p>.

(b) Seja A um anel de valorização de K tal que V ⊆ A $ K. Afirmamos que V ∩MA é

ideal primo não nulo de V . Para ver que V ∩MA 6= {0}, basta tomar x−1 = b
a
∈ K∗, a, b ∈

V ∗ ⊆ A, tal que x−1 /∈ A. Como b ∈ V ⊆ A e x−1 = ba−1 /∈ A, temos que a−1 /∈ A e

dáı 0 6= a ∈ A \ U(A) = MA. Logo V ∩ MA 6= {0}. Provemos que V ∩ MA é ideal de

V . Claro que V ∩MA é fechado por diferenças. Tomemos então α ∈ V e β ∈ V ∩MA.

Desde que β ∈ MA e α ∈ V ⊆ A, temos βα ∈ V ∩ MA. Falta provar que V ∩ MA é

ideal primo de V . Para isso, tomemos agora u, v ∈ V tais que uv ∈ V ∩ MA. Como

u, v ∈ V ⊆ A e MA é ideal primo de A, devemos ter u ∈ V ∩ MA ou v ∈ V ∩ MA.

Isso prova a afirmação de que V ∩ MA é ideal primo não nulo do domı́nio principal V ,

e então existe um elemento primo p ∈ V ∗ tal que V ∩ MA =< p >= P . Fazendo a

localização do anel V no sistema multiplicativo S = V \P obtemos V<p>, que é sobreanel

de V e V<p> ⊆ K. Note que V<p> ⊆ A, pois se rs−1 ∈ V<p>, então r, s ∈ V ⊆ A e

s /∈<p>= V ∩MA. Mas como s /∈ A\U(A) e s ∈ A, temos que s−1 ∈ A, isto é, rs−1 ∈ A.

Pelo Lema 1.1.3, a inclusão V<p> ⊆ A garante que MA ⊆ MV<p> . Vamos mostrar que

MV<p> ⊆ MA. Seja rs−1 ∈ MV<p> = PV<p> = { r
s
; r, s ∈ V, r ∈<p>, s /∈<p>}. Assim,

r ∈<p>⊆ MA = A \ U(A). Mas s ∈ V ⊆ A e dáı s−1 ∈ A. Logo r
s

= rs−1 ∈ MA. Isso

estabelece a igualdade MA = MV<p> e pelo Corolário 1.1.2 da Proposição 1.1.5, conclúımos

que A = V<p>. �
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Nosso próximo objetivo é demonstrar o Teorema da Correspondência. Precisaremos

de alguns resultados e definições preliminares.

Seja V um anel de valorização do corpo K. Consideremos os conjuntos

B = {B ⊆ K; B é subanel de K e V ⊆ B},

P = {P ⊆ V ; P é ideal primo de V }.

Observamos que V ⊆ B ⊆ K implica que B é local, pois B também é anel de valo-

rização de K. Logo, J(B) = B\U(B) é seu único ideal maximal. Vamos provar que se

B ∈ B, então J(B) é ideal primo de V. Pelo Lema 1.1.3, temos que J(B) ⊆ J(V ) ⊆ V ⊆ B

e assim J(B) é ideal primo de V . Desta maneira, a aplicação

ψ : B −→ P

B 7−→ J(B)

está bem definida. Também a aplicação ψ reverte a inclusão, conforme o segundo item do

Lema 1.1.3.

Definimos a aplicação

δ : P −→ B

P 7−→ V(P )

Note que δ está bem definida, pois V ⊆ V(P ) ⊆ c.fr(V ) = K.

A aplicação δ também reverte a inclusão, pois,

P1 ⊆ P2 ⇒ V \P2 ⊆ V \P1 ⇒ S2 ⊆ S1 ⇒ S2
−1V ⊆ S1

−1V ⇒ V(P2) ⊆ V(P1).

Vamos provar que ψ−1 = δ, isto é, vamos provar o teorema seguinte.

Teorema 1.1.1 (Teorema da Correspondência) Seja V anel de valorização do corpo

K. Existe uma correspondência biuńıvoca, que reverte a inclusão, entre ideais primos de

V e sobreanéis de V em K.

Demonstração

Com a notação acima, basta provar que

(1) δ(ψ(B)) = B, ∀ B ∈ B,
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(2) ψ(δ(P )) = P , ∀ P ∈ P .

(1) δ(ψ(B)) = δ(J(B)) = V(J(B)). Seja x ∈ V(J(B)). Temos que x = ab−1, com a, b ∈

V ⊆ B, b /∈ J(B). Assim, b /∈ J(B) = B\U(B) implica que b ∈ U(B), isto é b−1 ∈ B.

Logo, x ∈ B. Por outro lado, seja x ∈ B∗. Então x ∈ V ou x−1 ∈ V . No primeiro caso,

nada temos a demonstrar, pois V ⊆ V(J(B)). No segundo caso, temos que x−1 ∈ B. Logo,

x−1 /∈ J(B). Então, x = 1.(x−1)
−1 ∈ V(J(B)).

(2) ψ(δ(P )) = ψ(V(P )) = J(V(P )). Observe que

(*) V ⊆ V(P ) ⇒ J(V(P )) ⊆ J(V ) ⊆ V .

Vimos que o único ideal maximal de V(P ) é

J(V(P )) = PV(P ) = {as−1, a ∈ P, s ∈ V, s /∈ P}.

Assim, sendo x ∈ P , x = x.(1)−1 ∈ J(V(P )). Por outro lado, seja x = as−1 ∈ J(V(P )),

a ∈ P , s /∈ P . Por (*), x = as−1 ∈ V . Então a = xs ∈ P , com x, s ∈ V . Como P é ideal

primo de V e s /∈ P , temos x ∈ P . �

O último resultado que provaremos nesta seção é o Teorema da Extensão, que assegura

que se R é um anel de valorização do corpo L e K é uma extensão de corpos de L, então

o anel de valorização R de L pode ser estendido a um anel de valorização V de K tal que

V ∩ L = R.

As demonstrações que encontramos do Teorema da Extensão usam resultados sobre

places em corpos. No entanto, em [E] Otto Endler afirma que uma demonstração usando

apenas anéis de valorização é viável.

Fizemos uma prova do Teorema da Extensão, independente da teoria de places, usando

o Lema de Zorn e resultados sobre localização comutativa. A parte essencial de nossa prova

está na demonstração da proposição que vem após o lema abaixo.

Lema 1.1.4 Sejam R um subanel do corpo K e I um ideal próprio de R. Então para cada

x ∈ K∗, temos que IR[x] é ideal próprio de R[x] ou IR[x−1] é ideal próprio de R[x−1].

Demonstração

Temos que
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IR[x] =

{
n∑

i=0

aix
i; n ∈ N, ai ∈ I

}
e IR[x−1] =

{
m∑

j=0

bjx
−j; m ∈ N, bj ∈ I

}
.

É fácil ver que IR[x] e IR[x−1] são ideais de R[x] e R[x−1], respectivamente. Vamos supor

que ambos não sejam próprios. Então consideremos m,n ∈ N e a0, a1, ..., an, b0, b1, ..., bm ∈

I tais que 1 =
n∑

i=0

aix
i =

m∑
j=0

bjx
−j. Podemos considerar n e m os menores naturais com

tal propriedade. Consideremos o caso m ≤ n. Temos que

1− (b0 + a0 − a0b0) = (1− b0)(1− a0)

= (1− b0)

(
n−1∑
i=1

aix
i + anx

n

)

= (1− b0)
n−1∑
i=1

aix
i + (1− b0)anxn

=
n−1∑
i=1

(1− b0)aix
i +

m∑
j=1

anx
nbjx

−j.

Assim 1 = b0+a0−a0b0+
n−1∑
i=1

(1−b0)aix
i+

m∑
j=1

anbjx
n−j =

n−1∑
i=0

cix
i, onde c0 = b0+a0−a0b0

quando m < n, ou c0 = b0 + a0− a0b0 + anbm quando m = n. Os demais ci
′
s são obtidos a

partir dos coeficientes correspondentes a xi nos somatórios do lado esquerdo. Observando

que esses coeficientes envolvem apenas a0, a1, ..., an, b0, b1, ..., bm ∈ I, vem que ci ∈ I.

Obtivemos portanto a igualdade 1 =
n−1∑
i=0

cix
i, com ci ∈ I, o que contradiz a minimalidade

de n. Analogamente, no caso n ≤ m obtêm-se uma contradição com a minimalidade de

m. Portanto, a suposição de que IR[x] e IR[x−1] não são ambos ideais próprios não pode

ser feita e o lema está provado. �

Proposição 1.1.13 Seja R um subanel local do corpo K, com ideal maximal MR. Existe

um anel de valorização V de K, tal que R ⊆ V e MR ⊆ MV .

Demonstração

Seja F = {A ⊆ K; A é subanel local, R ⊆ A e MR ⊆ MA}. Note que R ∈ F , logo F não

é vazio. Vamos definir em F a relação

A ≤ B ⇔ A ⊆ B e MA ⊆ MB.

19



É fácil ver que ≤ é uma relação de ordem em F . Seja {Aλ}λ∈Λ famı́lia totalmente ordenada

em F . Tome A =
⋃
λ∈Λ

Aλ que é subanel de K, pois a famı́lia está totalmente ordenada.

Afirmamos que A é local. Para provar isso, mostraremos que J =
⋃
λ∈Λ

MAλ
é ideal de A e

J = A\U(A). É claro que J é um subanel de A, pois {MAλ
}λ∈Λ é cadeia de subanéis de

A. Para ver que J é ideal de A, consideremos a ∈ A e x ∈ J . Então existem λi, λj ∈ Λ

tais que a ∈ Aλi
e x ∈ MAλj

. Podemos ter dois casos:

• Aλi
⊆ Aλj

e MAλi
⊆ MAλj

,

• Aλj
⊆ Aλi

e MAλj
⊆ MAλi

.

Do primeiro caso segue que a ∈ Aλj
e x ∈ MAλj

. Assim, ax ∈ MAλj
⊆ J . No segundo

caso, temos que a ∈ Aλi
e x ∈ MAλi

. Decorre que ax ∈ MAλi
⊆ J . Logo J é um ideal de

A. Agora vamos mostrar que J = A\U(A). Sabemos que J ⊆ A. Vamos supor que exista

u ∈ J ∩ U(A). Assim, u−1 ∈ A e u ∈ J implicam que 1 ∈ J =
⋃
λ∈Λ

MAλ
. Logo, 1 ∈ MAλi

,

para algum i, e isto contradiz o fato de MAλi
ser maximal. Fica provado que J ⊆ A\U(A).

Por outro lado, seja a ∈ A\U(A). Então a ∈ Aλi
, para algum λi ∈ Λ. Também a−1 /∈ A,

implica que a−1 /∈ Aλi
. Assim, a /∈ U(Aλi

). Portanto, a ∈ Aλi
\U(Aλi

) = MAλi
⊆ J , o que

prova a inclusão A\U(A) ⊆ J . Assim, A\U(A) é ideal de A. Portanto, A é anel local e

o ideal maximal é MA = A\U(A) =
⋃
λ∈Λ

MAλ
. Note que R ⊆ Aλ ⊆ A, para todo λ ∈ Λ.

Assim, R ⊆ A. Note também que

MR ⊆ MAλ
⊆
⋃
λ∈Λ

MAλ
= MA.

Logo, A ∈ F e A é cota superior para a famı́lia {Aλ}λ∈Λ. Pelo Lema de Zorn, obtemos um

elemento maximal V ∈ F , isto é, V é local, R ⊆ V e MR ⊆ MV . Resta mostrar que V é

um anel de valorização de K. Seja x ∈ K∗. Pelo lema anterior, MV V [α] é ideal próprio de

V [α], para α = x ou α = x−1. Seja P um ideal maximal, portanto primo, de V [α] tal que

MV V [α] ⊆ P . Considere o sistema multiplicativo S = V [α]\P . Então, pela Proposição

1.1.11,

S−1V [α] = {as−1; a, s ∈ V [α], s /∈ P} ⊆ K

é anel local com ideal maximal MS−1V [α] = {as−1; a ∈ P, s ∈ V [α] \ P}. Note que

R ⊆ V ⊆ V [α] ⊆ S−1V [α] ⊆ K e MR ⊆ MV ⊆ MV V ⊆ MV V [α] ⊆ P. (∗)
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Seja u ∈ MV . Temos que u = u.1−1 ∈ MS−1V [α], pois u ∈ MV ⊆ P . Logo, MR ⊆ MV ⊆

MS−1V [α]. Assim,

R ⊆ S−1V [α], MR ⊆ MS−1V [α] e S−1V [α] é subanel local de K.

Com isso, S−1V [α] ∈ F . Também, MV ⊆ MS−1V [α] e V ⊆ S−1V [α] implicam que

V ≤ S−1V [α]. Logo, pela maximalidade de V , temos que V = S−1V [α] e assim, por (∗),

V = V [α]. Portanto, α ∈ V . �

Teorema 1.1.2 (Teorema da Extensão) Seja L ⊆ K extensão de corpos e R um anel

de valorização de L. Existe um anel de valorização V de K, tal que V ∩ L = R.

K

L

@@
@@

@@
@ V

R
Demonstração

Como R é um anel de valorização de L, temos que R é subanel local de K com ideal

maximal MR. Pela proposição anterior, existe um anel de valorização V de K tal que

R ⊆ V e MR ⊆ MV . Resta demonstrar que V ∩ L = R. A inclusão R ⊆ V ∩ L é

óbvia. Consideremos x ∈ V ∩ L. Podemos considerar x 6= 0. Como x ∈ L e R é anel de

valorização de L, temos que x ∈ R ou x−1 ∈ R. Vamos supor que x−1 ∈ R. Temos que

x−1 /∈ MV , pois caso contrário, 1 ∈ MV , já que x ∈ V . Assim, x−1 /∈ MV e MR ⊆ MV

implica que x−1 /∈ MR = R\U(R). Como x−1 ∈ R, segue que x−1 ∈ U(R), isto é, x ∈ R.

�

Com a notação do teorema anterior, dizemos que V é uma extensão do anel de va-

lorização R, o que justifica a denominação do Teorema da Extensão. Observamos que a

extensão V em geral não é única, como pode ser visto em ([BrG1], Corollary 13.5, p. 96).

Corolário 1.1.3 Seja L ⊆ K extensão de corpos. Para cada anel de valorização próprio

de L existe um anel de valorização próprio de K.

Demonstração

Seja R um anel de valorização próprio de L. Pelo Teorema da Extensão, existe um anel de
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valorização V de K tal que V ∩ L = R. Supondo V = K, temos L = L ∩K = L ∩ V = R,

o que contradiz o fato de R ser próprio. �

Corolário 1.1.4 O corpo R dos números reais possui uma infinidade de anéis de valo-

rização próprios.

Demonstração

Sabemos que os anéis Z(p), com p um número primo, são anéis de valorização próprios de

Q. Aplicando o Teorema da Extensão, conclúımos que para cada número primo p, existe

um anel de valorização Vp de R, tal que Vp ∩Q = Z(p). Pelo corolário anterior, para cada

número primo p, Vp é anel de valorização próprio de R. Note que se p1 e p2 são números

primos distintos, temos que 1
p1
∈ Vp2 e 1

p1
/∈ Vp1 . Logo, Vp1 6= Vp2 , o que conclui a prova

do corolário. �

Observamos que no corolário anterior, se substituirmos R pelo corpo C dos números

complexos, a mesma demonstração assegura que C também possui uma infinidade de

anéis de valorização próprios. O mesmo vale para qualquer subcorpo de C contendo Q,

por exemplo, os corpos Q
[√
p
]
, com p um número primo.

1.2 Funções Valorização

Nesta seção definiremos as valorizações de Krull de um corpo, verificaremos algumas

de suas propriedades e provaremos que existe uma correspondência biuńıvoca entre anéis

de valorização e classes de valorizações de Krull.

Seja (G,+) grupo totalmente ordenado pela relação ≤. Denotaremos a união do

śımbolo ∞ ao grupo G por G ∪ {∞} e vamos considerar as convenções:

• g +∞ = ∞+ g = ∞+∞ = ∞, ∀ g ∈ G;

• g <∞, ∀ g ∈ G;

• g1 ≤ g2 ⇒ g1 + h ≤ g2 + h, ∀ g1, g2, h ∈ G.

Definição 1.2.1 Seja K um corpo. Uma função v : K −→ G ∪ {∞} é uma valorização

de Krull, se:
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(a) v(x) = ∞⇔ x = 0;

(b) v(xy) = v(x) + v(y), ∀ x, y ∈ K;

(c) v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)}, ∀ x, y ∈ K.

Chamaremos as valorizações de Krull somente de valorizações.

Sempre se pode considerar v sobrejetora. De fato, os itens (a) e (b) dizem que v é um

homomorfismo entre os grupos (K∗, ·) e (G,+). Então, se necessário, podemos trocar G

pelo grupo v(K∗). O grupo v(K∗) é chamado de grupo de valores de v.

Assumiremos que v é sobrejetora. Note que neste caso o grupo de valores G = v(K∗)

é abeliano, pois dados a, b ∈ G, temos a = v(x), b = v(y) com x, y ∈ K∗ e a + b =

v(x) + v(y) = v(xy) = v(yx) = v(y) + v(x) = b+ a. Portanto, trabalharemos sempre com

v sobrejetora e G abeliano.

O lema seguinte apresenta propriedades básicas de uma valorização.

Lema 1.2.1 Seja v uma valorização do corpo K. Então:

(a) v(1) = v(−1) = 0;

(b) v(−x) = v(x), ∀ x ∈ K;

(c) v(x−1) = −v(x), ∀ x ∈ K∗.

Demonstração

(a) v(1) = v(1.1) = v(1) + v(1). Logo, v(1) = 0. Também 0 = v(1) = v((−1)(−1)) =

v(−1) + v(−1). Como G é totalmente ordenado, podemos ter v(−1) > 0, v(−1) < 0 ou

v(−1) = 0. Supondo v(−1) > 0, temos 0 < v(−1) < v(−1) + v(−1) = v(1). Da mesma

forma, se v(−1) < 0, temos 0 > v(−1) > v(−1) + v(−1) = v(1). Portanto, v(−1) = 0.

(b) v(−x) = v(−1.x) = v(−1) + v(x) = v(x).

(c) 0 = v(1) = v(xx−1) = v(x) + v(x−1). Logo v(x−1) = −v(x). �

No próximo teorema veremos que é posśıvel associar a uma valorização um anel de

valorização do corpo. Este anel é composto dos elementos cuja imagem pela valorização é

maior ou igual à imagem do elemento neutro da multiplicação.

Teorema 1.2.1 Seja v uma valorização de K. Então:
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(a) Av = {x ∈ K; v(x) ≥ 0} é um anel de valorização de K;

(b) Jv = {x ∈ K; v(x) > 0} é o único ideal maximal de Av;

(c) J(Av) = Jv = {x ∈ Av; x = 0 ou x−1 /∈ Av}.

Demonstração

(a) Como v(0) = ∞ e v(1) = 0 , temos que 0, 1 ∈ Av. Sejam x, y ∈ Av. Observe que

• v(xy) = v(x) + v(y) ≥ v(y) ≥ 0,

• v(x− y) = v(x+ (−y)) ≥ min{v(x), v(−y)} = min{v(x), v(y)} ≥ 0.

Logo, Av é subanel de K. Consideremos x ∈ K∗. Como v(x−1) = −v(x), temos que

v(x) ≥ 0 ou v(x−1) ≥ 0 e isto diz que x ∈ Av ou x−1 ∈ Av. Portanto, Av é um anel de

valorização de K.

(b) Analogamente ao item anterior, é fácil ver que Jv é fechado por diferenças. Agora,

sejam x ∈ Jv e y ∈ Av. Então v(x) > 0 e v(y) ≥ 0 implicam que v(x) + v(y) > 0. Assim,

xy ∈ Jv. Logo Jv é ideal de Av. Do fato de Av ser anel de valorização de K decorre

que seu único ideal maximal é Av\U(Av). Provemos que Jv = Av\U(Av). Lembremos

que v(1) = 0 implica que 1 /∈ Jv. Isto nos diz que Jv é ideal próprio de Av. Logo

Jv ⊆ Av\U(Av), pois Jv deve estar contido num ideal maximal e o único ideal maximal

é Av\U(Av). Por outro lado, seja x ∈ Av\U(Av). Então x ∈ Av e x−1 /∈ Av. Assim,

v(x) ≥ 0 e −v(x) = v(x−1) < 0 implicam que v(x) > 0. Logo, x ∈ Jv.

(c) Por definição, J(Av) é a interseção de todos os ideais maximais de Av. Então, J(Av) =

Jv, pois Jv é o único ideal maximal. Resta provar que Jv = {x ∈ Av, x = 0 ou x−1 /∈ Av}.

Seja x ∈ Jv. Podemos supor x 6= 0. Temos que v(x−1) = −v(x) < 0. Logo, x−1 /∈ Av. Por

outro lado, seja x ∈ Av tal que x 6= 0 e x−1 /∈ Av. Assim, −v(x) = v(x−1) < 0 implica que

v(x) > 0. Logo, x ∈ Jv. �

A cada valorização v do corpo K associamos o anel de valorização Av de K. Para termos

uma correspondência bem definida, trabalheremos com classes de valorizações. Para isso

usamos a definição abaixo.

Definição 1.2.2 Sejam u e v valorizações do corpo K. Dizemos que u ∼ v (u é equiva-

lente a v) quando Au = Av.

24



É fácil ver que ∼ é uma relação de equivalência. Denotamos por [v] a classe de

equivalência da valorização v. Assim, temos uma aplicação bem definida

ψ : {[v], v valorização de K} −→ {A; A anel de valorização de K}

[v] 7−→ Av

Mostraremos que ψ é bijetora, isto é, existe uma correspondência 1− 1 entre anéis de

valorização do corpo K e classes de valorizações de K. Para isso construiremos a inversa

de ψ.

Seja A anel de valorização do corpo K. Considere o conjunto

G = {xA; x ∈ K∗}

onde a igualdade é definida por xA = yA⇔ xy−1 ∈ U(A). Nestas condições, a aplicação

+ : G×G −→ G

(xA, yA) 7−→ (xy)A

é uma operação bem definida emG. De fato, se x1A = x2A e y1A = y2A, então x1A+y1A =

x1y1A = x1y2A = x1Ay2 = x2Ay2 = x2y2A = x2A + y2A. É fácil ver que (G,+) é grupo

abeliano com elemento neutro A = 1A e cujo simétrico de xA ∈ G é x−1A. Também G

é isomorfo ao grupo multiplicativo K∗

U(A)
. Para ver isso, basta notar que ϕ : K∗

U(A)
−→ G,

dada por ϕ(xU(A)) = xA é um isomorfismo de grupos.

Dados xA, yA ∈ G, definimos

xA ≤ yA⇔ yA ⊆ xA

Vamos mostrar que a relação acima é uma relação de ordem total em G. Para x, y ∈ K∗,

temos que y−1x ∈ K∗. Dáı y−1x ∈ A ou x−1y ∈ A. Se y−1x ∈ A, então y−1xA ⊆ A

implica em xA ⊆ yA. Analogamente, x−1y ∈ A implica em yA ⊆ xA. Portanto, G é um

grupo abeliano totalmente ordenado.
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Definimos agora a aplicação

v : K −→ G ∪ {∞}

0 7−→ ∞

x 7−→ xA, x 6= 0

Note que v|K∗ : K∗ −→ G é um homomorfismo sobrejetor de grupos e Ker(v) = {x ∈

K∗; xA = 1A} = U(A) e assim temos novamente K∗

U(A)
' G.

Proposição 1.2.1 Seja A um anel de valorização do corpo K. Com a notação estabele-

cida acima, temos que:

(a) v é uma valorização de K;

(b) Av = A;

Demonstração

(a) Claro que v(x) = ∞⇔ x = 0. Sejam x, y ∈ K. Vamos mostrar que v(xy) = v(x)+v(y).

Note que se x = 0 ou y = 0, o resultado é imediato. Supondo x 6= 0 e y 6= 0, temos que

v(xy) = xyA = xA+ yA = v(x) + v(y). Resta provar que v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)}. Se

x + y = 0 é claro que a afirmação é verdadeira. Supondo x + y 6= 0, temos v(x + y) =

(x + y)A ⊆ xA + yA. Como G é totalmente ordenado, xA ⊆ yA ou yA ⊆ xA. Assim,

xA+ yA ⊆ xA ou xA+ yA ⊆ yA. Então, podemos afirmar que xA+ yA ⊆ zA, onde zA

é o maior na relação ⊆ entre xA e yA. Conseqüentemente, zA = min{xA, yA}, segundo

≤. Portanto, v(x+ y) ≥ zA = min{xA, yA} = min{v(x), v(y)}.

(b) Como o elemento neutro de G é A, temos

Av = {x ∈ K : v(x) ≥ A} = {0} ∪ {x ∈ K∗ : xA ⊆ A}.

é fácil provar que {0} ∪ {x ∈ K∗ : xA ⊆ A} = A. Para isso, seja x ∈ K∗ tal que xA ⊆ A.

Então xy ∈ A, para todo y ∈ A. Fazendo y = 1, vem que x ∈ A. Por outro lado, x ∈ A∗

implica que xy ∈ A, para todo y ∈ A. �

O item (a) da proposição anterior assegura que a cada anel de valorização A do corpo
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K podemos associar a valorização

v : K −→ G ∪ {∞}

0 7−→ ∞

x 7−→ xA, x 6= 0

Definimos agora

φ : {A; A anel de valorização de K} −→ {[v]; v valorização de K}

A 7−→ [v]

onde v é a valorização associada à A.

Mostraremos a seguir que φ é a inversa de

ψ : {[v]; v valorização de K} −→ {A; A anel de valorização de K}

[v] 7−→ Av

Teorema 1.2.2 Existe uma correspondência biuńıvoca entre anéis de valorização do corpo

K e classes de valorizações de K.

Demonstração

Pelo visto acima, basta provar que ψ(φ(A)) = A e φ(ψ[v]) = [v].

Claro que ψ(φ(A)) = ψ([v]), com Av = A pelo item (b) da Proposição 1.2.1. Mas ψ([v]) =

Av. Portanto ψ(φ(A)) = A. Por outro lado, φ(ψ[v]) = φ(Av). Mas φ(Av) = [w], com

Aw = Av pelo item (b) da Proposição 1.2.1. Por definição, Av = Aw implica que v ∼ w,

isto é, [v] = [w]. Portanto, φ(ψ[v]) = φ(Av) = [w] = [v]. �

Exemplo 1.9 Seja K um corpo e G = {0} o grupo formado apenas pelo elemento neutro.

A aplicação

v : K −→ G ∪ {∞}

0 7−→ ∞

x 7−→ 0, x 6= 0

é uma valorização de K, chamada de valorização trivial. Note que Av = K, isto é, a

valorização trivial corresponde ao anel de valorização trivial.
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Exemplo 1.10 Pelo exemplo anterior, para qualquer corpo K podemos definir a valo-

rização trivial. Mas se K é um corpo finito ou é uma extensão algébrica de um corpo

finito, então o Lema 1.1.1 garante que o único anel de valorização de K é o próprio K, que

corresponde à valorização trivial. Neste caso, pelo Teorema 1.2.2, a única valorização de

K é a trivial.

Exemplo 1.11 Seja M um subcorpo de K. É fácil ver que a restrição à M de uma

valorização de K é uma valorização de M.

Exemplo 1.12 Seja K um corpo. Denotamos por ∂p(x) o grau do polinômio p(x) ∈ K[x]

e denotamos por K(x) o corpo de frações de K[x]. A aplicação

v : K(x) −→ Z ∪ {∞}

0 7−→ ∞
p(x)
q(x)

7−→ ∂q(x)− ∂p(x)

é uma valorização de K(x) em Z ∪ {∞}. De fato, v
(

p(x)
q(x)

)
= ∞⇔ p(x)

q(x)
= 0. Também, se

α = p(x)
q(x)

e β = r(x)
s(x)

são elementos de K(x), é imeditato verificar que v(αβ) = v(α) + v(β).

Para mostrar que v(αβ) ≥ min{v(α), v(β)}, note que v(α+ β) =

= ∂(q(x)s(x))−∂(p(x)s(x)+r(x)q(x)) ≥ ∂q(x)+∂s(x)−max{∂(p(x)s(x)), ∂(r(x)q(x))}.

Supondo ∂(p(x)s(x)) = max{∂(p(x)s(x)), ∂(r(x)q(x))}, decorre que

∂q(x) + ∂s(x)−max{∂(p(x)s(x)), ∂(r(x)q(x))} = ∂q(x) + ∂s(x)− ∂(p(x)s(x)).

Assim, v(α+β) ≥ ∂q(x)+∂s(x)−∂(p(x)s(x)) = ∂q(x)−∂p(x) = v(α) ≥ min{v(α), v(β)}.

Analogamente, se ∂(r(x)q(x)) = max{∂(p(x)s(x)), ∂(r(x)q(x))}, temos que v(α + β) ≥

v(β) ≥ min{v(α), v(β)}. Portanto, v é uma valorização de K(x).

Exemplo 1.13 Para p primo, vamos definir a valorização p-ádica de Q. Se a
b
∈ Q, então
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existem n ∈ Z e inteiros r, s primos relativos com p, tais que a
b

= pn. r
s
. Definimos

vp : Q −→ Z ∪ {∞}

0 7−→ ∞

0 6= pn. r
s
7−→ n

Não é dif́ıcil provar que vp é uma valorização de Q. Além disso, dada uma fração irredut́ıvel

a
b
∈ Q,

a
b
∈ Av ⇔ vp(

a
b
) ≥ 0 ⇔ p - b⇔ a

b
∈ Z(p).

Portanto Av = Z(p), isto é, a valorização p-ádica está associada ao anel de valorização

p-ádico de Q.

As valorizações p-ádicas citadas acima caracterizam completamente as valorizações não

triviais de Q. De fato, pela Proposição 1.1.9, os únicos anéis de valorização não triviais de

Q são os anéis de valorizaçao p-ádicos Z(p), onde p é um número primo. Vimos no Exemplo

1.13 que para as valorizações p-ádicas de Q correspondem os anéis de valorização p-ádicos

de Q. Pelo Teorema 1.2.2, essa correspondência é biuńıvoca e assim, dada uma valorização

não trivial de Q, ela é equivalente à uma valorização do tipo vp.

1.3 Places

Vimos anteriormente que existe uma correspondência biuńıvoca entre anéis de valo-

rização de um corpo K e classes de valorizações de Krull definidas sobre K. Similarmente,

vamos mostrar que existe uma correspondência biuńıvoca entre anéis de valorização de

K e classes de places sobrejetores definidos sobre o corpo projetivo K ∪ {∞}. Para fazer

isso, iniciaremos provando propriedades dos places e estudaremos suas relações com os

homomorfismos de anéis.

Definiremos a equivalência de places com base numa relação que chamaremos de quase

ordem no conjunto dos places sobrejetores.

As principais proposições desta seção seguem o exposto em ([E], § 8).

Definição 1.3.1 O corpo projetivo de K é K̃ = K ∪ {∞} onde definimos:
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(a) x+∞ = ∞+ x = ∞, ∀ x ∈ K;

(b) x.∞ = ∞.x = ∞, ∀ x ∈ K̃, x 6= 0;

(c) 0−1 = ∞, ∞−1 = 0, −∞ = ∞.

Note que não estão definidos ∞+∞, 0.∞ e ∞.0.

Definição 1.3.2 Um place do corpo K no corpo L é uma aplicação π : K̃ −→ L̃ tal que,

para todos x, y ∈ K̃, tem-se

(a) Se x+ y e π(x) + π(y) estão definidos, então π(x+ y) = π(x) + π(y);

(b) Se xy e π(x)π(y) estão definidos, então π(xy) = π(x)π(y);

(c) Existe z ∈ K̃ tal que π(z) = 1.

Na proposição seguinte provamos algumas propriedades operacionais dos places. No

que segue, vamos utilizá-las bastante sem maiores referências.

Proposição 1.3.1 Dado um place π : K̃ −→ L̃, são válidas as seguintes afirmações, para

todos x, y ∈ K̃.

(a) π(1) = 1, π(0) = 0, e π(∞) = ∞;

(b) Se π(x)+π(y) (respectivamente π(x)π(y)) está definido, então também está definido

x+ y (respectivamente xy);

(c) π(−x) = −π(x);

(d) π(x−1) = π(x)−1;

Demonstração

(a) Seja z ∈ K̃ tal que π(z) = 1. Então z.1 e π(z)π(1) estão definidos. Segue que

1 = π(z) = π(z.1) = π(z)π(1) = 1.π(1) = π(1).

Como 1+0 e π(1)+π(0) estão definidos, temos 1 = π(1) = π(1+0) = π(1)+π(0) = 1+π(0).

Logo, π(0) = 0.

Como 1 +∞ e π(1) + π(∞) estão definidos, temos π(∞) = π(1 +∞) = π(1) + π(∞) =

1 + π(∞). Assim, π(∞) = ∞.
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(b) Como π(x) + π(y) está definido, temos que (π(x), π(y)) 6= (∞,∞). Assim, (x, y) 6=

(∞,∞), isto é, x 6= ∞ ou y 6= ∞. Dessa forma, x + y está definido. Se π(x)π(y)

está definido, temos que (π(x), π(y)) /∈ {(0,∞), (∞, 0)} e pelo item anterior (x, y) /∈

{(0,∞), (∞, 0)}. Logo, xy está definido.

(c) Se π(−x) + π(x) não está definido, então π(x) = π(−x) = ∞. Isso implica que

−π(x) = −∞ = ∞ = π(x). Se π(−x) + π(x) está definido, pelo item anterior, −x + x

está definido. Assim, 0 = π(0) = π(−x+ x) = π(−x) + π(x). Portanto, π(−x) = −π(x).

(d) Se π(x−1)π(x) não está definido, então (π(x−1), π(x)) ∈ {(0,∞), (∞, 0)}. Logo,

π(x−1) = (π(x))−1. Se π(x−1)π(x) está definido, então x−1x também está definido, e

assim, 1 = π(1) = π(x−1x) = π(x−1)π(x). Logo, π(x−1) = (π(x))−1. �

Note que os itens (a), (c) e (d) são propriedades idênticas às propriedades de homo-

morfismos de anéis, porém agora, elas são válidas para todo o corpo projetivo.

Utilizando o que foi definido e demonstrado anteriormente, já podemos associar à um

place um anel de valorização.

Proposição 1.3.2 Seja π : K̃ −→ L̃ um place. Então,

(a) π−1(L) é um anel de valorização Aπ de K, e π|Aπ : Aπ −→ L é um homomorfismo

de anéis com núcleo J(Aπ) = MAπ ;

(b) π−1(L∗) = U(Aπ) e π|U(Aπ) : U(Aπ) −→ L∗ é um homomorfismo de grupos com

núcleo 1 + MAπ .

Demonstração

(a) Como π(∞) = ∞, é claro que π−1(L) ⊆ K. Vamos provar, primeiramente, que

π−1(L) é um subanel de K. Como 1 ∈ π−1(L), temos que π−1(L) não é vazio. Sejam

x, y ∈ π−1(L). Então π(x) 6= ∞ e π(y) 6= ∞. Desta forma, π(x) + π(y) e π(x)π(y) estão

definidos e conseqüentemente, x+ y e xy também estão definidos. Assim, como

π(x+ y) = π(x) + π(y) ∈ L e π(xy) = π(x)π(y) ∈ L,

temos que x+y, xy ∈ π−1(L). Também, π(x) ∈ L implica em −π(x) = π(−x) ∈ L. Segue

que −x ∈ π−1(L). Logo, π−1(L) é um subanel de K.

Considerando x ∈ K\Aπ, tem-se que x /∈ {y ∈ K; π(y) ∈ L} e assim, π(x) = ∞. Com isso,

(π(x))−1 = π(x−1) = 0 ∈ L, implica que x−1 ∈ Aπ. Portanto, Aπ é anel de valorização de
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K.

Seja π∗ = π|Aπ . Para a, b ∈ Aπ, temos π∗(a) = π(a) 6= ∞ e π∗(b) = π(b) 6= ∞. Logo,

π(a)+π(b) e π(a)π(b) estão definidos, o que implica que a+ b e ab estão definidos. Assim,

π∗(a+ b) = π(a+ b) = π(a) + π(b) = π∗(a) + π∗(b). Analogamente, π∗(ab) = π∗(a)π∗(b).

Logo, π∗ é um homomorfismo de Aπ em L. Também, π∗(Aπ) é subanel de L, já que

é a imagem do homomorfismo π∗. Observamos que MAπ = J(Aπ), pois Aπ é anel de

valorização de K. Resta provar que Ker(π∗) = MAπ . Observando que π(1) = 1 e 1 ∈ Aπ,

tem-se que 1 /∈ Ker(π∗). Assim, Ker(π∗) é um ideal próprio de Aπ, logo deve estar

contido em algum ideal maximal de Aπ. Como MAπ é o único ideal maximal, temos que

Ker(π∗) ⊆ MAπ . Por outro lado, x ∈ MAπ implica que x−1 /∈ Aπ = π−1(L). De fato,

se x−1 ∈ Aπ, então xx−1 = 1 ∈ MAπ , contradizendo a maximalidade de MAπ . Como

(π(x))−1 = π(x−1) /∈ L, segue que (π(x))−1 = π(x−1) = ∞. Logo π(x) = 0. Portanto,

x ∈ Ker(π∗).

(b) Vimos que Ker(π∗) = MAπ . Então π−1(L∗) = {x ∈ Aπ; π(x) 6= 0} = Aπ\MAπ =

U(Aπ). Também π|U(Aπ) : U(Aπ) −→ L∗ é um homomorfismo entre grupos multiplicativos.

É fácil ver que seu núcleo é 1 + MAπ . De fato,

π(x) = 1 ⇔ π(x− 1) = 0 ⇔ x− 1 ∈ MAπ ⇔ x ∈ 1 + MAπ ,

concluindo assim a demonstração. �

Pelo item (a) da proposição anterior, qualquer place de K em L induz um homomor-

fismo λ : A −→ L de um anel de valorização A de K em L, com núcleo MA. A rećıproca

também é verdadeira, conforme afirma a próxima proposição.

Proposição 1.3.3 Seja A um anel de valorização de K e λ : A −→ L um homomorfismo

sobre um corpo L, com núcleo MA. Então, a aplicação

π : K̃ −→ L̃

x 7−→ λ(x), se x ∈ A

x 7−→ ∞, se x ∈ K̃\A

é um place de K em L com Aπ = A.

Demonstração

Inicialmente vamos provar que π é um place, verificando as condições (a), (b) e (c) da
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Definição 1.3.2.

(c) Como 1 ∈ A ⊆ K̃ temos que π(1) = λ(1) = 1.

(a) Sejam x, y ∈ K̃ tais que x + y e π(x) + π(y) estão definidos. Desde que π(x) + π(y)

está definido, devemos ter (π(x), π(y)) 6= (∞,∞). Basta analisar dois casos:

π(x) 6= ∞ e π(y) = ∞ e π(x) 6= ∞ e π(y) 6= ∞.

No primeiro caso, π(x) + π(y) = π(x) +∞ = ∞. Por outro lado, nesse caso temos que

x ∈ A e y ∈ K̃\A pela definição de π. Isso leva a x+ y ∈ K̃\A. Portanto π(x+ y) = ∞ =

π(x) + π(y).

Do segundo caso segue que x, y ∈ A. Dáı x+y ∈ A e π(x+y) = λ(x+y) = λ(x)+λ(y) =

π(x) + π(y).

(b) Iniciamos observando que (π(x), π(y)) ∈ {(0,∞), (∞, 0)} implica que π(x)π(y) não

está definido. Assim, como no caso anterior, basta analisarmos dois casos:

π(x) = ∞ e π(y) 6= 0 e π(x) 6= ∞ e π(y) 6= ∞.

No segundo caso, como π(x) 6= ∞ e π(y) 6= ∞, temos que x, y ∈ A. Logo

π(xy) = λ(xy) = λ(x)λ(y) = π(x)π(y).

No primeiro caso, consideremos x, y ∈ K̃ tais que π(x) = ∞ e π(y) 6= 0. Assim, analisando

as possibilidades para x e y, temos:

x = ∞ ou y = ∞⇒ π(xy) = ∞ = π(x)π(y);

x 6= ∞ e y 6= ∞⇒ x ∈ K\A e y ∈ U(A).

Para ver que de fato y ∈ U(A), devemos provar que y 6= 0 e y, y−1 ∈ A. Claro que y 6= 0,

pois, caso contrário, 0 = y ∈ A implica que π(y) = λ(y) = 0. Sabemos que y ∈ A ou

y−1 ∈ A. Se y ∈ A, temos que ∞ 6= π(y) = λ(y) ∈ L. Como λ(y) 6= 0, segue que

(λ(y))−1 = λ(y−1) ∈ L. Com isso, λ(y−1) 6= ∞. Assim, y−1 ∈ A. Da mesma forma, prova-

se que se y−1 ∈ A, então y ∈ A. Conclúımos que y ∈ U(A). Lembrando que x ∈ K\A,

temos que xy ∈ K\A. Assim, π(xy) = ∞ = π(x)π(y).

Resta mostrar que Aπ = A. Provamos que π é um place, logo, Aπ = π−1(L). Dessa forma,

x ∈ Aπ ⇔ x ∈ K e π(x) ∈ L ⇔ π(x) 6= ∞⇔ x ∈ A,
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o que conclui a demonstração. �

Observação 1.8 Para qualquer place π : K̃ −→ L̃, temos que π(Aπ) é um subcorpo de

L. De fato, consideremos 0 6= y ∈ π(Aπ) ⊆ L. Então y = π(x), para algum x ∈ A∗
π. Mas

π(x−1) = (π(x))−1 = y−1 ∈ L∗ implica em x−1 ∈ Aπ e y−1 ∈ π(Aπ).

Observação 1.9 O corpo π(Aπ) definido no item anterior é chamado de corpo residual

de π.

Observação 1.10 Um place π definido sobre o corpo projetivo K̃ também pode ser con-

siderado como um place de K em π(Aπ). Assim, L = π(Aπ) se, e somente se, π : K̃ −→ L̃

for sobrejetor, nesse caso, chamaremos π de place sobrejetor.

Observação 1.11 Se A é anel de valorização do corpo K, então pela proposição anterior,

o homomorfismo canônico π∗A : A −→ A
MA

pode ser estendido para um place πA : K̃ −→
A

MA
∪ {∞}, que é sobrejetor pois π∗A é sobrejetor. Este place é chamado de place canônico

correspondente ao anel A.

Exemplo 1.14 Vimos anteriormente que dado um número primo p, o anel {ab−1; a, b ∈

Z, p - b} é um anel de valorização próprio de Q com ideal maximal pZ(p) = {ab−1; a, b ∈

Z, p | a , p - b}. Vamos descrever um place definido sobre Q̃ cujo anel de valorização é

Z(p). Seja L =
Z(p)

pZ(p)
. Consideremos o homomorfismo canônico:

λ : Z(p) −→ L

a
b
7−→

[
a
b

]
onde

[
a
b

]
representa a classe do elemento a

b
. Claramente, Ker(λ) = pZ(p). Aplicando a

Proposição 1.3.3, temos que a aplicação πp, dada por

πp : Q̃ −→ L̃, tal que πp

(
a
b

)
=

 λ
(

a
b

)
=
[

a
b

]
, se a

b
∈ Z(p), ( p - b)

∞, se a
b
/∈ Z(p), (p | b)

é um place de Q em L, cujo anel de valorização é Z(p).

Definição 1.3.3 Seja p um número primo. O place πp descrito acima é denominado o

place p-ádico de Q.
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Além de garantir que dado um anel de valorização de um corpo é posśıvel associar a

ele um place sobrejetor, a Proposição 1.3.3 ainda permite o cálculo efetivo de tal place,

conforme fizemos no Exemplo 1.14.

Definiremos agora uma classe especial de places, os places triviais, que serão úteis nos

próximos resultados.

Definição 1.3.4 Um place π : K̃ −→ L̃ é chamado de place trivial se Aπ = K, ou,

equivalentemente, MAπ = {0}.

Os places triviais de K em L são exatamente os monomorfismos µ : K −→ L, estendidos

por µ(∞) = ∞.

A Proposição 1.3.3 ainda pode ser aplicada para garantir que se A é o anel de valo-

rização trivial do corpo K (isto é, A = K), então podemos associar à A um place trivial.

Para isso observe que A = K implica que MA = {0} e assim A
MA

= A. Então, a aplicação

λ : A −→ A
MA

= A

a 7−→ a

é um homomorfismo de corpos. Consideremos a aplicação identidade estendida à K̃:

π : K̃ −→ K̃

x 7−→ x

∞ 7−→ ∞

Pela Proposição 1.3.3, temos que π é um place com Aπ = A = K, isto é, ao anel de

valorização trivial corresponde um place trivial.

Veremos agora como um place π de K em L se relaciona com subcorpos de K.

Inicialmente consideremos M um subcorpo do corpo K. Note que π|M̃ : M̃ −→ L̃ é um

place de M em L.

Em particular, se M é o corpo primo de K, é posśıvel saber quando a restrição de π

à M é um place não-trivial. Veremos isso no Lema 1.3.2, que provaremos usando o lema

seguinte.

Lema 1.3.1 Se p é um número primo, então Zp '
Z(p)

pZ(p)
.
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Demonstração

Vamos definir a aplicação

ϕ : Z −→ Z(p)

pZ(p)

a 7−→
[

a
1

]
Note que ϕ(a) = a

1
+ pZ(p). Provemos que ϕ é um homomorfismo. De fato,

• ϕ(a+ b) = a+b
1

+ pZ(p) =
(

a
1

+ pZ(p)

)
+
(

b
1

+ pZ(p)

)
= ϕ(a) + ϕ(b),

• ϕ(ab) = ab
1

+ pZ(p) =
(

a
1

+ pZ(p)

) (
b
1

+ pZ(p)

)
= ϕ(a)ϕ(b).

Afirmamos também que Ker(ϕ) = pZ. Para provar isto, note que

a ∈ Ker(ϕ) ⇔ a
1

+ pZ(p) = 0 + pZ(p) ⇔ a
1
∈ pZ(p) ⇔ p | a⇔ a ∈ pZ.

Demonstraremos agora que ϕ é sobrejetora. Dado a
b
+ pZ(p) ∈

Z(p)

pZ(p)
, temos que a

b
∈ Z(p), e

dáı p - b. Segue que mdc{b, p} = 1. Logo, existem r, s ∈ Z tais que rb+sp = 1. Decorre de

arb+ asp = a que a− arb = asp ∈ pZ. Assim, a−arb
b

∈ pZ(p). Logo a
b
− ar

1
∈ pZ(p). Desta

forma, a
b

+ pZ(p) = ar
1

+ pZ(p). Tomando então ar ∈ Z, temos que ϕ(ar) = ar
1

+ pZ(p) =

a
b

+ pZ(p). Logo, ϕ é sobrejetora e
Z(p)

pZ(p)
' Z

pZ = Zp. �

Lema 1.3.2 Seja π um place de K em L. São equivalentes:

(i) A restrição de π ao corpo primo de K é um place não-trivial;

(ii) Char(L) 6= Char(K).

Nesse caso, Char(K) = 0.

Demonstração

(i) ⇒ (ii) Seja P o corpo primo de K. Então P ' Q ou P ' Zp para algum primo p. Desde

que π|P̃ : P̃ −→ L̃ é não trivial por hipótese, temos (π|P̃)−1(L) 6= P. Mas (π|P̃)−1(L) é anel

de valorização de P, isto é, P tem anel de valorização próprio. Segue do Lema 1.1.1 que

P não é corpo finito e então devemos ter P ' Q. Assim, Char(P) = Char(K) = 0. Como

(π|P̃)−1(L) é anel de valorização de P e P ' Q, temos duas possibilidades: (π|P̃)−1(L) = Q

ou (π|P̃)−1(L) = Z(p). A primeira possibilidade diz que (π|P̃) é trivial, e portanto, contradiz

a hipótese (i). Resta então (π|P̃)−1(L) = Z(p). No entanto, vimos na Proposição 1.3.2, que

o homomorfismo (π|P̃)|Z(p)
: Z(p) −→ L tem núcleo MZ(p)

, e sabemos que MZ(p)
= pZ(p).
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Pelo lema anterior, temos que Zp '
Z(p)

pZ(p)
. Logo Zp '

Z(p)

pZ(p)
=

Z(p)

MZ(p)

' Im(Zp) ⊆ L.

Com isso, conclúımos que L tem caracteŕıstica p. Lembramos que Char(K) = 0. Logo,

Char(L) 6= Char(K).

(ii) ⇒ (i) Veremos inicialmente que Char(K) 6= 0 implica em Char(L) = Char(K). Sejam

p um número primo e Char(K) = p. Então temos em K a identidade 1+1+ . . . 1 = 0, para

p parcelas. Aplicando π, temos 0 = π(0) = π(1 + 1 + . . . 1) = π(1) + . . . π(1) = 1 + . . .+ 1

que é a soma de p vezes a unidade do corpo L. Logo Char(L) = p = Char(K). Portanto,

a hipótese Char(L) 6= Char(K) implica em Char(K) = 0 e Char(L) = p, p um número

primo. Chamando de P o corpo primo de K e π1 a restrição de π à P, vem que P ' Q,

e Aπ1 = (π|P̃)−1(L) é anel de valorização de Q e (π|P̃)|Aπ1
: Aπ1 −→ L é homomorfismo

de anéis com núcleo MAπ1
. Supondo, por absurdo, que π|P̃ é trivial, temos Aπ1 = Q e

MAπ1
= {0}. Dáı, (π|P̃) : Q −→ L é monomorfismo, o que implica em Char(L) = 0. Essa

condição mostra que π|P̃ não é trivial. �

Vimos na demonstração de (ii) ⇒ (i) do lema anterior que se π : K̃ −→ L̃ é um place

e Char(K) 6= 0, então Char(K) = Char(L).

Em particular, se π : Z̃p −→ L̃ é um place, então Char(L) = p e usando o Lema 1.3.2

conclúımos que π é place trivial, pois Zp é seu próprio corpo primo. Logo, Zp só tem place

trivial.

O lema também garante que o único place π : Q̃ −→ Q̃ é o place trivial.

Analogamente aos homomorfismos, a composição de places continua sendo um place,

conforme a próxima proposição.

Proposição 1.3.4 Sejam dois places π : K̃ −→ L̃, σ : L̃ −→ M̃ e Aπ ⊆ K, Aσ ⊆ L seus

respectivos anéis de valorização. Então, σ ◦ π : K̃ −→ M̃ é um place e Aσ◦π = π−1(Aσ) ⊆

Aπ. Se π é um place sobrejetor de K em L, então π(Aσ◦π) = Aσ.

Demonstração

Inicialmente vamos provar que σ ◦ π é um place, novamente verificando os itens (a), (b) e

(c) da Definição 1.3.2.

(a) Se σ(π(x)) + σ(π(y)) está definido então π(x) + π(y) também está definido pois σ é

place e dáı σ(π(x)+π(y)) = σ(π(x))+σ(π(y)). Da mesma forma, π(x)+π(y) está definido

implica que x+ y está definido e como π é place temos π(x+ y) = π(x) + π(y). Assim,
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(σ ◦ π)(x) + (σ ◦ π)(y) = σ(π(x) + π(y)) = σ(π(x+ y)) = (σ ◦ π)(x+ y).

(b) A prova de que (σ ◦ π)(xy) = (σ ◦ π)(x)(σ ◦ π)(y) é análoga ao item anterior.

(c) (σ ◦ π)(1) = σ(π(1)) = σ(1) = 1. Portanto, σ ◦ π é um place.

Para provar que Aσ◦π = π−1(Aσ) ⊆ Aπ, consideremos x ∈ K̃. Então,

x ∈ Aσ◦π ⇔ σ(π(x)) 6= ∞⇔ π(x) ∈ Aσ ⇔ x ∈ π−1(Aσ).

Assim, Aσ◦π = π−1(Aσ) ⊆ π−1(L) = Aπ, como queŕıamos demonstrar. Decorre que

π(Aσ◦π) ⊆ Aσ. Agora, se π : K̃ −→ L̃ é sobrejetor e y ∈ Aσ, então existe x ∈ K, tal que

π(x) = y. Assim, x ∈ π−1(Aσ) = Aσ◦π. Conclúımos que y ∈ π(Aσ◦π). �

Utilizaremos a próxima proposição para definir uma relação de equivalência no con-

junto dos places sobrejetores.

Proposição 1.3.5 Sejam π0 : K̃ −→ L̃0 e π1 : K̃ −→ L̃1 places sobrejetores, A0 =

π0
−1(L0) e A1 = π1

−1(L1) seus respectivos anéis de valorização. São equivalentes:

(i) A1 ⊆ A0;

(ii) Existe uma aplicação σ : L̃0 −→ L̃1, tal que π1 = σ ◦ π0.

Nesse caso, σ é um place sobrejetor (unicamente determinado) de L0 em L1.

K̃
π0

����
��

��
�

π1

��>
>>

>>
>>

L̃0
σ // L̃1

Demonstração

(i) ⇒ (ii) Por hipótese, π0 é sobrejetor. Então dado y ∈ L̃0, existe x ∈ K̃, tal que

π0(x) = y. Podemos definir

σ : L̃0 −→ L̃1

y 7−→ σ(y) = σ(π0(x)) = π1(x).

Para provar que σ está bem definida, consideremos π0(u) = π0(v) ∈ L̃0. Basta verificar que

π1(u) = π1(v), ou seja, σ(π0(u)) = σ(π0(v)). Temos que u, v ∈ K̃. Primeiro, vamos supor

que u /∈ A0. Então, como π0(u) = π0(v) = ∞, temos que v /∈ A0. Conseqüentemente,

u, v /∈ A1. Logo, π1(u) = π1(v) = ∞. Supondo que u ∈ A0, temos π0(u) 6= ∞ implica que
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π0(u) + π0(−v) está definido e π0(u − v) = π0(u) + π0(−v) = π0(u) − π0(v) = 0. Assim,

u − v ∈ Ker(π0) = MA0 ⊆ MA1 ⊆ A1. Então, faz-se necessário analisar os casos em

que u /∈ A1 e u ∈ A1. No primeiro caso, temos que v /∈ A1. De fato, se v ∈ A1, então

u = (u−v)+v ∈ A1. Logo, π1(u) = π1(v) = ∞. No segundo caso, temos π1(v) 6= ∞, o que

implica que π1(u)+π1(−v) está definido e π1(u)+π1(−v) = π1(u)−π1(v) = π1(u−v) = 0.

Logo, π1(u) = π1(v).

(ii) ⇒ (i) Vamos provar que σ é um place. Sejam x, y ∈ L̃0 tais que x + y e σ(x) +

σ(y) estão definidos e x∗, y∗ ∈ K̃ tais que x = π0(x
∗) e y = π0(y

∗). Assim, temos que

σ(x) = π1(x
∗) e σ(y) = π1(y

∗). Então, x + y = π0(x
∗) + π0(y

∗) está definido implica que

π0(x
∗+y∗) = π0(x

∗)+π0(y
∗). Também σ(x)+σ(y) = π1(x

∗)+π1(y
∗) está definido implica

que π1(x
∗ + y∗) = π1(x

∗) + π1(y
∗). Assim,

σ(x+ y) = σ(π0(x
∗ + y∗)) = π1(x

∗ + y∗) = π1(x
∗) + π1(y

∗) = σ(x) + σ(y).

A prova de que σ(xy) = σ(x)σ(y) é inteiramente análoga. Escolhendo z = π0(1) ∈ L̃0,

temos que σ(z) = σ(π0(1)) = π1(1) = 1. Isso conclui a prova de que π é um place.

Agora, como π0 e π1 são sobrejetores, temos que σ é um place sobrejetor e unicamente

determinado de L0 em L1. De fato, supondo que π1 = σ ◦ π0 e π1 = σ∗ ◦ π0, temos que

π1 = σ ◦ π0 = σ∗ ◦ π0 e tomando x ∈ L̃0, sabemos que existe x∗ ∈ K̃, tal que π0(x
∗) = x.

Assim, σ(x) = σ(π0(x
∗)) = σ∗(π0(x

∗)) = σ∗(x). Também supondo y ∈ L̃1, existe y∗ ∈ K̃,

tal que π1(y
∗) = y. Logo, σ(π0(y

∗)) = π1(y
∗) = y, o que implica que σ é sobrejetor. Pela

proposição anterior, A1 = Aσ◦π0 ⊆ A0. �

Finalmente podemos definir a relação <, com base na qual definiremos a relação de

equivalência no conjunto dos places sobrejetores.

Definição 1.3.5 Sejam π0 : K̃ −→ L̃0 e π1 : K̃ −→ L̃1 places sobrejetores. Dizemos que

π1 < π0 se as condições equivalentes da proposição anterior são válidas, ou seja,

(a) A1 ⊆ A0

(b) Existe uma aplicação σ : L̃0 −→ L̃1, tal que π1 = σ ◦ π0.

Note que < não é uma relação de ordem (chamaremos quase ordem), pois não é válida

a propriedade anti-simétrica. De fato, π1 < π0 implica que A1 ⊆ A0 e π0 < π1 implica que
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A0 ⊆ A1. Assim A0 = A1. Mas isso não implica que π0 = π1, pois seus contradomı́nios

podem ser diferentes.

No entanto, são válidas a reflexividade e a transitividade. Para provar a reflexividade

basta tomar σ como a função identidade. Para a propriedade transitiva, sejam π0, π1 e

π2 places sobrejetores de K tal que π0 < π1 e π1 < π2. Assim, A0 ⊆ A1 ⊆ A2. Também

π0 = σ1 ◦ π1 e π1 = σ2 ◦ π2, implica que π0 = (σ1 ◦ σ2) ◦ π2.

Exemplo 1.15 Seja iK o place trivial determinado pela função identidade. Claro que

AiK = K. Para qualquer place sobrejetor π de K, temos que π < iK, pois Aπ ⊆ K.

Também, iK < π se, e somente se, K ⊆ Aπ. Assim, Aπ = K. Portanto, iK < π se, e

somente se, π for o place trivial.

Definição 1.3.6 Dois places sobrejetores π0 e π1 de K são chamados de equivalentes se

π0 < π1 e π1 < π0. Nesse caso, denotaremos π0 ∼ π1.

É fácil provar que a relação ∼ é de equivalência no conjunto dos places sobrejetores de

K. Vamos representar por [π] a classe dos places sobrejetores equivalentes à π.

Utilizaremos o próximo lema na demonstração do Teorema 1.3.1, que estabalece uma

correspondência biuńıvoca entre classes de places sobrejetores e anéis de valorização de

um corpo.

Lema 1.3.3 Sejam π0 : K̃ −→ L̃0 e π1 : K̃ −→ L̃1 places sobrejetores, A0 = π0
−1(L0) e

A1 = π1
−1(L1) seus respectivos anéis de valorização. São equivalentes:

(i) A1 = A0;

(ii) π1 = σ ◦ π0, para alguma bijeção σ : L̃0 −→ L̃1;

(iii) π1 = σ ◦ π0, para algum place trivial σ de L0;

(iv) π1 é equivalente a π0.

Demonstração

(i) ⇒ (ii) Como A1 ⊆ A0, pela Proposição 1.3.5, existe um place sobrejetor σ : L̃0 −→ L̃1

tal que π1 = σ◦π0. Sejam x, y ∈ L̃0, tais que σ(x) = σ(y). Consideremos também x∗, y∗ ∈

K̃ tais que x = π0(x
∗) e y = π0(y

∗). Como σ(π0(x
∗)) = σ(π0(y

∗)), temos π1(x
∗) = π1(y

∗).

De π1(x
∗−y∗) = 0, segue que x∗−y∗ ∈ Ker(π1). Mas Ker(π1) = MA1 = MA0 = Ker(π0).
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Assim, π0(x
∗ − y∗) = 0 implica que π0(x

∗) = π0(y
∗). Portanto, x = y.

(ii) ⇒ (iii) A hipótese (ii) junto com a Proposição 1.3.4, garante que σ é um place

sobrejetor. Então, não existe x ∈ L0 tal que σ(x) = ∞ . Logo, σ−1(L1) = L0 e portanto

σ é place trivial.

(iii) ⇒ (iv) A hipótese implica que A1 ⊆ A0, com isso π1 < π0. Agora, σ é place trivial,

implica que σ é injetora (tem inverso à esquerda), e de π1 = σ◦π0 segue que σ−1 ◦π1 = π0.

Assim, A0 ⊆ A1, isto é, π0 < π1.

(iv) ⇒ (i) π1 ∼ π0 ⇒ π1 < π0 e π0 < π1. Assim, A1 ⊆ A0 e A0 ⊆ A1. Portanto A0 = A1.

�

Teorema 1.3.1 Seja K um corpo. Existe uma correspondência biuńıvoca entre anéis de

valorização de K e classes de places sobrejetores de K.

Demonstração

Vamos definir

ψ : {[π]; classes de places sobrejetores de K} −→ {A; A anel de valorização de K}

[π] 7−→ Aπ

Na Proposição 1.3.4, vimos que ψ([π]) pertence ao conjunto {A; A anel de valorização de

K}. É fácil ver que ψ está bem definida e é injetora, pois

ψ([π1]) = ψ([π2]) ⇔ Aπ1 = Aπ2 ⇔ π1 ∼ π2 ⇔ [π1] = [π2].

Também ψ é sobrejetora, pois dado A um anel de valorização de K, define-se L = A
MA

e

λ : A −→ L

a 7−→ ā

Assim, aplicando a Proposição 1.3.3, existe um place π : K̃ −→ L̃, tal que Aπ = A.

Também π é sobrejetor, pois λ é epimorfismo. �

Conforme vimos anteriormente, ao anel de valorização Z(p) de Q está associado o place

p-ádico πp. Temos que πp é definido em Q̃ e é um place sobrejetor. Segue imediatamente

do teorema anterior que existe uma correspondência biuńıvoca entre os places p-ádicos
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definidos em Q̃ e os anéis de valorização p-ádicos de Q. Assim, qualquer outro place

sobrejetor não trivial definido em Q̃ é equivalente à algum place p-ádico de Q. Conforme

provamos na Proposição 1.1.9, os anéis de valorização Z(p) de Q são os únicos anéis de

valorização próprios de Q. Portanto, os places sobrejetores não triviais definidos em Q̃

são exatamente os places p-ádicos.
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Caṕıtulo 2

Valorização em Anéis de Divisão

Neste caṕıtulo vamos estender aos anéis de divisão os principais resultados da Teoria

de Valorização em corpos. Também apresentaremos resultados essenciais para o estudo

dos anéis de valorização de Dubrovin, a serem vistos no caṕıtulo seguinte.

Abordaremos inicialmente os anéis de valorização de um anel de divisão utilizando a

definição apresentada por Schilling em 1945, que adiciona a invariância à definição vista

anteriormente.

Veremos que é posśıvel preservar em anéis de divisão muitas propriedades dos anéis de

valorização que são válidas em corpos, por exemplo, a ordenação total no conjunto dos

ideais. Outro exemplo a ser destacado é o Teorema da Correspondência, que agora esta-

belece uma correspondência biuńıvoca, que reverte a inclusão, entre ideais completamente

primos e sobreanéis do anel de valorização.

Na seqüência, demonstraremos propriedades do Radical de Jacobson de um anel não

necessariamente comutativo e apresentaremos resultados básicos envolvendo anel quoci-

ente clássico. Estes dois tópicos serão usados na generalização para anéis de divisão de

outras propriedades dos anéis de valorização válidas para corpos.

Na segunda seção deste caṕıtulo veremos um exemplo de anel de valorização total e

invariante em um anel de divisão que não é corpo.

Na Seção 3 apresentaremos um procedimento para obtenção de anéis de valorização

totais e invariantes através do anel de divisão das séries formais de Laurent. Num caso

particular, obteremos exemplos de anéis de valorização totais e não invariantes, que é o

objetivo principal da referida seção.
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As funções valorização também serão destacadas e veremos que existe uma corres-

pondência biuńıvoca entre classes de valorizações e anéis de valorização totais e invariantes

de um anel de divisão. Isso será feito na quinta seção.

A tarefa de estender todos os resultados do caṕıtulo anterior para anéis de divisão

é imposśıvel de ser completada. O fato que ratifica essa afirmação é a inexistência de

uma versão, em anéis de divisão, do Teorema da Extensão visto em corpos. A construção

completa de um contra-exemplo será feita na quarta seção.

2.1 Anéis de Valorização Totais e Invariantes

Nesta seção daremos ênfase ao estudo das propriedades dos anéis de valorização em

anéis de divisão.

Conforme mencionamos anteriormente, vamos utilizar propriedades espećıficas do Ra-

dical de Jacobson e resultados envolvendo anel quociente clássico.

A definição abaixo, apresentada por Schilling em 1945, estende aos anéis de divisão o

conceito de anel de valorização.

Definição 2.1.1 Seja B um subanel do anel de divisão D. Dizemos que B é um anel de

valorização total e invariante de D quando:

(a) Para cada d ∈ D∗, d ∈ B ou d−1 ∈ B;

(b) Para cada d ∈ D∗, dBd−1 = B.

Observação 2.1 Os itens (a) e (b) são chamados, respectivamente, de totalidade e in-

variância.

Observação 2.2 Se é válido apenas o primeiro item da definição, dizemos que B é um

anel de valorização total do anel de divisão D.

Observação 2.3 O adjetivo invariante da definição se justifica pelo fato da condição (b)

garantir que B é invariante por automorfismos internos do anel de divisão D.

Observação 2.4 A segunda condição da definição assegura que todo ideal de B é bilate-

ral. De fato, considere I um ideal à direita de B e sejam x ∈ I e b ∈ B. Se x = 0, então
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bx = 0 ∈ I. Caso x 6= 0, temos xbx−1 ∈ B. Observe que também temos que x−1bx ∈ B.

Logo, x−1bx = b
′ ∈ B implica em bx = xb

′
, com x ∈ I e b

′ ∈ B. Como I é ideal à direita

de B, temos que bx ∈ I. Assim, I também é ideal à esquerda de B e portanto é um ideal

bilateral de B.

Observação 2.5 Vamos considerar B um anel de valorização total do anel de divisão

D e vamos supor que dBd−1 ⊆ B, para todo d ∈ D∗. Dado b ∈ B, podemos escrever

b = d−1(dbd−1)d. Como dbd−1 ∈ B, temos que b ∈ d−1Bd. Como isso vale para todo

d ∈ D∗, temos que b ∈ dBd−1. Assim B ⊆ dBd−1, para todo d ∈ D∗. Portanto, para que

um anel de valorização total seja invariante, basta que dBd−1 ⊆ B.

Observação 2.6 É claro que somente a invariância de um subanel de um anel de divisão

não implica na totalidade do subanel. Por exemplo, é fácil ver que o subanel Q de R é

invariante mas não é total em R.

Num corpo um automorfismo interno é a aplicação identidade. Assim, todo anel de

valorização de um corpo é total e invariante. Portanto, todos os exemplos de anéis de

valorização de um corpo servem para exemplificar anéis de valorização totais e invariantes

num anel de divisão.

Conforme mencionamos anteriormente, nas Seções 2 e 3 trataremos, respectivamente,

de exemplo de anel de valorização total e invariante em anel de divisão que não é corpo e

exemplo de anel de valorização total mas não invariante num anel de divisão.

Veremos agora propriedades dos anéis de valorização totais e invariantes em anéis de

divisão que se assemelham às vistas para corpos.

Notamos que as demonstrações das Proposições 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3 são análogas, res-

pectivamente, às demonstrações das Proposições 1.1.2, 1.1.4 e 1.1.6.

O primeiro resultado afirma que é válida a ordenação total no conjunto dos ideais

de um anel de valorização total de um anel de divisão. Como não dispomos mais da

comutatividade, veremos que esta ordenação vale para o conjunto dos ideais à direita, dos

ideais à esquerda e para o conjunto dos ideais bilaterais.

Proposição 2.1.1 Seja B um anel de valorização total do anel de divisão D. Os ideais

à direita (à esquerda, bilaterais) de B estão totalmente ordenados por inclusão.
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Demonstração

Sejam I e J ideais à direita de D. Provaremos que I ⊆ J ou J ⊆ I. Vamos supor

que J * I. Assim, existe b ∈ J \I e b 6= 0. Seja a ∈ I. Se a = 0, então a ∈ J . Se

a 6= 0, temos b−1a ∈ D∗. Como B é anel de valorização total de D, segue que b−1a ∈ B

ou (b−1a)
−1

= a−1b ∈ B. No primeiro caso, b ∈ J e b−1a ∈ B implicam em a ∈ J .

No segundo caso, a ∈ I e a−1b ∈ B implicam em b ∈ I, contradizendo nossa hipótese.

Portanto, I ⊆ J ou J ⊆ I. Analogamente, prova-se que os ideais à esquerda estão

totalmente ordenados por inclusão. Conseqüentemente, os ideais bilaterais de B também

estão totalmente ordenados por inclusão. �

Proposição 2.1.2 Seja B um anel de valorização total do anel de divisão D. Todo ideal

à direita (à esquerda ou bilateral), finitamente gerado de B, é principal.

Demonstração

Seja I = x1B+x2B+· · ·+xnB um ideal à direita finitamente gerado de B. Pela Proposição

2.1.1, os ideais à direita x1B, x2B, · · · , xnB estão ordenados por inclusão. Então, existe

k ∈ {1, 2, · · · , n} tal que xiB ⊆ xkB, para todo i ∈ {1, 2, · · · , n}. Logo, I = xkB.

Analogamente, prova-se esta proposição para ideais à esquerda de B e como conseqüência,

ela vale também para ideais bilaterais de B. �

Proposição 2.1.3 Seja B um anel de valorização total do anel de divisão D. Então

B = {b ∈ D; b é inteiro sobre B}.

Demonstração

Seja B = {b ∈ D; b inteiro sobre B}. Desde que b ∈ B é raiz de X − b ∈ B[X], temos

que B ⊆ B. Seja b ∈ B. Podemos supor b 6= 0 e b−1 ∈ B. Assim, b ∈ D e p(b) = 0, para

algum p(X) mônico em B[X]. Então,

p(b) = bn + an−1b
n−1 + · · ·+ a1b+ a0 = 0, com ai ∈ B.

Multiplicando a igualdade bn = −(an−1b
n−1 + · · · + a1b + a0) por b−n+1 = (b−1)n−1 ∈ B,

temos

b = −(an−1 + an−2b
−1 + · · ·+ a2b

−n+3 + a1b
−n+2 + a0b

−n+1).

46



Como cada parcela está em B, conclúımos que b ∈ B. Portanto, B = B. �

Estudaremos agora resultados sobre o Radical de Jacobson de anéis não necessaria-

mente comutativos. Utilizaremos este radical para estudar a estrutura dos ideais de um

anel de valorização total de um anel de divisão. No próximo caṕıtulo usaremos o Radical

de Jacobson para tratar de anéis de valorização de Dubrovin.

Definição 2.1.2 Seja B um anel com unidade. O Radical de Jacobson J(B) é a in-

terseção dos ideais à esquerda maximais de B.

A definição do Radical de Jacobson poderia ser a interseção dos ideais à direita maxi-

mais, pois veremos em seguida que a interseção dos ideais à esquerda maximais coincide

com a interseção dos ideais à direita maximais. Portanto, não é necessário destacar isso

na definição, chamando, por exemplo, este radical de Radical de Jacobson à esquerda.

Proposição 2.1.4 Seja B um anel com unidade. O Radical de Jacobson J(B) é um ideal

bilateral de B e as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) r ∈ J(B);

(ii) O elemento r pertence à interseção de todos os ideais à direita maximais de B;

(iii) ϕ(r) = 0, para todo B-homomorfismo ϕ de B em um B-módulo à esquerda simples

M .

(iv) φ(r) = 0, para todo B-homomorfismo φ de B em um B-módulo à direita simples M .

(v) rM = 0 para todo B-módulo à esquerda simples M .

(vi) Nr = 0 para todo B-módulo à direita simples N .

(vii) O elemento 1− xr é inverśıvel, para todo x ∈ B;

(viii) O elemento 1− rx é inverśıvel, para todo x ∈ B;

Demonstração

Inicialmente demonstraremos (i) ⇔ (iii) ⇔ (v). Com isso, mostraremos que J(B) é um

ideal bilateral de B. A seguir, provaremos (i) ⇔ (vii) ⇔ (viii) ⇔ (ii) ⇔ (iv) ⇔ (vi).

(i) ⇒ (iii) Consideremos ϕ um B−homomorfismo de B num B−módulo à esquerda
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simples M . Podemos supor que ϕ não é o B−homomorfismo nulo. Como ϕ(B) é um

submódulo de M e M é simples, temos que ϕ(B) = M ou ϕ(B) = {0}. Como exclúımos o

caso ϕ(B) = {0}, temos que ϕ(B) = M . Assim, B
Ker(ϕ)

'M implica que B
Ker(ϕ)

é simples.

Pelo Segundo Teorema dos Homomorfismos, Ker(ϕ) é um ideal à esquerda maximal de

B. Por hipótese, r ∈ J(B) ⊆ Ker(ϕ), isto é, ϕ(r) = 0.

(iii) ⇒ (i) Temos que r ∈ B e r satisfaz a hipótese (iii). Seja L um ideal à esquerda

maximal de B. Basta provar que r ∈ L. Inicialmente afirmamos que o B−módulo à

esquerda B
L

é simples. Para provar isso, consideremos N um submódulo de B
L
. Pelo

Segundo Teorema dos Homomorfismos, é garantida a existência de único B
′
submódulo

de B, tal que L é um submódulo de B
′
e B

′

L
= N . Mas L é um ideal à esquerda maximal

de B e portanto, B
′
= L ou B

′
= B. Se B

′
= L, temos que N = {0̄}. Caso B

′
= B, segue

que N = B
L
. Portanto, B

L
é simples. Logo, a aplicação canônica π : B −→ B

L
, a 7−→ ā, é

um B-homomorfismo de B sobre o B-módulo à esquerda simples B
L
. Aplicando a hipótese

(iii), π(r) = 0. Assim, r ∈ Ker(π) = L e portanto, r ∈ J(B).

(iii) ⇒ (v) Novamente temos r ∈ B e r satifaz (iii). Seja M um B-módulo à esquerda

simples e m ∈ M . É fácil ver que a aplicação ϕm : B −→ M , dada por ϕm(x) = xm,

é um B-homomorfismo. Então ϕm(r) = rm = 0. Assim, para cada m ∈ M temos um

B-homomorfismo ϕm tal que ϕm(r) = 0, isto é, para cada m ∈ M , rm = 0. Portanto,

rM = 0.

(v) ⇒ (iii) Seja ϕ um B−homomorfismo de B no B-módulo à esquerda simples M . Segue

que ϕ(r) = rϕ(1) = 0 ∈ rM = 0. Logo, ϕ(r) = 0.

Decorre da definição e das equivalências que provamos acima que J(B) é um ideal bilateral

de B. De fato, por definição J(B) é ideal à esquerda de B. Resta provar que J(B) também

é ideal à direita. Para isso, consideremos u ∈ B, v ∈ J(B) e M um B−módulo à esquerda

simples. Tal M sempre existe, como pode ser visto em ([Go], p. 4). Como (i) implica em

(v), temos vM = 0. Mas uM ⊆ M , logo vuM ⊆ vM = 0. Agora, como (v) implica em

(i), temos que vu ∈ J(B).

(i) ⇒ (vii) Por hipótese, r ∈ J(B). Vamos supor que exista x ∈ B tal que 1−xr não seja

inverśıvel à esquerda. Então B(1− xr) é um ideal à esquerda próprio de B. Logo, existe

um ideal à esquerda maximal N de B tal que B(1 − xr) ⊆ N . Segue que 1 − xr ∈ N .

Por outro lado, r ∈ J(B) implica em r ∈ N e por conseguinte xr ∈ N , já que N é
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ideal à esquerda de B. Desta forma, como 1 − xr ∈ N e xr ∈ N , temos que 1 ∈ N ,

contradizendo a maximalidade de N . Portanto, 1− xr é inverśıvel à esquerda, para todo

x ∈ B. Seja s ∈ B tal que s(1 − xr) = 1. Então 1 − s = −sxr ∈ J(B), já que J(B) é

ideal à esquerda de B. Assim s = 1 − (1 − s) é inverśıvel à esquerda, digamos ts = 1.

Então t = t1 = ts(1− xr) = 1− xr e s(1− xr) = 1 = ts = (1− xr)s. Segue que 1− xr é

inverśıvel, para todo x ∈ B.

(vii) ⇒ (i) Seja L um ideal à esquerda maximal de B e seja r ∈ B tal que 1 − xr é

inverśıvel, para todo x ∈ B. Assim 1 − xr /∈ L implica que 1 /∈ Br + L. Decorre que

L ⊆ Br + L $ B. Como L é um ideal à esquerda maximal de B, temos que L = Br + L

e portanto r ∈ L.

(vii) ⇒ (viii) Seja r ∈ B tal que 1 − xr é inverśıvel para todo x ∈ B. Como (vii) é

equivalente a (i), temos que r ∈ J(B). Segue que rx ∈ J(B), para todo x ∈ B, pois J(B)

é ideal à direita de B. Assim, para todo x ∈ B, rx também satisfaz (vii), isto é, 1− y(rx)

é inverśıvel, para todo y ∈ B. Decorre que 1− rx é inverśıvel, para todo x ∈ B.

(ii) ⇔ (iv) ⇔ (vi) Análogo a (i) ⇔ (iii) ⇔ (v).

(viii) ⇒ (vii) Análogo a (vii) ⇒ (viii).

(viii) ⇔ (ii) Análogo a (vii) ⇔ (i). �

Lema 2.1.1 Se B é um anel com unidade e M é um ideal bilateral maximal de B, então

J(B) ⊆M .

Demonstração

Supondo que exista x ∈ J(B) \M , temos que M $ BxB + M ⊆ B, o que implica em

B = BxB + M . Logo, existem a, b ∈ B e m ∈ M tais que 1 = axb + m. Como J(B)

é ideal bilateral de B, temos 1 −m = axb ∈ J(B). Do item (viii) da Proposição 2.1.4,

temos que 1 − (1−m)y é inverśıvel em B, para todo y ∈ B. Fazendo y = 1, conclúımos

que m é inverśıvel em B. Segue que 1 ∈MB ⊆M , o que é uma contradição. �

Lema 2.1.2 Se B é um anel com unidade e M é um ideal bilateral maximal de B, então

as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) 1 +M ⊆ U(B)

(ii) M = J(B).
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Demonstração

(i) ⇒ (ii) Pelo lema anterior, J(B) ⊆ M . Seja m ∈ M . Para cada x ∈ B, temos que

−mx ∈ M e pela hipótese (i), vem que 1 − mx ∈ U(B), para todo x ∈ B. Portanto,

m ∈ J(B).

(ii) ⇒ (i) Seja m ∈M . Por hipótese, m ∈ J(B) e dáı −m ∈ J(B). Segue que 1−(−m)1 =

1 +m ∈ U(B). �

Vejamos agora como o Radical de Jacobson se relaciona com os anéis de valorização

totais de um anel de divisão.

Proposição 2.1.5 Se B é um anel de valorização total do anel de divisão D, então J(B)

é o único ideal à esquerda (à direita) maximal de B e J(B) = B\U(B).

Demonstração

Pela Proposição 2.1.1, todos os ideais à esquerda (à direita) maximais de B estão to-

talmente ordenados por inclusão. Assim, é fácil ver que existe único ideal I à esquerda

maximal de B e único ideal J à direita maximal de B. Por definição, sabemos que J(B) é

a interseção dos ideais à esquerda maximais de B, isto é, J(B) = I. Conforme provamos

na proposição anterior, a interseção dos ideais à esquerda maximais de B coincide com a

interseção dos ideais à direita maximais de B. Logo, J(B) = J e assim, J(B) é o único

ideal à esquerda (à direita) maximal de B. Claro que J(B) ⊆ B\U(B), pois se existisse

um inverśıvel em J(B) ele não seria maximal. Consideremos x ∈ B\U(B). Decorre que

x−1 /∈ B. Assim, x não tem inverso à esquerda em B. Segue que Bx é um ideal à es-

querda próprio de B e assim Bx deve estar contido num ideal à esquerda maximal de B.

Como J(B) é o único ideal à esquerda maximal de B, temos que Bx ⊆ J(B). Portanto,

x ∈ J(B). �

Corolário 2.1.1 Se B é um anel de valorização total do anel de divisão D, então J(B)

é o único ideal bilateral maximal de B.

Demonstração

Conforme provamos na Proposição 2.1.4, J(B) é um ideal bilateral de B. Sabemos que os

ideais bilaterais de B estão totalmente ordenados por inclusão. Assim, B tem único ideal

bilateral maximal MB. Em particular, MB é ideal à esquerda de B. Logo, pela proposição
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anterior, MB ⊆ J(B). Como J(B) $ B e MB é ideal maximal, temos que MB = J(B).

�

Obteremos agora um análogo, para anéis de divisão, do Teorema da Correspondência

estudado em corpos.

Definição 2.1.3 Seja B um anel com unidade e P ⊆ B. Dizemos que P é um ideal

completamente primo de B, se P é um ideal bilateral próprio de B e satisfaz a condição:

(1) Para todos a, b ∈ B, tais que ab ∈ P , temos a ∈ P ou b ∈ P .

Em particular, quando B for um anel de valorização total do anel de divisão D e P for

um ideal completamente primo de B, podemos estender a condição (1) para todo o anel

de divisão, isto é,

(1∗) Para todos a, b ∈ D, tais que ab ∈ P , temos a ∈ P ou b ∈ P .

De fato, sejam a, b ∈ D∗. Se a, b ∈ B, nada temos a fazer. Se a /∈ B ou b /∈ B, então

a−1 ∈ B ou b−1 ∈ B. Como P é um ideal bilateral de B, temos b = a−1(ab) ∈ P ou

a = (ab)b−1 ∈ P .

Seja B um anel de valorização total do anel de divisão D. Consideremos os conjuntos

B = {A ⊆ D; A é subanel de D e B ⊆ A},

P = {P ⊆ B; P é ideal completamente primo de B}.

Observe que se A ∈ B, então A é um anel de valorização total de D contendo B.

Proposição 2.1.6 Se P ∈ P, então AP := {d ∈ D : d = 0 ou d−1 /∈ P} ∈ B.

Demonstração

Primeiramente provemos que B ⊆ AP . Podemos supor a ∈ B∗. Segue que a−1 /∈ P ,

pois caso contrário, 1 = aa−1 ∈ P . Veremos agora que AP é um subanel de D. Sejam

x, y ∈ AP . Se x = 0 ou y = 0, temos que xy ∈ AP . Se x, y ∈ D∗, então x−1 /∈ P e y−1 /∈ P .

Como P é um ideal completamente primo de B, temos que y−1x−1 = (xy)−1 /∈ P . Decorre

que xy ∈ AP . Resta provar que x − y ∈ AP . Podemos admitir x, y, x − y ∈ D∗. Vamos

supor por absurdo que (x−y)−1 ∈ P . Então existe w ∈ P tal que (x−y)w = w(x−y) = 1.

Segue que w = x−1(1+yw). Decorre de (1∗) e do fato que x−1 /∈ P , que 1+yw = xw ∈ P .
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Também w = y−1(xw − 1) implica em 1 − xw ∈ P . Decorre que 1 ∈ P , contradizendo o

fato de P ser ideal próprio de B. Portanto, x− y ∈ AP . �

Vamos considerar P1 ⊆ P2, onde P1, P2 ∈ P . Seja x ∈ AP2 . Temos que x = 0 ou

x−1 /∈ P2. Segue que x = 0 ou x−1 /∈ P1, isto é, x ∈ AP1 . Assim, AP2 ⊆ AP1 . Dessa

afirmação e da proposição anterior, segue que a aplicação

σ : P −→ B

P 7−→ AP

está bem definida e reverte a inclusão.

Seja A ∈ B. Afirmamos que J(A) é ideal completamente primo de A. De fato, já

vimos que J(A) é ideal bilateral e próprio de A. Resta provar a condição (1) para J(A).

Sejam x, y ∈ A tais que xy ∈ J(A). Vamos supor que x /∈ J(A) e considerar o ideal

à esquerda J(A) + Ax do anel A. Desde que J(A) é ideal à esquerda maximal de A e

J(A) $ J(A) + Ax ⊆ A, devemos ter A = J(A) + Ax. Assim, existem α ∈ J(A) e a ∈ A

tais que 1 = α + ax. Segue que y = αy + axy ∈ J(A), pois xy, α ∈ J(A). Conclúımos

assim a prova de que J(A) é ideal completamente primo de A.

Tomemos agora A1, A2 ∈ B tais que A1 ⊆ A2. De maneira análoga à que fizemos para

corpos, conclúımos que J(A2) ⊆ J(A1). Em particular, dado A ∈ B, temos que B ⊆ A e

então J(A) ⊆ J(B) ⊆ B ⊆ A. Portanto, J(A) é ideal completamente primo de B. Isso

garante que a aplicação

τ : B −→ P

A 7−→ J(A)

está bem definida e reverte a inclusão.

Utilizando as aplicações τ e σ definidas acima, vamos demonstrar o Teorema da Cor-

respondência para anéis de divisão.

Teorema 2.1.1 (Teorema da Correspondência) Seja B anel de valorização total do

anel de divisão D. Existe uma correspondência biuńıvoca, que reverte a inclusão, entre

ideais completamente primos de B e sobreanéis de B em D.

Demonstração

Considerando as aplicações σ : P −→ B e τ : B −→ P definidas anteriormente, vamos
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mostrar que τ−1 = σ. Provaremos dois itens:

(1) τ(σ(P )) = P , ∀ P ∈ P ;

(2) σ(τ(A)) = A, ∀ A ∈ B.

(1) τ(σ(P )) = τ(AP ) = J(AP ) = AP\U(AP ). Lembrando que AP = {d ∈ D : d =

0 ou d−1 /∈ P}, é fácil ver que U(AP ) = {d ∈ D : d /∈ P e d−1 /∈ P}. Segue que

AP\U(AP ) ⊆ P e é claro que P ⊆ AP\U(AP ). Logo, AP\U(AP ) = P .

(2) σ(τ(A)) = σ(J(A)) = AJ(A) = {d ∈ D : d = 0 ou d−1 /∈ J(A)}. Seja x ∈ AJ(A) \ {0}.

Temos que x ∈ D e x−1 /∈ A\U(A) = J(A). Logo, x−1 ∈ D\A ou x−1 ∈ U(A). No

segundo caso, é claro que x ∈ A. No primeiro caso também temos x ∈ A, pois A é

um anel de valorização total de D. Logo, AJ(A) ⊆ A. Por outro lado, seja x ∈ A∗.

Pode ocorrer x−1 ∈ U(A) ou x−1 /∈ U(A). No primeiro caso, segue imediatamente que

x−1 /∈ A \ U(A) = J(A) e assim x ∈ AJ(A). No segundo caso, x−1 /∈ U(A) implica

que x−1 /∈ A ou (x−1)
−1

= x /∈ A. Desde que x ∈ A, só resta x−1 /∈ A. Decorre que

x−1 /∈ A \ U(A) = J(A) e portanto x ∈ AJ(A). Logo, AJ(A) = A. �

Quando estudamos anéis de valorização em corpos, provamos na Observação 1.4 que se

V é um anel de valorização do corpo K, então K é o corpo de frações de V . Na Proposição

1.1.3 provamos que se o subanel V de K é um domı́nio e seus ideais estão totalmente

ordenados por inclusão, então V é um anel de valorização de K. Para obter um análogo

em anéis de divisão para esses fatos, precisamos estender a noção de corpo de frações para

domı́nios não necessariamente comutativos. Isso nos leva ao conceito de anel quociente

clássico, que também utilizaremos para estudar os anéis de valorização de Dubrovin.

Para introduzir a definição de anel quociente clássico recordamos o procedimento usual

para obter o corpo de frações de um domı́nio comutativo.

Seja D um domı́nio comutativo. Em D ×D∗ temos a relação de equivalência

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ ad = bc.

Lembramos que a comutividade é indispensável para provar que ∼ é de fato uma

relação de equivalência.
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Denotando a classe (a, b) por a
b
, escrevemos o conjunto quociente

K =
D ×D∗

∼
=
{a
b
; a ∈ D, b ∈ D∗

}
.

O conjunto K com as operações usuais é um corpo. Além disso, D̂ = {a
1
; a ∈ D} é

um subdomı́nio de K isomorfo à D através da aplicação ϕ : D −→ D̂, dada por ϕ(a) = a
1
.

Identificando D com D̂ temos:

(a) D é subanel de K;

(b) Todo elemento não nulo de D tem inverso em K;

(c) K = {ab−1; a ∈ D, b ∈ D∗}.

Dizemos então que K é o corpo de frações de D.

Usaremos as condições (a), (b) e (c) acima para motivar a definição de anel quociente

clássico.

Antes, recordamos que se R é um anel com unidade e x ∈ R, então x é regular à

direita quando r ∈ R e rx = 0 implicam em r = 0. Analogamente, define-se elemento

regular à esquerda. Dizemos que x ∈ R é regular quando for regular à direita e à esquerda.

Conforme mencionamos na introdução deste trabalho, vamos denotar R∗ = {x ∈ R; x é

regular}.

Observação 2.7 Se R é um domı́nio, comutativo ou não, então todo elemento não nulo

é regular, isto é, R∗ = R\{0}.

Observação 2.8 A regularidade é condição necessária para um elemento do anel R ser

inverśıvel. De fato, consideremos x ∈ R com inverso à direita y ∈ R. Supomos também

rx = 0, com r ∈ R. Então rxy = 0. Mas rxy = r1 = r. Logo r = 0, isto é, x é regular

à direita. Analogamente, se x ∈ R é inverśıvel à esquerda, prova-se que x é regular à

esquerda. Portanto, se x ∈ R é inverśıvel, temos que x é regular.

Observação 2.9 A regularidade não é suficiente para um elemento do anel R ser in-

verśıvel, como pode ser visto no anel dos inteiros Z.

Definição 2.1.4 Seja R um anel com unidade. Um anel Q é um anel quociente clássico

à direita para R quando:
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(a) R é subanel de Q;

(b) Todo elemento regular de R tem inverso em Q;

(c) Q = {ab−1; a ∈ R, b ∈ R∗}.

Um anel quociente clássico à esquerda para R é definido analogamente, substituindo a

condição (c) por Q = {a−1b; b ∈ R, a ∈ R∗}.

Se Q é anel quociente clássico à direita e à esquerda para R, dizemos que Q é anel

quociente clássico para R.

Não é verdade, em geral, que um anel com unidade possui anel quociente clássico à

direita ou à esquerda, conforme ([Go], p. 96).

As Proposições 2.1.7 e 2.1.8 abaixo serão úteis no restante desta seção. Estes resul-

tados estão enunciados como exerćıcio em ([Go], p. 101,102) e demonstrados em ([B], p.

4,5,6). Demonstraremos a Proposição 2.1.9 no estudo dos anéis artinianos que será feito

no Caṕıtulo 3.

Vamos considerar R um anel com unidade.

Proposição 2.1.7 Se Q1 e Q2 são anéis quocientes clássicos à direita (à esquerda) para

R, então Q1 é isomorfo a Q2.

Proposição 2.1.8 Se R tem anel quociente clássico à direita e anel quociente clássico à

esquerda, então eles são isomorfos.

Proposição 2.1.9 Se R é anel artiniano à direita (à esquerda), então R é seu próprio

anel quociente clássico à direita e à esquerda.

Segue da Proposição 2.1.7 que podemos falar apenas o anel quociente clássico à direita

(à esquerda) para R, pois quando existir, será único a menos de isomorfismo.

Exemplo 2.1 O corpo de frações de um domı́nio comutativo D é o anel quociente clássico

para D. Lembre que neste caso D∗ = D\{0}.

Exemplo 2.2 Seja R um anel que tem apenas uma quantidade finita de ideais à direita

(à esquerda). Então R é seu próprio anel quociente clássico à direita e à esquerda. De

fato, neste caso R é artiniano à direita (à esquerda) e o resultado segue da Proposição

2.1.9.
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Exemplo 2.3 Como caso particular do exemplo anterior temos que todo anel de divisão

(corpo, inclusive) é seu próprio anel quociente clássico. Também para 1 ≤ n ∈ N, temos

que Zn é seu próprio anel quociente clássico. Isso decorre do fato de todo anel finito ter

número finito de ideais.

Naturalmente surge a questão de saber quando um anel com unidade possui um anel

quociente clássico à direita (à esquerda) e se possuir, como obtê-lo.

Inicialmente observamos que a construção usada para obter o corpo de frações de um

domı́nio comutativo não pode ser usada como modelo para obter o anel quociente clássico

(caso exista) para um anel com unidade. De fato, os exemplos seguintes mostram que a

relação usada em D × D∗, para D um domı́nio comutativo, depende essencialmente de

cada uma das hipóteses: domı́nio e comutativo.

Exemplo 2.4 Para o domı́nio não comutativo D = Quat(R), a relação em D×D∗ dada

por

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ ad = bc

não é transitiva. Basta notar que (i,−j) ∼ (i, j) e (i, j) ∼ (k, 1), porém, (i,−j) não está

relacionado com (k, 1).

Exemplo 2.5 No anel comutativo D = Z8, a relação em D ×D∗ dada por

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ ad = bc

também não é transitiva. Note que (1̄, 2̄) ∼ (6̄, 4̄) e (6̄, 4̄) ∼ (3̄, 2̄), porém, (1̄, 2̄) não está

relacionado com (3̄, 2̄).

Em 1931, O. Ore apresentou uma condição necessária e suficiente para a existência de

um anel quociente clássico à direita (à esquerda) para um anel R com unidade.

Condição de Ore à Direita “Um anel com unidade R satisfaz a condição de Ore à

direita se dados a ∈ R e x ∈ R∗, existem b ∈ R e y ∈ R∗, tais que ay = xb.”

O teorema abaixo está enunciado como exerćıcio em ([Go], Exercise 3.D.8, p. 101) e

provado em ([B], Proposição 1.1.2, p. 6).
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Teorema 2.1.2 Seja R um anel com unidade. Então R possui anel quociente clássico à

direita se, e somente se, R satisfaz a condição de Ore à direita.

Analogamente temos a condição de Ore à esquerda:

Condição de Ore à Esquerda “Um anel com unidade R satisfaz a condição de Ore à

esquerda se dados a ∈ R e x ∈ R∗, existem b ∈ R e y ∈ R∗, tais que ya = bx.”

É válido também um teorema análogo ao anterior, isto é, um anel com unidade R

possui anel quociente clássico à esquerda se, e somente se, R satisfaz a condição de Ore à

esquerda.

Como exemplo, sabemos que os domı́nios comutativos possuem anel quociente clássico

à direita e à esquerda, que é seu corpo de frações. Assim, um domı́nio comutativo D deve

satisfazer ambas as condições de Ore. E isso é imediato, pois dados a ∈ D e x ∈ D∗,

escolhe-se b = a ∈ D e y = x ∈ D∗. Então ay = ax = xa = xb implica que D satisfaz a

condição de Ore à direita. Analogamente, mostra-se que D satisfaz a condição de Ore à

esquerda.

Existe exemplo de domı́nio que não possui anel quociente clássico à direita e nem à

esquerda, conforme pode ser visto em ([Go], Exercise 3.D.5, p. 101). Assim, tal domı́nio

não satisfaz nenhuma das condições de Ore.

Proposição 2.1.10 Seja R um domı́nio tal que aR∩bR 6= 0 (Ra∩Rb 6= 0), para quaisquer

a, b ∈ R∗. Então R satisfaz a condição de Ore à direita (à esquerda).

Demonstração

Sejam a ∈ R e x ∈ R∗. Se a = 0, podemos escolher b = 0 e y = 1, e assim, 0 = ay = xb,

com y ∈ R∗. Se a 6= 0, então a, x ∈ R∗ e por hipótese aR ∩ xR 6= 0. Assim, existem

y, b ∈ R tais que ay = xb 6= 0. Claro que y ∈ R∗, pois ay 6= 0. Portanto, R satisfaz a

condição de Ore à direita. Analogamente, demonstra-se que R satisfaz a condição de Ore

à esquerda. �

Definição 2.1.5 Um domı́nio de Ore à direita (à esquerda) é um domı́nio R tal que

aR ∩ bR 6= 0, (Ra ∩Rb 6= 0), para quaisquer a, b ∈ R∗.

Segue da proposição anterior que todo domı́nio de Ore à direita (à esquerda) possui

anel quociente clássico à direita (à esquerda). Também vale a rećıproca.
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Teorema 2.1.3 Seja R um domı́nio. São equivalentes:

(i) R é domı́nio de Ore à direita (à esquerda);

(ii) R tem anel quociente clássico à direita (à esquerda).

Demonstração

(i) ⇒ (ii) Segue da Proposição 2.1.10 e do Teorema 2.1.2.

(ii) ⇒ (i) Sejam u, v ∈ R∗ e D = {ab−1; a ∈ R, b ∈ R∗} o anel quociente clássico à

direita de R. Desde que u−1v ∈ D, existem a, b ∈ R, b 6= 0, tais que u−1v = ab−1. Com

isso, 0 6= vb = ua ∈ uR ∩ vR. �

Observação 2.10 Note que o anel quociente clássico de um domı́nio de Ore é um anel

de divisão.

Observação 2.11 Se D é um domı́nio comutativo, entãoD é um domı́nio de Ore à direita

e à esquerda. De fato, dados a, b ∈ D∗, note que 0 6= ab ∈ aD e 0 6= ba ∈ bD.

Observação 2.12 No caso de D ser um anel de divisão, D também é um domı́nio de Ore

à direita e à esquerda, pois todo ideal não nulo (à direita, à esquerda ou bilateral) coincide

com D.

O lema seguinte é útil para provar as próximas proposições.

Lema 2.1.3 Se B é um anel de valorização total do anel de divisão D, então B é um

domı́nio de Ore à direita e à esquerda.

Demonstração

Note que B ⊆ D e D é domı́nio implica imediatamente que B é domı́nio. Sejam a, b ∈ B∗.

Temos que aB ⊆ bB 6= 0 ou bB ⊆ aB 6= 0. Logo aB ∩ bR 6= 0. Portanto, B é um

domı́nio de Ore à direita. Analogamente, prova-se que B é um domı́nio de Ore à esquerda.

�

Dessa forma, todo anel de valorização total de um anel de divisão possui anel quociente

clássico à direita e à esquerda, que devem coincidir, pela Proposição 2.1.8.

Conforme citamos anteriormente, obteremos agora um análogo, em anéis de divisão, à

Proposição 1.1.3 e ao fato de um corpo K ser o corpo de frações de um anel de valorização

V de K.
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Proposição 2.1.11 Se B é um anel de valorização total do anel de divisão D, então D

é o anel quociente clássico para B.

Demonstração

Claro que B é subanel de D e que todo elemento regular de B tem inverso em D. Também

é fácil ver que {ab−1; a ∈ B, b ∈ B∗} ⊆ D e {a−1b; a ∈ B∗, b ∈ B} ⊆ D. Consideremos

x ∈ D. Se x = 0, temos que x = 0.1−1, com 0 ∈ B e 1 ∈ B∗. Para x 6= 0 e x ∈ B, temos

x = x.1−1, com x ∈ B e 1 ∈ B∗. Para x 6= 0 e x−1 ∈ B, temos x = 1.(x−1)−1, com 1 ∈ B

e x−1 ∈ B∗. Logo D ⊆ {ab−1; a ∈ B, b ∈ B∗} e assim D = {ab−1; a ∈ B, b ∈ B∗}.

Analogamente, mostra-se que D ⊆ {a−1b; a ∈ B∗, b ∈ B} e assim {a−1b; a ∈ B∗, b ∈

B} = D. Portanto, D é o anel quociente clássico para B. �

Proposição 2.1.12 Seja D anel de divisão e anel quociente clássico à direita para B.

São equivalentes:

(i) Os ideais à esquerda de B estão totalmente ordenados por inclusão;

(ii) B é anel de valorização total de D.

Demonstração

(ii) ⇒ (i) Esta implicação é parte da Proposição 2.1.1 e nem é necessária a hipótese de D

ser o anel quociente clássico à direita para B.

(i) ⇒ (ii) Seja x ∈ D∗. Como D é o anel quociente clássico à direita para B, podemos

escrever x = ab−1 com a ∈ B e b ∈ B∗. Por hipótese, Ba ⊆ Bb ou Bb ⊆ Ba. No primeiro

caso, a = vb, para algum v ∈ B. Assim, x = ab−1 = v ∈ B. No segundo caso, b = ua,

para algum u ∈ B. Assim, x = a(ua)−1 = u−1. Logo, x−1 = u ∈ B. Portanto, B é um

anel de valorização total de D.
�

Note que trocando direita por esquerda e esquerda por direita no enunciado da Pro-

prosição 2.1.12 ela continuará sendo válida e a demonstração é análoga. Também é válido

o corolário seguinte.

Corolário 2.1.2 Seja D anel de divisão e anel quociente clássico para B. São equivalen-

tes:

(i) Os ideais à direita ou os ideais à esquerda de B estão totalmente ordenados por

inclusão;
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(ii) B é anel de valorização total de D.

Demonstração

(ii) ⇒ (i) Segue da Proposição 2.1.1.

(i) ⇒ (ii) Se os ideais à esquerda estão totalmente ordenados por inclusão, basta aplicar a

Proposição 2.1.12. Por outro lado, se os ideais à direita é que estão totalmente ordenados

por inclusão, basta usar um análogo da Proposição 2.1.12 que se obtem trocando direita

por esquerda e esquerda por direita no seu enunciado. �

2.2 Exemplo de Anel de Valorização Total e Invari-

ante

Conforme citamos na seção anterior, vamos apresentar um exemplo de um anel de

valorização total e invariante em um anel de divisão que não é corpo, a saber, a álgebra de

divisão dos quatérnios racionais H = Q+Qi+Qj+Qk. No final desta seção, utilizaremos

este exemplo para algumas discussões a respeito de extensões de anéis de valorização em

anéis de divisão.

Nosso exemplo é o conjunto Ṽ(2) = Z(2)α+ Z(2)i+ Z(2)j + Z(2)k, α = 1
2
(1 + i+ j + k),

onde Z(2) é a localização segundo o sistema multiplicativo S = Z\2Z. Temos que

Z(2) = {ab−1; a, b ∈ Z, 2 - b} .

Na Seção 4 vamos mostrar que o anel V(2) = Z(2) + Z(2)i + Z(2)j + Z(2)k não é total

em H (isto é, existe x ∈ H∗, tal que x, x−1 /∈ V(2)). Veremos a seguir que Ṽ(2) contém

V(2) propriamente. O conjunto Ṽ(2) é o anel V(2) adicionado de elementos suficientes para

torná-lo total e invariante em H.

Se em Ṽ(2) substituirmos Z(2) por Q, teremos o anel integral dos quatérnios ou Anel de

Hurwitz, que é utilizado por alguns autores (por exemplo [Ha] e [Sa]) na demonstração do

conhecido Teorema de Lagrange sobre a representação de um inteiro não negativo como

soma de quatro quadrados de números inteiros, que utilizaremos na próxima seção.

A próxima proposição caracteriza mais especificamente os elementos de Ṽ(2).

Proposição 2.2.1 O conjunto Ṽ(2) = Z(2)α+ Z(2)i+ Z(2)j+ Z(2)k, α = 1
2
(1+ i+ j+ k), é

composto dos elementos a+bi+cj+dk ∈ H, tais que a, b, c, d ∈ Z(2) ou a, b, c, d ∈ 1
2
+Z(2).
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Demonstração

Seja B = {a + bi + cj + dk ∈ H; a, b, c, d ∈ Z(2) ou a, b, c, d ∈ 1
2

+ Z(2)} e seja x =

a + bi + cj + dk ∈ B, com a, b, c, d ∈ Q. Se a, b, c, d ∈ Z(2), então a = a0

a1
, b = b0

b1
, c = c0

c1
,

d = d0

d1
e 2 - a1b1c1d1. Assim,

x = 2a0

a1

1
2
(1 + i+ j + k) +

(
b0
b1
− a0

a1

)
i+
(

c0
c1
− a0

a1

)
j +

(
d0

d1
− a0

a1

)
k ∈ Ṽ(2).

Se a, b, c, d ∈ 1
2

+ Z(2), então a = 1
2

+ a0

a1
, b = 1

2
+ b0

b1
, c = 1

2
+ c0

c1
e d = 1

2
+ d0

d1
, onde

2 - a1b1c1d1. Assim,

x =
(

1
2

+ a0

a1

)
+
(

1
2

+ b0
b1

)
i+
(

1
2

+ c0
c1

)
j+
(

1
2

+ d0

d1

)
k = 1

2
(1+i+j+k)+ a0

a1
+ b0

b1
i+ c0

c1
j+ d0

d1
k.

Claramente 1
2
(1+i+j+k) ∈ Ṽ(2) e pelo caso anterior, temos que a0

a1
+ b0

b1
i+ c0

c1
j+ d0

d1
k também

está em Ṽ(2). Como Ṽ(2) é fechado por somas, vem que x ∈ Ṽ(2). Provamos portanto que

B ⊆ Ṽ(2). Por outro lado, consideremos x = a0

a1

1
2
(1 + i + j + k) + b0

b1
i + c0

c1
j + d0

d1
k ∈ Ṽ(2).

Então 2 - a1b1c1d1. Temos que x = a0

2a1
+
(

a0

2a1
+ b0

b1

)
i+
(

a0

2a1
+ c0

c1

)
j +

(
a0

2a1
+ d0

d1

)
k. Se a0

é par, então a0

2a1
∈ Z(2), pois 2 - a1. Segue que a0

2a1
+ b0

b1
, a0

2a1
+ c0

c1
, a0

2a1
+ d0

d1
∈ Z(2), pois b0

b1
,

c0
c1

, d0

d1
∈ Z(2) e Z(2) é fechado por somas. Dáı, x ∈ B. Agora vamos supor a0 ı́mpar. Como

2 - a1, temos que a1 também é ı́mpar. Assim a0 − a1 é par e segue que r = a0−a1

2
∈ Z.

Desta forma, a0

2a1
= 1

2
+ a0−a1

2a1
= 1

2
+ r

a1
∈ 1

2
+ Z(2). Segue que

a0

2a1
+ b0

b1
= 1

2
+
(

a0−a1

2a1
+ b0

b1

)
∈ 1

2
+ Z(2),

a0

2a1
+ c0

c1
= 1

2
+
(

a0−a1

2a1
+ c0

c1

)
∈ 1

2
+ Z(2),

a0

2a1
+ d0

d1
= 1

2
+
(

a0−a1

2a1
+ d0

d1

)
∈ 1

2
+ Z(2).

Portanto, x ∈ B.
�

Observação 2.13 Na proposição anterior, cabe observar que dada uma fração irredut́ıvel

a
b
, temos que a

b
∈ 1

2
+ Z(2) se, e somente se, b é um número par tal que 4 - b. De fato,

a
b
∈ 1

2
+ Z(2) implica que a

b
= 1

2
+ a0

a1
, com 2 - a1. Assim, a

b
= a1+2a0

2a1
e note que a1 + 2a0

é ı́mpar e 4 - 2a1. Por outro lado, seja a
b
∈ Q e b par tal que 4 - b. Então a

b
= a

2k
, com k

ı́mpar. Com isso, temos que a
b

= a
2k

= 1
2

+ r
k
, onde r = a−k

2
∈ Z. Portanto, a

b
∈ 1

2
+ Z(2).

Observação 2.14 A observação anterior e a Proposição 2.2.1 nos permitem concluir que

se x = a + bi + cj + dk ∈ H∗, com a = a0

a1
, b = b0

b1
, c = c0

c1
e d = d0

d1
, então x ∈ Ṽ(2) se, e

somente se, a1, b1, c1, d1 são todos ı́mpares ou a1, b1, c1, d1 são pares e 4 - a1, 4 - b1, 4 - c1 e

4 - d1.
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Para a demonstração de que Ṽ(2) é total e invariante em H vamos precisar de mais

alguns resultados preliminares.

Proposição 2.2.2 Sejam a, b, c, d ∈ Z números ı́mpares. Então:

(a) a2 + b2 = 2k1, para algum k1 inteiro ı́mpar;

(b) a2 + b2 + c2 + d2 = 4k2, para algum k2 inteiro ı́mpar.

Demonstração

Sejam a = 2a1 + 1, b = 2b1 + 1, c = 2c1 + 1 e d = 2d1 + 1.

(i) a2 + b2 = (2a1 + 1)2 + (2b1 + 1)2 = 4(a2
1 + a1 + b21 + b1) + 2 = 2[2(a2

1 + a1 + b21 + b1) + 1].

Assim, basta escolher k1 = 2(a2
1 + a1 + b21 + b1) + 1.

(ii) a2 + b2 + c2 + d2 = (2a1 + 1)2 + (2b1 + 1)2 + (2c1 + 1)2 + (2d1 + 1)2 =4[(a2
1 + a1 + b21 +

b1 + c21 + c1 + d2
1 + d1) + 1]. Como a2

1 + a1, b
2
1 + b1, c

2
1 + c1 e d2

1 + d1 são números pares,

basta tomar k2 = (a2
1 + a1 + b21 + b1 + c21 + c1 + d2

1 + d1) + 1. �

Definição 2.2.1 Seja x = a + bi + cj + dk ∈ H. Definimos x̄ = a − bi − cj − dk ∈ H e

N(x) = xx̄. Dizemos que x̄ é o conjugado de x e N(x) é a norma de x.

É fácil ver que se x ∈ H∗, então x−1 = 1
N(x)

x̄. Também N(x) = a2 + b2 + c2 + d2.

Vamos estudar mais especificamente o inverso de x = a0

b0
+ a1

b1
i+ a2

b2
j+ a3

b3
k ∈ H∗. Temos

N(x) =
a2

0

b20
+
a2

1

b21
+
a2

2

b22
+
a2

3

b23
=
a2

0b
2
1b

2
2b

2
3 + a2

1b
2
0b

2
2b

2
3 + a2

2b
2
0b

2
1b

2
3 + a2

3b
2
0b

2
1b

2
2

b20b
2
1b

2
2b

2
3

,

x−1 =
b0b

2
1b

2
2b

2
3a0

β
− b20b1b

2
2b

2
3a1

β
i− b20b

2
1b2b

2
3a2

β
j − b20b

2
1b

2
2b3a3

β
k (∗)

onde β = a2
0b

2
1b

2
2b

2
3 +a2

1b
2
0b

2
2b

2
3 +a2

2b
2
0b

2
1b

2
3 +a2

3b
2
0b

2
1b

2
2. Note que se 2 - β, ou se β é um número

par tal que 4 - β, então x−1 ∈ Ṽ(2).

Teorema 2.2.1 O conjunto Ṽ(2) = Z(2)α+Z(2)i+Z(2)j+Z(2)k, com α = 1
2
(1+ i+ j+k),

é um anel de valorização total e invariante no anel dos quatérnios racionais H = Q +

Qi+ Qj + Qk e V(2) = Z(2) + Z(2)i+ Z(2)j + Z(2)k $ Ṽ(2).

Demonstração

Usando a Proposição 2.2.1, não é dif́ıcil mostar que Ṽ(2) é fechado por diferenças e produtos.
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Assim, Ṽ(2) é subanel de H. Também a Proposição 2.2.1 assegura que V(2) $ Ṽ(2).Vamos

demonstrar que Ṽ(2) é total em H. Seja x = a + bi + cj + dk ∈ H∗, com a = a0

b0
, b = a1

b1
,

c = a2

b2
e d = a3

b3
, onde ai

bi
são frações irredut́ıveis. Pela Proposição 2.2.1, se a, b, c, d ∈ Z(2)

ou a, b, c, d ∈ 1
2

+ Z(2), temos que x ∈ Ṽ(2). Se x /∈ Ṽ(2), segue da Observação 2.14 que

existe um elemento par no conjunto {b0, b1, b2, b3}, e se todos forem pares, 4 divide um dos

elementos de {b0, b1, b2, b3}. Vamos separar isso em quatro casos. Os demais são análogos.

(1) 2 |b0 e 2 - b1b2b3;

(2) 2 |b0, 2 |b1 e 2 - b2b3;

(3) 2 |b1, 2 |b2, 2 |b3 e 2 - b0;

(4) 2 |b1, 2 |b1, 2 |b2, 2 |b3, e 4 divide um dos elementos do conjunto {b0, b1, b2, b3}.

Para esses casos vamos demonstrar que x−1 ∈ Ṽ(2). Denotamos bi = 2tisi, i ∈ {0, 1, 2, 3},

com si ı́mpar.

(1) Temos b0 par e b1, b2, b3 ı́mpares. Segue imediatamente que a0 é impar. Por (∗), temos

que

x−1 =
b0b

2
1b

2
2b

2
3a0

β
− b20b1b

2
2b

2
3a1

β
i− b20b

2
1b2b

2
3a2

β
j − b20b

2
1b

2
2b3a3

β
k,

onde β = a2
0b

2
1b

2
2b

2
3 + a2

1b
2
0b

2
2b

2
3 + a2

2b
2
0b

2
1b

2
3 + a2

3b
2
0b

2
1b

2
2. Não é dif́ıcil ver que β é ı́mpar. Logo

x−1 ∈ Ṽ(2).

(2) Temos b0, b1 pares e b2, b3 ı́mpares. Vamos supor, sem perda de generalidade, que

t0 ≤ t1. Temos que

1

N(x)
=

4t0+t1s2
0s

2
1b

2
2b

2
3

4t1a2
0s

2
1b

2
2b

2
3 + 4t0a2

1s
2
0b

2
2b

2
3 + 4t0+t1a2

2s
2
0s

2
1b

2
3 + 4t0+t1a2

3s
2
0s

2
1b

2
2

=
4t1s2

0s
2
1b

2
2b

2
3

4t1−t0a2
0s

2
1b

2
2b

2
3 + a2

1s
2
0b

2
2b

2
3 + 4t1a2

2s
2
0s

2
1b

2
3 + 4t1a2

3s
2
0s

2
1b

2
2

.

Seja ξ o denominador da expressão anterior. Observe que se t0 < t1, ξ é ı́mpar. Assim,

x−1 =
1

N(x)
x̄ =

4t1s2
0s

2
1b

2
2b

2
3

ξ

( a0

2t0s0

− a1

2t1s1

i− a2

b2
j − a3

b3
k
)

=
22t1−t0s0s

2
1b

2
2b

2
3a0

ξ
− 2t1s2

0s1b
2
2b

2
3a1

ξ
i− 22t1s2

0s
2
1b2b

2
3a2

ξ
j − 22t1s2

0s
2
1b

2
2b3a3

ξ
k ∈ Ṽ(2).

63



Caso t0 = t1, temos

1

N(x)
=

4t1s2
0s

2
1b

2
2b

2
3

a2
0s

2
1b

2
2b

2
3 + a2

1s
2
0b

2
2b

2
3 + 4t1a2

2s
2
0s

2
1b

2
3 + 4t1a2

3s
2
0s

2
1b

2
2

.

Segue do item (a) da Proposição 2.2.2, que o número de fatores 2 de a2
0s

2
1b

2
2b

2
3 + a2

1s
2
0b

2
2b

2
3

é apenas um, já que temos uma soma de dois quadrados de números ı́mpares. Assim,

podemos denotar a2
0s

2
1b

2
2b

2
3 + b21s

2
0b

2
2b

2
3 por 2γ, com γ ı́mpar. Dessa forma,

1

N(x)
=

4t1s2
0s

2
1b

2
2b

2
3

2γ + 4t1a2
2s

2
0s

2
1b

2
3 + 4t1a2

3s
2
0s

2
1b

2
2

=
22t1−1s2

0s
2
1b

2
2b

2
3

γ + 22t1−1a2
2s

2
0s

2
1b

2
3 + 22t1−1a2

3s
2
0s

2
1b

2
2

.

Seja δ = γ + 22t1−1a2
2s

2
0s

2
1b

2
3 + 22t1−1a2

3s
2
0s

2
1b

2
2. Note que δ é ı́mpar. Assim,

x−1 =
1

N(x)
x̄ =

22t1−1s2
0s

2
1b

2
2b

2
3

δ

( a0

2t0s0

− a1

2t1s1

i− a2

b2
j − a3

b3
k
)

=
2t1−1s0s2

1b22b23a0

δ
− 2t1−1s2

0s1b22b23a1

δ
i− 22t1−1s2

0s2
1b2b23a2

δ
j − 22t1−1s2

0s2
1b22b3a3

δ
k ∈ Ṽ(2).

(3) b0 ı́mpar e b1, b2, b3 pares. Seja t = min{t2 + t3, t1 + t3, t1 + t2}. Podemos supor,

sem perda de generalidade, que t = t1 + t2. Observe que nesse caso t3 = max{t1, t2, t3}.

Temos que

1

N(x)
=

4t1+t2+t3b20s
2
1s

2
2s

2
3

4t1+t2+t3a2
0s

2
1s

2
2s

2
3 + 4t2+t3a2

1b
2
0s

2
2s

2
3 + 4t1+t3a2

2b
2
0s

2
1s

2
3 + 4t1+t2a2

3b
2
0s

2
1s

2
2

=
4t3b20s

2
1s

2
2s

2
3

4t3a2
0s

2
1s

2
2s

2
3 + 4t3−t1a2

1b
2
0s

2
2s

2
3 + 4t3−t2a2

2b
2
0s

2
1s

2
3 + a2

3b
2
0s

2
1s

2
2

.

Seja ρ o denominador da última expressão. Observe que ρ é ı́mpar nos casos t1 = t2 = t3 e

t1 ≤ t2 < t3. Desta maneira, basta proceder como anteriormente e veremos que x−1 ∈ Ṽ(2).

Quando t1 < t2 = t3, ρ terá as parcelas a2
2b

2
0s

2
1s

2
3 e a2

3b
2
0s

2
1s

2
2 sem coeficiente par. Novamente

pela Proposição 2.2.2, a2
2b

2
0s

2
1s

2
3 + a2

3b
2
0s

2
1s

2
2 tem apenas um fator 2 e procedendo da mesma

maneira como no item (2), teremos que x−1 ∈ Ṽ(2).

(4) b0, b1, b2, b3 pares, com pelo menos um deles do tipo 4k. Temos que

1

N(x)
=

4t0+t1+t2+t3s2
0s

2
1s

2
2s

2
3

4t1+t2+t3a2
0s

2
1s

2
2s

2
3 + 4t0+t2+t3a2

1s
2
0s

2
2s

2
3 + 4t0+t1+t3a2

2s
2
0s

2
1s

2
3 + 4t0+t1+t2a2

3s
2
0s

2
1s

2
2

.
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Vamos considerar o caso em que todos os ti
′
s são iguais. Nesse caso

1

N(x)
=

4t3s2
0s

2
1s

2
2s

2
3

a2
0s

2
1s

2
2s

2
3 + a2

1s
2
0s

2
2s

2
3 + a2

2s
2
0s

2
1s

2
3 + a2

3s
2
0s

2
1s

2
2

.

Observe que o denominador da expressão anterior é composto de quatro parcelas ı́mpares

que estão elevadas ao quadrado. Aplicando a Proposição 2.2.2, temos que esta expressão

possui exatamente dois fatores 2. Então podemos denotá-la por 22λ com λ ı́mpar. Assim,

1

N(x)
=

4t3s2
0s

2
1s

2
2s

2
3

22λ
=

22t3−1s2
0s

2
1s

2
2s

2
3

2λ
,

x−1 =
22t3−1s2

0s
2
1s

2
2s

2
3

2λ

( a0

2t0s0

− a1

2t1s1

i− a2

2t2s2

j − a3

2t3s3

k
)

=
2t3−1s0s

2
1s

2
2s

2
3a0

2λ
− 2t3−1s2

0s1s
2
2s

2
3a1

2λ
i− 2t3−1s2

0s
2
1s2s

2
3a2

2λ
j − 2t3−1s2

0s
2
1s

2
2s3a3

2λ
k ∈ Ṽ(2).

Claro que os ti
′
s podem não ser todos iguais. Mas, com essa hipótese, não é dif́ıcil verificar

que recairemos em demonstrações análogas aos casos anteriores. Portanto, x−1 ∈ Ṽ(2). E

isso conclui, finalmente, a prova de que Ṽ(2) é um anel de valorização total de H.

Para demonstrar a invariância do anel Ṽ(2), basta mostrar que dado b ∈ Ṽ(2), temos

xbx−1 ∈ Ṽ(2), para todo x ∈ H∗. Note que xbx−1 = 1
N(x)

xbx̄. Seja x = a + bi + cj + dk =

a0

b0
+ a1

b1
i+ a2

b2
j + a3

b3
∈ H∗. Sabemos que

N(x) =
β

b20b
2
1b

2
2b

2
3

, onde β = a2
0b

2
1b

2
2b

2
3 + a2

1b
2
0b

2
2b

2
3 + a2

2b
2
0b

2
1b

2
3 + a2

3b
2
0b

2
1b

2
2.

Assim,

xbx−1 =
b20b

2
1b

2
2b

2
3

β

(a0

b0
+
a1

b1
i+

a2

b2
j +

a3

b3
k
)
b
(a0

b0
− a1

b1
i− a2

b2
j − a3

b3
k
)

=
( 1

β

)
ybȳ, onde y = b1b2b3a0 + b0b2b3a1i+ b0b1b3a2j + b0b1b2a3k.

Se β é ı́mpar, todos os fatores do produto 1
β
ybȳ estão em Ṽ(2) e assim xbx−1 ∈ Ṽ(2).

Agora, sabemos que x ∈ Ṽ(2) ou x−1 ∈ Ṽ(2). Inicialmente vamos supor que x ∈ Ṽ(2).

Assim, a, b, c, d ∈ Z(2) ou a, b, c, d ∈ 1
2

+ Z(2). Se a, b, c, d ∈ 1
2

+ Z(2), temos ai

bi
∈ 1

2
+ Z(2) e

então 2 | b0, 2 | b1, 2 | b2 e 2 | b3. Segue do quarto caso da demonstração da totalidade que
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x−1 ∈ Ṽ(2) e assim, xbx−1 ∈ Ṽ(2). Admitindo que a, b, c, d ∈ Z(2), temos 2 - b0, 2 - b1, 2 - b2,

e 2 - b3. Basta analisar os seguintes subcasos:

• 2 |a0 e 2 - a1a2a3;

• 2 |a0, 2 |a1 e 2 - a2a3;

• 2 |a0, 2 |a1, 2 |a2 e 2 - a3;

• 2 - a0a1a2a3.

O primeiro e o terceiro subcasos implicam que 2 - β e assim, xbx−1 ∈ Ṽ(2). Do segundo

subcaso e da Proposição 2.2.2, decorre que a expressão a2
2b

2
0b

2
1b

2
3 + a2

3b
2
0b

2
1b

2
2 possui apenas

um fator 2. Assim, fazendo a0 = 2t0s0 e a1 = 2t1s1 com s0, s1 ı́mpares, temos que

β = a2
0b

2
1b

2
2b

2
3 + a2

1b
2
0b

2
2b

2
3 + 2k = 2(22t0−1s2

0b
2
1b

2
2b

2
3 + 22t1−1s2

1b
2
0b

2
2b

2
3 + k), com k ı́mpar. Desta

forma, β = 2σ, onde σ é o número ı́mpar 22t0−1s2
0b

2
1b

2
2b

2
3+22t1−1s2

1b
2
0b

2
2b

2
3+k. Logo, podemos

representar

xbx−1 =
b20b

2
1b

2
2b

2
3

σ

( a0

2b0
+

a1

2b1
i+

a2

2b2
j +

a3

2b3
k
)
b
(2t0s0

b0
− 2t1s1

b1
i− a2

b2
j − a3

b3
k
)

Note que cada um dos fatores da expressão anterior está em Ṽ(2). Portanto xbx−1 ∈ Ṽ(2).

No quarto subcaso, temos que β será da forma 4τ , com τ ı́mpar. Então

xbx−1 =
b20b

2
1b

2
2b

2
3

4τ

(a0

b0
+
a1

b1
i+

a2

b2
j +

a3

b3
k
)
b
(a0

b0
− a1

b1
i− a2

b2
j − a3

b3
k
)

= ( b1b2b3a0

2τ
+ b0b2b3a1

2τ
i+ b0b1b3a2

2τ
j + b0b1b2a3

2τ
k)b( b1b2b3a0

2
− b0b2b3a1

2
i− b0b1b3a2

2
j − b0b1b2a3

2
k).

Como cada um dos fatores pertence a Ṽ(2), temos que xbx−1 ∈ Ṽ(2). Conclúımos desta

forma que dado b ∈ Ṽ(2) e x ∈ H∗, se x ∈ Ṽ(2), então xbx−1. Se x /∈ Ṽ(2), vimos que

x−1 ∈ Ṽ(2). Observe que na prova dos Casos (1), (2), (3) e (4) da demonstração da

totalidade, quando se fazem as simplificações da fração 1
N(x)

, sempre sobram fatores 2

suficientes para simplificar todos, exceto possivelmente um, dos fatores 2 de a1, b1, c1 e d1

na expressão:

xbx−1 =
(a0

a1

+
b0
b1
i+

c0
c1
j +

d0

d1

k
)
bx−1.

Simplificados esses fatores, os três fatores dessa expressão pertencem à Ṽ(2). Logo, xbx−1 ∈

Ṽ(2), o que conclui a demonstração da invariância de Ṽ(2). �
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Conforme enunciamos no ińıcio desta seção, vamos utilizar o anel de valorização total

e invariante Ṽ(2) para algumas discussões sobre extensões de um anel de valorização em

um anel de divisão.

Proposição 2.2.3 O anel Ṽ(2) = Z(2)α + Z(2)i + Z(2)j + Z(2)k, α = 1
2
(1 + i + j + k) é

extensão de Z(2) em H.

Demonstração

Basta mostrar que Ṽ(2) ∩ Q = Z(2). Como Z(2) ⊆ V(2) $ Ṽ(2), temos Z(2) ⊆ Q ∩ Ṽ(2). Por

outro lado, consideremos x ∈ Ṽ(2)∩Q. Como x ∈ Ṽ(2), temos que x = 1
2
(1+i+j+k)a+bi+

cj+dk, com a, b, c, d ∈ Z(2). Segue que x = a
2
+(b+ a

2
)i+(c+ a

2
)j+(d+ a

2
)k. Como x ∈ Q,

temos que b+ a
2

= c+ a
2

= d+ a
2

= 0. Assim, b = −a
2

implica que x = a
2

= −b ∈ Z(2). �

Como pode ser visto em ([W1], §1, Example (c)), Ṽ(2) é o único anel de valorização

total que estende Z(2).

Ainda utilizaremos o fato de Ṽ(2) ser o anel de valorização total que estende Z(2) para

outra aplicação, conforme segue.

SejaD um anel de divisão com centro F e K um corpo intermediário, isto é, F ⊆ K ⊆ D.

Conforme [W1], em geral não se sabe quando um anel de valorização de K se estende a

D. No caso particular do exemplo abaixo esse problema é resolvido.

Exemplo 2.6 Consideremos o anel dos quatérnios racionais H e o anel Ṽ(2) que definimos

anteriormente. Note que Q[ i ] é um corpo intermidiário entre H e seu centro Q, isto é,

Q ⊆ Q[ i ] ⊆ H. Provaremos que o anel Ṽ(2) estende o anel de valorização total Z(2) + Z(2)i

de Q[ i ]. Note que basta provar a igualdade Z(2) +Z(2)i = Ṽ(2)∩Q[ i ] para concluir que de

fato Z(2) +Z(2)i é um anel de valorização total de Q[ i ] e que Ṽ(2) estende Z(2) +Z(2)i. Para

tal, consideremos x = a
b
+ c

d
i ∈ Z(2)+Z(2)i. Temos que x = 0α+ a

b
+ c

d
i+0j+0k ∈ Ṽ(2)∩Q[ i ].

Por outro lado, consideremos x ∈ Ṽ(2) ∩Q[ i ]. Como x ∈ Ṽ(2), temos que x = 1
2
(1+ i+ j+

k)a+ bi+ cj + dk, com a, b, c, d ∈ Z(2). Segue que x = a
2

+ (b+ a
2
)i+ (c+ a

2
)j + (d+ a

2
)k.

Como x ∈ Q[ i ], temos que c + a
2

= d + a
2

= 0. Decorre que c = −a
2
∈ Z(2) e também
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a
2
∈ Z(2). Dessa forma x = a

2
+ (b+ a

2
)i ∈ Z(2) + Z(2)i, já que a

2
, b+ a

2
∈ Z(2).

H

LLLLLLLLLLLL

Q[ i ]

KKKKKKKKKK
Ṽ(2)

Q

LLLLLLLLLLLL Z(2) + Z(2)i

Z(2)

2.3 Construção de Anéis de Valorização Totais e In-

variantes e Totais Não Invariantes

Nesta seção descreveremos um procedimento para obter anéis de valorização totais em

anéis de divisão. Um caso particular desse procedimento produz uma maneira de ob-

ter anéis de valorização totais e não invariantes. Apresentaremos estas duas construções

gerais e mostraremos com um exemplo espećıfico que existem anéis que preenchem os re-

quisitos do caso particular. Em consonância com o restante deste caṕıtulo, continuaremos

trabalhando com anéis de divisão de dimensão finita sobre seu centro.

Seja D um anel de divisão e σ um automorfismo de D. Consideremos os conjuntos

D[x, σ] =

{
∞∑
i=0

aix
i; ai ∈ D

}
e D[[x, σ]] =

{
∞∑
i=r

aix
i; ai ∈ D; r ∈ Z

}
.

Note que D[x, σ] ⊆ D[[x, σ]]. No conjunto D[[x, σ]] introduzimos a operação de adição

usual e a multiplicação definida pela regra xa = σ(a)x e x−1a = σ(a)x−1. Podemos

explicitar a operação de multiplicação conforme segue. Sejam p(x) =
∑∞

i=r aix
i e q(x) =∑∞

j=s bjx
j dois elementos de D[[x, σ]], onde r, s são os menores inteiros tais que ar 6= 0 e

bs 6= 0. Denotamos r = −n e s = −m, com m,n ∈ N. Temos

p(x) = a−nx
−n + · · ·+ a−1x

−1 + a0 + a1x+ · · · ,

q(x) = b−mx
−m + · · ·+ b−1x

−1 + b0 + b1x+ · · · , e

p(x)q(x) = c−n−mx
−n−m + · · ·+ c−1x

−1 + c0 + c1x+ · · · ,
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onde ck =
∑

i+j=k

aiσ
|i|(bj), com (−n−m) ≤ k, −n ≤ i e −m ≤ j.

Não é dif́ıcil (porém trabalhoso) verificar que D[[x, σ]] é um domı́nio, não necessa-

riamente comutativo e com unidade. Além disso, veremos na próxima proposição que

D[[x, σ]] é um anel de divisão, que denominamos anel de divisão das séries formais de

Laurent.

Também não é dif́ıcil provar que D[x, σ] é subanel de D[[x, σ]]. Os elementos inverśıveis

de D[x, σ] são caracterizados no lema seguinte, que também será utilizado para provar que

D[[x, σ]] é anel de divisão.

Lema 2.3.1 Seja D um anel de divisão. Se a =
∑∞

i=0 aix
i ∈ D[x, σ], então a ∈ U(D[x, σ])

se, e somente se, a0 6= 0.

Demonstração

(⇒) Por hipótese, existe b = b0 +b1x+b2x
2 + · · · ∈ D[x, σ] tal que ab = 1. Então a0b0 = 1,

com a0, b0 ∈ D. Portanto, a0 ∈ D∗.

(⇐) Supondo a0 6= 0, podemos calcular sucessivamente os coeficientes b0, b1, · · · , bn, · · · ,

tais que a0b0 = 1,

a0b1 + a1σ(b0) = 0,

a0b2 + a1σ(b1) + a2σ
2(b0) = 0,

...

a0bn + a1σ(bn−1) +
... + an−1σ

n−1(b1) + anσ
n(b0) = 0,

...

Note que b0 = a−1
0 ,

a0b1 + a1σ(b0) = 0 ⇒ b1 = −a−1
0 a1σ(b0) = −a−1

0 a1σ(a0)
−1,

a0b2 + a1σ(b1) + a2σ
2(b0) = 0 ⇒ b2 = −a0

−1(a1σ(b1) + a2σ
2(b0)), e assim,

temos b0 = a0
−1 e para k ≥ 1, bk = −a−1

0

( ∑
i+j=k

i≥1

aiσ
i(bj)

)
. Portanto, b =

∑∞
i=0 bix

i ∈

D[x, σ] e ab = 1. �

Proposição 2.3.1 Se D é anel de divisão, então D[[x, σ]] =

{
∞∑
i=r

aix
i; ai ∈ D; r ∈ Z

}
também é um anel de divisão.
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Demonstração

Consideremos a =
∑∞

i=r aix
i um elemento não nulo em D[[x, σ]], com r o menor inteiro tal

que ar 6= 0. Vamos supor r < 0 e denotar r = −n, com n ∈ N. Assim, podemos denotar

a = a−nx
−n +a−n+1x

−n+1 + · · ·+a−1x
−1 +a0 +a1x+ · · ·. Desta forma, a = a−nx

−ng, onde

g = 1 + a−n+1

a−n
x+ · · ·+ a−1

a−n
xn−1 + a0

a−n
xn + a1

a−n
xn+1 + · · · . Note que g ∈ U(D[x, σ]). Assim,

g−1 ∈ D[x, σ] ⊆ D[[x, σ]] e a−1 = g−1xna−1
−n ∈ D[[x, σ]]. No caso de r > 0, a demonstração

é análoga. Observe que se r = 0, então a ∈ U(D[x, σ]) e assim a−1 ∈ D[[x, σ]]. Portanto,

D[[x, σ]] é um anel de divisão. �

O teorema abaixo mostra que a cada anel de valorização total do anel de divisão D,

podemos associar um anel de valorização total de D[[x, σ]], que pode ser invariante ou

não.

Teorema 2.3.1 Seja W um anel de valorização total do anel de divisão D e σ ∈ Aut(D).

(a) O conjunto B̂ =

{
∞∑
i=0

aix
i; a0 ∈ W, a1, a2, · · · ∈ D

}
é um anel de valorização total

de D[[x, σ]] e o seu ideal maximal é J(B̂) =

{
∞∑
i=0

aix
i; a0 ∈ J(W ), a1, a2, · · · ∈ D

}
.

(b) Se σ(W ) 6= W, então B̂ =

{
∞∑
i=0

aix
i; a0 ∈ W, a1, a2, · · · ∈ D

}
é anel de valorização

total e não invariante de D[[x, σ]].

Demonstração

(a) Observe que B̂ ⊆ D[x, σ] e que B̂ é subanel de D[[x, σ]]. Seja 0 6= a ∈ D[[x, σ]] \ B̂,

a =
∑∞

i=r aix
i, r ∈ Z. Temos duas possibilidades. A primeira é que exista um ou mais

ı́ndices i < 0 tais que ai 6= 0 e a segunda possibilidade é que ai = 0, para todo i < 0 e

a0 /∈ W . Supondo que exista um ou mais ı́ndices i < 0 tais que ai 6= 0, vamos considerar

r = −n o menor destes ı́ndices. Procedendo analagomente à demonstração da proposição

anterior, segue que a = a−nx
−ng, com g ∈ U(D[x, σ]). Desde que g−1 ∈ D[x, σ], não temos

expoentes negativos para x em g−1 e então, todos os expoentes de x em a−1 = g−1xna−1
−n

são estritamente positivos. Logo a−1 possui termo independente nulo e portanto pertence à

W , o que implica que a−1 ∈ B̂. Vamos supor agora que seja válida a segunda possibilidade,

isto é, ai = 0, para todo i < 0 e a0 /∈ W . Nessas condições, aplicando o Lema 2.3.1, temos

que a ∈ U(D[x, σ]). Assim, existe a−1 = b0 + b1x + · · · ∈ D[x, σ], tal que aa−1 = 1.
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Neste caso a0b0 = 1. Como a0 /∈ W e W é um anel de valorização total de D, temos que

a−1
0 ∈ W . Como a−1

0 = b0, conclúımos que a−1 ∈ B̂ e isso conclui a prova de que B̂ é um

anel de valorização total de D[[x, σ]]. Segue que MB̂ = J(B̂) = B̂ \ U(B̂). Vamos provar

que J(B̂) = {a0 + a1x+ · · · ; a0 ∈ J(W ), a1, a2, ... ∈ D}. Seja c =
∑∞

i=0 cix
i ∈ B̂. Então,

c ∈ U(B̂) se, e somente se, existe c−1 ∈ B̂ ⊆ D[x, σ]. Mas isso é equivalente à afirmar que

c0 6= 0 e c−1
0 ∈ W . Assim, c0 ∈ U(W ). Decorre que

J(B̂) = B̂\U(B̂) =

{
∞∑
i=0

aix
i; a0 ∈ W, a1, · · · ∈ D

}
\

{
∞∑
i=0

aix
i; a0 ∈ U(W ), a1, · · · ∈ D

}

=

{
∞∑
i=0

aix
i; a0 ∈ W \ U(W ), a1, a2, · · · ∈ D

}
=

{
∞∑
i=0

aix
i; a0 ∈ J(W ), a1, a2, · · · ∈ D

}
.

(b) Vamos provar que xB̂x−1 = B̂ se, e somente se, σ(W ) = W . Observe que isso é

suficiente para demonstrar este item. Consideremos u ∈ xB̂x−1. Assim, u = x(a0 + a1x+

a2x
2 + · · ·)x−1, com a0 ∈ W e ai ∈ D, para i ≥ 1. Segue que

u = xa0x
−1 + xa1 + xa2x+ · · · = σ(a0) + σ(a1)x+ σ(a2)x

2 + · · ·

Assim u ∈ {σ(a0) + σ(a1)x+ σ(a2)x
2 + · · · ; a0 ∈ W, a1, a2, · · · ∈ D}. Portanto,

xB̂x−1 = {σ(a0) + σ(a1)x+ · · · ; a0 ∈ W, a1, a2, · · · ∈ D}

= {a0 + a1x+ · · · ; a0 ∈ σ(W ), a1, a2, · · · ∈ D}.

A última igualdade decorre da sobrejetividade do automorfismo σ e da igualdade {σ(a0); a0 ∈

W} = σ(W ) = {a0; a0 ∈ σ(W )}. Agora é fácil ver que

xB̂x−1 = {a0 + a1x+ · · · ; a0 ∈ σ(W ), a1, a2, · · · ∈ D} = B̂ ⇔ σ(W ) = W.

�
Vejamos um caso particular do teorema anterior.

Corolário 2.3.1 Seja D um anel de divisão e σ ∈ Aut(D). O conjunto B := D[x, σ] ={
∞∑
i=0

aix
i; ai ∈ D

}
é um anel de valorização total e invariante de D[[x, σ]] e o seu ideal
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maximal é J(B) =

{
∞∑
i=1

aix
i; ai ∈ D

}
.

Demonstração

Fazendo W = D no teorema anterior, vem que B é anel de valorização de D[[x, σ]] e

J(B) = {a1x+ · · · anx
n + · · · ; ai ∈ D}, pois J(D) = {0}. Resta demonstrar a invariância

de B. Seja a =
∑∞

i=0 aix
i ∈ B e b =

∑∞
i=−n bix

i ∈ D[[x, σ]], b 6= 0. Conforme a

demonstração da Proposição 2.3.1, sabemos que existe g ∈ U(D[x, σ]) = U(B) tal que

b = b−nx
−ng e b−1 = g−1xnb−1

−n. Assim,

b−1ab = g−1xnb−1
−n(a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·)b−nx
−ng

= g−1(xnb−1
−na0b−nx

−n + xnb−1
−na1xb−nx

−n + xnb−1
−na2x

2b−nx
−n + . . .)g

= g−1(σn(b−1
−na0b−n) + σn(b−1

−na1)x
n+1b−nx

−n + σn(b−1
−na2)x

n+2b−nx
−n + · · ·)g

= g−1(σn(b−1
−na0b−n) + σn(b−1

−na1)σ
n+1(b−n)x+ σn(b−1

−na2)σ
n+2(b−n)x2 + · · ·)g.

Da última expressão conclúımos que b−1ab ∈ B, já que B é fechado para a multiplicação.

Portanto B é um anel de valorização total e invariante de D[[x, σ]]. �

Conforme o corolário acima, a partir de um anel de divisão D qualquer (corpo inclu-

sive), temos uma maneira de obter outro anel de divisão (D[[x, σ]]), que possui anel de

valorização total e invariante. Se W é anel de valorização total de D, pelo Teorema 2.3.1,

podemos associar o anel de valorização total B̂ que não será invariante quando σ(W ) 6= W .

Agora vamos trocar o anel de divisãoD por um corpo L e vamos supor queW é um anel

de valorização de L. Obtemos assim o anel de divisão L[[x, σ]]. Vamos supor ainda que o

corpo L é uma extensão galoisiana e ćıclica de grau m de um corpo K. Nestas condições,

veremos que L[[x, σ]] tem dimensão finita sobre o seu centro Z(L[[x, σ]]) = K[[xm]], para σ

que geraAutK(L). Pelo Teorema 2.3.1, teremos que B̂ =

{
∞∑
i=0

aix
i; a0 ∈ W, a1, a2, · · · ∈ L

}
é anel de valorização total de L[[x, σ]] e se σ(W ) 6= W , B̂ não será invariante. Desta ma-

neira, observa-se que mesmo um anel de divisão de dimensão finita sobre seu centro, pode

possuir um anel de valorização total e não invariante. Para L = Q[ i ], construiremos um

anel de valorização W de L tal que o anel de valorização total B̂ de Q[ i ][[x, σ]] não é

invariante.

Iniciamos esta construção particular recordando alguns resultados e definições de

Teoria de Galois Elementar, que podem ser encontrados em [G] e [S].
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Definição 2.3.1 Seja K um corpo e f(x) ∈ K[x]. O corpo de decomposição de f(x) é

definido como o menor corpo que contém K e todas as ráızes de f(x) e é denotado por

Gal(f,K).

Todo corpo K pode ser mergulhado num corpo algebricamente fechado Ω, conforme

([S], Proposition 3, p. 32). Assim, o corpo de decomposição de f(x) ∈ K[x] sempre existe.

Basta tomar Gal(f,K) como sendo a interseção dos subcorpos de Ω que contém K e todas

as ráızes de f(x).

Usaremos no que segue, o seguinte exemplo:

Exemplo 2.7 Gal(x2 + 1,Q) = Q[ i ] = {a+ bi; a, b ∈ Q}.

Definição 2.3.2 A extensão de corpos K ⊆ L é galoisiana quando:

(a) [L : K] <∞ (L é espaço vetorial de dimensão finita sobre K),

(b) Existe f(x) ∈ K[x] tal que L = Gal(f,K).

Desde que [Q[ i ] : Q] = 2, com base {1, i}, temos que Q ⊆ Q[ i ] é extensão galoisiana.

Se K ⊆ L é extensão de corpos, então

AutK(L) = {σ : L −→ L; σ é automorfismo e σ(a) = a, ∀ a ∈ K}

é grupo com a operação de composição de funções.

Definição 2.3.3 Seja f(x) ∈ K[x]. O grupo de Galois de f(x) é AutK(Gal(f,K)).

O lema abaixo assegura que para uma extensão galoisiana K ⊆ L, os elementos fixos

por todo σ ∈ AutK(L) são exatamente os elementos de K. A demonstração desse fato

pode ser encontrada em ([G], Teorema 3, p. 172) e ([S], Theorem 1, p. 86) .

Lema 2.3.2 Se K ⊆ L é extensão galoisiana e α ∈ L \ K, então existe σ ∈ AutK(L) tal

que σ(α) 6= α.

Definição 2.3.4 Dizemos que a extensão galoisiana K ⊆ L = Gal(f,K) é ćıclica quando

f(x) tem grupo de Galois ćıclico, isto é, existe σ ∈ AutK(L) tal que <σ>= AutK(L).
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Como pode ser visto em ([G], Teorema 3, p. 172), para a extensão galoisiana K ⊆ L

vale que |AutK(L)| = [L : K]. Segue que

|AutQ(Gal(x2 + 1,Q))| = |AutQ(Q[ i ])| = [Q[ i ] : Q] = 2.

É claro que a conjugação

σ : Q[ i ] −→ Q[ i ]

a+ bi 7−→ a− bi

é um elemento de AutQ(Q[ i ]). Logo, [Q[ i ] : Q] é uma extensão galoisiana ćıclica com

grupo de Galois {Id, σ} =<σ>.

Voltemos à construção geral. Estamos considerando K ⊆ L uma extensão galoisiana

ćıclica. Consideremos seu grupo de Galois AutK(L) =<σ> e W um anel de valorização

de L. Já sabemos que

L[[x, σ]] =

{
∞∑
i=r

aix
i; ai ∈ L; r ∈ Z

}

é anel de divisão e pelo Teorema 2.3.1, temos que

B̂ =

{
∞∑
i=0

aix
i; a0 ∈ W, a1, a2, · · · ∈ L

}

é anel de valorização total de L[[x, σ]]. O Teorema 2.3.1 afirma ainda que se σ(W ) 6= W ,

então B̂ é anel de valorização total mas não invariante de L[[x, σ]].

Agora resta a tarefa de obter um exemplo espećıfico para a situação geral apresentada

acima. Devemos obter uma extensão galoisiana K ⊆ L, com grupo de Galois AutK(L)

ćıclico gerado por σ, e um anel de valorização W de L tal que σ(W ) 6= W .

Aplicando o Teorema da Extensão ao anel de valorização 5−ádico Z(5) de Q, obtemos
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um anel de valorização W de Q[ i ] tal que W ∩Q = Z(5).

Q[ i ]

EE
EE

EE
EE

E

Q

EE
EE

EE
EE

E W

Z(5)

Como W é anel de valorização de Q[ i ], temos que i ∈ W e como Z(5) ⊆ W , segue

que Z(5) + Z(5)i ⊆ W . Desde que x = 3
5

+ 4
5
i e x−1 = 3

5
− 4

5
i são ambos elementos de

Q[ i ] \ (Z(5) + Z(5)i), decorre que Z(5) + Z(5)i não é anel de valorização de Q[ i ]. Portanto

Z(5) + Z(5)i $ W .

Note também que W $ Q[ i ]. De fato, se W = Q[ i ] então Z(5) = W ∩Q = Q[ i ]∩Q =

Q, o que é uma contradição. Desta forma Z(5) + Z(5)i $ W $ Q[ i ].

Para terminar, verificaremos que para a extensão galoisiana Q ⊆ Q[ i ], com grupo de

Galois {Id, σ}, σ(a+bi) = a−bi, e para o anel de valorização W de Q[ i ] vale σ(W ) 6= W .

Claro que basta obter y ∈ W tal que σ(y) /∈ W . Tome x = 3
5

+ 4
5
i. Então y = x ∈ W

ou y = x̄ = x−1 ∈ W . Em qualquer um dos dois casos, supondo que σ(y) ∈ W , teremos

x ∈ W e x̄ ∈ W . Dáı, x+ x̄ = 6
5
∈ W ∩Q = Z(5), que é uma contradição.

Portanto, no caso geral, tome K = Q, L = Q[ i ] e W a extensão do anel de valorização

5−ádico de Q. Assim, Q[ i ][[x, σ]], σ(a+ bi) = a− bi, é anel de divisão e

B̂ =

{
∞∑
i=0

aix
i; a0 ∈ W, a1, a2, · · · ∈ Q[ i ]

}

é um anel de valorização total mas não invariante de Q[ i ][[x, σ]].

Conforme citamos anteriormente, se K ⊆ L é uma extensão galoisiana e ćıclica de

grau m, então L[[x, σ]] tem dimensão finita sobre seu centro, que é exatamente o conjunto

K[[xm]], para σ tal que < σ >= AutK(L). Para encerrar a seção, provaremos estes dois

fatos nas afirmações seguintes.

Vamos supor [L : K] = m, isto é, |<σ> | = m.

Temos L[[x, σ]] =

{
∞∑
i=r

aix
i; ai ∈ L, r ∈ Z

}
.
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Afirmação 1 Z(L[[x, σ]]) = K[[xm]] :=

{
∞∑
i=r

bi(x
m)i; bi ∈ K, r ∈ Z

}
.

Demonstração

Para provar que K[[xm]] ⊆ Z(L[[x, σ]]), basta provar a comutatividade entre monômios

de Z(L[[x, σ]]) e K[[xm]]. Inicialmente lembramos que σm é a função identidade e σ(u) =

u, para todo u ∈ K. Sejam axn ∈ L[[x, σ]] e b(xm)r ∈ K[[xm]], com a ∈ L e b ∈

K. Assim, b(xm)raxn = bσmr(a)(xm)rxn = ba(xm)rxn = ab(xm)rxn = abxn(xm)r =

aσn(b)xn(xm)r = axnb(xm)r. Portanto, K[[xm]] ⊆ Z(L[[x, σ]]). Por outro lado, seja

a = a−nx
−n + a−n+1x

−n+1 + · · · + a0 + a1x + a2x
2 + · · · ∈ Z(L[[x, σ]]). Então, para todo

λ ∈ L, temos que aλ = λa implica em aαx
αλ = λaαx

α, para todo α ∈ {−n,−n + 1, · · ·}.

Assim, aασ
α(λ)xα = aαλx

α. Como aα 6= 0, temos que σα(λ) = λ, para todo λ ∈ L.

Logo, σα = Id. Como | < σ > | = m, segue que α = mk. Logo os expoentes de

a ∈ Z(L[[x, σ]]) são da forma (xm)k, com k ∈ Z. Também devemos ter ax = xa, mas

isso leva à aα(xm)kx = xaα(xm)k = σ(aα)x(xm)k, para todo α ∈ {−n,−n + 1, · · ·}.

Assim, σ(aα) = aα. Desde que AutK(L) =< σ >, vemos que δ(aα) = aα, para todo

δ ∈ AutK(L). Segue do Lema 2.3.2 que aα ∈ K, para todo α ∈ {−n,−n + 1, · · ·}.

Portanto, a = a−nx
−n + a−n+1x

−n+1 + · · · a0 + a1x+ a2x
2 + · · · ∈ K[[xm]]. �

Afirmação 2 [ L[[x, σ]] : K[[xm]] ] ≤ m2.

Demonstração

Desde que m = |<σ> | = |AutK(L)| = [L : K], existe uma K−base de L (base de L com

coeficientes em K) com m elementos. Denotemos essa base por {1 = e1, e2, · · · , em} ⊆ L.

Assim, dado a = a−nx
−n + · · · a0 + a1x+ a2x

2 + · · · ∈ L[[x, σ]] temos que ai =
∑m

j=1 λijej

com λij ∈ K ⊆ K[[xm]]. Note que as potências de x que aparecem nos monômios de

a podem ser escritas como combinação linear de {1, x, · · · , xm−1} ⊆ L[[x, σ]], tomando

coeficientes em K[[xm]]. De fato,

x0 = 1.1

x = 1.x x−1 = (xm)−1xm−1

x2 = 1.x2 x−2 = (xm)−1xm−2

...
...
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xm−1 = 1.xm−1 x−m+1 = (xm)−1.x

xm = xm.1 x−m = (xm)−1.1

xm+1 = xm.x x−(m+1) = (xm)−2xm−1

...
...

Isso assegura que a = a−nx
−n + · · · a0 + a1x+ a2x

2 + · · · ∈ L[[x, σ]] pode ser escrito como

combinação linear de {1, x, · · · , xm−1, e2, e2x, · · · , e2xm−1, · · · , em, emx, · · · , em−1x
m−1} que

tem exatamente m2 elementos. �

2.4 Inexistência do Teorema da Extensão

Conforme citamos no ińıcio deste caṕıtulo, um dos resultados mais relevantes que vale

para corpos não pode ser estendido aos anéis de divisão. Esse resultado é o Teorema da

Extensão, que afirma que se L ⊆ K é extensão de corpos e R é um anel de valorização

de L, então existe um anel de valorização V de K, tal que V ∩ L = R. Nesta seção

apresentaremos um contra-exemplo para este fato, no caso de K ser um anel de divisão.

Mostraremos que para um número primo p 6= 2, o anel de valorização p-ádico Z(p) de Q não

possui extensão no anel dos quatérnios racionais H, isto é, não existe anel de valorização

total B de H tal que B ∩ Q = Z(p). Note que esse contra-exemplo é o melhor posśıvel,

pois verifica que mesmo no caso de um anel de valorização total e invariante do corpo, que

é o centro de uma álgebra de divisão de dimensão finita sobre seu centro, não é posśıvel

obter sequer um anel de valorização total da álgebra, que estenda o anel de valorização

do centro.

Existem várias citações a esse contra-exemplo em artigos, por exemplo [Br], [W1] e

[C].

No entanto, nenhum dos artigos e livros consultados traz uma prova completa desse

fato. Portanto, faremos aqui uma demonstração completa baseada em argumentos ele-

mentares.

Vamos iniciar com alguns resultados preliminares.
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Lema 2.4.1 Seja p 6= 2 um número primo. Se a ∈ Q e a /∈ Z(p), então 2na /∈ Z(p), para

todo n ∈ N.

Demonstração

Seja a = u
v

uma fração irredut́ıvel tal que u
v
/∈ Z(p). Assim, p | v e p - u. Agrupando as

potências de 2 e de p em v, escrevemos v = 2rpsx onde 2 - x e p - x, com s ∈ N∗ e r ∈ N.

Assim, 2na = 2nu
v

= 2nu
2rpsx

. Desde que a fração u
v

= u
2rpsx

é irredut́ıvel, o único posśıvel

fator primo comum ao numerador e ao denominador de 2nu
2rpsx

é 2. Desta forma, após a

devida simplificação para tornar 2na = 2nu
2rpsx

um fração irredut́ıvel, ainda teremos o fator

primo p 6= 2 no denominador de 2na. Portanto, 2na /∈ Z(p). �

Proposição 2.4.1 Seja p 6= 2 um número primo. Então V(p) = Z(p) +Z(p)i+Z(p)j+Z(p)k

é um subanel maximal de H = Q + Qi+ Qj + Qk.

Demonstração

Seja A um subanel de H tal que V(p) $ A ⊆ H. Assim, existe u = a+bi+cj+dk ∈ A\V(p).

Segue que um dos elementos do conjunto {a, b, c, d} não pertence à Z(p). Vamos provar

que 4a, 4b, 4c, 4d ∈ A. Como u ∈ A e i, j, k ∈ V(p) ⊆ A, temos

v1 = ui+ iu = ai− b− ck + dj + ai− b+ ck − dj = 2ai− 2b ∈ A;

v2 = uj + ju = aj + bk − c− di+ aj − bk − c+ di = 2aj − 2c ∈ A;

v3 = uk + ku = ak − bj + ci− d+ ak + bj − ci− d = 2ak − 2d ∈ A.

E então

−jv1 + v1j = −j(2ai− 2b) + (2ai− 2b)j = 2ak + 2bj + 2ak − 2bj = 4ak ∈ A;

jv1 + v1j = j(2ai− 2b) + (2ai− 2b)j = −2ak − 2bj + 2ak − 2bj = −4bj ∈ A;

kv2 + v2k = k(2aj − 2c) + (2aj − 2c)k = −2ai− 2ck + 2ai− 2ck = −4ck ∈ A;

iv3 + v3i = i(2ak − 2d) + (2ak − 2d)i = −2aj − 2di+ 2aj − 2di = −4aj ∈ A.

Logo, 4a, 4b, 4c, 4d ∈ A. Sabemos que um dos elementos do conjunto {a, b, c, d} não per-

tence à Z(p). Pelo Lema 2.4.1, um dos elementos do conjunto {4a, 4b, 4c, 4d} não pertence

à Z(p). Mas, 4a, 4b, 4c, 4d ∈ A. Logo, Z(p) $ A ∩ Q ⊆ Q e como Z(p) é subanel maximal

de Q (Proposição 1.1.8) temos que A ∩ Q = Q. Decorre que que Q ⊆ A. Agora, como
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i, j, k ∈ A, temos que H ⊆ A, isto é, A = H. �

Ainda como preparação para obtermos o contra-exemplo que citamos no ińıcio desta

seção, teremos que demonstrar que para cada número primo p 6= 2, o anel

V(p) = Z(p) + Z(p)i+ Z(p)j + Z(p)k

não é total em H. Mostraremos isso para qualquer primo inclusive 2.

Precisamos lembrar alguns resultados básicos de Teoria dos Números. O primeiro

desses resultados é o Teorema de Lagrange, cuja demonstração pode ser encontrada em

([Ha], p. 375).

Teorema 2.4.1 (Teorema de Lagrange) Qualquer número inteiro não negativo pode

ser escrito como soma de quadrados de quatro números inteiros.

Convém observar que o Teorema de Lagrange não garante unicidade da representação,

por exemplo, 9 = 32 + 02 + 02 + 02 e 9 = 22 + 22 + 12 + 02.

O Teorema de Lagrange produz algumas conseqüências naturais descritas nos corolários

seguintes.

Corolário 2.4.1 Seja p um número primo e p = a2 + b2 + c2 + d2, com a, b, c, d ∈ Z.

Então pelo menos duas das parcelas de a2 + b2 + c2 + d2 não são nulas.

Demonstração

Se as quatro parcelas forem nulas teremos p = 0, o que é imposśıvel, pois p é primo. Se

três parcelas forem nulas, digamos a = b = c = 0, temos que p = d2. Caso d = 1, segue

que p = 1 não é primo. Se d 6= 1, então p é redut́ıvel, contradizendo o fato de p ser primo.

�

Corolário 2.4.2 Seja p um número primo e p = a1
2+b1

2+c1
2+d1

2, com a1, b1, c1, d1 ∈ Z.

Então existem a, b, c, d ∈ Z tais que p2 = a2 + b2 + c2 +d2 e p não divide um dos elementos

do conjunto {a, b, c, d}.
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Demonstração

Se p = 2, temos 4 = 12 + 12 + 12 + 12. Assim, podemos supor que p é um número primo

ı́mpar. Temos que

p2 = (a1
2 + b1

2 + c1
2 + d1

2)2 = (a1
2 − b1

2 − c1
2 − d1

2)2 + (2a1b1)
2 + (2a1c1)

2 + (2a1d1)
2.

Pelo corolário anterior, podemos supor a1 6= 0 e b1 6= 0. Consideremos a = (a1
2 − b1

2 −

c1
2 − d1

2), b = (2a1b1), c = (2a1c1) e d = (2a1d1). Afirmamos que pelo menos duas dessas

parcelas não são nulas. De fato, note que b 6= 0 e podemos ter

(1) c1 6= 0 ou d1 6= 0 ou (2) c1 = d1 = 0.

No primeiro caso, c 6= 0 ou d 6= 0, respectivamente. No segundo caso, temos p2 =

(a1
2 − b1

2)2 + (2a1b1)
2. Observe que caso (a1

2 − b1
2)2 = 0, temos que p = 2a1b1, o que

contradiz o fato de p ser ı́mpar. Assim, (a1
2−b12)2 6= 0 e (2a1b1)

2 6= 0, o que prova a nossa

afirmação. Suponha agora que p | a, p | b, p | c e p | d, com pα1 = a, pα2 = b, pα3 = c e

pα4 = d. Então p2 = p2(α1
2 + α2

2 + α3
2 + α4

2) que leva a 1 = α1
2 + α2

2 + α3
2 + α4

2. Mas

isso não é posśıvel pois pelo menos dois elementos no conjunto {α1, α2, α3, α4} são não

nulos, já que pelo menos dois elementos no conjunto {a, b, c, d} são não nulos. �

Teorema 2.4.2 Seja p um número primo. O anel V(p) = Z(p) + Z(p)i+ Z(p)j + Z(p)k não

é total em H = Q + Qi+ Qj + Qk.

Demonstração

Pelo corolário anterior podemos escrever p2 = a2 + b2 + c2 + d2, onde p não divide um dos

elementos do conjunto {a, b, c, d}. Escolha x = p−1(a + bi + cj + dk) ∈ H∗. Note que

x /∈ V(p), pois p não divide um dos elementos de {a, b, c, d} implica que um dos elementos

do conjunto
{

a
p
, b

p
, c

p
, d

p

}
não pertende à Z(p). Agora vamos mostrar que x−1 /∈ V(p). É

claro que

N(x) = xx = p−2(a+ bi+ cj + dk)(a− bi− cj − dk) = p−2(a2 + b2 + c2 + d2) = 1

e x−1 = x
N(x)

= p−1(a − bi − cj − dk). Assim, x−1 /∈ V(p) pelo mesmo argumento que

x /∈ V(p). �
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Finalmente, vamos demonstrar a inexistência de um Teorema da Extensão para anéis

de divisão, conforme citamos anteriormente.

Teorema 2.4.3 Seja H o anel de divisão dos quatérnios racionais com centro Q e Z(p) o

anel de valorização p-ádico de Q, para um número primo p 6= 2. Não existe um anel de

valorização total B de H, tal que B ∩Q = Z(p).

Demonstração

Vamos supor que exista um anel de valorização total B de H. De B ∩ Q = Z(p) vemos

que Z(p) ⊆ B. Além disso, por ser total, B deve conter i, j, k, já que i−1 = −i, j−1 = −j

e k−1 = −k. Segue que V(p) = Z(p) + Z(p)i + Z(p)j + Z(p)k ⊆ B. Pela Proposição 2.4.1,

sabemos que V(p) é subanel maximal de H. Logo, devemos ter B = H ou B = V(p). No

primeiro caso, temos que Z(p) = B∩Q = H∩Q = Q, o que é imposśıvel. Só resta B = V(p),

o que implica que V(p) é total, contradizendo o Teorema 2.4.2. �

O fato de não ser válido um Teorema da Extensão para anéis de divisão faz pensar

que a definição de anel de valorização proposta por Schilling não é a melhor generalização

da definição de anel de valorização em corpos. Fica claro que uma nova definição deverá

abranger um conjunto mais amplo do que os anéis de valorização totais e invariantes.

Apesar da inexistência de um Teorema da Extensão para anéis de divisão, resultados

interessantes sobre o assunto foram obtidos por Brungs e Gräter em 1989.

Como informação, listamos abaixo alguns desses resultados.

Seja D um anel de divisão com centro F tal que a dimensão de D sobre F é finita

([D : F] <∞). Então para um anel de valorização V de F vale:

• O número de extensões totais (aquelas cuja extensão é um anel de valorização total

de D) de V em D é menor ou igual à
√

[D : F] ([BrG1], Section 2, Theorem 1).

• Se existe uma extensão total e invariante de V em D, então ela é a única extensão

total ([BrG1], Section 1, Corollary).

• Se V 6= F então todas as extensões totais de V em D são conjugadas, isto é, se

V1 e V2 estendem V em D, existe q ∈ D∗ tal que V1 = qV2q
−1 ([BrG1], Section 2,

Theorem 2).
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• Existe uma extensão total de V em D se, e somente se, o conjunto {x ∈ D; x é

integral sobre V } é subanel de D ([BrG1], Section 3, Theorem 4).

2.5 Funções Valorização em Anéis de Divisão

Veremos nesta seção que é posśıvel definir função valorização em anéis de divisão de

maneira idêntica à que definimos em corpos, e que continua válido o teorema que associa

biunivocamente valorizações equivalentes a um anel de valorização, com a diferença que

agora esse anel de valorização, além de ser total, será também invariante.

Como será facilmente observado, as demonstrações serão análogas àquelas vistas na

Seção 2 do Caṕıtulo 1. Faremos aquelas em que a falta de comutatividade causa problemas.

Também faremos as construções ou demonstrações que envolvem a invariância do anel de

valorização total e invariante associado a uma classe de valorizações.

Seja (Γ,+) grupo abeliano totalmente ordenado pela relação ≤. Denotemos a união

do śımbolo ∞ ao grupo Γ por Γ ∪ {∞} e consideremos as convenções:

• g +∞ = ∞+ g = ∞+∞ = ∞, ∀ g ∈ Γ;

• g <∞, ∀ g ∈ Γ;

• g1 ≤ g2 ⇒ g1 + h ≤ g2 + h, ∀ g1, g2, h ∈ Γ.

Definição 2.5.1 Seja D um anel de divisão. Uma função v : D −→ Γ ∪ {∞} é uma

valorização, se:

(a) v(x) = ∞⇔ x = 0;

(b) v(xy) = v(x) + v(y), ∀ x, y ∈ D;

(c) v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)}, ∀ x, y ∈ D.

Sempre se pode considerar v sobrejetora. De fato, os itens (a) e (b) dizem que v é um

homomorfismo entre os grupos (D∗, .) e (Γ,+). Então, se necessário, podemos trocar Γ

pelo grupo v(D∗). O grupo v(D∗) é chamado o grupo de valores de v.

A valorização trivial e as valorizações p−ádicas que definimos na segunda seção do

primeiro caṕıtulo servem também como exemplos de valorização em anéis de divisão. No
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final desta seção citaremos exemplos de valorizações em anéis de divisão que não são

corpos.

A demonstração do lema seguinte é idêntica à demonstração do Lema 1.2.1.

Lema 2.5.1 Seja v uma valorização de D. Então:

(a) v(1) = v(−1) = 0;

(b) v(−x) = v(x), ∀ x ∈ D;

(c) v(x−1) = −v(x), ∀ x ∈ D∗.

O próximo teorema associa a uma função valorização um anel de valorização total e

invariante.

Teorema 2.5.1 Seja v uma valorização de D. Então:

(a) Bv = {x ∈ D; v(x) ≥ 0} é um anel de valorização total e invariante de D;

(b) Jv = {x ∈ D; v(x) > 0} é o único ideal bilateral maximal de Bv;

(c) J(Bv) = Jv = {x ∈ Bv; x = 0 ou x−1 /∈ Bv}.

Demonstração

(a) A prova da totalidade é análoga à vista para corpos no Teorema 1.2.1. Seja x ∈ D∗ e

b ∈ Bv. Temos:

v(xbx−1) = v(x) + v(b) + v(x−1) = v(b) ≥ 0,

o que implica que Bv é invariante.

(b) Obviamente, Jv é fechado por diferenças. Sejam x ∈ Jv e y ∈ Bv. Então v(x) > 0 e

v(y) ≥ 0. Assim, v(xy) = v(x) + v(y) > 0 implica em xy ∈ Jv. Logo Jv é ideal à direita

de Bv. Da mesma maneira, prova-se que Jv também é um ideal à esquerda de Jv. Do fato

de Bv ser anel de valorização total de D decorre que seu único ideal bilateral maximal é

Bv\U(Bv). Provemos que Jv = Bv\U(Bv). Lembremos que v(1) = 0 implica que 1 /∈ Jv.

Isso nos diz que Jv é ideal próprio de Bv. Logo Jv ⊆ Bv\U(Bv), pois Jv deve estar contido

num ideal maximal e o único maximal é Bv\U(Bv). Por outro lado, seja x ∈ Bv\U(Bv).

Então x ∈ Bv e x−1 /∈ Bv. Assim, v(x) ≥ 0 e v(x−1) < 0 implicam em v(x) > 0. Logo,

x ∈ Jv. Portanto, Jv = Bv\U(Bv).
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(c) Sabemos que J(Bv) é o único ideal bilateral maximal de Bv. Então, segue que J(Bv) =

Jv (pois Jv também é o único ideal bilateral maximal). Resta provar que Jv = {x ∈

Bv, x = 0 ou x−1 /∈ Bv}. Seja x ∈ Jv. Para x 6= 0, v(x−1) = −v(x) < 0 implica que

x−1 /∈ Bv. Por outro lado, seja x ∈ Bv, x 6= 0 e x−1 /∈ Bv. Assim, −v(x) = v(x−1) < 0

implica que x ∈ Jv. �

A cada valorização v do anel de divisão D associamos o anel de valorização total e

invariante Bv de D. Para termos uma correspondência bem definida, trabalheremos com

classes de valorizações. Para isso usamos a definição abaixo.

Definição 2.5.2 Sejam u e v valorizações de D. Dizemos que u ∼ v (u é equivalente a

v) quando Bu = Bv.

É fácil ver que ∼ é uma relação de equivalência.

Denotamos por [v] a classe de equivalência da valorização v. Assim, temos uma

aplicação bem definida

ψ : {[v]; v valorização de D} −→ {B; B anel de valorização total e invariante de D}

[v] 7−→ Bv

Mostraremos que ψ é bijetora, isto é, existe uma correspondência 1− 1 entre anéis de

valorização totais e invariantes do anel de divisão D e classes de valorizações de D. Para

isso construiremos a inversa φ de ψ.

Seja B um anel de valorização total e invariante do anel de divisão D. A construção

do grupo ΓB, que faremos a seguir, é bastante semelhante à construção do grupo G, vista

na Seção 2 do Caṕıtulo 1. No entanto, faremos a construção completa visando destacar o

fato que a posśıvel falta de comutatividade não prejudica os cálculos devido à invariância

de B.

Considere o conjunto

ΓB = {xB; x ∈ D∗}

onde a igualdade é definida por xB = yB ⇔ xy−1 ∈ U(B). Logo, xB = yB ⇔ yB = xB.
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Como B é invariante, xB = Bx, para todo x ∈ D∗. Definindo

+ : ΓB × ΓB −→ ΓB

(xB, yB) 7−→ (xy)B

e supondo x1B = x2B e y1B = y2B, temos x1B + y1B = x1y1B = x1y2B = x1By2 =

x2By2 = x2y2B = x2B + y2B, e assim a operação + está bem definida em ΓB. Observe

que B invariante implica que a operação acima é exatamente o produto xByB. Também,

(ΓB,+) é grupo com elemento neutro B = 1B e o simétrico de xB ∈ ΓB é x−1B. Decorre

de ([D2], §2, Proposition 4), que ΓB é abeliano. Além disso, U(B) é subgrupo normal de

D∗ e ΓB ' D∗

U(B)
. De fato, se α ∈ D∗, então αU(B)α−1 ⊆ αBα−1 = B e assim, α ∈ U(B).

Ainda mais, a aplicação ϕ : D∗

U(B)
−→ ΓB, dada por ϕ(xU(B)) = xB é um isomorfismo de

grupos.

Dados xB, yB ∈ ΓB, definimos a relação de ordem

xB ≤ yB ⇔ yB ⊆ xB.

Vamos mostrar que essa relação é de ordem total em ΓB. Temos que y−1x ∈ D∗. Dáı

y−1x ∈ B ou x−1y ∈ B. Se y−1x ∈ B então y−1xB ⊆ B implica em xB ⊆ yB. Analoga-

mente, x−1y ∈ B implica em yB ⊆ xB.

Definimos agora a aplicação

v : D −→ ΓB ∪ {∞}

0 7−→ ∞

x 7−→ xB, x 6= 0

Observe que v|D∗ : D∗ −→ ΓB é um homomorfismo sobrejetor de grupos e Ker(v) = {x ∈

D∗; xB = 1B} = U(B) e assim temos novamente D∗

U(B)
' ΓB.

De forma análoga à prova da Proposição 1.2.1, demonstra-se a próxima proposição.

Proposição 2.5.1 Seja B um anel de valorização total e invariante do anel de divisão

D. Com a notação estabelecida acima, temos que:

(a) v é uma valorização de D;

(b) Bv = B;
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Definimos agora

φ : {B; B anel de valorização total e invariante de D} −→ {[v]; v valorização de D}

B 7−→ [v]

onde v é a valorização associada à B.

Mostraremos a seguir que φ é a inversa da aplicação

ψ : {[v]; v valorização de D} −→ {B; B anel de valorização total e invariante de D}

[v] 7−→ Bv

Teorema 2.5.2 Existe uma correspondência biuńıvoca entre anéis de valorização totais

e invariantes do anel de divisão D e classes de valorizações de D.

Demonstração

Pelo visto acima, basta provar que ψ(φ(B)) = B e φ(ψ[v]) = [v].

Claro que ψ(φ(B)) = ψ([v]), com Bv = B pelo item (b) da Proposição 2.5.1. Mas ψ([v]) =

Bv. Portanto ψ(φ(B)) = B. Por outro lado, φ(ψ[v]) = φ(Bv). Mas φ(Bv) = [w], com

Bw = Bv, novamente aplicamos o item (b) da Proposição 2.5.1. Por definição, Bv = Bw

implica que v ∼ w, isto é, [v] = [w]. Portanto, φ(ψ[v]) = φ(Bv) = [w] = [v]. �

Exemplo 2.8 Seja A um subanel do anel de divisão D. Se A também é um anel de

divisão então é fácil ver que a restrição à A de uma valorização em D é uma valorização

em A.

Exemplo 2.9 Vamos explicitar neste exemplo a valorização dos quatérnios racionais H

que corresponde ao anel de valorização total e invariante Ṽ(2) = Z(2)α+Z(2)i+Z(2)j+Z(2)k,

onde α = 1
2
(1 + i+ j + k). Definimos

w : H −→ Q ∪ {∞}

0 7−→ ∞

a 7−→ 1
2
v2(N(a))

onde v2 é a 2-ádica valorização de Q e N(a) é a norma de a ∈ H. Note que w|Q = v2. De

fato, se a ∈ Q∗, então

86



w(a) = 1
2
v2(N(a)) = 1

2
v2(a

2) = 1
2
(v2(a) + v2(a)) = v2(a).

Assim, Bw ∩ Q = {x ∈ Q; v2(x) ≥ 0} = Z(2). Decorre de ([BrG1], Section 1, Corollary),

que Ṽ(2) é o único anel de valorização total e invariante que estende Z(2). Portanto Bw =

Ṽ(2).

Para ver que w é de fato um valorização, observamos que as condições

• w(a) = ∞⇔ a = 0,

• w(ab) = w(a) + w(b),

são claramente satisfeitas. Para mostrar que w(a + b) ≥ min{w(a), w(b)}, há muitas

contas para fazer. Porém, isso está provado indiretamente em [W2].

Exemplo 2.10 Seja D um anel de divisão. Temos que D[x] é um domı́nio não necessa-

riamente comutativo. É trabalhoso, porém não dif́ıcil, mostrar que D[x] é um domı́nio de

Ore à direita e à esquerda. Conseqüentemente, D[x] admite anel quociente clássico que

será um anel de divisão denotado por D(x). Seja p(x) ∈ D(x). Escrevendo p(x) = xkp̂(x),

com k ∈ Z e

p̂(x) =
a0 + a1x+ . . .+ anx

n

b0 + b1x+ . . .+ bmxm
, a0, b0 6= 0,

definimos a aplicação

w : D(x) −→ Z ∪ {∞}

0 7−→ ∞

p(x) 7−→ k

A aplicação w define uma valorização de D(x) em Z ∪ {∞}. De fato,

• w(p(x)) = ∞⇔ p(x) = 0;

• w(p(x)q(x)) = w(xkp̂(x)xrq̂(x)) = w(xk+rp̂(x)q̂(x)) = k + r = w(p(x)) + w(q(x));

• w(p(x) + q(x)) = w(xkp̂(x) + xrq̂(x)) = w(xmin{k,r}f̂(x)) ≥ min{k, r} =

min{w(p(x)), w(q(x))}.

Observação 2.15 Não abordaremos os places para o caso espećıfico de um anel de di-

visão. Esse assunto aparecerá como caso particular, no próximo caṕıtulo, no estudo de

places em anéis artinianos simples. O motivo para isso é que antes da definição de place
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em anéis artinianos simples, apresentada por Dubrovin em 1982, nenhuma definição de

place em anéis de divisão produziu resultados que estendessem os obtidos em corpos.
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Caṕıtulo 3

Valorização em Anéis Artinianos

Simples

A inexistência do Teorema da Extensão para anéis de valorização totais em anéis de di-

visão, demonstrada na Seção 3 do Caṕıtulo 2, sugere que a definição proposta por Schilling

pode não ser a melhor extensão do conceito de anel de valorização de um corpo. Contudo,

como vimos na Seção 1 do Caṕıtulo 2, alguns resultados relevantes são estendidos. Logo,

é razoável esperar que uma definição de anel de valorização em anéis de divisão produza

uma classe de subanéis que contenha os anéis de valorização totais.

Uma definição consistente para anéis de valorização não comutativos foi apresentada

em 1984 por Dubrovin em [D1]. Na introdução deste artigo, e também no prefácio do livro

[MMU], vemos que o estudo para o caso não comutativo de Anéis de Dedekind, Anéis

Semihereditários, Anéis de Bezout e Anéis de Cadeia, requeria o análogo do conceito de

anéis de valorização de corpos não apenas para anéis de divisão, mas para anéis artinianos

simples. É exatamente para essa categoria de anéis que Dubrovin definiu os anéis de

valorização não comutativos ([D1], §1, Definition 6), que atualmente são denominados

anéis de valorização de Dubrovin.

Neste caṕıtulo veremos que a definição de anéis de valorização de Dubrovin generaliza

as definições anteriores e é bem sucedida na generalização de diversos resultados. Iniciare-

mos com o estudo dos anéis artinianos simples e provaremos as principais propriedades dos

anéis de valorização de Dubrovin. Na Seção 3 vamos definir place para anéis artinianos

simples e relacionar essa definição com os anéis de valorização de Dubrovin. Finalmente
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na quarta seção estudaremos as funções valorização sobre anéis artinianos simples.

3.1 Anéis Artinianos Simples

Nesta primeira seção veremos resultados sobre anéis artinianos simples que utiliza-

remos no desenvolver deste caṕıtulo. Entre esses resultados destaca-se o Teorema de

Wedderburn-Artin. Veremos também a equivalência entre as definições de álgebras cen-

trais simples de dimensão finita e anéis artinianos simples de dimensão finita sobre o

centro. Fizemos essa observação em função de que muitos trabalhos citam uma ou outra

definição para tratar da mesma estrutura.

Lembramos a seguir a definição de anel simples e listamos alguns fatos à respeito deles.

Definição 3.1.1 Seja A 6= {0} um anel com unidade. Dizemos que A é um anel simples

quando seus únicos ideais bilaterais são {0} e A.

Observação 3.1 Todo anel de divisão (corpo inclusive) é um anel simples.

Observação 3.2 Seja A um anel com unidade e comutativo. Para que A seja simples,

é necessário e suficiente que A seja corpo. De fato, a suficiência é um caso particular da

observação anterior e para provar a necessidade, consideremos x ∈ A∗. Como A é simples,

segue que xA = A e dáı 1 = xa para algum a ∈ A. Portanto A é corpo.

Observação 3.3 Seja A um anel com unidade. Não é dif́ıcil mostrar que para todo

elemento não nulo a ∈ A, o conjunto AaA :=
{ n∑

i=1

riasi; ri, si ∈ A, n ∈ N
}

é um ideal

bilateral de A. Assim, se A é simples, AaA = A. Também verifica-se facilmente que essa

condição é suficiente para que A seja simples.

Observação 3.4 Sabemos que J(A) é um ideal bilateral próprio do anel com unidade A.

Assim, se A é anel simples, J(A) = {0}.

Observação 3.5 Se o anel com unidade A é simples, então o seu centro Z(A) é corpo.

Para verificar isso observamos inicialmente que se a ∈ Z(A) e existe a−1 ∈ A, então

a−1 ∈ Z(A). De fato, se x ∈ A, temos que a−1x = a−1(xa)a−1 = xa−1. Agora, seja a um

elemento não nulo em Z(A). Então aA = Aa = A, pois A é simples e a ∈ Z(A). Logo,

existe b ∈ A tal que 1 = ab = ba. Portanto, Z(A) é corpo.

90



Recordamos agora a condição das cadeias descendentes (ascendentes), com a qual

vamos relembrar a definição de anel artiniano (noetheriano).

Definição 3.1.2 Seja E um conjunto parcialmente ordenado.

(a) O conjunto E satisfaz a condição das cadeias descendentes (CCD) quando toda ca-

deia em E da forma x1 ≥ x2 ≥ · · · é estacionária, isto é, existe n0 ∈ N tal que

n ≥ n0 implica em xn = xn0;

(b) O conjunto E satisfaz a condição das cadeias ascendentes (CCA) quando toda cadeia

em E da forma x1 ≤ x2 ≤ · · · é estacionária, isto é, existe n0 ∈ N tal que n ≥ n0

implica em xn = xn0.

Definição 3.1.3 Seja A um anel com unidade.

(a) O anel A é artiniano à esquerda (à direita) quando o conjunto dos ideais à esquerda

(à direita) de A, ordenado por inclusão, satisfaz a CCD;

(b) o anel A é noetheriano à esquerda (à direita) quando o conjunto dos ideais à esquerda

(à direita) de A, ordenado por inclusão, satisfaz a CCA.

Finalmente, o anel A é artiniano (noetheriano) quando é artiniano (noetheriano) à

esquerda e à direita. Um anel artiniano (noetheriano) à esquerda não é, necessariamente,

artiniano (noetheriano) à direita. Exemplos disso podem ser vistos em ([L], p. 22).

Utilizaremos posteriormente o fato que um anel com unidade A, artiniano à direita (à

esquerda), é também um anel noetheriano à direita (à esquerda), como pode ser visto em

([Go], pp. 138,145).

Veremos agora a equivalência entre a definição de álgebra central simples de dimensão

finita e anel artiniano simples de dimensão finita sobre o centro.

Definição 3.1.4 Seja R um anel comutativo. Dizemos que A é uma R−álgebra (ou

simplesmente uma álgebra) se (A,+, .) é um anel, (A,+, ∗) é um R−módulo e (r ∗ x).y =

r ∗ (x.y) = (x ∗ r).y, para todos x, y ∈ A e para todo r ∈ R. Dizemos ainda que A é uma

álgebra central, quando R é o centro do anel A e A é uma álgebra simples quando o anel

A é um anel simples.
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É claro que se B é subanel comutativo do anel A então A é B−álgebra. Em particular,

A é Z(A)−álgebra.

Vimos que o centro de um anel simples é um corpo. Assim, para um anel simples Q ou

para uma R−álgebra simplesQ, podemos falar na dimensão deQ visto como Z(Q)−espaço

vetorial. Denotamos isso por [Q : Z(Q)].

Proposição 3.1.1 Seja Q um anel com unidade. São equivalentes:

(i) Q é uma álgebra central simples de dimensão finita;

(ii) Q é um anel artiniano simples de dimensão finita sobre seu centro.

Demonstração

(ii) ⇒ (i) É imediato.

(i) ⇒ (ii) Por hipótese, temos que Q é um anel simples, um Z(Q)−espaço vetorial e

n = [Q : Z(Q)] < ∞. Provaremos que Q é anel artiniano à direita. Para esquerda é

análogo. Consideremos I1 ⊇ I2 ⊇ · · · uma cadeira descendente de ideais à direita de Q.

Para todo i ∈ {1, 2, · · ·}, Ii é um subespaço vetorial de Q e Ii+1 é subespaço vetorial de

Ii. Logo, [Ii+1 : Z(Q)] ≤ [Ii : Z(Q)] ≤ [Q : Z(Q)] = n. Desde que Ii = Ii+1 se, e somente

se, [Ii : Z(Q)] = [Ii+1 : Z(Q)], não podemos ter cadeia estrita de ideais à direita com mais

de n elementos. Logo, I1 ⊇ I2 ⊇ · · · é estacionária e Q é artiniano à direita. �

Note que em (i) ⇒ (ii) da proposição acima verificamos que se Q é um anel simples

de dimensão finita sobre seu centro, então Q é anel artiniano.

Pela Proposição 3.1.1, podemos trabalhar indistintamente com anéis artinianos simples

de dimensão finita sobre seu centro ou álgebras centrais de dimensão finita.

Num anel artiniano (à direita ou à esquerda), para provar a inversibilidade de um

elemento, basta verificar que esse elemento é inverśıvel à esquerda ou à direita, conforme

prova a próxima proposição.

Proposição 3.1.2 Seja Q um anel artiniano à direita (à esquerda). Se a, b ∈ Q e ab = 1,

então ba = 1.

Demonstração

Consideremos o endomorfismo de Q−módulos à direita ϕ : Q −→ Q, definido por ϕ(x) =

ax. Vamos provar que ϕ é um isomorfismo. Claro que ϕ é sobrejetor, pois ab = 1. Note
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que Ker(ϕ) ⊆ Ker(ϕ2) ⊆ · · · é uma cadeia ascendente de ideais à direita de Q. Como Q

é artiniano à direita, temos que Q é noetheriano à direita e portanto, existe n ∈ N, tal

que Ker(ϕn) = Ker(ϕn+1). Seja u ∈ Ker(ϕ). Como ϕn é sobrejetora, existe v ∈ Q, tal

que u = ϕn(v). Logo, 0 = ϕ(u) = ϕn+1(v) e segue que v ∈ Ker(ϕn+1) = Ker(ϕn), isto é,

u = ϕn(v) = 0. Logo, ϕ é injetiva. Como ϕ(1− ba) = 0, temos que 1 = ba. �

Proposição 3.1.3 Se Q é um anel artiniano à direita (à esquerda), então Q é seu próprio

anel quociente clássico à direita e à esquerda.

Demonstração

Assumindo que Q é anel artiniano à direita, pela definição de anel quociente clássico à

direita (Definição 2.1.4), nota-se facilmente que basta mostrar que todo elemento regular

de Q é inverśıvel em Q. Considerando x ∈ Q∗, temos a cadeia descendente de ideais à

direita xQ ⊇ x2Q ⊇ · · · Por hipótese, existe n ∈ N, tal que xn = xn+1y, para algum

y ∈ Q, o que implica que xy = 1, provando assim que x é inverśıvel à direita em Q.

Pela proposição anterior, x também é inverśıvel à esquerda em Q e portanto é inverśıvel.

Assim, Q é seu próprio anel quociente clássico à direita e à esquerda. Analogamente, se Q

é anel artiniano à esquerda, prova-se que Q é seu próprio anel quociente clássico à direita

e à esquerda. �

Observe que da proposição anterior conclui-se que U(Q) = Q∗.

O próximo teorema e seu corolário são os principais resultados sobre a estrutura de

um anel artiniano simples. Uma demonstração detalhada destes fatos pode ser vista em

([F], §4)

Lembre que Mn(R) denota o anel das matrizes quadradas de ordem n sobre o anel R.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Wedderburn-Artin) Qualquer anel artiniano à esquerda

simples é isomorfo à um anel de matrizes Mn(D), para um anel de divisão D e um inteiro

n ≥ 1. Reciprocamente, se D é um anel de divisão e n ≥ 1 é um número inteiro, então

Mn(D) é anel artiniano à esquerda simples.

O Teorema de Wedderburn-Artin também pode ser enunciado para anéis artinianos à

direita simples e dáı decorre imediatamente o seguinte corolário.

Corolário 3.1.1 Seja R um anel com unidade. São equivalentes:

93



(i) R é artiniano à esquerda simples;

(ii) R é artiniano à direita simples;

(iii) R 'Mn(D), onde D é um anel de divisão e n ≥ 1 é um inteiro.

Em função do corolário não é necessário mencionarmos o adjetivo à esquerda ou à

direita quando nos referirmos à anéis artinianos simples.

Na seqüência veremos mais fatos a respeito dos anéis artinianos simples. Utilizaremos

estes resultados nas próximas seções.

Teorema 3.1.2 Seja Q um anel artiniano simples de dimensão finita sobre o centro e

seja R um subanel maximal de Q tal que Q é o anel quociente clássico para R.

(a) Todo ideal unilateral de R é principal;

(b) R
J(R)

é isomorfo ao anel de matrizes quadradas Mn(D), para algum n ∈ N e para

algum anel de divisão D.

Demonstração

([Re], Theorem 18.7, p. 179). �

Corolário 3.1.2 Seja Q um anel artiniano simples de dimensão finita sobre seu centro.

(a) Todo ideal unilateral de Q é principal;

(b) Q 'Mn(D) para um anel de divisão D e um inteiro n ≥ 1.

Demonstração

Basta tomar R = Q no teorema anterior. �

Conforme veremos na seqüência, a restrição de dimensão finita sobre o centro não é

essencial para o item (a) do corolário anterior. Para isso, precisaremos das definições

seguintes.

Definição 3.1.5 Seja R um anel com unidade. O R−módulo M é semi-simples quando

todo submódulo é um somando direto, isto é, se N é um submódulo de M , existe outro

submódulo P de M , tal que M = N ⊕ P .
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Definição 3.1.6 O anel Q é semi-simples à esquerda quando o módulo à esquerda Q é

semi-simples.

Assim, podemos dizer que Q é anel semi-simples à esquerda quando todo ideal à

esquerda é somando direto.

Analogamente define-se semi-simplicidade à direita. O anel Q é dito semi-simples se

for semi-simples à direita e à esquerda.

Se Q é anel artiniano simples, segue de ([F], §4, Teorema 4.10), que Q é semi-simples.

Lema 3.1.1 Seja Q um anel artiniano simples. Se I é ideal unilateral de Q, então I é

principal.

Demonstração

Pelo visto acima, I é somando direto de Q. Assim, existe um ideal à esquerda J tal que

Q = I ⊕ J . Dáı, 1 = a + b, com a ∈ I e b ∈ J . Vamos mostrar que I = Qa. Claro que

Qa ⊆ I. Agora, seja x ∈ I. Temos que 1− a = b, com a ∈ I e b ∈ J . Assim, x− xa = xb.

Dáı decorre que xb ∈ I ∩ J = {0}. Portanto, x = xa ∈ Qa. �

3.2 Anéis de Valorização de Dubrovin

Apresentaremos nesta seção a definição de anel de valorização de Dubrovin e estu-

daremos os principais resultados que ela produz. Como será observado, esses resultados

generalizam os vistos nos caṕıtulos anteriores.

Definição 3.2.1 Um subanel R de um anel artiniano simples Q é um anel de valorização

de Dubrovin de Q quando:

(a) O anel R
J(R)

é artiniano simples;

(b) Dado q ∈ Q \R, existem r1, r2 ∈ R tais que qr1, r2q ∈ R \ J(R).

Observamos que a Proposição 2.1.4 garante que o Radical de Jacobson J(R) é um ideal

bilateral do anel com unidade R. Assim, o quociente R
J(R)

da definição acima está bem

definido.

Observamos ainda que um subanel R do anel artiniano simples Q é um anel de va-

lorização de Dubrovin de Q se, e somente se, existe um ideal bilateral I de R, tal que

95



R/I é um anel artiniano simples, e para cada q ∈ Q \ R, existem r1, r2 ∈ R tais que

qr1, r2q ∈ R \ I. Neste caso, como poder ser viso em ([D1], §1, Proposition 3), segue que

I = J(R).

A Proposição 1.1.2 afirma que os ideais de um anel de valorização de um corpo estão

totalmente ordenados por inclusão. Na Seção 1 do Caṕıtulo 2, vimos que é válida a

ordenação total no conjunto dos ideais à esquerda (à direita, bilaterais) de um anel de

valorização total de um anel de divisão. Para um anel de valorização de Dubrovin de um

anel artiniano simples de dimensão finita sobre o centro é garantida a ordenação total

apenas no conjunto dos ideais bilaterias, conforme ([D1], §2, Theorem 4) e ([W3], §1, 1.4).

Na verdade, a inclusão é uma relação de ordem num conjunto ainda maior, os R−ideais,

conforme a Definição ([D1], §2, Definition 1).

Comparando a definição de anel de valorização de Dubrovin com a definição de anel

de valorização de um corpo (Definição 1.1.1), ou com a definição de anel de valorização

total de um anel de divisão (Definição 2.1.1), não é imediato perceber que a definição de

Dubrovin estende as anteriores. Faremos uma prova deste fato, com a ajuda dos lemas

abaixo.

Lema 3.2.1 Se R é um anel de valorização de Dubrovin do anel artiniano simples Q,

então J(R) é seu único ideal bilateral maximal.

Demonstração

Seja M um ideal bilateral maximal de R. É fácil ver que M+J(R)
J(R)

é ideal bilateral de

R
J(R)

que é anel artiniano simples. Logo, M + J(R) = R ou M + J(R) = J(R). No

primeiro caso obtemos m ∈ M e r ∈ J(R) tais que 1 = m + r. Vimos na Proposição

2.1.4 que r ∈ J(R) implica que 1− xr é inverśıvel, para todo x ∈ R. Assim, para x = 1,

vem que m = 1 − r ∈ U(R), contradizendo o fato de ser M 6= R. Portanto, só resta

M + J(R) = J(R) e disso decorre que M = J(R). �

Note que o Lema 3.2.1 é o análogo da Proposição 1.1.5 e do Corolário 2.1.1.

Para cada anel com unidade R, sabemos que J(R) é ideal bilateral próprio de R. Assim,

J(R) não contém elementos inverśıveis à direita e elementos inverśıveis à esquerda. Segue

que J(R) ⊆ R\U(R). Tomando complementar em relação a R vem que U(R) ⊆ R\J(R).

No entanto, diferente do que ocorre quando R é um anel de valorização total ou anel de
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valorização de um corpo, no caso em que R é um anel de valorização de Dubrovin não temos

em geral a igualdade J(R) = R \ U(R), (ou equivalentemente U(R) = R \ J(R)) como

veremos após a Proposicão 3.2.3. Essa igualdade vale quando R é um anel comutativo,

conforme afirma o lema seguinte.

Lema 3.2.2 Seja R um anel de valorização de Dubrovin de Q. Se R é comutativo, então

R \ U(R) = J(R).

Demonstração

Seja x ∈ R \ U(R). Como x /∈ U(R), então Rx = xR está contido num ideal bilateral

maximal. Pelo Lema 3.2.1 devemos ter xR ⊆ J(R). Logo, R \ U(R) = J(R), ou equiva-

lentemente, R \ J(R) = U(R). �

A próxima proposição mostra que a definição de anel de valorização de Dubrovin

estende aos anéis artinianos simples o conceito de anel de valorização de um corpo.

Proposição 3.2.1 Seja Q um corpo e R um subanel de Q. São equivalentes:

(i) O anel R é um anel de valorização de Q;

(ii) O anel R é um anel de valorização de Dubrovin de Q.

Demonstração

(i) ⇒ (ii) Pela Proposição 1.1.5, J(R) é ideal maximal de R. Logo, R
J(R)

é corpo, provando

a condição (a) da Definição 3.2.1. Seja agora q ∈ Q \ R. Então q−1 ∈ R e tomamos

r1 = r2 = q−1 ∈ R, obtendo qr1 = r2q = 1 ∈ R \ J(R).

(ii) ⇒ (i) Seja q ∈ Q \ R. Por hipótese, existe r ∈ R tal que qr ∈ R \ J(R). Do Lema

3.2.2 vem que qr ∈ U(R). Logo, q−1 = r(qr)−1 ∈ R e R é anel de valorização do corpo Q.

�

A classe dos anéis de valorização de Dubrovin também engloba os anéis de valorização

totais, conforme a proposição seguinte.

Proposição 3.2.2 Seja Q um anel de divisão e R um subanel de Q. Se R é anel de

valorização total de Q, então R é anel de valorização de Dubrovin de Q.
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Demonstração

Pelo Corolário 2.1.1 e Proposição 2.1.5, J(R) é ideal bilateral maximal de R e J(R) =

R \ U(R). Seja x̄ ∈ R
J(R)

, x̄ 6= 0̄, isto é, x /∈ J(R). Assim, x ∈ U(R). Então ȳ =

x−1 + J(R) ∈ R
J(R)

e x̄ȳ = ȳx̄ = 1̄. Decorre que R
J(R)

é anel de divisão e portanto é anel

artiniano simples. Isso mostra a condição (a) da Definição 3.2.1. Para provar a condição

(b) basta proceder analogamente à prova de (i) ⇒ (ii) da proposição anterior. �

Exemplo 3.1 Para cada número primo p, Z(p) = {ab−1; a, b ∈ Z, p - b} é um anel de

valorização de Dubrovin de Q, já que Z(p) é anel de valorização de Q.

Exemplo 3.2 O anel Ṽ(2) = Z(2)α+ Z(2)i+ Z(2)j + Z(2)k, com α = 1
2
(1 + i+ j + k), é um

anel de valorização de Dubrovin de H, já que é total em H.

A proposição abaixo completa a relação entre anéis de valorização de Dubrovin e anéis

de valorização totais de um anel de divisão.

Proposição 3.2.3 Seja R um anel de valorização de Dubrovin do anel de divisão Q. São

equivalentes:

(i) R é anel de valorização total de Q;

(ii) R \ U(R) = J(R);

(iii) R
J(R)

é anel de divisão;

(i) ⇒ (ii) Veja a Proposição 2.1.5.

(ii) ⇒ (iii) Seja 0̄ 6= x̄ ∈ R
J(R)

. Segue que x /∈ J(R) = R \ U(R). Assim, basta proceder

analogamente à prova da Proposição 3.2.2.

(iii) ⇒ (i) Seja q ∈ Q \ R. Como R é anel de valorização de Dubrovin de Q, existem

r1, r2 ∈ R tais que qr1, r2q ∈ R\J(R). Por hipótese, R
J(R)

é anel de divisão. Assim, existem

α, β ∈ R tais que α(qr1) = (qr1)α = 1 = β(r2q) = (r2q)β. Decorre que 1 = q(r1α) =

(βr2)q, o que implica em q−1 ∈ R. Portanto R é anel de valorização total de Q. �

Como era esperado, pela inexistência de um Teorema da Extensão para anéis de va-

lorização totais, existem anéis de valorização de Dubrovin de um anel de divisão que

não são totais. Os exemplos que aparecem nos artigos sobre o assunto são os subanéis
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V(p) = Z(p) + Z(p)i + Z(p)j + Z(p)k do anel de divisão H = Q + Qi + Qj + Qk, onde p é

um número primo diferente de 2. Pelo Teorema 2.4.2, sabemos que V(p) não é total em

H. Assim, para p 6= 2, decorre da proposição anterior que V(p) \ J(V(p)) * U(V(p)), isto é,

existe x ∈ V(p) tal que x /∈ J(V(p)) ∪ U(V(p)). A prova de que V(p) é anel de valorização

de Dubrovin é feita indiretamente. Veja por exemplo ([W1], §1, Example (c)), ([Br], §3) e

([BrG2], §2). Faremos uma prova disso na Proposição 3.2.4.

No caso p = 2, o subanel V(2) = Z(2) +Z(2)i+Z(2)j+Z(2)k não é anel de valorização de

Dubrovin de H, pois de acordo com ([W1], §1, Example (c)), Ṽ(2) = Z(2)α+Z(2)i+Z(2)j+

Z(2)k é o único anel de valorização de Dubrovin R de H tal que R ∩Q = Z(2).

Uma caracterização dos anéis de valorização de Dubrovin pode ser obtida através dos

anéis de Bezout.

Definição 3.2.2 Um anel de Bezout à direita é um anel R tal que todo ideal à direita

finitamente gerado é principal.

Um anel de Bezout à esquerda define-se analogamente. Um anel que é anel de Bezout

à direita e à esquerda é chamado anel de Bezout.

Note que se R é anel de valorização do corpo K, então R é anel de Bezout pela

Proposicão 1.1.4. A Proposição 2.1.2 garante que no caso de R ser um anel de valorização

total do anel de divisão D, R é um anel de Bezout.

Teorema 3.2.1 Seja R um subanel do anel artiniano simples Q. São equivalentes:

(i) R é anel de valorização de Dubrovin de Q;

(ii) R
J(R)

é anel artiniano simples, R é anel de Bezout e Q é o anel quociente clássico

para R.

Demonstração

Veja ([D1], §1, Theorem 4) ou ([Br], §3, Theorem 5). �

Uma prova para o fato de que V(p), p 6= 2, é anel de valorização de Dubrovin de H

pode ser obtida combinando o teorema anterior com o Teorema 3.1.2.

Proposição 3.2.4 Se p é um número primo diferente de 2, então V(p) = Z(p) + Z(p)i +

Z(p)j + Z(p)k é um anel de valorização de Dubrovin de H = Q + Qi+ Qj + Qk.
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Demonstração

Claro que V(p) é subanel de H, todo elemento regular de V(p) tem inverso em H e

{mn−1; m,n ∈ V(p), n 6= 0} ⊆ H. Por outro lado, dado h = a1

a2
+ b1

b2
i + c1

c2
j + d1

d2
k ∈ H,

podemos escrever h = mn−1, onde m = a1b2c2d2 + b1a2c2d2i + c1a2b2d2j + d1a2b2c2k e

n = a2b2c2d2. Logo, h ∈ {mn−1; m,n ∈ V(p), n 6= 0} e H é anel quociente clássico à

direita para V(p). Notando que no desenvolvimento acima o elemento n comuta com m,

podemos facilmente provar que H é também anel quociente clássico à esquerda para V(p).

Também provamos na Proposição 2.4.1 que V(p), p 6= 2 é subanel maximal de H. Como H

é anel de divisão com centro Q e [H : Q] = 4, aplicamos o Teorema 3.1.2 para concluir que

todo ideal de V(p) é principal e que
V(p)

J(V(p))
'Mn(D), onde D é um anel de divisão. Assim,

H é o anel quociente clássico para V(p), V(p) é anel de Bezout, pois seus ideais unilaterais

são principais e
V(p)

J(V(p))
é anel artiniano simples, pois

V(p)

J(V(p))
'Mn(D), que é anel artiniano

simples pelo Teorema de Wedderburn-Artin. Segue do Teorema 3.2.1 que para p 6= 2, V(p)

é anel de valorização de Dubrovin de H. �

Se V é um anel de valorização do corpo K e L é um subcorpo de K, sabemos que

V ∩L é anel de valorização de L. Esse resultado é estendido para anéis artinianos simples

conforme a proposição seguinte.

Proposição 3.2.5 Seja R um anel de valorização de Dubrovin do anel artiniano simples

Q. Então:

(a) Z(R) = R ∩ Z(Q);

(b) Z(R) é anel de valorização do corpo Z(Q).

Q

HHHHHHHHHHH

Z(Q)

HH
HH

HH
HH

H R

Z(R)
Demonstração

(a) Claro que R ∩ Z(Q) ⊆ Z(R). Seja agora x ∈ Z(R). Dado q ∈ Q, usamos o Teorema

3.2.1 para escrever q = mn−1, com m ∈ R e n ∈ R∗, pois Q é o anel quociente clássico
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de R. Agora, xqn = xm = mx = mn−1nx = qnx = qxn. Como n ∈ R∗, e Q é o anel

quociente clássico de R, temos que n ∈ U(Q). Logo, xq = qx e x ∈ Z(Q) ∩R.

(b) Seja q ∈ Z(Q), q 6= 0. Suponha que q /∈ Z(R) = R ∩ Z(Q). Vamos mostrar que

q−1 ∈ Z(R). Temos que q−1 ∈ Z(Q) e então resta mostrar que q−1 ∈ R. Como q ∈ Z(Q)

e q /∈ R ∩ Z(Q) temos que q ∈ Q \ R. Desde que R é anel de valorização de Dubrovin

de Q, existe r ∈ R tal que qr ∈ R \ J(R). Assim, RqrR é ideal bilateral de R que não

está contido em J(R), que por sua vez, é o único ideal bilateral maximal de R. Conforme

observamos após a Definição 3.2.1, os ideias bilaterias de R estão totalmente ordenados

por inclusão. Portanto, conclúımos que RqrR = R. Assim, existem α, β ∈ R tais que

1 = α(qr)β. Como q ∈ Z(Q), 1 = q(αrβ) = (αrβ)q, com αrβ ∈ R, isto é, q−1 = αrβ ∈ R.

�

Observe que no caso de Q = H = Q+Qi+Qj+Qk e R = V(p) = Z(p) +Z(p)i+Z(p)j+

Z(p)k, com p um número primo diferente de 2, decorre da proposição que Z(V(p)) = V(p) ∩

Z(H) = V(p) ∩ Q = Z(p) e Z(V(p)) = Z(p) é anel de valorização do corpo Z(Q) = Q. Para

p = 2, o mesmo vale para o anel Ṽ(2) = Z(2)α+Z(2)i+Z(2)j+Z(2)k, com α = 1
2
(1+i+j+k).

O chamado Teorema da Extensão para anéis de valorização de Dubrovin é uma espécie

de rećıproca da proposição anterior.

Teorema 3.2.2 (Teorema da Extensão) Seja Q um anel artiniano simples de dimensão

finita sobre Z(Q). Se V é um anel de valorização do corpo Z(Q) então existe um anel de

valorização de Dubrovin R de Q tal que R ∩ Z(Q) = V .

Q

Z(Q)

EE
EE

EE
EE

R

V

Observação 3.6 A primeira prova para o Teorema da Extensão foi apresentada também

por Dubrovin num artigo posterior ([D2], §3, Theorem 2 and Theorem 3) em 1985.

Observação 3.7 Uma nova prova foi apresentada por Brungs e Gräter em 1990. Veja

([BrG2], §3, Theorem 3.8). Essa prova, segundo seus autores, está baseada na prova de

Dubrovin mas difere em pontos essenciais, pois evita argumento de transfinitude.
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Observação 3.8 O enunciado do Teorema da Extensão deixa claro que duas restrições

são impostas. A saber, Q deve ter dimensão finita sobre seu centro e obtem-se apenas

extensões de anéis de valorização do centro de Q.

Observação 3.9 Não é conhecido até hoje, se a hipótese de Q ter dimensão finita sobre

seu centro é essencial para o Teorema da Extensão.

Observação 3.10 O Teorema da Extensão só vale para obter extensões de anéis de valo-

rização do centro de Q. O seguinte contra-exemplo pode ser visto em ([BrG2], §1) e ([W1],

§2). Se Q = H, então Z(Q) = Q. O anel de valorização Z(5) de Q tem duas extensões no

corpo Q[ i ], mas nenhuma dessas extensões pode ser estendida a um anel de valorização

de Dubrovin de H.

O Teorema da Correspondência, visto anteriormente em suas versões para corpos e

anéis de divisão, também é estendido aos anéis artinianos simples. Sua demonstração

pode ser vista em ([D1], §2, Corollary).

Lembramos que um ideal P de um anel não necessariamente comutativo Q é primo

quando P 6= Q e se A e B são ideais de Q tais que AB ⊆ I, então A ⊆ P ou B ⊆ P .

Teorema 3.2.3 (Teorema da Correspondência) Seja Q que um anel artiniano sim-

ples de dimensão finita sobre o centro e R um anel de valorização de Dubrovin de Q.

Então

(a) Se R ⊆ R
′ ⊆ Q, então R

′
é anel de valorização de Dubrovin de Q e J(R

′
) é ideal

primo de R. Ainda mais, R
J(R′ )

é anel de valorização de Dubrovin de R
′

J(R′ )
;

(b) Existe uma correspondência biuńıvoca entre ideias primos de R e sobreanéis de R

em Q.

Para concluir esta seção listamos outros resultados sobre os anéis de valorização de

Dubrovin.

Seja Q um anel artiniano simples com centro Z(Q), [Q : Z(Q)] < ∞ e R um anel de

valorização de Dubrovin de Q.

• Se e2 = e ∈ R, então eRe é anel de valorização de Dubrovin de eQe ([D1], §1,

Theorem 7).

102



• Mn(R) é anel de valorização de Dubrovin de Mn(Q).

• A aplicação R
′ 7−→ R

′∩Z(Q) é uma bijeção, que preserva a inclusão, entre sobreanéis

de R em Q e sobreanéis de R ∩ Z(Q) em Z(Q) ([D2], §2, Theorem 1 (1)).

Outros resultados podem ser encontrados em [D1], [D2] e [W3].

3.3 Places e Anéis de Valorização de Dubrovin

Na Seção 3 do primeiro caṕıtulo definimos places sobre corpos e como principal resul-

tado vimos que dado um corpo K, existe uma correspondência biuńıvoca entre classes de

places sobrejetores de K e os anéis de valorização de K.

Em analogia com esse fato, vamos utilizar a definição de place em anéis artinianos

simples, proposta por Dubrovin em [D1], para mostrar que dado um anel artiniano sim-

ples Q, existe uma correspondência biuńıvoca entre classes de places de Q e os anéis de

valorização de Dubrovin de Q.

Essa correspondência decorrerá do Teorema 3.3.1 ([D1], §1, Proposition 3) cuja de-

monstração é o objetivo principal desta seção. Essa proposição estabalecerá a maneira de

se obter um anel de valorização de Dubrovin de um anel artiniano simples Q, a partir de

um place definido sobre Q, e reciprocamente, mostrará que dado um anel de valorização

de Dubrovin R do anel artiniano simples Q, é posśıvel definir um place sobre Q, cujo anel

de valorização de Dubrovin seja R.

Trabalhamos para que os resultados desta seção sejam independentes da Seção 2 deste

caṕıtulo para, em consonância com a teoria de valorização em corpos, mostrar que a teoria

de valorização sobre anéis artinianos simples também pode ser abordada, desde seu ińıcio,

através do estudo dos places.

Para estender o conceito de place para anéis artinianos simples, vamos denotar a união

do śımbolo ∞ ao anel artiniano simples Q por Q̃ = Q ∪ {∞}.

Convencionamos

(1) a+∞ = ∞+ a = ∞, ∀ a ∈ Q;

(2) c.∞ = ∞.c = ∞, ∀ c ∈ U(Q).
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Note que não estão definidos ∞ +∞, c.∞ e ∞.c para c /∈ U(Q), o que inclui o caso

∞.∞.

Decorre de (2) que −∞ = ∞, já que −1 ∈ U(Q).

Definição 3.3.1 Um place à direita de um anel artiniano simples Q sobre um anel ar-

tiniano simples D é uma aplicação sobrejetiva f : Q̃ −→ D̃ tal que, dados x, y ∈ Q̃,

tem-se

(a) Se f(x) + f(y) está definido, então x+ y está definido e f(x+ y) = f(x) + f(y);

(b) Se f(x)f(y) está definido, então xy está definido e f(xy) = f(x)f(y);

(c) Para todo q ∈ Q tal que f(q) = ∞, existe r ∈ Q tal que f(r) 6= ∞ e f(qr) 6= ∞, 0.

Um place à esquerda é definido analogamente substituindo a condição f(qr) 6= ∞, 0

do item (c) por f(rq) 6= ∞, 0. Um place à direita e à esquerda é chamado um place de Q

em D.

A seguinte proposição apresenta propriedades de um place. Sua demonstração não

oferece dificuldades e é análoga à demonstração da Proposição 1.3.1.

Proposição 3.3.1 Sejam Q e D anéis artinianos simples e f : Q̃ −→ D̃ um place.

(i) f(1) = 1, f(0) = 0 e f(∞) = ∞;

(iii) f(−x) = −f(x), para todo x ∈ Q̃;

No próximo teorema relacionamos places com anéis de valorização de Dubrovin. Para

isso serão necessários um lema e uma proposição preliminares.

Seja R um anel com unidade e X um subconjunto de R. Definimos os conjuntos

rR(X) = {r ∈ R; Xr = 0} e `R(X) = {r ∈ R; rX = 0}

Chamamos rR(X) e `R(X) respectivamente de anulador à direita e anulador à esquerda

de X em R. Não é dif́ıcil verificar que rR(X) é ideal à direita de R e `R(X) é ideal à

esquerda de R.

Lema 3.3.1 Se Q é um anel artiniano simples e x ∈ Q, então `Q(rQ(x)) = Qx.
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Demonstração

Para provar a inclusão Qx ⊆ `Q(rQ(x)), consideremos α = qx ∈ Qx e β ∈ rQ(x). Assim,

αβ = qxβ = 0 implica que α ∈ `Q(rQ(x)). Agora provaremos que `Q(rQ(x)) ⊆ Qx.

Conforme vimos antes do Lema 3.1.1, Q é semi-simples. Assim, existe um ideal à esquerda

I deQ, tal queQ = Qx⊕I. Pelo Lema 3.1.1, todos os ideais unilaterais deQ são principais,

e dáı Q = Qx ⊕ Qy, para algum y ∈ Q. Temos que 1 = a + b, com a ∈ Qx e b ∈ Qy.

Afirmamos que Qx = Qa e a2 = a. Claro que Qa ⊆ Qx, pois a ∈ Qx. Por outro lado, seja

u ∈ Qx. Temos que 1− a = b implica em ub = u− ua. Nessa igualdade, note que o lado

esquerdo está em Qy e o lado direito está em Qx. Logo, ub ∈ Qx ∩Qy = {0}. Portanto,

ub = 0 e assim, u = ua ∈ Qa, para todo u ∈ Qx. Logo, Qx = Qa. Finalmente, fazendo

u = a, temos a = a2. Agora seja s ∈ `Q(rQ(x)). Então sλ = 0 para todo λ ∈ rQ(x). Mas

1 − a ∈ rQ(x), pois x = qa e qa(1 − a) = qa − qa2 = 0 implica em qa(1 − a) = 0, isto é,

x(1− a) = 0. Logo, s(1− a) = 0, e dáı s = sa ∈ Qa = Qx. �

Proposição 3.3.2 Sejam R um subanel do anel artiniano simples Q e M um ideal bila-

teral maximal de R. Se para cada q ∈ Q \R existem r1, r2 ∈ R tais que qr1, r2q ∈ R \M,

então 1 + M ⊆ U(R).

Demonstração

Vamos provar inicialmente que 1 + M ⊆ Q∗. Seja m ∈ M. Note que

`Q(1 +m) ⊆ `Q(1 +m)2 ⊆ · · · .

Além disso, é fácil ver que `Q(x) é ideal à esquerda de Q, para todo x ∈ Q. Como Q

é artiniano, então pela observação após a Definição 3.1.3, Q é noetheriano. Portanto, a

cadeia acima é estacionária, isto é, existe n ∈ N tal que `Q(1 +m)m = `Q(1 +m)n, para

todo m ≥ n. Como (1 +m)n é a soma do elemento 1 com produtos que envolvem m ∈ M

e M é ideal bilateral, temos que (1 +m)n = 1 +m0, para algum m0 ∈ M. Assim,

`Q(1 +m0) = `Q(1 +m)n = `Q(1 +m)n+1 = · · · = `Q(1 +m)2n = `Q(1 +m0)
2.

Logo, `Q(1 + m0) = `Q(1 +m0)
2. Pelo Lema 3.1.1, temos que os ideais unilaterais de Q
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são principais. Segue que

`Q(1 +m0) = `Q(1 +m0)
2 = Qu (1)

para algum u ∈ Q. Agora suponha q ∈ rQ(1+m0) e q ∈ Q\R. Por hipótese, existe r ∈ R

tal que qr ∈ R \M. Assim, 0 = (1 +m0)q = (1 +m0)qr implica em qr+m0qr = 0, donde

qr ∈ M, o que é uma contradição. Logo, rQ(1 + m0) ⊆ R. Assim, se α ∈ rQ(1 + m0),

temos que α ∈ R e (1 + m0)α = 0, implicando em α + m0α = 0. Decorre que α ∈ M.

Logo, rQ(1 + m0) ⊆ M. Analogamente, prova-se que `Q(1 + m0) ⊆ M. O produto

`Q(1 +m0)rQ(1 +m0) do ideal à esquerda `Q(1 +m0) com o ideal à direita rQ(1 +m0) é

um ideal bilateral do anel simples Q. Como

`Q(1 +m0)rQ(1 +m0) ⊆ M $ R ⊆ Q,

segue da simplicidade de Q que

`Q(1 +m0)rQ(1 +m0) = {0}. (2)

Seja q ∈ `Q(1 + m0). Por (2), q(rQ(1 + m0)) = 0 e dáı q ∈ `Q(rQ(1 + m0)). De (1),

temos que Qu ⊆ `Q(1 + m0). Também `Q(1 + m0) ⊆ `Q(rQ(1 + m0)). Pelo Lema 3.3.1,

temos que `Q(rQ(1 +m0)) = Q(1 +m0). Desta forma, u = q(1 +m0) e u ∈ `Q(1 +m0).

Segue que 0 = u(1 +m0) = q(1 +m0)
2, o que implica que q ∈ `Q(1 +m0)

2 = `Q(1 +m0).

Logo, q(1 + m0) = 0, isto é, u = 0. Assim 0 = `Q(1 + m0), o que implica em dizer que

1 + m0 é regular à esquerda em Q. Analogamente 1 + m0 é regular à direita. Portanto,

1 + m0 é regular em Q. Finalmente, se a ∈ Q e (1 + m)a = 0, temos 0 = (1 + m)a =

(1 +m)n−1(1+m)a = (1 +m)na = (1+m0)a e assim, a = 0, pois 1+m0 ∈ Q∗. Provamos

desta forma que 1 + m é regular à direita em Q. Da mesma maneira, 1 + m é regular à

esquerda em Q. Isso conclui a prova de que 1 + M ⊆ Q∗. Agora, dado m ∈ M, temos

que 1 + m ∈ 1 + M ⊆ Q∗. Lembrando que Q∗ = U(Q), temos que 1 + m tem inverso

(1 +m)−1 ∈ Q. Se (1 +m)−1 /∈ R, então [(1 +m)−1 − 1] ∈ Q \ R e aplicando a hipótese,

obtemos s ∈ R tal que [(1 +m)−1 − 1]s = r ∈ R \M. Multiplicando a última igualdade

por 1+m à esquerda, s−(1+m)s = (1+m)r implica em −ms = r+mr, donde conclúımos
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que r ∈ M, o que é uma contradição. Logo, (1 +m)−1 ∈ R, isto é, 1 + M ⊆ U(R). �

Provaremos agora o principal resultado desta seção, seguindo a demonstração original

de Dubrovin ([D1], §1, Proposition 3).

Teorema 3.3.1 Sejam Q e D anéis artinianos simples.

(a) Se f é um place de Q em D, então Rf := {q ∈ Q : f(q) 6= ∞} é um anel de

valorização de Dubrovin de Q e f |Rf
: Rf −→ D é um homomorfismo de anéis com núcleo

MRf
:= {q ∈ Q : f(q) = 0} = J(Rf ). Reciprocamente,

(b) Se R é um subanel de Q e MR é um ideal bilateral de R tal que R
MR

é artiniano simples,

e se para q ∈ Q \R existem r1, r2 ∈ R tais que qr1, r2q ∈ R \MR, então a aplicação

f : Q̃ −→ B̃

a 7−→ ā, se a ∈ R

a 7−→ ∞, se a /∈ R

é um place de Q em B = R
MR

tal que Rf = R. Além disso, MR = J(R).

Demonstração

Afirmação 1: Rf é um subanel de Q.

Prova Sejam a, b ∈ Rf . Desde que f(a) 6= ∞ e f(b) 6= ∞, temos que f(a)f(b) está

definido, e como f é place, ab também está definido e f(ab) = f(a)f(b) ∈ D. Logo,

ab ∈ Q. Além disso, f(a)+f(−b) está definido implica que a−b está definido e f(a−b) =

f(a) + f(−b) = f(a)− f(b) ∈ D. Segue que a− b ∈ Rf e Rf é subanel de Q.

Afirmação 2: Dado q ∈ Q \Rf , existem r1, r2 ∈ Rf , tais que qr1, r2q ∈ Rf \ J(Rf ).

Prova Temos que f(q) = ∞. Como f é place à direita e à esquerda, existem r1, r2 ∈ Q

tais que f(r2q) 6= ∞, 0; f(qr1) 6= ∞, 0; f(r1) 6= ∞; f(r2) 6= ∞. Assim,

• f(r1) 6= ∞ 6= f(r2) ⇒ r1, r2 ∈ R;

• f(qr1) 6= ∞ 6= f(r2q) ⇒ qr1, r2q ∈ Rf ;

• f(qr1) 6= 0 6= f(r2q) ⇒ qr1, r2q /∈ MRf
.

Afirmação 3: MRf
:= {q ∈ Q : f(q) = 0} é ideal bilateral maximal de Rf e

Rf

MRf

' D.

Além disso, MRf
= J(Rf ).
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Prova Seja f̂ : Rf −→ D, f̂ = f |Rf
. Provaremos que f̂ é um homomorfismo sobrejetivo

de anéis. É claro que f̂(1) = f(1) = 1. Se a, b ∈ Rf , então f̂(a) = f(a) 6= ∞, f̂(b) =

f(b) 6= ∞, a + b ∈ Rf e ab ∈ Rf . Logo, f(a) + f(b) e f(a)f(b) estão definidos e

f̂(a + b) = f(a + b) = f(a) + f(b) = f̂(a) + f̂(b). Analogamente, f̂(ab) = f̂(a)f̂(b).

Para provar a sobrejetividade, tome d ∈ D. Como f é sobrejetiva, existe u ∈ Q̃ tal

que f(u) = d. Assim u ∈ R, pois d ∈ D. Logo, f̂(u) = f(u) = d. Note agora que

Ker(f̂) = {q ∈ Rf ; f(q) = 0} = {q ∈ Q; f(q) = 0} = MRf
. Isso mostra que MRf

é

ideal bilateral de Rf e pelo Teorema dos Homomorfismos,
Rf

MRf

' D. Decorre que
Rf

MRf

é anel artiniano simples e assim seus únicos ideais bilaterais são os triviais. Aplicando o

Segundo Teorema dos Homomorfismos, temos que MRf
é ideal bilateral maximal de Rf .

Da Afirmação 2 e da Proposição 3.3.2 decorre que 1 + MRf
⊆ U(R). Agora, o Lema 2.1.2

diz que MRf
= J(Rf ), o que conclui a prova da afirmação.

Já vimos que
Rf

MRf

é anel artiniano simples e MRf
= J(Rf ), o que implica que

Rf

J(Rf )
é

anel artiniano simples. Esse fato, junto com a Afirmação 2, assegura que Rf é anel de

valorização de Dubrovin de Q, o que conclui a prova da parte (a) do teorema.

Para provar a parte (b) vamos demonstrar que valem as condições (a), (b) e (c) da definição

de place para a aplicação f : Q̃ −→ D̃ definida no enunciado do teorema.

(a) Sejam x, y ∈ Q̃ tais que f(x) + f(y) esteja definido. Provaremos que x + y está

definido e f(x + y) = f(x) + f(y). Temos que f(x) 6= ∞ ou f(y) 6= ∞, o que implica

em x ∈ R ou y ∈ R. Caso x e y estejam em R, então x + y está definido e x + y ∈ R.

Assim, f(x + y) = x+ y = x̄ + ȳ = f(x) + f(y). Pode ocorrer também que x ∈ R e

y /∈ R ou ainda y ∈ R e x /∈ R. Basta analisar o primeiro caso e o segundo será análogo.

Temos que x ∈ R implica em x 6= ∞ e assim x + y está definido. Note que neste caso

x + y /∈ R, pois caso contrário, x = r − y ∈ R, para algum r ∈ R. Desta maneira,

f(x+ y) = ∞ = x̄+∞ = f(x) + f(y).

(b) Sejam x, y ∈ Q̃ tais que f(x)f(y) esteja definido. Provaremos que xy está definido e

que f(xy) = f(x)f(y). Basta analisarmos dois casos:

f(x) 6= ∞ 6= f(y) e f(x) ∈ U(D) e f(y) = ∞.

No primeiro caso, x, y ∈ R implica em xy definido e xy ∈ R. Assim, f(xy) = xy = x̄ȳ =

f(x)f(y). No segundo caso, f(x) ∈ U(D) implica em f(x) 6= ∞ e assim, f(x) = x̄ e

x ∈ R. Mostraremos que x−1 ∈ R. Como f(x) ∈ U(D), sabemos que existe u ∈ R tal
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que f(u) ∈ D e f(x)f(u) = 1, isto é, x̄ū = 1̄ = 1 + MR. Dáı, xu− 1 = 0̄ = MR e assim

xu ∈ 1+MR. Pela Proposição 3.3.2, 1+MR ∈ U(R). Logo, existe r ∈ R tal que xur = 1,

isto é, x−1 ∈ R. Portanto, x ∈ U(R). Temos que f(y) = ∞. Para y = ∞ temos que

xy está definido e xy = ∞, o que implica em f(xy) = ∞ = f(x)∞ = f(x)f(y). Para

y ∈ Q \ R, também temos que xy está definido. Observe que xy ∈ Q \ R, pois xy ∈ R

implica em x−1(xy) = y ∈ R. Assim, f(xy) = ∞ = f(x)∞ = f(x)f(y).

(c) Dado q ∈ Q tal que f(q) = ∞, temos que q ∈ Q\R. Por hipótese, existem r1, r2 ∈ R ⊆

Q tais que qr1, r2q ∈ R \MR, isto é, existem r1, r2 ∈ Q tais que f(r1) 6= ∞ e f(r2) 6= ∞

e f(qr1) 6= 0,∞ e f(r2q) 6= 0,∞. Resta demonstrar que MR = J(R). A Proposição 3.3.1

garante que 1 + MR ⊆ U(R). Pelo Lema 2.1.2, MR = J(R). �

Seja Q um anel artiniano simples. No conjunto dos places definidos sobre Q, definimos

a relação de equivalência

f1 ∼ f2 ⇔ Rf1 = Rf2 ,

que será utilizada para provar o seguinte corolário:

Corolário 3.3.1 Seja Q um anel artiniano simples. Existe uma correspondência biuńıvoca

entre anéis de valorização de Dubrovin de Q e classes de places de Q.

Demonstração

Definimos

ψ : {[f ]; f place sobre Q} −→ {R; R anel de valorização de Dubrovin de Q}

[f ] 7−→ Rf

Pelo item (a) do Teorema 3.3.1, temos que de fato ψ([f ]) é um anel de valorização de

Dubrovin de Q. É fácil ver que ψ está bem definida e é injetora, pois

ψ([f1]) = ψ([f2]) ⇔ Rf1 = Rf2 ⇔ f1 ∼ f2 ⇔ [f1] = [f2].

Também ψ é sobrejetora, pois dado R um anel de valorização de Dubrovin de Q, define-se

D = R
MR

e

f : Q̃ −→ D̃

a 7−→ ā, se a ∈ R

a 7−→ ∞, se a ∈ Q̃ \R
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e pelo item (b) do Teorema 3.3.1, f é um place de Q em D, tal que Rf = R. �

Exemplo 3.3 Da Proposição 3.2.4, sabemos que V(p), p 6= 2, é anel de valorização de

Dubrovin do anel H dos quatérnios racionais. Pelo Teorema 3.3.1, a aplicação

f : H̃ −→ V(p)

J(V(p))
∪ {∞}

x 7−→ x̄, x ∈ V(p)

x 7−→ ∞, x ∈ H̃ \ V(p)

é um place do anel artiniano simples H no anel artiniano simples
V(p)

J(V(p))
. O anel de

valorização de Dubrovin correspondente a [f ] é Rf = {x ∈ H; f(x) 6= ∞} = {x ∈ H; x ∈

V(p)} = V(p)

Exemplo 3.4 Da mesma forma que no exemplo anterior, a aplicação

f : H̃ −→ Ṽ(2)

J(Ṽ(2))
∪ {∞}

x 7−→ x̄, x ∈ Ṽ(2)

x 7−→ ∞, x ∈ H̃ \ Ṽ(2)

é um place do anel artiniano simples H no anel artiniano simples
Ṽ(2)

J(Ṽ(2))
. O anel de

valorização de Dubrovin correspondente à [f ] é Ṽ(2).

3.4 Funções Valorização em Anéis Artinianos Simples

Vimos na Seção 2 do Caṕıtulo 1 o conceito de valorização num corpo K. Estudamos

suas principais propriedades e obtivemos uma correspondência biuńıvoca entre classes de

valorizações e anéis de valorização de K. Generalizamos esses fatos na Seção 5 do Caṕıtulo

2, abordando as valorizações definidas sobre um anel de divisão D. Vimos que existe uma

correspondência biuńıvoca entre os anéis de valorização totais e invariantes de D e classes

de valorizações de D.

Nesta seção definiremos valorização para um anel artiniano simples. Veremos que

esse conceito generaliza os anteriores e estudaremos as propriedades desta classe de valo-

rizações.
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Também vamos obter um mecanismo para construção de exemplos de valorizações em

anéis artinianos simples de dimensão finita sobre seu centro. Como objetivo principal

apresentaremos uma correspondência biuńıvoca entre uma classe especial de valorizações

definidas sobre o anel artiniano simples Q e os anéis de valorização de Dubrovin de Q que

satisfazem a uma condição espećıfica.

Vamos considerar Γ um grupo abeliano totalmente ordenado pela relação ≤ e Γ∪{∞}

a união do śımbolo ∞ ao grupo Γ com as mesmas convenções vistas anteriormente.

A definição abaixo foi apresentada por Morandi em ([Mo], §2, Definition 2.1) e foi

motivada pelo exemplo que expomos na seqüência.

Definição 3.4.1 Seja Q um anel artiniano simples. Dizemos que w : Q −→ Γ ∪ {∞} é

uma valorização de Q se as seguintes condições são satisfeitas:

(a) w(−1) = 0;

(b) w(x) = ∞⇔ x = 0;

(c) w(xy) ≥ w(x) + w(y), ∀ x, y ∈ Q;

(d) w(x+ y) ≥ min{w(x), w(y)}, ∀ x, y ∈ Q;

(e) w(Q) = w(st(w)) ∪ {∞}, onde st(w) = {x ∈ Q∗; w(x−1) = −w(x)}.

Exemplo 3.5 Seja Q = Mn(D) um anel artiniano simples, onde D é anel de divisão, e

v : D −→ Γ ∪ {∞} uma valorização de D. Uma maneira natural de estender v à Q é

definir:

w : Q −→ Γ ∪ {∞}

(dij) 7−→ mini,j{v(dij)}

Vamos identificar D com o conjunto {(aij) ∈ Mn(D); aii = d e aij = 0 para i 6= j}.

Assim, é fácil ver que w|D = v. A função w satisfaz as condições da Definição 3.4.1. Para

verificar essa afirmação, consideremos x = (xij), y = (yij) ∈ Q.

(a) Como v(−1) = 0, temos que w(−1) = 0.

(b) w(x) = ∞⇔ mini,j{v(xij)} = ∞⇔ xij = 0,∀ i, j ⇔ x = 0.
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(c) Denotamos xy = (uij), com uij =
∑n

k=1 xikykj. Assim,

w(xy) = mini,j{v(ui,j)} ≥ mini,j{mink{v(xikykj)}} = mini,j{mink{v(xik)+v(ykj)}}

≥ mink{v(xik)}+mink{v(ykj)} = mini,k{v(xik)}+minj,k{v(ykj)} = w(x) + w(y).

(d) w(x+ y) = mini,j{v(xij + yij)} ≥ mini,j{min{v(xij), v(yij)}}

= min{mini,j{v(xij)},mini,j{v(yij)}} = min{w(x), w(y)}.

(e) Claro que w(st(w))∪{∞} ⊆ w(Q). Agora seja y ∈ w(Q). Então existe x = (xij) ∈ Q

tal que y = w(x) = mini,j{v(xij)} = v(xrs), para algum par r, s ∈ {1, 2, · · · , n}. Se

y = ∞, a prova é imediata. Assumindo y 6= ∞, temos v(xrs) 6= ∞ o que implica em

xrs 6= 0. Escolhendo z = (zij), com zii = xrs e zij = 0 para i 6= j, temos que z ∈ Q∗.

Como w(z) = min{v(0), v(xrs)} = v(xrs) e w(z−1) = min{v(0), v(x−1
rs )} = v(x−1

rs ) =

−v(xrs) = −w(z), temos que y = w(z) ∈ w(st(w)).

Observação 3.11 Observando novamente que a Definição 3.4.1 foi motivada pelo exem-

plo acima, vemos que uma valorização em Q = Mn(D) sempre pode ser constrúıda a partir

de uma valorização do anel de divisão D.

Observação 3.12 Para uma valorização v : D −→ Γ ∪ {∞}, onde D é um corpo ou um

anel de divisão, vimos nas Definições 1.2.1 e 2.5.1, que não se fazia necessário exigir que

v(−1) = 0, pois isso decorria de v(1) = 0, que por sua vez, era conseqüência da igualdade

v(xy) = v(x)+ v(y). Também o item (e) da Definição 3.4.1 era imediato, já que para uma

valorização v definida sobre um anel de divisão D (corpo inclusive), vimos no item (c) do

Lema 2.5.1, que v(x−1) = −v(x), para todo x ∈ D∗. Logo, st(v) = D∗.

Observação 3.13 A diferença marcante entre a Definição 3.4.1 e as definições de valo-

rização sobre corpos ou anéis de divisão é a desigualdade descrita no item (c), que aparece

devido à necessidade de tratar com os posśıveis divisores de zero de Q.

Seja Q um anel artiniano simples. Da mesma maneira que uma valorização definida

sobre um corpo ou um anel de divisão, uma valorização w : Q −→ Γ ∪ {∞} sempre pode

ser considerada uma aplicação sobrejetora. Para isso, provaremos que G = w(Q \ {0}) é

um subgrupo totalmente ordenado de Γ, e assim, podemos trocar Γ por G. Claro que G

é totalmente ordenado, uma vez que G ⊆ Γ e Γ é totalmente ordenado. Sejam a, b ∈ G,
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a = w(x), b = w(y). Pelo item (e) da Definição 3.4.1, podemos escolher x e y tais que

w(x−1) = −w(x) e w(y−1) = −w(y). Como xy−1 ∈ Q \ {0} e a − b = w(x) − w(y) =

w(x) +w(y−1), o item (a) do lema abaixo mostra que a− b = w(xy−1) ∈ G, e portanto G

é um subgrupo de Γ.

Lema 3.4.1 Seja Q um anel artiniano simples, w : Q −→ Γ ∪ {∞} uma valorização de

Q.

(a) Se x ∈ st(w) e y ∈ Q, então w(xy) = w(yx) = w(x) + w(y);

(b) w(1) = 0;

(c) w(−x) = w(x), para todo x ∈ Q;

(d) st(w) é um subgrupo de Q∗ e w : st(w) −→ Γ é um homomorfismo.

Demonstração

(a) w(y) = w(x−1xy) ≥ w(x−1) + w(xy) = −w(x) + w(xy) ≥ −w(x) + w(x) + w(y) =

w(y). Logo, w(x) + w(y) ≥ w(xy) ≥ w(x) + w(y). Portanto, w(xy) = w(x) + w(y).

Analogamente, prova-se que w(yx) = w(x) + w(y).

(b) Como w((−1)−1) = w(−1) = 0 = −w(−1), temos que −1 ∈ st(w). Assim, w(1) =

w((−1)(−1)) = w(−1) + w(−1) = 0.

(c) w(−x) = w(−1x) = w(−1) + w(x) = w(x).

(d) Sejam a, b ∈ st(w). Temos que w(a−1) = −w(a) implica em −w(a−1) = w(a), isto

é, a−1 ∈ st(w). Agora, pelo item (a), w((ab)−1) = w(b−1a−1) = w(b−1) + w(a−1) =

−w(b) − w(a) = −(w(a) + w(b)) = −w(ab), o que implica que ab ∈ st(w). Portanto,

st(w) é um subgrupo de Q∗ e assim, novamente por (a), w : st(w) −→ Γ ∪ {∞} é um

homomorfismo de grupos. �

Seja Q um anel artiniano simples e w uma valorização de Q. Se Q = K é um corpo, a

Definição 3.4.1 recai na Definição 1.2.1 e pelo Teorema 1.2.1, Rw = {x ∈ K; w(x) ≥ 0} é

um anel de valorização de K e Jw = {x ∈ K; w(x) > 0} = J(Rw) = MRw = Rw \ U(Rw).

No Teorema 2.5.1 vimos que se Q = D é um anel de divisão, então Rw é um anel de

valorização total e invariante de D e Jw = J(Rw) = Rw \ U(Rw) é o único ideal bilateral

maximal de Rw. Com a ajuda do lema seguinte saberemos como esses fatos se estendem

para um anel artiniano simples qualquer.
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Lema 3.4.2 Se Q é um anel artiniano simples e w é uma valorização de Q, então:

(a) Rw := {x ∈ Q; w(x) ≥ 0} é um subanel de Q;

(b) Jw := {x ∈ Q; w(x) > 0} é um ideal bilateral próprio de Rw.

(c) Se q ∈ Q \Rw, existem r1, r2 ∈ Rw tais que qr1, r2q ∈ Rw \ Jw.

Demonstração

(a) Como w(0) = ∞ e w(1) = 0 , temos que 0, 1 ∈ Rw. Sejam a, b ∈ Rw. Observe que

w(ab) ≥ w(a) + w(b) ≥ w(b) ≥ 0, o que implica que Rw é fechado para a multiplicação.

Também Rw é fechado para diferenças, pois w(a−b) = w(a+(−b)) ≥ min{w(a), w(−b)} =

min{w(a), w(b)} ≥ 0. Logo, Rw é subanel de Q.

(b) É fácil ver que Jw é fechado para diferenças e considerando a ∈ Jw e b ∈ Rw, temos

que w(ab) ≥ w(a) + w(b) ≥ w(a) > 0. Logo, ab ∈ Jw. Analogamente, ba ∈ Jw. Observe

ainda que 1 ∈ Rw \ Jw e portanto Jw é um ideal bilateral próprio de Rw.

(c) Como q ∈ Q \ Rw, temos que w(q) < 0. Pelo item (e) da Definição 3.4.1, existe

x ∈ st(w) tal que w(q) = w(x). Como w(x−1) = −w(x) = −w(q), temos que w(x−1) > 0

e assim, x−1 ∈ Rw. Escolhendo r1 = r2 = x−1 ∈ Rw, segue que w(qr1) = w(qx−1) =

w(q)− w(x) = 0, o que implica em qr1 ∈ Rw \ Jw. Analogamente, r2q ∈ Rw \ Jw. �

O lema garante que se Rw/Jw é um anel artiniano simples, então Rw é um anel de

valorização de Dubrovin do anel artiniano simples Q, conforme a Definição 3.2.1. Lembre

que nesse caso Jw = J(Rw). Enunciaremos esses fatos na próxima proposição.

Nem sempre é válido queRw/Jw é anel artiniano simples, mesmo impondo-se a condição

de Q ter dimensão finita sobre seu centro, conforme o Exemplo 3.7, que apresentaremos

após a Proposição 3.4.3.

Definição 3.4.2 Seja R um subanel do anel artiniano simples Q. O estabilizador de R é

o conjunto st(R) := {x ∈ Q∗; xRx−1 = R}.

Não é dif́ıcil verificar que (st(R), ·) é subgrupo de (Q∗, ·). Caso Q seja um corpo, o

subgrupo st(R) é todo o grupo Q∗. Além disso, se Q é um anel de divisão e R é um anel

de valorização total e invariante de D, também temos st(R) = Q∗.

Outro fato a ser destacado é que sendo w uma valorização do anel artiniano simples

Q, temos st(w) ⊆ st(Rw). De fato, para s ∈ st(w) e x ∈ Rw, temos que w(sxs−1) =
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w(s) + w(x) + w(s−1) = w(x) ≥ 0, o que implica em sRws
−1 ⊆ Rw. Analogamente,

s−1Rws ⊆ Rw implica em Rw ⊆ sRws
−1. Portanto, s ∈ st(Rw) e st(w) ⊆ st(Rw).

Agora já podemos demonstrar a seguinte proposição.

Proposição 3.4.1 Seja w uma valorização do anel artiniano simples Q. Se Rw/Jw é anel

artiniano simples, então Rw é anel de valorização de Dubrovin de Q com J(Rw) = Jw, e

para cada x ∈ Q \ {0}, existe α ∈ st(Rw) tal que RwxRw = αRw.

Demonstração

Já vimos que se Rw/Jw é anel artiniano simples, então Rw é anel de valorização de Du-

brovin de Q com J(Rw) = Jw. Então seja x ∈ Q \ {0}. Sabemos que existe α ∈ st(w)

tal que w(x) = w(α). Assim, w(x) + w(α−1) = 0 implica em w(xα−1) = 0, isto é,

xα−1 ∈ Rw \ J(Rw). Conclúımos que xα−1 ∈ Rwxα
−1Rw e xα−1 /∈ J(Rw). Conforme

observamos após a Definição 3.2.1, os ideais bilaterias de Rw estão totalmente ordenados

por inclusão, assim J(R) $ Rwxα
−1Rw. Pelo Lema 3.2.1, J(Rw) é o único ideal bilateral

maximal de Rw. Portanto, Rwxα
−1Rw = Rw. Agora, como st(w) ⊆ st(Rw), temos que

α ∈ st(Rw), isto é, α−1Rw = Rwα
−1 e Rwα = αRw. Portanto, RwxRw = αRw. �

Pela proposição, dada uma valorização w de Q tal que Rw/Jw é anel artiniano simples,

associamos o anel de valorização de Dubrovin Rw de Q.

Da mesma maneira que nos caṕıtulos anteriores, trabalharemos com classes de valo-

rizações de Q. Nosso objetivo é provar que existe uma correspondência biuńıvoca entre os

conjuntos

W = {[w]; w valorização de Q, tal que Rw/Jw é anel artiniano simples}

R = {R; R anel de valorização de Dubrovin de Q e se x ∈ Q \ {0}, existe α ∈ st(R) tal

que RxR = αR}.

Definição 3.4.3 Sejam v e w valorizações de Q. Dizemos que v é equivalente a w (v ∼ w)

quando Rv = Rw.

É fácil provar que ∼ é uma relação de equivalência.

Denotando por [w] a classe de equivalência da valorização w, temos a aplicação

ψ : W −→ R

[w] 7−→ Rw
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que está bem definida tendo em vista a Proposição 3.4.1. Para verificar que a aplicação

ψ é uma bijeção, construiremos a inversa φ de ψ. Para isso, dado um anel de valorização

de Dubrovin R de Q, tal que para todo x ∈ Q \ {0}, existe α ∈ st(R), tal que RxR = αR,

precisamos construir uma valorização w de Q, tal que Rw = R e Jw = J(R). Iniciaremos

construindo o grupo de valores para tal valorização w.

Seja R um anel de valorização de Dubrovin do anel artiniano simples Q. No conjunto

ΓR = {RqR; q ∈ Q \ {0} e existe αq ∈ st(R) tal que RqR = αqR}

definimos a operação

Rq1R +Rq2R = αq1αq2R

e a relação

Rq1R ≤ Rq2R⇔ Rq2R ⊆ Rq1R.

Observe que Rq1R + Rq2R é exatamente o produto (Rq1R)(Rq2R), pois αq1αq2R =

αq1Rαq2R = (Rq1R)(Rq2R).

Lema 3.4.3 Com a notação estabelecida acima, (ΓR,+) é um grupo aditivo, abeliano e

totalmente ordenado pela relação ≤. Mais ainda, ΓR ' st(R)
U(R)

.

Demonstração

Inicialmente verificaremos que a operação + é fechada em ΓR e também está bem definida

em ΓB. Temos Rq1R+Rq2R = αq1αq2R = Rαq1αq2R ∈ ΓR, pois αq1αq2 ∈ st(R) ⊆ Q\{0}.

Isso diz que + é uma operação fechada em ΓR. Provemos que + está bem definida.

Consideremos Rq1R = Rq̂1R e Rq2R = Rq̂2R . Assim, αq1R = αq̂1R e αq2R = αq̂2R. Dessa

forma, para x ∈ R, αq1αq2x = αq1αq̂2r = αq1sαq̂2 = αq̂1yαq̂2 = αq̂1αq̂2z, com r, s, y, z ∈ R.

Dessa maneira, αq1αq2R ⊆ αq̂1αq̂2R. Analogamente, prova-se que αq̂1αq̂2R ⊆ αq1αq2R e

assim, αq1αq2R = αq̂1αq̂2R, isto é, Rq1R+Rq2R = Rq̂1R+Rq̂2R, o que mostra que a soma

está bem definida em ΓR. Vamos provar que (ΓR,+) é grupo. É fácil ver que o neutro é R.

O inverso de RqR = αR ∈ ΓR é Rα−1R = α−1R, pois RqR +Rα−1R = αR + α−1R = R.

Claro que Rα−1R ∈ ΓR, pois do fato de st(R) ser grupo decorre que α−1 ∈ st(R). De

([D2], §2, Proposition 4), conclúımos que ΓB é abeliano. Segue de ([D1], §2, Theorem

4) que ΓB é totalmente ordenado por inclusão. Resta demonstrar o isomorfismo ΓR '
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st(R)
U(R)

. Note que o quociente está bem definido, pois U(R) é um subgrupo normal de

st(R). Consideremos a aplicação ϕ : st(R)
U(R)

−→ ΓR, dada por ϕ(qU(R)) = RqR = qR.

Primeiramente provemos que ϕ é um homomorfismo. Sejam q1, q2 ∈ st(R). Note que

ϕ(q1U(R)q2U(R)) = ϕ(q1q2U(R)) = Rq1q2R = (Rq1R)(Rq2R) = ϕ(q1U(R)) + ϕ(q2U(R)).

Afirmamos que Ker(ϕ) = U(R). De fato, qU(R) ∈ Ker(ϕ) implica em ϕ(qU(R)) = R,

isto é, RqR = R. Como q ∈ st(R), temos que RqR = Rq = R e assim, q ∈ U(R).

Também ϕ é sobrejetora, pois dado RqR ∈ ΓR, sabemos que existe α ∈ st(R) tal que

αR = RqR. Assim, escolhendo αU(R) ∈ st(R)
U(R)

, temos que ϕ(αU(R)) = RαR = RqR.

Portanto, ΓR ' st(R)
U(R)

. �

Agora utilizaremos o grupo ΓR constrúıdo acima, para definir a aplicação

w : Q −→ ΓR ∪ {∞}

0 7−→ ∞

0 6= x 7−→ RxR

Proposição 3.4.2 A aplicação w é uma valorização de Q com Rw = R e Jw = J(R).

Demonstração

Verificaremos os itens (a) à (e) da Definição 3.4.1. A prova de (a) e (b) é imediata. Para

verificar (c) e (d), consideremos x, y ∈ Q. Se x + y = 0, é imediato que ∞ = w(x + y) ≥

min{w(x), w(y)}. Vamos supor x+ y 6= 0 e w(x) ≥ w(y). Temos RxR ⊆ RyR e também

x+y ∈ RyR. Segue que R(x+y)R ⊆ RyR, ou seja, w(x+y) ≥ w(y) = min{w(x), w(y)}.

Isso prova o item (d). Como xy ∈ (RxR)(RyR), temos RxyR ⊆ (RxR)(RyR) e com isso,

w(xy) ≥ w(x) + w(y), o que prova (c). Resta provar (e), isto é, mostrar que w(st(w)) ∪

{∞} = w(Q). A inclusão w(st(w))∪{∞} ⊆ w(Q) é óbvia. Para provar a inclusão contrária

observemos inicialmente que w(Q) = w(st(R)). De fato, se w(q) ∈ w(Q), temos que

w(q) = RqR = αR, para algum α ∈ st(R) e como w(α) = RαR = αR = w(q), temos que

w(q) ∈ w(st(R)). Agora, se s ∈ st(R), então w(s−1)+w(s) = Rs−1R+RsR = s−1sR = R

e assim, w(s−1) = −w(s), isto é, s ∈ st(w). Logo, st(R) ⊆ st(w). Dessa maneira,

w(Q) = w(st(R)) ⊆ w(st(w)) e conclúımos a prova de que w é uma valorização de Q.

Finalmente, note que RxR ⊆ R ⇔ w(x) ≥ w(1) = 0 implica em R = {x ∈ Q; w(x) ≥

0} := Rw. Provemos agora que J(R) = {x ∈ Q; w(x) > 0}. Se x ∈ J(R), temos que

RxR ⊆ J(R) $ R implica em w(x) > 0. Por outro lado, se x ∈ Q e w(x) > 0, temos que
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x ∈ R e RxR $ R. Podemos ter J(R) ⊆ RxR ou RxR ⊆ J(R). A primeira possibilidade

não ocorre pois J(R) é maximal e RxR $ R. Só resta RxR ⊆ J(R) e assim x ∈ J(R). �

Recordemos que

• W = {[w]; w valorização de Q, tal que Rw/Jw é anel artiniano simples}

• R = {R; R anel de valorização de Dubrovin de Q e se x ∈ Q \ {0}, existe α ∈ st(R)

tal que RxR = αR}.

Assim, podemos finalmente definir a aplicação

φ : R −→ W

R 7−→ [w]

onde w é a valorização associada a R. O teorema seguinte afirma que φ é a inversa da

aplicação

ψ : W −→ R

[w] 7−→ Rw

Teorema 3.4.1 Seja Q um anel artiniano simples. Existe uma correspondência biuńıvoca

entre as classes de valorizações [w] de Q tais que Rw/Jw é anel artiniano simples e os

anéis de valorização de Dubrovin R de Q, tais que dado x ∈ Q \ {0}, existe α ∈ st(R) tal

que RxR = αR.

Demonstração

Não é dif́ıcil verificar que ψ(φ(R)) = R e φ(ψ[w]) = [w]. �

Teorema 3.4.2 ([MMU] p. 70, Theorem 12.3) Seja Q um anel artiniano simples de

dimensão finita sobre seu centro e seja R um anel de valorização de Dubrovin de Q com

V = Z(R). São equivalentes:

(i) R é integral sobre V ;

(ii) Dado x ∈ Q \ {0}, existe α ∈ st(R) tal que RxR = αR.

Combinando o Teorema 3.4.2 com as Proposições 3.4.2 e 3.4.1, obtemos o seguinte

corolário.
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Corolário 3.4.1 Seja Q um anel artiniano simples de dimensão finita sobre seu centro

e R um anel de valorização de Dubrovin de Q. Existe uma valorização w em Q tal que

Rw = R e Jw = J(R) se, e somente se, R é integral sobre V = Z(R).

Observe que no caso de Q ser um corpo, tal valorização w sempre existe e é uma

valorização no sentido que definimos para corpos, recaindo nos resultados do Caṕıtulo 1.

Em seguida apresentaremos uma proposição que fornece uma ferramenta útil para a

construção de valorizações sobre anéis artinianos simples.

Proposição 3.4.3 Seja Q um anel artiniano simples de dimensão n <∞ sobre seu centro

F, {a1 = 1, a2, · · · , an} uma F−base de Q e v : F −→ Γ ∪ {∞} uma valorização de F. A

aplicação

w : Q −→ Γ ∪ {∞}∑n
i=1 aixi 7−→ mini{v(xi)}

é tal que w|F = v. Também, para que w defina uma valorização em Q é necessário e

suficiente que w(aiaj) ≥ 0, para todos i, j ∈ {1, 2, · · · , n}.

Demonstração

Como a1 = 1, é claro que w|F = v. A necessidade é fácil de ser provada, pois se w é uma

valorização de Q, vale que w(xy) ≥ w(x) + w(y), para todos x, y ∈ Q. Em particular,

w(aiaj) ≥ w(ai) + w(aj) = v(1) + v(1) = 0. Para provar a suficiência, vamos verificar os

itens (a) à (e) da Definição 3.4.1.

(a) Como v(−1) = 0, é claro que w(−1) = 0.

(b) v(
∑n

i=1 aixi) = mini{v(xi)} = ∞ se, e somente se, xi = 0, para todo i. Isso equivale a

dizer que
∑n

i=1 aixi = 0.

Para o restante consideremos x, y ∈ Q, x =
∑n

i=1 aixi, y =
∑n

i=1 aiyi.

(d) Temos que x+y =
∑n

i=1 ai(xi+yi) e w(x+y) = mini{v(xi+yi)} ≥ mini{min{v(xi), v(yi)}}

= min{mini{v(xi)},mini{v(yi)}} = min{w(x), w(y)}.

(e) A inclusão w(st(w)) ∪ {∞} ⊆ w(Q) é direta. Para a inclusão contrária, tome

w(x) ∈ w(Q). Podemos supor ∞ 6= w(x) = w(
∑n

i=1 aixi) = mini{v(xi)}, o que im-

plica que existe j ∈ {1, 2, · · · , n} tal que w(x) = v(xj) e 0 6= xj ∈ F. Escolhendo

s = 1xj ∈ Q∗, obtemos w(s−1) = w(x−1
j ) = v(x−1

j ) = −v(xj) = −w(s). Portanto,

s ∈ st(w) e w(s) = w(x), o que prova que w(Q) ⊆ w(st(w)) ∪ {∞}.

119



(c) Temos que xy =
∑n

i,j=1 aiajxiyj. Denotando aiaj =
∑n

r=1 artijr segue queminr{v(tijr)} =

w(aiaj) ≥ 0, e assim v(tijr) ≥ 0 para todos i, j, r ∈ {1, 2, · · · , n}.

Também xy =
∑n

i,j=1(
∑n

r=1 artijr)xiyj =
∑n

r=1 ar(
∑n

i,j=1 tijrxiyj). Assim,

w(xy) = minr{v(
∑n

i,j=1 tijrxiyj)}

≥ minr{mini,j{v(tijrxiyj)}}

= minr{mini,j{v(tijr) + v(xi) + v(yj)}}
(1)

≥ mini,j{v(xi) + v(yj)}

= mini,j{v(xi) + v(yj)}

= w(x) + w(y).

Observe que utilizamos a hipótese w(aiaj) ≥ 0 na passagem assinalada com (1). Con-

clúımos assim que w é uma valorização de Q. �

Exemplo 3.6 Seja H a álgebra de divisão dos quatérnios com centro Q e base {a1 =

1, a2 = i, a3 = j, a4 = k}. Consideremos a valorização p−ádica vp : Q −→ Z ∪ {∞}.

Definimos

wp : H −→ Z ∪ {∞}∑4
r=1 arxr 7−→ minr{vp(xr)}

Observe que wp(aras) = 0 para todos r, s ∈ {1, 2, 3, 4} e assim, pela Proposição 3.4.3, wp

é uma valorização de H. Note ainda que Rwp = {q ∈ H; wp(q) ≥ 0} = Z(p) + Z(p)i +

Z(p)j+Z(p)k. De fato, q =
∑4

r=1 arxr ∈ Rwp implica em wp(q) = minr{vp(xr)} ≥ 0. Isso é

equivalente a vp(xr) ≥ 0, para todo r ∈ {1, 2, 3, 4}, isto é, q ∈ Z(p) + Z(p)i+ Z(p)j + Z(p)k.

Na segunda seção deste caṕıtulo, vimos que para p 6= 2, Z(p) + Z(p)i+ Z(p)j + Z(p)k é anel

de valorização de Dubrovin de H e portanto, wp é uma valorização de H tal que Rwp é

anel de valorização de Dubrovin de H.

Exemplo 3.7 No exemplo anterior, se p = 2, temos que w2 é uma valorização de H.

Entretanto, Rw2 não é anel de valorização de Dubrovin de H, pois como pode ser visto em

([W1], §1, Example (c)), o anel Ṽ(2) = Z(2)α+Z(2)i+Z(2)j+Z(2)k, onde α = 1
2
(1+i+j+k),

é o único anel de valorização de Dubrovin de H tal que Ṽ(2) ∩Q = Z(2). Nesse caso,
Rw2

J(Rw2 )

não é anel artiniano simples.
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[G] Gonçalves, A. Introdução à Álgebra. Rio de Janeiro, Instituto de Matemática
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