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"Nem tudo que se enfrenta
pode ser modificado, mas
nada pode ser modificado
até que seja enfrentado".

(Albert Einstein)



1ii

A Lidiani e & minha familia.



Agradecimentos

Aos meus orientadores, amigos e grandes incentivadores Fancello e Novotny, que sempre se
fizeram presentes e muito contribuiram para a finalizacao desta etapa. Especialmente ao
educador Fancello por propor este tema de trabalho bastante interessante e desafiador.

Aos professores do GRANTE/UFSC: Lauro César Nicolazzi, José¢ Carlos Pereira, Edison
da Rosa, Marcelo Alves e Paulo de Tarso pelas contribui¢oes dadas & minha formacao.

Meus especiais agradecimentos aos estimados professores Edgardo Taroco e Raiil Feijoo,
do Laboratério Nacional de Computagao Cientifica/LNCC, pela oportunidade, hospitalidade
e pelas muitas contribuicoes dadas para a realizagao e conclusao deste trabalho.

A banca examinadora, pelas contribuicdes na revisao deste trabalho.

Aos professores Gilson A. Giraldi e Antonio Carlos Salgado Guimaraes, do Laboratério
de Visualizacao Cientifica e Realidade Virtual/LNCC, por possibilitarem a utilizagdo do
software SciVis para visualizacao dos resultados numéricos.

Aos doutorandos Mércio E. Silveira e Daniela A. Bento, pelos momentos de descontracao e
em especial ao parceiro de C++ (agora pai) Rodrigo Roesler pela amizade e profissionalismo.

Aos grandes amigos Oscar Garcia e Claudio Avila pelos ensinamentos.

Aos colegas de mestrado Bruno Cesar Pockszevnicki, Thiago Guinzani Felipe, Yoshihiro
Nemoto, Cleber Pagliosa, Cristian Mangoni, Fabio Krug Rocha e Juliana Monteiro.

Ao programa de Pés-Graduagao em Engenharia Mecanica e & UFSC pelo apoio e disponi-
bilizacao de sua estrutura para a realizacao deste trabalho.

A CAPES, que através de bolsa de pesquisa, possibilitou a realizacao deste trabalho.

Aos amigos de longa data Paulo, André (B1), Eduardo, Adler, Jonas, Alan e Renan.

A toda minha familia, que sempre me apoiou e incentivou, em especial a Lidiani, aos

meus queridos pais André e Erida e as minhas irmas Karinne e Mabel.

A todos meu muito obrigado.

v



Sumario

Lista de Figuras viii
Simbologia Xi
Resumo xiii
Abstract Xiv
1 Introducao 1
1.1 Otimizagao estrutural . . . . . . . . . ... Lo 1
1.1.1  Otimizacao paramétrica . . . . . . . . . . . .. ... 2

1.1.2 Otimizacao de forma . . . . . . . . . . .. ... 3

1.1.3 Otimizacao topolégica . . . . . . . .. ... ... 3

1.2 Alguns métodos de otimizagao topolégica . . . . . . . .. .. ... ... ... 4
1.2.1 SIMP . . o 4

1.22 ESO . . . o 5

1.23 TSA . . e 6

1.3 Objetivos deste trabalho . . . . . . . .. ... oo 6
1.4 Apresentacao deste trabalho . . . . . .. ... oL oo 7

2 Formulagao do problema de otimizacao topolégica 9
2.1 Problema de equilibrio em Elasticidade Linear . . . . . . ... .. ... ... 9
2.2 Problema de otimizacao para minimizacao da energia interna . . . . . . . . . 12
2.3 Comentdrios adicionais . . . . . . . . . ... 13

3 Meétodos de otimizacao topolégica 14
3.1 SIMP . . e 14



3.2 ESO
3.3 TSA

3.3.3
3.34

Formulacao do problema . . . . . .. ... ... ... ... ... ..

Resolucao do problema de otimizacao topolégica . . . . . . . . .. ..

Defini¢ao da Derivada Topolégica . . . . . . . .. ... .. ... ...
Relacao entre a Derivada Topolégica e a Andlise de Sensibilidade a
Mudanga de Forma . . . . . . . .. ... ... ... ...
Célculo da sensibilidade pelo Método Lagrangeano . . . .. ... ..

Célculo da Derivada Topolégica em Elasticidade Linear . . . . . . . .

3.4 Comentdrios adiCionalS . . . . . . v v v v i

Aspectos computacionais

4.1 Método dos Elementos Finitos . . . . . . . . . . . . . ...

4.2  Algoritmos de otimizacao topolégica . . . . . . .. ...

4.2.1
4.2.2
4.2.3

Algoritmo baseadono SIMP . . . . . ... ..o oL
Algoritmo baseadono ESO . . . . .. ... o000
Algoritmo baseadona TSA . . . . . . ... ... ... ...

4.3 Implementacao numérica . . . . . . . ... Lo o

4.4 Discusao sobre formulagoes e abordagens numéricas . . . . . . .. ... ...

4.5 Comentdrios adicionalS . . . . . . . . . oo e

Resultados numéricos

5.1 Estado Planode Tensao . . . . . . . . . . . . .

5.1.1
5.1.2
5.1.3
5.1.4
5.1.5
5.1.6
5.1.7

Barra sob tracao uniaxial . . . . .. ..o
Viga bi-apoiada com carga transversal central na face superior . . . .
Mao-francesa . . . . . . ..o
Viga bi-apoiada com carga transversal central na face inferior

Ponte com tabuleiro inferior . . . . . ... ...
Ponte com tabuleiro central . . . . . .. ... ..o

Ponte com tabuleiro superior . . . . ... ...

5.2 Elasticidade Tridimensional . . . . . . . . . . . . .. ..

5.3 Comentarios adicionaiS . . . . . . v v v v e e e e

vi

33
33
34
34
39
42
44
45
46



6 Consideracgoes Finais

Referéncias Bibliograficas

A Andlise Assintética

A.1 Elasticidade Linear em 2D . . . . . . . . . . . ...

A2

A1l
A1.2
A1.3

Base 1 . . . .
Base 2 . . .

Mudanca de base e sobreposi¢ao das tensoes . . . . . . ... ... ..

Elasticidade Linear em 3D . . . . . . . . . . . ...

A21
A22
A23
A24

Distribuicao de tensoes na base 1 . . . . . .. .. .. ...
Distribuigao de tensoes na base 2 . . . . . .. ...
Distribuicao de tensoes na base 3 . . . . . .. .. ...

Mudancga de base e sobreposicao das tensoes . . . . . . ... ... ..

vii

63

71



Lista de Figuras

1.1

2.1

3.1
3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

4.1

4.2

4.3

Processo de otimizacao estrutural. . . . . . . .. .00
Corpo em equilibrio. . . . . .. ...

Campo de densidades associado ao dominio €2. . . . . . ... ... ... ...
Relacao entre a densidade e E*/FE para diferentes valores do parametro de
penalizacao P. . . . . . .. e e e e e
Algoritmos Evoluciondrios: baseado na sensibilidade do sistema quando se
retira um elemento finito do campo de aproximagao. . . . . . . . . ... ...
Conceito original da Derivada Topolégica: (a) dominio original e (b) pertur-
bado pela introducao de um furo infinitesimal. . . . . . . ... ... ... ..
Dominios (a) original e (b) perturbado, através de uma expansao no raio do
furo infinitesimal, ja existente. . . . . . . .. ...
Sistema de coordenadas polares para determinacao do comportamento do ten-
sor de tensoes o, em OF. em Estado Plano de Tensdo. . . . . . . . . ... ..
Sistema de coordenadas polares para determinacao do comportamento do ten-

sor de tensoes o, em OF,. em Elasticidade 3D. . . . . . .. ... ... ....

SIMP: Algoritmo baseado na introducao de material intermedidrio, associado
a cada elemento finito damalha. . . . . . . . ... ... 0oL
Determinagdo do multiplicador de Lagrange « via (a) método da bi-se¢éo e
(b) método secante. . . . ...
Fluxograma da solugao do problema de otimizacao topolégica via SIMP, pela

condicao de otimalidade. . . . . . . . .. .. oL o

viil

38



4.4

4.5
4.6

5.1
5.2

5.3

5.4

5.5

2.6

5.7
5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

Procedimentos para criagdo de furos: (a) retirada dos elementos menos sen-
siveis e (b) retirada dos nés com menores valores de sensibilidade ponderada
pelo nimero de contribuigoes. . . . . . ... Lo 40
Fluxograma do processo de otimizacao utilizando o algoritmo ESO. . . . . . 41

Fluxograma do processo de otimizagao através do algoritmo Derivada Topol6-

Barra sob tragao uniaxial: (a) modelo e (b) malha utilizados. . . . . . . . .. 48

Resultados numeéricos dos algoritmos SIMP, para (a) p =2 e (b) p =3, e dos

algoritmos (¢) ESO e (d) TSA.. . . . . . . .. . 48
Viga bi-apoiada com carga transversal central na face superior: (a) modelo e
(b) malha utilizados. . . . . . ... ... L 49
Resultados numéricos, para v = 1/4, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e (c)
TSA. . . e 50
Resultados numéricos, para v = 1/3, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e (c)
TSA. 50
Resultados numeéricos, para v = 2/5, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e (c)
TSA. . e 50
Mao-francesa: (a) modelo e (b) malha utilizados. . . . . ... ... ..... 51

Resultados numéricos, para V = 0, 15V, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e

(c) TSA. .« 52
Resultados numéricos, para V = 0,25V, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e
(c) TSA. . . e 52
Resultados numéricos, para V = 0, 35V, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e
(©) TSA. o oo e e e 52
Viga bi-apoiada com carga transversal central na face inferior: modelo utilizado. 53

(a) Malha, com 2.968 nés e 5.734 elementos finitos na parte simétrica, e re-

sultados encontrados para h = L/50 nos algoritmos (b) SIMP, (¢) ESO e (d)

(a) Malha, com 11.708 nés e 23.014 elementos finitos na parte simétrica, e
resultados encontrados para h = L/100 nos algoritmos (b) SIMP, (c¢) ESO e
(d) TSA. .« . 55

1X



5.14

5.15

5.16

5.17
5.18

5.19
5.20

5.21
5.22

Al

A2

A3

A4
A5

(a) Malha, com 46.514 nés e 92.226 elementos finitos na parte simétrica, e
resultados encontrados para h = L/200 nos algoritmos (b) SIMP, (c¢) ESO e
(d) TSA. . .
Ponte com tabuleiro inferior: modelo utilizado. . . . . . . .. ... ... ...
Ponte com tabuleiro inferior: (a) modelo numeérico utilizado e resultados
numéricos dos algoritmos (b) SIMP, (c¢) ESO e (d) TSA. . . ... ... ...
Ponte com tabuleiro central: modelo utilizado. . . . . . . ... ... ... ..
Ponte com tabuleiro central: (a) modelo numérico utilizado e resultados
numéricos dos algoritmos (b) SIMP, (c¢) ESOe (d) TSA. . .. ... .. ...
Ponte com tabuleiro superior: modelo utilizado. . . . . . . ... ... ....
Ponte com tabuleiro superior: (a) modelo numérico utilizado e resultados
numéricos dos algoritmos (b) SIMP, (c¢) ESO e (d) TSA. . . ... ... ...
Cubo sujeito a carga concentrada: modelo utilizado. . . . . . . . .. ... ..
Cubo sob carga pontual: (a) modelo numérico utilizado e resultados numéricos

dos algoritmos (b) SIMP (para valores de densidades dos elementos maiores

que 0,5), (c) ESO e (d) TSA. . . . . ... .

Sistema de coordenadas cilindricas da base 1, para a determinacao da dis-
tribuicao de tensoes em Estado Plano de Tensao. . . . . ... .. ... ...
Sistema de coordenadas cilindricas da base 2, para a determinacao da dis-
tribuicao de tensoes em Estado Plano de Tensao. . . . . . ... ... .. ..
Sistema de coordenadas esféricas da base 1. . . . . . .. ... ... .. ...
Sistema de coordenadas esféricas da base 2. . . . ... ... ... ... ...

Sistema de coordenadas esféricas da base 3. . . . . . . .. ... ... ...

59



Simbologia

Operador bilinear tal que a (+,-) : U x V =R

Forgas de corpo

Direcao de mudanca associada ao e-ésimo elemento finito
Tensor de elasticidade

Tensor de elasticidade para material ficticio

Matriz de elasticidade do e-ésimo elemento finito

Matriz de elasticidade ficticia do e-ésimo elemento finito
Derivada Topolégica

Médulo de elasticidade do material

Médulo de elasticidade do material ficticio

Vetor de carregamento nodal

Forga pontual

Dominio do furo de raio €

Fronteira do furo de raio €

Restricao de igualdade referente a equacao de estado
Tamanho relativo dos elementos finitos da malha, tal que h € (0,1] C R
Matriz de rigidez da estrutura

Matriz de rigidez do e-ésimo elemento finito

Matriz de rigidez da estrutura, apds a remocao do e-ésimo elemento finito.
Operador linear tal que [ () : V =R

Vetor normal ao contorno 02

Nimero de elementos finitos ativos

Ntumero de casos de carregamentos

Numero de elementos finitos do sistema

Numero de pontos de integracao de Gauss

Parametro para penalizacao de densidades intermedidrias
Forcas de superficie

Matriz de rotacao do s-ésimo sistema de coordenadas
Residuo, da i-ésima iteragao, referente a restricao de volume
Campo de deslocamentos definido em U/

Campo de deslocamentos definido em 4,

Vetor de deslocamentos nodais

Campo de deslocamentos definido em U,

Campo de deslocamentos para material ficticio

Campo de deslocamentos definido em U,

Conjunto das fungoes admissiveis definido em €2

Subespaco de dimensao finita das fungdes admissiveis (U, C U)
Conjunto das fungoes admissiveis definido em €2,

X1



U, Conjunto das funcgoes admissiveis definido em €2

v Campo de velocidade

V Volume inicial da estrutura

V. Volume do e-ésimo elemento finito

Vv Volume que se pretende obter ao final do processo de otimizagao topoldgica
V Conjunto das variacoes admissiveis definido em €2

V, Subespaco de dimensao finita das variagoes admissiveis
V. Conjunto das variagoes admissiveis definido em €2,

V; Conjunto das variagoes admissiveis definido em €2,

X Ponto do dominio (x € Q)

z,y, z Coordenadas retangulares

W Peso atribuido ao j-ésimo caso de carregamento

Letra Latina:

£ Funcional Lagrangeano

Letras Gregas Mintsculas:

01, 02,03
Orry Trops Tro,
Tors Oppy T
Tor, Tops 060
5'7“7*7 7_—Tg07 7_—7*07
7_—907“7 5'<p<p: 7_—909:
Tory Top, 006
Ay,

Multiplicador de Lagrange associado & restrigao de volume

Raio do furo introduzido no dominio

Tensor de deformacoes

Tensor de deformagoes do material ficticio

Tensor de deformagoes aproximado pelo Método dos Elementos Finitos
Vetor Multiplicador de Lagrange associado & equagao de equilibrio
Coeficiente de Poisson

Campo de densidades distribuido no dominio

Valores minimo e méximo para os valores de densidades
Densidade associada ao e-ésimo elemento finito

Tensor de tensoes

Tensor de tensoes do material ficticio

Tensor de tensoes aproximado pelo Método dos Elementos Finitos
Tensoes principais

Componentes do tensor de tensoes em coordenadas polares (sistema global)

Componentes do tensor de tensoes em coordenadas polares (sistema local)

Funcao custo
Sensibilidade da fungao custo & remocao do e-ésimo elemento finito.

Letras Gregas Maitisculas:

Parte de 0f) na qual estao impostas as condi¢oes de contorno de Dirichlet
Parte de 02 na qual estao impostas as condigoes de contorno de Neumann

2 Dominio de definicao da equacao de estado

)., Dominio do elemento finito

Q2. Dominio perturbado pela introducao de um furo infinitesimal de raio €
. Dominio perturbado, obtido através de parametrizacao por 7 € R

Contorno de , tal que 92 =T'p ULy ep NIy =10

XI1



Resumo

O processo de otimizagao estrutural consiste em obter o projeto de melhor desempenho,
que é avaliado através de uma funcao custo definida a partir de um conjunto de varidveis
que descrevem o sistema estrutural, denominadas varidveis de projeto. No caso da otimiza-
¢ao topoldgica, isto é realizado através da variagdo do dominio (topologia) da estrutura.
Em geral, os métodos de otimizacao topoldgica sao baseados em andlise de sensibilidade da
funcgao objetivo e das restricoes impostas ao problema. Dentre outros, pode-se citar: SIMP
(Solid Isotropic Material with Penalization), ESO (Evolutionary Structural Optimization) e
TSA (Topological Sensitivity Analysis). O método SIMP é baseado na existéncia de ma-
terial intermedidrio. Sendo assim o comportamento constitutivo do material intermedidrio
(ficticio) é definido por um parametro p, que estd associado com a densidade do material.
O material sélido é representado por p = 1, por outro lado, p = 0 significa vazio. Com
isso, as varidveis de projeto correspondem ao campo de densidades associado ao dominio e
a sensibilidade da fun¢ao custo é calculada em relacao a estas varidveis. O algoritmo ESO é
baseado no céalculo da funcao custo quando um elemento é removido da malha de elementos
finitos. Esta sensibilidade é obtida por procedimento de diferencas finitas. A TSA fornece a
sensibilidade da funcao custo quando o dominio é perturbado pela introdugao de um furo in-
finitesimal. Esta sensibilidade é calculada no sistema continuo conduzindo & expressao exata
da sensibilidade. Neste trabalho, esses métodos serao aplicados no problema de otimizacao
de componentes estruturais. A energia interna é adotada como funcéo custo a ser mini-
mizada, sujeita a restricao de volume. Neste caso particular, as expressoes de sensibilidade
dos métodos mencionados resultam similares. Finalmente, alguns experimentos de otimiza-
cao topolégica em Elasticidade Linear 2D e 3D sao apresentados e os resultados obtidos

através das trés metodologias permite fazer uma andlise comparativa entre as mesmas.
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Abstract

The topological optimization is related to the search of the best performance of a struc-
ture through variation of its domain topology. In general, the methods for topology opti-
mization are based on sensitivity analysis: SIMP (Solid Isotropic Material with Penaliza-
tion), ESO (Evolutionary Structural Optimization), TSA (Topological Sensitivity Analysis),
among others. The SIMP method is based on the existence of intermediate material. Thus,
the constitutive behavior of intermediate material (artificial) is defined by a parameter p,
which is associated with the density of the material. The solid material is represented by
p = 1, on the other hand, p = 0 means void. For the discrete structure, the density is
computed for each finite element and the mechanical properties are obtained considering an
artificial constitutive equation. Therefore, the design variable is the density field associated
to the finite element mesh and the sensitivity of the cost function is performed in relation
to these variables. The ESO algorithm is based on the sensitivity of the cost function when
an element is removed from the finite element mesh. This sensitivity is obtained by means
a finite difference procedure. The TSA supplies to the sensitivity of the cost function when
the domain is disturbed by the introduction of an infinitesimal puncture. This derivative
is computed in the continuum structure leading to the exact expression for the sensitivity.
In this work, these approaches are applied on topological optimization of structural com-
ponents. The strain energy is adopted as the cost function to be minimized, subjects to a
volume constraints. In this particular case, the sensitivity expressions for the above methods
result similarly. At last, some numerical experiments of 2D and 3D topological optimization
in linear elasticity are shown and the obtained results through the three methodologies that

enable us to make a comparative analysis between them.
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Capitulo 1

Introducao

A concepgao de projetos estruturais fundamenta-se em procedimentos normalizados, esta-
belecidos hé décadas. O método convencional de projeto baseia-se na experiéncia e intuigao
do projetista e, com isso, os avancos em geral ocorrem vagarosamente.

A alta competitividade entre as empresas, porém, obrigou-as a oferecer seus produtos
a custos cada vez mais reduzidos, levando os engenheiros a desenvolver metodologias para
conceber melhores projetos, despontando, como alternativa, o uso de técnicas de otimizagao.

O campo de aplicagoes dos métodos de otimizagao ampliou-se & medida que a tecnolo-
gia computacional se desenvolveu, permitindo atualmente que o mesmo seja empregado em
sistemas estruturais complexos tais como projetos de pontes, viadutos, componentes auto-
motivos e aeroespaciais entre outros.

Neste capitulo é apresentado um breve resumo sobre otimizagao estrutural, particula-
rizando, em seguida, o problema de otimizagao topolégica para a minimizacao da energia
interna. Apds esta etapa sao expostas algumas das formulagoes de otimizacao topolégica
disponiveis na literatura: SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization), ESO (Evolu-

tionary Structural Optimization) e TSA (Topological Sensitivity Analysis).

1.1 Otimizacao estrutural

O processo de otimizagao estrutural consiste em obter o projeto de melhor desempenho, sendo
este avaliado através de uma funcao custo definida a partir de um conjunto de varidveis que
descrevem o sistema estrutural, denominadas varidveis de projeto. As técnicas de otimizacao

buscam determinar os extremos desta fungao (méximo ou minimo, dependendo do problema)
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dentro de uma regiao de projeto denominada regiao vidvel ou factivel. Esta regiao reine os
pontos de projeto que atendem as restricoes do problema, freqiientemente classificadas em
restricoes de igualdade ou desigualdade.

Dentre os problemas de otimizacao estrutural cldssicos podem ser citados a minimiza-
¢ao da massa, da energia de deformacao, a maximizacao da freqiiéncia natural critica, a
minimizacao da flexibilidade, a maximizacao da carga critica de flambagem, etc.

Os algoritmos empregados para a determinacao da estrutura 6tima freqiientemente uti-
lizam informacoes referentes a sensibilidade do funcional, que fornece informacoes sobre as
derivadas da funcao objetivo e restrigoes impostas ao problema, em relacao a cada varidvel
de projeto. No processo de otimizacao a andlise de sensibilidade ¢ um item de suma im-
portancia, pois, a partir da andlise de sensibilidade, os algoritmos de otimizacao impoem
modificagbes nas varidveis de projeto segundo suas préprias metodologias. Na Fig. (1.1)

podem-se observar as etapas envolvidas no processo de otimizagao estrutural.

Analise de
(_' sensibilidade —\v
Projeto Analise Algoritmo de
e — A
inicial estrutural otimizagao
{ Modificacdo )
do projeto Convergéncia
Projeto
otimo

Figura 1.1: Processo de otimizacao estrutural.

A otimizacao estrutural, segundo as varidveis de projeto, classifica-se freqiientemente em

paramétrica, de forma e topoldgica. Segue abaixo um breve resumo sobre cada uma delas.

1.1.1 Otimizacao paramétrica

Neste tipo de otimizacao, as varidveis de projeto sao definidas por parametros do material

(médulo de Young, coeficiente de Poisson do material, tensao de escoamento, densidade, etc.)
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e/ou geométricos (altura, espessura, largura, momento de inércia, etc.), permanecendo a
regiao ou dominio geométrico, na qual é definida a equagao de estado do problema, inalterada.
Este foi o primeiro modelo de otimizacao estrutural que surgiu, em funcao da necessidade
da industria aeroespacial em reduzir o peso de seus componentes.
Como exemplo pode-se citar a otimizagao paramétrica de placas formadas por materiais
compostos laminados, onde as varidveis de projeto sao a espessura do laminado, orientacao

das fibras, dentre outros.

1.1.2 Otimizacao de forma

Na otimizacgao de forma, o dominio de definicao da equacao de estado é modificado através de
alteragoes em sua forma, ou seja, na fronteira do dominio. O tratamento deste tipo de varidvel
de projeto (forma) possui algumas particularidades, principalmente no que diz respeito ao
célculo de derivadas das fungoes de desempenho, que podem ser obtidas utilizando-se alguns
conceitos bdsicos da Mecénica do Continuo (conforme Fancello [18]), tais como derivada
material de campos espaciais e o Teorema do Transporte de Reynolds.

No caso de estruturas discretas (tipicamente estruturas trelicadas ou pérticos) busca-se
a solucao 6tima através da modificacao das coordenadas nodais. Ja em estruturas continuas
(placas, cascas, solidos, etc.), a forma é usualmente definida e modificada através de varidveis

de controle geométrico tais como pontos de controle de B.Splines, raios, tangentes, etc.

1.1.3 Otimizacao topolégica

Na otimizagao topolégica busca-se a solu¢ao 6tima através da variagdo do dominio (topolo-
gia) da estrutura, e ndo somente da fronteira do mesmo. Isto corresponde, em estruturas
discretas, a determinar, por exemplo, o nimero total de barras, suas respectivas conectivi-
dades e suas propriedades geométricas. Em se tratando de estruturas continuas, busca-se
determinar a existéncia ou nao de material no dominio, seus respectivos formatos e a conec-
tividade entre os dominios.

Os métodos de otimizacao topoldgica, no que diz respeito a estruturas continuas, sao

normalmente classificados em dois grupos (ver Eschenauer & Olhoff [15]):

e Aproximagao por microestrutura (Material): O processo de otimizagao topolégica é



Capitulo 1 - Introdugao 4

baseado no estabelecimento de uma relacao entre a rigidez e a densidade associada
ao dominio, que pode assumir qualquer valor entre 0 (vazio) e 1 (material sélido),
sendo os valores intermedidrios correspondentes a um material poroso. A partir daf
os algoritmos baseados em microestruturas propoem encontrar a melhor disposicao do
material, de maneira a minimizar ou maximizar a fung¢ao custo. Como exemplos pode-
se citar: Material Intermedidrio Artificial (SIMP), Material Poroso Homogeneizado,

entre outros;

e Aproximagao por macroestrutura (Geométrica): Neste caso a topologia da estrutura
¢ modificada através da insercao de furos no dominio. Entre os métodos existentes
pode-se citar: métodos baseados na insercao de furos em sistemas continuos tais como
Anslise de Sensibilidade Topolégica (TSA) e Bubble Method, e baseados na insergao

de furos em sistemas discretizados, tais como Algoritmos Evoluciondrios (ESO).

Um dos critérios mais utilizados em problemas de otimizacao topolégica estrutural é
a minimizacao da energia interna de deformacao com restricao sobre o volume que, em
problemas lineares, é equivalente ao problema de minimizacao do trabalho externo. Sendo
os carregamentos a que a estrutura estd submetida constantes, minimizar o trabalho das
forcas externas corresponde a minimizar os deslocamentos, ou seja, tornar a estrutura mais
rigida.

O foco deste trabalho estd relacionado ao processo de otimizacao topoldgica, sendo apre-

sentado a seguir alguns dos métodos existentes para resolucao do problema.

1.2 Alguns métodos de otimizacao topoldgica

A seguir sao apresentadas trés abordagens possiveis para a resolu¢ao do problema de otimiza-
cao topoldgica: formulagao baseada em Material Intermedidrio (SIMP), Algoritmos Evolu-

ciondrios (ESO) e Analise de Sensibilidade Topoldgica (TSA).

1.2.1 SIMP

Nesta abordagem, a existéncia ou nao de material é tratada através do uso de um modelo

de material ficticio, que pode adotar comportamento intermedidrio entre sélido e vazio.
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Assim, ao se utilizar a técnica denominada SIMP o comportamento constitutivo do material
intermedidrio (artificial) é definido por uma fungao paramétrica p, associada com a densidade
do material. O material sélido é representado por p = 1 e o vazio por p = 0. Desta forma,
a densidade associada a cada ponto do dominio é utilizada para a determinacao do tensor
constitutivo C* do material, sendo esta a varidvel de projeto que equivale & relaxacao do
problema de otimizagao topolégica.

Esta idéia foi inicialmente proposta por Bendsge & Kikuchi [6] baseada no conceito de
microestruturas, que foi denominada Método de Homogeneizacao. Isto contribuiu para a
popularizacao do processo de otimizacao, até entao pouco utilizado em virtude da comple-

xidade matematica envolvida na existéncia/nao existéncia de material.

1.2.2 ESO

Em funcao do grande nimero de operacoes envolvidas nos algoritmos baseados em progra-
magao matemdtica que podem tornar os cdlculos muito dispendiosos, Xie & Steven [49]
desenvolveram uma maneira simples de impor modificacoes na topologia da estrutura, feita
mediante heurfstica de remocao gradual de elementos finitos da malha, correspondentes
a regioes que nao contribuem efetivamente para um bom desempenho para o propdsito
da estrutura. Este conceito, denominado ESO (FEvolutionary Structural Optimization), foi
primeiramente aplicado ao processo de otimizacao topoldgica para a minimizacao das tensoes
em componentes estruturais. Neste caso, os elementos finitos sujeitos aos menores valores
de tensao sao removidos da malha, a estrutura é novamente analisada e o processo repetido.
Este procedimento prossegue até que se atinja uma saturagao no campo de tensoes da es-
trutura, ou seja, o valor de tensao atuante em todo dominio seja praticamente constante e
muito préximo da tensao admissivel do material ou que seja atingido o limite de remocao de
material (ver Hinton & Sienz [26], Querin [39] e Querin et alli [40]).

Entretanto, ao se retirar um determinado grupo de elementos da malha, pode-se extra-
polar os valores de tensao admissivel em algumas regioes. Desta forma, para contornar o
problema, foi proposta uma maneira mais eficiente de utilizar este conceito, na qual, além de
remover os elementos finitos de regioes com baixos valores de tensoes, sao introduzidos novos

elementos finitos em regides com altos valores de tensao, sendo este denominado BESO (Bi-
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directional Evolutionary Structural Optimization). Com isso a taxa de remocao dos elementos
¢ dada pela diferenca entre o niimero de elementos finitos removidos e os adicionados.
Embora o conceito do método ESO, do qual alguns aspectos tedricos podem ser encon-
trados em Tanskanen [46], seja extremamente simples, o mesmo requer que as modificagoes
impostas ao dominio, em cada passo do processo de otimizagao, nao sejam muito significa-

tivas, o que torna o custo computacional envolvido no método bastante dispendioso.

1.2.3 TSA

A partir da Anélise de Sensibilidade Topoldégica encontra-se uma funcao escalar, denominada
Derivada Topolégica. A Derivada Topolégica pode ser definida como a sensibilidade da
funcao custo quando da introducao de um furo infinitesimal no dominio continuo. Estes furos
podem representar, por exemplo, canais de resfriamento, isolamentos térmico ou elétrico,
incrustagoes, zonas plastificadas, trincas (nucleagdo e propagacao), etc., o que ird depender
das condicoes de contorno impostas sobre as fronteiras das cavidades criadas ou através de
suas propriedades materiais. No caso especifico da otimizagao topoldgica estrutural objetiva-
se modificar o dominio através do cdlculo da sensibilidade do funcional quando da introducao
de um vazio, que corresponde a impor condicoes de contorno de Neumann homogénea sobre
a fronteira do furo introduzido. Este conceito foi inicialmente proposto por Eschenauer et
alli [14], Eschenauer & Schumacher [16] e [17] e formalizado mais tarde por Sokolowski &
Zochowski [45], Céa et alli [9] e Novotny [33].

1.3 Objetivos deste trabalho

Neste trabalho objetiva-se realizar um estudo comparativo entre os métodos de otimizagao
topoldgica SIMP, ESO e TSA considerando-se a energia interna como fun¢ao custo. Neste
caso particular, embora estes métodos tenham origens conceituais totalmente distintas, apre-
sentam expressoes de sensibilidade semelhantes. Sendo assim, provavelmente esses métodos
conduzem a resultados muito parecidos.

Em particular, este estudo tem como objetivos principais:

e Obter as expressoes de sensibilidade dos métodos SIMP, ESO e TSA para Estado Plano
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de Tensao e Elasticidade Tridimensional, levando em consideragao muiltiplos estados

de carga;

e Desenvolver e implementar computacionalmente os algoritmos de otimizagao utilizando

os métodos SIMP, ESO e TSA;

e Realizar experimentos numéricos mostrando as caracteristicas de cada um dos métodos

de otimizacao topoldgica apresentados;

e Fazer uma anédlise comparativa dos resultados numéricos obtidos, levando em conta as
similaridades das expressoes de sensibilidade obtidas para cada método de otimizacao

topolégica apresentados.

1.4 Apresentacao deste trabalho

Ap6s a introducgao dada neste capitulo, o capitulo 2 apresenta o problema de equilibrio em
Elasticidade Linear, assim como o problema de minimizacao da energia interna.

No capitulo 3, os métodos de otimizacao topoldgica a serem estudados sao formalmente
apresentados: SIMP, ESO e TSA. No caso do SIMP, a resolugao do problema de minimizacao
da energia interna é proposta através da solugao das suas condicoes de otimalidade. J& no
caso das técnicas de otimizagao topoldgica ESO e TSA, ¢é utilizada uma heuristica de retirada
de elementos finitos baseada na informagcao de sensibilidade fornecida em cada abordagem.

Apés apresentados os métodos de otimizacao topoldgica, o capitulo 4 dispoe dos aspec-
tos de implementacao para as formulacoes mencionadas, assim como a forma de calcular,
aproximadamente, o campo de deslocamentos utilizando-se o Método dos Elementos Finitos.

O capitulo 5 apresenta uma série de resultados numéricos do problema de otimizacao
topoldgica para as formulagoes mencionadas, em Estado Plano de Tensao e Elasticidade
Tridimensional, considerando comportamento linear do material, sendo os mesmos avaliados
e comparados entre si.

No capitulo 6, sao feitas algumas consideragoes finais sobre o presente trabalho e temas

sao sugeridos para trabalhos futuros.
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Finalmente, o Apéndice detalha o procedimento para a determinacao da distribuicao de
tensoes atuantes no dominio de acordo com o raio do furo introduzido no mesmo, em Estado
Plano de Tensao e Elasticidade Tridimensional. Este campo de tensao é um instrumento

necessdario para realizar o cdlculo da sensibilidade pelo método TSA.
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Formulacao do problema de
otimizacao topoldégica

Neste capitulo é apresentado o problema variacional de equilibrio em Elasticidade Linear,
sendo obtido o problema de valor de contorno associado. Apdés esta etapa apresenta-se o
problema de otimizacao para a minimizacao da energia interna, muito utilizado em otimiza-

¢ao topoldgica estrutural.

2.1 Problema de equilibrio em Elasticidade Linear

Seja um domifnio aberto e limitado 2 C R, cujo contorno df) ¢ suficientemente regular,
onde N representa a dimensao do espaco Euclidiano. Considerando que ) representa a
configuracao inicial de um corpo material deformédvel submetido a forcas de corpo b e que
0N=TpUT'yel'pNIy =0, onde I'p corresponde a parte de 92 no qual estao impostas
restrigoes sobre o campo de deslocamentos u, enquanto que I'y é a parcela de 02 submetida a
forgas de superficie q, conforme ilustracao na Fig. (2.1). Desta forma a equagao de equilibrio
deste fenomeno é dada pelo seguinte problema variacional (Principio dos Trabalhos Virtuais):

encontrar u € U tal que

a(uym)=1(mn) Vnev, (2.1)

onde

U:={ucH (Q):ul, =0} ¢ V:i={neH (Q):nl, =0} (2.2)
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q
]

Z

Figura 2.1: Corpo em equilibrio.

correspondem, respectivamente, ao conjunto das fungoes admissiveis e das variagoes admis-
siveis. Fisicamente, o operador a(-,-) : U x V — R representa o trabalho realizado pelas
forgas internas e [ (-) : V — R o trabalho realizado pelas forgas externas, sendo os mesmos

definidos, respectivamente, como
a(u,m) = /0' - Vinds2, (2.3)
Q

) = [bonin+ [ amiry, (2.0
Q Ty

no qual o é o tensor de tensoes, dado pela equacao constitutiva
o = Ce, (2.5)

onde C corresponde ao tensor de elasticidade de quarta ordem e € ao tensor de deformacoes.
Considerando o emprego de material isotrépico, homogéneo e eldstico linear, tem-se que

o tensor de elasticidade é dado por

1) v
C= I
1+V< +1—21/

I®1), (2.6)

onde E é o médulo de elasticidade, v o coeficiente de Poisson e I e II correspondem ao tensor
identidade de segunda e quarta ordem, respectivamente.

A partir da hipétese de que o corpo estd submetido a pequenos deslocamentos e defor-
magoes, tem-se que o tensor de deformagoes é dado pelo tensor de Green linearizado, ou
seja,

e =V’u, (2.7)

10
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onde o operador V* (-) ¢ utilizado para denotar

V() =35 (VO+V). 28)

Assim, considerando-se as Eqgs. (2.3) e (2.4), a Eq. (2.1) ¢é escrita como
/O"VS’I’]dQ:/b-T]dQ-i-/ q-ndl'y VnpeV. (2.9)
Q Q I'n
Pela regra do produto e considerando-se a simetria de o, sabe-se que
div[on] = o - V°n + dive - n, (2.10)
conforme Gurtin [24]. Substituindo este resultado na Eq. (2.9), tem-se

/div [an]dQ—/diva-ndQ:/b-ndQ+/ q-ndl'y VnpeV. (2.11)
Q0 Q Q I'y

Pelo Teorema da Divergéncia, observa-se que
/ div [on] dQ) = / on - ndos2, (2.12)
Q o0
onde n é um vetor normal ao contorno 2.
Sendo a fronteira definida por 0€2 = I'p U I'y, e lembrando-se que 7 € V e que o é
simétrico, a Eq. (2.12) pode ser expressa por
/div lom] dS2 :/ on-ndly. (2.13)
Q I'n

Substituindo-se a Eq. (2.13) em (2.11) e organizando-se os termos, obtém-se

/ (an—q)‘ndFN—/ (dive+b) -ndd=0 VneV. (2.14)
I'n Q

Como esta equacao deve ser vilida para todo m, tem-se, do teorema fundamental do

célculo das variacoes, que
—div(e)=b em Q,
u=0 em I'p, (2.15)

on=q em ['y.

Este conjunto de equagoes é denominado Problema de Valor do Contorno.

11
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2.2 Problema de otimizacao para minimizacao da ener-
gia interna

Um critério muito utilizado em otimizagao topolégica é a minimizacao da energia interna
com restricao sobre o volume, o que equivale, em problemas lineares, a maximizar a rigidez
da estrutura. Desta forma, adotando-se a energia interna como funcao custo v, tem-se que
o problema é formulado como

Minimizar: ¢ (u) = 3a (u,u), (2.16)
Sujeito &: [, dQ <V, .

onde V representa o volume que se pretende obter ao final do processo de otimizacdo e u o
campo de deslocamentos, que é obtido através da solu¢ao da Eq. (2.1). Pode-se incorporar
a equacao de estado ao problema de otimizacao topoldgica como uma restricao de igualdade
g, sendo entao o problema formulado por

Minimizar: ¢ (u) = 3a (u,u),

piizn LareT (2.17)
Sujeito a: {g(um):a(u,n)_l(n):() Vney

Em alguns problemas ha a necessidade de se impor restricoes quanto aos procedimentos
normativos, tal como falha do material, resposta do sistema (freqiiéncia natural, desloca-
mento méximo, entre outros), etc., aparecendo estas como novas restrigdes impostas ao
problema, tanto de igualdade como desigualdade.

Considerando-se U = V e a condigao de equilibrio do sistema, dada pela Eq. (2.1), que

deve ser valida para todo 1, pode-se, por exemplo, adotar
n=u (2.18)
Neste caso a Eq. (2.1) pode ser re-escrita como
a(u,u) =1(u). (2.19)
Sendo a fung¢ao custo dada por

() = %a (w,u), (2.20)

tem-se que substituindo a Eq. (2.19) em (2.20)

¥ (u) = =1 (u). (2.21)

12
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Com isso pode-se concluir que, nos casos lineares, o problema de minimizacao da energia
interna é equivalente ao problema de minimizacao do trabalho externo, ou seja, a solucao
obtida ao final do processo de otimizacao em ambos problemas é idéntica.

O problema de minimizacao do trabalho externo, para sistemas continuos, é formulado

como sendo:

Minimizar: ¢ (u) =1 (u),

o [Ldo< V. (2.22)
Sujeito a: { gun)=a(un)—Il(n)=0 VneV.

A diferenga encontrada entre estas formas de propor o problema de otimizagao (Egs.
(2.17) e (2.22)) ¢é que, ao final do processo, o valor da fungao custo para o problema de
minimizagao do trabalho externo serd duas vezes o valor encontrado para o problema de
minimizagao da energia interna, lembrando que esta condi¢ao somente é vilida em problemas

lineares.

2.3 Comentarios adicionais

Neste capitulo apresentou-se inicialmente o problema variacional de equilibrio para Elasti-
cidade Linear e o Problema de Valor de Contorno associado. Em seguida o problema de
minimizacao da energia interna com restricao sobre o volume foi apresentado. Por fim,
constatou—se que, em Elasticidade Linear, a solu¢ao dos problemas de otimizacao estrutural
para a minimizagao da energia interna e do trabalho externo sao equivalentes, exceto pelos

valores encontrados da fungao custo em ambos problemas.

13
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Métodos de otimizacao topolégica

Existem varias técnicas disponiveis na literatura para resolver o problema de otimizagao
topolégica. A seguir sao apresentadas as formulagdes SIMP (Solid Isotropic Material with
Penalization), ESO (Evolutionary Structural Optimization) e TSA (Topological Sensitivity
Analysis). Neste capitulo as técnicas mencionadas sdo particularizadas para o problema de

minimizacao da energia interna (ver Eq. (2.17)).

3.1 SIMP

A abordagem de otimizacao topoldgica SIMP surgiu como uma forma simples de intro-
duzir um material com propriedades intermedidrias similares as que se obtém com o uso
de microestruturas e técnicas de homogeneizagao. No entanto, no caso do SIMP, este ma-
terial intermedidrio é usado apenas como artificio matematico enquanto que na técnica de
homogeneizacao o material intermedidrio pode corresponder a um material composto ou mi-
croestruturado (ver Bendsge [4]), por exemplo. No SIMP; este artificio ¢ utilizado com o
intuito de determinar quais regioes devem possuir material e quais devem ser vazias, o que
é feito mediante uma funcao densidade p definida no dominio €2, sendo esta a varidvel de
projeto, conforme Fig. (3.1).

Nesta proposta o material sélido é representado por p = 1 e o vazio por p = 0, variando
p entre estes dois limites. Dado que as densidades intermedidrias nao tém, no presente
contexto, nenhum interesse pratico, é recomenddvel utilizar técnicas de penalizacao e filtros
com a finalidade de se evitar a incidéncia de regioes com valores intermedidrios de densidades,

como ¢ apresentado a seguir.

14
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77
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a Xk p(x)

!

Figura 3.1: Campo de densidades associado ao dominio §2.

3.1.1 Formulacao do problema

Na abordagem SIMP, o material intermedidrio estd associado ao seguinte tensor de elastici-

dade ficticio:

C* = pC, (3.1)

onde C corresponde ao tensor de elasticidade do material.

Bendsge em 1989 introduziu um pardmetro p para penalizar valores de densidades in-
termedidrios, surgindo entdo a técnica denominada SIMP. Com isso a Eq. (3.1) toma a
forma

C* = ;°C. (3.2)

A medida que o parametro p aumenta, os valores expressivos de rigidez passam a incidir
em uma faixa cada vez menor e mais proxima de p = 1, e como neste caso, o objetivo
do processo de otimizacao ¢ maximizar a rigidez da estrutura, diminui-se a incidéncia de
valores intermedidrios de densidades. Por exemplo, adotando-se valores de p > 3, consegue-
se resultados satisfatérios, minimizando as regides com densidades intermedidrias, conforme
Bendsge & Duysinx [5].

Na Fig. (3.2) pode-se observar a relacao entre a densidade e E*/ E, para diferentes valores
de p, onde E* e E correspondem ao moédulo de elasticidade para o material intermedidrio e

sélido, respectivamente.
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Figura 3.2: Relacdo entre a densidade e E*/E para diferentes valores do parametro de
penalizacao p.

Desta forma o problema de equilibrio é estabelecido como: encontrar u, € U tal que

a,(wp,m) =1(n) VneV, (3:3)

onde
a,(u,,m) = /QU*-VSndQ, (3.4)
l(m) = /Qb-ndQ—l—/FNq-ndFN, (3.5)

no qual o tensor de tensoes para material intermedidrio é dado por
o = C'e =pPCe =p’o. (3.6)

Deve-se notar a inclusdo do pardmetro p como sub-indice na Eq. (3.3) para denotar a
dependéncia, tanto implicita quanto explicita, do problema em relacao a p.
Com isso, o problema de minimizacao da energia interna via SIMP ¢é estabelecido por:
Minimizar: ), (u,) = za, (u,,u,),

p(x), x€EQ .
Jop d2<V, (3.7)
Sujeito a: g(u,,m) =a,(u,,n)—1l(n)=0 VneV,
0<p(x)<1 xe.

As restri¢oes impostas ao problema correspondem, respectivamente, ao limite de volume V/,

satisfacao de equilibrio e limites laterais na varidvel de projeto. Outras restrigoes podem ser
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incorporadas ao problema, tal como restricao sobre o valor da tensao, deformagao, dentre

outros.

3.1.2 Resolucao do problema de otimizagao topolégica

O problema de otimizacao topolégica, dado pela Eq. (3.7), pode ser resolvido através de
diversas técnicas, entre as quais citam-se: técnicas de programacao matemdtica, condicao
de otimalidade, entre outros. Neste documento apresenta-se uma abordagem baseada nas
condicoes de otimalidade do problema, pois a mesma permitird estabelecer pontos de com-
paragao com os outros métodos em estudo. Com este objetivo define-se um funcional La-

grangeano dado por !

1 _
£, (0 Ap0) = 20, (0, m,) 0 (/Qp 40 — v) fa, (A —1(A),  (38)

onde a funcao A, e o sao os multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes impostas
ao problema.

Pelo critério de otimalidade, a condigao necessdria de minimo local é estabelecida por

L,
e q) = d )

onde ¢ = {u,, p, A,,a} ed = {&,7,m, 3}, sendo £ e [ definidos abaixo.

Derivando o Lagrangeano em relacao ao multiplicador de Lagrange «a, obtém-se

0L, _d —
<%’5> = et (/deQ‘V>

- 5(/deg_v) =0 VB, (3.10)

onde 73 representa um passo de tamanho 7 € R* na direcao 5. Como esta equacao deve

ser valida para toda direcao [3, entao

/de—Vzo, (3.11)
Q

que corresponde a restricao de volume imposta ao problema.
Jé a derivada de £, em relagao ao multiplicador de Lagrange A, resulta na restricao de
equilibrio, ou seja,

<%m> =a,(u,,n) —1l(n)=0 Vn. (3.12)

! As restricoes laterais sobre p, devido a sua simplicidade, serio momentaneamente desconsideradas.
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Derivando-se agora o Lagrangeano em relagao ao campo de deslocamentos u,,, tem-se

oL 0
(Gu€) = (o (gortmm ratmr) 6)

= % <8iupap (u,,u,) ,£> + <8iupap (u,, Ay) ,£> =0 V& (3.13)

que corresponde ao problema adjunto, onde § representa a direcao de mudanga de u,. Se
a,(-,+) :U xV — R & Fréchet diferencidvel em u, € U, entao a, (u,,u,) ¢ Gateaux diferen-
cidvel (ver, por exemplo, Ekeland & Temam [13]). Desta forma, lembrando-se que a, (u,, u,)

é simétrico e bilinear, o primeiro termo da Eq. (3.13) é dado por

<8iupap (up,up),£> = % Qp (up+7€7uﬂ+7—£)|7:0
d
= E {ap (up7 up) + 26Lp (7'5, up) + a, (T€7T€)H~r:0

d 2
= — {a,(u,0,) + 2ra, (€. w,) + 70, (£.9)}],_,

= 24, (€ u,). (3.14)

Da mesma maneira, o segundo termo da Eq. (3.13) é dado por

o d
<(9—upap (up, Ap) a§> = (u, + 78, A0).

d

= o, (u, A) +a, (76, 0},

d

= {a, (u, A) + 70, (6,0},

= 4, (EN). (3.15)

Substituindo-se os resultados encontrados nas Eqs. (3.14) e (3.15) em (3.13), obtém-se

a,(§,u,) +a,(§,A,) = 0 V€

a,(&u,+X,) = 0 V& (3.16)
Sendo a, (-, -) positivo definido e considerando U =V, entdo fazendo £ = u, + A, tem-se
a,(u, +A,,u,+A,) =0u,+ A, =0, (3.17)

logo
A, = —u, (3.18)
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corresponde & solu¢ao do problema adjunto, dado pela Eq. (3.13).

Derivando-se agora o funcional Lagrangeano em relacao a densidade p, obtém-se

o0f 1/0 0 0
<8,0’7> 2<apap(up,up),’y>+a<8p/9pd ,7>—|—<8pap(up,>\p),fy> 0 Vv

(3.19)
O resultado obtido na Eq. (3.18) permite concluir que

of 1/0 0
<8_p’7> =75 <a—pap(up,uly)77> +a<3_p/9p dQ,7> =0 V. (3.20)

A primeira parcela da Eq. (3.20), observando-se a relagdo constitutiva para material inter-

medidrio (ficticio) apresentada na Eq. (3.6), ¢ dada por

0 d
<a_paﬂ (upa up) 7’7> = % 0 (p+7’7)p o€ d .
= / p(p+7y)' " yo - € dQ
Q 7=0
= /ppp_lwo' - e dSQ. (3.21)
Q

Ja a segunda parcela da Eq. (3.20) ¢ dada por

8/ > d
— ds, = — +717) df)
< o5 ). P B8 - Q(p ) .

- /ﬂ Y do. (3.22)

Substituindo-se as Eqgs. (3.21) e (3.22) em (3.20) obtém-se

1

) / ppfyo e dQ + a/ ydQ2=0 V. (3.23)
Q Q

Para se obter a expressao final do critério de otimalidade em relagao ao campo de den-
sidades (Eq. (3.23)), é necesséria a discretizacao do dominio, que é apresentada no capitulo
4. Também no capitulo 4 sao apresentados aspectos de implementacao do SIMP como, por

exemplo, a forma de se impor as restrigoes laterais sobre p.

3.2 ESO

Em geral os métodos de otimizacao envolvem grande complexidade matemdtica. Sendo

assim pesquisadores tém se empenhado em desenvolver métodos mais simples de otimizagao
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topolégica. Dentre outros, destaca-se o0 método denominado ESO (Evolutionary Structural
Optimization), proposto por Xie & Steven [49].

Este método baseia-se no célculo da sensibilidade do sistema estrutural, discretizado
pelo Método dos Elementos Finitos, quando se retira um elemento finito do espaco de apro-
ximagao, conforme ilustragao na Fig. (3.3). A idéia entao é retirar os elementos finitos menos
sensiveis da malha segundo essa sensibilidade e levando em conta uma taxa de retirada dos

mesimos.

7

Retirada do
e-simo
elemento

VA A

o]
~-—

-
\

VA

Figura 3.3: Algoritmos Evoluciondrios: baseado na sensibilidade do sistema quando se retira
um elemento finito do campo de aproximacao.

Isto é realizado através de um mapeamento x : 2 — {0, 1} do dominio tal que

| 1, parax €
X = { 0, para x € €, = Q\Q (3.24)

onde 2, C Q e €, correspondem ao dominio sélido e vazio, respectivamente.

Esta proposta pode ser estendida a problemas de otimizacao topoldgica para a ma-
ximizagao da freqiiéncia natural da estrutura (ver por exemplo Xie & Steven [50] e [51]),
minimizacao dos deslocamentos (Li et alli [29]), maximizacao da rigidez (Chu et alli [10]),
entre outros. Além disso pode-se levar em consideragao o efeito de flambagem (Rong et alli
[41]) e condigoes de contorno de contato no processo de otimizagao (ver Li et alli [30]). No
entanto este método possui algumas desvantagens, pois baseia-se na retirada ou nao de um

determinado elemento finito. Desta forma o grau de refinamento da malha torna-se um fator
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importante. Além do mais, a heuristica imposta no processo nao necessariamente conduz a
condi¢ao de minimo, mesmo satisfazendo-se as restricoes do problema.

Por se tratar de um método baseado em sistemas discretizados, a expressao da sensibi-
lidade do funcional quando da retirada de um elemento finito é apresentada no capitulo 4,

assim como a metodologia utilizada para a implementacao da abordagem ESO.

3.3 TSA

A TSA pode ser vista como uma outra alternativa para a resolugao do problema de otimizacao
topoldgica. Este método resulta em uma funcao escalar denominada Derivada Topoldgica
que fornece a sensibilidade da fungao custo quanto a inser¢ao de um furo (vazio) infinitesimal
em um determinado ponto do dominio. Neste caso, a sensibilidade é calculada impondo-se

a condicao de contorno de Neumann homogénea na fronteira do furo criado.

3.3.1 Definicao da Derivada Topolégica

A introducao de um furo infinitesimal no dominio €2 conduz a um novo dominio de defini¢ao
do problema. Desta forma, considerando as fungdes custo ¥ (2) e ¥ (§2) estabelecidas,
respectivamente, nos dominios original e com furo, de forma que o dominio perturbado é tal
que Q. = Q — F., no qual F. = F. UOF,, onde F, representa um furo de raio e centrado em
x e OF, o contorno de F,, conforme Fig. (3.4). Com isso, tem-se que a Derivada Topolégica

¢ definida por (ver Garreau et alli [22])

Pr) =M=

onde f (€) é uma fungao regularizadora negativa, monotonica e decrescente, tal que f (¢) — 0

(3.25)

com ¢ — 0 (0 < e < 1), que dependera do problema em analise.

No dominio com furo o problema de equilibrio é dado por: encontrar u, € U, tal que

Qe <u67 ne) = l€ (ne) V’I’IE € Vﬁ? (326)

onde

U, = {ue € H* (Qe) : u€|FD = 0} e Vei= {T’e € H' (Qe) : Tle|1"D = 0}' (327}
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Figura 3.4: Conceito original da Derivada Topoldgica: (a) dominio original e (b) perturbado
pela introducao de um furo infinitesimal.

Os operadores a, (u.,n,) el (n,), sdo definidos respectivamente por

ac(u.,m,) = /QO'-VSWEdQE, (3.28)

le(n) = / b - n.dQ. + / q-n.dly. (3.29)
Q 'y

A Eq. (3.26), escrita em forma local, ¢ dada por

—div (o) =b em €,

u =20 em ['p,
on=q em ['y, (3.30)
on=0 em JF,

denominado Problema de Valor no Contorno.

Embora esta definicao de Derivada Topoldgica seja extremamente geral, o limite dado
pela Eq. (3.25) nao pode ser trivialmente obtido, pois ao se incorporar um furo no dominio
original nao é mais possivel estabelecer uma relacao entre o dominio com e sem furo.

Para contornar esse problema, no trabalho de Novotny [33] foi proposto um método al-
ternativo de cdlculo da Derivada Topoldgica baseado no conceito de Anélise de Sensibilidade
a Mudanca de Forma. Este método permite utilizar conceitos da mecanica do continuo
para o cdlculo da Derivada Topoldgica, tais como derivadas materiais de campos espaciais e

Teorema do Transporte de Reynolds, ja amplamente difundidos na literatura.
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3.3.2 Relacao entre a Derivada Topolégica e a Analise de Sensi-
bilidade & Mudancga de Forma

Como citado anteriormente, a introducao de furos no dominio original impossibilita esta-
belecer uma relacao entre o dominio original e o dominio com furo. No entanto, ao invés de se
calcular a sensibilidade do funcional quanto a insercao de um furo, calcula-se a sensibilidade
a uma perturbacao no raio do furo, ji existente. Desta forma é possivel construir um
mapeamento um para um entre ambos dominios.

A perturbagao aplicada ao raio do furo pode ser parametrizada através de T € Rt (ver

por exemplo Zolézio [56]). Desta forma tem-se um novo dominio €2, tal que
Q, = {XT € RN‘ dx, € QX =x+7v, X | _,=%xe Q| _,= QE} , (3.31)

onde v pode ser interpretado como a velocidade a mudanca de forma.

Zolézio [56], em 1981, demonstrou que apenas a componente da velocidade na dire¢ao
normal a fronteira é significativa para a determinagao da sensibilidade & mudanca de forma,
pois somente esta parcela contribui para uma mudanga efetiva do dominio. Desta forma o

campo de velocidades pode ser definido por

0, sexe€ N
vix) = { —n, sex € JF, (3.32)

que representa uma expansao uniforme do furo F;, conforme Fig. (3.5).

Figura 3.5: Dominios (a) original e (b) perturbado, através de uma expansao no raio do furo
infinitesimal, ja existente.

Através desta parametrizagao, a sensibilidade do funcional ¢ definido em €2, em relacao
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ao parametro 7, em 7 = 0, é dada por

7=0 70 T

A Derivada Topoldgica, definida pela Eq. (3.25), pode ser escrita analogamente a uma

expansao em série de Taylor da seguinte maneira

U (Qe) = () + f(€) Dr (x) + R(f (¢)) , (3.34)
onde
LR

R(f(e)): 1_}0 0 0. (3.35)

Derivando-se a Eq. (3.34) em relagao a €, obtém-se
%w (Qe) = f' () Dr (x) + ' (e) B' (f (€)). (3.36)

Rearranjando-se os termos
() = Dy () + B (£ () (337)
fleyae = o '

Tomando-se o limite ¢ — 0 e lembrando-se da defini¢do de R (f (¢)), dada pela Eq. (3.35),
que permite concluir que

HmR' (f () = 0, (3.38)

e—0
tem-se que a Derivada Topolégica é dada por

) 1 d
Dr(x) = lli%f’—(e) e (€2-) L (3.39)

Esta expressao é de suma importéncia visto que possibilita o cédlculo da Derivada Topolé-
gica de maneira simples e construtiva utilizando um ferramental matematico bem posto e ja
estabelecido na literatura dado pela Anélise de Sensibilidade & Mudanga de Forma.

O equilibrio deve ser satisfeito para toda perturbacao 7 € R* suficientemente pequena.

Desta forma, o problema de equilibrio no dominio €2, é dado por: encontrar u, € U, tal que

ar (ur,m.) =1l-(n,)  Vn, €V, (3.40)
no qual
ar (ur,m.) = /QO'T~Vi7]TdQT, (3.41)
by = [ benan+ [ aendry (3.42)
Q, Tn
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onde V, (+) é utilizado para denotar o gradiente na configuragao 2., ou seja,

0

- 0%,

V- ()

(+) x, € (2, (3.43)
e os espacos das funcgoes e das variagoes admissiveis, sao definidos na configuracao €2, por
U ={u. € H (Q;) :u |, =0} e Voi={n, e H (Q):n|., =0}, (3.44)

respectivamente.
Note que as perturbacoes impostas no dominio produzem alteragoes tanto nos termos
integrandos quanto no préprio dominio de integragao, nos operadores a; (+,-) € I, (+).

O tensor de tensoes o, na configuragao perturbada €2, é dado por
Or = CETJ (345)
onde
Er = viuT (346)
corresponde ao tensor de deformacoes, para hipétese de pequenos deslocamentos e defor-
magoes.
3.3.3 Calculo da sensibilidade pelo Método Lagrangeano

O célculo da sensibilidade do funcional ¢ (£2,.) em relagao a perturbagao 7 imposta ao dominio
deve ser feito de maneira a atender & restricao da equacao de estado. Esta sensibilidade pode
ser obtida através de diversas técnicas, entre as quais citam-se os métodos Direto, Adjunto,
Lagrangeano, entre outros, sendo adotado neste trabalho o Método Lagrangeano.

Desta forma, considerando-se a configuracao perturbada €2, € H!, tem-se que o funcional

Lagrangeano é definido por
£r(ur, A) =10 () +ar (U, Ar) =L (A;) VA€V, (3.47)

onde a fungdo A, corresponde ao multiplicador de Lagrange. Adotando-se a energia interna

como funcao custo ¢ (£2;), tem-se

£, (0, A) = %aT (W) +ar (1, A) — L (A) VA €V, (3.48)
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Vale ressaltar que esta equacao é andloga a Eq. (3.8), exceto pelo fato que, neste caso, a
restricao de volume do problema nao é incorporada ao funcional Lagrangeano. Neste caso o
funcional Lagrangeano é particularizado a uma alteracao na geometria, que é provocada por
uma perturbacgao 7.

Sendo a equagao de estado satisfeita em todo dominio para quaisquer valores de 7, entao
para se obter a sensibilidade do funcional é necessédrio apenas calcular a derivada total de

£, em relagao ao parametro 7, ou seja,

de. 0L, 0L, oL,
dT - 87_ + <8u7 7£T> + <a)\7="77> v ET?TIT € VT' (349)

Impondo-se o segundo e terceiro termos da Eq. (3.49) como sendo nulos, obtém-se res-
pectivamente a equacao adjunta e a restrigao correspondente ao sistema de equacgoes de equi-
librio. Neste caso particular, a solugcao da equacao adjunta pode ser obtida explicitamente,
o que resulta em A\, = —u,. Desta forma, desde que u, e A, = —u, sejam respectivamente
solugoes da equagao de estado e adjunta, a derivada do Lagrangeano em relacao a 7 resulta
em
1 0

df 0
T __- Y ey
dr |._ 2 87’aT (ur, ur) + or " (ur)

Para o cédlculo da sensibilidade do funcional Lagrangeano basta calcular as derivadas de

(3.50)

7=0 7=0

a- (u;,u;) e l; (u,) em relacao ao parametro 7.

A derivada da primeira parcela da Eq. (3.50) em relacao a 7 é dada por

gaf (u,,u,) = 2 / o, Viu.dQ,
87— =0 87— Q. =0
= / (U6 . V‘(”uedivv—QVugU6 . Vv) dSQ.. (3.51)
Qe

Jé a derivada da segunda parcela da Eq. (3.50) em relagdo a 7 é dada por

g _ 3(/ b~quQT+/ q-quFN>
=0 ot \Ja, Ty

EZT (uT)
= / b - u.divvd(l,
Qe

_ / (b-u)T- Vvdo.. (3.52)
Qe
Substituindo as Egs. (3.51) e (3.52) na Eq. (3.50) e rearranjando os termos, obtém-se
0L, 1 . T
5 = -3 (oc-Viu)I+Vu o+ (b-u.)I| - VvdQ,, (3.53)
T lr=0 €
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que pode ser re-escrito como

04| _ / S, - VvdQ.., (3.54)
87— 7=0 Qe

onde
1

¢ denominado tensor momento energia de Eshelby. Este tensor representa as forgas configu-
racionais associadas as mudancas na configuracao provocadas por Vv.

Sabendo-se que

div (B]v) = divE. - v+ .- Vv (3.56)
e aplicando-se o Teorema da Divergéncia a Eq. (3.54) assume a forma

oL,
or

= / Y- vdl, — / divY, - vdS,, (3.57)
7=0 € Qe
onde
T. = 9F, U Q. (3.58)
Sendo divX, = 0, conforme Novotny [33], a Eq. (3.57) se reduz a

0L,
or

_ / Son - vdr,. (3.59)
=0 €

Sendo o campo de velocidades dado pela Eq. (3.32) tem-se

oL,
or

= / S - ndoF,, (3.60)
OF¢

7=0
onde

1
Yn-n= —50e Viu+omn-Vun+b-u,. (3.61)

Desconsiderando-se as forcas de corpo e sendo o.n = 0 sobre 0F, a sensibilidade da

funcao custo, em relagao a perturbacao 7, é dada por

0L,
or

2

= / Lo c.doF. (3.62)
OF¢

7=0
Esta dedugao também pode ser encontrada nos trabalhos de Novotny [33], Kleiber et alli

[27] e Haug et alli [25].
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3.3.4 Calculo da Derivada Topolégica em Elasticidade Linear

Considerando-se entao o resultado obtido através da Andlise de Sensibilidade a Mudanga
de Forma, dado pela Eq. (3.62) e substituindo-o na Eq. (3.39), tem-se que a Derivada

Topolégica é dada por

1 1
Dy (x) = lim —o.-e.dOF.. 3.63
v =t [ (3:65)

A partir desta equacao pode-se concluir que, para o cdlculo da Derivada Topoldgica em
elasticidade, basta se conhecer o comportamento de u. em relagao a € na fronteira 0F, do
furo introduzido, o que ird depender do problema em andlise. Este comportamento pode ser
obtido através de uma Anadlise Assintética da solucao u, em relagao ao parametro e.

A relacao constitutiva inversa da Lei de Hooke generalizada é definida por

1

& =7 (1+v)o.—vtr (o)1), (3.64)

onde tr é o operador de traco. Substituindo-se a Eq. (3.64) em (3.63), tem-se que a Derivada

Topoldgica pode ser escrita em fungao do tensor de tensoes, ou seja,

Dr(x) = hg%f%@ /d . % (1+v) o, o —v(tro,)’] dOF.. (3.65)

Estado Plano de Tensao

Para se efetuar o cédlculo do integrando da Eq. (3.65), é necessdrio se conhecer a distribuicao
de tensao o, sobre a fronteira do furo introduzido. Escrevendo-se o tensor de tensoes em um

sistema de coordenadas polares r e ), tem-se
og.=0"(e,®e)+77 (e, ey + 7" (eg®e,) + % (eg @ ey), (3.66)

conforme ilustrado na Fig. (3.6).
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Figura 3.6: Sistema de coordenadas polares para determinagao do comportamento do tensor
de tensoes o, em JF, em Estado Plano de Tensao.

Deve-se, agora, impor a condicao de contorno sobre a fronteira 0F, do furo F., o que
ird depender do fenémeno fisico que pretende-se modelar. Como no problema de otimizacao
topoldgica aqui abordado objetiva-se calcular a sensibilidade da funcao custo ao introduzir-
se um vazio no dominio, entao necessita-se impor condicoes de contorno de Neumann ho-

mogénea sobre 0F,, ou seja,
0
oc-€|._ . =0l"e+7.¢e =0. (3.67)

Sendo os eixos e, e ey vetores ortonormais e o tensor de tensoes simétrico, pode-se concluir
que

o =7 =71 =0 (3.68)

€ € €

sobre 0F,. Com isso, tem-se que a Derivada Topoldgica é dada por

1 1
D = li — (0)2dOF.. 3.69
ro0 = tim s | (3.69)
Para o caso de Estado Plano de Tensao tem-se que a componente do tensor de tensoes

0% em coordenadas polares, conforme Obert & Duvall [36] e considerando-se r = ¢, que

corresponde a fronteira do furo introduzido, ¢ dada por (ver apéndice A, se¢ao A.1)

0'99:(O'1+O'2)—2C0829<0'1—0'2), (370)

€

onde 07 e 09 correspondem as tensoes principais atuantes no centro do furo x.
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Adotando-se
f'(€) = —2me = f(€) = —mé?, (3.71)

e substituindo-se as Eqgs. (A.10) e (3.71) em (3.69), tem-se a expressao final da Derivada

Topoldgica
) 1 27 1 9
Dr(x) = —11_1)%% B (01 + 02) +2c0os20 (01 — 03)]" edf
. 1 e 2 2 2 2 2
— _12%2—7% Y (01 + 02)" +4cos20 (07 — 03) + 4cos” 20 (07 — 02)7] db
1
= ~3% (01 + 09)? +2 (o1 — 02)2] : (3.72)

Considerando a relagao constitutiva, pode-se escrever a Derivada Topoldgica como

1 v
Dp(x)=——— |20 e+ X~ .
T (%) T l o-€+ 2= V)tratrs : (3.73)

onde o e € estao definidos no dominio original €.

Nos casos onde v = 1/3 tem-se que a Derivada Topolégica ¢ dada por
Dr(x)=—-0-e¢. (3.74)

Elasticidade Tridimensional

O procedimento a ser adotado para o cilculo da Derivada Topoldgica em Elasticidade Tridi-
mensional é muito semelhante ao apresentado em Estado Plano de Tensao. Desta forma,
para o cédlculo do integrando é necessério se conhecer apenas a distribuicao de tensao o,
atuante sobre a fronteira da esfera introduzida, que esta diretamente relacionada ao estado
de tensao atuante antes da insercao do furo no dominio.

Construindo-se um sistema de coordenadas esféricas, constituido pelos eixos e,, eg € e,

tem-se que o tensor de tensoes o, pode ser decomposto como

o= o0 (e,®Re)+T1%(e, Re,)+ ™ (e, @ ey)
+77" (e, @ €,) + 07 (€, ® €,) + 77 (e, @ €) (3.75)
+7 (g @ e,) + 7% (eg @ e,) + 0% (e, ®e,),

conforme Fig. (3.7).
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Figura 3.7: Sistema de coordenadas polares para determinagao do comportamento do tensor
de tensoes o, em JF, em Elasticidade 3D.

Pela condicao de contorno de Neumann homogénea (Eq. (3.30)), imposta sobre a fronteira

da esfera introduzida, tem-se que

oc-el_. =0

o.-el_. = oe, +7"ey+1e, = 0. (3.76)

Como os eixos e,, ey e e, sao vetores ortogonais e o tensor de tensoes ¢ simétrico, pode-se

concluir que

P - ,7_7‘9 — 7_97‘ = 7P = ¥ =) (377)

sobre OF..
Considerando-se o resultado obtido na Eq. (3.77) e substituindo-se a decomposicao polar

do tensor de tensoes (Eq. (3.75)) na Eq. (3.65), tem-se

Dr(x) = 113(1) L /8 L {(1 +v) [(029)2 + (UZW)2 +2 (Tf‘p)2] —v (O’Sa + Jf¢)2} dOF.,

f'(€) Jor. 2E
— th /27" /ﬂ- i |:(O_96)2 + (UADAD)Q + 2(1 + l/) (7_94,0)2
—0f'(e) Jo Jo 2E ‘ ‘ ‘
—2v0?07?] € sin Odfdep. (3.78)
Assumindo-se
4
f'(e) = —4me®* = f(¢) = —=7é (3.79)
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e substituindo-se as componentes do tensor de tensdes (ver apéndice A, segdo A.2) na Eq.

(3.78), tem-se que a Derivada Topoldgica para Elasticidade Tridimensional é dada por

v —1

(100’ €+ T=35 tratrs) : (3.80)

1—v

7 — B

DT (X) = —

— 4V

resultado este que estd de acordo com o apresentado por Garreau et alli [22]. Para coeficiente

de Poisson v = 1/5 a Eq. (3.80) se reduz a
Dr(x)=—-0 €. (3.81)

No capitulo 4 sao apresentados os aspectos de implementacao relacionados a abordagem

Derivada Topolégica.

3.4 Comentarios adicionais

Conforme apresentado neste capitulo, hé vérias alternativas para se tratar o problema de
otimizacgao topoldgica. Por exemplo o método SIMP baseia-se na introdugao de um material
intermediario (artificial), cujo comportamento constitutivo estd associado a um campo p,
correspondente a densidade do material. O material sélido estd associado a p=1e p =10
representa vazio. No caso do método ESO a topologia é modificada através da retirada de
elementos finitos da malha e no algoritmo TSA, a topologia em sistemas continuos, é alterada
pela introdugao de um furo infinitesimal no dominio.

Estes algoritmos propoem mudangas no dominio baseados na andlise de sensibilidade, que,

para o problema de otimizacao para minimizacao da energia interna, resultam semelhantes.
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Aspectos computacionais

Um item comum aos métodos de otimizacao topoldgica apresentados no capitulo 3 é a ne-
cessidade de se resolver a equacao de estado para a obtengao do campo de deslocamentos da
estrutura. Atualmente ha a disposicao na literatura diversos métodos para a obtencao da
solucao, de forma aproximada, da equacao de equilibrio. Entre os mais difundidos pode-se
mencionar o Método dos Elementos Finitos (MEF).

Desta forma, este capitulo apresenta inicialmente alguns tépicos referentes ao MEF e, pos-
teriormente, sao mostrados aspectos computacionais relativos a implementagao dos métodos

de otimizacao topoldgica SIMP, ESO e TSA.

4.1 Meétodo dos Elementos Finitos

A obtencao da solucao analitica da equacao de estado, em geral, torna-se invidvel devido as
variacoes nos carregamentos, condicoes de contorno e da propria complexidade do dominio,
sendo necessdria a aplicacao de métodos numéricos. Neste trabalho, portanto, ¢ adotado o
MEF para discretizagao do problema.

O Método dos Elementos Finitos consiste em construir familias de subespacos de di-
mensao finita das fungoes admissiveis U, C U e das variagoes admissiveis V), C V, onde
h € (0,1] C R denota a dependéncia da aproximagao em relagao ao tamanho dos elementos

da malha. Desta forma a equacao de estado é redefinida por: encontrar u, € U, tal que,

a(up,my,) =1(n,), V 1y, € Vh. (4.1)

Esta forma de apresentar o problema conduz a um sistema de equagoes linearmente

33
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independente de dimensao finita, dado por
Khl_lh = fh, (42)

onde 1y, e f;, correspondem ao vetor de deslocamentos e carregamentos nodais, respectiva-
mente, e K;, a matriz de rigidez global da estrutura. Admitindo-se que os espagos aproxi-
mados U, e V), sao tais que

Uy =V, (4.3)

entao, pode-se utilizar a mesma base para gerar os dois espagos, o que resulta em uma classe
de aproximagao conhecida como Método de Bubnov-Galerkin. Isto torna a matriz de rigidez
da estrutura simétrica, o que conduz a uma maior facilidade na resolucao deste sistema de

equagoes.

4.2 Algoritmos de otimizacao topolégica

4.2.1 Algoritmo baseado no SIMP

Conforme apresentado no capitulo 3 (se¢ao 3.1), o SIMP baseia-se na utilizagdo de material

intermedidrio para a resolucao do problema de otimizacao topolégica. A partir deste material

sao obtidas as propriedades constitutivas de uma determinada regiao do dominio.
Discretizando-se o problema pelo Método dos Elementos Finitos e admitindo-se que a

fungao «y é descontinua por elemento, a Eq. (3.23) assume a forma

1

—5/ png_l%ah cgp, dQ,. + a/ v, A2 =0, V., e=1,..., Nejem, (4.4)
Qe Qe

onde o, e g representam os campos de tensao e deformacao obtidos a partir da solucao,
por elementos finitos, da equacao de estado, N, corresponde ao nmimero de elementos do
sistema e p, é a densidade atribuida ao e-ésimo elemento.

Considerando-se a fungao arbitraria 7, constante no dominio do elemento, obtém-se

1
{—5/ poP o, - e dQe + a/ dQe} v, =0, V., e=1,..., Nejem- (4.5)
Qe Qe

Como esta equagao deve ser vilida para todo v, tem-se que

1/ ppgilo-h ©Ep dQe = Ck/ dQe- (46)
2 Ja, Qe
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A sensibilidade da funcao custo em relacao a variacao no valor de densidade do e-ésimo
elemento é dada por

i 1d
Zre _ - % . endQ,
dp, 2dpe]£e”h =

1

= —/ ppl;_lﬂh-€the. (47)
2 Ja,

Com isso tem-se que a Eq. (4.6) assume a forma

dip, 1
B, =—t— =
dp, aVe

onde

%z/dm (4.9)
Qe

representa o volume do e-ésimo elemento. Quando os valores de B, de todos os elementos
assumirem valores unitdrios, o que corresponde a estabilizacao do multiplicador de Lagrange,
tem-se a solucao do problema.

No caso da existéncia de varios casos de carregamento o valor B, ¢ dado por

N,

S d(e); 1

B. =) w 7 JW =1, e=1,...Nuem, (4.10)
=1 ¢ ‘

onde N, é o nimero de casos de carregamento e w; corresponde ao peso atribuido ao j-ésimo
caso de carregamento.
Para a resolucao do problema de otimizacao propoe-se a utilizacao de técnica iterativa.

Desta forma o novo valor de densidade é dado por
it = Bip, (4.11)

onde k corresponde ao numero da iteragdo do processo de otimizagdo e ¢ (¢ < 1) um
parametro escolhido, por meio de tentativas, de forma a se obter iteragoes estdveis, con-
forme Bagge [2]. Neste trabalho adota-se ¢ = 0,4. Neste caso interpreta-se B, como a
direcao de mudanca de densidade do e-ésimo elemento finito.

Para incorporar a restrigao nos limites do valor de p, se utilizam os seguintes critérios

Prmin> se ng’g S Prmin>
Ie€+1 - nglé? S€ Ping < nglé < psup? (412)
Pmaxs 5 BIPE > Prax:
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A densidade associada a cada elemento é calculada pela média das densidades associadas
a seus respectivos nés, ou seja, atribui-se um valor de densidade constante no dominio
do elemento, conforme Fig. (4.1). Com isso as propriedades constitutivas deste elemento

dependerao do valor de densidade atribuido ao mesmo, ou seja,

C: = pC.. (4.13)

e

onde C, é a matriz de elasticidade do e-ésimo elemento finito.

N

e-ésimo
elemento

A A

Figura 4.1: SIMP: Algoritmo baseado na introducao de material intermediério, associado a
cada elemento finito da malha.

A determinacao do multiplicador de Lagrange « é realizada através de processo iterativo,
baseado na restricao de volume imposta ao problema, ou seja, o mesmo ¢é calculado de forma

a satisfazer a condicao
Nelem

R =Y phaV. -V =0, (4.14)
e=1

e

onde R’ representa o residuo da restricio de volume da i-ésima iteracdo do processo. E
importante lembrar que esta condicao refere-se a k-ésima iteracao do processo de otimizacao
e que os valores de densidades somente sao atualizados apds a Eq. (4.14) ser atendida,
iniciando-se entao uma nova iteragao do processo de otimizagao. O valor de o que satisfaz
a restrigdo de volume pode ser obtido, dentre outras técnicas, pelo método da bi-segao e/ou

secante, conforme Fig. (4.2).
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=) Q
=y =y
= A
[ L
~ 2
RH C(“l: a,'_1+ o Ri-l ai*l — ai—l+R[.1ai — a,-_l
- — .
\\\\ Rz 1 Rz
o N o
R ol T~ o R ol ] o

(a) (b)

Figura 4.2: Determinagao do multiplicador de Lagrange « via (a) método da bi-se¢ao e (b)
método secante.

No algoritmo SIMP, ao se adotar o Método dos Elementos Finitos para resolucao do
sistema de equacoes de equilibrio, é necessdrio impor um valor minimo, diferente de zero,
para os valores de densidades, com a finalidade de se prevenir que a matriz de rigidez global
da estrutura torne-se singular. Por exemplo, pode-se adotar p,,;, = 1073.

Alguns problemas numéricos podem ocorrer na resolucao do problema de otimizacao
topolégica. O efeito do tabuleiro (checkerboard), que é caracterizado pela alternancia entre
0 e 1 nos valores de densidade de elementos vizinhos fazendo com que a solugao do problema
de otimizagao se assemelhe a um tabuleiro de xadrez (ver Diaz & Sigmund [12]), foi aceito,
em principio, por alguns pesquisadores como a solu¢ao do problema, que anos depois foi
comprovada ser falsa.

Para resolver o problema aconselha-se adotar elementos de ordem superior (por exemplo
de segunda ordem), porém estes agregam adicional custo computacional. Uma alternativa
seria a utilizagao de filtros (ver, por exemplo, Cardoso [7], Eschenauer & Olhoff [15], Sigmund
& Peterson [43] e Bendsge [4]), cujo processo estd baseado na consideragido dos valores de
sensibilidade atribuidos aos elementos finitos vizinhos e do conceito de penalizagao.

Para prevenir ocorréncia do efeito de tabuleiro ¢ utilizado o filtro proposto por Sigmund

[42]. Desta forma a sensibilidade associada ao j-ésimo caso de carregamento é calculada por

dy, 1 1 <& i
dy; — ngfﬂ’ (4.15)
d N d

=1

onde N, representa o nimero de elementos vizinhos ao e-ésimo elemento finito, que é de-

37
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terminado tal que dist(e, f), que corresponde a distancia entre os centros geométricos dos
e-ésimo e f-ésimo elementos finitos, seja menor ou igual a ry;,. O fator de ponderacao da

sensibilidade pela distancia entre elementos HY é calculado por

HY = rpn — dist(e, f). (4.16)

O procedimento de solugao do problema, via SIMP, que pode ser observado na Fig.
(4.3), continua até que o critério de convergéncia seja atendido, adotando-se neste trabalho
a norma Euclidiana da diferenca do campo de densidades entre duas iteragoes do processo de
otimizacdo. Neste caso dois valores de tolerancia foram verificados: 1072 e 1073. A solucao
obtida para estes valores de tolerdncia é muito semelhante, inclusive no que diz respeito aos
valores da funcao custo, obtidos ao final do processo de otimizacao, sendo adotada, entao,

uma tolerancia de 1072 para o critério de convergéncia.

[ Inicio do projeto]
l<

/Anélise pelo MEF|

| Célculo da sensibilidade |
>

Atualiza p

\Atualiza o por bi-secionamento\

\ Estrutura 6tima \

Figura 4.3: Fluxograma da solucao do problema de otimizacao topolégica via SIMP, pela
condicao de otimalidade.
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4.2.2 Algoritmo baseado no ESO

Conforme visto anteriormente no capitulo 3 (segao 3.2), o algoritmo ESO baseia-se no calculo
da sensibilidade do sistema quando da retirada de um elemento finito da malha.
Desta forma, considerando-se a remocao do e-ésimo elemento da malha, tem-se um novo

problema definido como

K = f, (4.17)

onde Kj ¢ a matriz de rigidez da estrutura apés a retirada do e-ésimo elemento e @y, é a
solucao deste novo problema.

Assim, a variacao resultante na rigidez é dada por
AK, =K; - K, = -K,, (4.18)

onde K. corresponde a matriz de rigidez do e-ésimo elemento finito.
Tratando-se de um problema linear, a variacao da funcao custo, neste caso a energia

interna, é dada por

Ay — %fh . Ay, (4.19)
onde
Ay, = G — iy (4.20)
Da Eq. (4.17), tem-se
(Kn+AK,) (T, + Aty) = f,. (4.21)

Considerando-se a Eq. (4.2) e desprezando-se os termos de ordem superior observa-se que

Afiy, ~ —K; ' AK ), y,. (4.22)

Logo, desde que K;, = K7, tem-se que a sensibilidade da fungao custo, em sua forma
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discreta, quando da retirada do e-ésimo elemento, é dada por

1
Ay = —§Khﬁh K, 'AK

1
= —§ﬁh . AKhl_lh

1
= §ﬁh K. ay, (4.23)

que corresponde & energia interna do elemento, que equivale a

1

Awe = 5/ Oy - €Ep dQe. (424)

Para realizar este célculo é preciso primeiramente determinar o campo de deslocamentos
da estrutura para o caso de carregamento atuante. Nos casos em que a estrutura é submetida

a varios casos de carregamento a funcao custo é dada por

=D (A, (4.29

Apés o célculo da sensibilidade para todos os elementos finitos ativos, a remocao dos
elementos finitos menos sensiveis é realizada de acordo com a taxa de retirada de elementos
imposta ao problema. Este processo continua até que se atenda a restricao de volume imposta
ao problema.

Existem diversas maneiras para criar furos numa malha de elementos finitos. Uma al-
ternativa seria eliminar os elementos com menores valores de sensibilidade de acordo com a
taxa de retirada de elementos. Entretanto isto conduz e um resultado indesejével, conforme
ilustragao na Fig. (4.4a).

P AVAVAVAVAVAVAN
AVAVX$X¢X¢X¢X$AVAVAVVAVVA

INNININININININININININONN
NNINININININT

VAVAVAVAVAVAVAY
INININININININ
INANINININININ
AVAVAVAVAVAVAYS
NAANNNNN

A
AVAVAVAVAVVA YVSANNNININ/
AVAVAVAVAVAVAVA NANNNNNN

\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVVAVAV)' célula

| \VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYS
[evavavavavaTATATATATATA
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV
NUVAVAYAVAVATAY,
VAVAVAVAVAcy

4> 4

Figura 4.4: Procedimentos para criacao de furos: (a) retirada dos elementos menos sensiveis
e (b) retirada dos nés com menores valores de sensibilidade ponderada pelo ntmero de
contribuigoes.
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Uma maneira de contornar este problema, sugerida por Novotny [32], é, ap6s o célculo
da sensibilidade dos elementos, ponderar a sensibilidade para os nés pelo nimero de con-
tribuicoes e posteriormente excluir os nés com os menores valores de sensibilidade. Retirados
0s nés menos sensiveis, os elementos que os possuem em sua conectividade sao eliminados e
o nimero de elementos ativos N, atualizado, conforme Fig. (4.4b), conduzindo a resultados
satisfatorios.

O processo de otimizagao prossegue até que a restricao de volume seja atendida, isto é,
que a soma dos volumes dos elementos ativos seja igual ou menor que a restrigao de volume
imposta ao problema.

Na Fig. (4.5) pode-se observar o fluxograma da resolugdo do problema de minimizacao

da energia interna com restri¢ao sobre o volume, através de Algoritmos Evoluciondrios.

Discretizar a estrutura utilizando uma
malha fina de elementos finitos.

Resolver a equacéo de equilibrio para
0s casos de carregamento dados e 0s
elementos ativos.

!

Calcular o valor da sensibilidade
dos elementos ativos.

Ponderar os valores de sensibilidade
dos elementos ativos para os nos, pelo
namero de contribuicoes.

Y

Remover os nés ativos com os menores
valores de sensibilidade, segundo
a taxa de remogdo.

Estrutura 6tima.

Figura 4.5: Fluxograma do processo de otimizagao utilizando o algoritmo ESO.

A cada iteragao do processo de otimizacao, reduz-se a taxa de remocao de volume, que é
calculada como sendo 1% do volume restante, dado pelo somatério dos volumes dos elementos

finitos ativos. O mesmo tem a finalidade de, ao final do processo de otimizacao, obter-se o
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volume mais préximo possivel da restricao de volume, imposta ao problema.

Para evitar que a matriz de rigidez da estrutura torne-se singular, leva-se em consideragao
as matrizes de rigidez dos elementos inativos na montagem da matriz de rigidez global da
estrutura, multiplicadas por 10712,

Observa-se que, apesar dos procedimentos numéricos referentes a resolugao do problema
de otimizacao serem muito simples, o método possui um inconveniente. O critério de parada
adotado (pela restrigdo de volume) nao garante que se atinja o minimo da fungao custo, pois

nao ha embasamento matematico envolvido neste critério.

4.2.3 Algoritmo baseado na TSA

Conforme apresentado no capitulo 3 (segao 3.3), este método baseia-se no célculo da sensi-
bilidade do funcional quanto & insercao de um furo infinitesimal no dominio continuo, que
resulta em uma expressao exata. Entretanto este cédlculo, por simplicidade, é feito de forma
aproximada, através do Método dos Elementos Finitos.

Desta forma, a Derivada Topolégica, para o caso de Estado Plano de Tensao, assume a

forma aproximada

1
1+ v

Jv—1

Dr ~ T
r 2(1—v)

[20’h -Ep + trahtreh] s (426)

onde o, e g, correspondem ao campo de tensao e deformacao, respectivamente, avaliados
nos pontos nodais da malha de elementos finitos.

Ja para a Elasticidade Tridimensional, a Derivada Topoldgica aproximada é dada por

1—-v ov—1
DT ~ —7 5y [100‘;1 - Ep + Etra‘htrsh} . (427)

Considerando-se varios casos de carregamento, tem-se

Nc

Dy =Y w;(Dr);. (4.28)

=1

Assim o cédlculo da Derivada Topolégica é realizado através de um pds-processamento da
solugao de elementos finitos uy, calculado no dominio original 2 (sem furo).
Por se tratar de um método recente (os primeiros trabalhos na area foram publicados em

1998) ainda nao se encontrou uma maneira simples de se incorporar as informagdes fornecidas
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pela Derivada Topoldgica as técnicas de programacao matemadtica, sendo empregado neste
trabalho um procedimento rudimentar para a geragao dos furos no dominio, idéntico ao que
¢ utilizado nos Algoritmos Evoluciondrios (ESO).

Assim sendo, o processo inicia-se com a determinacao do campo de deslocamentos da
estrutura, obtido pelo Método dos Elementos Finitos. Em seguida ¢ determinada para cada
elemento a sensibilidade do sistema quanto & introducao de um furo, que é ponderada para
0s nos pelos volumes dos elementos.

Apéds esta etapa, 1% dos nés ativos da iteracdo corrente com os menores valores de
sensibilidade sao retirados, e conseqiientemente os elementos que os contém. Na Fig. (4.6)

pode-se observar o Fluxograma do processo de otimizacao através da Derivada Topolégica.

Discretizar a estrutura utilizando uma

malha fina de elementos finitos.
-

Resolver a equacéo de equilibrio para
0s casos de carregamento dados e 0s
elementos ativos.

Calcular o valor da Derivada
Topolégica dos elementos ativos.

Ponderar os valores da Derivada
Topolégica para os nos, pelo volume
dos elementos ativos

v

Remover os nds ativos com 0s menores
valores de Derivada Topoldgica, segundo
a taxa de remocdo.

Estrutura 6tima.

Figura 4.6: Fluxograma do processo de otimizagao através do algoritmo Derivada Topoldgica.

A exemplo do que ¢ realizado no algoritmo baseado no método ESO, leva-se em conside-
racao as matrizes de rigidez dos elementos inativos na montagem da matriz de rigidez global

da estrutura, multiplicadas por 10712,
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4.3 Implementacao numérica

A linguagem de programacao adotada para implementacao dos algoritmos é a Visual C++,
cujo enfoque é a Programacao Orientada a Objetos (OOP). A OOP baseia-se no desenvolvi-
mento de estruturas em médulos, o que possibilita facil introdugao de novas estruturas e/ou
modificagao das ja existentes.

Com isso, para a implementacao dos algoritmos de otimizacao topolégica mencionados,
sao utilizadas ao todo trés estruturas como base: ACDPOOP (Guimaraes & Feijéo [23)),
ACDPFEM (Feijéo et alli [21]) e ARANHA (Fancello [18]). Estas estruturas foram desen-
volvidas na Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC/SC) e no Laboratério Nacional
de Computagao Cientifica (LNCC), situado no Rio de Janeiro/Brasil.

A implementagao numérica dos algoritmos de otimizagao topoldgica foi feita na estrutura
ANALYSIS e a visualizagao dos resultados realizada no software SciVis, desenvolvido no
LNCC pelo Laboratério de Visualizagao Cientifica e Realidade Virtual (maiores informagoes
podem ser obtidas no site http://virtual0l.Incc.br).

A seguir as estruturas citadas sao brevemente descritas:

e ACDPOOP & ACDPFEM: O Ambiente Computacional para Desenvolvimento de
Programas Orientados a Objetos (ACDPOOP) contém as fungoes relacionadas ao
gerenciamento de meméria. J4 o Ambiente Computacional para Desenvolvimento de
Programa de Elementos Finitos (ACDPFEM) dispée das rotinas relacionadas aos ele-

mentos finitos e seus respectivos procedimentos;

e ARANHA: Este software estd relacionado a geragao automatica de malhas. O ARA-
NHA faz a geracao de malhas em dominios bidimensionais planos, baseada em técnicas

nao estruturadas frontais;

e ANALYSIS: Nesta estrutura estao implementadas as funcoes relacionadas aos algo-
ritmos de otimizacao topoldgica e a saida de dados, para posterior visualizagao no

SciVis;

e SciVis: Esta estrutura tem por finalidade possibilitar a visualizacao de campos es-

calares, vetoriais e tensoriais. Com este software, desenvolvido utilizando Vtk 3.2 e
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Visual C++, é possivel a visualizagao de resultados por mapa de cores, iso-linhas e
iso-superficies, inclusive a variacao destes campos ao longo do tempo. Este software

estd disponivel na internet, no endereco http://virtual0l.lncc.br /softwares/scivis.html.

4.4 Discusao sobre formulacoes e abordagens numeéri-
cas

Os métodos apresentados utilizam a andlise de sensibilidade para impor modificagoes no
dominio de forma a melhorar o desempenho da estrutura, que é avaliado através de uma
fungao custo. No caso da técnica SIMP, o método é baseado no célculo da sensibilidade

quando se modifica localmente a densidade, ou seja,

oY 1 doj,
e_ 1 [ 29 _ 10 4.9
ap. 2/Qe dp, il (4.29)
onde
9} i (4.30)
dp, 1P M '

Observa-se que esta sensibilidade é calculada no dominio do elemento finito.
J& no algoritmo ESO, o cédlculo da sensibilidade do sistema ao retirar-se um elemento
finito do espago de aproximacao é utilizado para impor modificacdes no dominio, que neste

caso resulta em

1

Awe = —/ Oy - Ep dQe. (431)
2 Ja,

Pode-se constatar que, assim como o método SIMP, a sensibilidade é calculada no dominio

do elemento finito.

Finalmente o algoritmo TSA impo6e modificacoes no dominio através do célculo da sen-

sibilidade do sistema quando se introduz um furo infinitesimal no dominio, ou seja,

1 3v—1
Dr ~ — |20, - ——tro,t 4.32
T 1—{—V|:o'h Eh+2(1—y) I'O'hI"EIh:|, ( )
para Estado Plano de Tensao, e
1—v 5v —1
Dy~ B llOah Eh T 2Vtrahtreh} (4.33)
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para Elasticidade 3D. Neste caso a sensibilidade é calculada para cada né da malha de
elementos finitos, e nao no dominio do elemento finito, como é realizado nos métodos SIMP
e ESO.

Observa-se que os métodos apresentados, para o caso do problema de minimizagao da
energia interna resultam em expressoes de sensibilidade bastante semelhantes, apesar de suas
origens conceituais diferentes. No caso do SIMP, a sensibilidade é calculada integrando-se

*

do L. , . . L, . ey eq.
dp” - €, no dominio do elemento. J4 no caso de Algoritmos Evoluciondrios, a sensibilidade
e

¢é obtida através da integragao de o, - €, no dominio do elemento. Ja para a Derivada
Topoldgica, a sensibilidade do sistema quando se introduz um furo na malha de elementos
finitos é obtida diretamente de o7, - €5, mais uma parcela referente a tr (o7,) tr (e5,), calculada
em cada né da malha de elementos finitos.

Quanto ao procedimento numérico adotado nos trés algoritmos, em todos eles sao adota-
dos procedimentos com a finalidade de se prevenir que a matriz de rigidez global da estrutura
torne-se singular. Por exemplo, no SIMP adota-se p,;, = 1073. J4 nos métodos ESO e TSA
multiplica-se a matriz de rigidez dos elementos inativos por 10712,

A resolucao do problema de otimizacao via ESO e TSA nao garante que se atinja o
minimo da funcao custo, uma vez que o critério de parada adotado nao possui embasamento

matematico.

4.5 Comentarios adicionais

Neste capitulo foi apresentada uma forma de se evitar o aparecimento de contornos "dentes de
serra', feita através da ponderacao nos nés, dos valores de sensibilidade obtida nos algoritmos
baseados no ESO e na TSA.

No préximo capitulo, resultados de exemplos em Estado Plano de Tensao e Elasticidade

Tridimensional sao apresentados para os algoritmos citados.
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Resultados numeéricos

Neste capitulo os resultados numéricos para o Estado Plano de Tensao e a Elasticidade
Tridimensional sao apresentados. Para os exemplos de Estado Plano de Tensao adotou-
se o elemento linear triangular de 3 nds, enquanto que para Elasticidade Tridimensional
empregou-se o elemento tetraédrico linear de 4 nés.

Inicialmente, com a finalidade de se identificar a influéncia de alguns parametros impor-
tantes associados aos algoritmos implementados, sao realizadas algumas andlises em proble-
mas de Estado Plano de Tensao. Isto é realizado através da modificacao destes parametros
em cada andlise.

Nos exemplos seguintes, em Estado Plano de Tensao e Elasticidade Tridimensional, estes
parametros sao fixos e sdo verificados os valores da fungdo custo (energia interna) em cada

algoritmo, ao final do processo de otimizacao.

5.1 Estado Plano de Tensao
5.1.1 Barra sob tracao uniaxial

Este exemplo tem por objetivo testar resultados num problema com solugao conhecida.
Neste exemplo é considerada a simetria do problema, sendo analisada somente a parte
direita da estrutura, conforme Fig. (5.1a), ficando a malha de elementos finitos caracterizada
por 17.320 nds e 34.140 elementos finitos, conforme mostra a Fig. (5.1b). Os parametros
materiais e geométricos, assim como os carregamentos aplicados, utilizados neste exemplo
sao: médulo de elasticidade F = 2,1 x 10"'N/m?, coeficiente de Poisson v = 0,25, com-

primento L = 20mm, espessura t = Ilmm e carga ¢ = 250N/mm. A restricdo de volume

47
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adotada foi V = V/3, onde V representa o volume inicial da estrutura.

il

\ 4,5L 4,5L |

(a) (b)

Figura 5.1: Barra sob tragao uniaxial: (a) modelo e (b) malha utilizados.

O algoritmo SIMP convergiu em 104 iteragoes para p = 2 e em 172 iteragoes para p = 3.
Os algoritmos ESO e TSA convergiram em 109 iteracoes. Os resultados numéricos podem

ser observados na Fig. (5.2).

Density Density
1,00 1,00
0,75 0,75
0,5 0,5
0,25 0,25
0,001 0,001
(@) (b)
(c) (d)

Figura 5.2: Resultados numéricos dos algoritmos SIMP, para (a) p = 2 e (b) p = 3, e dos
algoritmos (c) ESO e (d) TSA.
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5.1.2 Viga bi-apoiada com carga transversal central na face supe-
rior

Este exemplo visa analisar a influéncia do coeficiente de Poisson v.

‘ (a) ‘ (b)

Figura 5.3: Viga bi-apoiada com carga transversal central na face superior: (a) modelo e (b)
malha utilizados.

A estrutura foi modelada conforme mostra a Fig. (5.3a). Ao todo o modelo numérico
possui 17.557 nds e 34.612 elementos finitos, conforme Fig. (5.3b).

Os parametros materiais e geométricos, assim como os carregamentos aplicados, utilizados
neste exemplo sao: médulo de elasticidade £ = 2,1 x 101'N/m?, comprimento L = 50mm,
carga f = 5000N, espessura ¢ = Imm e restricio de volume V = 0,2V. Os valores de
coeficiente de Poisson utilizados foram: v = 1/4, v = 1/3 e v = 2/5. Vale ressaltar que,
para o coeficiente de Poisson v = 1/3, a solugao obtida com os algoritmos baseados no ESO
e TSA devem ser as mesmas, pois a sensibilidade associada aos métodos mencionados sao
idénticas.

Para v = 1/4, os algoritmos baseados no métodos SIMP, ESO e TSA convergiram em
982, 202 e 203 iteragoes, respectivamente. Ja no caso de v = 1/3 o SIMP convergiu apés 1093
iteragoes e ESO e TSA apds 203 iteragoes. Finalmente, para v = 2/5, os algoritmos baseados
no métodos SIMP, ESO e TSA convergiram em 1054, 202 e 208 iteragoes, respectivamente.
O tempo de processamento em cada iteracao é praticamente o mesmo para os algoritmos
implementados. Os resultados podem ser observados nas Figs. (5.4), (5.5) e (5.6).

Observa-se que os algoritmos baseados nos métodos TSA e ESO sao mais sensiveis ao

coeficiente de Poisson v, em relagao ao SIMP. Nota-se também diferengas significativas de
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Density
1,00
0 75
0,25
0,001
(a)

(©)

Figura 5.4: Resultados numéricos, para v = 1/4, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e (c)
TSA.

Density
1,00
0 75
0,25
0,001
(b)

(©

Figura 5.5: Resultados numéricos, para v = 1/3, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e (c)
TSA.

Density

1,00
I0,75
0,5

0,25
0,001

(a) (b)

(©

Figura 5.6: Resultados numéricos, para v = 2/5, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e (c)
TSA.
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topologia entre a solugao obtida pelo algoritmo baseado no método SIMP e as obtidas pelos

algoritmos baseados nos métodos ESO e TSA.

5.1.3 Mao-francesa

Neste exemplo pretende-se realizar um estudo da influéncia da restricao de volume imposta
aos algoritmos de otimizacao topoldgica em estudo. Para tal, propoe-se analisar os resultados
encontrados para os seguintes valores de restricio de volume: V = 0,15V, V = 0,25V e

V' =0,35V. Na Fig. (5.7a) pode-se visualizar o modelo utilizado.

~
]
S !
b
(a) (b)

Figura 5.7: Mao-francesa: (a) modelo e (b) malha utilizados.

A malha de elementos finitos possui um total de 11.708 nés e 23.014 elementos finitos,
conforme mostra a Fig. (5.7b). Os parametros materiais utilizados neste exemplo foram:
E =21x10"N/m? e v = 0,25. A espessura adotada foi ¢+ = 0,01m e o valor da carga
g = 10*'N/m. Além do mais L = 10a = 0, 50m.

No primeiro caso (V = 0,15V) o algoritmo SIMP convergiu apés 454 iteracoes enquanto
que ESO e TSA em 175 iteragoes. J& no segundo caso (V = 0,25V) o algoritmo SIMP
convergiu em 521 iteracoes enquanto que os algoritmos ESO e TSA convergiram ambos em
128 iteracoes. Finalmente no ultimo caso (V = 0,35V) os algoritmos SIMP, ESO e TSA

convergiram em 373 iteragoes, 98 iteracoes e 97 iteragoes, respectivamente. Os resultados

numeéricos podem ser observados nas Figs. (5.8), (5.9) e (5.10).
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Density
1,00
0,75
0,5
0,25
0,001
(b) (c)

Figura 5.8: Resultados numéricos, para V = 0, 15V, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e (c)

S5

Figura 5.9: Resultados numéricos, para V = 0,25V, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e (c)

S5

Figura 5.10: Resultados numéricos, para V' = 0,35V, dos algoritmos (a) SIMP, (b) ESO e
(c) TSA.

(@)

Density
1,00

0,001

(@

Density
1,00

0,001

(@)

Como eram esperadas, diferengas entre as solucoes obtidas, para diferentes valores de

restricao de volume, sao evidentes. Porém, nao mudam, para este exemplo, a topologia,
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apenas a largura das barras. No caso dos algoritmos baseados nos métodos TSA e ESO,
hd um aumento na complexidade da topologia que nao ocorre no SIMP, provavelmente em
funcao do sistema de filtro adotado para evitar checkerboard, que torna o algoritmo mais
estavel. Observa-se que todos os modelos mantém aproximadamente a mesma inclinagao

das barras, isto é, convergem para minimos locais similares.

5.1.4 Viga bi-apoiada com carga transversal central na face infe-
rior

Figura 5.11: Viga bi-apoiada com carga transversal central na face inferior: modelo utilizado.

Neste exemplo a influéncia do refinamento da malha nos algoritmos implementados é veri-
ficada, sendo avaliados os resultados numéricos do problema de otimizacao topoldgica para
os seguintes tamanhos de malha: h = L/50, h = L/100 e h = L/200, sob uma restri¢ao de
volume de V = 0, 3V.

Foram adotados neste exemplo como parametros do material £ = 2,1 x 101N/m? e
v =0,25. O valor da carga adotado foi f = 1000N e a espessura considerada foi ¢t = 0, 01m.
O comprimento escolhido foi L = 0,50m, conforme Fig. (5.11). Neste exemplo tirou-se
proveito da simetria do problema sendo modelada desta forma apenas a parte esquerda da
estrutura. J4 para visualizagao dos resultados a estrutura foi rebatida.

Para o primeiro caso em estudo (h = L/50) o algoritmo SIMP totalizou 237 iteragoes,
ESO 194 iteragoes e TSA 203 iteracoes. J& para o segundo caso (h = L/100) os algoritmos
SIMP, ESO e TSA convergiram em 474, 199 e 198 iteragoes, respectivamente. No ultimo
caso (h = L/200) o algoritmo SIMP totalizou 1209 iteragoes, o algoritmo ESO 211 iteragoes
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enquanto que o algoritmo TSA convergiu em 209 iteragoes. Podem-se observar os resultados
numéricos dos algoritmos mencionados nas Figs. (5.12), (5.13) e (5.14).

Pode-se constatar que o algoritmo SIMP, a medida que a malha torna-se mais refinada,
converge em um nimero cada vez maior de iteragoes. Provavelmente isto se deve ao aumento
do nimero de varidveis de projeto no algoritmo e ao critério de convergéncia adotado. Devido
ao sistema de filtro, para evitar checkerboard, e a propria abordagem de resolugao por critério
de otimalidade, parece ser menos sensivel ao refino da malha, por apresentar topologias
similares. J4 no caso dos algoritmos baseados nos métodos ESO e TSA, & medida que a
malha torna-se mais refinada, retira-se menores quantidades de material da estrutura, o que

permite a obtencao de estruturas mais complexas.

- %%N - Dersi
ensity
% ég 1,00
|0,75
0,5
0,25
g%\f V\% 0,001

(b)

© @

Figura 5.12: (a) Malha, com 2.968 nés e 5.734 elementos finitos na parte simétrica, e resul-
tados encontrados para h = L/50 nos algoritmos (b) SIMP, (c) ESO e (d) TSA.
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Density

1,00
0,75
0,5

0,25
0,001

(@) (b)

(©) (d)

Figura 5.13: (a) Malha, com 11.708 nés e 23.014 elementos finitos na parte simétrica, e
resultados encontrados para h = L/100 nos algoritmos (b) SIMP, (c) ESO e (d) TSA.

Density

1,00
0,75
0,5

0,25
0,001

(a) (b)

(c) (d)
Figura 5.14: (a) Malha, com 46.514 nés e 92.226 elementos finitos na parte simétrica, e
resultados encontrados para h = L/200 nos algoritmos (b) SIMP, (c) ESO e (d) TSA.
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5.1.5 Ponte com tabuleiro inferior

Neste exemplo é analisado o valor da funcao custo, neste caso a energia de deformacao, ao

final do processo de otimizacao.

o

™

f-——— ———
L

Figura 5.15: Ponte com tabuleiro inferior: modelo utilizado.

Os parametros materiais adotados foram: F = 2,1 x 10''N/m? e v = 0,25. Os outros
parametros considerados neste exemplo sao: L = 20a = 60m, V = 0,3V e t = 0,3m.
Sao considerados neste exemplo 2 casos de carregamento ao todo, o primeiro diz respeito a
carga distribuida ao longo do tabuleiro ¢ = 2,5 x 105N/m e o segundo estd relacionado a
carga pontual aplicada no centro da ponte f = 10°N, conforme Fig. (5.15). Neste exemplo
atribuiu-se peso w = 1/2 para cada caso de carregamento (ver Egs. (4.10), (4.25) e (4.28)).

Como o problema é simétrico, foi construido um modelo numérico da parte esquerda da
estrutura. A malha utilizada contém 17.579 nés e 34.656 elementos finitos na parte simétrica
conforme Fig. (5.16a), e os algoritmos SIMP, ESO e TSA convergiram em 1668, 207 e 207
iteragoes, respectivamente, cujos resultados podem ser vistos na Fig. (5.16).

Quanto aos valores da energia interna encontrados no final do processo de otimizacao,
estes foram: 1,84 x 10'°Nm para o SIMP, 6,83 x 10!°Nm para o ESO e 14,50 x 10'*°Nm
para TSA. Pode-se observar que o valor da funcao custo obtido pelo algoritmo baseado no
método SIMP é menor que os valores apresentados por ESO e TSA. Isso se deve ao critério
de parada adotado nos algoritmos ESO e TSA, que nao possui embasamento matematico.

Percebe-se, novamente, a tendéncia do aparecimento de linhas de transmissao de esforgos

bem finas nos algoritmos baseados nos métodos ESO e TSA, quando da existéncia de malhas
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finas, se comparadas ao caso do SIMP. No caso especifico deste problema, estes elementos

estruturais poderiam ser interpretados como cabos, em funcao de seu estado de tracao axial.

Density
1,00
O 75
0,25

0,001

Figura 5.16: Ponte com tabuleiro inferior: (a) modelo numérico utilizado e resultados numéri-
cos dos algoritmos (b) SIMP, (c) ESO e (d) TSA.

5.1.6 Ponte com tabuleiro central

A exemplo do que foi feito anteriormente, o valor da fun¢ao custo é analisado através de
solugao do problema de otimizacao obtida nos algoritmos baseados nos métodos SIMP, ESO

e TSA.

a f
©
Y Y Y ~ 1 4
/ &
| i ]
. 3a 3a [ .
— aL —

Figura 5.17: Ponte com tabuleiro central: modelo utilizado.

Os parametros materiais e geométricos considerados neste exemplo foram os seguintes:
E=21x10"N/m? v =0,25 et =0,3m. Os outros parametros adotados neste exemplo
sao: L = 20a = 60m e V = 0,25V . Assim como no exemplo anterior (ponte com tabuleiro

inferior) sdo considerados ao todo 2 casos de carregamento: ¢ = 2,5 x 10°N/m e f = 10°N,



Capitulo 5 - Resultados numéricos 58

conforme Fig. (5.17). Para cada caso de carregamento adotou-se peso w = 1/2 (ver Egs.
(4.10), (4.25) e (4.28)).

Por se tratar de um problema simétrico foi feita apenas a andlise da parte esquerda do
modelo, sendo utilizados um total de 17.591 nés e 34.680 elementos finitos, conforme mostra
a Fig. (5.18a). Para a visualizagao dos resultados, que podem ser observados na Fig. (5.18),
a estrutura foi rebatida. Os algoritmos SIMP, ESO e TSA convergiram em 1315, 211 e 216
iteracoes, respectivamente.

Os valores da energia interna encontrados foram: 9,18 x 10°Nm para o SIMP, 21,40 x
10°Nm para o ESO e 25,00 x 10°Nm para TSA. Constata-se, novamente, que o valor da
funcao custo obtido ao final do processo de otimizacao no algoritmo baseado no método
SIMP é menor do que os apresentados pelos algoritmos baseados nos métodos ESO e TSA.

Neste exemplo, repete-se novamente a relativa complexidade topolégica da solugao obtida
por ESO e TSA, bastante similares entre si. Neste caso torna-se evidente a necessidade de se
adicionar outros critérios para tornar estes projetos realistas. Para torna-lo vidvel na pratica,
deve-se incorporar restricoes sobre os valores de tensoes admissiveis e, no caso de hastes em
compressao, considerar falhas por flambagem (alta esbeltez). No entanto, ressaltamos que
estes resultados buscam observar comparacoes entre os métodos, e nao em se resolver um

problema especifico.

Density
1,00

0,75
0,5
0,25

() (b) 0.001

(©) (d)

Figura 5.18: Ponte com tabuleiro central: (a) modelo numérico utilizado e resultados numéri-
cos dos algoritmos (b) SIMP, (c) ESO e (d) TSA.
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5.1.7 Ponte com tabuleiro superior

Pretende-se neste exemplo avaliar os valores da energia interna encontrados nos algoritmos
implementados.
Por se tratar de um problema simétrico levou-se apenas em consideragao a parte esquerda

do modelo na andlise numeérica.

Figura 5.19: Ponte com tabuleiro superior: modelo utilizado.

Foram consideradas as seguintes propriedades do material: F = 2,1 x 10"N/m? e v =
0,25. Os outros parametros adotados neste exemplo sao: L = 20a = 60m e ¢t = 0,3m. Sao
considerados ao todo 2 casos de carregamento: ¢ = 2,5 x 10°N/m e f = 10°N, de peso
w = 1/2 cada (ver Egs. (4.10), (4.25) e (4.28)), conforme Fig. (5.19) e uma restrigdo de
volume V = 0,2V.

A malha de elementos finitos possui 17.579 nés e 34.656 elementos finitos, conforme Fig.
(5.20a), e os algoritmos SIMP, ESO e TSA convergiram apés 1640, 214 e 203 iteragoes,
respectivamente.

Ao final do processo de otimizagao encontrou-se como valores da energia interna: 1,00 x
10'% no SIMP, 2,75 x 10'° no ESO e 2,71 x 10'° na TSA, apresentando SIMP menor valor
de funcao custo ao final do processo de otimizacao topoldgica.

Assim como no exemplo anterior, para tornar estes projetos vidveis, deve-se incorporar
ao processo de otimizacao restricao quanto as tensoes admissiveis e levar em consideragao a

flambagem dos elementos sob compressao.
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Density
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Figura 5.20: Ponte com tabuleiro superior: (a) modelo numérico utilizado e resultados
numéricos dos algoritmos (b) SIMP, (c) ESO e (d) TSA.

5.2 Elasticidade Tridimensional

A seguir apresentam-se os resultados numéricos em Elasticidade Tridimensional dos algorit-
mos implementados para um cubo solicitado por uma carga pontual, conforme mostra a Fig.
(5.21).

Neste exemplo pretende-se analisar os resultados encontrados nos algoritmos baseados
nos métodos SIMP, ESO e TSA. Em virtude da simetria do problema, sera feita modelagem

numérica de apenas um quarto da estrutura.

l
AN

Figura 5.21: Cubo sujeito a carga concentrada: modelo utilizado.
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Os parametros do material utilizados foram: médulo de elasticidade E = 2,1 x 101*N /m?
e coeficiente de Poisson v = 0,25. Os outros pardmetros empregados foram L = 5m,
f = 10°N e restricdo de volume V = 0,07V, conforme ilustracdo na Fig. (5.21). Os
resultados obtidos podem ser observados na Fig. (5.22). Com a finalidade de se facilitar a
interpretacao dos resultados, os mesmos foram rebatidos em dois planos.

Observa-se certa semelhanca nos resultados obtidos pelos algoritmos, convergindo para

minimos locais semelhantes.

(b)

(d)

Figura 5.22: Cubo sob carga pontual: (a) modelo numérico utilizado e resultados numéricos
dos algoritmos (b) SIMP (para valores de densidades dos elementos maiores que 0,5), (c)
ESO e (d) TSA.
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5.3 Comentarios adicionais

Para resolugao da equagao de estado utilizou-se o método Sky-Line para os problemas de
Estado Plano de Tensao enquanto que, para os exemplos em Elasticidade Tridimensional,
utilizou-se o método iterativo baseado no Gradiente Conjugado. A geracao da malha dos

exemplos 3D foi feita de maneira a minimizar o espaco de memdria a ser alocado.
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Consideracoes Finais

Este trabalho teve como principal objetivo comparar os métodos SIMP, ESO e TSA no
problema de minimizagao da energia interna. Assim sendo, dentre as principais conclusoes

obtidas com este trabalho destacam-se:

e Observa-se que os métodos apresentados, para o caso do problema de minimizacao da
energia interna, apresentam expressoes de sensibilidades bastante semelhantes, ape-
sar de origens conceituais diferentes. Na técnica SIMP, a sensibilidade do sistema é
calculada quando modifica-se localmente o campo de densidades, enquanto que nos
método ESO e TSA, esta é calculada quando retira-se um elemento finito do espaco

de aproximacao e ao se introduz um furo infinitesimal no dominio, respectivamente;

e O problema formulado é nao convexo e possui muitos minimos locais. A diferenca de re-
sultados nao deve ser atribuida exclusivamente a diferenga na formulagao (SIMP, ESO,
TSA) mas também a parametros e escolhas de evolucao de cada método. Pretende-se
através dos resultados numéricos evidenciar tendéncias que ajudem a compreender o

comportamento de cada técnica em andlise;

e Os resultados evidenciam maiores semelhancas de resultados entre ESO e TSA do que
o SIMP. Isto j& era previsto pois na presente abordagem eles tém os seguintes pontos

€111 comuin:

- Uma mesma heuristica evolutiva;

- Um mesmo “principio” conceitual, baseado na avaliacao da sensibilidade quando
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da remoc¢ao de material, sendo que esta remocao ¢ finita (ESO) ou infinitesimal

(TSA).

e Pelo mesmo motivo anteriormente citado, ambos sao mais sensiveis que o SIMP no que

diz respeito ao refino da malha;

e Nao ¢ utilizado nenhum critério de otimalidade no presente uso de ESO ou TSA. Assim,
nao é possivel (nem se pretende) afirmar que se esteja num minimo do problema. De
fato o SIMP apresentou, nos exemplos analisados, valores de funcao custo, ao final do

processo de otimizagao, menores aos obtidos pelos algoritmos ESO e TSA.

e A técnica ESO pode ser vista como uma versao discreta da TSA. No entanto ambas
coincidem em casos muito particulares em que nao aparecem singularidades no pro-
blema ao se introduzir um furo no dominio. Em geral, isso ocorre quando a fronteira do
furo est4 livre (condigdo de Neumann homogénea). Por outro lado, quando se tem, por
exemplo, condicao de contorno de Dirichlet, Robin ou Neumann nao homogénea nos
furos, aparecem singularidades no problema que devem ser adequadamente tratadas
através da TSA, uma vez que o ESO leva a resultados totalmente equivocados nestas
situacoes. Além do mais, os casos ora mencionados sao dificeis, senao impossiveis, de

serem tratados utilizando o SIMP;

e A TSA se apresenta como uma ferramenta de avaliacdo de sensibilidade com pro-
priedades matematicas poderosas e aplicacoes diversas, tais como, otimizagao topolé-
gica, problemas inversos em geral e modelagem mecénica de fenomenos que sofrem
mudancas na configura¢ao do dominio (mecénica da fratura, cavitagdo, dano, mudanga
de fase, etc.). A junc@o desta informagao com os conceitos e ferramentas classicas de
programacao matemética é um aspecto em aberto para futuras pesquisas. No entanto
jé existem trabalhos que associam a TSA e o conceito de Level-Sets, o que tem resul-
tado em algoritmos de programagao matemaética potencialmente aplicdveis no contexto
de otimizagao topolégica e problemas inversos (ver, por exemplo, Yulin & Xiaoming

[55]).

Sugestoes para trabalhos futuros:
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e Incorporar no processo de otimizagao topolégica dos métodos apresentados condicoes
de contorno de contato, uma vez que este € um fendémeno importante, que é comumente

considerado em problemas relacionados a Engenharia;

e Associar a informacao da TSA a métodos de programagao matemética.
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Apéndice A

Analise Assintotica

Neste apéndice sao apresentados os instrumentos necessdrios para realizar o calculo da
Derivada Topolégica em Estado Plano de Tensao e Elasticidade Tridimensional. Con-
forme apresentado no capitulo 3 (segdo 3.3), para a determinagao da Derivada Topoldgica
é necessdrio conhecer-se a distribuicao de tensoes atuantes na fronteira do furo introduzido,
de acordo com seu raio €. Este campo de tensoes é calculado de maneira a satisfazer as

seguintes condicoes:
e Relacao constitutiva do material;

e Equacoes cinematicas;

Equagao de equilibrio;

Condigoes de compatibilidade;

Condigoes de contorno impostas ao problema.

A seguir sao apresentadas as expressoes dos campos de tensoes para Estado Plano de

Tensao e Elasticidade 3D, considerando comportamento eldstico linear do material.

A.1 Elasticidade Linear em 2D

Para o cédlculo da distribuicao de tensoes atuantes a uma distdncia r do centro do furo
introduzido, considera-se um corpo submetido a um estado de tensao no qual somente atuam
tensoes principais o, e 03. Considerando-se comportamento eldstico linear do material, pode-

se determinar a distribuicao de tensoes em funcao da tensao principal o e posteriormente em
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relacao a oy, rotaciond-las para uma base de referéncia para enta

este apresentado a seguir.

A.1.1 Basel

0 sobrepo-las, procedimento

Considere-se um estado de tensao no qual o corpo estd submetido a tensao principal oy,

conforme Fig. (A.1).

- —
- —
- —
- —> 5
- — 1
- —
- —
- —

Figura A.1: Sistema de coordenadas cilindricas da base 1, para a determinagao da dis-

tribuicao de tensoes em Estado Plano de Tensao.

Neste caso tem-se que as componentes do tensor de tensoes o

polares, conforme Obert & Duvall [36], sdo dadas por

1

1 1
+rs Ogp € Typ €m coordenadas

2 2 4
o1 € o1 € €
U},T = —2 <1 — ﬁ) + 7 (1 — 4ﬁ + 3;) COS 291, (Al)
2 4
L o1 € o1 €
— 14— ) —221(1 — 2 A2
oho 5 ( + r2> 5 ( +3r4) cos 201, (A.2)
1 01 62 64 .
Tro — ——2 1+ 25 - 3—4 S 291 (A3)

A.1.2 Base 2

Considere-se um estado de tensao no qual o corpo estd submetid

(A.2).

0 a tensao oy, conforme Fig.
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Figura A.2: Sistema de coordenadas cilindricas da base 2, para a determinacao da dis-
tribuicao de tensoes em Estado Plano de Tensao.

Da mesma forma que o apresentado na base 1, as componentes do tensor de tensoes em

coordenadas polares na base 2, sao dadas por

2 2 4
2 . (o] € (o] € €
Opp = 7 <1 — ﬁ) + ? (]. - 4ﬁ + 3;) COS 292, (A4)
2 4
(o)) € (o] €
0'39 = 7 <1 -+ ﬁ) — ? (]_ + 3;) COS 292, (A5)
2 - 09 62 64 . 9 A
Trg — —7 1-‘-25 —3F sin 2 2. ( 6)

A.1.3 Mudanca de base e sobreposicao das tensoes

Adotando-se a base 1 como base de referéncia e observando-se as Figs. (A.1) e (A.2) pode-se

concluir diretamente que

0, = o, (A7)

0, = e—g. (A.8)

Desta forma, substituindo-se estas equagoes nas componentes de tensao de cada base
apresentada, obtém-se a distribuicao de tensoes no sistema de coordenadas de referéncia,
provenientes de oy e gy. Sobrepondo-as e utilizando-se algumas relacoes trigonométricas,

tem-se
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o1+ 09 €2 o1 — 09 € et
Opp = 5 (1 — ﬁ) + cos 297 (1 — 4ﬁ + 3; , (A.9)
o1+ o9 €2 o1 — 09 et
Opp — 5 (1 + ﬁ) — COS 297 <1 + Bﬁ) s (AlO)
. 01— 029 62 64 A
Trg = —sm?HT 1+2ﬁ_3ﬁ . (A.11)

E importante ressaltar que os resultados apresentados nesta secio também podem ser uti-
lizados na obtencao das expressoes da Derivada Topoldgica no modelo de Estado Plano de

Deformacao.

A.2 Elasticidade Linear em 3D

Considere-se estado tri-axial de solicitagao, no qual o corpo estd sujeito as tensoes principais
01, 02 € 03. Supondo-se agora a inser¢ao de um furo esférico de raio € no dominio, que ird
modificar a distribuicao de tensao no mesmo.

Tratando-se de um problema eléstico linear, pode-se determinar a distribuicao de tensoes
devido a o1, 09 e o3 separadamente. Desta forma sao construidos trés sistemas de coorde-
nadas esféricas, um para cada estado de tensoes principais, e para cada um deles determina-se
a distribuicao de tensoes atuantes, que posteriormente sao rotacionadas para um sistema de

referéncia, permitindo entao que sejam sobrepostas.

A.2.1 Distribuicao de tensoes na base 1

Considere um corpo submetido a uma tragao o3, cuja resultante estd orientada no eixo z,

distribuida uniformemente sobre uma das faces do corpo, conforme ilustracao na Fig. (A.3).
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€x

Figura A.3: Sistema de coordenadas esféricas da base 1.

Observando-se o sistema de coordenadas esféricas desta base, pode-se obter os eixos e!,
e}o e ej. Estes eixos serdo utilizados posteriormente para rotagao do campo de tensdo para
a base de referéncia e, por simplicidade, sao calculados em funcao de 6, 0, e 0..

Desta forma, o eixo el neste sistema de coordenadas ¢ dado por

el = cosf,e, + cos 0,e, + cost.e, (A.12)

Como os eixos el e e, nao sao ortogonais, o €ixo e}p ¢é dado por

1
1 & Xl (A.13)

el =
7 lep xe|

onde o numerador é dado por

e, ey e,
1
e, xe, = |cosb, cost, cosl, |,
0 0 1

= cosfye, —cosb,e,. (A.14)
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Ja o denominador, considerando-se as relagoes trigonométricas é dado por
1 2 2
}er X ez| = }cos 0. + cos Gy} ,
= }1 — cos? 02} ,
= }sin2 HZ’ ,

= sind,. (A.15)

Substituindo-se as Eqgs. (A.14) e (A.15) em (A.13), obtém-se

p _ costy,  cosb,

(A.16)

€ : €, - e,.
Y ¢ind, sinf, ¢

1

» em fungao dos mesmos

O eixo e} ¢ obtido diretamente pelo produto vetorial de e’ e e

serem ortogonais, ou seja,

1 1 1
e = e, Xxe,
e, e, e,
= | cosf, cosb, cosl,
cos 0y __cosby 0
sin @, sin @,
cos b, cos b, .
= |cos,—— | e, + | cosO,— e, — (sind,)e,. (A.17)
sinf, sinf,

Neste sistema de coordenadas polares, tem-se que a distribuicao de tensoes atuantes a
uma distancia r do centro do furo esférico introduzido ¢, conforme Obert & Duvall [36], dada

por

ol = 85T —bv— (19— bv) 5+ 125+

sin 4, 5V—7+5(5—I/);—2—18;—2}}

(A.18)

5

o= w3 {B- G a5 15?0 (v -5+ 5]} (AL9)
Th= s (3]3S - 5]+

3 5 (A.20)
sin0, [2(7 = bv) — 5 (1 — ) < +21;—5]}

Trg= Zaplesnte [5u —T-5(1+v) S+ 12;—2} (A.21)
Tro= Tp =0 (A.22)

onde v é o coeficiente de Poisson do material no qual o furo foi introduzido.
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A.2.2 Distribuicao de tensoes na base 2

Considere um corpo submetido a uma tragao oy, cuja resultante estd orientada no eixo y,

distribuida uniformemente sobre uma das faces do corpo, conforme ilustragao na Fig. (A.4).

e-

G2

Figura A.4: Sistema de coordenadas esféricas da base 2.

Neste sistema de coordenadas, o eixo e? é dado por
e? = cosf,e, + cosf,e, + cosl.e, (A.23)

Como os eixos €2 e e, nao sao ortogonais, o €ixo e?p ¢é dado por

2 _ € Xe (A.24)

e =
7 le? x ey|,

onde o numerador é dado por

e, e, e,
2 _
e, xe, = |cosb, cost, cosl, |,
0 1 0

= —cosf.e, + cosb,e,. (A.25)
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Ja o denominador, considerando-se as relagoes trigonométricas é dado por

}ei X ey| = ‘0052 6, + cos® 02} ,
= ‘1 —COSQQy‘,
= ‘sinQHy},

= sind,. (A.26)

Desta forma, substituindo-se as Eqgs. (A.25) e (A.26) em (A.24), obtém-se

o2 cos b, . cos 8, .
- T . €T . z*
@ sin g, sin §,,

(A.27)

2 2

O eixo e; ¢ obtido diretamente pelo produto vetorial dos eixos €2 e e;, em fungao dos

mesmos serem ortogonais, ou seja,

e; = e’xe
e, e, e.

— cosfl, cosb, cosl,

__cosf. cos 0,
sin 6y 0 + sin 0y

- <cos 0, Z?S Hy) e, — (sinf,)e, + (cos 6, °r 9y> e.. (A.28)

in, sin 6,

As componentes de tensao, neste sistema de coordenadas, sao dadas por

52 = =22 17 —5u—(19—5v) S + 129+
) v (A.29)
sin20, (50 —7+5(5 —v) G — 18;_5]}
= % {(3 —Bu) S — 4% 4+ Bsin?0, [(211 —1)S 4+ —] } (A.30)
v g 63 65
5= 3[(3—5y)r—3—4r—5}—|— A
sin? 6, 2(7—5y)—5(1—21/);—§+21;—z}} '
72y = sesbimb 5y 75 (1+v) & + 125] (A.32)
Tre= Tpp=0 (A.33)

A.2.3 Distribuicao de tensoes na base 3

Considere um corpo submetido a uma tracao o, cuja resultante estd orientada no eixo =,

distribuida uniformemente sobre uma das faces do corpo, conforme ilustracao na Fig. (A.5).
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Q

NN NN

Figura A.5: Sistema de coordenadas esféricas da base 3.

O eixo e? neste sistema de coordenadas é dado por

3

e, = cosb,e, + cosb,e, + cosb.e, (A.34)

Como os eixos €’ e e, niao sao ortogonais, o €ixo ef’p ¢ dada por

3
o3 — &r X & (A.35)

7 el x|

onde o numerador é dado por

e, e, e,
eff xe, = |costl, cosb, cosl, |,
1 0 0
= cosf.e, —cosbe,. (A.36)

Considerando-se as relagoes trigonométricas, o denominador é dado por

€2 x e,| = |cos®6, + cos®0.],
= }1—00828x|,

= }sim2 0.,

Y

= sinf,. (A.37)
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Desta forma, obtém-se

cosf cosf
e} = ——=e, — —Le.. (A.38)
sin 6, sin 6,
Em funcao dos eixos e} e e? serem ortogonais, o eixo e} € obtido diretamente pelo produto

vetorial dos mesmos, ou seja,

3 _ 3 3
e, = e, xe),
e, ey e,
= | cosf, cost, cosl, |,
0 cosf, __cos 0y
sin 6, sin 6,
. cos 6 cos 0
= —(sinf,)e, + (cos,—= | e, + [ cosl,.———= | e.. (A.39)
y y
sin 6, sin @,

As componentes de tensao, neste sistema de coordenadas, sao dadas por

53 = L I7_5,— (19-50)% + 1254
(7=50) v (A.40)
sin? 0, 5V—7+5(5—V);—3—18:—5i|}
5= {(3 —50) & — 4 + 5sin?0, [(QV SN —i} } (A.41)
3 - 3 5
sin 0, 2(7—5u)—5(1—2y);—2+21;—i]} '
7y = oebombe[5y 7o 5(1+v) & + 125] (A.43)

A.2.4 Mudanca de base e sobreposicao das tensoes

Para sobrepor as distribuicoes de tensoes provenientes das tensoes principais é necessario
escrever, primeiramente, as tensoes em um sistema esférico de referéncia.
Considere um s-ésimo sistema de coordenadas esféricas. Adotando-se a base 1 como base
de referéncia, tem-se que o campo de tensao o da s-ésima base no sistema de referéncia, é
dado por
o = (Q) &°Q° (A.45)

onde a matriz de rotagao é dada por

s 1 s 1 s 1
er-e,i er-ew er-eel
s __ s ., s 1 s .,
Q' = | e eI e ef e, ef (A.46)
s s s
69 * eT. 99 * ecp 69 * 69
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=S =s =S
Oy Tr(p Tro

—s__ =5 =S =S

T°= | Try Oopu Top (A.47)

representa a distribuicao de tensao no sistema local.
Além de rotacionar as distribuicoes de tensoes das trés bases é necessdrio ainda escreveé-
las em funcao de r, ¢ e 6, pois os eixos, por simplicidade, apresentam-se em funcao de 6,,

6, e 0.. Desta forma, conforme Fig. (A.3), observa-se diretamente que

cosf, = sinfsinp, (A.48)
cosf, = sinfcosp, (A.49)
6, = 0. (A.50)

Utilizando-se programa de matemdtica simbdlica (Mathematica 3.0) obteve-se a dis-
tribuicao de tensoes das bases no sistema de referéncia. Para a base 1, a distribuicao de
tensdes ¢ diretamente obtida substituindo-se a Eq. (A.50) nas Egs. (A.18) a (A.22). Na

base 2 as componentes de tensoes, no sistema de referéncia sao dadas por

02 = ﬁ{G (:—2 —6—5> + cos? ¢sin? 6 [7 50 —5(b—-v)G +18 }} (A.51)
092090 = 2(7_511)(1_"5052%1112 ) {3 cos? ¢ cos? [(Ew 2) & + S+

5 cos? @ sin? 6 ((1 —2v) f,—i )] + sin? ¢ [ 4—10v+ (4 — ):—§+(A.52)
9j—z—Cos2<psin2€<2(7—5y)—5(1—21/ S+215 ) }

h= w5 {3(v—25+5) +coe [15 (A-2)5-5)+

(A.53)

cos2 0 (2( —5U) 5 (20— 1) S + 215 )]}
r2, = oemednesind [, 7 5(14+0) 5 + 125 (A.54)
r2) = medewsbinl |75y 4 5(140) & - 125] (A.55)
r2 = Zmgsiocnd |5y 7 - 5(1-20) & — 35 (A.56)

Ja a distribuicao de tensoes da base 3, no sistema de referéncia, é dada por
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3

L {6 (— . —) + sin? @sin? [7 5 —5(B-1) S+ 18;—5} } (A.57)

e = = in2 2 _ne L8
O-%O N 2(7—511)(1—511112<,asin2 0) {38111 p Cos 0 |:(5V 2) 3+ 5

5sin2gpsin20<(2y—1)ﬁ—l— )} + cos? cp[ (7T—5v) + (4 —5v) 34(A58)
T—Z—sm psin 9( (7 — 5V)—5(1—21/)6 21£>]

o3, = 2(%@){3 ((5y—2);—2+;—2) —sin2g0[2 ((5y—7)—5(1—2y);—§—

. ) . (A.59)

35 ) +sin?0 (2(7 - 5v) = 5(1-2) 5 + 215 | }
73, = Depsingsind [7 v +5(1+1)% — 12;—2} (A.60)
7_7:%9 _ oisin 7<pc50ys€sm0 [7 5u + 5 1+ V) 8 125_5] (A61)
Tie _ o COSfS;ILQOCOSQ |:7 5y + 5 1— 2V) < + 3%] (A62)

Finalmente, o campo de tensao, relativo as trés tensées principais, na base de referéncia,

¢é dado por
3

=) (@) Q@ (A.63)

s=1



