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Resumo

Neste trabalho investigamos algumas propriedades termodindmicas de uma classe
de sistemas em situagoes de nao-equilibrio. Estudamos alguns tipos de processos em
que se estabelece um fluxo de energia entre dois banhos térmicos em temperaturas
diferentes. O fluxo de energia é intermediado por um sistema descrito por um hamil-
toniano com duas coordenadas generalizadas. Uma delas relaxa rapidamente quando o
sistema estd em contato com um banho térmico numa temperatura fixa, enquanto que
a outra, a variavel lenta, responde pela interacao do sistema com outro banho térmico
a uma temperatura mais baixa. O acoplamento entre estas varidveis leva a um fluxo de
energia entre os banhos térmicos. Determinamos os estados estacionarios do sistema e
calculamos algumas propriedades como a producao de entropia, dissipacao de energia,
etc. Embora nesta situacao o sistema esteja fora do equilibrio, uma descricao termodi-
namica é possivel. Aplicamos o formalismo estudado a alguns problemas de interesse
como, por exemplo, um sistema acoplado de gases ideais, um gas ideal interagindo com
um oscilador harmoénico e dois osciladores harmonicos acoplados. Mostramos que se
as temperaturas dos banhos nao sdo muito proximas, as relagoes de Onsager nao se
aplicam.

Também consideramos neste trabalho um par de sistemas que estao acoplados a
uma fonte de trabalho reversivel de modo a representar uma méaquina térmica. O aco-
plamento entre esses banhos, inicialmente em diferentes temperaturas, é feito por meio
de uma interacdo fraca. E crenca bem estabelecida que qualquer acoplamento direto
entre os banhos nao traz senao dissipagao de energia. No entanto, se as escalas dos tem-
pos de relaxacao associadas com esses problemas sao muito diferentes, uma quantidade
de trabalho extra pode ser obtida. Este trabalho adicional ganho devido ao acoplamen-
to direto pode ser maior do que a dissipacao adicional. Mostramos que, dependendo
da natureza dos sistemas que estao interagindo, é necessario considerar a contribuicao
de segunda ordem ou mesmo de ordem mais alta no pardmetro de acoplamento para

observar esse efeito. Sao feitas aplicacbes do formalismo analisando o acoplamento



entre dois gases ideais, entre osciladores harmoénicos e para um acoplamento do tipo de

Henoén-Heiles.



Abstract

In this work we investigate some thermodynamical properties of a class of systems
in nonequilibrium situations. We studied some kinds of processes in which a flux of
energy is established between two heat baths at different temperatures. The energy
flow is mediated by a system described by an Hamiltonian with two generalized coor-
dinates. One of them relaxes quickly when the system is in contact with a heat bath
at fixed temperature, while the second one, the slow variable, mimics the interaction
of the system with another heat bath at a lower temperature. The coupling between
these variables leads to an energy flow between the heat baths. We determined the
steady states and we calculated some properties as the entropy production, energy dis-
sipation, etc. Although the system is a nonequilibrium one, a termodynamic approach
is possible. We applied the formalism to some interesting problems like, for instance, a
coupled system of ideal gases, an ideal gas interacting with a harmonic oscillator, and
two coupled harmonic oscillators. If the temperatures of the heat baths are not too
close, the Onsager relations do not apply.

We also considered in this work a pair of systems which are coupled to a reversible
work source to represent a heat engine. The coupling between these systems, initially
at different temperatures, is made by a weak interaction. It is a well established belief
that any direct coupling is a way to dissipate energy. However, if the relaxation time
scales associated with these systems are very different an extra amount of work can be
obtained. This additional work gained due to the direct coupling can be greater than
the additional dissipation. We show that depending on the nature of the interacting
systems it is necessary to look at the second or even higher order contributions in the
coupling parameter to observe this effect. Applications are presented for the coupling
between two ideal gases, between harmonic oscillators and for the coupling of the

Henoén-Heiles type.
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Capitulo 1

Introducao

A grande maioria dos processos que ocorrem na natureza envolvem situacoes fora
do equilibrio e, como se sabe, nao existe nenhuma teoria completa e detalhada para
tratar tais fenomenos. Por outro lado, a termodinadmica estatistica é uma teoria bem
estabelecida que pode ser desenvolvida a partir da teoria de Gibbs dos “ensembles”.
Alguns livros bem conhecidos tornaram-se referéncias fundamentais no campo da ter-
modinamica estatistica de equilibrio, entre os quais destacamos Callen [1] e Landau
e Lifshitz [2|. Em muitas situages, porém, estamos mais interessados nos processos
do que numa clara definicao dos estados. Falamos entao mais em taxas dos processos
fisicos e nas propriedades gerais que podem ser obtidas sem olhar para os detalhes
do sistema. O objetivo da termodinamica fora do equilibrio ¢ amplo e dirigido para
descrever processos fisicos, quimicos e biologicos. Neste trabalho, discutiremos algu-
mas situagoes fora do equilibrio que, devido a algumas caracteristicas especiais, sao
passiveis de uma descricao termodinamica.

Apoés um século do estabelecimento dos alicerces da termodindmica nossa com-
preensao da natureza certamente mudou bastante. Onde a ciéncia classica falava de
equilibrio, permanéncia e estabilidade, mencionamos agora flutuagoes, instabilidades,
evolucao para o caos, etc. Durante esse periodo mudamos nossa visao sobre a estru-
tura da matéria, revisamos nossos conceitos basicos de espaco e tempo, aprofundamos
nossa visao sobre a formacao e evolucao do universo, aprendemos que, mesmo sistemas
simples, classicos, podem apresentar comportamento complexo e de dificil descrigao
matematica, isto para citar apenas algumas dessas mudangas que ocorreram na fisica.

E evidente que avangamos em muitas outras areas do conhecimento como por exemplo,



a biologia, a quimica, etc. Para onde quer que olhemos, deparamo-nos com processos
irreversiveis cuja simetria temporal foi quebrada. Nesse contexto, passado e futuro
exercem papéis distintos.

As inovagoes que permitiram as méquinas a vapor converterem, com eficécia, calor
em movimento, além de darem inicio a revolugao industrial, propiciaram o surgimento
de uma ciéncia nova: a termodindmica. Como muitas vezes acontece em ciéncia, a
termodinamica, tendo comecado com objetivos bem praticos, evoluiu e desenvolveu
uma descri¢ao geral das transformagoes entre os estados da matéria. Posteriormente,
a mecanica estatistica forneceu a conexao entre o mundo microscoépico e os fendmenos
macroscopicos descritos pela termodinamica.

A termodindmica e a mecanica estatistica sao teorias complementares e bem esta-
belecidas [1, 2|. A termodinamica é uma teoria fenomenologica extremamente poderosa
e bem sucedida para descrever estados de equilibrio de sistemas macroscopicos. Tem
a vantagem de prescindir de qualquer hipétese sobre a constituicdo microscopica dos
corpos materiais. O trabalho de Gibbs mostrou sua tremenda generalidade através de
sua relagao com a fisica estatistica, formulada em termos de ensembles. Devido a este
carater geral da distribuicdo de Gibbs, a termodindmica produz relagoes universais,
aplicaveis independentemente dos detalhes microscoépicos.

A termodinamica do século 19 teve enorme sucesso, mas limitou-se quase que por
inteiro a descricao de situagoes de equilibrio que constituem, sem davida, um domi-
nio de investigacao importante, mas insuficiente para o atual estdgio do conhecimento.
Seguramente houve varias razoes para isso. Na verdade, a fisica classica sempre enfa-
tizou os conceitos de estabilidade e equilibrio. Um exemplo interessante e elucidativo
nos é fornecido pela analise das flutuacoes. Sabemos que a estrutura da matéria leva
necessariamente ao aparecimento de flutuacoes. Essas flutuagoes, no entanto, nos sis-
temas em equilibrio ou proximos dele, geralmente nao tem efeito. Assim, sempre que
uma flutuacao afasta o sistema do equilibrio, surge uma resposta que tenta devolver o
sistema ao estado de equilibrio, caracterizado por um valor extremo de um potencial
termodinamico.

O mesmo nao acontece no caso de sistemas submetidos a condicées de nao-equilibrio.
Nesse caso, as flutuagoes podem ampliar-se devido a processos dissipativos e conduzir
a novas estruturas.

No século 19, uma situacao fora do equilibrio era vista como uma perturbagiao
impedindo temporariamente o aparecimento da estrutura identificada com a ordem

no equilibrio. Por outro lado, para a termodinamica de equilibrio, a estabilidade é
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um conceito importante. No contexto da termodinamica, a teoria da estabilidade foi
introduzida por Gibbs. Para sistemas em equilibrio termodinadmico, a estabilidade
pode ser facilmente formulada em termos de potenciais termodinamicos, tais como, a
energia livre. J& no caso de sistemas fora do equilibrio, a situacao se torna um pouco
mais complicada.

Embora a fisica classica tenha apostado no equilibrio e estabilidade, pode-se dizer
agora que, no minimo, esta qualificacdo se aplica somente a aspectos muito limitados.
Para onde quer que olhemos, descobrimos processos evolucionarios que levam a diver-
sificacao e crescente complexidade. Nao é demais citar o surgimento de fendémenos
cadticos em sistemas classicos muito simples. Por outro lado, embora a caracterizacao
dos estados de equilibrio pela termodinamica e pela mecénica estatistica tenha-se pro-
vado extremamente 1til, é fora de duvida que, muitas vezes, nosso principal interesse
estd mais nos processos do que nos estados. Em particular, mais do que os estados
de equilibrio, sdo os processos vitais, de que se ocupa a biologia, que intrigam nossa
imaginacao. Assim, é natural que hé bastante tempo tenham-se feito tentativas impor-
tantes de estender a termodinamica para abarcar também situacoes fora do equilibrio,
embora essas tentativas nao tenham ainda desembocado numa teoria geral e completa
para essas situagoes.

A busca em compreender a termodinamica fora do equilibrio [3] e dos processos
irreversiveis comega com W. Thomson (Lord Kelvin) em 1854. Ele analisou vérios
fendmenos termoelétricos e estabeleceu as famosas duas relacoes que levam seu nome.
A primeira dessas relagdes expressa a conservacao de energia. A segunda relagdo foi
obtida das duas leis da termodinamica e da suposicao adicional a respeito das chama-
das “contribui¢oes reversiveis” ao processo. Mais tarde, a segunda relacao de Thomson
foi obtida corretamente por Onsager que mostrou ser esta uma consequéncia da inva-
ridncia das equacoes microscopicas de movimento sob reversao temporal. O método
de Thomson foi aplicado para outros fené6menos irreversiveis com relativo sucesso, mas
um modelo para a descricado macroscopica de processos irreversiveis nao poderia ser
desenvolvido deste modo.

De forma independente do desenvolvimento teoérico iniciado por Thomson, um certo
numero de fisicos tentava, na virada do século, estabelecer formulagoes mais refinadas
da segunda lei da termodinamica para situacoes fora do equilibrio. Em 1850 Clausius
introduziu o conceito de “calor nao compensado” como uma medida da irreversibili-
dade em sistemas nao necessariamente isolados termicamente da vizinhanca. Duhem,

Natanson, Jaumann, Lohr e, mais tarde, Eckart tentaram obter expressoes para a ta-



11

xa de variacdo da entropia local em sistemas nao uniformes. Obtiveram expressoes
relacionando a nao uniformidade com a irreversibilidade. Similarmente, De Donder re-
lacionou o “calor nao compensado”, numa rea¢ao quimica, com a afinidade. A discussao
dos processos irreversiveis segundo essas linhas se prolongou por muito tempo ainda.

Em 1931, Onsager [4] estabeleceu suas conhecidas “relagoes de reciprocidade” que
ocorrem nas leis fenomenologicas lineares que descrevem um grande niimero de pro-
cessos irreversiveis. Estas relagoes de reciprocidade refletem, no nivel macroscopico, a
invariancia sob reversao temporal das equacoes microscopicas de movimento. A desco-
berta das relacoes de Onsager confirmou que, pelo menos na vizinhanca do equilibrio,
os métodos termodinamicos podem fornecer informacoes tteis. Isto levou a uma ex-
tensao da termodindmica classica para o que poderia ser chamado de “termodinamica
linear fora de equilibrio” e que cobre uma gama ampla de situacoes em que os fluxos
ou taxas dos processos irreversiveis sao funcoes lineares das “forcas termodinamicas”
(ou afinidades, como o gradiente de temperatura). Aplicacoes tipicas foram realizadas
a sistemas com fluxos de calor, correntes elétricas e reacées quimicas. A suposicao
bésica é a presenca de equilibrio termodinamico local e a tarefa basica é calcular a
producao de entropia. Neste ponto, cabe enfatizar que, nesse caso, nao se pode falar
de novas estruturas. Tratamos, na verdade, com estruturas de equilibrio modificadas
pelas restrigoes impedindo o sistema de atingir o equilibrio.

Em 1945, Casimir reformulou as relacoes de reciprocidade de modo que elas pudes-
sem ter validade para uma classe mais ampla de fendmenos irreversiveis.

Finalmente, Meixner em 1941 e, mais tarde, Prigogine [5] desenvolveram uma teoria
fenomenologica consistente dos processos irreversiveis, em que incorporaram tanto o
teorema de Onsager, quanto o calculo explicito, para um certo niimero de situagoes
fisicas, da assim chamada intensidade de fonte de entropia, que outra coisa nao é senao
o calor nao compensado de Clausius. Nascia assim, um novo campo da termodinamica
de processos irreversiveis que se desenvolveu rapidamente em varias direcoes.

Para sistemas bastante afastados do equilibrio o caso é bem diferente, tendo sido
esta uma situagao geradora de confusao. Um tipico exemplo de sistema muito afastado
do equilibrio é o vidro comum. Algumas tentativas foram feitas no sentido de se aplicar
uma teoria termodinamica (intrinsicamente de equilibrio) para descrever o comporta-
mento do vidro. Em anos recentes, Nieuwenhuizen [6, 7| investigou a possibilidade de
introduzir uma varidvel de estado extra para sistemas com comportamento similar ao
do vidro. A variavel adicional escolhida foi a idade do sistema, ou ainda, a taxa de

resfriamento, segundo a qual o estado vitreo foi formado. Assim, uma temperatura
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efetiva é introduzida e identificada com a variavel extra de estado. A temperatura
efetiva que ocorre na termodindmica e aquela que aparece nas relagoes de flutuacao-
dissipacao sao de fato as mesmas, permitindo que as relacées termodinamicas sejam
colocadas numa forma gibbsiana. Numa linha similar, Allahverdyan e Nieuwenhuizen
[8] estudaram sistemas em que aparece um fluxo de energia entre dois banhos térmicos
com diferentes temperaturas. O fluxo de energia é intermediado por um sistema des-
crito por dois conjuntos de coordenadas generalizadas com tempos de relaxagdo muito
diferentes. Nesta Tese estendemos alguns dos resultados obtidos por esses autores e
apresentamos novas aplicagoes do formalismo [9, 10].

Jarzynski [11] recentemente introduziu uma outra formula¢do que permite obter
alguma informacao termodinamica, como por exemplo, a de que a diferenca de ener-
gia livre entre dois estados quaisquer A e B de um sistema independe do caminho
seguido entre esses dois estados bem como da taxa segundo a qual os parametros sao
modificados ao longo do caminho. Esse resultado pode ser obtido com a suposicao
de acoplamento fraco entre um sistema e o reservatorio e utilizando as equacgoes de
Hamilton para o sistema. Como consequéncia direta dessa formulacao, pode-se deter-
minar a quantidade maxima de trabalho que pode ser extraida de um sistema fora
do equilibrio, quando este relaxa na direcao de seu estado de equilibrio. Um exemplo
muito interessante desse tipo ocorre com um sistema interagindo, como no estudo das
maquinas térmicas, com dois reservatorios de calor em temperaturas diferentes [12].
Esse exemplo tem sido utilizado com frequéncia como uma generalizacao do equilibrio
usual, e tem sido estudado como um dos modelos minimos possuindo propriedades de
nao equilibrio facilmente controladas . Na verdade, ele coloca em questao o problema
classico da termodinamica da determinacao da quantidade maxima de trabalho que po-
de ser extraido de um sistema fora do equilibrio, durante sua relaxagao para o estado
de equilibrio. Geralmente, nao sao consideradas interagoes entre os banhos térmicos,
pois a opinido geral, expressa na literatura estabelecida [1, 2|, é que a dissipagdo é
o principal, quando nao o unico efeito de qualquer interagao direta. Recentemente,
Nieuwenhuizen e Allahverdyan [8] chamaram a atencdo para o fato de que numa inte-
racao direta entre os banhos pode haver transferéncia de energia ao invés de dissipagao
de energia como efeito fisico principal. Mais adiante discutiremos um pouco mais a
respeito dos sistemas em que isso acontece.

O objetivo central desta tese é a investigacao de sistemas bastante afastados do
equilibrio em contato com dois banhos térmicos. Nesses sistemas, estabelece-se um

regime estacionéario em que ha um fluxo de energia entre os dois banhos térmicos em



13

diferentes temperaturas. Esse fluxo é intermediado por um sistema descrito por duas
coordenadas generalizadas (ou que podem representar conjuntos de coordenadas gene-
ralizadas). A interagdo do sistema com o banho térmico na temperatura mais alta 7}
é feita através da variavel rapida x;, enquanto o banho térmico na temperatura mais
baixa interage com a variavel lenta z5. O acoplamento entre os banhos é assegurado
por um termo de interacao envolvendo as duas varidveis z; e 5. Como ja citamos aci-
ma, Allaverdyan e Nieuwenhuizen [8] desenvolveram um formalismo muito interessante
para tratar esse tipo de problema quando existe uma grande separagao entre os tempos
de relaxacao dessas variaveis. Esse formalismo desenvolvido para tratar da interacao
entre dois banhos térmicos, intermediada por um sistema com dois tempos de relaxa-
cao caracteristicos e muito separados, serd nossa referéncia principal neste trabalho.
Analisamos alguns casos simples de sistemas hamiltonianos e verificamos a validade
das relagoes de Onsager no intervalo considerado dos parametros utilizados.

Por outro lado, utilizando esse formalismo, Nieuwenhuizen e Allahverdyan [8] dis-
cutem a possibilidade de otimizacao da méquina térmica classica e reabrem a discussao
a respeito da conveniéncia de acoplamento direto entre os banhos. A maquina térmica
utiliza dois banhos térmicos e trabalho 1til é obtido a partir do calor trocado entre
os banhos. E crenca generalizada que, para obter a quantidade méaxima de trabalho,
deve-se evitar qualquer interacao direta entre os banhos, pois isso s6 acarretaria dis-
sipacao de energia, uma vez que interacao direta induziria um processo de relaxacao
irreversivel. Assim, usa-se um terceiro corpo (“méaquina’) para operar entre os banhos.
Nieuwenhuizen e Allahverdyan consideram banhos térmicos finitos, colocados em con-
tato direto através de um acoplamento fraco, fato esse que leva os sistemas a uma
temperatura final comum. Os autores modelam os banho térmicos finitos utilizando
conjuntos de osciladores harmoénicos com um termo quartico de acoplamento entre os
banhos. Com essa escolha, basta considerar a contribuicao de primeira ordem no pa-
rametro de acoplamento para extrair trabalho adicional. Na verdade, a escolha do
acoplamento entre os banhos é muito importante para obter mais trabalho do que dis-
sipacao devido a interacao direta. Neste trabalho representamos os banhos, utilizando
diferentes modelos e, além disso, variamos a escolha do termo de acoplamento. Isto nos
conduz, em alguns casos, a necessidade de considerar contribui¢oes de ordem mais alta
no parametro de acoplamento de modo que possamos extrair trabalho extra do sistema.
Ao contrario da distribuicao de Gibbs, esse estado estacionario depende das escalas de
tempo subjacentes, e ainda contém informacgoes sobre a dindmica. Devido a isso, os

autores chamam esse estado de estado adiabdtico estactondrio. Na teoria desenvolvida,
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nao ha necessidade de se especificar nem o hamiltoniano do sistema, nem a diferenca
entre as temperaturas dos banhos. Neste sentido, os resultados obtidos parecem ser de
grande generalidade.

No capitulo 2 discutimos, de maneira breve, a equacao de Langevin e a deducao da
equagdo de Fokker-Planck correspondente [13, 14, 15, 16]. No capitulo 3 esbo¢amos
o formalismo do estado adiabéatico estacionario desenvolvido por Nieuwenhuizen e Al-
lahverdyan bem como os procedimentos para se calcular tanto a taxa de producao de
entropia quanto a taxa de dissipacao de energia dos estados estacionérios do sistema.
Neste capitulo analisamos quatro exemplos de aplicacao do formalismo. Comegamos,
na secao 3.4.1, com o exemplo usado por Allahverdyan e Nieuwenhuizen de dois os-
ciladores harmonicos com um termo de interacao quértico. Nas secoes 3.4.2 e 3.4.3
discutimos o caso de dois gases ideais interagindo entre si e de um gés ideal interagindo
com um oscilador harmonico, respectivamente. Finalmente, na secao 3.4.4 estudamos
o exemplo de dois osciladores com um termo de interacao do tipo Henén-Heiles. No ca-
pitulo 4 abordamos a questao da maquina térmica e seu rendimento. Antes de analisar
o trabalho de Allaverdyan e Nieuwenhuizen sobre a otimizacdo da maquina térmica,
revisitamos o famoso exemplo de Feynman da roda dentada [17| e discutimos os limites
de rendimento mais realistas propostos por F. Curzon e B. Ahlborn [18] num trabalho
que ja se tornou referéncia obrigatoria na area. Na secao 4.3 desse capitulo, apresenta-
mos o trabalho de G. W. Ford, M. Kac e P. Mazur [19], que constitui um dos primeiros
trabalhos importantes a utilizar conjuntos de osciladores harmonicos para descrever
banhos térmicos. A parte central do capitulo é dedicada ao trabalho de Allahverdyan
e Nieuwenhuizen, acerca da otimizacao da méiquina térmica em situacoes envolvendo
subsistemas como os descritos pelo formalismo do estado adiabético estacionério, de-
senvolvido no capitulo anterior. Aqui, os banhos sdo os subsistemas e analisamos as
implicacoes decorrentes de um acoplamento direto entre os mesmos. Apresentamos
algumas situagoes em que nao basta utilizar apenas a contribui¢ao de primeira ordem
no parametro de acoplamento. ApoOs a apresentacao do formalismo na secdo 4.4.2,
discutimos trés aplicagoes, que sao basicamente as mesmas apresentadas no capitulo
anterior com as necessarias adaptacoes. Finalmente, no capitulo 5 fazemos um balanco
dos resultados obtidos e discutimos alguns possiveis desdobramentos decorrentes dos

mesmos.



Capitulo 2

Processos Estocasticos

2.1 Introducao

Os processos aleatorios estao presentes na natureza de forma intrinsica através
das flutuacoes que aparecem tanto no nivel microscopico quanto macroscopico. A
mecanica estatistica, tanto de equilibrio quanto de nao-equilibrio, procura estudé-los e
desenvolver métodos eficazes de tratar esses processos. Os processos analisados nesse
trabalho sao estocésticos e, portanto, precisamos de alguns procedimentos tipicos dessa
area. Neste capitulo, vamos rever alguns métodos bésicos [13, 14, 15, 16] que serdo
utilizados ao longo do texto. Em linhas gerais, discutiremos a equacao de Langevin e

apresentaremos uma breve deducao da equagao de Fokker-Planck.

2.2 Equacao de Langevin

Vamos iniciar nosso estudo dos processos estocasticos revisitando o problema clas-
sico do movimento browniano estudado pela primeira vez em 1827 pelo botanico inglés
Robert Brown. Ele estudou o movimento irregular dos graos de pdlen imersos num
fluido. Na verdade, o movimento é bem mais geral e ocorre em suspensoes de diversos
tipos de particulas microscopicas em fluidos nao excessivamente viscosos. Einstein e
Smoluchowski desenvolveram, de maneira independente, as primeiras teorias sobre o

movimento browniano.

15
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Seguindo a segunda lei da dindmica newtoniana, podemos escrever

= BT +(t), (2.1)

que é a famosa equacao de Langevin, onde consideramos a forca externa devido a
acao de um campo igual a zero. O primeiro termo do lado direito da equacdo é o
termo de atrito e 7j(t) é o termo correspondente a forga aleatoria e possui as seguintes

propriedades:

(77 () =0, (2.2)
(n)n(t + s)) = 6(t, ), (2.3)

onde ¢(t, s) so é apreciavelmente diferente de zero numa pequena vizinhanga em torno
de s = 0. Por simplicidade, a partir das equacgoes 2.2 e 2.3, a notagao vetorial foi
abandonada, sem com isso alterar nossa linha de pensamento fundamental. O termo
n(t) é uma variavel estocéstica, isto é, uma variavel aleatoéria dependente do tempo
com as propriedades expressas pelas equacoes 2.2 e 2.3.

A equacao de Langevin, equacdo 2.1, tem um significado diferente das equacdes
diferenciais ordinarias comuns, no sentido de que a presenca de um termo estocastico
confere & mesma um outro tipo de solucao. Trata-se agora de achar a distribuigao
de probabilidades da variavel estocastica. Uma das maneiras de fazer isso é resolver
a equacao de Fokker-Planck associada a equacao de Langevin. Nas secoes seguintes
estaremos apresentando uma deducao da equacao de Fokker-Planck.

O lado esquerdo da equacao 2.3 constitui a funcao de auto-correlagao do termo
estocastico 7(t). Ela mede a duragdo da memoria desse termo, neste caso, da forga
estocastica por unidade de massa. Analisando a equacao 2.3, vemos que, se o intervalo
s for suficientemente longo para garantir a independéncia de n(t + s) e n(t), a média se
transforma no produto de duas médias, resultando, portanto, em um valor nulo devido
a propriedade expressa pela equacgao 2.2. Vamos considerar o caso em que a memoria

¢ infinitamente pequena, de tal modo que

(n(t)n(t + s)) = 0*d(s), (2.4)

onde 0(s) é a fungdo delta de Dirac. Ao escrever a equacao acima com

o ={(n’(t)) (2.5)
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constante, supusemos que o valor quadratico médio da forca aleatoria por unidade de
massa nao varia com o tempo.

A escolha de uma forcga aleatoria com correlagao ¢, também chamada de ruido bran-
co, introduz um elemento patolégico na descricio matematica. E impossivel descrever
o comportamento de n(t) como fun¢do do tempo. Essa impossibilidade traz como con-
sequéncia uma impossibilidade analoga para ©(t), que é proporcional ao termo de forga
estocastica por unidade de massa. Assim, concluimos que ©(¢) ndo é uma fungdo, mas
um “objeto patologico”. Evidentemente, esta é uma idealizagdo que funciona muito
bem desde que estejamos interessados em intervalos de tempo maiores do que o tempo
médio entre duas colisdes subsequentes. Na realidade, portanto, o limite para ¢t — 0 é
considerado, em termos fisicos, como significando periodos de tempo muito pequenos,
mas nao infinitesimais. O ponto crucial, no entanto, é que o comportamento dindmico
da grandeza v(t) deve ser muito mais lento do que o da forca aleatéria. Sendo assim,

podemos reescrever a equac¢ao de Langevin na forma
Av(t) = —po(t) At + Aw(t), (2.6)

com
t+At
Aw(t) = / n(s)ds.
t

Deve-se observar que existem, implicitamente, duas escalas de tempo separadas nesta

equacao. As equacgoes anteriores também podem ser escritas como

dv(t) = —pu(t)dt + dw(t), (2.7)

onde aqui “d” representa um “infinitésimo fisico” e w(t), na equagdo acima, é chamado
de “processo de Wiener”. Devemos observar que esta ultima equagao, juntamente com
as equagoes 2.2 e 2.4, determinam os dois primeiros momentos da distribuigao de w(t).

Como tltimo comentario para fechar esta secao, faremos a observacao de que equa-
¢oes do tipo da de Langevin, usada para descrever o movimento browniano, sao muitas
vezes tomadas como ponto de partida para a descricao de fenomenos que envolvem

processos estocasticos.
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2.3 Processos Estocasticos: algumas nocoes

Nesta secao, estaremos estabelecendo a notacao utilizada no restante do texto,
bem como revendo alguns conceitos bésicos da teoria dos processos estocasticos que
constituem a linguagem adequada para a descrigdo dos fendmenos aleatoérios |13, 14,
15, 16]. Mais especificamente, estaremos tratando processos estocésticos markovianos
e esbocgaremos, de maneira breve, a deducao da equacao de Fokker-Planck.

Podemos associar uma variavel aleatéria x com uma distribuicao acumulada de

probabilidades
p(y) = Priz <y}, (2.8)

onde PrA é a probabilidade do evento A e {x < y} é o conjunto de todos os resultados
experimentais associados com um valor menor do que y para a variavel . Podemos,

também, definir uma densidade de probabilidades

Ply) = —=. (2.9)

Com esta defini¢do, P(y)dy é a probabilidade de encontrar a variavel aleatoria x entre os
valores y e y+dy. Deve-se observar que, se x € uma variavel continua, a probabilidade de
encontrar um valor particular especifico é nula e s6 tem sentido falar na probabilidade
de achar valores no intervalo dy.

A densidade de probabilidades deve possuir as propriedades

P(z) >0, (2.10)

/00 P(z)dz =1, (2.11)

no caso continuo.

Podemos afirmar que um processo estocastico € uma correspondéncia entre uma
experiéncia aleatoria e um grupo de fungoes, ou seja, o resultado de uma experiéncia
estd associado com uma func¢ao pertencente a um certo conjunto. Do ponto de vista
fisico, um processo estocastico representa a evolucao no tempo de uma fungao irregular,
cujo desenvolvimento s6 pode ser previsto em termos de probabilidades. Exemplo disso

¢ a velocidade de uma particula no movimento browniano.
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Podemos facilmente estender os conceitos acima para o caso multidimensional em
que a distribuicao de probabilidades P depende de varias variaveis aleatorias. Para isso,
introduzimos o conceito de processo vetorial estocéastico, onde cada resultado experi-
mental constitui um conjunto de valores correspondendo as componentes de um vetor.
Devemos, entdo, generalizar o conceito de probabilidade e a definicdo de densidade
de probabilidade para esse caso. Aqui, de novo, a probabilidade de obter exatamente
qualquer valor particular é nula, no caso de variaveis continuas. Podemos, no entanto,
formular o problema de uma maneira nao trivial, considerando instantes discretos de
tempo t1, ta, ..., t,, € perguntando qual é a probabilidade de encontrar z(t;) entre y; e

yr + dyr. Vamos representar a densidade de probabilidade correspondente por

Po(y1,t1; o5 Yno tn)dyn ... dyn, =
= P’r{yl S x(tl) S Y1 + dyl; -y Un < x(tn) S Yn + dyn} (2'12)

A densidade que aparece na equacao 2.12 é a densidade conjunta de probabilidade
de um n-estado. E conveniente, neste ponto, introduzir o conceito de densidade de
probabilidade de transi¢ao ou densidade de probabilidade condicional com a seguinte

relagao:

Pn(yn: tn; e ylatl) =
= P(ynatn | Yn—1, tn—l; ey yl;tl)Pn—l(yn—lvtn—la <3 Y1, tl) (2]—3)

Ou seja, a probabilidade de encontrar o valor y; no instante t;, y, no instante to,..., ¥,
no instante t,, é igual a probabilidade de achar y; no instante 1, 3, 1 no instante ¢,, 1,
multiplicada pela probabilidade condicional de encontrar 1, no instante ¢,, garantido
que o sistema estava em y; em ti,..., em y,_; em t,_;. Assim, conhecida a densidade
conjunta de probabilidade para n — 1 estados, podemos obter a densidade de proba-
bilidade para n estados. Fica claro, entao, que a descricao estatistica de um processo
estocastico requer o conhecimento da hierarquia completa das densidades conjuntas de

probabilidade para n pontos (n =1, 2, ...), isto &,

Pn (y1,t1; ey yn—latn—l; yn;tn) . (2'14)

A hierarquia P, P,, ... corresponde a um conhecimento crescentemente detalhado do

processo estocastico em estudo.
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Esta hierarquia fornece a base para uma classificacdo dos processos estocasticos.
Assim, o caso mais sismples é aquele de um processo puramente aleatério, isto é,
um processo no qual os valores das varidveis em instantes de tempo sucessivos sao
completamente descorrelacionados. Nesse caso, a probabilidade conjunta é expressa
como o produto das probabilidades de cada evento separadamente.

Em ordem crescente de complexidade, o caso seguinte ¢ o dos chamados “proces-
sos markovianos”, que podemos definir utilizando as densidades de probabilidade de
transicao. Assim, um processo estocastico é considerado markoviano se, para todo
n>2:

P (yn;tn | Yn—15ln—1} - yl;tl) =P (ynatn| yn—l;tn—l) ) (2-15)

ou seja, o valor da varidvel x no instante ¢,,_; determina a probabilidade de encontrar
outros valores no instante seguinte ¢,,. Por outro lado, a histéria anterior ao instante
t,—1 nao exercerd nenhuma influéncia nas propriedades estatisticas futuras.

Uma propriedade importante que apresentam os processos estocasticos markovi-
anos é a de que o conhecimento da densidade de probabilidade de um tnico evento
e da densidade de transicao é suficiente para definir toda a hierarquia de densidades
conjuntas de probabilidade e, portanto, para caracterizar completamente o processo,
do ponto de vista estatistico.

Muitos processos estocésticos de interesse sao estacionarios e, portanto, é essencial
defini-los com um pouco mais de cuidado. Diremos que um processo estocastico é
estacionario se a densidade de probabilidade de um evento simples é independente do
tempo e se as densidades conjuntas dependem somente da diferenca de tempo entre as

observacoes, isto é, desde que

0
—P, = 2.1
8t 1 (yat) 05 ( 6)

Se o processo for markoviano, a condicao expressa pela equacao 2.17 toma a forma
P (yo,ta | y1,t1) = P (y2s o + Ay, 1 + D). (2.18)

Um processo estocastico estacionério é dito homogéneo no tempo se as condigoes
expressas pelas equacoes 2.17 ou 2.18 sao satisfeitas sem nenhuma condicao adicio-
nal imposta sobre o processo. A homogeneidade temporal expressa a invarianca do

mecanismo que gera as flutuagoes.
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Para concluir, vamos estabelecer a relacao que existe entre a densidade de proba-
bilidade conjunta para n estados e aquela para n + 1 estados. Consideremos as duas

distribuicoes de probabilidades

P, (y1,t15 -3 Yk—1, th—13 Yks k3 -3 Yn, tn)

Poi1 (1,815 -3 Yk—1, =13 Yjs U5 Yks Tk o5 Yny tn) -

E facil verificar que os extremos sdo os mesmos e que a distribuicdo de probabilidades
do estado (n + 1) contém mais informagao do que a distribuigdo de probabilidades do
estado n, ja que corresponde a uma informacao mais detalhada do sistema. Nao é dificil
concluir que podemos obter a densidade de probabilidades do estado n integrando sobre

todos os possiveis valores do estado adicional observado, isto é, podemos escrever

Py (y1,t15 o Yk—1, th—1; Yk> th5 -5 Yny tn) =
= [ Poi1 (Y1, 815 o5 Ykt the1; Yjs £45 Yks L o3 Yno tn) Ay (2.19)

2.4 As equacgoes de Chapman-Kolmogorov e Fokker-
Planck

Nesta secao, mostraremos como é possivel associar processos estocésticos markovia-
nos com equagoes diferenciais parciais que descrevem a evolucao no tempo da densidade
de probabilidade. Estaremos, desse modo, substituindo a equacao de Langevin por ex-
pressoes mais amigaveis e faceis de trabalhar.

Partiremos da tultima equacao da secao anterior, equacao 2.19. Quando o processo
¢ markoviano, ja vimos que basta conhecer a probabilidade de um tnico evento e a
probabilidade de transicao para gerar toda a hierarquia de probabilidades conjuntas.

Consideremos, por exemplo, o caso em que n = 2 e partamos da equacao 2.19:

Py (y1,t1; ys, t3) = /P3(y1,t1; Yo, a3 Y3, t3)dya,

onde
Py (y1,t1; Y3, t3) = P(ys, ts | y1, t1) Py (y1, 1)
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Ps(y1,t15 y2,t2; Y3, t3) = P (ys, t3 | y2,t2) P (y2,t2 | y1,t1) Pr(y1,t1) -

Substituindo as duas ultimas equacdes na anterior, obtemos

P(ys,ts | y1,t1) = /P(y3;t3 | Yo, t2) P (Yo, t2 | Y1, t1) dypo. (2.20)

Esta equagao é conhecida como equac¢ao de Chapman-Kolmogorov. Ela expressa o fato
de que a densidade de probabilidade de transi¢ao do estado 1 ao estado 3 é a integral
sobre todos os estados intermediarios possiveis da probabilidade de transicao.

A partir da equacao de Chapman-Kolmogorov, podemos chegar a uma equacao
diferencial parcial extremamente importante, cuja solucao nos fornece a densidade de
probabilidade de transicao. Esta equacao é a de Fokker-Planck. Para chegar a ela,
consideremos um processo markoviano homogéneo no tempo (processo para o qual
as densidades de transicao dependem somente da diferenca entre os dois instantes de

observacao). A equacao de Chapman-Kolmogorov para este tipo de processo torna-se
P(z,t+ At | xg) = /P(m,t+At |y,t) P (y,t]| xo)dy. (2.21)

Tomemos uma funcdo arbitraria g(z) e suponhamos que ela seja bem comportada, isto
é, que seja dotada de todas as propriedades matematicas exigidas, a saber, diferenciabi-
lidade até a ordem requerida, propriedades assintéticas, etc. A seguir, multipliquemos

ambos os lados da equagdo 2.21 por g(z),//At e integremos em z :

= [ P(z,t+ At | o) g(z)dz =
=L [[P(z,t+At]y,t)P(yt|z)g(z)dydz. (2.22)

Expandindo ¢(z) em série de Taylor em torno do valor x = y até segunda ordem,

obtemos
g9(z) = g(y) + (z —y)g'(y) + l(fv —y)*g" (v).

Substituindo a funcdo expandida no lado direito da equacao 2.22 e levando em conta a

suposicao de que a densidade de probabilidade de transicao estd normalizada, obtemos
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para este lado da equacao

~ [ [Pz, t+ At |y, t)P(y,t]|xo) g(x)dyde =
=2 J 9@ P (y,t | z0) dy +
+4 [ )P (y,t| zo)dy [(x — y)P (z,t + At | y, 1) dz +
553 [ 9" (WP (y, t | x0) dy [(z — y)?P (z,t + At | y,t) da.

Vamos fazer a suposi¢ao que as duas integrais em z na equag¢ao acima existem e assu-

mem a forma

/(3: — )P (z,t + At | y,t) de = A(y) At + O(At), (2.23)
/ (= y)2P (5.t + At | y, 1) do = B(y) At + O(AR), (2.24)
com ol
A

As integrais que aparecem nas equacoes 2.23 e 2.24 constituem os dois primeiros mo-
mentos de transi¢ao infinitesimal da nossa distribuicao de probabilidades. Como esta-
remos tomando o limite em que At — 0, contribui¢oes de ordem superior a At nao
terao interesse.

Vamos trabalhar com a suposi¢ao de que os momentos de ordem maior do que dois
sao muito pequenos em relacdo a At. Com essa suposicao estaremos justificados ao
parar a expansao no termo de segunda ordem. FEssas suposi¢oes sao justificadas no
caso de um sistema que é governado por uma equagao de Langevin.

Com as consideracoes acima, a equacao 2.22 pode ser reescrita na forma

A%fP(x,t—i— At | xy) g(z)dz = A%fg(y)P(y,t | zo) dy +
+ [ 9 W) AW)P (y,t| zo)dy + 5 [ ¢"(¥)By)P (y, ¢t | zo) dy,

que, por sua vez, fica

[ Blatritzo)Plato) () gy —

= [[dW)AW) + 39"W)BW)] P (y,t | zo) dy.
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Tomando o limite quando At — 0 e fazendo a transformacao de variaveis y — x no

lado direito da equagao, obtemos

/g(:c)%P (z,t] x0) dx = / [g'(:c)A(:E) + %g"(m)B(m) P (z,t | xg) dx.

Integrando por partes as integrais que aparecem no lado direito da equagao acima e
supondo que a funcdo arbitraria g(z) se anula no infinito assim como sua derivada

primeira, obtemos

[9(x)2P (x,t| z) do =
= [ g(z) {_a% [A(z) P (z,t | 20)] + 125 [B(z)P (v, | xo)]} de.

Lembrando que g(x) é uma fun¢io arbitraria, concluimos da equacdo acima que

0 0 1 02
Erad (@, | zo) + e [A(z)P (z,t | 20)] = 2922 [B(z)P (2,1 | z0)], (2.25)
que é a equagao de Fokker-Planck. Como condi¢ao de contorno, geralmente se exige
que a probabilidade de encontrar o sistema no infinito seja zero para valores finitos de
t, isto é,

lim P (z,t]|x) =0.

|z|—o0
Por outro lado, estamos trabalhando com uma densidade de probabilidade de transicao
e, portanto, no limite em que ¢t — 0 devemos obter o valor xy, com probabilidade um,
ou seja

11_1)%P(.’L’,t | £9) = 6(x — x).

Outra condigao que, em geral, é imposta sobre as solugoes da equacgao de Fokker-Planck
nos diz que, no limite em que ¢ — oo, a densidade de transicao de probabilidade deve
tender na direcao da distribuicao de equilibrio. Nessa situagao, a lembranca da condicao
inicial é perdida completamente.

Por fim, apresentaremos a equacao de Fokker-Planck para um processo estocéstico
vetorial z(t), onde z = (21,22, -..,2s), iSt0 é, para um processo em que a variavel
estocéstica tem dimensao n. Nao vamos repetir as consideragoes feitas para o caso

unidimensional, uma vez que valem também para o caso n-dimensional. A equacao de
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Fokker-Planck toma a forma

5P (2] 20) + Z a%- [4;(2)P (2,1 | 20)] =

n

=3 az?;zj [Bij(2) P (2,1 | 20)], (2.26)
3,j=1
onde .
] 1 - r_ . / ! /
A;i(2) Alil_r)lo A / (z; — zi) P (2, At | 29) dzy...d7, (2.27)
‘ 1
Bij(z) = Jim N / (7 — z) (25 — ) P (2, At | z) dz...dz,. (2.28)
H

De novo, na obtencao das equacoes 2.26, 2.27 e 2.28, adotamos a suposicao de
que os dois primeiros momentos de transi¢ao sao da ordem de At e que os momentos
de ordem mais alta se anulam. Estas suposicoes estao de acordo com o enfoque de
Langevin.

Com a equacao de Fokker-Planck, completamos as noc¢oes basicas envolvendo pro-

cessos estocasticos que utilizaremos ao longo deste trabalho.



Capitulo 3

Formalismo do Estado Adiabatico

Estacionario

3.1 Introducao

Uma generalizacao do estado de equilibrio utilizada com alguma frequéncia é a de
um sistema interagindo com diferentes banhos térmicos com temperaturas constantes
[12]. Para tempos muito grandes (¢ — 00), o sistema tende para um estado estacionario
fora do equilibrio com correntes entre os banhos. Neste trabalho estaremos interessa-
dos em sistemas desse tipo. Tais sistemas apresentam um fluxo de energia entre dois
banhos em diferentes temperaturas e estao bastante afastados do equilibrio quando
a diferenca entre essas temperaturas é grande. O fluxo de energia tem como inter-
mediério um sistema descrito por duas coordenadas generalizadas aleatorias (podem
representar dois conjuntos de variaveis). A interacdo do sistema com o banho térmico
na temperatura mais alta 7} é feita por intermédio de uma variavel rdpida z;, enquan-
to que o banho térmico na temperatura mais baixa 75 interage com a varidvel lenta
x2. O acoplamento entre os banhos térmicos é garantido por um termo de interagao
envolvendo as duas varidveis z; e xo. Allahverdyan e Nieuwenhuizen [8] formularam
uma teoria muito interessante para tratar esse tipo de problema quando existe uma
grande separagao entre os tempos caracteristicos de relaxagao destas variaveis. Devido
a esta grande diferenca entre os tempos de relaxacao, os autores conseguem associar
uma distribuicao de probabilidades nao-gibbsiana para o sistema, no caso estacioné-

rio. No caso de duas varidveis, a descricao termodinamica é obtida por intermédio de

26
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uma expansao perturbativa na razao entre os tempos de relaxacao das variaveis rapida
e lenta. Na formulacao e desenvolvimento da teoria nao precisamos especificar nem
o hamiltoniano nem a diferenca entre as temperaturas. Neste sentido, os resultados
obtidos sao universais. Ao aplicarmos o formalismo para alguns exemplos simples, va-
mos observar a quebra das relagoes de Onsager quando T3 for muito diferente de T,
0 que nos mostra que o sistema estd bastante afastado do equilibrio. Um resultado
interessante que aparece na teoria é a proporcionalidade entre a taxa de producao de
entropia e a taxa de dissipagao de energia até primeira ordem na razao dos tempos
de relaxacao. Nas duas secoes seguintes, apresentamos as caracteristicas principais do

formalismo desenvolvido por Allahverdyan e Nieuwenhuizen .

3.2 O Formalismo

Na descrigdo do modelo proposto para descrever esse tipo de sistema (chamado de
sistema adiabatico estacionario pelos autores), duas propriedades bem caracteristicas
sdo enfatizadas, a saber: (i) os diferentes subsistemas nao estao em equilibrio mituo,
mas possuem temperaturas diferentes; (ii) os tempos de relaxacao caracteristicos locais
destes subsistemas sao muito diferentes.

O sistema é representado por um hamiltoniano geral H(z,z3), onde z; e 9 sdo
duas variaveis estocasticas generalizadas. O sistema interage com dois banhos térmicos
diferentes com temperaturas fixas 7 e 15, onde consideramos 77 > T5. A interacao
com o reservatorio mais quente é feita por intermédio da variavel rapida x;, enquanto
que com o reservatorio mais frio por meio da varidvel lenta z5. A interacao indireta
entre os reservatoérios é implementada adicionando um termo de acoplamento entre
as variaveis x; e To no hamiltoniano. Um parametro chave no formalismo é a razao
v =1T11/T5, onde I'y e I'; sao os tempos de relaxacao associados com as variaveis x;
e T, respectivamente. Em particular, vamos centralizar nossa atencao em casos onde

v < 1. O formalismo parte das equagoes de Langevin para as varidveis z; e x

) 0 .
Iz; = _8—xi (x1,22) +mi(t), 1=1,2, (3.1)

onde escolhemos a constante de Boltzmann igual a 1 e levamos em conta o fato de

estarmos tratando com sistemas onde o comportamento dindmico de v(t) é muito mais
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lento que o da forca aleatoria. Podemos reescrever a equacao acima como

1 8 t+At
Azx; = T ax.H(xlaxQ)At + F_/t ni(s)ds, (3-2)

onde, como no capitulo anterior, vamos definir

t+At
Aw;(t) =/ ni(s)ds,
t
e, portanto, o processo de Wiener para esse problema sera
t
w;(t) = / n;(s)ds.
0

As propriedades estatisticas da forca estocastica sao tipicas do ruido branco, isto é,

terem média nula e correlacao do tipo delta, ou seja,

(ms(t)m; (t')) = 20T36,50(t — ¢). (3:3)

A presenca na equagao acima do delta de Kronecker nos permite concluir que os ruidos

1 e 1o sao independentes. Comparando as equagoes 2.5 e 3.3, concluimos que

Os dois primeiros momentos de transi¢ao de nossa distribuicao de probabilidades serao

dados pelas integrais

) 1
A; (21, 10) = A11t130 N / Az P(x), xh,t | 21, x0)dx’ dsy, (3.5)
. 1

Bij (iEl, LL'Q) = A1}51_1)10 Kt / (Aﬁﬁz) (A.’L'J) P(l'll, iE,Q,t | Zy, ﬁEQ)d.’Elld.’L'lz (36)
Substituindo Az;, dado pela equagao 3.2, nas integrais acima e tomando os limites,

obtemos L 5
Ai (.’El, 55'2) = _F_zale(xh ./,CQ), (37)

0'2 27—;5,

Bij (.’171, .’132) = = —J. (38)

T, T
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Da equacao 3.8, podemos ver que os inicos termos nao nulos sao

2T;

Bii (z1,22) = T

1=1,2. (3.9)
O passo seguinte é obter a equagao de Fokker-Planck associada as equacoes de Lan-
gevin 3.1 e 3.3 acima. Para isso, substituimos as expressoes para A; e B;;, dadas

pelas equacgoes 3.7 e 3.9, na equagao 2.26, obtendo a equacao de Fokker-Planck para o

problema
P 2
ap(l'l,l'g,t) + izzla—xizji(l'l,xg,t) = 0, (310)
1 0 T; 0
Ji = —F—iP(acl,xg,t)a—xiH(:vl,xg) — F—iaxip(fl:l,xg,t), (311)

onde J; e Jy sao as correntes de probabilidade correspondentes a distribuigao de pro-
babilidades P(z1, za,1).

Inicialmente, vamos obter a distribuicao estacionaria até ordem ~°. As equacoes
3.1 podem ser investigadas utilizando o método da eliminagio adiabética (método de
Born-Oppenheimer) [13, 20]. Primeiro, a equacao 3.1 para x; é resolvida mantendo-
se xo fixo, 0 que é valido na escala de tempo relativamente pequena onde somente a
equacao 3.1 para x; é relevante. No estado estacionario, podemos tratar a variavel
o como se ela estivesse fixa, porque seu tempo de relaxacao é muito grande, o que
significa que, enquanto x; ja variou e atingiu o “equilibrio”, a variavel x5 permaneceu

fixa. Para I'y — o0, 29 2 0 = Jy = 0. Logo, da equacao 3.10 concluimos que

g—ii = 0, pois g—ﬁ = 0 e, no regime estacionério, %—1; = 0. Portanto, da equacao 3.11,
obtemos
Po(l'g)P()(.’L'l ‘ 372) 0 T1 0
- H ———— P, P ~ 0
T, o, (151,532) T, 83:1[ 0(532) 0($1 |$2)] )
onde utilizamos a expressao
PQ(.Z'l,.IQ) = P()(,’IJQ)PQ(.’L'l ‘ ,’132), (312)

sendo Py(x1 | 22) a probabilidade condicional da variavel z; para um dado valor de xs.

Como Py(z2) permanece fixa, obtemos finalmente
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Py(zy | z2) = exp [—f1H (z1,x9)], (3.13)

1
Z(2)
onde 81 = 1/T; e Z(z3) é a constante de integracdo que identificamos com a fungao
particao do sistema z; para um valor fixo de z5. Na expressao acima, tomamos a
constante de Boltzmann igual a um. De fato, integrando a equacao 3.13 e levando em

conta a normalizacao da distribuicao de probabilidades, verificamos que

Z(z9) = /exp [—01H (x1, z9)] dxy. (3.14)

Assim, no limite para I'1 /Ty — 0, a equacao de Langevin para 7 = 1 tem a distri-
buicao de equilibrio dada pela equagao 3.13. Para o subsistema z,, utilizamos para
a variavel lenta uma dinamica na qual um hamiltoniano efetivo H¢(xs) substitui o

hamiltoniano H(z1,z3). A relagio entre eles é obtida fazendo-se

Z(ws) = / exp|—B1 H (21, 72)|dz1 = exp[—BuH, (z)]. (3.15)

Tomando o logaritmo de ambos os lados da equacao acima, obtemos

H.(z3) = —T1In Z(x). (3.16)

A equagao de Langevin para a variavel z, , utilizando o hamiltoniano efetivo He(xs),

toma a forma

) 0
ngg = —Tl In Z(CEQ) + 7’]2(t), (317)
8.’1}2
e, por sua vez, a equacao de Fokker-Planck correspondente seré

0 1 0 0 0
aP(ZQ,t) = F_za—xz P(xQ’t)a—;L‘QHe(:r2) +T28—$2P(.’L‘2,t) y (318)

onde utilizamos as equacgoes 3.10 e 3.11. Assim, a distribuicao estacionaria, associada

a equagao 3.18, ocorre quando

%P(xg, 1) = 0= P(zs,1) = Py(a2).

No caso estacionario, obtemos

0 0 0
— | P, —H To—P, =
9y 0(332)8332 e(T2) + 2 50 0(22) 0,
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e, portanto,

0
Po(i152)a—x2

As derivadas na equacao acima, na verdade, deixam de ser parciais e a constante

H(z2) + Tgipo(fEQ) = C = const.
8372

deve ser determinada pela condi¢do de normalizacdo [ Py(ze)dzs = 1. Sem perda de
generalidade, vamos tomar C' = 0, pois, na equagdo acima, Py(z2) = 0 se C' = 0. Esta
solugdo sempre ocorre, pois Py(x2) se anula para algum valor de z5. Na verdade, isto

é o que acontece nos limites do sistema (condi¢des de contorno). Portanto,
d T, d

—H () = ——"——

e( 2) P() (.’L‘Q) d.’L’Q

P x .
/ ) 0( 2)
Inlegrando esta equagao em To, obtemos

d 1 d dP,
/—He(.’liz)dﬂ?Q = —Tg/ P()(l‘Q)dﬂ?g = —Tg —0

dl‘Z P()(iCQ) d—l‘z PO
Assim,
He(xg) = _T2 lIl Po(LEQ) —+ Cl,
e, portanto,
1 ! T !
Py(z2) = exp [—EHe(ﬂh)] exp [%} = exp [ln Z(a:Q)T;} exp [%} .

Deste modo,

s C’
Po(w2) = Z(22)™ exp [i} .

Para determinar a constante C’, utilizamos a condicao de normalizacao f dxePy(z2) =

1, obtendo
i1 c'
/Z(xQ)T2 dxy = exp {—TZ} :

Chamando

7= / Z(wa) " das, (3.19)

obtemos finalmente
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Py(2s) = %Z(@)%. (3.20)
O estado estacionério descrito pelas equagdes 3.12, 3.13 e 3.20 nao é gibbsiano! Sé o
sera se o acoplamento entre z; e o for fraco; neste caso, o estado Py(x1,x3), descri-
to pela equagao 3.12, serd o produto de duas distribuicoes gibbsianas separadas nas
temperaturas 77 e T,. E interessante observar que, se as temperaturas forem iguais
(T} = T)), caimos na distribui¢do de Gibbs usual, conforme podemos notar substituin-

do as equagoes 3.13 e 3.20 na equacao 3.12:

T

Z(xz)T? 1
Z Z(xg)

Py(z1,29) = exp [—f1H (21, x2)] - (3.21)

SeT1 =T, =T = %, a equacao acima toma a forma

P, 22) = o expl~BH (o, )],

que é a distribuicao de Gibbs usual, sendo Z a funcao particao do sistema com um
inico banho e [ P(z1, z2)dz1dzy = 1.
Supondo que a equacao 3.12 permanecerd valida para estados nao estacionarios,

isto &,

P(.Tl,xz,t) = P($1 |$2,t)P($2,t), (322)

podemos escrever as seguintes defini¢oes gerais para a energia interna e a entropia

U= /P(IL‘l,$2,t)H(.’L’1,$2)d.’E1d$2, (323)

S = —/P(ajl,xQ,t) In P(xq,x9,t)dz dzs. (3.24)

E interessante notar que esta expressdo para a entropia [21] pode ser escrita como

S = 51 + 5,. Para mostrar isso, substituimos a expressao 3.22 na 3.24 obtendo
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S = —/P(:El | 29, 1) P(z2,t) In [P(z1 | z9,t)P(x9,t)] dz1dzy
= —/P(:vl | .’L‘Q,t)P($2,t) 111P(1?2,t)d.’12‘1d1‘2 -

—/P(xl | £3,t)P(x2,t) In P(xy | 22,t)dz1ds.

Observando que [ P(z | z9,t)dzy = 1 para qualquer ¢ e para x, fixo, obtemos final-

mente

S = —/P(xz,t)lnP(xg,t)dxg—i-
+/P(ac2,t) [—/P(ml | £9,t) In P(z1 | .’L'2,t)d$1j| dzxs.

Podemos, portanto, escrever a entropia na forma S = S; + .55, tomando

Sy = /P(a:Q,t) [—/P(zl | 29,t) In P(z; |x2,t)dac1] dxs, (3.25)

S, = — / Py, 1) In Plas, £)das, (3.26)

onde S é a entropia associada a varidvel rapida z; tomada a média sobre a variavel lenta
T2, € So € a entropia da variavel lenta x,. Este resultado geral da termodinamica esta-
tistica pode ser aplicado ao estado estacionario anterior onde P(z1,xa,t) = Po(x1, x2).
De acordo com Allahverdyan e Nieuwenhuizen, uma energia livre pode ser definida

para esse sistema com duas temperaturas. Para atingir esse objetivo, vamos partir da

definicao da energia interna, no estado estacionério:

U= /P0($1,$2)H($1,$2)d$1d$2,

ou

U = /P()(.Tl | .’1?2)P0($2)H($1,l’2)d.’l?1d.’1?2,

onde utilizamos a equacao 3.12. Da equacao 3.13, obtemos
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H(zy,29) = =T1 In[Z(z9) Py(x1 | 22)],

que podemos utilizar na expressao para U

U=-T, / [In Z(25) + In Pyl | 22)] [Po(a2) Po (21 | 32)] dandzs.
Da equacao 3.20, por sua vez, podemos escrever

T. T.
In Z(x,) = 72 In Py(z2) + TQ InZ.
1 1

Substituindo esta tltima equacao na expressao para U, obtemos

T T:
U = _Tl/ |:T2 In P()(CL'Q) =+ TQ InZ -+ In Po(ﬂfl ‘ £E2) [PO(CUQ)PO(./I;I | .%'2)] d.’EldCCQ.
1 1

Usando a condigao de normalizacao das fungoes de distribuicao Py(z2) € Po(x1 | x2),

podemos reescrever a expressao acima como

U = —T2 / Po(xz) In Po(.fCQ)d.Z'Q - T2 InZ—
_Tl /P()(.IQ) |:/ Po(xl | CCQ) lnP()(.T,'l ‘ .Z'Q)d$1 d$2.
Utilizando as equacgoes 3.25 e 3.26, obtemos finalmente

U= TQSQ - TQ InZ + T15'1,

ou

_T2 InZ =U - T151 — TQSQ.

Assim, podemos generalizar a expressao para a energia livre de um s6 banho térmico
definindo a energia livre da situacao com duas temperaturas como F' = —T51InZ, de

modo que a expressao acima pode ser reescrita como

F - U - T151 - TQSQ. (327)
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Como F' é uma transformacao de Legendre parcial de U, as entropias S; e Sy podem

ser obtidas de F' por meio de suas derivadas parciais

oF oF
el —- _ - = _S,. .2
<5T1>T2 o <8TQ>T1 % (3.28)

A energia livre assim definida tem varias propriedades similares & sua equivalente
no equilibrio. Vamos chamar de o um parametro do hamiltoniano que esti variando
externamente de acordo com uma lei «(t) (pode ser, por exemplo, uma forga externa,
ou um campo variavel, etc...). Nesse caso, a variagdo da energia interna, tal como dada

na equacao 3.23, conterd os seguintes termos:

dU = /[P(xl,xz,t)dH(a:l,xg,a(t)) + H(xy,29,a(t))dP(x1, xo,t)| dz1dzy,  (3.29)

onde P(x1,x2,t) é a solucao correspondente da equagdo de Fokker-Planck, equagao
3.10. Deve-se observar que o primeiro termo na equacao acima, aquele referente a
variacao dH, é devido ao hamiltoniano, que ¢ um objeto de natureza nao-estatistica,
essencialmente mecanico e, portanto, esta associado com o trabalho isotérmico dW
produzido pelas forgcas externas. O segundo termo representa a variacao associada a
redistribuicao estatistica do espago de configuragoes e, portanto, deve ser identificado
com o calor @@). Podemos, pois, escrever a primeira lei da termodindmica na sua forma

tradicional:

dU = dW + dQ. (3.30)

Vamos adotar a suposicao de que o tempo caracteristico, associado a variacao da
fungdo a(t), 7, seja muito maior do que o maior tempo de relaxacdo I'y. Essa suposigao
garante um processo quase-estatico, para o qual podemos definir grandezas termodi-
namicas usuais, como U, S, etc. Como é habitual, isto significa que a variagao é feita
por uma fonte macroscopica externa. Além disso, consideraremos que as temperaturas
T, e Ty permanecem fixas, isto é, suporemos um processo isotérmico nos reservatorios
de calor. Se t; e t5 sdo, respectivamente, os instantes inicial e final da varia¢ao, entao
T = ty — t;. Ambos esses instantes de tempo serdo supostos maiores do que I'y, de
modo que a variagao comecga quando o sistema ja est4 num estado estacionario. Con-
siderando apenas termos de ordem zero em %, a distribuicao dependente do tempo

serd Py(x1,x2, a(t)), que é a distribuigdo de estado estacionario, ou seja, tudo se passa
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como se, em cada instante, o sistema estivesse num estado estacionério (na verdade, o
processo é quase-estacionario). Analisando a equagdo 3.10, verificamos que podemos
da ~

desprezar o lado esquerdo quando % = 0, isto €, quando a variagao for lenta. Nesse

caso, ‘2—1; =20=dP = ‘fi—fdt = 0. Logo, observando a equacao 3.29, podemos concluir

que

dU =dWw.

Das equagoes 3.24, 3.25 e 3.26 segue-se imediatamente que dS = dS; + dS; = 0 e que

dS1 = dS; =20 ja que dP = 0. Finalmente, a equacao 3.27 nos leva a concluir que

aw = dF. (3.31)

Portanto, a energia livre, dada pela equacao 3.27, determina o trabalho isotérmico feito
pelas fontes externas quando o pardmetro « varia lentamente (& = 0), isto é, quando
apenas trabalho é transferido da fonte externa para o sistema. Esse mesmo tipo de
conclusao se chega na termodinamica de equilibrio, quando um sistema interage com
uma maquina de trabalho reversivel e estd em contato com uma fonte de calor [1]. Da

equacao 3.30

dQ =dU —dW =dU — dF.

Usando a 3.27, concluimos que

4Q = T1dS; + TrdS,. (3.32)

Como comentario final nesta secao, vale a pena lembrar que o formalismo esbocado
acima também pode ser obtido por intermédio de um principio variacional, ainda que

estejamos nos referindo a um sistema fora do equilibrio e ndo homogéneo.

3.3 Producao de entropia e dissipacao de energia

Nesta secao vamos analisar com mais detalhe as caracteristicas dissipativas pre-
sentes de maneira inerente no sistema devido & diferenca de temperatura dos banhos
térmicos. Na verdade, é esta diferenca de temperatura que leva & dissipacao, uma vez

que, temperaturas diferentes no estado estacionario levam a uma corrente constante de
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energia térmica através do sistema. Obviamente, isso implica numa producao constante
de entropia e dissipacao de energia no sistema. A entropia e a energia sao constantes no
estado estacionério, porém o acoplamento entre os graus de liberdade, lento e rapido,
leva a uma producao de entropia, bem como a dissipacao de energia. Para investigar os
efeitos da producao de entropia e da dissipacao de energia utilizamos uma expansao no
parametro v = ['; /T’y isto é, levamos em conta possiveis correcoes 7. Nesse sentido,

procuramos por uma distribui¢do de probabilidades estacionéria na seguinte forma:

P1 (CEl, .’L'Q) = P()(il?l, .TQ) [1 — ’)/A(.Il, iUQ)] =+ O(’}’Q), (333)

onde os indices nas distribui¢Ges estdo relacionados & ordem de v e A(z1,x2) é uma
funcao que precisa ser determinada. As condigdes de contorno sao as usuais, a saber,
P e suas derivadas se anulam no infinito. Para determinar a funcao A, usamos o fato

de que o sistema estara no regime estacionario e, nesse caso,

0
aP(ml,xg,t) =0. (3.34)

Se somente termos de ordem v sao considerados a condi¢ao de normalizagao nos diz

que

/Pl(xl,xg)dxlde = /Po($1,.’13'2)d.’1)1d$2 — ’)//P()(.’L'l,.’L'Q)A(xl,.’I)'Q)dﬂfld.’EQ =1.

Como

/Pl(.Tl,ﬂfg)dxldxz = /Po(.Tl,ﬂfg)dxldxz = 1,

concluimos que

/P()(.Tl, .IQ)A(.Tl, l‘g)d.’Eld.TQ = O, (335)

que é a condicao de ortogonalidade sobre a fun¢ao A. Assim, para determinar A, usamos
a condicao de regime estacionario nas equagoes 3.10 e 3.11, a condig¢ao de ortogonalidade
e, por 1ltimo, a condigio de consisténcia com termos de O(7?). Embora neste trabalho
utilizemos uma expansao até ordem <, nada impede que possamos considerar termos
de ordem mais alta para refinar o modelo.

Partindo da condicao de regime estacionario para a distribuicao de probabilidades,
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isto é, da equagao 3.34, chegamos a seguinte equacgao diferencial parcial, em ordem -,

para a funcao A :

Ti—

82A OH 0 0A 82H 0H 0 T, 0°P,
k + 2T, — In P, In Py + 2.
3 8:161 8 83}1 (9 8.T2 83:2 P() 63:2

Desta equagao obtemos uma expressio geral para a fun¢io auxiliar A(xy, z2). No en-
tanto, como afirmamos acima, esta solu¢ao deve ser consistente com termos de O(7?).
Isto implica que a fun¢do A(z,x2) deve também satisfazer a seguinte equagio de au-

tovalores:

0’H OH 0 0?
=)\(PA .
o+ o 2 L] (o) = A (BoA), (3.37)

onde A representa o autovalor para a equacao.
As correntes de probabilidade estacionérias sao dadas pela equacao 3.11. Iniciare-
mos calculando J;i:
1 0 T, 0
J=——=—P(z,x T, ——Pi(x,x
1 T, 1 (71 2)81 (71,72) — T, 0z, 1 (71, 72).
Substituindo nessa equacgao a expansao 3.33, obtemos
0H 0P, OH oF, 0A

Wi =Py—+T1— —~v |AP, T A T, P,
1J1 = 051+ 18x1 051+181+105x1

Utilizando a distribuicao conjunta dada pelas equagoes 3.12 e 3.13 na equacao acima,

obtemos, apds alguma manipulacao algébrica

0A T 0
Jl(xl,x2) = F—1T1P0($1,.’E2)8$1 F; a lA(.Il,iL'Q). (338)

Para calcular J,, partimos novamente da equacao 3.11 e substituimos a expansao dada

P0(331,$2)

pela eq. 3.33, obtendo

oH 0

0xy 0z
Podemos escrever a distribuicao conjunta do estado estacionario, dada pela equacao
3.12, com a distribui¢do condicional Py(z; | z2) dada pela equacdo 3.13, da seguinte

maneira:

T11

Z T2

P0($1,$2) exp [—51H(CU1,$2)]-
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Substituindo essa expressao na equacao para Jo, obtemos

B OH d T, 9)H
—F2J2 = (]. —_ ’)/A) {P()a + PO [(Tl TQ) de lIl Z(.?jz) — Tl ax2:| } _
0A
—’YTQPOa
4o

Lembrando que Z(z5) = [ exp[—f1H|dz, podemos escrever a derivada do logaritmo

como

d
o InZ(z) = ——/Po y | 22)5—H(y,22)dy

e substitui-la na equacao para Jy, obtendo

T, —T: oH 0
rusy = A=) Ty ) m) -
0A
—~T5 P,
YL2 0(9 2
Chamando
SFifor,e) =~ Hlm) + [ oy m) e Hady, (339
2(%1, T2 O7s T1, T2 olY | T2 979 Yy, x2)ay, .
obtemos
(T — T3) 0
Loy = Po(1 — ’YA)T5F2($1; z2) + YIhPo(x1, 552)%14(371,%2)7 (3.40)
1 2

onde JF; é a diferencga entre a forga instantanea atuando no segundo subsistema e seu
valor médio convencional obtido tomando-se a média sobre o grau de liberdade mais
rapido, ou seja, é uma espécie de flutuacao ou desvio na forca. Por outro lado,
Iy 1 v
— <1, =
7T, r, I,

e, portanto,
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T, — T
J2($1,$2) = 1(17,72)130(551,332)5172(331;332) -
1 1
2 T, — T 0
—IZ—IPO(%JQ) A%éﬁ&(xl,xz) - Tza—xZA(l'bﬂﬁz)

Assim, em primeira ordem em 7, a expressao para Js fica

AR b
110

Deve-se observar que para calcular Jy, em primeira ordem em 7, nao necessitamos

Jg(xl,.’Ez) = Po(iEl,.Tg)éFQ(.Tl,l'g). (341)

conhecer a fungao A, embora ela seja necessaria para manter a consisténcia.
Para calcular a producao de entropia precisamos determinar a varia¢ao da entropia
total dStot

dSiot = dS + dSp1 + dSpo = dS — 51d1Q) — B2d2Q, (3.42)

onde S = 51 + S, é a entropia do sistema definida pela equacao 3.24, Sy, e Sp2 sao as
entropias dos banhos térmicos e d1(Q), d»() sao as quantidades de calor retiradas pelo

sistema dos banhos térmicos (d,Q > 0). Pela conservagdo da energia

diQ = —dQp; = —T;dSy,, (3.43)

onde dQy; = T;dSy; vale porque os banhos estao em equilibrio. O fluxo de calor a

partir do i-ésimo banho pode ser obtido da equacao 3.10

0 0 0
ap(xl,.fg,t) = —a—mljl(ﬂfl,xz,t) - 8—:1;2J2(.7)1,$2,t).

Multiplicando-se ambos os lados por H e integrando em z; e x5, obtemos

U = % P($1,$2,t)H($1,$2)d$1d$2
0Jy 0.Js
= — | —H — [ —H . 44
/8$1 d.’L‘1dl‘2 /8$2 dﬂ?ldIEQ (3 )

No nosso caso, podemos escrever esta equacao como

dH dU

%< )t:E:Ql'i'QQ,
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onde identificamos o fluxo de calor a partir do #-ésimo banho como

- d; 0
Q; = d—? = —/H(.’El,xg)a—xiji(.fl,fI:g,t)dCUlde. (3.45)

No caso estacionario, % =0= U = const.=— Q1 + Q2 = 0, e S = 0. No entanto,
como vimos pela equagao 3.42, ha uma taxa constante de produc¢ao de entropia devido
as trocas de calor com os banhos térmicos que, nesse caso, constituem o mundo externo

ao sistema. Assim, da equacgao 3.42 temos que

. d d ) i
I Ry YoX
Como, no estado estacionério, Q1 = —QQ, obtemos
Stot = (B1 — B2)Qo. (3.46)

Assim, o que ocorre é uma transferéncia de energia do reservatério 1 para o reservatorio
2 (71 > T), no estado estacionario.
Vamos definir a taxa de dissipacao de energia no estado estacionario como sendo a

soma das taxas de dissipagao de energia nos dois banhos, isto é

2

. dl &S d.Q
H:E_i_zl@dt dt>’ (3:47)

se refere a variagao da entropia induzida pelo i-banho e o termo

onde o termo T;%2

i dt
détQ expressa o calor trocado pelo i-ésimo banho com o sistema. Para o processo

adiabéatico considerado, esta definicdo tem um significado mais intuitivo. Se o sistema

estd num estado estacionario de nao equilibrio, entao trabalho deveria ser realizado
sobre o mesmo para manté-lo dessa forma. Esse trabalho é necessario para criar uma
corrente macroscopica de energia dentro do sistema. Por outro lado, juntando as
equagoes 3.30 e 3.32, temos

dU =dQ +dW =T1dS; + 15dSy +dW.

Se pensarmos num processo que nao seja quase-estatico, devemos escrever a equacao

acima como uma desigualdade

dU =dQ +dW <T1dS, + T>dSs + aWw,
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onde dW é o trabalho que é realizado sobre o sistema pelas forcas externas para manté-

lo fora de equilibrio. Entao,

dU . . aw
— <1151+ 155 + —
= 1+ 1202 + a
ou seja,
d aw . aw
— (U -T\5, - T < —=F<—
ou ainda,
d
—(F=-W)<O0.
dt( )<

Definindo que F' — W = —II, temos

dIl
- >
dt —

Essa é a taxa de dissipagao de energia. No estado estacionario, F =0, e o trabalho

0.

realizado é igual a energia dissipada.
Vamos agora calcular F. Para isso, comecamos reescrevendo a equagao 3.27 na

forma

F == U - (T1 - TQ)Sl - TQS,

onde utilizamos a relagao S = 57 + S5. Portanto, podemos escrever

F=U—-(T,-T5)S —T»S. (3.48)

Inicialmente, vamos escrever uma expressao para S;. Para isso, tomamos a derivada

temporal da equacao 3.25, referente a S, e utilizamos a equacao 3.10, obtendo entao

Sl = %lnP(xl,xQ,t)dacldacQ —/Jg(acl,xg,t)ilnP(a:l ‘.Z'Q,t)dfl:ld.fg. (349)
8301 8372

Partindo da definicao 3.24 da entropia e tomando a derivada temporal dessa expressao

obtemos

S = —/11’1P($1,£E2,t)%P(xl,.’Eg,t)dl'ldlCQ.
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Utilizando a equacao 3.10, podemos escrever esta equagao como

S = _/J1($1,$2,t)ailnP(xlax%t)dxldxz

X1

—/Jz(lil,l‘g,t)%111P(£E1,1?2,t)dl‘1d.’172. (350)
2

Podemos reescrever a equacao 3.44, para a energia, como

. 0
U = /J1($1,l‘g,t)aTH(xl,.’Eg)dﬂfld.’Eg
1

0
+/JQ(JH,.Tg,t)aTH(l‘l,ﬂfg)dﬂhdxz. (351)

2

Finalmente podemos determinar a expressao desejada para F'. Para isso, vamos subs-

tituir as expressoes 3.49, 3.50 e 3.51 na equagao 3.48, obtendo

. 0
F = (T1 — TQ)/JQ(ZCl,IEQ,t)aT]HP(.’El |£E2,t)d$1dﬂf2

2

2
1[0
—/P(mlax%t)ZF [ax-H(xl’xQ)

=1

2
+T;aihl P($1,$2,t):| dfl)ldxg. (352)
Z;

Esta equacao tem uma interpretacao muito interessante. Conforme haviamos visto,
F = W —1I, de modo que podemos identificar W com o trabalho feito para manter
o sistema no estado de nao-equilibrio. Por outro lado, o segundo termo, que é essen-
cialmente positivo, representa a energia dissipada I1. Portanto, no estado estacionério
para o qual F' = 0, o trabalho realizado deve ser igual a energia dissipada.

Podemos obter expressoes explicitas para a taxa de producao de entropia e a taxa
de dissipacao de energia no estado estacionario. Para isso, vamos iniciar retomando a

expressao para Qs dada pela equagio 3.45:

: d 0
Q2 = ;—? = —/H(.’L’l,xg)a—xQJQ(.’L'l,xg,t)d.Tld,’EQ.

Integrando-se esta equacao por partes e substituindo nela J5, dado pela equagao 3.40,
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obtemos
s _ 7 (T —T2)/ o0H OH _ 0A
=——= [ PBh(1 —vA)=—06F>dxd T —FPy—dzd
Q2 T, T, o(1—7y )8 2071 I2+ 2 o2y 083:2 10T ,
onde usamos o fato de que % = rll Na expressao 3.39, isolando o termo g—g, e
substituindo-o na equagao acima obtemos
- Y 0a 0A
= ——Fk((OF: — —T5{(JF: 3.53
Q@2 T ((0F2)*) T 2(( 2)8x2> (3.53)

onde k = % e (...); significa tomar a média sobre a distribui¢do P;(z1,z2), para

j =0, 1. Substituindo a 3.53 na 3.46, obtemos para a taxa de producao de entropia

k2 o k 0A
7T2F1<(5F2) )1+ F1<(5F2)8x2

No caso da taxa de dissipagao de energia, comecamos do segundo termo do lado direito

Stot =

o. (3.54)

da equacao 3.52, isto é,

2 2

: 110 0
I = /P(ml,xg,t)ZF |:ax~H($1,x2) +7}£]nP(x1,x2,t) dmldﬂfz.
i—1 ¢ % i

A equacao 3.11 pode ser escrita como

0 B U3 J;(x1, 22, 1)
H T,—— In P(21, 29, 1) = — o222 )
8$i (371,332) * 89&1 o (-’131 2 ) P(xl,l‘g,t)

Substituindo esta equacdo na equagao para ﬁ, obtemos
- 1 2 2
II = F (F1J1 —+ FQJQ) dmld:cg.

Agora, substituindo nesta tltima equacgao as expressoes 3.38 e 3.40 para J; e Jo, res-

pectivamente, obtemos
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. 94\’ K P?
i = [(1-ya|Lo2p =L (5F.
/( vA) T, 170 (8:1:1) + I, B (0 2) dzydzs
B I s 0A v 0A
+/(1 ")/A) FQT P() (am2> + 2F2 kTQPl <—8x2 (5F2) d$1d$2.

Apos algumas manipulagoes algébricas e considerando apenas termos até segunda or-

dem em 7, podemos escrever a taxa de dissipagao de energia como

k2 ,T2 [ [ 0AN? 2 kT 0A
H ")/F <((5F2) > + 7y F_l <(8—a:1> 0+2’)/ T, (5F2)8a:2 (355)

Analisando mais detidamente o termo

oA\ 2 0A\?
((32)'), - e () e

e integrando o lado direito por partes podemos mostrar que

((22)) -4 (o),

Substituindo esta expressao na equacao 3.55, obtemos a expressao final para a taxa de

dissipacao de energia

it =i (67)°), +72]“(2T;71_m<(m>§i > (3.56)

Observando as equagodes 3.54 e 3.56 concluimos que, em primeira ordem em 7, vale a

seguinte relacao linear entre S;,; e 11 :

f[ = TQStot + O(")/Q) (357)

Deve-se notar que apenas a temperatura do banho térmico mais frio aparece explici-
tamente. A equacado 3.57 mostra que quando Ty é proxima de zero, a dissipagao de
energia perde seu termo dominante. Este fato parece indicar que a dissipagao de ener-
gia estd relacionada com as flutuagoes do subsistema mais lento que sao controladas

pela temperatura 7.
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A importante expressao 3.57 fecha o conjunto das principais relagoes desse forma-
lismo desenvolvido para tratar do acoplamento de um sistema a dois banhos térmicos

durante o estado estacionario.
3.4 Aplicacoes

Nesta secao, passaremos a analisar alguns exemplos de aplicacao do formalismo

apresentado nas secoes anteriores.

3.4.1 Dois Osciladores Harmonicos

A interacao de um oscilador harménico com um banho térmico é um problema bem
estudado. Aqui, vamos considerar o mesmo modelo analisado por Allahverdyan e Ni-
euwenhuizen [8]. Trata-se do caso de um par de osciladores que interagem fracamente.
Modelos similares sao aplicados para descrever um oscilador com uma frequéncia alea-
toria [20] e também certos tipos de circuitos elétricos [21]. O hamiltoniano que modela
este sistema é

H= %ax% - %ax% + gzizs, (3.58)
onde a > 0 e g > 0. Nao estamos considerando a contribuicao da energia cinética
porque ela resulta num termo trivial dependente apenas das temperaturas dos banhos
(tomadas como fixas) e das massas das particulas. O sistema é representado por um par
de osciladores interagindo fracamente e, por consequéncia, manteremos apenas termos
até primeira ordem na constante de acoplamento g. Este modelo de hamiltoniano é
muito simétrico, o que nos permitira determinar, com pouco esforco, as propriedades de
interesse. Seguindo os passos do formalismo esbogado nas segoes anteriores, podemos
determinar a distribui¢ao de probabilidades desse modelo, no caso estacionério. A
partir das equacoes 3.13 e 3.14, obtemos a distribuicao condicional para o hamiltoniano

dado pela equacao 3.58, mantendo apenas termos até primeira ordem em g

Pyl | 1) = (@) " exp {—5 1““%] (1 — ghatad + g%) L (359)

2T 2

onde o termo exponencial foi expandido até primeira ordem em g. Das equacoes 3.19



3.4. Aplicagoes 47

e 3.20, obtemos a distribuicao de probabilidades para a variavel lenta

Py(ws) = <@)2exp [—ﬂmg] (1 _gm ] ) . (3.60)

o 2 Bra pra?

Finalmente, substituindo as equacoes 3.59 e 3.60 na equacao 3.12, obtemos a distribui-

cao de probabilidades para esse sistema no estado estacionario

472 2 2
gﬂﬂ%
516L

Py(z1,20) = (51ﬁ2a2>§exp [_ﬂlaxf B 52ax§]

T
a gﬁ1a2

+9

X (1 — gB2ial — ) : (3.61)

Precisamos determinar a funcdo A(x;,zy) para esse sistema para podermos calcular a

taxa de dissipacao de energia e a taxa de producao de entropia. Para isso, partimos

da equagao 3.36, substituimos nela as expressoes para o hamiltoniano H(x1,z2) e pa-

ra a distribui¢do de probabilidades Py(z1,x2), equagdes 3.58 e 3.61 respectivamente,

obtendo a equacao diferencial
0?A

A
Tl— — (aml + 2g.’E1Ig) a—

1
o0x? P 29 (Th — 1) <ﬁ1$% + Boxs — B1fraxixs — a) . (3.62)

A solugao geral para esta equagao é

k
A(x1,x2) = gc (xa) + g (Boaztas — x7) , (3.63)

onde ¢ (z2) ¢ uma funcdo arbitraria de z e

T - T,
_ _ 64
k= (3.64)

Para garantir consisténcia até ordem 2, a equacdo 3.37 se reduz a

0?A 0A
o7 azxo Fr AA. (3.65)

15

Expandindo ¢ (z2) em série de poténcias de xo na solucao geral, equacao 3.63, e subs-

tituindo esta na equagao 3.65 encontramos que A = —2a, e ¢(29) = a(l — Braz?). A
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expressao para A(z1,xs) torna-se

k
A(z1,29) = ga — gafrazs + +ga (Boaaias — 7). (3.66)

Esta solucao automaticamente satisfaz a condicao de ortogonalidade. Uma maneira ele-
gante de achar a constante indeterminada « é explorar as simetrias da equagao diferen-
cial para A(z1, x2), equagdo 3.62. Observando que A(zs, x1; B2, 51) = —A(x1, 22; b1, Ba),
encontramos o = (T} — 1) /a®. Entéo, a expressao final para A(zy,x2) é

(Th = Ty)

A(xi,m0) =g — (1 = praz?) (1 — Beaa3) . (3.67)

a

Com a determinagao da fungdo A(z,x9), temos os ingredientes necessarios para
calcular as taxas de dissipacao de energia e de producao de entropia. Para tanto,

calculamos d F5(z1, x5) utilizando a equagdo 3.39, obtendo

2 44>
0Fy(x1, 20) = —g:v2 — 2g22xy — g ng, (3.68)

pra ﬁl—a

onde mantivemos termos até segunda ordem em g. Com as fun¢oes dadas pelas equagoes

3.67 e 3.68, mais as equacoes 3.33, 3.54, 3.56 e 3.61, obtemos as taxas de producao de

entropia
Stot = _8g2 (Ty — T2)2 (’Y — ’}’2) (3.69)
F1a3 ’
e dissipagao de energia
o 892 2 2
M= (Th = To)" [yI2 +7* (T1 — 213)], (3.70)
1

onde mantivemos termos até segunda ordem em g e 7y, termos esses provenientes nao
de expansdo, mas sim de operacdes durante o processo de calculo. E facil verificar a
validade da equagao 3.57.

Outro aspecto importante a ser considerado refere-se as relagdes de Onsager con-
cernentes a transferéncia de calor. Como o modelo descreve situagoes muito longe
do equilibrio, embora passiveis de uma descri¢ao termodinamica, pode-se mostrar que
as relacoes de Onsager nao-lineares sao sempre quebradas, exceto perto do equilibrio.
Originalmente, Onsager [4] obteve suas relagdes para o regime linear. No exemplo
discutido nessa subsecao, isto corresponderia a uma situacao onde 7} ~ T5,. Se as tem-

peraturas nao forem tao préximas, podemos empregar, para o nosso problema, uma
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expressao geral para as relagoes de Onsager [14, 21| para o regime ndo linear dada por

Qs  9G
0Q> _ 9G (3.71)
op1 0B
onde Q;, dado pelas equacoes 3.45 e 3.46, é o fluxo de calor a partir do i—ésimo banho.
O caso linear corresponde a equacao 3.71 acima, s6 que com f[; = f5. Além disso,
sabemos que, no caso estacionario, Q1 + Qz = 0. Assim, utilizando as equacdes 3.46,
3.69 e 3.71, obtemos
3@2 an _ 169

651 852 B 7F1613

T, (T - T5) . (3.72)

Vemos que, no regime linear, quando (; ~ (5, a relacdo de Onsager é satisfeita. Evi-
dentemente, esta é a situagao excepcional. Portanto, para T} # T, a relagdo de Onsager
é violada. Deve-se observar que o lado direito da equacao 3.72 acima tem a mesma
ordem de grandeza que os termos individuais no lado esquerdo, o que mostra uma forte
violagdo da relacao de Onsager.

De maneira geral, partindo das equagoes 3.46, 3.54, mantendo-se apenas termos até
ordem 7, e levando-se em conta que, no estado estacionario, Q1 + Q2 = 0, podemos

escrever

90, 00 _ 1, ), 0

= k — —+ — || {(6F)?), . 3.73
i [ SN CO Cpac | R(CTp W
Esta expressao nos permite concluir que, se <(5F2)2>1 = Bof(B1 — P2), onde f & uma
funcao positiva, a relagdo de Onsager, tal como expressa pela equagao 3.71, fica au-

tomaticamente satisfeita, mesmo no regime nao linear. No caso especifico dos dois

osciladores harmonicos vemos, pela equacao 3.68, que <(6F2)2>1 = ﬂfﬂ”;g +0(g%), o
1

que confirma a nao validade da relacao de Onsager para o problema.

3.4.2 Dois Gases Ideais

Nesta subsecao, vamos analisar um segundo exemplo de aplicacao do formalismo
desenvolvido nas secoes anteriores. O hamiltoniano que modela o sistema é escrito
como:

H=g(z,—z)>. (3.74)

Este sistema pode ser pensado como representando a interacao entre dois gases ideais.
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Um deles, descrito por uma variavel rapida =, est4 em contato com o banho térmico
na temperatura 7}, enquanto que o outro, descrito pela variavel lenta z,, estd em
contato com o banho mais frio na temperatura 75. Podemos pensar esses dois gases
como sendo constituidos por particulas de massas muito diferentes. O parametro y
pode ser relacionado com a razdo entre as massas dos gases leve e pesado [22]. Os
gases sao supostos confinados a uma regiao limitada do espago entre —L 2 < x5 <
L/2, e, aléem disso, do mesmo modo que no exemplo anterior, fazemos a suposicao
de que a interacao entre eles é fraca, isto é, ¢ € muito pequeno. Da mesma forma
que no caso anterior dos dois osciladores acoplados, consideramos apenas as varidveis

configuracionais. Para esse caso, as distribui¢oes de probabilidade sao dadas por

2
Po(x1 | m9) = % [1 — 9B (z1 — 22)* + 9B (f—Q + x’g’)} : (3.75)
1 L? L?
‘ 1 L? ) )
Py(z1,72) = Iz [1 + 973 (Br+ B2) — g (Brz] + Box3) + 29513313’32] ; (3.77)

onde, novamente, mantivemos somente termos até primeira ordem em g nas expansoes
utilizadas para calcular as mesmas. A equagdo diferencial para a funcio A(xq,zs) é
dada por
0?A 0A
T\—5 — 29 (1 — x9) =— = 0. 3.78
G 20— ) o (378)

A solugao geral desta equacgao é dada por
A(z1,m2) = ge(z2)21 + gd(22),

onde c(z3) e d(x2) sdo fungoes arbitrarias da variavel lenta. A condigao de consisténcia

com termos até O(g), equagao 3.37, se reduz a

0%A 0A
TQ(?—:C% —2g [(331 - 352) — 2T, (51331 - 52352)] ('3—332 = —AA. (3-79)

Procedendo de maneira exatamente similar ao caso dos dois osciladores, isto é, expan-
dindo as fungoes c(z3) e d(x2) na solugdo geral em séries de poténcia na variavel z,

e utilizando as condigoes de consisténcia e de ortogonalidade, obtemos uma solugao
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muito simples para A(z1,xs), que pode ser escrita como

k
A(l“h $2) =g (51 - ﬁz) T1T2 = —gfxlxg, (3-80)
2

onde, como antes, k é definido pela expressao 3.64. Como antes, vamos determinar
as taxas de producao de entropia e de dissipacao de energia. Nesse caso, o termo

dFy(x1, z2) toma a forma

BiL?

§Fy (21, 22) = 2971 — ¢° 3 Ts. (3.81)
Das equagoes 3.54, 3.56, 3.80 e 3.81, obtemos
272 2 2
: g'L* (h - T) gl
_ - L .82

. PP (T -T) [V B VQM] ' (3.83)

= 3ry, 17 2T,

Vamos analisar a validade da relagao de Onsager para esse caso. Para isso utilizamos

a expressao geral 3.71 desta relagao. J& vimos, pela analise da equacao 3.73, que quando
<((5F2)2>1 = Bof (81 — P2), a relagdo de Onsager 3.71 fica automaticamente satisfeita,
mesmo no regime nao linear. No caso particular do hamiltoniano 3.74, é facil verificar,

a partir da equagao 3.81, que
L2
<((5F2)2>1 = g2§.
Portanto, a relagao de Onsager é violada no caso nao linear mostrando que o sistema
esta bastante afastado do equilibrio. Para esse modelo, repetindo os passos efetuados

no caso dos osciladores acoplados, obtemos

0Qy  0Q, B 92L2T Ty —T5

_ = 3.84
85 9B, 30, 2 T (384)

Mesmo para esse modelo extremamente simples de dois gases ideais interagindo fraca-
mente as relagoes de Onsager sao violadas de maneira significativa, pois o termo do lado
direito da equacao acima tem a mesma ordem de grandeza que os termos individuais

do lado esquerdo da equacao.
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3.4.3 Gas Ideal e Oscilador Harmonico

Como um terceiro exemplo de aplicagao do formalismo, vamos considerar um siste-
ma formado por um oscilador interagindo com um gas ideal. O hamiltoniano para esse

sistema é escolhido com a seguinte forma

1
H = §ax§ + g (zy —z5)%, (3.85)

onde a variavel rapida z; estd em contato com o banho térmico na temperatura 77,
e esta varidvel estd limitada a regiao —L,2 < x; < L/2. A variavel lenta x5, des-
creve um oscilador harmoénico em contato com o banho térmico na temperatura mais
baixa 75. Como de hébito, esta variavel nao esta limitada a uma regiao particular do
espaco. Para levar em conta um fluxo de calor entre os reservatoérios, foi introduzi-
do um pequeno termo de acoplamento no hamiltoniano. Da mesma maneira que nos
exemplos anteriores, somente serao permitidos termos lineares em g, com excecao do
calculo das taxas de producao de entropia e dissipagao de energia, quando nao foram
cortados os termos até ordem ¢2. Seguindo as etapas esbocadas na secao 3.2, obtemos

as distribuigoes de probabilidade

1 12
Py(z1 | w2) = I (1 + QIBIE — gpra? + 2951951332> ; (3.86)
Bra\* [ Paaxd] (g
Po(w2) = (i exp -5 (1+2—ga}). (3.87)

=

a [ Braxs |
Py(z1,72) = (Q%LQ) €xp _/322 2

L2
X (1 + gﬁlﬁ + g — ghix} — gBars + 2gﬁ1x1x2> . (3.88)

A equagao diferencial parcial para a fungdo A(zq,x2) fica

9°A DA
hig — 290 —m) 5 = 2gkpaz s, (3.89)
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onde k é dado pela equagao 3.64. A solugao geral desta equacgao é

kﬁli%ﬂmxi’xg + 921 f1(22) + gf2(w2),

A(ajl: xQ) =g

onde fi(x2) e fa(x2) sdo fungdes arbitrarias da variavel lenta. Repetindo o procedimento
adotado nos exemplos anteriores, expandimos as fungbes fi(z2) e fo(x2) em séries de
poténcia na equacdo acima e utilizamos as condicdes de consisténcia até ordem 2 e
de ortogonalidade. A equacao de autovalores para consisténcia até ordem 2, equacao
3.37, torna-se )

% — axgaa—i = —)\A. (3.90)
Utilizando essa equagao e a condigao de ortogonalidade, obtemos uma solucao para a
fungao A(z,x2) dada por

ﬁlﬂZ 3

Az, m0) = ngaxlxg — gkﬂlﬁQ

4

al’ziz,. (3.91)

Para determinar as taxas de producao de entropia e dissipagao de energia, calcula-

mos primeiro o termo de forga 0 Fy(z1,zo) :

L2
6Fy(x1,m2) = 2971 — 92613 Tg,
que nos fornece
(6Fy(x1,72))° = 4g%2? + O(g%). (3.92)

Repetindo os mesmos passos dos exemplos antecedentes, obtemos as taxas S;,; e 11 :

212 2 2

. qg L (Tl —_ TQ) 2 CLL
Stot = — : 3.93
ot =30, 121, \' 7 10m (3.93)

2712 2 2
. g L (T1 — Tg) QCLL (2T2 — Tl)

II = — . 3.94
sty 12 |77 10 T (3:94)

Como nos exemplos anteriores, este sistema simples também leva & violagao das
relagoes de Onsager no limite nao linear, pois encontramos
0Q, 0Q, gL (Ty —Ty)
_ =~ T,

2
98, ~ 9P, Tl T, + O(Y9). (3.95)
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3.4.4 Osciladores Harmoénicos com acoplamento do tipo Henén-
Heiles

Como ultimo exemplo desse capitulo, vamos analisar mais um caso de dois oscila-
dores harmonicos, porém com um tipo diferente de acoplamento. O hamiltoniano para
esse sistema é

1 1
H= iaxf + éaxg + gr173 + pgrs, (3.96)

onde p € um niimero cujo valor decide a integrabilidade das equagoes de movimento do
sistema. Os termos de acoplamento tornam o hamiltoniano similar ao famoso potencial
de Henon-Heiles, utilizado por estes autores para descrever o movimento de uma estrela
numa galéxia axial [23, 24]. Os hamiltonianos desse tipo tém sido usados em Mecénica
Estatistica principalmente para ilustrar o comportamento ergdédico de sistemas com
poucos graus de liberdade |25, 26, 27|.

Procedendo exatamente como nos exemplos anteriores, obtemos a distribuicao de

probabilidades para esse caso:

1
a?\ ? az? az?
P0($1,$2) = (514%2 ) exp [—B12 L— ﬁ22 2

x (1— gBra1a3 — gupial) . (3.97)
A equagao diferencial parcial para A(xq,z5) é

0?A 0A
— QX

ax% 8371

T =29 (T — T3) (51551 - ﬂ152ax1$§) )
cuja solucao, apos a utilizagao das condigoes de ortogonalidade e de consisténcia com

termos de ordem v?, é

(Th —T)

A(»”Uhl"z) =29 oT
1

(Braz125 — 1) . (3.98)

As taxas de producao de entropia e dissipagdo de energia para esse exemplo sao

4¢? (T) — To)*

Shot =
fot F16L2 T1

(v =297, (3.99)
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4g2

_ 2 (T — 2T3)
F16L2

T

Mais uma vez a relagao de Onsager nao é satisfeita, como podemos observar da

I

T.
(Ty — Ty)? ’yTZ + 2y (3.100)
1

expressao

0Qy  0C e
agf _ 8% _ VFfGQTQ (T2 - 2T2 + T\ Ty) | (3.101)

obtida para esse modelo. O sistema, durante o regime estacionario, se apresenta bas-

tante afastado do equilibrio.



Capitulo 4

Otimizacao da Maquina Térmica

Classica

4.1 Introducao

Neste capitulo, discutimos o bem conhecido problema da quantidade méxima de
trabalho que pode ser extraida de uma maquina térmica classica. Pode-se dizer que
o problema cléssico da Termodinamica é o de determinar a quantidade méxima de
trabalho que pode ser extraida de um sistema fora do equilibrio, durante sua relaxacao
para o estado de equilibrio.

Até o século 19, a tecnologia existente era devida a artesdos habilidosos que tra-
balhavam e construiam suas méaquinas baseados na experiéncia pratica. Uma das pri-
meiras tentativas para utilizar a fisica para estudar o funcionamento de méaquinas foi
encaminhada pelo engenheiro francés Sadi Carnot. Carnot mostrou, entre outras coi-
sas, que qualquer maquina térmica, operando entre duas temperaturas, nao poderia
fornecer mais trabalho do que uma fracdao do calor extraido da fonte quente & tem-
peratura 7. Essa fracdo ¢ conhecida como a eficiéncia de Carnot e pode ser escrita

como
T T,

T,

onde 17 e 15 sao as temperaturas dos banhos e 17 > T5.

n

A introducao dos conceitos de conservacao de energia e dos potenciais termodi-
namicos trouxe outros critérios para avaliar a performance das méquinas térmicas.

Todos eles, no entanto, possuem uma caracteristica comum: o processo idealizado ao

26
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2

qual qualquer processo real é comparado, é um processo reversivel. Nesse sentido,
na maioria dos casos, os limites impostos pela termodinamica classica tém se mostra-
do demasiado idealizados. Nas tltimas décadas, tem surgido um renovado interesse
[18, 28, 29] na obtengdo de limites mais realisticos com os quais comparar a performan-
ce das méiquinas térmicas reais. Algumas dessas abordagens levam em conta o fato de
que, ao contrario dos processos reversiveis que levam um tempo infinito para se com-
pletarem, os processos reais tomam um tempo finito. Em geral, nessa termodinamica
de tempo finito interessa a maneira pela qual os vinculos sobre o tempo ou sobre as
taxas afetam a performance.

Uma outra linha de investigacao focaliza atencao nos efeitos dissipativos que restrin-
gem as possibilidades das maquinas térmicas reais. E crenca generalizada, expressa nos
livros de termodinamica [1, 2] que qualquer interacdo direta entre os banhos térmicos
tem como efeito liquido apenas a dissipagao de energia. Allahverdyan e Nieuwenhuizen,
num trabalho recente muito interessante [8], mostram que, em alguns casos, a interagao
direta entre os banhos pode levar a um predominio da transferéncia de energia sobre
a dissipacao. No trabalho citado, os autores retomam o tipo de sistema descrito no
capitulo 3 desta Tese e mostram que a escala de tempo para a transferéncia de energia
decorrente do acoplamento direto pode ser bastante separada da escala de tempo em
que os efeitos dissipativos sao relevantes. Assim, numa determinada janela de tempo,
poder-se-ia atingir uma otimizacdo da maquina térmica. Em outras palavras, permi-
tindo aos dois banhos interagirem durante janelas de tempo pequenas (em relagdo a
janela de tempo em que a dissipagdo se torna importante), pode-se obter uma trans-
feréncia extra de energia que pode ser convertida em trabalho. Como resultado dessa
interacao direta, o estado final de equilibrio dos banhos é mudado.

Na secao 4.2, discutimos alguns assuntos relacionados ao rendimento de maquinas
térmicas. Comecamos pelo conhecido exemplo da roda dentada e da tranca discuti-
do por Feynman em seu famoso livro [17] e apresentamos uma critica ao mesmo [30].
Recordamos, de maneira sucinta, algumas caracteristicas da termodinamica de tempo
finito e discutimos um exemplo. Na secao 4.3, analisamos a modelagem de banhos tér-
micos por meio de um sistema de N osciladores harmonicos e, finalmente, nas secoes
4.4 e 4.5 discutimos mais demoradamente os sistemas propostos que permitem uma me-
lhora na performance das maquinas baseadas nesses sistemas. Propomos uma extensao
do formalismo de Allahverdyan e Nieuwenhuizen que leva em conta a contribuicao de
segunda ordem (ou mesmo de ordens mais altas) no parametro de acoplamento, uma

vez que em alguns exemplos isso se faz necessario. Na se¢ao 4.5 apresentamos exemplos
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de aplicagao do formalismo onde essa extensao é obrigatoria.

4.2 Rendimento da maquina térmica

Nesta secao vamos discutir, de maneira muito breve, algumas analises e estudos

sobre maquinas térmicas e os limites de extragao de trabalho das mesmas.

4.2.1 A roda dentada

O capitulo 46 do livro “Feynman Lectures on Physics” [17] contém uma ilustragao da
impossibilidade de se obter trabalho a partir de flutuagoes térmicas com uma eficiéncia
maior do que a do ciclo de Carnot. Feynman teve a idéia desse exemplo na busca
de uma explicacao elementar, do ponto de vista molecular ou cinético, para o fato de
haver uma quantidade méaxima de trabalho que pode ser extraida de uma maquina
térmica. O exemplo de Feynman tem sido citado como prova da impossibilidade de um
mecanismo automaético que atue como um demoénio de Maxwell e foi inspiracao de uma
linha de pesquisa bastante proficua em transporte induzido pelo movimento browniano
em potenciais assimétricos |31, 32, 33|.

O aparelho imaginado é constituido basicamente de um eixo com pés numa das
extremidades e uma roda dentada na outra. A roda dentada pode mover-se apenas
numa direcao, sendo isto garantido pela presenca de uma espécie de alavanca que
impede o movimento em sentido contrério, gracas aos dentes da roda. A extremidade
com as pés é colocada dentro de um recipiente com um gas numa temperatura 7. As
péas sofrem, entao, colisdes com as moléculas do gés e oscilam como um rotor browniano
unidimensional. No entanto, devido & presenca da roda dentada na outra extremidade
do eixo, somente flutuacoes acima de uma certa intensidade, em uma dire¢ao, poderiam
fazer a roda avancar para o proximo dente. A alavanca, que impede a roda de avancar
numa determinada direcao, possui um mecanismo de mola que a faz retornar & posicao
original depois de um novo dente ter sido alcangado na direcao permitida. A mola
possui, evidentemente, um mecanismo de amortecimento que impede a alavanca de ficar
oscilando e batendo na roda, uma vez avancado um dente. Quando o amortecimento
acontece, a energia que estava na alavanca vai para a roda e se transforma em calor.

Assim, a roda é colocada dentro de outro recipiente com um gés na temperatura Ty <
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Ti. Esse gés recebe uma parte do calor que aparece na roda.

Feynman comenta, convincentemente, que a maquina nao pode retirar trabalho se
as pas e a roda estiverem na mesma temperatura. Se estiverem, porém, em tempera-
turas diferentes, sendo a temperatura da extremidade com as pés, 77, maior do que
a temperatura da extremidade com a roda dentada, 75, entao é possivel até mesmo
levantar um pequeno peso, como o de uma pulga, por exemplo. Para isso, imaginemos
uma polia fixada no meio do eixo e da qual pende um fio muito leve. Amarramos, entao,
um pequeno peso no fio e estamos prontos para a experiéncia. Com as temperaturas
diferentes, as taxas de saltos nas duas direcoes nao sao mais iguais e podemos, eventu-
almente, levantar o peso. Na verdade, existe um valor bem determinado do peso para
o qual ambas as taxas sao iguais e a roda nao sofre nenhum movimento sistemaético,
numa ou noutra dire¢ao. Supondo que as taxas sao proporcionais ao fator de Arrhenius
com a mesma constante de proporcionalidade, podemos calcular facilmente este valor.
Se L é o torque devido & forca-peso, vamos chamar de Ly este valor de equilibrio em
que nao ha movimento sisteméatico. Seja # o angulo varrido quando a roda avanga para
o proximo dente e seja € a energia necessaria para levantar a alavanca até o topo de
um dente. Se L# é a energia potencial que o peso L ganha quando a roda perfaz um
salto na dire¢io esperada (dire¢do na qual a lavanca ndo atua e que chamaremos de
“salto para a frente”), entdo ¢ + L é a energia necessaria para esse salto. Esta energia é
obtida das pas, de modo que a taxa de saltos nessa direcao é % exp{—(e+ L0) kgTi}.
Para um salto em sentido contrario (que chamaremos de “salto para tras”), a energia
necessaria é € e Feynman supoe que essa energia seja obtida do banho que envolve a
roda dentada, de modo que a taxa correspondente seré % exp{—e,kgTs}. Logo, o peso

para o qual as taxas sao iguais é dado por:

€+L0(9_£

- = (4.1)

Podemos resumir as trocas de energia, tanto quando a roda gira no sentido no qual
a alavanca nao atua, como no sentido contrario, por meio da tabela seguinte, similar

aquela mostrada no capitulo 46 do livro do Feynman :
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Salto para frente

necessidade de energia: | € + L0
retira das pés: e+ Lo
realiza trabalho: Lo
fornece para a roda: €

Salto para tras

necessidade de energia: €

retira da roda: €

libera trabalho: Lo
fornece para as pas: | €+ L0

Se escolhemos L ligeiramente menor do que Ly, a roda se movera para a frente
muito lentamente, levantando o peso. A partir das suposi¢oes contidas na tabela, nao
é dificil calcular a eficiéncia da miquina. Para isso, suponhamos que a roda perfaz N,
saltos para a frente e N_ saltos para tras. O trabalho liquido realizado é (N, — N_)L§
e a quantidade de calor tomada do banho que envolve as pas é (N, — N_)(L# +¢). A

eficiéncia sera, portanto,

Lo
= . 4.2
= + Lo (4.2)
No limite em que L — Ly, a eficiéncia tende para a do ciclo de Carnot
15
1— == 4.3
n—l-g (4.3)

Uma critica muito interessante ao exemplo imaginado por Feynman foi desenvolvida
por Parrondo e Espafiol [30] e, a seguir, esbo¢amos o seu teor. A maquina de Carnot
opera de maneira reversivel entre dois banhos em diferentes temperaturas 177 > T5.
Reversibilidade implica que a entropia deve permanecer constante. As tnicas variagoes

de entropia sao aquelas dos banhos térmicos, portanto

& _&_, (4.4)

AS — _
STz Ty
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Por outro lado, o trabalho obtido pela maquina é W = Q1 — ()2, sendo que o sistema
retorna ao estado inicial no final do ciclo. Logo, o rendimento de Carnot, definido
como n = W 7@, toma a forma conhecida n =1 — % Cabe salientar que qualquer
irreversibilidade diminuiré a eficiéncia da méquina, pois, nesse caso, AS > 0. Os
calculos levados a efeito por Feynman pressupoem que a méquina opera reversivelmente
no limite em que L — L, fato expresso na tabela acima. A transferéncia de energia
entre a maquina e os banhos num salto para frente é exatamente a mesma que num
salto para tras com os sinais trocados.

A esséncia da critica estd baseada no fato de que a roda dentada é um sistema
submetido a vinculos fora do equilibrio, isto é, diferentes partes do sistema estao si-
multaneamente em contato com banhos térmicos em diferentes temperaturas. O carater
essencialmente fora do equilibrio de uma situacao como essa se expressa por meio de
um fluxo irreversivel de calor entre os banhos. No caso quase-estatico em que L = Ly,
a julgar pela tabela acima, conclue-se que nao hé troca de energia, o que significa dizer
que a condutividade térmica da maquina é nula. Note-se que nao é necessariamente a
condutividade térmica dos materiais da maquina que est& em discussao, uma vez que é
possivel haver condug¢do através do grau de liberdade que permite o funcionamento da
méquina. Parrondo e Espanol utilizam a equacao de Langevin para calcular a conduti-
vidade térmica de sistemas similares ao da roda dentada. Nessa analise, mostra-se que
quando temos um sistema em contato simultaneo com dois banhos térmicos, estabelece-
se um fluxo de energia liquido do banho quente para o sistema e desse para o banho
frio. Este fluxo de energia se da na forma de um movimento flutuante e incoerente da
conexao mecanica entre os banhos térmicos, ou seja, na forma de calor. Portanto, o
calor pode ser transferido através de um simples grau de liberdade, mesmo quando os
materiais constituintes da maquina sao isolantes.

Vemos pois, que no regime estacionario em que L = Ly, a situacao é irreversivel,
uma vez que nao ha trabalho liquido produzido, mas existe um fluxo de calor entre os
banhos passando pela conexao mecéanica que os liga. Ha neste processo uma producao
de entropia AS > 0, e, portanto, o sistema estard impedido de atingir a eficiéncia de
Carnot.

Se a analise feita por Feynman apresenta dificuldades e imprecisoes, podemos tentar
estabelecer qual parte da tabela acima, apresentada por ele no seu livro, é a menos
convincente. A observacao atenta da mesma nos convencera que a ultima afirmacao
é bastante duvidosa. Por que nao ha nenhuma dissipa¢do na roda dentada durante

um salto para tras? Nesta situacdo, quando a alavanca estd voltando, ocorre um
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amortecimento em ambas as extremidades da maquina. Em alguns casos, como quando
Ty > Ts, ha mais amortecimento na roda dentada do que na extremidade com as pas.
Outra objecao levantada, diz respeito a suposicao feita por Feynman de que a
constante 1,7 é a mesma para ambos os banhos. Estas constantes dependem da
estrutura de cada banho e pode haver intimeras situagoes em que elas sao diferentes.
Poderiamos resumir a objecao central a analise de Feynman dizendo que a mesma s6
seria valida se nao houvesse producao de entropia, condi¢ao necessaria para se atingir a
eficiéncia de Carnot. Isto estd em contradicao com o fato de que um sistema, acoplado
simultaneamente a dois banhos térmicos com temperaturas diferentes, nao pode estar

em equilibrio térmico.

4.2.2 Termodinidmica em tempo finito

Nas tltimas duas ou trés décadas, tem havido um consideravel esforco [29] no sentido
de encontrar limites mais realisticos para a operacao 6tima de méquinas térmicas em
tempo finito. Esse esforco comeca a partir do questionamento sobre a utilidade de
comparar processos reais com processos reversiveis, que, em tltima anélise, levam um
tempo infinito para se completar. A questdo fundamental passa a ser: os limites
reversiveis sao suficientemente proximos das performances reais, de maneira a servirem
como comparagoes capazes de orientar a melhoria dos processos? Essa questao nos leva
a considerar a possibilidade de encontrar limites mais realisticos para a performance
dos processos reais. Uma maneira 6bvia de fazer isto é procurar limites para processos
que tém duracao de tempo finito. De maneira geral, essa termodindmica de tempo
finito esta interessada no modo como os vinculos no tempo ou nas taxas afetam a
performance.

E importante salientar a diferenca de pontos de vista entre a termodinidmica de
tempo finito e o campo de pesquisa chamado de “termodinamica irreversivel”. Ambas
tratam da extensao da termodinamica tradicional de equilibrio para sistemas com ir-
reversibilidades, e ambas investigam a maneira como essas irreversibilidades afetam o
comportamento dos processos. No entanto, a termodinamica irreversivel tem um enfo-
que diferente daquele da termodinamica de tempo finito, qual seja, o de encontrar as
equacoes de movimento das variaveis de estado de um sistema e resolvé-las. Essa foca-
lizagao da termodinamica irreversivel nas equacoes de movimento, leva, naturalmente,

a uma formulacao em termos de equacoes diferenciais, e, portanto, ao exame do com-
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portamento local, diferencial dos sistemas. J4 a termodinamica de tempo finito, por
ter um enfoque voltado para as variacoes liquidas das varidveis do processo, trabalha
com principios variacionais e descricoes globais dos sistemas.

A seguir, vamos discutir, de forma breve, um tratamento muito interessante que
se tornou quase que um paradigma para sistemas operando em tempo finito. Curzon
e Ahlborn [18] consideraram uma méaquina térmica ligada aos reservatoérios de calor
por meio de paredes com condutividade térmica finita. Eles levaram em conta uma
limitacao na eficiéncia que é causada pela taxa na qual o calor pode ser trocado entre
a substancia trabalho e os reservatorios de calor.

No ciclo de Carnot, para se alcancar a eficiéncia méxima, as partes isotérmicas do
ciclo tém de ser executadas de maneira infinitamente lenta, de maneira que a subs-
tancia trabalho possa estar em equilibrio térmico com os reservatérios. Nao ocorrem
gradientes de temperatura através das paredes do recipiente que contém a substancia.
Desse modo, a poténcia de saida é nula, uma vez que é utilizado um tempo infinito
para produzir uma quantidade finita de trabalho.

Para adquirir uma poténcia de saida finita, o ciclo deve ter sua velocidade aumenta-
da. Para haver um fluxo de calor durante a expansao isotérmica, a substancia trabalho
deve estar em uma temperatura menor do que a da fonte quente. Por sua vez, durante
a compressao isotérmica, a substancia trabalho da maquina deve estar a uma tempera-
tura maior do que a da fonte fria. Numa situagao extrema, os dois estagios isotérmicos
ocorrem sem variagao na temperatura da substancia, de modo que o calor flui direto
da fonte quente para a fonte fria. Nesta situagao, nao ha trabalho mecénico, a poténcia
de saida é nula e a maquina tem eficiéncia zero. A suposi¢ao é de que, entre os dois
extremos de poténcia nula, o de eficiéncia zero e o de eficiéncia de Carnot, deve haver
uma poténcia de saida maxima.

Os autores partem da hipotese de que os fluxos de calor através do recipiente que
contém a substancia trabalho sao proporcionais a diferenca de temperatura através das
paredes do recipiente. Neste modelo de méaquina irreversivel todas as perdas estao as-
sociadas com a transferéncia de calor para e da maquina. Devido & condutividade finita
do material do recipiente, a méquina opera entre temperaturas ligeiramente diferentes
daquelas das fontes. Maquinas com essas caracteristicas chamam-se endoreversiveis.

Durante a expansao isotérmica é suposto que

F1 = Oé(Tl — le), (45)
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onde F representa o fluxo de calor, o é uma constante que depende da espessura e
da condutividade térmica da parede, 77 é a temperatura da fonte quente e T, é a
temperatura da substancia trabalho. Se a expansdo isotérmica dura ¢; segundos, o

trabalho realizado é
W1 = Fltl = O!tl (T1 — le). (46)

A expansao adiabéatica é considerada reversivel, ou seja, nao ha nenhuma troca de calor
com a vizinhanga durante a mesma. Na compressao isotérmica, a fonte fria recebe o

calor
W2 = )\tQ(TQw - Tz), (47)

onde t; é a duracao da compressao, 15 é a temperatura da fonte fonte fria, A é o
coeficiente de transferéncia de calor e T5,, é a temperatura da substancia trabalho. A
compressao adiabatica recupera o sistema para o estado inicial e é suposta reversivel.

Como os estagios adiabaticos sdo reversiveis, devemos ter

W, Wy

— == 4.8

le T2w ( )
Utilizando as equagoes 4.6 e 4.7, obtemos

ty  oTy(Th — Thw)
A poténcia da maquina sera
p= Wi—W) (4.10)
p(t1 + t2)

onde (p — 1)(t, + t2) é o tempo gasto para completar os ciclos adiabéaticos. Portanto,
a suposicao é de que o tempo para completar os processos adiabaticos é proporcional
ao tempo necessario para completar os processos isotérmicos. Ha, pois, um aumento
na velocidade com que o ciclo é completado.

Definindo as variaveis x e y como x = T, — Ty, e y = T, — T e utilizando a

expressao 4.9 na equacao 4.10, obtemos

_ ay(hi-Th—z—y)
~ p[\Ty + oTax + zy(a— M)

(4.11)

Maximizando P com relacdao a x e vy, isto é, fazendo 0P ,/0x = 0 e 0P,/ 0y = 0,
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obtemos, respectivamente
My (Ty =Ty — 2 — y) = 2 [\Thy + oTor + zy(a — A)], (4.12)

aox(Ty — Ty —z —y) =y [Ny + oTox + zy(a — A)] . (4.13)

Destas equacoes segue-se de imediato que

y==1 (%%) (4.14)

Substituindo a equacao 4.14 acima na equacao 4.12 obtemos uma equagao quadratica
na variavel o =z /T :

()72 (57)

Levando-se em conta que o < 1, é facil verificar que a solu¢ao da equacao acima é

o+ [1 - —} = 0. (4.15)

’ ﬂ (4.16)

o= — =

T

As equagoes 4.14 e 4.16 levam a

@)
T
LA Ly —— (4.17)
)
A eficiéncia da maquina é
Wy — W,y Tou [m+w]
— -1 =1— 4.18
n W1 le (T1 — x) ( )

onde utilizamos a equacao 4.8 e as defini¢oes das varidveis = e y. Finalmente, usando

as equacoes 4.16 e 4.17 para eliminar x e y da equacao acima, obtemos o rendimento

n=1- (%)1 (4.19)
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Pode-se mostrar que a poténcia maxima, neste caso, sera

1 1 2
(7 -7)

Pm:(o%) W . (4.20)

Um aspecto interessante desse tratamento é que o rendimento nao depende dos
coeficientes de tranferéncia de calor e, da mesma maneira que no ciclo de Carnot ideal,
s6 depende das temperaturas dos reservatorios de calor. Além disso, em comparacao
com o de Carnot, o rendimento obtido estd muito mais préximo do rendimento das

maquinas reais.

4.3 Mecanica Estatistica de um conjunto de oscilado-

res

Nesta secao, discutimos a modelagem de um banho térmico por meio de um sis-
tema de osciladores harmonicos acoplados. Ford, Kac e Mazur, num trabalho muito
interessante, estudaram alguns aspectos fundamentais do movimento browniano. Eles
se propuseram a estabelecer em que condi¢coes uma particula, acoplada a um sistema
grande, exibe comportamento irreversivel, erratico, tipico de uma particula browni-
ana, mesmo que as equagoes de movimento para o sistema sejam todas reversiveis.
Com esse objetivo, os autores modelaram um banho térmico utilizando um conjunto
de osciladores acoplados e examinaram o comportamento de uma particula acoplada
harmonicamente ao banho. A particula, que pode estar submetida a um campo de
forga arbitrario, no limite adequado, apresenta movimento browniano.

Inicialmente, vamos discutir a dindmica de um sistema de osciladores com acopla-
mento arbitrario. Mostramos entao que, para uma cadeia linear de osciladores, existe
um acoplamento para o qual, no limite de uma cadeia infinita, o processo estocéstico
resultante é markoviano. Posteriormente, adotando a cadeia de osciladores com este ti-
po de acoplamento como sendo o banho térmico, e fazendo uma particula interagir com
este banho, obtemos a equagdao de Langevin para uma particula browniana. Comple-
tamos, desse modo, o pequeno programa esbocado, isto é, partimos de um conjunto de
equacoes reversiveis representando uma particula interagindo com um conjunto muito

grande de osciladores acoplados e chegamos a um sistema estocéastico, descrito pela
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equagao de Langevin.
Consideremos um sistema de (2N + 1) osciladores acoplados, representado pelo

hamiltoniano:
N

N
1 1
H=J > P+ ) > Ak, (4.21)
=N

jok=—N
onde ¢; e p; sao a coordenada e o momento canénico do j-ésimo oscilador. As massas
de cada oscilador, por simplicidade, foram tomadas iguais & unidade. Os Aj;’s sao os
elementos de uma matriz simétrica (2N + 1) x (2N + 1) que define as interagoes entre
os osciladores. Deve-se notar que, na soma acima, os termos com mesmo indice A;;
representam a contribuicao elastica de cada um dos 2N + 1 osciladores. Supomos que
essa matriz nao possui autovalores negativos.

As equagbes canonicas de movimento habituais,

podem ser escritas na forma matricial como:

q=p; p=—Aq, (4.22)

onde g e p sdo matrizes coluna com (2N+1) filas. A solucao dessas equagoes é imediata

e pode ser escrita como:

1

q(t) = cos (Ait) q(0) + A~ sin (A%t> p(0),

p(t) = A 7 sin (A%t> q(0) + cos (A%t) p(0). (4.23)

Vamos supor que, no instante ¢ = 0, o sistema esta em equilibrio térmico a tem-
peratura 7. Nesse sentido, consideramos que ¢;(0) e p;(0) obedecem a distribuigao

canonica, isto é,

9\ 2N+1 .

D@a0).p0) = () @A) en{-5H @O.pO) (@20
onde 3 = kE%T Estamos supondo que A nao tem nenhum autovalor nulo, caso contrario,
det A = 0. Vamos escolher a distribuicao acima, equacgao 4.24, como a condi¢ao inicial

para a solucao das equagoes de movimento dada pelas equagoes 4.23. Com essa escolha,
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podemos afirmar que o processo é gaussiano, uma vez que a distribuicao 4.24 é gaussiana
e a solugao 4.23 é linear. Além disso, o processo é estacionario como se pode concluir

a partir do teorema de Liouville da mecanica classica:

Um processo gaussiano estacionario tem suas propriedades estatisticas descritas
completamente pelas fungoes de correlacao. Consideremos primeiramente as correla-
coes dos valores iniciais das coordenadas e momentos. Reescrevendo a distribuicao 4.24

com o auxilio do hamiltoniano 4.21, obtemos

- D (q(0),p(0)) =
= (%’T) ! (detA)‘%exp{—é [iji(o)+Zj,kqj(0)Ajqu(o)}}. (4.25)

Como a distribuicao é gaussiana, todas as correlagoes de mais alta ordem podem ser

expressas em termos das correlacoes de pares, que sao

(p;(0)pk(0)) = kpT'djp, (4.26)
(p;(0)g(0)) =0, (4.27)
(4;(0)ax(0)) = kpT ||A7H]| ., (4.28)

onde ||BJ|;, ¢ a nota¢io adotada para representar o elemento na j-ésima fila e na -
ésima coluna de uma matriz B. As correlacoes de pares para as coordenadas e momentos

dependentes do tempo sao obtidas das equacoes 4.23, 4.26, 4.27 e 4.28 e sao dadas por

(gm (0)4n (0)) +

kn

Ot +7)) = 3 {HAé sin Azt

)

HA% sin Az (t +7)

im

+ Hcos A%t

cos Az (t+7) Hkn <pm(0)pn(0)>} ;

jm H

(0;(O)pu(t + 7)) = kgT HcosA%T X (4.29)
J
(@;(Ope(t + 7)) = —kpT HA*% sinAdr|| (4.30)
J
(@:(Oan(t +7)) = ksT HA—1 cosA%TH . (4.31)

ik
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A autocorrelagao no momento para um sé oscilador é

(po(t)po(t + 7)) = kBTHcosA%THOO, (4.32)

que corresponde a um processo gaussiano estacionario em uma variavel. Este processo

é markoviano somente se a autocorrelagao for uma exponencial, isto é, se

(po(t)po(t + 7)) = kT exp {—d|T|}, (4.33)

onde d é uma constante positiva. Assim, para garantir que o processo seja markoviano,

precisamos achar uma matriz de interacao A tal que Hcos A%TH =exp{—d|T|}.
Vamos imaginar que os (2N + 1) osciladores sejam idénticgg e que formam uma

cadeia com condicoes de contorno ciclicas, de modo que a matriz de interacao A é uma

matriz ciclica e simétrica. Podemos escrever os elementos de uma matriz desse tipo

€omo
R U
— 2 ;
Apn = 2N+1k_Zkaexp {22N+1k(m—n)}, (4.34)
onde os autovalores desta matriz sio as quantidades w?, s = —N,—N +1, ..., N. Deste
modo,

ALY = w2e®, (4.35)

onde o autovetor £() & uma matriz coluna com 2N +1 filas. Os elementos dessa matriz
sa0

€Y = (2N +1)77 exp {z [(2]\?711)} sn} : (4.36)

e vale a expressao
N

2
Z exp {zk(m —n) 2N7—r|— 1} = Om.n; (4.37)

k=—N

onde —N < m,n < N. Devido a simetria de A temos que:

wi =w?,. (4.38)

Com a expressdo 4.37, pode-se mostrar que se F(A) é uma fun¢io qualquer da

matriz A, entao

IF(A)], = 3 F (W) exp {z 2T (m — n)} . (4.39)
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Consideremos agora a cadeia infinita, quando N — oo e fagamos a suposi¢cao que

wf varia muito lentamente com s. Neste caso, a expressao 4.34 acima, toma a forma

Ao = o / £(6) exp {i(m — n)0} db,

que, por sua vez, pode ser escrita como:
1 e

Apn = 2—/ f(8) cos(m — n)0de, (4.40)
™ -

onde
f(0) = {w3}52<21\;+1)9 . (4.41)

Nesse limite, quando N — oo, a funcao matricial, expressa pela equacao 4.39, toma a

forma

IP(A) e = 5= [ F (700)) cos(on — n)os. (4.42)

Nosso problema consiste em encontrar uma matriz de interacao A tal que

HcosA%t

‘OO — exp {—d|t]}. (4.43)

Com a ajuda da equacao 4.39, pode-se mostrar que

HcosAét

N

1

‘00 =N T1 Z CcOS Wyt. (4.44)
k=—N

A equacdo acima nao pode ser colocada na forma da equacdo 4.43. Considerando,

porém, o limite em que N — 0o, podemos utilizar a expressao 4.42 e escrever

HcosA%t

‘00

= % /7; cos {[f(@)]% t} dg. (4.45)

Igualando as expressbes 4.43 e 4.45, obtemos uma equagdo integral para f(f), que,

resolvida, fornece

f(6) = d*tan? g (4.46)

Quando esta expressao é colocada na equacao 4.40, a integral diverge. Neste caso,
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faz-se necessario utilizar mais um processo limite, definindo

d?tan? ¢ 0 <0
fur (0) = ang, 1Ol < 6, (4.47)
Oa HL S |0| S T,

onde wy, = dtan %L é uma frequéncia de corte no espectro de autofrequéncias que ga-

rante que os elementos da matriz da equacgao 4.40 permanecem finitos. A equacao 4.43
vale entao no limite w;, — 00, isto é, o resultado vale para tempos grandes comparados
com w;l, quando wy, > d.

Utilizando a transformacao de variavel w = dtan g, a equacao 4.45 torna-se

1 1 [ d?
Hcos Azt ‘ = - / cos (wt) dw. (4.48)
00

T L w2+ d?

—w

Quando w;, — 00, o lado direito da equagdo acima tende para exp {—d |t|} e, portanto,
0 processo gaussiano torna-se também markoviano.

Vemos, assim, que o modelo leva a um processo estocastico, markoviano e gaussiano
para o conjunto de osciladores. Resta mostrar que, para uma particula acoplada a esse
banho, o modelo leva & equagao de Langevin.

Entre os 2N + 1 osciladores que constituem o banho térmico, escolhemos um para
ser a particula. Nosso banho terd, nesse caso, 2N osciladores. Vamos representar a
forga externa sobre essa particula por F(t) = F (qo(t)), onde escolhemos a particula
com indice zero para ser a particula browniana. As equagoes de movimento para a

particula acoplada ao banho sao

q=p, p=-Aq+F(t), (4.49)

onde F(¢) ¢ uma matriz coluna com 2N +1 filas cujos elementos sdo todos nulos exceto

para o indice zero, quando entdo a for¢a é F'(t). A solugdo das equagoes acima é

bsin Az (t —t')

q(t) = cos A2tq(0) + A7 sin A2tp(0) + / Al
0 2

F()dt, (4.50)

¢
p(t) = —Az sin A2tq(0) + cos A2¢p(0) + / cos Az(t — t)F(¢')dt’. (4.51)
0

Voltando a equagao 4.49 e examinando o elemento com indice zero para a derivada
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temporal do momento, vemos que
po =~ llAllg;q; + F(2).
J

Substituindo a equacgao 4.50 na equacao acima, obtemos

Po = — Z HACOSA%t
J

_/Ot

Utilizando agora a equagao 4.51 na equagao acima, podemos reescrevé-la como:

¢;(0) — Z HA% sin A2t
J

‘ijj(o) -

05

AisinAi(t—t)|| F()dt' + F(t).

00

Fdt', (4.52
P, (4.52)

= F(0) = =000+ B0 + [ (0~ (e - ) [eos bt =)

onde definimos () como

HA% sin A St

»(t) =

d
00 = ——lanosA%t : (4.53)

dt

1 |
HcosAit 00

‘OO

E(t) = Z{¢(t) HA%sinA%t

+ Z {w(t) Hcos At

‘ + HA CoS A%t
]

‘Oj}qj(ﬂ)-l-

- HA%sinA%t‘ _}pj(()). (4.54)
05 0j
A equacgao 4.52 é a equacao de movimento para uma particula browniana, sendo o
lado direito desta equagao a forca liquida exercida sobre a mesma pelas outras parti-
culas, isto é, pelo banho térmico. O primeiro termo deste lado da equagao representa
uma forga de atrito, o segundo representa uma forca flutuante que depende do estado
inicial do banho térmico e o terceiro termo representa um efeito de memoria.

Supondo que a interacao entre a particula e o banho exiba a simetria de translacao,
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ou seja, ZAjk =0, a equagao 4.54 pode ser escrita como:
k

+ HA cos A%t
(]

} 145(0) — a0(0)] +

07

Et) = —Z{q/)(t) HA%sinA%t
J#0

— HA% sin A%t
(]

—i—Z{w(t) HcosA%t ‘ '}pj(O). (4.55)
i70 %
Esta equacao nos permite concluir que a forca flutuante depende das coordenadas
iniciais relativas entre as particulas do banho e a particula browniana e nao depende
das coordenadas nem do momento da particula browniana.

Supondo agora que a matriz de interacao seja dada pela equagao 4.40 e que a funcao
f(8) seja dada pela equacao 4.47, e considerando o limite em que w;, > d, podemos

concluir, pela analise da equagao 4.53, que
lim(t) = d. (4.56)

Como, no limite adotado, ¥ (t) se torna constante e igual a d, a equagio 4.52 nos mostra
que o termo com o efeito memoria vai a zero. Assim, a equacgao 4.52 torna-se a equacao
de Langevin

po — F(t) = —dpo + E(2), (4.57)

onde

El) = —ZHCZA% sin A2t + A cos A7t quj(0)+
J

> HdcosA%t ~ AbsinAd¢ ‘ijj(o). (4.58)

J

Na verdade, para que a equacao 4.52 se torne a equagao de Langevin sao neces-
sarios trés requisistos: (a) o parametro de atrito seja constante; (b) o efeito memoria
desapareca; (c) o termo estocastico E(t) represente um processo aleatorio gaussiano.
Portanto, s6 falta mostrar que as propriedades estatisticas do termo aleatorio E(t) sao
as de um processo gaussiano no limite em que N — 0o, wy, > d. Isto vai depender das
condicbes iniciais.

Vamos fazer a suposicao que, no instante inicial ¢ = 0, o banho térmico esteja em

equilibrio na temperatura 7. Em conformidade com esse fato, supomos que a distri-
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buicao inicial seja a distribuicdo canonica dada pela equacao 4.24. Aqui aparece uma
pequena dificuldade devido & suposicao de invarianca sob translacao atribuida & inte-

racao entre a particula e o banho. A suposicao implica que ZAU = 0, que, por sua

J
vez, implica que wy = 0, de modo que, det A = 0, e, portanto, nessa forma da matriz

interacao, a distribuicao canonica é inadequada. Essa dificuldade pode ser contorna-
da introduzindo-se uma ligeira modificagdo na matriz A. Com esse propoésito, vamos
escrevé-la na forma

A= A +eyl (4.59)

onde ey — 0 quando N — oo, e I é a matriz unidade. Com essa pequena modificacao
a distribuicao candnica pode ser utilizada.
Como a distribuigao 4.24, tomada como condigao inicial do sistema, é gaussiana, en-

td0 o termo estocastico F(t) também é um processo gaussiano e, no limite considerado,

obtemos
(E()E(#)) = kuT H (d2 + A) cos A3 (t — t') (4.60)
00
Utilizando a equagao 4.42, obtemos
(E)E({")) = ksl <d2 + d? tan” Q) cos d tan Q(t —t")df =
or ). 2 2
T o
_ ksTd / cosw(t — t')dw = 2dkgT8(t — t'), (4.61)
™ —0o0

onde §(t — t') é a funcdo delta de Dirac.
Dessa maneira, podemos concluir que E(t) é um processo aleatério e gaussiano e

que a equacao 4.57 é a equacao de Langevin para o movimento browniano.
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4.4 Trabalho util e dissipacao

Nesta secao vamos retomar o estudo dos sistemas considerados no capitulo trés e

que produzem estados estacionérios adiabéaticos.

4.4.1 Introducgao

Num trabalho recente, Allahverdyan e Nieuwenhuizen [8] revisitaram o bem co-
nhecido problema da quantidade méaxima de trabalho que pode ser extraida de uma
méquina térmica classica. Esses autores consideraram dois subsistemas, colocados em
contato direto por meio de um acoplamento fraco, sendo que os sistemas evoluem pa-
ra uma temperatura final comum. Quando a razao entre os tempos de relaxacao das
variaveis descrevendo os sistemas é muito pequena, pode existir uma janela de tempo
onde o trabalho extraido é maior do que o calor dissipado. Neste caso, o trabalho
obtido é maior do que o habitual quando nao existe acoplamento entre os subsistemas.
Na auséncia de acoplamento, a temperatura final comum sera diferente da observada
quando hé acoplamento. Ou seja, a quantidade extra de trabalho que pode ser extraido
ocorre ao custo de uma mudanca no estado final dos dois subsistemas.

Vamos considerar o problema classico da maquina térmica [1] que esta acoplada
a dois reservatorios em diferentes temperaturas 7; e T,. A quantidade méaxima de
trabalho que pode ser extraida ocorre para um ciclo reversivel da substancia trabalho,
que retorna ao seu estado inicial ao final do ciclo. Nao existe acoplamento direto entre
os reservatorios de modo a se evitar desperdicio de energia. Para garantir a exigéncia de
reversibilidade, o processo deve ser quase-estatico ou, o que é a mesma coisa, o tempo de
relaxagao para a interacao entre o reservatorio e a substancia trabalho é infinitamente
pequeno. O processo de relaxagao reversivel pode ser visto como sendo constituido por
uma infinidade de ciclos elementares da substancia trabalho. A quantidade total de

trabalho extraido é
W =Ui(Th) + Ux(T3) — Ui (T) — Uz(To), (4.62)
onde a temperatura final comum pode ser determinada pela condi¢ao de reversibilidade

Sl (Tl) + SQ(TQ) == Sl (To) + SQ(T()), (463)
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e U;, S; (i =1,2) so a energia e a entropia dos subsistemas correspondentes.

A eficiéncia da maquina é uma propriedade universal, e depende somente da razao
%. A quantidade maxima de trabalho, no entanto, nao é universal e depende das pro-
priedades dos subsistemas. Como a substancia trabalho retorna, no final do processo,
ao mesmo estado inicial, ela nao entra no céalculo do trabalho méximo extraido.

Quando os tempos de relaxacao nao sao despreziveis, um cenario diferente pode
aparecer. Allahverdyan e Nieuwenhuizen consideraram dois banhos, inicialmente em
temperaturas diferentes 77 e Ty, possuindo um acoplamento muito pequeno entre eles,
que evoluem para uma temperatura final comum. Estes banhos sao descritos por um
conjunto de coordenadas generalizadas x; e x2, € 0s tempos de relaxacao correspon-
dentes, I'1 e I'y, satisfazem a condicao 1% < 1. Dependendo da escolha do acoplamento
entre as variaveis r; e x9 € possivel, numa janela de tempo caracteristica, obter-se mais
trabalho extra do que energia dissipada. Este intervalo de tempo caracteristico é uma
funcao das temperaturas iniciais dos dois subsistemas, do maior tempo de relaxacao I'y
e do parametro de acoplamento. Conforme veremos, o tempo caracteristico depende
do inverso da taxa de dissipacao de energia que, em primeira ordem na razao %, esta
relacionada com as flutuagdes no grau de liberdade mais lento.

Os autores aplicaram essas idéias ao caso especial onde os banhos térmicos sao
modelados por conjuntos de osciladores harménicos e um acoplamento quértico, po-
sitivo, entre pares de osciladores é considerado. Com esta escolha, eles s6 precisaram
considerar a contribuicao de primeira ordem no parametro de acoplamento para obter
um trabalho adicional maior do que o termo de dissipagao. Na verdade, a escolha do
acoplamento entre os subsistemas é um ponto crucial para se obter mais trabalho do
que dissipacao. Nas subsecoes seguintes, vamos examinar outros hamiltonianos para
modelar os banhos e as suas respectivas interacoes com o objetivo de determinar as
condigbes para se conseguir um trabalho extra [10]. Por exemplo, estudamos dois casos
particulares onde é necesséario ir além do termo de primeira ordem no parametro de
acoplamento. Como primeiro exemplo, simulamos os banhos utilizando dois gases ide-
ais com tempos de relaxacdo muito diferentes e um pequeno acoplamento quadratico
entre as variaveis descrevendo os banhos. No segundo caso, os banhos sao modelados
por dois conjuntos de osciladores harmonicos e um termo de acoplamento entre eles do
tipo de Hénon-Heiles. Mostramos que, em ambos os casos, a contribui¢ao de primeira
ordem para o trabalho extra se anula. Nestes casos, precisamos estender o formalismo
até uma ordem mais alta no parametro de acoplamento para verificar esse efeito. As-

sim, calculamos também a contribuicao de segunda ordem para o modelo estudado por
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Allahverdyan e Nieuwenhuizen (8], e observamos que ele d4 uma contribui¢do negativa
para o trabalho extra para quase todos os valores da razao entre as temperaturas ini-
ciais. Isto coloca alguns limites na magnitude do parametro de acoplamento entre as
variaveis que descrevem os banhos.

Na préxima subsegao estabelecemos o formalismo utilizado para calcular o trabalho

extra e na seguinte analisamos as aplicagoes citadas acima.

4.4.2 Formalismo

Vamos retomar o formalismo do estado adiabético estacionario desenvolvido no ca-
pitulo trés. Nesse sentido, vamos considerar dois subsistemas interagindo que, no que
se segue, serao identificados com os dois banhos, descritos pelas coordenadas estocasti-
cas generalizadas x; e T9. As temperaturas dos subsistemas sao T e T e, como antes,
escolhemos 7T > T5. O subsistema mais quente é descrito pela variavel rapida z, en-
quanto que o mais frio é descrito pela varidvel lenta x,. A interagdo direta entre os
subsistemas é feita introduzindo-se um termo de acoplamento entre as variaveis x| e xo
no hamiltoniano do sistema global. Como ja vimos, um parametro chave no formalismo
é a razao vy = % < 1, onde I'y e I'y sdo os tempos de relaxacdo associados com as

variaveis x; e xo, respectivamente. O hamiltoniano do sistema pode ser escrito como
H(z1,22) = Hi(21) + Ho(x2) + gHine(x1, x2), (4.64)

onde g é o parametro de acoplamento entre os subsistemas. As distribui¢des de proba-
bilidade para esse sistema j& foram obtidas no capitulo trés e sao dadas pelas expressoes
3.12, 3.13, 3.20 e 3.19. Por sua vez, as grandezas U, S = S; + S, S1 e S; ja foram
definidas pelas expressoes 3.23, 3.24, 3.25 e 3.26, respectivamente. A energia livre é
dada pela expressao 3.27 e as entropias pela 3.28. A taxa de dissipacao de energia é
dada pela expressao 3.57 e a taxa de producao de entropia, S0, dada pela equacao
3.54. Nas expressoes para as taxas de producgao de entropia e de dissipacao de energia
estaremos considerando apenas termos até primeira ordem em v, isto é, S’tot e IT serdo

dadas por
k2
=TT

ﬂ = Tgstot + 0(72) (466)

Shot ((6F2)%)0 + O(7?), (4.65)
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No caso em que os subsistemas tém temperaturas fixas, como os dois banhos que
estamos tratando, estabelece-se um estado estacionirio com uma taxa de producao de
entropia e taxa de dissipagao de energia constantes devido ao acoplamento entre os
banhos por intermédio do termo Hip (1, x2).

Embora os resultados desenvolvidos no capitulo trés e aqui delineados tenham sido
obtidos estritamente para o estado estacionéario, eles também podem ser aplicados no
caso dependente do tempo, se o tempo caracteristico desse processo quase-estaciondrio
for muito maior do que o maior tempo de relaxagao I's. Assim, por exemplo, para
obter a distribuicao de probabilidades dependente do tempo para o caso de tempera-
turas (ou outras grandezas) variando lentamente (adiabaticamente) no tempo, basta
colocar esses valores dependentes do tempo nas equacoes 3.13 e 3.20. Nesse processo
quase-estactondrio, pode-se mostrar que a variacao da energia livre 3.27 é o trabalho
adiabatico feito sobre o sistema quando um pardmetro « estd variando no tempo (a

temperatura constante), conforme discutido no capitulo trés, ou seja,

af a
/ / (21, 29, aH(xl, To, @)dx1dxodoy
Tl,TQ,af) F(Tl,TQ,sz) (467)

Esta propriedade é andloga a da energia livre habitual no caso de apenas um banho
térmico.

Voltando ao formalismo, podemos esperar que, depois de um tempo muito longo
t, os subsistemas atinjam uma temperatura final comum 7j. Na auséncia de qualquer
interacao direta entre os banhos, podemos extrair a quantidade méxima de trabalho
acoplando uma méquina ideal entre eles num processo reversivel na direcao do equi-
librio. Qualquer pequeno acoplamento direto ird reduzir o trabalho méaximo obtido.
No entanto, quando as escalas dos tempos de relaxacao sao muito separadas, uma
producao de trabalho extra pode prevalecer sobre a dissipacao de energia, para um
acoplamento adequado entre os subsistemas. Comparado com o caso sem acoplamento
direto, o sistema agora ira relaxar para um estado de equilibrio diferente, e esta é a
razao pela qual se pode obter mais trabalho. O trabalho total extraido pode ser escrito

como

W(g) = U(T1, Ts) — U(T,, Ty), (4.68)

onde T, é a temperatura final comum dos banhos, e é definida a partir da condicao de
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reversibilidade,
S(T, Ty) = S(Ty, Ty). (4.69)

Esta suposicao, como serd visto mais tarde, deve ser vilida somente numa janela de
tempo onde os efeitos dissipativos podem ser desprezados quando comparados com o
termo de trabalho extra, isto é, precisamos considerar que II = T3S, = 0.

No que se segue, deduzimos uma expressao até segunda ordem no parametro de

acoplamento g para o termo de trabalho extra. Partimos da defini¢do de energia livre

generalizada, F' = —T»InZ, e escrevemos Z, Z(xs) e P(x1,x2) na forma
7 =179 + gz + ¢*7?, (4.70)
Z(5) = ZO (@) + 20 (w2) + ¢° 2P (x), (4.71)
P(.’L‘l,.’EQ) = P(O)(l'l,l'g) + gP(l)(l'l,.’L'Q) + g2P(2)($1,.’L'2). (472)

Introduzindo o hamiltoniano 4.64 na equacao 3.14 e expandindo até segunda ordem

em ¢, obtemos

ZO(z4) = exp {—B1Hy(z3)} [/ exp {—51H1(m1)}da:1} : (4.73)

ZW(zq) = — B exp {—Bi Ho(z2)} [/ Hini(z1, 22) exp {—F1H1(z1)} d:vl] . (4.74)

70 () = 5—exp{ By Ha () [/ 2 xl,m)exp{—ﬁlﬂl(:vl)}d:vl]. (4.75)

Substituindo a expressao 4.71 na equacao 3.19, chegamos as expressoes

70 = / 29 (2)] ™ das, (4.76)
1 _ (0) (o O [ Hing(21,22) exp { =B Hi(21) } da; .
A ﬁz/ (29 (,)] [ [exp (=B (2] dnr }d 2 (4.77)

9 5%/‘& 0 % Hmt(ﬂil,l‘g)ex {—,31H1($1)}d$1 2
z% = 7/[2()(3:2)] [f fexp{ ,BI:Hl(xl)}dxl } dzs +

B1Bo [ HZ, (21, 29) exp {—B1 H1 (1)} dy

+T/[Z( (22 } [ fexp{ BiH(71)} dxy

} di, (4.78)
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, . . T —T: .
onde k é definido da mesma maneira que antes como k = % Para obter a energia

livre generalizada, utilizamos a definicao
F=-T,InZ, (4.79)

e a equagao 4.70, chegando a expressao

71 T /7,0 2 7,2)
- _ O _ 2 L2222 ) 2
Esta equacao pode ser escrita na forma
F =FO 4+ gV + ¢*, (4.81)
onde
FO = _7,InZO, (4.82)
7,1)
Vo =W(Th,Ty) = —T2m ) (4.83)
e

Vi = Vi(Ty, Tp) = (4.84)

T, (ZMN? 7,2)
2 (m) R0

Por outro lado, partindo da equacao 4.72 e combinando-a com a 3.21, podemos

mostrar que

@m@*
PO (g, 25) = Z© P {=B1Hi(z1) — PoHa(x2)}, (4.85)
ON
P(l)(xl, To) (Z ) exp{—F1Hi(z1) — foHa(z2)}

7,0)
ZO (T, —-T,) 7z

x Z(O) T2 Z(O) ﬁlHint(xlam2) ; (486)
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(20) %

P(Z)(Il,l'Q) = Texp{ —pBi1H(x1) — BoHo(x2)}

@ . 3T1+T12 +Z(2) (T) — Td)
AQ) oT, ' 212) " ZO T,

L ZW (T, — Ty) 7ZON\?%2 7@
( T,

X

7(0) 7,0) 70 | Z(O)
ZW (T, — Ty)

_/BlHintW T2 ﬂlet

Bt
Z( ) + 5 LH2.|, (4.87)
onde as expansoes no parametro de acoplamento g foram mantidas até segunda ordem.
Usando as expressoes 4.73, 4.76, 4.77, 4.78 e 4.85 podemos reescrever as equagoes 4.83
e 4.84 na forma

Vo=W(T,T2) = /P(O)(ﬂﬁl,xQ)Hmt(ﬂCl,xz)dﬂhdl“z, (4.88)
Vi = i, 1) = P2 ; b1 |:V02 _ <<Hmt($1’x2)>§,z1>0 ]
_61 <(Hint($17$2) — (Hint (71, 72)) >0, (4.89)

onde (f(z1,22))g,., ¢ = 1,2, significa a média de alguma funcio f(z1,2) com relagio

a distribuicao de probabilidades reduzida,

_ Jexp{—BiH;(x:)} f (w1, x2)da;
[exp{-BiHi(z;)}dz;

(f (x4, 352))0, T

e (...}, & a média calculada com PO (zy,z,).

Usando as equagoes 3.27, 3.28 e 4.81 e retendo apenas termos até O(g?), obtemos

v, av; dF©
_ o) _ 0y _ 2 1 0 — _
S1=51 -9 <6T1)T2 g <8T1>T2’ 51 ( T, )T2 (4.90)
@ (V) (Vi o _ _ (OFY
52 =5 g((m)n g <8T2 - 520 ==\ 31, - (4.91)
9 9

0 0
S Sl + SQ S g{ + } vo { T, + T2} [/1, (492)
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onde
SO = 5 4 50 (4.93)

— 170 T~ _ T _Z 2 _T_Z _m_Z
U U +g{1 T T T, R} Vo-i-g {1 T, T, T T'Q} Ll, (494)

onde
UO® = FO + 1,59 + 7,50 (4.95)

Para determinar a temperatura final de equilibrio 7, quando hé acoplamento direto,

partimos da condigdo de reversibilidade, equagao 4.69. Escrevemos S(Ty,T,) na forma
S(T,,T,) = ST, T,) + ¢SM(T,, T,) + ¢*SP(T,,T,), (4.96)

e expandimos os termos S((T,,T,), SW(T,,T,) e SP(T,,T,) em torno de (T, Ty)
até segunda ordem, sendo 7; a temperatura de equilibrio na auséncia de qualquer
acoplamento direto entre os banhos. Mesmo quando os subsistemas nao interagem
diretamente, eles atingirao uma temperatura final comum 7 devido a presenca da
subténcia trabalho que realiza um ntmero infinito de ciclos elementares entre os dois

subsistemas. Neste caso, a condi¢ao de reversibilidade fica
SO, T) = S (1) + 557 (1) = 517 (1) + 57 (To) = SO (To, To). (4.97)
Apos algumas manipulagoes algébricas onde utilizamos a expressao
S(Th, Ty) = STy, Ty) + ¢S (T1, Ty) + ¢*SP(T1, T),
chegamos & expressao final para T}, :
Ty=To (1+gBi + ¢°Bs), (4.98)

onde
STy, Ty) — STy, Ty)

C,+C, ’

B, = (4.99)

B ST, Ty) — SO(Ty, Ty) BTy <aS<1> as<1>)
2
To

Ci 1 G, T+ \an T

B2T2 525) 2 @ (0) 2 @ (0)
B 175 AP , (4.100)
2 (01 + 02) 6T1 8T2 a,1-718]12 To
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85 ) <6U-(0) )
Ci=T, ( i = d . i=1,2. (4.101)
o |, o ),

Aqui, os Cjs sdo as capacidades térmicas dos subsistemas quando eles estdo desaco-

plados. No caso particular em que as temperaturas sao muito préximas, podemos

escrever

. C\Ty + C T,
0 Ci+Cy

Finalmente, vamos calcular a expressao para o trabalho total extraido. Este traba-

(4.102)

lho é dado pela equacao 4.68 e pode ser escrito como
W(g) = W(0) + gW® + g*Ww®, (4.103)

onde W (0) é a quantidade maxima de trabalho que pode ser extraida na auséncia de
qualquer acoplamento direto entre os banhos, e W) e W sio os termos de primeira e
segunda ordem, respectivamente, do trabalho extra obtido na presenca de acoplamento.

Partindo da equacgao 4.68 e levando em consideracao a 4.103, podemos escrever

W) = [0, 1) - UNT,T,)] + g [U(T1, T3) = UN(T, T)]
+¢? [UP(T, T) — U(T,, T,)] . (4.104)

Expandindo-se os termos que sao funcées de (T}, T,) em torno de (7o, Tp) e levando-se
em conta a equacao 4.98 com o cuidado de s6 manter termos até segunda ordem em g,

podemos escrever os termos de trabalho extra como:

W =T, [SUT, Ty) — STy, Ty)] + UY(Th, T) — UN(Ty, Ty), (4.105)

w® = [UPNT,T) — U(Ty, Ty)] — Ty (C1 + Cy) (Bs — xB1 — (B3)

ouMm  ouMm
-TyB
0 1<8T1 T T )T

13 B} <62U(0> 02U 82U<°>)
To’

5 4.106
2 \Torz T o1z " omon (4.106)

onde B; é dado pela expressao 4.99 e

STy, Ty) — STy, Ty)
Bs = ’ ’ 4.107
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2 (P50 PS5O g0
_ 9 4.108
X= 50+ C) ( or? " o1 T ‘omon, (4.108)
e
To 2s®  9sM)
= ) 4.109
=G+ ( on, " om, ), (4.109)

Utilizando as equagoes 4.92 e 4.94, podemos reescrever o termo de primeira ordem do

trabalho extra, W) como

0

) 57 Vo0 o) (4.110)

2
WO =Vy(T1, To) — Vo(To, To) + > (T
7j=1

A expressao acima nos mostra que quando Vj é independente tanto de 77 quanto de 75,
W@ = 0 e somente contribuicies de segunda ordem em diante para o trabalho extra

estarao disponiveis. Neste caso, a expressao 4.106 fica
W& = [UNT, Ty) — UP Ty, To)] — To (C1 + Cs) By

Usando as expressoes 4.92, 4.94 e 4.107, podemos escrever a equagao acima como

O (T T). (4.111)

2
WO = Vi(Ty, 1) — Vi(To, To) + Y _ (To 1) o
7j=1

As equacgdes 4.106 a 4.111 constituem os principais resultados desse capitulo.

No formalismo desenvolvido até aqui, sao comparadas as eficiéncias de dois siste-
mas com as mesmas temperaturas iniciais 7 e Tb, e diferentes valores de g. E possivel,
no entanto, comparar também os casos de energias iniciais idénticas em que os siste-
mas tém temperaturas e parametros de acoplamento 71,75, g = 0 e Ty, T5, g > 0. As

temperaturas T}, T, sdao definidas pela relacio
U(T1,To,g=0)=U (T1,T,9 > 0) .

A anélise deste caso é semelhante dquela apresentada acima e mostra que os principais
resultados continuam validos.

Uma questao que merece alguma atengao refere-se a quantidade de trabalho W,4(0 —
g) que deve ser gasta pela fonte externa para estabelecer o pequeno acoplamento g,
comecando desde o estado com valor inicial g = 0. Podemos considerar duas situacoes

extremas, em que a “ligacao” do acoplamento é muito lenta ou muito rapida. No caso
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lento, utilizamos as equagoes 4.67 e 4.81 e obtemos (77,7 sdo constantes)
Waa(0 — g) = gVo + g° V1. (4.112)

No caso rapido, o estado inicial nao varia e a principal mudanca vem do hamiltoniano
dado pela equagdo 4.64: Weq(0 — g) = (H(g) — H(0)), . Para valores pequenos de g,
esta relacao leva ao mesmo resultado que na equagao 4.112. Por outro lado, pode-se

mostrar que existem temperaturas para as quais
Waa(0 = g) < gW + > W),

ou seja, o custo para estabelecer o acoplamento é menor do que o trabalho extra devido
ao acoplamento, isto &, W(0) + W,qa(0 — g) < W(g).

4.4.3 Aplicacoes

Nesta subsecao, analisamos trés exemplos de aplicagao do formalismo desenvolvido

até aqui.

4.4.3.1 Gases ideais modelando os banhos

Como um primeiro exemplo, vamos modelar os dois banhos interagentes por meio

do seguinte hamiltoniano:

N1 p2 ] N3 p2 . N
H= Z ot Z L QZ(xl,i — 22,)%, (4.113)
i=1 i=1 i=1

2m1 2m2

onde os dois primeiros termos respondem pela energia cinética das particulas do gas
ideal, e o terceiro representa o acoplamento entre os subsistemas. Supomos que g
é pequeno e que m; € My sao as massas das particulas modelando os banhos nas
temperaturas 17 e T, respectivamente. Os gases estao confinados a uma regiao limitada
do espago situada entre —L 2 < xy¢9); < L2. Os banhos possuem N; e N, particulas
e somente N destas estao realmente interagindo, isto ¢, N, N, > N. Podemos pensar
nestes dois gases como tendo massas bastante diferentes, de modo que o parametro y

possa ser relacionado & razdo entre as massas dos gases leve e pesado [22]. Na secao
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3.4.2 analisamos esse mesmo problema numa forma simplificada. Para calcular a funcao
Z para este problema, utilizamos a expressao 3.19 numa forma generalizada de forma

a levar em conta o termo cinético do hamiltoniano, isto é,
Ty
7, = Z7T dXdeg,

onde dxy = dz91dTos...dTo N, € dpy = dpy1dpss...dps n,. Utilizando essa expressao,

obtemos

N T Ny Ty +Ty L? 2IA (1 1
Z = (Tymy) 75" (Tymy) # LY (P52) [1 e <F + Wﬂ . (4114)
2 142

Lembrando-se da definicao 4.79, chegamos a energia livre para o problema

N, T; NoT:
F = — 12 Ln (Tymy) — =2 1n (Tyms) — N (Ty + T3) In L
NI? Z,NL* (1 1
— — 4+ —). 4.115
5 79 60 <T1+6T2> (4.115)
A andlise desta equacao nos leva a concluir de imediato que
NIL?
Vo(T1, T3) = 5 (4.116)
‘ NL* (1 1
Vi(Ty,T,) = — — 4+ — . 4.117
As expressoes 4.90, 4.91 e 4.94 nos dao para as entropias e a energia

Ny NIL*
Sy = —[In (T 1]+ NInL — ¢? 4.118
o= S I (Bm) +1]+ NinL - o, (4118)

No NIL*
Sy = — [In (T 1]+ NInL - ¢*—, 4.119
2 3 [In (Tymy) + 1] + N'In 9360T22 ( )

NiTy  NoTy NIL? Z,NL* (1 1
U= — — 4+ — . 4.120
2 T2 96 930 \T Ten (4.120)

Como Vj nao depende das temperaturas iniciais, a contribuicao de primeira ordem
desaparece e somente termos de segunda ordem para cima sao relevantes no célculo da

temperatura final de equilibrio e do trabalho extra. A temperatura de equilibrio T, é
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obtida usando a equacgao 4.98:

vL* 7 1 1
T, =Ty1+¢*— | — — | = + — 4.121
g { BT {67”02 (Tf+6T§>”’ (4.121)

onde Ty é a temperatura final de equilibrio na auséncia de acoplamento entre os banhos

e
N

v= NN, (4.122)
A temperatura de equilibrio 7 pode ser obtida a partir da condigao 4.97 e toma a
forma

Ty =T17'Ty7, (4.123)
com

v; = L, 1=1,2. (4.124)
Ny + Ny

As capacidades térmicas 4.101 para esse problema sao
i=1,2. (4.125)

O trabalho méaximo que pode ser extraido dos banhos desacoplados é

N N.
W(O) = U(O) (Tla TQ) - U(O) (TOa TO) - 71 (Tl - TO) + 72 (T2 — To) . (4126)

A contribuicao extra devido ao acoplamento direto pode ser obtida diretamente da

equacao 4.111 e toma a forma

NLA o 7 (=T (To—T)
2117(2) — 2 o . 4.127
W =9 T.7on) Ten, T 12 T 612 (4.127)

Como W > 0, este modelo simples para banhos interagentes otimiza o trabalho
méximo extraido. Mesmo para valores negativos de g obtemos uma contribuicao po-
sitiva adicional para o trabalho total. O uso da condicao de reversibilidade s6 pode
ser justificado na medida em que os efeitos dissipativos possam ser desprezados nu-
ma determinada janela de tempo. Este fato pode ser matematicamente expresso pela
equacao Mt < ¢*W®_ onde t é o tempo de duracdo de nosso processo. Na medida
em que o trabalho é obtido via um processo de relaxacao, o tempo t deve ser muito
maior do que I's, que é o maior tempo de relaxagao entre os dois subsistemas. Para

estabelecer uma janela de tempo razoavel para a validade do processo, tomamos como
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limite superior um tempo 7 tal que
Ir = >'W®, (4.128)

A taxa de dissipagao de energia para esse problema pode ser calculada a partir das
equagoes 4.65 e 4.66 e, na verdade, foi calculada para N; = Ny = N = 1 na subsecao
3.4.2, conforme mostrado pela equacao 3.83. A expressao para NN pares de particulas

interagindo, até primeira ordem em -, fica

,NL2 (T, — Ty)

I = 4.129
Com as equacoes 4.128 e 4.129 chega-se ao valor de 7 :
Iy L2 T? 1 1 7 (To—Tv) (To—Ts)
_ = = — 4.130
T mony | \nTwm) e T T e (4.130)
Deste modo, para uma janela de tempo
Nt (4.131)

podemos extrair mais trabalho via acoplamento direto entre os banhos do que usan-
do somente uma maquina reversivel ideal. Neste modelo de dois gases ideais, isto
é facilmente conseguido para um sistema muito grande e para quaisquer valores das

temperaturas iniciais.

4.4.3.2 Osciladores harmoénicos com acoplamento do tipo Henén-Heiles

Como outro exemplo onde a contribuicao de primeira ordem ao trabalho extra é
zero consideramos um conjunto de osciladores harmonicos com um acoplamento do tipo
Henon-Heiles para modelar os banhos. O hamiltoniano de Hen6n-Heiles tem sido usado
no contexto da mecanica estatistica principalmente para ilustrar o comportamento
ergodico de sistemas com um nimero pequeno de graus de liberdade |25, 26, 27]. Para
certos valores dos parametros no hamiltoniano de Henoén-Heiles o modelo se torna
integravel e isto elimina o comportamento cadtico e, em consequéncia, a ergodicidade.

No estudo presente, nao estamos interessados em questoes relacionadas com a inte-

grabilidade de tais sistemas. Escolhemos esse tipo de interacao porque é amplamente
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usada para modelar muitos problemas em fisica e quimica [34]. Assim, vamos modelar

nossos banhos e sua interacao por meio do seguinte hamiltoniano:

Ny .T% ) N l'% . N
—_ »? 2 2 3
= ZZ:; 3 * 12:1: 5 T 9 (wirs; + paty) (4.132)

1=1

onde consideramos N; e N, osciladores para os subsistemas 1 e 2, respectivamente, e
N < Ny, Ny osciladores acoplados para descrever o termo de interagao. Por exemplo,
se o parametro pu = 2, as equagoes de movimento tornam-se integraveis.

Seguindo as mesma etapas que no exemplo anterior, encontramos

Nr Ny 3 10272\ 1Y
7 = (Tl) 2T (TQ) 7 [1 + g2 (3,LLT1 + §T2 + /;1 L >:| , (4133)
2
e, portanto, a energia livre é

_N1T1
2

N>T,
2

F =

3
In (T}) — In (T3) — ¢°N (10u2Tf - §T22 + 3,uT1T2> . (4.134)

Neste exemplo, temos somente contribuicoes de segunda ordem ou ordem superior em

g na expressao da energia livre. Assim,

Vo(Th,T3) =0,

3
Vi(Ty, Ty) = =N (mMTf + §T22 + 3uT1T2) : (4.135)

A energia e as entropias sao dadas por

N
S1= 7 (0T +1) +¢°N (205°Ty + 3uTy) , (4.136)
N )
S =5 (InTy +1) +3¢°N (uT; + 1), (4.137)
NT.  NoT, 3
U=—"+—"+¢'N <10u2Tf +5T5 + 3uT1T2) : (4.138)

A condicao de reversibilidade leva a equacgao 4.98 que, neste caso, torna-se

Ty =To {1+ 2¢°v [(20p> +3p) Tt + 3 (n+ 1) T — (20p* + 6p+ 3) To] },  (4.139)
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onde Ty, v; e v tém a mesma forma que nas equagoes 4.122, 4.123 e 4.124, respecti-
vamente. As capacidades térmicas e o trabalho maximo extraido quando os banhos
estao desacoplados também mantém a mesma forma que nas equagoes 4.125 e 4.126,
respectivamente.

Como antes, a equacao 4.111 nos permite calcular a contribui¢ao extra ao trabalho
maximo extraido do sistema quando ha acoplamento direto. Neste caso, esta contri-

buicao é

3 3
FWR = N [104°T? + 5T22 + 3uh Ty + (10u2 t5t 3u> Ty

— (204 + 3p) TWTo — 3 (u+ 1) Ty Ty - (4.140)

Esta ultima expressao é positiva para quaisquer valores das temperaturas iniciais 77
e Ty, e do parametro p. O trabalho extra é positivo independentemente do sinal do
parametro de acoplamento. Novamente, para que a condicao de reversibilidade seja
valida, o tempo ¢ de duragdo do processo deve satisfazer a relagao 4.131. Como antes,
um limite superior 7 para esse tempo pode ser encontrado igualando a energia dissipada
ao trabalho extra, isto é, fazendo-se IIT = ¢2W®. A expressio para a taxa II até
primeira ordem em vy para o hamiltoniano 4.132, foi calculada, de forma simplificada,

na subse¢ao 3.4.4, expressao 3.100. Aqui, ela toma a forma

. 4gZN TQ 9
II = (T, —Ty)". 4.141
T, T, (T - T2) (4.141)
Portanto, temos que
7 =120 (11, To, ), (4.142)
onde
T: 3
¢ (T17 T27 ,LL) = —2 (T1 — T2)2 10/1,2T12 —+ _T22
4T1 2

3
+3uTy Ty + (10u2 +o+ 3u> T2

— (2012 + 3p) TWTo — 3 (u+ 1) ToTy] - (4.143)

Para valores fixos de T} e T, ¢ > 1 sempre se verifica para valores grandes de p.
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4.4.3.3 Osciladores harmoénicos com acoplamento quéartico

A modelagem de banhos por conjuntos de osciladores harménicos com um pequeno
acoplamento quartico entre eles foi considerada anteriormente [8, 9]. Agora, retorna-
mos a esse problema levando em consideracao a contribuicao de segunda ordem no
parametro de acoplamento. Como veremos a seguir, o termo de segunda ordem pode
dar uma contribuicao negativa para o trabalho extra. Assim, precisamos ser cautelosos
ao considerar o dominio de validade dos valores do parametro de acoplamento visando
a atingir um trabalho extra positivo.

O problema de um oscilador harmonico interagindo com um banho térmico é bem
conhecido na literatura. Por exemplo, Ford, Kac e Mazur [19] mostraram que uma
particula acoplada harmonicamente ao banho, e submetida a uma forca arbitraria
dirigida para um centro fixo, exibe movimento browniano. Eles consideraram o banho
térmico como um cadeia de osciladores harmonicos acoplados, e a equagao de Langevin
associada fornece uma descri¢cao contraida, no sentido em que o banho térmico é descrito
por somente dois pardmetros, a temperatura e a constante de amortecimento. Na
secao 4.3 estudamos mais detalhadamente este problema. Ullersma [35] considerou
um sistema similar, onde o oscilador esté linearmente acoplado com os osciladores que
modelam o banho térmico. Ele achou uma solucao exata para este sistema quando os
osciladores que modelam o banho nao estdao acoplados entre si. Os mesmos resultados
foram obtidos também por Caldeira e Legget [36] baseados na aplicacdo do método
de integrais de trajetoria de Feynman e Vernon a uma versao quantica do problema
estudado por Ullersma. No limite onde a constante de Planck vai a zero, os resultados
deles se reduzem a equacao de Fokker-Planck.

O hamiltoniano para esse modelo é

Ny

N2 N
1 1
H=2) ai;+5) s +9) 21,95, (4.144)
=1 i=1

i=1
onde escolhemos g > 0, N;, Ny > N. Seguindo as mesmas etapas que antes, obtemos

para Z

N Ty N

NTy Ny 3
7= (T)) % ()7 (1 — 9T, + 5gQTl2 + 3g2T1T2> : (4.145)
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A energia livre, com expansao até segunda ordem em g, é

NTy N, T,

F = In (TQ) —+ gNT1T2 — g2NT1T2 (T1 + 3T2) . (4146)

In(Ty) —

Considerando essa expressao, podemos escrever Vy e Vi como
Vo(Th, T) = NTh Ty, (4.147)

‘/i(le TQ) = —NT1T2 (Tl + 3T2) . (4148)

As expressoes para a energia e as entropias sao calculadas da mesma maneira que

antes, e sao dadas por

N
S, = _21 (InTy +1) — gNT, + ¢°N (20T, + 3T%) (4.149)
N.
S, = _22 (InTp +1) — gNT, + ¢°N (T2 + 6TV T3) (4.150)
NT, N,T.
U= =Lt T2 gNTVT, + 9 NTYT, (T, +3T5). (4.151)

A condicao de reversibilidade, expressa pela equacao 4.69, nos permite determinar

a temperatura final comum

Tg = TO {1 + 291/ [2T0 — (T1 + Tg)] +
+9? [2v (T? + 3T% + 8T\ T, — 121%) + 8Ty (2T — (Th + 1))
+202 (AT + (Ty + T)* — 4Ty (T + T)) ]}, (4.152)

onde Ty = 17" T,” é a temperatura de equilibrio quando os banhos estao desacoplados,

N; N
N1+N>?’ N1+N2*

O trabalho méaximo extraido quando os banhos estao desacoplados é

Vi = 1=1,2ev=

W(0) = % (T, —Ty) + % (Ty—T). (4.153)

As contribuig¢bes de primeira e segunda ordem para o trabalho adicional sao calculadas

a partir das expressoes 4.110 e 4.106, respectivamente, e sao dadas por

gW = gN [(T1 — Ty) (Tp — T»)], (4.154)
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gW® = ¢N{2T\Ty (T + 3T) + 4Tp — Tp (TE + 375 + 8T, T»)
—vTy 2Ty — (Ty + To)*} (4.155)

O termo de primeira ordem é sempre positivo. No que se refere a este termo, a condic¢ao
necessaria, ['y < 7, se realiza principalmente quando g é pequeno. Entretanto, o termo

W® pode ser negativo, dependendo dos valores das temperaturas iniciais e da fracio de

osciladores em cada banho. Assim, por exemplo, o termo VA‘;;?; varia de —0,2 a —0, 0003
1

para % no intervalo que vaide 0,05a0,99,se vy = v, = v = % Entao, a contribuicao de
primeira ordem dominara somente para valores de g satisfazendo a relagao g < %
Portanto, esta relacao estabelece uma condi¢ao para a magnitude do parametro Je
acoplamento no caso de osciladores harmoénicos interagentes, quando se quer obter
uma quantidade de trabalho adicional devido & interacao direta entre eles. Verifica-se
a pertinéncia de se examinar termos de ordem mais alta, mesmo quando a contribuicao
de primeira ordem nao é nula. No exemplo considerado, vimos que a contribuicao de
segunda ordem ao trabalho extra pode ser negativa e, portanto, competir com o termo
positivo de primeira ordem. Neste caso, conseguimos estabelecer um limite para o

parametro de acoplamento de modo a obter um trabalho liquido adicional positivo.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Para fazer um breve balan¢o dos resultados obtidos nesta Tese, é conveniente pensa-
la como sendo constituida basicamente de duas partes. Uma primeira constituida pelos
capitulos 2 e 3 e uma segunda compreendendo o capitulo 4.

Na primeira parte da Tese, composta pelos capitulos 2 e 3, discutimos uma clas-
se de sistemas fora do equilibrio tomando como base o formalismo desenvolvido por
Allahverdyan e Nieuwenhuizen. Sao sistemas estocasticos em contato com dois reser-
vatorios em temperaturas diferentes. Consideramos somente os estados adiabéaticos
estacionarios do sistema. O modelo explora o fato de que a interacao do sistema com
os banhos térmicos se da em escalas de tempo muito diferentes. Em particular, uma
variavel generalizada do sistema relaxa rapidamente quando em contato com o banho
na temperatura mais elevada, enquanto outra variavel descreve a relaxacao, mais lenta,
com o outro banho na temperatura mais baixa. Quando a diferenca de temperaturas
dos dois banhos é grande os sistemas se apresentam bastante afastados do equilibrio.
A despeito desse fato, uma termodinidmica generalizada pode ser estabelecida para
descrever os estados estacionérios, baseada principalmente na grande separagao entre
essas escalas de tempo. Desta forma, o desenvolvimento da teoria utiliza muitos dos
conceitos e definicoes da termodinamica de equilibrio. Na verdade, podemos associar
uma distribuicao de probabilidades estacionaria nao-gibbsiana aos sistemas devido a
grande diferenca entre os tempos de relaxacao encontrados nos sistemas estudados.
No caso de duas variaveis, achamos uma descricao termodinamica por intermédio de
uma expansao perturbativa na razao entre os tempos de relaxacao das variaveis rapida

e lenta. Consideramos quatro exemplos de aplicacdo envolvendo situacoes de estado
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estacionario de alguns modelos simples de hamiltonianos com acoplamento entre os
graus de liberdade. Para estes modelos, calculamos as taxas de dissipagao de energia
e de producao de entropia. Também verificamos a violagao das relagdes de Onsager
nao-lineares para a transferéncia de calor que ocorre entre os banhos térmicos.

O segundo conjunto de resultados desta Tese, contido basicamente no capitulo 4,
estuda os efeitos do acoplamento direto entre os banhos descritos por hamiltonianos
adequados. Foi mostrado por Allahverdyan e Nieuwenhuizen que, dependendo das es-
calas dos tempos de relaxacao das variaveis simulando os banhos, uma quantidade de
trabalho adicional pode ser extraida, além da habitualmente prevista para o trabalho
de uma maquina reversivel operando entre os banhos. Esses autores representaram os
banhos por conjuntos de osciladores harménicos com o acoplamento entre eles sendo
implementado estabelecendo-se uma pequena interagao entre grupos de osciladores. Se
a razao entre os tempos de relaxacao dos subsistemas é muito pequena, o trabalho
extra pode ser extraido dentro de uma janela de tempo adequada, durante a qual os
efeitos dissipativos podem ser desprezados. Allahverdyan e Nieuwenhuizen chegaram a
estas conclusoes considerando somente uma expansao perturbativa até primeira ordem
no parametro de acoplamento. Neste trabalho, estendemos o formalismo para incluir
o termo seguinte da expansao perturbativa. Isto é necessario, especialmente quando
a contribuicao de primeira ordem se anula, como acontece para alguns tipos de sis-
temas simulando os banhos. Isto acontece para um caso tao simples como o de dois
gases ideais acoplados modelando os banhos, assim como no caso da modelagem dos
banhos ser realizada usando conjuntos de osciladores harmoénicos com termo de aco-
plamento do tipo de Henén-Heiles. Para esses modelos, conseguimos achar as janelas
de tempo correspondentes em funcao das temperaturas iniciais dos subsistemas e dos
parametros que os descrevem. Analisamos também a contribuicdo de segunda ordem
para o caso de conjuntos de osciladores harmonicos com interacao representada por
um termo quértico. Vimos que a contribuicao de segunda ordem para o trabalho ex-
tra pode ser negativa, competindo, desse modo, com o termo estritamente positivo de
primeira ordem. Estabelecemos, entao, um limite para a magnitude do parametro de
acoplamento entre os banhos de modo a se obter uma quantidade liquida de trabalho
adicional positiva.

Além dos resultados ja obtidos, é interessante fazermos algumas projecoes para
desdobramentos futuros desse trabalho. Passamos, pois, a listar algumas possibilidades
a serem exploradas.

- A interacao do sistema com os banhos térmicos é estocastica e apenas a tempe-



96

ratura dos banhos e os tempos de relaxacao entram na descricao do ruido. Somente o
ruido branco foi considerado, e certos efeitos de memoria poderiam ser incorporados
ao problema se o acoplamento entre os ruidos nao fosse instantaneo.

- O formalismo proposto é conveniente para tratar sistemas com diferentes escalas
de tempo de relaxacao. Por exemplo, no caso de semicondutores excitados por um
laser, poderfamos considerar um hamiltoniano para o sistema de elétrons e de fénons,
com um termo de acoplamento entre eles, e tomar o tempo de relaxacao para os elétrons
como sendo muito menor que o tempo correspondente para os fonons.

- Sistemas magnéticos também podem ser estudados com esse formalismo. Por
exemplo, modelos de Ising interagindo com dois banhos térmicos tém sido estudados
h& algum tempo [37]. Entretanto, esse estudo tem sido dedicado a determinacao dos
diferentes arranjos de spins no regime estacionario. Poderiamos determinar como a
taxa de dissipacao de energia depende do acoplamento entre os spins e dos tempos de
relaxagao com os banhos térmicos, usualmente descritos pelas dindmicas de Glauber e
de Kawasaki [38].

- Todo o formalismo desenvolvido anteriormente pressupoe a existéncia de um ha-
miltoniano para o sistema que interage com os dois banhos térmicos. Entretanto,
muitos problemas interessantes podem ser estudados onde nao temos um hamiltoniano
explicito para o sistema. Por exemplo, sistemas que apresentam difusao e reacdo. Em
geral, o processo de difusao é lento, enquanto que o de reacao é rapido. Dessa forma,
precisamos adaptar o formalismo anterior para tratar dos casos nao hamiltonianos.

- Todos os resultados analisados nesta Tese referem-se a sistemas classicos. Um
desdobramento imediato dos resultados obtidos teria como consequéncia a anéalise dos
sistemas quanticos correspondentes. Ja ha na literatura alguns trabalhos nessa linha
[39, 40].

- Outro aspecto interessante a ser abordado diz respeito a um ponto importante do
formalismo, acerca do qual vale a pena tecer algumas consideragoes, pois os desdobra-
mentos podem ser de interesse. No formalismo esbocado no capitulo 3, Allahverdyan
e Nieuwenhuizen propéem um hamiltoniano efetivo H,(z;), definido pelas equagdes
3.15 ou 3.16, como a fun¢do que deve substituir o hamiltoniano H(zi,z3) na equa-
¢ao de Fokker-Planck para a variavel lenta xs, equacao 3.18. Segundo Allahverdyan e
Nieuwenhuizen, na situacao de quase-equilibrio do subsistema o as médias deveriam
ser calculadas utilizando-se a distribuicao 3.13, o que implica na definicao 3.16. Na
verdade, essa abordagem lembra um processo de renormaliza¢ao. O hamiltoniano efe-

tivo a ser substituido na equacao de Fokker-Planck correspondente a variavel lenta é
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uma espécie de energia livre referente ao grau de liberdade z;. Nesse sentido, talvez
fosse mais interessante introduzir como potencial efetivo o valor médio do hamiltoniano

H(x1,z9) sobre a variavel rapida z;, isto &,

T (22) = (H(zy, 1)), = / H(zy,25) Po(y | 2)das.

Adotando essa defini¢do para o hamiltoniano efetivo, e substituindo a distribuicao 3.13

na equacao acima podemos mostrar que
— 0
H.(es) = =5 - [In Z(22)],
1

onde Z(z5) é a funcdo de parti¢do para a variavel rapida z;, para um valor fixo de s,
e ¢ dada pela equacao 3.14. O passo seguinte é substituir esse hamiltoniano efetivo na

equacao de Fokker-Planck 3.18. A distribuicao estacionaria para a variavel lenta serd

Puer) = 5 exp { a2z},

onde

Z - /exp {528% In Z(xz)]} dz.

A relacao entre o hamiltoniano efetivo usado no capitulo 3 e definido pela equacao

3.16 e aquele expresso acima como H,(zy) = —8%1 [In Z(z5)], pode ser facilmente
estabelecida:
(H(wr, ), — Helz) = Br oo Holeo)
142}/ 2y e\L2 1851 e\4L2)/-

Completar o formalismo com esta nova forma de hamiltoniano efetivo e aplica-lo
aos exemplos apresentados é um projeto a ser executado em seguida. Por outro lado,
poderiamos verificar o efeito dessa mudanca na otimizagao da méquina térmica.

Como comentario final dessas conclusoes, devemos dizer que o formalismo se mos-
trou bastante rico e promissor, pois conseguiu, para uma classe de sistemas que podem
estar muito afastados do equilibrio, fornecer uma descri¢cao termodinadmica eficiente
levando a resultados interessantes e abrindo novas possibilidades para futuras investi-

gacoes.
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