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ç õ;î Ë ñ ç ÿ�î£ÿhò õ;î �N� ú3ÿ¹íÆø$í�	�� � ð � õ�� � ðù÷�ÿ ��� ÿhî£ðùÿ � õ���¬U¬�� ò3ú3õ � õ;÷�ÿ � îA� õ��Ü¾�¿�À�¿�Á5�:S;îJõ�± � íÆð¸ø3ÿhö
í � V_í�± õ;î©í � � îãð¸õ Ä í�
Pðùõ;ø$í�	�öSÿ1T � � îãõ��©¨ � ð�
@í{Â�V Ä T�Ãs± ÿ �Fç ÿhÿhø � ú3ÿ��Æÿ@íÆî � õ��CÀ�Ç�Ç:À�íÆø3ö�È�Á�ÁHÀ � Y
ú3ÿ
	¸ð�S;ú � 
hþSî£û;ÿ � ðùø3öSð�
@í � ÿ � ú$í � � úSÿ`õ�±'Å£ÿ�
 ��ç í � 
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�	ùþ � � ÿPî ��� «$îãõÆ÷ � úSð �
öSð � � íÆø�
PÿÆñ�öSð � 
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Tcrit

±:ÿ�	ùõ çéç ú3ð�
­ú � ú3ÿ�ö3ð � 
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�H� È ¬�²�	�
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¿ � À ïOÿPö3ð�]hôÆõ¹ö3õ � ðùø � � í(ø � ÿ � ö3ÿHÿ�
�	ùð¸ò � ÿ ����������������������������������������������� Ò�Ò
¿ � È Y�ÿ � � ÿ)®F««öSÿ � ð�S;øSð�°?
 � ø�
hðùí�ÿ � � í � ¨ � � ð�
hí5ÂMì�îãð¸ø�S�	ùÿLÀ�Ç Ù Ò�Ã ��������������������������� Ö�Á
¿ �	� ¾�íÆî£ðèí�]�×&ÿ � 
�¨�
�	¸ð�
@í � ÿh÷

Porb

������������������������������������������������������� Ö�¿
¿ �	�H� À æ ÷�òH	ùð�
hí�]�×7ÿ � ������������������������������������������������������������� Ö�Í

¿ � ¿ � ö3ðèí�SÆî©íÆ÷�í�íÆ÷�ò�	ùð � þ3öSÿ0û;ÿPî � þ �
Pmod

������������������������������������������� Ö�Ç

>�ò?�,��þ@�� wô"!6þ)ùc÷�A,+�÷�öB��ùc÷.�HùC� ö�÷���ù��Hô/D/�Zþ�EZ÷��oöF 5ù
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ù È
Ò � À ì�îãÿPò$íÆîãí�]@ôÆõ¹ö3õ � ö3íÆö3õ � ÿ�
hõ;ø � � î£þ�]@ô(õ�ö3õ � ÷�íÆò$í �ß������������������������������� Ù È
Ò � È � ö3ðèí�SÆî©íÆ÷�íL
hõÆîA®F
Põ;î ������������������������������������������������������������� Ù Í
Ò �	� T ÿ � � ð¸÷<í � ð¸û(í�ö$í�ö3ð � � � ø�
hðùí ������������������������������������������������������� Í�Á
Ò � ¿ ��� ò:ÿPî7° � îãíÆö3ðèí(ð � ö3ÿ � ÿh÷�ò:ÿPî©í � þ3î©í ����������������������������������������������� Í�Ò
Ò � Ò ¬�õ;÷�ò$íÆîãí�]@ô(õ\
hõ;÷�õÆþ � î£õ �C� ð � � ÿP÷<í � ��������������������������������������������� Ç�È
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À � À T�ö3ð � � î£ð�±3þ3ð�]@ôÆõ�öSÿ`÷�í ��� í
m(r)

ÿh÷ � þSø�]@ôÆõ�ö3õ<îãíÆðùõ
r

ÿP÷qþSø3ðùö$í(ö3ÿ � íÆö3ð¸÷�ÿPø � ð¯®
õ;ø3íÆð ��� Ä õ � ö3õ;ð � SÆîZ²�°?
Põ � í�	ùðùøSú$í�ò õ;ø � ð�	ùú$íÆö3í�î£ÿhò3î£ÿ � ÿPø � í�þ3÷�í�ÿ � � î£ÿ�	èí�ðùø�
Põ;÷�®
ò3î£ÿhÿPø � ¨�û;ÿ�	$öSÿbö3ÿhø � ðùö3íÆö3ÿ
þ3ø3ð�� õ;îã÷�ÿ � R�÷ÉÂ�í�Ã�í�	ùð¸ø3ú$í � î©í�
Pÿ0ÅãíÆö3ínîãÿhòSîãÿ � ÿhø � íHþ3÷�í
íÆø3ô�±Sî©íÆø�
hí�ö3ÿ

0.9M�

ÿHí�	¸ðùø3ú3íL
­ú3ÿhðùí\�Fõ¹÷�õ&öSÿ�	ùõ`ö3õ��&õ�	 ��� ÿPò3îãÿ � ÿhø � í#® � ÿ�ÿP÷
Â©±KÃwñ?þ3÷�íFÿ � � îãÿ�	ùí�ö3ÿ

4M�

ø$í��&ÿhý����Pø�
hðùí�ì�îãðùøH
hðùò3í�	iÂ��SìÜÃsÂ6	¸ðùø3ú$í�
­úSÿhðèí�Ãwñ7ø$í���í � ÿ
ö3ÿ�S;ð�SÀí(ø � ÿ�û;ÿPîã÷�ÿ�	¸ú$í�Â � î©í�
Pÿ0ÅãíÆö$í�Ã�ÿ
ö3ÿ � þ3ò:ÿPîA®QS;ð�SÀí(ø � ÿNÂ � î©í�]hõ�®*ò:õ;ø � õÆÃ � R�ó � î©í�¨¸ö3õ
ö3ÿFì�îãð¸ø�S�	¸ÿ�ÂAÀ�Ç�Í�Ò�Ã ����������������������������������������������������������������� ¿

À � È R�ý��3ðùò õ � ÿhø�
PðèíÆð � ö3ÿ � õ'
­ú3ÿ ò$íÆîãí>þS÷ � ð � � ÿP÷<í½±3ð¸ø?²Æî£ðùõRö3ÿ
q = 0.25

� R � � ôÆõ
î£ÿhò3î£ÿ � ÿPø � íÆö3õ � õ � ò õ;ø � õ � V_í�S;î©í(ø�S;ÿ@í(ø3õ � Â

L1 − L5

ÃFÿ�õy
hÿPø � îãõªöSÿ<÷�í ��� í8ö3õ
� ð � � ÿh÷�í{Â�¬
ïyÃ � T � ÿhý��3ð¸ò:õ � ÿhøH
hðèí(ð � ÿ � � ôÆõ<ðùø3ö3ð�
@íÆö3í � ö3ÿ,À�í�¿�ø3õ � ÿhø � ðùö3õ�ö3ÿ

Φ

Pîãÿ � 
hÿPø � ÿ �

L1

�nþS÷ ò õ;ø � õ�ö3ÿ � ÿ�	èí�öSÿ
Φ

ÿN�N
­ú$í(÷<íÆöSõ�ö3ÿJò:õÆø � õ�V_í�S;î©í(ø�S;ÿ@í(ø3õ
ð¸ø � ÿhî£ø3õ �

L4

ÿ
L5

� ôÆõªò õ;ø � õ � ö3ÿ�÷�²Có&ðù÷�õ{	ùõ'
@í�	�öSÿ
Φ
Â � íÆ÷L±Ý�P÷ 
Põ;ø3ú3ÿ�
hð¸ö3õ �


Põ;÷�õ�ò õ;ø � õ � öSõ � í � � ÿhî � ðùö3ÿ � Y�îãõÆðèíÆø3õ � Ã � R�ó � îãí�¨ùöSõ�ö3ÿ æ ± ÿhø Ì Vdð�û&ð¸õ}ÂAÀ�Ç�Ç � Ã �Î��� Ò
À �	� ¾�í�	¸õ;î�ö3õ�ò õ � ÿPø�
hðùí�	:öSÿ � õ:
­ú3ÿ

Φ
ÿP÷Ø� þSø�]@ôÆõ`ö$í`ö3ð � � � ø�
hðùí`ø$íL	¸ðùø3ú$íHý?þ3ÿJþ3ø3ÿ0õ �


Pÿhø � î£õ � ö3í � öSþ$í � ÿ � � îãÿ�	èí ������� 
Pÿhø � î£õ � ö$í � ÿ � � î£ÿ�	ùí � ÿ � � ôÆõ`î£ÿhò3î£ÿ � ÿhø � íÆöSõ � ò ÿ�	ùí �
	¸ÿ � îãí �

O
ÿ

S
ñ � íÆ÷L±Ý�P÷ ÿ � � ôÆõ´ðùø3ö3ð�
@íÆöSõ � õ � ò:õ;ø � õ � öSÿO÷�²Có&ðù÷�õèÂ�õ;þ ò:õÆø � õ �

V_í�S;îãíÆø�S;ÿhíÆø3õ � Ã
L1

ñ
L2

ÿ
L3
� R ó � î©í�¨¸ö3õ¹ö3ÿFìIî£ðùø�S�	ùÿ�Â0À�Ç�Í�Ò�Ã �C��������������������� Ö

À � ¿ Y�î�� � ò õ �7� ¨¸ûÆÿhð � 
Pÿhø?²(îãðùõ � ò3íÆî©í � ð � � ÿh÷�í � ±3ðùø�²Æîãð¸õ � ÷�õ � � î©íÆö3õ � ø7þS÷ S;îZ²�°�
hõ ö3õ
ò õ � ÿPø�
hðùí�	�
Põ;÷�õªõªö$íÕ«�ð�S;þSî©íÑÀ �	�H� RI÷ ÂMí�Ã�þS÷ � ð � � ÿP÷<í öSÿ � � í�
@í(ö3õ3ñ Â6±KÃ�þS÷
� ð � � ÿh÷�í � ÿP÷�ð¯®F	ùð�SÀíÆö3õ´ÿèÂ6
�Ã<þ3÷�íÛ±3ðùø?²(îãðèí´ö3ÿÕ
hõ;ø � í � õ � R�ó � î©í�¨¸ö3õRö3ÿ ì�îãð¸ø�S�	¸ÿ
Â0À�Ç�Í�Ò�Ã ����������������������������������������������������������������������������� Ù

À � Ò � ÿhò3î£ÿ � ÿhø � í�]hôÆõ<ÿ � ý?þ3ÿP÷,² � ð�
hí�ö3ÿFþ3÷�í�¾�¬ û&ð � � í¹öSÿ�þ3÷ öSõ � ò � 	¸õ � ö3õ � ð � � ÿP÷<í �
R�ó � îãí�¨ùö3õ¹ö3ÿNÏQíÆîãøSÿhî�ÂAÀ�Ç�Ç�Ò�Ã �î��������������������������������������������������� Ç
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À � Ö ¬�þ3î×û(í`ö3ÿ 	¸þ��!ö3ÿ0ÿ�
�	ùð¸ò � ÿ�ö3õ � ð � � ÿh÷�í æ$[ ªnï8í�õ;ø3ö3ÿ�ÿ � � ôÆõ�ð¸ø3ö3ð�
híÆö3õ � õ � ò:õ;ø � õ �
ö3ÿ¹ÿ�S;îãÿ ��� õOÿ¹ðùø�S;î£ÿ �7� õ\ö3õ}±3îãð�S;ú � � ò õ � ÿ�ö3í¨í(ø$ô}±Sî©íÆø�
hí � R�ó � î©í�¨¸ö3õ\ö3ÿ � õ�	�� ÿÆñ
\�í � ç ÿ�	�	 Ì ì�í ��� ÿPî � õ;ø½Â�È�Á�ÁHÀcÃ �e��������������������������������������������������� À�Á

À �>Ù � ÿhò3î£ÿ � ÿhø � í�]hôÆõ`öSÿ!þS÷ � ð � � ÿP÷<íHÿ�
�	ùð¸ò � íÆø � ÿU
hõ;÷
q = 0.13

ÿ
i = 78o �+Ä í�
Põ�	ùþSø$í

ö$íFö3ðùî£ÿhð � íJÿ � � ²�î£ÿhò3î£ÿ � ÿhø � íÆö3í�í�
hõÆø�
hÿPòÝ]hôÆõLS;ÿPõ;÷
� � î£ð�
híFö3õ � ð � � ÿP÷<í ��Ä õ�
hÿPø � îãõ
� ÿh÷�õ � í^] � õ;÷1±3îãí`_Iö$í � ÿ�
hþ3ø3ö�²Æîãðùí0îãÿPò3îãÿ � ÿhø � íÆø3ö3õHí � îãÿ�S;ð�×7ÿ � ý?þ3ÿ � ôÆõ0õ'
hþH	 � í(ö$í � ñ
õ;øSö3ÿ
õs	ùõ�±:õ!ö3ÿ � õ'
­ú3ÿ�ÿ � � ²�ð¸ø3ö3ð�
híÆö3õ!ò:ÿ�	èíU	ùð¸ø3ú$í
ò õ;ø � ð�	¸ú$íÆö$í
ÿ�õ 
Pÿhø � î£õ0ö3õ�ö3ð � 
hõ
ò ÿ�	ùí�
hî£þ�� ��� ò$íÆð¸ø3ÿ�	�ö$í�ÿ � ý?þ3ÿhî£ö$í�îãÿPò3îãÿ � ÿhø � í¨í�
hþ3î×ûÆí�öSÿ1	ùþ���ý?þ3ÿ�ÿ � � ² � ÿPø3ö3õ
õ�± � ÿhî×û(íÆö$í¹ÿh÷ 	¸ðùø3ú$í1
­úSÿhðèí � R ó � î©í�¨¸ö3õ¹ö3ÿ��bíÆò � ð � � í}Â�È�Á�Á:ÀcÃ ����������������������� À�À

À � Í ¬�þ3î×û(í�öSÿÜ	¸þ���ö3ÿXa
¬bíÆ÷�÷�õ � � î©íÆøSö3õ
õ �q� � íÆø3ö � � ð�	�	 � 
@íÆîãí�
 � ÿhî�¨ � � ð�
hõ � Â�õ�± � ÿhî×ûÆí�]�×7ÿ �
ö$í\T�Ti¾N� � Ã � R�ó � î©í�¨ùö3õ¹ö3ÿNÏQíÆîãø3ÿPî�ÂAÀ�Ç�Ç�Ò�Ã �
������������������������������������� ÀcÈ

À � Ç ¬�þ3î×û(í<ö3ÿL	¸þ��Fö3ÿ�¾�Ï \s�7ð�ð¸ø3ö3ð�
híÆø3ö3õ�í�òSîãÿ � ÿhø�]hí�ö3ÿ � þ3ò:ÿPîA®*ÿhîãþSòÝ]�×&ÿ ���N� ÿPð�ó&õ
ö$í � õ;îãöSÿhø$íÆö3í � ðùø3öSð�
@í�í�÷<í�S;ø3ð � þ3ö3ÿ�íÆò$íÆî£ÿhø � ÿJÿP÷�¾ ÿ0õ�ö$í � í�± � 
hð ��� í � ÷�õ � � îãí
õ � ÿP÷�ò õ¹ÿh÷�ö3í � í�Å£þ�	¸ðèíÆø$í � R�ó � î©í�¨ùö3õ¹ö3ÿ��bí � ÿ � õ;øÛÂ0À�Ç Ù�Ù Ã � ��������������������� À �

À � À�Áb\!ð � � õ�S;îãíÆ÷<í�ö$í�ö3ð � � î£ð�±3þ3ð�]@ôÆõ¹ö3ÿFò ÿhî�¨¸õ&öSõ � õÆî�±3ð � íÆð � ö3ÿ�¾�¬ � ö3ÿ`í�
hõ;î£ö3õ,
Põ;÷qí �

�	èí �7� ÿ ��� R ó � î©í�¨¸ö3õ¹ö3ÿNÏ,íÆî£ø3ÿhî�Â0À�Ç�Ç�Ò�Ã �N������������������������������������������� À�Ö

À � À�À R û;õ�	ùþ�]hôÆõ öSÿ´þS÷<í½¾�¬qø$í � ò3î£õ@óSð¸÷�ð¸ö$íÆö3ÿ � ö3õ«ò:ÿPî�¨ùõ7ö3õRõ;î7±3ð � í�	n÷
¨ùø3ð¸÷�õ � T
÷�í ��� í ö$íªò3îãð¸÷,²(îãðèí}�

1M�

� T � 	ùð¸ø3ú$í � 
­ú3ÿhðùí � îãÿPò3îãÿ � ÿhø � íÆ÷ õªÿhý?þ3ð�	�¨�±SîãðùõOö3ÿ
þ3÷�í�ÿ � � î£ÿ�	èí�ö$í
�Sì ÿJö3ÿHþ3÷<í�í(ø$ô\±3î©íÆøH
@í �Ü��� ò:ÿPî�¨¸õ&ö3õ � õ;î�±Sð � í(ð � ÿP÷�÷�ðùø?þ � õ �
ÿ � � ô(õ�ð¸ø3ö3ð�
@íÆö3õ �U� õ�±3î£ÿFí � î©ícÅ£ÿ � � î£ðèí�ÿPûÆõ�	ùþ � ð¸û(í � R ó � î©í�¨¸ö3õ¹ö3ÿ � ð ��� ÿPî�ÂAÀ�Ç�Í�Ö�Ã � ��� È�Á

À � ÀcÈ R û;õ�	ùþ�]hôÆõ�
Põ;÷�õ!ò:ÿPî�¨¸õ&ö3õ
õÆî�±3ð � í�	;ö3í � íCóSí!ö3ÿ � î©íÆø � � ÿhî7�hø�
Pðèí�ö3ÿ
÷�í �7� í
Ṁ

ñ(÷�í �7� í
ö$í � ÿ�
Pþ3ø3ö?²(îãðèí

M2

ÿ0î©íÆð¸õ�ö$í � ÿ�
hþ3øSö?²Æîãðùí
R2

ò$íÆîãí`û�²Æîãð¸õ � ÷�õ&öSÿ�	ùõ � ö3ÿ�¾�¬ �s� õ�±
ð¸ø5c$þ��Pø�
hðùí´ö3ÿ5� îãÿhíÆ÷�ÿhø � õ.÷<í�SÆø�� � ð�
hõ ÿOî©íÆö3ðùí�]@ô(õ´SÆî©í@û7ð � í�
hðùõÆø$í�	 �ed�f7gihkj�l`mknio
R û;õ�	ùþ�]hôÆõOöSÿ�þ3÷ � ð � � ÿh÷�í�ö3ÿ�÷<í �7� í � ðùøSð�
hðùíÆð �

M1 = 1.1M�

ÿ
M2 = 0.9M�

�
prq l`j q)s nto R ûÆõ�	ùþ�]hôÆõ´ö3ÿ � ð � � ÿh÷�í � ö3ÿ\÷�í ��� í � ð¸ø3ð�
PðèíÆð �

M1; M2 = 0.4; 0.2
Â6	¸ð�®

ø3ú3íL
­ú3ÿhðùí�Ãwñ:Á �	� Ò&ü Á �	� Ò,Â©	ùðùøSú$íFò õ;ø � ð�	ùú$í(ö$í�Ãwñ'Á � ÖSü Á �	� Â6	¸ðùø3ú3í � îãí�
hÿFÅãíÆö$í�Ã�ñHÁ �XÙ üHÁ � Ö�Ò
Â©	ùðùøSú$í � î©í�
hÿ0Åãí(ö$íSñ � î©í�]Põ{	¸õ;ø�S;õÆÃ � R�ó � î©í�¨ùö3õ¨ö3ÿK\!õ ç ÿ�	�	 ñ Ä ÿ�	 � õÆø Ì � íÆò3ò$íÆò õ;î �
Â�È�Á�ÁHÀcÃ ����������������������������������������������������������������������������� È:À
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À � À � ª!÷ íÆø3ÿ�	?ö3ÿ�÷�í � �PîãðèíböSÿ
÷�í ��� í
m
��
Põ�	ùõ'
@íÆöSõ�ÿP÷ � î�±3ð � íCÞJÿhò�	¸ÿhî£ðèíÆø$í
ÿP÷

r = R0� õ�±«íªí�]@ôÆõªö3íªû7ð � 
hõ � ðùö3íÆö3ÿÕÂ õ;þ � ÿ0Åãí&ñÜ
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Põ;÷ � þ3í � î£ÿ � ò:ÿ�
 � ð¯®
û(í � ±3íÆîãîãí � ö3ÿ�ÿPîãî£õ � Â�ò õ;ø � õ � Ã�ÿ�í � 
hþ3î×û(í � îãÿ�
hõ;ø � � î£þ�¨ùö$í � í�ò$íÆî � ðùî!ö3õ � ÷<íÆò3í �
Â©	ùðùøSú$í �Ü��� 	¸ðùö$í � Ã � T�	ùð¸ø3ú$í � î©í�
hÿ0Åãí(ö$í`ðùøSö3ð�
híFõ}c3þ&ó&õ�ö$íL
hõÆ÷�ò õ;ø3ÿPø � ÿnø$ôÆõ�ÿ�
�	ùðùò'®
� íÆö$í � prq l"j q)s nto ï8íÆò$í � ö$í � öSð � � îãð�±3þ3ð�]�×&ÿ ��� þ3ò ÿhî7°�
hðèí(ð � öSÿ1±3îãð�	ùú3õ�ö3õ�ö3ð � 
Põ�ö3ÿ
í�
Pî�� � 
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@í�	èí,	¸õ�SÀíÆî7¨ � ÷�ð�
hí�ö3ÿ � õ;ø � öSÿ1
hð¸ø��@íSñéí � ò3íÆî � ÿ �
÷�íÆð � ÿ � 
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Rd = 0.4RL1

� T ±$íÆîãîãí�ÿh÷�ÿ � 
@í�	èí�ö3ÿ�
hð¸ø��@í1
Põ;îãî£ÿ � ò õ;ø3öSÿ`í�þ3÷�í
ÿ � 
@í�	èí\	ùð¸ø3ÿ@íÆî�ö3õ�	ùõ�SÀí(îãð � ÷�õ�ö$í¹ðùø � ÿPø � ð¸ö$íÆö3ÿJø3õ�ðùø � ÿhî£û(í�	¸õ�ö3ÿ −8

í −3
����������� Ù Ò
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�hö3ðùí � ö3ÿ\¾�¿�À�¿�Á}�:S;îJø$í5±$íÆø3ö3í5¾ 
Põ;÷ � þ$í � î£ÿ � ò:ÿ�
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hð¸ø��@í&ñLí¹øSõ � í�]hôÆõ
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�Fí�÷�ÿ � ÷�í�ö$í
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Ò � ¿ ¬�þ3î×û(í � ÷��Pö3ðèí � ÿh÷�ý?þ3ð¸ÿ � 
��høH
hðèí�ö3ÿ1¾ ¿�À�¿�Á5�'S;îJø$í � ±$í(ø3ö$í � �¥¾ � ÿ � ÿPþ � îãÿ � ®
ò ÿ�
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Põ;îA®Q
hõ;î�ö3õ�ö3ð � 
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ö3õ
ö3ð � 
Põnö3ÿbí�
hî�� � 
Pðù÷�õnö3ÿ¥¾ ¿�À�¿�Á��:S;î � ¬bíÆö$ínò õ;ø � õ0îãÿhòSîãÿ � ÿhø � ínõ0÷�ÿ � ÷�õnðùø � ÿPî£û(í�	¸õ
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E(B − V ) = 0.4
÷�í�S Ë òÝ
 −1 ý?þ3ÿL� õ;îãíÆ÷ 
hõ;î£îãð�SÆðùö3õ � ò$í(î©í

õ � ö3íÆö3õ ���q������������������������������������������������������������������������� ÍHÀ
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� õ � õ � ò:ÿPî7° � ÷
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�8í.÷
�hö3ðùí´ö3ÿ{±3ðùø � ö3ÿ
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��hø�
Pðèí
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Ú ÿh÷
d
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R1

Â6	¸ðùø3ú3í
� î©í�
Pÿ0ÅãíÆö$í�ÃNÂ6Yfí�±:ÿ�	èí �H� È�Ã
û7ð � � í�ò:õÆî
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hð¸õ;ø$í�	fö$í � ö3þ$í � ÿ � � î£ÿ�	èí � ý?þ3ÿ
� í � ð � ��í��Hí¹ÿhý?þ$í�]@ôÆõ�ö3ÿFìfõ;ð ��� õ;ø

∇2φG = 4πGρ .
ÂAÀ �XÙ Ã

T û(íÆîãðùí�]@ô(õ � ÿh÷�ò õ;î©í�	éö3õ�
@íÆ÷�ò:õ¹ö3ÿJûÆÿ�	ùõ'
hð¸ö$íÆö3ÿ � ö3õÕc$þ3ðùöSõ}Â�¬bí �7� íÆø3ð+À�Ç�Ç�Á�Ã¥�

d~v

dt
=

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v .

Â0À � Í�Ã
ì�õ&ö3ÿ4® � ÿ���í��hÿhîní\î£ÿ�	ùí�]@ôÆõ<ö$í�ÿwó&ò3î£ÿ ��� ôÆõOí�
hð¸÷<í,
Põ;÷Võ�òSîãðù÷�ÿhð¸îãõ � ÿhî£÷�õ<ö3õ5	èíÆö3õ<ö3ðùî£ÿhð � õ�ö$í

R�ý?þ$í�]hôÆõ}À �x� ö3õ � ð � � ÿh÷�í¹ø3ôÆõ�®�ð¸ø3ÿhî7
hðùí�	 ñ?õ;þ � ÿFÅãíSñ

~̈r + 2~ω × ~̇r + ∇φω =
∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v + 2~ω × ~v + ∇φω .

ÂAÀ � Ç�Ã
T�S;îãþ3ò3íÆø3ö3õ�í � R�ý7þ3í�]�×7ÿ � À �	� ñ!À � Ö�ÿ
À � Ç�õ�± � �h÷\® � ÿJþ3÷<í�ÿ�óSòSîãÿ �7� ôÆõ
°$ø$í�	

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v + 2~ω × ~v = −1

ρ
∇p −∇Φ ,

ÂAÀ � À�Á�Ã
õÆø3ö3ÿ

Φ = φG + φω

�Hõ�ò õ � ÿhø�
Pðèí�	 � õ � í�	 �
¬�õ;÷�õ§� õ;ð�í ��� þ3÷�ð¸ö3õ�ý?þ3ÿ¹í � ÿ � � î£ÿ�	ùí � ö3õ � ð � � ÿh÷�í�ÿ � � ôÆõ � ð¸ø�
hî£õ;ø3ð��híÆö$í � 
hõ;÷zõ�ò:ÿPî�¨ùõ7ö3õ�õÆîA®

±Sð � í�	 ñ ò:õ7ö3ÿ)® � ÿ�í#°$îã÷�íÆî!ý7þSÿ
~v = 0

� T 	��P÷ ö3ð �7� õ3ñ-õ<ðùø � ÿPîãÿ �7� ÿ¹íÆý?þ3ð�ÿ � � ²�ø$í � þ3ò:ÿPî7�©¨�
hðùÿ`ÿ � � ÿ�	ùíÆîhñ
õÆø3ö3ÿ¹í�ò3îãÿ ��� ôÆõOÿ¹í�öSÿhø � ðùö$íÆöSÿ � ÿhø3öSÿh÷kíÆõ�û(í�	¸õ;î 
Põ;ø � � íÆø � ÿ¹ö3ÿ\�Pÿhî£õ � ìfõÆî � í(ø � õ ∇Φ = 0

ñdõÆþ
� ÿ0ÅãíSñLí1� õ;î£÷<í�ö3í � ÿ � � îãÿ�	èí � ö$í\±3ð¸ø?²Æîãðùí1�Hö3ÿ � ÿhîã÷�ðùø3íÆö$í�ò ÿ�	èí �U� þ3ò ÿhîA�©¨�
hð¸ÿ � ö3ÿHò õ � ÿPø�
hðùí�	 � õ � í�	

Φ

Põ;ø � � íÆø � ÿ �
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T í(ò3îãõ@ó&ðù÷�í�]@ô(õ � þ�S;ÿhî£ðùö$í�ò:õ;î � õ:
­ú3ÿ � ðù÷�ò�	¸ð�°?
híHõ`ÿwó � ÿPø � õ � î©í�±$í�	ùú3õ�ø7þS÷��Pîãð�
Põ`ö3ÿ0îãÿ � õ�	¸ûÆÿhî
í�ÿPý7þ3í�]@ôÆõ¨ö3ÿ¹ì�õ;ð �7� õ;ø´ò$íÆîãí\öSÿ � ÿPîã÷�ðùø$í(î

φG

� R�	ùí � þ�SÆÿhîãÿ�ý?þ3ÿ¹ÿ � � îãÿ�	èí � ø?þ3÷ � ð � � ÿP÷<íw±3ð¸ø?²Æîãð¸õ
ò õ7ö3ÿh÷ � ÿPî � î©í � íÆö$í � 
hõ;÷�õ<÷�í ��� í � òSþ3ø � þ$íÆð � ñ õ�ý?þ3ÿ�Ô5
hõ;÷�õ�ò õ7ö3ÿ � ÿhî�û7ð � � õ<ø$í§«�ð�S;þ3î©í5À � À�Ô
�Hîãí��hõÀí@ûÆÿ�	ù÷�ÿhø � ÿ � í � ð � � ÿPð � õ �

WÝ¶ZY1É×È"ÉZÈ"ØtÙ§Ú�ÛQÜ½Ý½Þ½ÛàßVáVÛQâ�ã7äKÚVå#æ#ç7ÜèÜèç m(r) å�æêé·áVë�â�ã7äKÚVäìÞèç�ÛQä r å�æíáVëVÛQÚ�ç7ÚVå@Üîç7Ú�Ûàæîå�ë�Ü½ÛQä7ë²ç�ÛQÜ�ïKð^äñÜ
ÚVä7ÛQÜ�òñÞèó�ô²õ@äñÜ�ç÷öàÛàëVø²ç�ù5ä7ë�Ý½Ûàöàø²ç7Ú�çÕÞúå�ùVÞúå@Üèå�ë`Ýèç�áVæ#ç�å@Ü½Ý½Þúå�öûçÕÛàë�õ@ä7æ�ùVÞúå@å�ë�Ü½üàý"å�ö�ÚVåîÚVå�ë�Ü½ÛQÚ�ç7ÚVå
áVëVÛZé<ä7Þ½æîåñï�þ�æ�ÿ)ç��.çìöàÛàëVø²çìÝ½Þèç7õ@å��úç7Ú�ç~Þúå�ùVÞúå@Üúå�ë`Ýèç~áVæ#çKç�ë²ãìßVÞèç�ë�õ�çKÚVå 0.9M�

åCç�öàÛàëVø²ç
õúø�å�Ûûç��Õä2æîäzÚVå�öQä°ÚVä��zä7öBï��Xå�ùVÞúå@Üúå�ë�Ýèç
	-Üúå�å�æ ÿ·ß��
�,áVæ#çrå@Ü½Ý½Þúå�öûç2ÚVå 4M�

ë²ç��zå�������ë�õ�Ûûç� Þ½Ûàë�õ�Ûàù²ç�öNÿ�� � �Ãÿ·öàÛàëVø²ç�õúø�å�Ûûç��
�zë²ç éBç7ÜúåÃÚVåXòñÛàò`ç�ë`Ýúå ý"å�Þ½æîå�öàø²ç9ÿ·Ý½Þèç7õ@å��úç7Ú�ç��NåXÚVåXÜ½áVùÒå�Þ�	BòñÛàò`ç�ë`Ýúå
ÿ·Ý½Þèç7â@ä�	Bù5ä7ë�Ýúä��0ïÀþ���Ý½Þèç�üQÚVä#ÚVå � Þ½ÛàëVòñöQå9ÿ����������0ï

T�ø � ÿ � ö3ÿ\ÿ � 
hî£ÿPû;ÿPî�õªò õ � ÿhø�
Pðèí�	
Φ

ö3ÿ�þ3÷�í ÷�íÆø3ÿhð¸î©í8ÿ�ó&ò�	�¨�
hð � íSñ�íªõ;î£ð�S;ÿP÷ öSõ � ð � � ÿh÷�í ö3ÿ

Põ&õÆîãö3ÿPø$íÆö$í � S;ðùîãíÆø � ÿ � ÿPîZ²0÷�õNû&ð¸ö$í�ò$íÆî©í!õ 
Pÿhø � î£õJö$í�ÿ � � î£ÿ�	ùí�ö3ÿ
÷<í �7� í

M1

ñ;õ0ÿPð�ó&õ
z
� ÿb÷�íÆø � �P÷

ø3í¨ö3ð¸îãÿ�]@ôÆõ�ö3õ¨ÿhð5ó&õ¨öSÿ�î£õ � í�]@ôÆõ\ÿ
x
� � õ;÷<í(ö3õ\ø$í�ö3ðùî£ÿ�]@ô(õ¨ö3í5	¸ðùø3ú3í�ý7þSÿ�þ3øSÿ�õ � 
hÿhø � îãõ � ö$í �

ÿ � � îãÿ�	ùí ��� ìfõÆî � í(ø � õ�õ�
Pÿhø � î£õ<ö$í¹ÿ � � îãÿ�	èí�ö3ÿF÷<í ��� í
M2

ÿ � � ²�	ùõ'
@í�	¸ð��@í(ö3õ�ÿh÷
(a, 0, 0)

ÿHõ�
Pÿhø � î£õ
öSÿF÷�í �7� í�ÿh÷

(µa, 0, 0)
ñ&õ;ø3ö3ÿ

µ = M2

M1+M2
= q

1+q

�Fí�÷<í ��� í�î£ÿhö3þ��Pðùö$í �
Ä ÿ ��� í � 
Põ&õÆîãö3ÿPø$íÆö$í � ñ$õ¹ò:õ � ÿhø�
Pðèí�	 � õ � í�	-ø$í � ð¸÷�òH	ùð�°�
@í�]hôÆõ�ö3ÿ � õ:
­ú3ÿ��

Φ = − GM1

(x2 + y2 + z2)
1
2

− GM2

[(x − a)2 + y2 + z2]
1
2

− 1

2
ω2[(x − µa)2 + y2]

Â0À � À�ÀcÃ

ÿ�í�ÿhý��3ðùò õ � ÿhø�
PðèíÆð � ö3ÿ � õ'
­ú3ÿÆñ-ö3íÆö$í � ò õ;î
Φ

Põ;ø � � íÆø � ÿ(ñ � ôÆõ�í(ò3îãÿ � ÿhø � íÆö$í � ø$í§«fð�S;þ3îãí{À � È � T
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öSð � � õ;î�]hôÆõ�
@íÆþ � íÆö$í�ò:ÿ�	èí�îãõ � í�]hôÆõ¹ÿ�ò ÿ�	ùí � � õ;î�]hí � ö3ÿF÷<íÆî7����í��hÿP÷É
hõ;÷ ý7þSÿ`í � ÿ � � î£ÿ�	èí � � ÿhø3ú3íÆ÷
þS÷<í�ö3ð¸÷�ÿPø � ôÆõ�÷�íÆð¸õ;îbø$í�ö3ð¸îãÿ�]hôÆõ

x
ÿHö3ð¸÷�ÿPø � ôÆõ�÷�ÿhøSõ;î
ø$í¹ö3ðùî£ÿ�]@ô(õ�öSõ�ÿPð�ó&õ�ö3ÿHîãõ � í�]@ôÆõ �

WÝ¶ZY1É×È"É ÓVØtþ!���VÛàùÒä7Ýúå�ë�õ�Ûûç�ÛQÜ^ÚVå"�Xäzõúø�å ù²ç�Þèç�áVæ�Ü½ÛQÜ½Ýúå�æ#ç�ßVÛàë²ó�Þ½ÛQä#ÚVå q = 0.25 ï�þNÜ½Ýèã7ä�Þúå�ùVÞúå@Üèå�ë`Ýèç7ÚVäñÜ äñÜù5ä7ë�ÝúäñÜ$#�ç�òñÞèç�ëVò"å�ç�ë�äñÜ ÿ L1−L5
�iå�ä õ@å�ë`Ý½Þúä ÚVåÃæ#ç7ÜúÜèç ÚVä�Ü½ÛQÜ½Ýúå�æ#ç#ÿ�%'&(�0ïñÙ^ÜNå��)�VÛàù5ä7Ýúå�ë�õ�Ûûç�ÛQÜ

å@Ü½Ýèã7äÕÛàë�Ú�ÛQõ�ç7Ú�ç7Ü/ÚVå*�#ç,+Õë�ä�Üúå�ë�Ý½ÛQÚVä�ÚVå Φ õ�Þúå@Üúõ@å�ë`Ýúåñï L1
�îáVæ ùÒä7ë`ÝúäìÚVå#Üúå�öûçÕÚVå Φ å-�

õúø²ç�æ#ç7ÚVärÚVå}ùÒä7ë`Ýúä.#�ç�òñÞèç�ëVò"å�ç�ë�ä2Ûàë�Ýúå�Þ½ë�äVï L4
å L5

Üèã7äìù5ä7ë�ÝúäñÜîÚVå}æ#ó
�zÛàæîä~öQäzõ�ç�ö�ÚVå Φÿ·Ýèç�æ�ß/��æ õ@ä7ëVø�å@õ�ÛQÚVäñÜ�õ@ä7æîä9ùÒä7ë`ÝúäñÜ ÚVäñÜ^ç7ÜúÝúå�Þ107ÛQÚVå@Ü32�Þúä7Ûûç�ë�äñÜ4�0ï^þ��zÝ½Þèç�üQÚVä}ÚVå65-ßÒå�ë879#µÛàý�ÛQä
ÿ�������:��0ï

ª � ð�	¸ð��híÆø3ö3õ�í � R�ý?þ$í�]�×&ÿ � À � À;ñ-À � È�ÿ�À � À�ÀHò:õ7ö3ÿ4® � ÿHÿ � 
hî£ÿPûÆÿhî

Φ =
GM1

a
f
(

x

a
,

y

a
,

z

a
, q
)

,
Â0À � ÀcÈ�Ã

õÆø3ö3ÿFò:õ7ö3ÿ � ÿhî�û7ð � � õ<ý?þ3ÿ�í
� õÆîã÷�í¹ö3í � ÿPý��3ðùò õ � ÿPø�
hðùíÆð � ��� þ3ø�]hôÆõ � õ;÷�ÿPø � ÿFö3ÿ
q

ÿ � þ$í�ÿ � 
@í�	ùí
�
öSÿ � ÿPîã÷�ðùø$í(ö$í�ò:õ;î

a
�

ì�ÿhî�
Pÿ�± ÿ)® � ÿ¨ø$í�«�ð�SÆþ3î©í´À � È8ý?þ3ÿ\í �1� þ3ò ÿhîA�©¨�
Pðùÿ � ÿhý��3ðùò õ � ÿhø�
PðèíÆð � � õÆîãø$íÆ÷\® � ÿ,
híÆö$í û;ÿ���÷<íÆð �
öSð � � õ;î�
Pðùö$í � �>÷�ÿhö3ð¸ö$í«ý?þ3ÿ � ÿ.í���í � � íÆ÷ öSõ � 
Pÿhø � î£õ � ÿ � � ÿ�	èí(îãÿ � ñHí � �´í�	�
@íÆøH]@íÆî£ÿh÷ þ3÷ ò õ;ø � õ
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Pî�¨ � ð�
Põe
­ú3íÆ÷<í(ö3õ ö3ÿ D? #"?.0 =<!*�I�27*�"'I'&�*�"- }(/"?.0&)24"- 
L1
�y� ò õ;ø � õ

L1

��þ3÷ ò:õÆø � õ ö3ÿ � ÿ�	ùí8ö3õ
ò õ � ÿhø�
Pðèí�	

Φ
ÿJí � þSò:ÿPî7�©¨�
Pðùÿ�ö3ÿ�°$øSðùö$í`ò ÿ�	¸õ�ò õ � ÿPø�
hðùí�	:öSÿ � � ÿnò õ;ø � õ\��
­ú$í(÷<íÆö3í ;� ��) �$'&?>C � =?& ñSí

÷�íÆð¸õ;î�ÿPý²�Sðùò õ � ÿPø�
hðùí�	-� ÿ�
­ú3íÆö$í ý?þ3ÿHò õ&öSÿ�
Põ;ø � ÿPî!þS÷<í�ö$í � ÿ � � îãÿ�	ùí ���
Té«�ð�S;þ3îãí�À �	� íÆò3î£ÿ � ÿPø � í�õ�ò:õ � ÿhøH
hðèí�	:ö3ÿ � õ'
­ú3ÿnÿh÷Ø� þ3ø�]hôÆõ�ö$í � ÿPò$íÆîãí�]@ôÆõ�ÿPø � îãÿJõ � 
hÿPø � îãõ �

ÿ � � ÿ�	èí(îãÿ � ñ�õ;þ � ÿFÅãíSñ
Φ(x, 0, 0)

ò:õ;î
x
�5��� � î�� � ÷�²Có&ðù÷�õ � õ'
hõ;î£îãÿh÷køSõ � ò õ;ø � õ � V_í�S;îãíÆø�S;ÿhíÆø3õ �

L1
ñ
L2

ÿ
L3

ñ$ý?þ3ÿFò õ&ö3ÿP÷ � ÿhîs
@í�	�
hþ�	ùíÆö3õ � ò ÿ�	ùí�ÿhý?þ$í�]hôÆõ

∂Φ

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

y=z=0

= 0
ÂAÀ � À � Ã

WÝ¶ZY1É×È"É	Ô�ØA@kç�öQä7ÞXÚVä/ù5ä7Ýúå�ë�õ�Ûûç�ö�ÚVåB� ä�õèø�å Φ å�æ é<áVë�â�ã7ä�Ú�ç�Ú�ÛQÜ½ÝDC�ë�õ�Ûûç/ë²ç/öàÛàëVø²çE��á�å áVë�å�äñÜ�õ@å�ë�Ý½ÞúäñÜXÚ�ç7Ü
Ú�á²ç7Ü^å@ÜúÝ½Þúå�öûç7Ü�ï3F^Ü^õ@å�ë`Ý½ÞúäñÜ�Ú�ç7Ü^å@Ü½Ý½Þúå�öûç7Ü å@Ü½Ýèã7ä9Þúå�ùVÞúå@Üúå�ë`Ýèç7ÚVäñÜ ùÒå�öûç7ÜXöQå�Ý½Þèç7Ü O å S �1Ýèç�æ�ß/��æå@Ü½Ýèã7ä�Ûàë�Ú�ÛQõ�ç7ÚVäñÜXäñÜ�ùÒä7ë`ÝúäñÜÃÚVå æ#ó
��ÛàæîäÕÿ<ä7áCùÒä7ë`ÝúäñÜG#�ç�òñÞèç�ëVò"å�ç�ë�äñÜ
� L1

� L2
å L3

ï�þH�zÝ½Þèç�üQÚVä
ÚVå � Þ½ÛàëVòñöQå9ÿ����������0ï

ÿ¹í�öSð � � � ø�
Pðèí
RL1

ö3õw
hÿPø � îãõ\ö$í�ò3î£ðù÷�²Æîãðùí<íÆõ�ò õ;ø � õ
L1

ò õ&ö3ÿ � ÿhîJÿ � � ðù÷�íÆö$í�ò ÿ�	èí�ÿwó&ò3îãÿ ��� ×&ÿ �
í(ø$í�	�¨ � ð�
@í � ö3ÿFì�	ùí@û;ÿ�
 Ì ÞJîãí � õ'
­úÀû&ð�	�ÂAÀ�Ç�Ö�¿ÆÃ

RL1

a
= 0.5 − 0.227 log q , 0 ≤ q ≤ 10 ,

ÂAÀ � À�¿�Ã
õÆþOö3ÿ��&ð�	�± ÿhî�Â0À�Ç�Ç�È�Ã
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RL1

a
= (1.0015 + q0.4056)−1 , 0.04 ≤ q ≤ 1 .

ÂAÀ � ÀcÒ�Ã
{nþ$íÆøSö3õ�í � ö3þ$í � ÿ � � îãÿ�	èí � ö3õ � ð � � ÿh÷�í �Ü� ôÆõ � þH°?
PðùÿPø � ÿh÷�ÿhø � ÿ0ò:ÿPý7þSÿhø$í � ö3ÿ�÷�õ7ö3õ`í�ÿ � � íÆîãÿP÷

ò ÿhîA� ÿhð � íÆ÷�ÿhø � ÿ�
Põ;ø � ðùö3í � ò:ÿ�	ùõ �C� ÿhþ � 	ùõ�± õ � ö3ÿ � õ:
­ú3ÿ(ñ$õ � ð � � ÿh÷�í\��
­ú3íÆ÷<í(ö3õ¹ö3ÿ $'& G .�* � *�$' � �&ÿ
þS÷<í´ö$í � ÿ � � îãÿ�	èí � ò3îãÿPÿhø�
­ú3ÿ � ÿhþ 	ùõ�± õ.öSÿ � õ:
­ú3ÿ(ñ�
hõÆ÷�ÿ�]@íQí´ú$í@û;ÿPî � îãíÆø � � ÿPî��Pø�
hðùí.ö3ÿO÷<í �7� í
ò3íÆî©í�í�ÿ � � î£ÿ�	ùí

Põ;÷�ò3íÆø3ú3ÿPðùî©í�ò ÿ�	¸õ�ò õ;ø � õ

L1
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híÆî©í�
 � ÿPî�¨ � � ð�
@í
÷�íÆî7
@íÆø � ÿC��í�ð¸ø3ÿwó&ð � � �Pø�
hðùíHöSÿs¾�¬ � ø$ôÆõ�®*÷<í�SÆø�� � ð�
@í � 
hõ;÷ ò ÿhî7¨ùõ7ö3õHõ;î�±3ð � í�	S÷�ÿPø3õ;îIö3õFý7þSÿ ∼ 80
÷�ðùø?þ � õ ���

T
õ � ÿ
íÆø$í�	¸ð � íÆî � ÿhò3íÆî©íÆö3íÆ÷�ÿPø � ÿbõ � ú3ð � � õ�S;îãíÆ÷�í � ö3ÿ
í�
Põ;îãö3õ 
hõ;÷ í � 
�	èí �7� ÿ � ö3ÿ¥¾�¬ � ñÀò:õ7ö3ÿ)® � ÿ
ò ÿhî7
hÿ�±:ÿPî0ò ÿ�	ùõ¹ú3ð � � õ�S;î©í(÷<í � þ3ò:ÿPîãð¸õ;î�ý?þ3ÿFø3õNû(í � ®�íÆø$ô � � ÿP÷ ò3îãÿ)� ÿhî£ÿhø�
Pðèí�	¸÷�ÿPø � ÿ

Porb < 2
ú3õ;îãí ���

� SÀíÆò´íÆð¸ø3ö$íw��û&ð � � õ¨ÿP÷�ø3õNû(í � ®�íÆø$ô � ñ�íÆò:ÿ � íÆîJöSÿ�þS÷<í�÷�íÆðùõ;î�ö3ÿ�°�
hð��Pø�
hðùí�ö3ÿ � ð � � ÿP÷<í � í�
hðù÷�í
öSõ�SÀí(òOÿP÷�îãÿ�	èí�]hôÆõ�í � õ&ö3õ � õ �C� ð � � ÿP÷<í � ø$ô(õ�®�÷�í�S;ø�� � ð�
hõ ��� Yfõ7ö$í � ø3õNû(í � ®�íÆø$ô � ö3õ � þH± � ð¸ò:õ��Hª
ª0ï8í\ÿ � � ôÆõOí�±$íÆð5óSõ�öSõeSÀí(ò-ñ�í u ø3ð�
hí\ÿ�ó:
hÿ�]hôÆõ{
Põ;ø3ú3ÿ�
hð¸ö$í}��YCª ïOÿPøÓ
Põ;÷

Porb = 2.8
ú � ��ÿ

÷�õ7ö3õ{
Põ;ø � îZ²(îãðùõSñ � õ7ö$í � a ¬bíÆ÷ ÿwª ¦HÿP÷ ÿ � � ôÆõªí�
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Ṗorb

Porb
= 3(q − 1)

Ṁ2
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ȧ

a
= 2(q − 1)

Ṁ2
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Pðèí`ö3ÿ0÷<í �7� íL
Põ;ø � ðùö3ÿPî©íÆø3öSõ�® � ÿJí�û(íÆîãðùí�]@ô(õ`ö3õ

	¸õ�± õ�ö3ÿ � õ'
­ú3ÿÆñ

ṘLR

RLR

=
(

2q − 5

3

)

Ṁ2

M2
.

Â0À � È�Ò�Ã
T�ÿ�ó&ò3îãÿ ��� ô(õ.í�
hðù÷�í\îãÿhöSþ���í8îãí��@ôÆõ8ö3ÿ�÷�í ��� í8÷�¨¸ø3ðù÷�í�ò$íÆîãí8ý?þ3ÿ�õ'
hõ;î£î©í í � î©íÆø � � ÿhî7�hø�
Pðèí

ÿ � � ²NûÆÿ�	�ö3ÿ�÷�í � �hîãðùí�ò$í(î©í
q = 5

6

�L� í���×&ÿ � ö3ÿ�÷�í ��� í�ÿhø � î£ÿ 5
6

ÿ§ÀÆñdíÆò ÿ � í(îJö3õ\íÆþ3÷�ÿhø � õ�öSÿ
a

ÿ

Porb

ñ?
hõ;ø � ð¸ø?þ$íÆ÷ 	¸ÿPû(íÆø3ö3õ��¹îãÿPö3þ�]hôÆõ�öSõ � íÆ÷�íÆø3ú3õ¹ö3õ�	ùõ�±:õ�ö3ÿ � õ:
­úSÿ �
ì�õ;î��P÷Oñ3þS÷Ø��í � õ�õ�± � ÿhî×ûÆí�
hðùõÆø$í�	-�0ý7þSÿ � õ7ö$í � í � ¾�¬ � 
hõ;ø3úSÿ�
hð¸ö$í � ò õ ��� þ3ÿh÷

q < 5
6

Â©ÏQíÆî£ø3ÿhî
À�Ç�Ç�Ò�Ã � ìfõ;î�õÆþ � î£õ�	èíÆö3õSñ�í8ÿwó&ð � � �Pø�
hðùí ö3ÿ§¾�¬ � ðù÷�ò�	¸ð�
@í\ý?þ3ÿ�ÿwó&ð � � í � î©íÆø � � ÿhî7�hø�
Pðèí ÿ � � ²@ûÆÿ�	
ö3ÿ
÷�í � �hîãðùí �{æF�7� õ ðù÷�ò�	¸ð�
@í�ø$í ÿ�ó&ð � � �hø�
Pðèí ö3ÿ���í�	ùú$í � ÿh÷ í �7� þ3÷�ðùî�þ3÷ 
Pÿhø?²(îãðùõ�
Põ;ø � ÿhî£û(í � ð¸ûÆõ � T �
ò ÿhî£ö$í � ö3ÿ ÷�í ��� í.ò õ;î�ûÆÿhø � õ � ÿ � � ÿ�	ùíÆîãÿ � õ�± � ÿhî£û(íÆö3í � Â©ÏQíÆî£ø3ÿhî}À�Ç�Ç�Ò�Ã � ôÆõ,ðùø � þH°?
PðùÿPø � ÿ � ò3íÆî©í
� þ � � ÿhø � í(î!þS÷<í � õ�	ùþH]@ôÆõ�öSõ � ðùò õ

Ṁ1 6= Ṁ2
� T u ø3ð�
@í � í�¨ùö$í`ò3íÆî©í`÷�íÆø � ÿPî
í�ÿ � � î£ÿ�	èí � ÿ�
Pþ3ø3ö?²(îãðèí

ÿP÷ 
hõ;ø � í � õè
hõ;ø � � í(ø � ÿÑ
Põ;÷ � ÿPþ 	ùõ�±:õ>ö3ÿ � õ:
­ú3ÿ´�.í ��� þ3÷�ð¸î�þ3÷ ÷�ÿ�
@í(ø3ð � ÷�õ>ö3ÿ´ò:ÿPîãö$í>ö3ÿ
÷�õ;÷�ÿhø � õ8íÆø�S;þH	èíÆî�ÿh÷ ¾�¬ ��� T�ÿ ��� �Pø�
hðùíªö3õ ÷�õ&ö3ÿ�	ùõOò$íÆö3îãôÆõ ö3ÿ�ÿwû;õ�	¸þ�]@ô(õ ö3ÿ,¾�¬ � ÿ � � ² ÿP÷
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Põ;ø � ðùö3ÿPî©íÆî�ö3ð�� ÿhî£ÿhø � ÿ � ÷�ÿ�
híÆø3ð � ÷�õ � ö3ÿ�ò ÿhî£ö$íJö3ÿ
÷�õÆ÷�ÿPø � õHíÆø�S;þH	èíÆîfö3õ;÷�ðùø$íÆø � ÿ � ÿP÷�ö3ð�� ÿPîãÿPø � ÿ �
��í � ÿ � ö$í¹ÿPûÆõ�	ùþH]@ôÆõ¹ö3ÿN¾�¬ ���

Ä õÑ
hÿPø?²Æî£ðùõ´ò$íÆö3îãôÆõ.ò3íÆî©í´ÿPû;õ�	ùþ�]hôÆõ.öSÿ}¾�¬ � ñ
ÿ � ò ÿhîãí#® � ÿ8ý?þ3ÿ8í � ��í � ÿ � ðùøSð�
hðùíÆð �L� ÿ0Åãí(÷ ö3õ�®
÷�ðùø3íÆö$í � ò õ;î�ò ÿhîãö3í � ö3ÿ\÷�õ;÷�ÿhø � õ.í(ø�S;þ�	ùíÆî�ò ÿ�	ùõ ÷�ÿ�
híÆø3ð � ÷�õ ö3ÿw� î£ÿ@íÆ÷�ÿhø � õ ÷�í�S;ø�� � ð�
hõ û7ðèí
ûÆÿhø � õ´ÿ � � ÿ�	èíÆî`û7ð¸ø�
hþ�	ùíÆö3õÕ� � 	¸ðùø3ú3í � ö3ÿ5
híÆ÷�ò õ ÷�í�S;ø�� � ð�
hõ ö$í � ÿ�
hþSø3ö?²Æî£ðèíèÂ � íÆò3ò$í(ò:õ;î � ñ�¾IÿPîA®
±Sþ3ø � Ì ÊÆõ �7� À�Ç�Í � Ã ��Ä ÿ ��� í���í � ÿ(ñ í � � íCóSí � ö3ÿ � î©íÆø � � ÿhî7�hø�
Pðèí�ö3ÿ�÷�í �7� í�ûÆô(õ<ö3ÿ ∼ 10−9 í

10−8

M�

í(ø3õ
−1 ñÀÿ�õ � ò ÿhî7¨ùõ7ö3õ � õ;î7±3ð � íÆð � ÿPû;õ�	ùþ3ÿP÷�ö3ÿsÍHí � ú3õÆî©í � ñÀø3õ�	¸ðù÷�ð � ÿ � þ3ò:ÿPîãð¸õ;î ö3õFò:ÿPîãð¸õ&ö\SÀí(ò �

T � î©íÆø � � ÿhî7�hø�
Pðèíw� õ;î�]híÆö$í�ÿ�
Põ;ø � ¨¸ø7þ3í¨ö3ÿ¹÷�í � �Pîãðùí�ðù÷�ò:ÿPö3ÿ¹í¨ÿ � � îãÿ�	ùí�ö3ÿ<í�	�
@í(ø�]@íÆîJõ\ÿPý7þSð�	�¨�±3îãð¸õ
� �hî£÷�ð�
hõ3ñ!��í��Pÿhø3öSõ{
hõÆ÷�ý?þ3ÿ<í ��� ÿ�
hþSø3ö?²Æî£ðèí ��� ÿFÅãíÆ÷k÷�íÆðùõ;î£ÿ � ý?þ3ÿ�ÿ � � îãÿ�	èí � ð � õ�	ùíÆö$í � ö3ÿ�÷�ÿ � ÷�í
÷�í �7� íÓÂ � íÆò3ò$íÆò õ;î � ñ»ÊÆõ ��� Ì Ï.ÿ�±�±3ð¸ø Ë À�Ç�Í�È�Ã �,� ÿ�� ÿPð � õe��÷<í(ð � ò3î£õ;ø?þ3ø�
hðùíÆö3õ¨ý?þ$íÆø � õO÷�ÿPø3õ;î
� õÆî

Porb
�

T
õGí�	�
híÆø�]híÆî
Porb ∼ 3

ú-ñ¹í � ÿ�
Pþ3ø3ö?²Æî£ðèí � õ;î£ø$í#® � ÿ � õ � í�	ù÷�ÿhø � ÿÛ
hõ;øÀûÆÿ�
 � ð¸û(í£Â ö3ÿ>÷<í ��� í
∼ 0.23M�

ÃFÿÆñ�ø$í{
hõÆø�
hÿPòÝ]hôÆõªí � þ$í�	ù÷�ÿhø � ÿ<í�
Pÿhð � íSñfõe� îãÿhíÆ÷�ÿhø � õ ÷�í�S;øH� � ð�
hõ}�<ö3îãí � � ð�
híÆ÷�ÿPø � ÿ
î£ÿhö3þH�hðùöSõ � T 
Pÿ ��� í�]@ô(õ ö3õ5� îãÿ@í(÷�ÿPø � õO÷�í�S;øH� � ð�
hõ�î£ÿhö3þ��

Ṁ
ÿ¹ò ÿhî£÷�ð � ÿ�ý?þ3ÿ�í � ÿ�
hþSø3ö?²Æî£ðèíOÿPø:®


Põ�	ùú3í ø3õ � ÿPø � ðùö3õ ö3ÿ\í�	�
@í(ø�]@íÆî � ÿhþ>îãíÆðùõ öSÿ�ÿhý?þ3ð�	�¨�±3î£ðùõ � �hî£÷�ð�
hõ �ÕæF�7� õ´
@íÆþ � íªõªö3ÿ � 	ùð�S;íÆ÷�ÿPø � õ
� ÿh÷�ò:õÆîZ²Æî£ðùõHö3õ � ð � � ÿh÷�íSñ?ö3þ3îãíÆø � ÿ�õ`ý?þ$í�	

Ṁ

@í(ð:ò3îãí � ð�
@íÆ÷�ÿhø � ÿ�í��hÿPîãõ3ñSí � �!ý?þ3ÿCÔ�ò:õ;î�ò ÿhîãö3í�ö3ÿ

÷�õ;÷�ÿhø � õFíÆøHS;þ�	èí(î û&ðùíFîãíÆö3ðùí�]@ôÆõ�S;îãí@û&ð � í�
Pðùõ;ø3í�	ÆÔ�õ�	¸õ�± õFöSÿ � õ:
­úSÿ!ÿPø�
hõ�	ùú$íHÿ�ÿPø � îãÿ!ø3õNû(íÆ÷�ÿhø � ÿ
ÿP÷ 
hõ;ø � í � õÑ
Põ;÷ í � ÿ�
hþSø3ö?²Æî£ðèí � Tqîãÿ � õ;÷�íÆö$í ö3ÿ{
Põ;ø � í � õQö3õÛ	¸õ�± õ´öSÿ � õ:
­ú3ÿOõ:
Põ;îãî£ÿOò3íÆî©í
ò ÿhî7¨ùõ7ö3õ � ö3ÿ ∼ 2

ú3õÆî©í ��� R ��� í,�`í¹ÿwó&ò�	¸ð�
hí�]@ôÆõ�í�
Pÿhð � í�ò$íÆî©í�í�� õÆîã÷�í�]@ôÆõ¹ö3õ÷]�ò ÿhî£ðùõ7ö5SÀíÆò1_Jû7ð � � õ
ø3í � ÿ�]@ôÆõ�íÆø � ÿhî£ðùõ;î�Â��&ò3îãþSð � Ì � ð ��� ÿPîCÀ�Ç�Í � Ã � \!õ ç ÿ�	�	 ñ Ä ÿ�	 � õ;ø Ì � íÆò3ò$í(ò:õ;î � Â�È�Á�ÁHÀ�Ã���í��hÿh÷ þS÷<í
í(ø?²�	ùð � ÿ�
Pî�¨ � ð�
hí�ö3õ�ò$íÆî©í(ö3ð�S;÷�í`ö3õ�SÀí(òOö3ÿ

Porb

ÿh÷�¾�¬ ���
{nþ$íÆøSö3õ

Ṁ
î£ÿ�
Põ;÷�ÿ�]@í`ÿP÷

Porb ∼ 2
ú-ñ&í�ÿwû;õ�	¸þ�]@ôÆõL��÷�õNû&ð¸ö$íHÿwó:
�	¸þ � ð�ûÆí(÷�ÿPø � ÿ�ò ÿ�	ùí � ò:ÿPîãö$í �

ò õ;î�î©íÆö3ðùí�]@ô(õ�S;îãí@û&ð � í�
Pðùõ;ø3í�	Î� � í�ó3í�ö3ÿ ∼ 10−10 M�

íÆø3õ
−1 �?« ÷�ÿPö3ðùö$í�ý?þ3ÿ�í � î7±3ð � í�ÿPø�
hõ�	ùú3ÿ

ÿ
M2

ö3ÿ�
Pîãÿ � 
hÿ(ñ�í ÿ � 
@í�	ùí � ÿh÷�ò:õÆî©í�	
ö3ÿ¨ò ÿhîãö3í´ö3ÿ¨÷�í ��� í.íÆþS÷�ÿPø � íSñ�÷�í � í ÿ � 
hí�	èí � ÿP÷�ò õ;î©í�	
� �hî£÷�ð�
@í

τKH

íÆþ3÷�ÿhø � íO÷�íÆð � îãíÆò3ðùö3íÆ÷�ÿPø � ÿ�ö3ÿPû7ðùöSõ í � þ$í8öSÿhò ÿhø3ö��Pø�
hðùí íÆò3î£õ@óSð¸÷<í(ö$í�ö3ÿ
M−2

Â6ÞJðùò3ò ÿhø3ú3íÆú3ø Ì Ï.ÿhð�S;ÿhî � À�Ç�Ç�¿ÆÃ � R�ø � ô(õ3ñ ÿh÷ þ3÷ 
Pÿhî � õ ðùø � � í(ø � ÿ�í¨ÿ � 
hí�	èí � �hî£÷�ð�
@í � õ;î£ø$í#® � ÿ
÷�íÆð¸õ;î�ö3õ�ý?þ3ÿ0í�ÿ � 
@í�	ùí�ö3ÿ � îãíÆø � � ÿPî��Pø�
hðùí`ö3ÿ!÷<í �7� í � {nþ$í(ø3ö3õ`ð ��� õ`õ'
hõ;î£îãÿÆñ&í � ÿ�
Pþ3ø3ö?²Æî£ðèí � õ;îãø3í#®
� ÿ�ð¸ø�
@í(ò$í���ö3ÿ�ícÅ£þ � � íÆî0® � ÿ¹ö3ÿwû7ðùö3õe� � î©íÆø � � ÿhî7�hø�
Pðèí\ö3ÿ¹÷<í ��� í\ÿh÷ � þ$í\ÿ � 
@í�	ùí

τKH

ÿ�
hõ;÷�ÿ�]híOí
ÿ�ó&ò$íÆø3ö3ð¸îA® � ÿÆñ&ÿh÷ í�
hõÆîãö3õ1
Põ;÷ � þ$í�î£ÿ � ò:õ � � í�í(ö3ðèí�±�² � ð�
@í � Y
ðùò3ð�
@íÆ÷�ÿhø � ÿ(ñ&øSÿ � � ÿnò õ;ø � õ�õ�ò ÿhî7¨ùõ7ö3õ
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õÆî�±3ð � í�	Ý�Jö3ÿ ∼ 80
÷�ðùø?þ � õ � ÿHí � ÿ�
hþ3ø3ö�²Æîãðùí � õ;îãø3í#® � ÿN
hõ;÷�ò�	ùÿ � íÆ÷�ÿhø � ÿnö3ÿ�SÆÿhø3ÿPî©íÆö$í�
hõÆ÷ ÷�í ��� í

M2 ∼ 0.06M�

� �0ÿ � � ÿ.ò õ;ø � õ>ÿh÷ ö3ðèí(ø � ÿÆñ�íR÷<í �7� íRö$í � ÿ�
hþ3øSö?²Æîãðùí½
hõ;ø � ð¸ø?þ$í>í,ö3ÿ�
Pîãÿ � 
hÿPî
Â©
hõ;÷ ÿ � 
@í�	èí � � ÿh÷�ò õ;î©íÆð � ö3ÿ

Ṁ

híÆö$í\û;ÿ��<÷<íÆð¸õ;îãÿ � Ãnÿ<õOò:ÿPî�¨¸õ&ö3õ¨õ;î7±3ð � í�	 û;õ�	 � íOíe
hî£ÿ � 
hÿhî¹í � �

í(ò3îãõ@ó&ðù÷�íÆö$íÆ÷�ÿhø � ÿ�È�úSõ;î©í ��� R �7� ÿ�÷�ÿ�
@íÆø3ð � ÷�õU�Iþ � ð�	ùð��híÆö3õbò ÿ�	¸õ
÷�õ7ö3ÿ�	ùõ
ÿPûÆõ�	ùþ � ð¸ûÆõ�ò$íÆî©í
ÿ�óSòH	ùð�
híÆî
í�ÿwó&ð � � �høH
hðèí�ö3õ�ò ÿhî7¨ùõ7ö3õ<÷
¨ùø3ð¸÷�õ�õ�± � ÿPî£û(íÆö3õ�øSõ�ú3ð � � õ�SÆî©íÆ÷�í�ö3í,«�ð�S;þ3î©í}À � À�Á � T£«�ð�S;þ3îãí}À � À�À
÷�õ � � î©í¹í¹ÿPûÆõ�	ùþ�]hôÆõ�ö3ÿHþ3÷<í1¾�¬Gø3í � ò3îãõ@ó&ðù÷�ðùö$í(ö3ÿ � ö3õ�ò ÿhî�¨¸õ&öSõ�÷
¨ùøSðù÷�õ � \!õ ç ÿ�	�	 ñ � íÆò3ò3íÆò:õÆî �
Ì ì�õ�	ùð � íÆøSõLÂ0À�Ç�Ç Ù ÃdöSð � 
Pþ � ÿP÷ õ � ÿ � � ²�S;ðùõ � °$ø$í(ð � ö$í�ÿwû;õ�	¸þ�]@ô(õnö3ÿ�¾�¬ ��� TÐ«�ð�SÆþ3î©í�À � ÀcÈ!í(ò3îãÿ � ÿhø � í
í¹ðù÷�ò�	¸ÿh÷�ÿhø � í�]hôÆõ�ö3ÿHþ3÷ ÷�õ7ö3ÿ�	¸õ�ÿPûÆõ�	ùþ � ð¸ûÆõ�öSÿ�¾�¬ �s� õ�±¨ðùø1c$þ��høH
hðèí�ö3ÿN� î£ÿ@íÆ÷�ÿhø � õ¹÷�í�S;ø�� � ð�
hõ
ÿ\îãíÆö3ðèí�]@ôÆõ�S;îãí@û&ð � í�
Pðùõ;ø3í�	NÂ-\�õ ç ÿ�	�	Mñ Ä ÿ�	 � õ;ø Ì � íÆò3ò$í(ò:õ;î � È�Á�ÁHÀ�Ã`ò$íÆî©íªö3ð�� ÿhî£ÿhø � ÿ � 
Põ;ø3ö3ð�]�×7ÿ �
ð¸ø3ð�
PðèíÆð � ö3ÿ

M1

ÿ
M2

�

WÝ¶ZY1É×È"ÉZÈñÈ"Ø�þ�ý"ä7öàá�â�ã7äCÚVå/áVæ#ç¬@e%�ë²ç7Ü^ùVÞúä��zÛàæ�ÛQÚ�ç7ÚVå@Ü ÚVä}ùÒå�Þ½üQä�ÚVä÷ä7Þ½ßVÛàÝèç�ötæ�üàëVÛàæîäVï�Ùvæ#ç7ÜúÜèç9Ú�ç#ùVÞ½ÛN	
æ#ó�Þ½Ûûç£� 1M�

ï÷Ù Ü öàÛàëVø²ç7Ü.õèø�å�Ûûç7Ü�Þúå�ùVÞúå@Üúå�ë�Ýèç�æ
äÕå��`áVÛàöàüàßVÞ½ÛQä~ÚVå�áVæ#ç�å@Ü½Ý½Þúå�öûçÕÚ�ç8� � åîÚVå
áVæ#ç9ç�ë²ã#ßVÞèç�ë�õ�ç�ï"F^Ü ù5å�Þ½üQäzÚVäñÜ ä7Þ½ßVÛàÝèç�ÛQÜ^å�æ æ�Ûàë�áVÝúäñÜ�å@Ü½Ýèã7ä#Ûàë�Ú�ÛQõ�ç7ÚVäñÜ Üúä7ßVÞúå�çîÝ½Þèç
�%å�Ý107Þ½Ûûç
å�ý"ä7öàáVÝ½Ûàý7ç�ïkþ��zÝ½Þèç�üQÚVä#ÚVå��ÃÛàÝ½Ýúå�Þ�ÿ�������­��0ï

� ÷�õ7ö3ÿ�	¸õnÿPûÆõ�	ùþ � ð¸ûÆõHðùö3ÿPø � ð�°?
hí � ð � � ÿP÷<í � ö3ÿ�í�	 � í0õ;þ�±$íÆð5óSí � íCóSíJö3ÿ � îãíÆø � � ÿPî��Pø�
hðùíHöSÿ
÷<í �7� í

Põ;÷�õJíÆý?þ3ÿ�	¸ÿ � í�±$íÆð�ó&õnõÆþ�í�
hð¸÷<í!ö3õNSÀíÆòéñ;îãÿ � ò ÿ�
 � ð¸û(íÆ÷�ÿhø � ÿ � ª!÷<í � ÿhø � í � ð¸û(í0öSÿbÿwó&ò�	¸ð�
@í�]@ôÆõnò3íÆî©í
í5
hõ7ÿwó&ð � � �Pø�
hðùí¨öSÿ�ö3ð�� ÿhî£ÿhø � ÿ � 
�	èí �7� ÿ � ö3ÿ�¾�¬ � ø3ôÆõO÷�í�S;øH� � ð�
@í � í�
hðù÷�í�ö3õ}SÀíÆò Â�ø3õNû(í � ®�íÆø$ô � ÿ
øSõ�û � ðùöSÿ � ÃÜ�nõ�÷�õ&ö3ÿ�	ùõ�ö3ÿnú3ð�±:ÿPîãø$í�]hôÆõ�ö3ÿN�&ú$íÆîãí`ÿ � í�	 � Â0À�Ç�Í�Ö�Ã ��Ä ÿ � � ÿJ÷�õ7ö3ÿ�	ùõ�í�
hî£ÿhö3ð � í#® � ÿný?þ3ÿ
í¨ðùî£î©íÆö3ðùí�]@ô(õ¨ö3í � ÿ�
hþ3øSö?²Æîãðùí8ö3þ3îãíÆø � ÿ�þ3÷<í¨ÿhî£þ3òÝ]hôÆõ8öSÿ<ø3õNû(íe	¸ÿPû(íOÿ ��� íOÿ � � îãÿ�	èí8í¨þ3÷ ÿ � � íÆö3õ
öSÿ<í�	 � í � îãíÆø � � ÿhî��Pø�
hðùí¨öSÿ�÷�í � �PîãðùíÕÂ�Þ�õNûÆÿ � �(ñ ì�îãðùí�	ùøSð Ë Ì �&ú$íÆîãíÓÀ�Ç�Í�Í�Ã � T�ò ��� õ¨îãÿ � � îãðùíÆ÷�ÿPø � õ
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WÝ¶ZY1É×È"ÉZÈ�ÓVØ�þ�ý"ä7öàá�â�ã7ä�õ@ä7æêä÷ù5å�Þ½üQäzÚVäÕä7Þ½ßVÛàÝèç�ökÚ�ç÷Ýèç
��ç÷ÚVå�Ý½Þèç�ë�Ü%é)å�Þ1��ë�õ�ÛûçCÚVå�æ#ç7ÜèÜèç Ṁ ��æ#ç7ÜúÜèç÷Ú�çCÜúå
	
õ�áVë�Ú�ó�Þ½Ûûç M2

å�Þèç�ÛQäìÚ�çÕÜúå@õ�áVë�Ú�ó�Þ½Ûûç R2
ù²ç�ÞèçCýñó�Þ½ÛQäñÜ�æîäzÚVå�öQäñÜ/ÚVå�@e%,Ü.Üèä7ßrÛàë}®�á���ë�õ�Ûûç�ÚVå

é·Þúå�ç�æîå�ë�ÝúäÕæ#ç�òñë���Ý½ÛQõ@äìå�Þèç7Ú�Ûûç7â�ã7äÕòñÞèç�ý�ÛàÝèç7õ�ÛQä7ë²ç�öBïv¯3°�±³²\´)µ
¶A·/¸îþ�ý"ä7öàá�â�ã7äìÚVå�áVæ Ü½ÛQÜ½Ýúå�æ#ç
ÚVå�æ#ç7ÜúÜèç7Ü ÛàëVÛQõ�Ûûç�ÛQÜ M1 = 1.1M�

å M2 = 0.9M�
ïr¹£ºhµ�´)º¥»�·/¸îþ�ý"ä7öàá�â�ã7ä~ÚVåîÜ½ÛQÜ½Ýúå�æ#ç7Ü ÚVå

æ#ç7ÜúÜèç7Ü.ÛàëVÛQõ�Ûûç�ÛQÜ M1;M2 = 0.4; 0.2 ÿ·öàÛàëVø²ç~õúø�å�Ûûç��
��|�ïL:��}¼L|�ïL:�� ÿ·öàÛàëVø²çìùÒä7ë`Ý½Ûàöàø²ç7Ú�ç��
�$|�ïL­}¼L|�ïL:
ÿ·öàÛàëVø²ç/Ý½Þèç7õ@å��½ç7Ú�ç��
��|�ï½�V¼�|�ïL­��Cÿ·öàÛàëVø²ç/Ý½Þèç7õ@å��úç7Ú�ç}�VÝ½Þèç7â@ä�öQä7ëVò"ä��0ïNþH�zÝ½Þèç�üQÚVä�ÚVåBw^ä�xÀå�öàö��1ð å�öQÜèä7ë
7¾� ç�ùVù²ç�ùÒä7Þ½Ý.ÿ{z�|�|}�O�0ï



Ä S�Å5ÆBR 47Ç ;}È"ÉËÊ�U)µ�¶QPÍÌ`;�Îk¶-Ï Ç ¶<;@Y :Í8�ÐÒÑ S ÓñÓ

Â ÿh÷ ∼ 100
íÆø3õ � Ãwñfí � ÿ�
hþ3ø3ö�²Æîãðùí¨î£ÿ�	èí�ó3í � ÿPîã÷�ð�
híÆ÷�ÿPø � ÿ�ÿ � ÿ�ö3ÿ � 
hõ�	ùí¨öSõ � ÿhþÓ	ùõ�± õ\ö3ÿ � õ'
­ú3ÿÆñ

ÿPø � î©í(ø3ö3õ<ø?þ3÷ ÿ � � íÆö3õ<öSÿ
Ṁ2

÷�þ3ð � õ�±$íÆð5ó&õ�õ;þ¨ø?þ�	ùõ�ý?þ3ÿFö3þ3î©í�
hÿPø � ÿhø3í � õ;þ¨÷�ð�	ùú3íÆîãÿ � ö3ÿFíÆø3õ �
Â ú3ð�± ÿhî£ø$í�]hôÆõÆÃ ��� ÷�ÿ�
@íÆøSð � ÷�õFö3ÿ�� î£ÿ@íÆ÷�ÿhø � õF÷�í�S;ø�� � ð�
Põ�î£ÿhö3þH�

a
S;îãíÆö3þ$í�	ù÷�ÿhø � ÿ(ñ&í � �!õL
hõÆø � í � õ


Põ;÷ õ�	¸õ�±:õ`ö3ÿ � õ'
­ú3ÿ � T�ò ��� ð ��� õ3ñ3ÿ ��� ÿH÷�ÿ � ÷�õ�÷�ÿ�
híÆø3ð � ÷�õ�íÆþ3÷�ÿhø � í
Ṁ2

ñ�	¸ÿPû(íÆø3öSõ�õ � ð � � ÿP÷<í
ò ÿ�	¸õQÿ � � ²�S;ðùõ.ö3ÿ ø3õNû(í#®�í(ø$ôQí � � � õ;îãø$í(îA® � ÿ8þ3÷�í.øSõ�û � ðùöSÿ � R�ø � ô(õ3ñ�í�
hî£ÿhö3ð � í#® � ÿOý7þSÿ õÛ
hð�
�	¸õÓ�
� ÿ�
­ú$íÆö3õ

hõÆ÷�õ � ð � � ÿP÷<í�ø3õNû � ðùö3ÿHÿPûÆõ�	ùþSðùø3ö3õ�í � �Hþ3÷<í�øSõ�û(í �

� ÷�õ7ö3ÿ�	¸õ�ÿPûÆõ�	ùþ � ð¸ûÆõ�ò3íÆö3î©ô(õ�öSÿ�¾�¬ � � ÿh÷ � õ�� îãð¸ö3õ�÷�þ3ð � í � 
Pî�¨ � ð�
hí � íÆò ÿ � íÆî
ö$í�ðùø3ÿ�ó&ð � � �hø�
Pðèí
öSÿ�þ3÷ ÷�õ7ö3ÿ�	ùõ8ý?þ3ÿ<ò:õ7ö3ÿhî£ðèí � þ�± � � ð � þ�¨¯®F	ùõ � T���í�	ùú$í5
hÿPø � î©í�	�ö3õª÷�õ&öSÿ�	ùõ¨îãÿ � ð¸ö3ÿ<ø$íªí�
hÿhð � í�]hôÆõ
ö3íQö3ðù÷�ðùø?þ3ð�]@ôÆõ � ð�S;øSð�°?
hí � ð�ûÆíªö$íQí � ð�û&ð¸ö$íÆö3ÿ\÷�í�S;ø�� � ð�
@í ö$í � ÿ�
hþSø3ö?²Æî£ðèíQý?þ$íÆøSö3õ,ÿ�	ùí � ÿ � õÆîãø$í
� õ � í�	ù÷�ÿhø � ÿ�
hõ;øÀû;ÿ�
 � ð¸û(íSñ3õ�ý?þ3ÿHí � þ$í�	¸÷�ÿPø � ÿÆñ:
hõ;÷�õ � ÿPîZ²`û7ð � � õ�ø3õ
¬bí(ò�¨ � þ�	ùõ1¿SñSò$íÆî£ÿ�
Pÿ � ÿhî���í�	 � õ �
� ÿ � � þ3öSõ�õ�± � ÿPî£û(í�
Pðùõ;ø$í�	éö3ÿ��7÷�ð � ú Ì �0ú3ð�	�	¸õ;ø�Â0À�Ç�Ç�Í�ÃIø$ôÆõ1
Põ;ø�
�	ùþ3ð¸þ�ø$íÆö$í1
Põ;ø � îãí�ø3ÿh÷ í���í@û;õ;î
öSõ�÷�õ7ö3ÿ�	¸õ3ñ&ÿJû�²Æî£ðèí � í�	 � ÿPîãø$í � ð¸û(í � Â�Þ!õ�	�±-ñ�ÞHð¸ø�S Ì � ð ��� ÿPî�À�Ç�Ç�Í�Ã�ÿJîãÿPÿ � � îãþ � þ3î©í�]�×7ÿ � ö3õ¹÷�õ7ö3ÿ�	¸õ
Â6V_íÆø��@í&ñ � õ7ö3õ;ø/¿ Ì � õ � ø3ÿhî�È�Á�Á�Á�Ã � �h÷ � þ3î�S;ð¸ö3õ �

«�¬{À ­ ¯�®�¹
T�¯)Uú¼Ë®z¯²»³§Òº ¿$Z/T7´½¼�¯)_ lvn/®

¬�õÆ÷1±3ðùø3íÆø3ö3õ¹í � R�ý?þ$í�]�×&ÿ � À � À�Â � ÿhî7
hÿPðùî©í1	¸ÿhð:ö3ÿ�ÞHÿPò�	ùÿPîoÃ
ÿ\À � È�¿Sñ3ò:õ7ö3ÿ4® � ÿJÿ � � ðù÷�íÆîbí�ö3ÿPø � ð¸ö$íÆö3ÿ
÷
�höSðèí

ρ̄
ö$í�ÿ � � îãÿ�	ùí � ÿ�
Pþ3ø3ö?²(îãðèí¹ò õ;î

ρ̄

ρ�

=

(

M2

M�

)(

R2

R�

)−3

= 75.5 P−2
orb(h) ,

ÂAÀ � È�Ö�Ã
õÆø3ö3ÿ

Porb(h)
��õ¨ò ÿhî�¨¸õ&öSõ¨õÆî�±3ð � í�	 ÿ�ó&ò3îãÿ ��� õªÿP÷kú3õ;îãí ��� T ÿ�óSòSîãÿ �7� ôÆõ8ðùø3ö3ð�
@í�ý?þ3ÿÆñ�ö3ÿhø � î£õ8ö3õ

ð¸ø � ÿhî×û(í�	ùõ�ö3ÿ�ò ÿhî7¨ùõ7ö3õ0õ;î7±3ð � í�	?ö3ÿ¥¾�¬ � Â0À �	�
<

∼Porb
<

∼

Ç!ú3õ;î©í � ÃwñÆõ � � ðùò õ � ÿ � ò ÿ�
 � î©íÆð � ö$í � ÿ�
Pþ3ø3ö?²(îãðèí
öSÿPû;ÿ � ÿPînï´ñ?Þ õ;þe¦ ö$í��Sì Â©T 	�	ùÿhø�À�Ç Ù Ö�Ã�ø3õ � ÿhø � ð¸ö3õ�öSÿFò ÿhî7¨ùõ7ö3õ � õÆî�±3ð � íÆð � 
hî£ÿ � 
Pÿhø � ÿ ���

T�ò:ÿ � íÆî
ö$í�ÿPý?þ$í�]@ô(õ�í�
hðù÷�í�ð¸ø3ö3ð�
@íÆî
ý7þSÿ � ÿ�
Pþ3ø3ö?²(îãðèí � ÿh÷Ø¾�¬ � � �h÷ ö3ÿhø � ðùö3íÆö3ÿ �U� ðù÷�ð�	ùíÆîãÿ � í
ÿ � � îãÿ�	ùí � ö$í5�&ìfñ-õ�í(÷1±3ðùÿPø � ÿ�ÿ�ó � îãÿP÷�õ�ö3ÿ ��� í � ÿ � � îãÿ�	èí � ò õ7ö3ÿL��í��Pÿhî�
Põ;÷zý?þ3ÿ�ÿ�	èí � ø$ôÆõ�ÿ � � ÿFÅãíÆ÷
ø3í,�Sì Â��&÷�ð � ú Ì �0ú3ð�	�	¸õ;øyÀ�Ç�Ç�Í�Ã �+æF�7� õ�ò:õ;î£ý?þ3ÿ y

∗ ÿ � � ôÆõ � ð � þ$íÆö3í � í ∼ R�

ö3ÿHþ3÷�í1� õ;î � ÿ�� õ;ø � ÿHðùî£î©íÆöSðèíÆø � ÿ\Â��&ÿ�]@ôÆõ}À �>Ù Ãwü

∗ ÿ � � ôÆõ��¹í�	 � í�îãõ � í�]@ôÆõeÂ ∼ 100
Ë ÷ � −1 Ã�ü
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∗ ò:õ ��� þSÿh÷ � õ;î£÷<í�ö3ð � � õ;î�
Pðùö$í5Â ö3õ�	¸õ�± õ�ö3ÿ � õ'
­ú3ÿ�Ã�ü

∗ ò:ÿPîãö3ÿP÷�÷�í ��� í�í�þ3÷�í � íCóSí ∼ 10−10 − 10−8M�

í(ø3õ
−1 ü

∗ � ôÆõ � õ�±3îãÿwû7ð¸û;ÿPø � ÿ � ö3ÿHþ3÷<íL��í � ÿHðùø3ð�
hðùí�	:öSÿ�±Sðùø?²Æî£ðèí�ö3ÿ�
Põ;ø � í � õ{Â/Ï,í(îãø3ÿPî�À�Ç�Ç�Ò�Ã�ü3ÿ

∗ � ôÆõ¹ÿ�óSò õ � � í � í�ÿwó&ò�	ùõ � ×7ÿ � ö3ÿFø3õNûÆí � í\
híÆö$í ∼ 104 íÆø3õ ���

T ý7þSÿ � � ôÆõ � ÿ � ÿ�
hþ3ø3ö�²Æîãðùí � ö3ÿ¥¾�¬ � ò ÿhî � ÿhø�
Pÿh÷ ���SìªðùøSð�
hð¸õ;þ:® � ÿ�
hõ;÷ þ3÷�í�î£ÿ � ò:õ � � í0øSÿ�SÀí � ð¸û(í
øSõ � î©í�±$í�	ùúSõ0ö3ÿUR+
­ú3ÿwû(íÆîãî7¨èí\Â0À�Ç�Í � Ã � R � � í � õ;ð&îãÿ�� þ � íÆö$í�ò:õ;î � ð ��� ÿhîUÂ0À�Ç�Í � Ã_ÿbõ � îãÿ � þ�	 � íÆö3õ � ö3ÿ � � ÿ
u 	 � ð¸÷�õw� õ;îãíÆ÷³
Põ;øH°$î£÷<íÆöSõ � ò õ;îHû�²Æîãð¸õ � õ;þ � î£õ � � î©í�±$í�	ùúSõ � ÂMì�í ��� ÿPî � õ;ø À�Ç�Í�¿3ükÏQíÆîãø3ÿPî�À�Ç�Ç�Ò�±KÃ �
Ä þ3÷ � î©í�±$í�	ùú3õª÷�íÆð � î£ÿ�
Pÿhø � ÿ¨ÿ5
hõ;÷ þS÷<í�±$í � ÿ\ö$í´ö3íÆö3õ � ÷�íÆðùõ;îPñÜ�&÷�ð � ú Ì �0ú3ð�	�	ùõÆø ÂAÀ�Ç�Ç�Í�Ã

Põ;ø�
�	ùþ�¨¸î©íÆ÷ ý7þSÿ � ÿ�
hþ3øSö?²Æîãðùí � ÿh÷£¾�¬ ��� ôÆõFðùö��Pø � ð�
hí � íFÿ � � î£ÿ�	ùí � ö3íL�Sì,ÿP÷ � ð � � ÿP÷<í � ö3ÿ � 	¸ð�SÀíÆöSõ �
ÿP÷ � ÿPîã÷�õ � ö3ÿ � ð¸ò:õ¹ÿ � ò ÿ�
 � î©í�	Mñ3÷�í ��� í�ÿJîãíÆðùõ �

ª!÷<í\
hõÆø � ÿPý²�H�hø�
Pðèí�öSõ�÷�õ7ö3ÿ�	¸õ�ÿPû;õ�	ùþ � ð¸û;õ¹ö3ÿ�¾�¬ � 
hð � íÆö3í¹ò õ;îC�7÷�ð � ú Ì �0úSð�	�	¸õ;øÕÂ0À�Ç�Ç�Í�Ã�ñH�
õ���í � õ�öSõ�ö3ðèí�SÆî©íÆ÷�íF÷�í �7� í#®*î©íÆð¸õ�ö$í � ÿ�
Pþ3ø3ö?²(îãðèí � ÿhîbý?þ3ÿníÆò3îãÿ � ÿPø � íÆî
þ3÷�í`ö3ÿ � 
hõÆø � ðùø?þ3ð¸ö$íÆö3ÿnÿP÷
� õ;îãøSõ�ö3ÿ0÷�í �7� í

0.25M�

� ¬�õ;÷�õCÅ�²L
Pð � í(ö3õ3ñ&í�ÿ � � î£ÿ�	èí�ý7þSÿnÿ � � ²L� õ;îãí�ö3õ � ÿhþ�ÿhý?þ3ð�	�¨�±3îãð¸õ � �hî£÷�ð�
hõ
ÿL
hõ;ø � ÿhý��3ÿPø � ÿh÷�ÿhø � ÿ�ò õ ��� þ3ð�þ3÷qî©í(ðùõ<÷�íÆð¸õ;î�ÿh÷

Porb ∼ 3
úéñéö3ÿwû;ÿ�îãÿhíÆò$íÆî£ÿ�
Pÿhî � ÿPîã÷�ð�
híÆ÷�ÿPø � ÿ

î£ÿ�	ùíCóSíÆö$í.øSõÛ	ùð¸÷�ð � ÿ�ðùø:� ÿhîãð¸õ;î¹ö3õÑS;íÆòéÂ
Porb ∼ 2

úKÃ � �&ÿ8í �,� ÿ�
Pþ3ø3ö?²Æî£ðèí � í � îãíNûÆÿ �7� íÆ÷ õÛSÀíÆò
� ÿh÷ þ3÷�íFò ÿhî£ö$í � ð�S;øSð�°?
hí � ð�ûÆínöSÿ0÷�í ��� íSñ7í�ö3ÿ � 
hõÆø � ðùø?þ3ð¸ö$íÆö3ÿ!ÿh÷ î©í(ðùõHø3õ`öSðèí�S;îãíÆ÷�ín÷<í �7� í#®*î©íÆð¸õ
í � î©í@û�� � ö$í�RIý?þ$í�]@ôÆõ}À � È�Ö�ö3ÿPûÆÿ � ÿPî

R2(2h)

R2(3h)
=

(

Porb(2h)

Porb(3h)

) 2
3

= 0.763 ,
ÂAÀ � È Ù Ã

õÆþ � ÿ0Åãí&ñ�þS÷<í î£ÿhö3þ�]hôÆõªö3ÿ}È�Ò Ú ø3õªîãíÆðùõ � �0ÿPû7ðùöSõ.íy±3íÆð�óSí íÆ÷�õ � � î©í�S;ÿh÷ ø$í îãÿ�S;ðèô(õ ò3î � ó&ðù÷�í
í

M2 ∼ 0.25M�

Â �7� ÿ�óSð � � ÿ�þ3÷ õ�±'Å£ÿ � õ ø3ÿ � � ÿ\ò õ;ø � õ3ñ�Tnï \!ÿhîoÃ�ñ¥�&÷�ð � ú Ì �0ú3ð�	�	ùõ;ø ÂAÀ�Ç�Ç�Í�Ã
ø3ôÆõ¹õ�± � ð�û;ÿPî©íÆ÷��wó&ð � õ�ÿP÷ û;ÿPîãð�°?
@íÆî�ÿ � � í�î£ÿhö3þ�]hôÆõ�ÿFø3ôÆõ�
hõ;ø � ÿ�S;þSðùî©í(÷ 
hõÆ÷�ò3î£õNûÆí(î
õ;þ\îãÿ�� þ � íÆî
õ
÷�õ7ö3ÿ�	¸õ�ö3ÿN� îãÿ@í(÷�ÿPø � õ¹÷<í�SÆø�� � ð�
hõ�õ�± � ÿPî£û(í�
hð¸õ;ø$í�	¸÷�ÿPø � ÿ �
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��ð � 
Põ � öSÿní�
Pî�� � 
hð¸÷�õ�ÿh÷ß¾�¬ � 
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��høH
hðèí

í � �
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±$íÆð�óSí
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í(ò3îãÿ � ÿhø � íÆ÷ öSð � 
Põ � ÿh÷ 
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Ṁ
� T � � ÿP÷�ò ÿhîãí � þ3îãí �

ò õ7ö3ÿh÷ û(íÆî£ðèíÆî�ö3ÿ�Ò�Á+Á�Á�ÁNÞuø$í � ò$íÆî � ÿ � ð¸ø � ÿhî£ø$í � Â�ò3î � óSð¸÷<íN�HíÆø3ô�±Sî©íÆø�
hí�Ã ÿh÷ í�	�S;þ3ø �+� ð � � ÿP÷<í � ñ
í � �{Ò&ñ>Á�Á�ÁÓÞzø$í � ò3îãõ@ó&ðù÷�ðùö$í(ö3ÿ � ö$íÕ±:õÆîãö$í´ÿwó � ÿPîãø$í´ö3ÿOõÆþ � î£õ � õ�±'Å£ÿ � õ ��� Ä ÿ � � í � ÿ�]@ô(õ � ÿPî©ôÆõ
öSÿ � ÿPøÀû;õ�	�û&ð¸ö3õ � õ � ò3îãð¸ø�
�¨¸ò3ðùõ � ±?² � ð�
hõ � ö$í��©¨ � ð�
@í�ö3ÿHö3ð � 
hõ � öSÿ�í�
hî�� � 
Pðù÷�õ �

T î£ÿ�� ÿhî7�hø�
Pðèín÷�íÆð � 
hõÆ÷�ò�	¸ÿ � í0ò$íÆîãíJí �©¨ � ð�
@í!ö3õFí�
hî7� � 
Pðù÷�õ��bõN	¸ð¸û7îãõnöSÿU«$î©íÆø Ë ñÆÞJðùøHS Ì � íÆð¸ø3ÿ
Â0À�Ç�Ç�È�Ã � ¬�õ;ø � ðùö3ÿPîãÿ`þS÷qöSð � 
Põ<ö3ÿ�í�
hî7� � 
Pðù÷�õ�÷`þ3ð � õ�°$ø3õ�ö3ÿ � 
hî£ð � õ<ÿh÷ 
hõ7õ;îãöSÿhø$íÆö3í � 
Pð�	�¨¸ø3ö3î£ð�
@í �
(r, θ, z)

øSõ ò�	èí(ø3õ
z = 0

�e� öSð � 
Põ8ÿ � � ²Oò3î � ó&ðù÷�õ8õ � þH°?
PðùÿPø � ÿ�ö$í¨ò3îãð¸÷,²Æî£ðèí�ö3ÿ�÷�õ7ö3õ¨ý7þSÿ�í
ð¸ø5c$þ��Pø�
hðùíLS;îãíNû7ð � í�
Pðùõ;ø$í�	$ö$í � ÿ�
hþ3øSö?²Æîãðùí`ò õ&ö3ÿ � ÿPîbö3ÿ � ò3îãÿ��@íÆö3í¹ÿ0í`ò ÿhý?þ3ÿhø3í¹ÿ � � îãþ � þ3î©í�ûÆÿhî � ð�
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öSõFöSð � 
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ÿPý?þ3ð�	�¨�±3î£ðùõnú3ð¸ö3îãõ � � ² � ð�
Põ � ¬�õ;ø � ð¸ö3ÿhîãí#® � ÿ � íÆ÷1±%�h÷¨ñ;ý?þ3ÿ
í�ò3îãð¸÷,²(îãðèí�ø3ôÆõ�ò õ �7� þ3ði
@íÆ÷�ò õ � ÷�í�S;øH� � ð�
hõ � ð¸ø � ÿhø � õ � Â

B <

∼105 ¦�Ãbö3ÿ�� õ;îã÷�í�ý?þ3ÿ`ø$ô(õ<ÿwó&ÿPî�
hÿ
ð¸ø5c$þ��Pø�
hðùí � õ�±3î£ÿ<õ{S�² ��� T ��� þ3÷�ÿ4® � ÿ<ý?þ3ÿ<ÿ ��� ÿ§S�² � ò:õ ��� þSð�ûÆÿ�	ùõ'
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Ω
ÿP÷ � õÆîãø3õ¹ö$í¹ò3îãð¸÷,²(îãðèí&ñ
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ì�õ;î � íÆø � õ�í�ûÆÿ�	¸õ:
Pðùö$íÆöSÿ � íÆø�SÆÿhø�
Pðèí�	!�Jö3íÆö$í�ò:õÆî
vθ = rΩ

� �0ÿ�°3ø3ÿ)® � ÿ
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hõ;÷�õ¹í�û;ÿ�	ùõ'
hðùö3íÆö3ÿ
øSõ � ÿPø � ðùö3õ8î©íÆö3ðùí�	�ÿ

Σ = 2
∫∞
0 ρdz

��íOöSÿhø � ðùö$íÆöSÿ � þ3ò ÿhîA°?
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r + dr
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∂Σ
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=

1

r

∂

∂r
(rΣvr) ,

Â0À � È�Ç�Ã
ÿFí\
hõÆø � ÿPî£û(í�]@ô(õ�ö3ÿF÷�õ;÷�ÿPø � õ¹íÆø�SÆþ�	èíÆî�ò:õ7ö3ÿ � ÿPî�ÿ�ó&ò3îãÿ ��� í�ò:õÆî
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∂r

(

νΣr
1
2

)

]

.
Â0À �	� ÀcÃ

T�ÿhý?þ$í�]hôÆõ�í�
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öSð � 
Põ � öSÿ<í�
Pî�� � 
hð¸÷�õ{ÞJÿhò�	¸ÿhîãðùíÆø3õ ��� ª�÷ 
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ν =
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hõ;øSö3ð�]�×&ÿ � ö$í � *�3
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Ṁ
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ò õ;î�Â6«LîãíÆø Ë ñKÞJðùø�S Ì � í(ðùø3ÿ\À�Ç�Ç�È�Ã
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r
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)2 Â0À �	� ¿ÆÃ

=
3GM1Ṁ
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ÿ
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ÿPø � ôÆõ

L =
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Â0À �	��Ù Ã
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õÆø3ö3ÿ
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ñ ð � � õ��Æñ
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PÿHÿh÷�ð � ÿN
Põ;÷�õ�þ3÷ 
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ñ3ò õ7ö3ÿ)® � ÿHÿ � 
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σ
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Põ;ø � � íÆø � ÿHö3ÿ�� � ÿ���íÆø'®0��õ�	 � �P÷<íÆøSø �
T ÿwó&ò3î£ÿ �7��� ô(õ�í�
hð¸÷<í�ò õ7ö3ÿ � ÿPî � ðù÷�ò�	ùð�°?
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Pðèí�	�	¸ÿPû(í\í¨þ3÷�íÆþ3÷�ÿhø � õ¨õ;þ´ö3ÿ�
Pî�� � 
hð¸÷�õ¨ø$í � ÿh÷�ò ÿhî©í � þ3îãíSñ
��í��hÿhøSö3õ�
Põ;÷�ý?þ3ÿHõ�íÆø3ÿ�	dî£ÿ � õ;îãø3ÿ���
hõÆø3ö3ð�]hôÆõ¹ö3ÿHÿhý?þ3ð�	�¨�±Sîãðùõ �

T ðùöH�hðèí§±�² � ð�
@í\ö3õO÷�õ7ö3ÿ�	¸õ�ö3ÿ æ �`ñdò3îãð¸÷�ÿPðùîãíÆ÷�ÿPø � ÿ�ò3î£õ;ò õ � � õ¨ò õ;î#\�õ � ú3ðsÂ0À�Ç Ù Ç�Ã�ñq
hõ;ø � ð � � ÿ
ÿP÷ 
Põ;ø � ðùö3ÿPî©íÆî�þ3÷<í´� õ;îã÷�í.ò õ ��� ¨¸ûÆÿ�	0ö3íÓ� þ3ø�]hôÆõ

T (Σ)
ÿh÷ þ3÷ î©íÆð¸õ

r
ò$íÆî � ð�
Pþ�	èíÆî¹ö3õRöSð � 
Põ �

¬�õÆø � ð¸ö3ÿhî£ÿ
ý7þSÿ
T (Σ)

íÆò3î£ÿ � ÿPø � íHí�� õ;îã÷�í0ö$íN«�ð�S;þ3îãíLÀ � À�¿
Â6
­ú$í(÷<íÆö3ínö3ÿ � 9:24�#*�@Q� Ãwñ�
hõ;÷ � õ�	¸þ�]@ôÆõ
öSÿ�ÿhý?þ3ð�	�¨�±Sîãðùõ¨ò$íÆîãí8þ3÷�í � íCóSí ö3ÿ � îãíÆø � � ÿhî��Pø�
hðùí8ö3ÿ�÷�í �7� í

Ṁ0


Põ;ø � îãõ�	èíÆö$í¨ÿwó � ÿPîãø$í(÷�ÿPø � ÿ´ÂMí
� î©íÆø � � ÿhî7�hø�
PðèíHö3ÿ!÷<í �7� íHö$í � ÿ�
Pþ3ø3ö?²(îãðèí

Ṁ2

ñ?ò:õÆî�ÿ�ó&ÿh÷�ò�	ùõÆÃ�ÿP÷
T0

ÿ
Σ0
� �&ÿ�ÿ ��� íL
hõÆøH°?S;þ3îãí�]@ô(õ3ñ


Põ;÷�õ¹û7ð � � õ¹ø3õ¹ò�	ùíÆø3õ
Σ − T

ö3í\°�S;þ3î©í&ñLíÆò3îãÿ � ÿPø � í � þ$í � õ�	¸þ�]@ôÆõ¹ø?þ3÷�îãíÆ÷�õ�ðùø � � ²@û;ÿ�	ÜÂ�ð � ÿ � 
Põ;÷
∂T (r)
∂Σ

< 0
Ã�ñ3õ�íÆø3ÿ�	éø7þSø�
@í�í�	�
híÆø�]@í(îZ² � þ3í

Põ;øH°?S;þSî©í�]hôÆõ�öSÿFÿPý?þ3ð�	�¨�±3î£ðùõ �

WÝ¶ZY1É×È"ÉZÈ�Ö�Ø � öûç�ë�ä Σ−T ä7ë�ÚVå ä�õ@ä7æ�ù5ä7Þ½Ýèç�æîå�ë�Ýúä/õ�üQõ�öàÛQõ@ä/äzõ@ä7Þ½Þúå��zç�Üèä7öàá�â�ã7ä.å@Ü½Ýèç7õ�ÛQä7ë²ó�Þ½Ûûç}ÿ T0,Σ0
�tå@Ü½Ýèó

ë²ç/Þúå�òñÛûã7äîÚ�ç�õ�áVÞ½ýñç�õ@ä7æ ∂T (r)
∂Σ < 0 ïNþH�zÝ½Þèç�üQÚVäîÚVå"JVÞèç�ëMÕY�ÖÆ ÛàëVò¬7¾� ç�Ûàë�å#ÿ�������z��0ï

�&ÿ(ñ
ò õ;î�ÿwó&ÿh÷�ò�	ùõSñ�õ í(ø3ÿ�	 � ÿ�ÿhøH
hõ;ø � îãí´ð¸ø3ð�
Pðèí�	¸÷�ÿPø � ÿ¹ø$í ò$íÆî � ÿ�ð¸øH� ÿhî£ðùõ;îFö$íy
hþSî£û(íèÂ � î£ÿ�
­ú3õ
TC®A¬UÃ�ñ_í}±$í(ð�óSí � ÿh÷�ò ÿhî©í � þ3îãíw��í(îZ²w
hõ;÷Vý7þSÿ�õ¨íÆø3ÿ�	 û�²¨ø3õ � ÿPø � ðùöSõOö3ÿ

Σ

hîãÿ � 
Pÿhø � ÿ(ñ � ÿPø � íÆø3ö3õ

í(þ3÷�ÿPø � íÆî
Ṁ

í � ��í�	�
@íÆø�]híÆî
Ṁ0

�}Ä ÿ �7� ÿ � îãÿ�
­ú3õ3ñ�õ í(ø3ÿ�	Ü�<ð¸ø�
@íÆò3í���öSÿ � îãíÆø � � ÿhîãð¸î�÷�í �7� íOò3íÆî©í
þS÷ íÆøSÿ�	-÷�íÆð � ðùø � ÿhîãøSõ�ø$í�÷�ÿ � ÷�í � í�ó3í�ý7þSÿHí�îãÿ�
Pÿ�± ÿÆñ#Å�²�ý?þ3ÿ

Ṁ < Ṁ0
�+æF��� õ�
Põ;ø � ðùø?þ$í�í � �nÿ�	ùÿ

í�	�
@í(ø�]@íÆî
Σ1

ñ3í`ò3íÆî � ðùî�ö3í�¨-í u ø3ð�
híL
hõ;ø:°?S;þ3îãí�]@ôÆõ�ÿ � � ²NûÆÿ�	q�nõ`ÿ � � íÆö3õ��`üSý7þ3í�	ùý?þ3ÿPîbò:ÿPî � þ3î�±$í�]@ôÆõ
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ÿP÷ ¬ ��íÆî�²`õ�íÆø3ÿ�	éò$í ��� í(îbò$íÆîãí�ÿ ��� ÿJÿ � � íÆö3õ � T 	ùðMñ&øSõ�ÿhø � íÆø � õ3ñSõ�û(í�	¸õ;î
öSÿ
Ṁ
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Ṁ0
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Ã �yÄ õNû(íÆ÷�ÿhø � ÿ(ñ
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ÿ
Σ
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õ�û(í�	¸õ;îbÿ�� ÿ � ð�û;õ�ö3õ¹ò$íÆî � ÷�ÿ � îãõ

α
Â6RIý � À � ¿ÆÈ�ÃNÂ6V_í � õ � í
È�Á�ÁHÀcÃ �

�&ÿ
Ṁ0

�8÷�ÿhøSõ;î�öSõQý?þ3ÿªí � íCóSí.öSÿ � îãíÆø � � ÿhî��Pø�
hðùí,í �7� õ'
hðèí(ö$íÑ� � ÿh÷�ò ÿhî©í � þ3îãí
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ÿh÷ ¬0ñ

ṀC
ñ7ÿhø � ôÆõ�õ�íÆøSÿ�	 ÿhø�
Põ;ø � î©í�õ�ÿhý?þ3ð�	�¨�±SîãðùõHø3õ`î©íÆ÷�õ`ð¸øH� ÿhî£ðùõ;î�Ts®0¬�ö$íL
Pþ3î£û(í#®0� � �7ðù÷�ð�	èí(îã÷�ÿhø � ÿ(ñ � ÿ

Ṁ0 > ṀE

õ�íÆø3ÿ�	dÿhø�
Põ;ø � î©í�õ�ÿPý?þ3ð�	�¨�±3î£ðùõ�ø3õ�î©í(÷�õ � þ3ò:ÿPîãð¸õ;î�ö$í

Pþ3î£û(í#®0� � T ò$íÆî � ðùî
öSõ�û(í�	¸õ;îbö3ÿ

Σ2

Â�¬bíÆøSø3ð����hõ3ñK�7ú$í�� � ÿPî Ì Ï ú3ÿPÿ�	ùÿPî�À�Ç�Í�Í�Ã�ñ3ò õ&ö3ÿ4® � ÿJõ�± � ÿPî�õ¹û(í�	¸õ;îbö3ÿ
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(

R

RL1

)−0.105 (
M1

0.75M�

)−0.15 Â0À � ¿ � Ã
í�±$íÆð�ó&õ�ö3õ<ý?þ$í�	 ñLò:ÿ�	ùõ�÷�õ7ö3ÿ�	ùõ¹ö3ÿ æ ��ñ öSÿPû;ÿ`ÿ � � íÆîs
hõ;ø � � íÆø � ÿh÷�ÿhø � ÿ�õ�ö3ð � 
hõ�ö3ÿ`øSõ�û(í � ®�íÆø3ô � ÿP÷
ý?þ3ð¸ÿ � 
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ñ�õÆþQÿhý?þ3ð�û(í�	ùÿPø � ÿh÷�ÿhø � ÿ�ö3ÿ
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ṀE
� �&ð � � ÿh÷�í`ö$í1
�	èí �7� ÿ#aÕ¬bíÆ÷ ÿ � � íÆî£ðèíÆ÷ ø$í �

û7ð��hðùøSú$íÆø�]hí � öSÿ ��� ÿ<û(í�	ùõÆîhñ_õ;ø3ö3ÿ�ò:ÿPý?þ3ÿhø$í � û(íÆîãðùí�]�×7ÿ � ø$í � íCóSíOöSÿ � î©íÆø � � ÿhî7�hø�
PðèíOöSÿ<÷�í ��� íOö$í
� ÿ�
Pþ3ø3ö?²Æî£ðèí\ö3ÿPûÆÿh÷³��í��PÿhîN
Põ;÷�ý?þ3ÿ¹õ � ð � � ÿP÷<í�ÿhø � îãÿ¹ÿ � íÆðùí�ö$íw�hõ;ø$í\ö3ÿ¹ðùø � � í�±3ð�	¸ðùö$íÆöSÿÆñéö3íÆø3ö3õ
õÆîãð�SÆÿh÷kíÆõ � ÿPò3ð �7� ö3ð¸õ � ö3ÿ G .Q*�"%$ G .6(/;/; G �wÄ õ�û � ðùöSÿ � ÷<íÆø � �h÷\® � ÿ�
Põ;÷ � íCóSí � ö3ÿ � îãíÆø � � ÿPî��Pø�
hðùíOö3ÿ
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÷�í �7� íHí�±$íÆð5ó&õJö3ÿ
ṀE
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Põ;îãîãíÆ÷
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·]¸�¹ Ã*Â/Ã ÑLsAìa}Y|�~�v ý yG���`~�|_~�� ¦ {�~ ¢a� � �/� �L�,v�wYub{�~ � z ü w � u7{�~^���#yb~�vx��¿Ú��ÅGu £ ~�� ���,� � � þ |x�1ÅGu � wY{ ��� yG{�u,|
|�uG}�v�~7u,|a{YyG{�u,| £ yG|a{Yy �1yG|a~��íé/�Y~gÆ�uGv1y �êÆ�~ � �1yG|9yG|QuG}Y|�~�v ý yG���L~�|*�Ãìïî�w ��� u2¿ÚuGw/��uK{�u2{ � y �,�
{�~ � ��z�ÊYu<{�~ ���,� � v�~-Æ�~�v�~ ¨ |�~Oyð���#yðî�w ��� y � �#y ��~��½~�� ¦ ¿Xy v1y � y z � }�v1yG��ÅGu±wXyGéL�Y~�z�yñ{Yy �1yo�
ò uG��uÑy ��� �#y £Y� uG�2u � wY{ ��� yG{�u £ Æ�u �d� uGz�u � yG{YyJ���#y2~�|x�xv�~�z�y�{�~ � uG��¿Xy v1yG��ÅGu#{�u � y ��¿iu��
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¿iuGwL��u,|Q~��êéL�Y~gu�uG} � ~���u#~�w � uGw/�xv1y ý y ¨ |�~ö~���~ � z � ¿Y|�~,�
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·]¸�¹ Ã*Â/ÃH÷Ls � � y �,v1y �#y
log τd × log P

uGwY{�~2Ëöv�~�¿�v�~�|�~�wL�1yG{Yyðy � uGvxv�~�z�yG��ÅGuÄ{�~ © y vxwY~�v ÿ ���,�  �� ~��øz � w�ÊXy
�xv1y � ~ � yG{Yyo��ùj~�v � ~�}Ú~ ¨ |�~ây­¿Úu,| � ��ÅGuú{�~ ¢9� � �/� �L�,v � ��wL�1y �2~�w/��~ � uG�ûuG���xv�u,|Ä| � |x��~��#yG|Ä{�u
|x��}�� � ¿iuK� �ü�9ý yo�
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·]¸�¹ Ã*Â/Ã�þ�sAìa}Y|�~�v ý yG���`~�|A~�� ¤ {�~ ¢9� � �/� �L�,vA~��ÿ~�vx��¿i��ÅGugwYuby wYug{�~ �,�,� � £/� uG��¿Xy v1y wY{�u ¨ yG| � uG�ÿ{YyG{�u,|
{�uñuG} � ~���uñ~�� é/� � ~�| � Ç�w ��� yð{�~ �,�,�,� � þ |x�1ÅGu � wY{ ��� yG{�u,|J|�uG}�v�~#u,|ö{YyG{�u,| £ yG|ö{Yy �1yG|&~�� éL�Y~
Æ�uGv1y �øÆ�~ � �1yG|&yG|7uG}Y|�~�v ý yG���`~�|�� ò uG��uðy ��� �#y £]� uG�2u � wY{ ��� yG{�u £ Æ�u �A� uGz�u � yG{Yyô���#yO~�|x�xv�~�z�yO{�~
� uG��¿Xy v1yG��ÅGuÑ{�u � y ��¿Úu��
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·]¸�¹ Ã�Ñ�Ã�r�s � ��v ý y#{�~�z�� È {�~����ê~ � z � ¿Y|�~&{�~ ¢g�,�,  � ìa¿�ÊðuGwY{�~b~�|x�1ÅGu � wY{ ��� yG{YyG|9yG|UÆ�yG|�~�|^{�~ � uGw/�1y ��u#{Yy
y wXÅJ}�v1y w � y ÿ φw1−4

� ~g{�u�}�v � �,ÊL�Q|x¿ÚuG� ÿ φb1−4
� �
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1�����R��.����J$�����.�	����JEG�&�p���J����ë,��-u���1�
Ù�6�����
~�Q������]�4CU%V94ñdQN

Rwd

R�

= 0.0112





(

M1

MCh

)− 2
3

−
(

M1

MCh

)

2
3





1
2 ]`¯�> V/d

\A���p�z	��%-¤$���.1��(����v�1���7���b�1��(�)*���¤¯�>�ïv�R¯�> V�Ne��$���m�-Sw­���S��-R�z�&���p��(����
M1 = M1(q)

s�Xz�b���
����.�	�����.1��(����

i
N��������

∆φ
NÛ����-+$nm�-Úm¤EG��.�(��������

q
>7Z0�������u�����p��(�����
n�9���+�����0�%$������1����
����&�����

���uEG��.�(��������+-R��������N��b�1��.����v������-�� w¿��-�
���� �������"���u'%�����9	����1�����¤�������p���e�1��
�����-RX��&�p�
K1

]���-
ab-u���!dDm"	��%.�=���	������r]�ë,����������	!=z��5%5�4CdQN

f(m) ≡ M3
2 sin3 i

(M1 + M2)2
= 1.0361 × 10−7 K3

1 Porb(h) M�

]`¯�>�ð%d

��.����
M2

m7�S-R�������S���S���&�����������&��	���.��1X��&�p��>�MF����������.xs���.������
���b�1��(����u��	���-u��N*�%$���m�-
w¿�&�

M1

M�

= 4.3171 × 10−9 K3
1 Porb(h)

(1 + q)2

(q sin i)3

]`¯�> ª/d

Zj
n�%./�������Qq1.������7
n�����I��./�����&����	�(����¤�1�����*����(����¤¯�>�ï"-R������¯�>�V"	��%-��7���b�1��(����7¯�>�ªI
n����-������
����������-���.1���B�%�B'������%�&���:���

q
N
i
N
M1

�
M2

>:ZÜ�����������
������	��+
~�*���,�����c���&����-R�����7
~���p�7�ÊP9
������������
���¤6*����ax��.���.�NÖLc���������&��Ùo\@�x���������&�%. ]y4CU%ª�4ñdÊN

Rd

a
= πf∆φE sin i −

[

(

R2

a

)2

− cos2 i

]
1
2 ]`¯�> U/d

��.����
f

m���- E��x���%�7����'%�����9	�����������-�m������ ]
f < 1

dJs�X��b���z�r'%�����9	����1������������.��&'����&�����J.1���¶m
	��%.����!��./���u��������.b���u�t��	�����
��&��Ne� R2

a

mu�t��������Ne��- ��.����������������
a

N@���R��-u�z����EG�����t���u-����&-R�
'��%����-R�"�1�
�&��	���.��1X��&�p�t]`��8%8%��������.±4�U%ª%¯/d
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R2

a
=

0.49 q
2
3

0.6 q
2
3 + ln(1 + q

1
3 )

0 < q < ∞ ]`¯�> 4C5/d

����	����&�����¤2#3�4�3/5u698%��N~���Q'*������Øu�������R��.�	�����.1��(����S���������&����-R�R�¤����$1���«P��R'������%�F���Q�����&-R�«w
.�������
1�����

∆φE
N~���%-��%�9w­���+��'������%�#���

f = 1
]`Lc��
������&�����������`>�4�U%ª%U/dF�*������-R
�����	�����-¦���������

-���.��%���������R�b���¤���b���������F	��������������,
n��������
�����P9��-R��(��������&EGm�����	������R���b�1��(�����¯�> U
�7����
��&�%
��&�p�
����������-���.1��(����S���

∆φE

>

��� � ')(�*1×1��*y� �A���,+J���.-iÙ^�����x�������*�/�"�Q�����v�e� ÏÑÐg�iÐ»ÓÕÔjÖ��

\e�����S�
���Q�����&-R��.1��(����
���%�J���������J.��%�F
1����¡�-R�Q���&�%�D	�����	����p��������N9EG��������������;������7��-O
����*	�������-���./���
����}t�%./���RHD���&����N���.����
�%�0'������%�����"���
��./�������1�±]�?e��$n������¯�>�4Cd�EG�%����-´'������������%�,������	���������	��%-
��-u�³���������&��$�����(����üÍI�����&���p��.1� 	��%- �����&'*��� 
1��������� ��8%�1���IØ��t�&�1���z�����&
~��	�����'����r��.�	����&����;����t�
�&��$����������������%�F.1���J���b�1��(�)*�����������!�������J.1�
����(����R��./������������>

Z0��
1����¡�-R�Q������������$�� �!������NÛs&��./�!��-���./���t	��%- ���1���R��.�	����&����;����R�
1 − σ

Nc���&�!��� �����&�������%�
.1�
?e��$n����� ¯�>��9>¨�������!� �!��$~���p��N

K1

�
K2

����� �%�u'����������������&
~���������%���1���u����-�� w¿��-�
���� ���������
�1���
'������9	����1�������I�������p�����0�1��
�����-uX����p�R�
����	���.��1X����p�9Ne�&����
n��	Q��� '���-R��.b����Ng������	��%�����v	��%-T�z-R�*�������
EG�����%-�m�������	��
�����&��./'%����'*������>

q º%Å/Ã�Ñ�Ã Â�s_ù»y v Â �2~��xv�u,|auGvx} � �1y � |Qv�~ � y z � ��z�yG{�u,|a{�~ ¢a� � �/� �L�,v

q 0.125 ± 0.015 i 80.2◦ ± 0.5◦

M1

M�
0.73 ± 0.08 R1

R�
0.0108 ± 0.0008

M2

M�
0.092 ± 0.016 R2

R�
0.136 ± 0.008

Rd

a
0.230 ± 0.008 a

R�
0.61 ± 0.05

K1
]�ab-u���!d

55 ± 7 K2
]�ab-u���!d

442 ± 15

ZÝ���p��8�����-R�7���"-R���&�����D
�����-RX��&�p�xw­����	���.��1X����p��m"��
��&���&��./�!�����R.1�
Ye��8%�����+¯�>��9>�[Ü.b��'%��- ���

n�%./�����D.1�7q18������¤m#�����&�����������+���

104 �&��-+������(�)*���:���I}z�%./���IHD���&����>@[ -R�����%�:	���.�	���.b������(����
���

n�%./�����J��.�����	��
�
����8%�p���
���"���%����(����
-u�����D
��&�ñ'�X�'%���§>�[Ü����.�=1�7������	��ys������t]G��.�����	����1�+
~���F}�6�dD.��
���p��8%����-R�¤m��S�&������(����S��-R
�������	��¤-R�������xw¿�������
���¤HD������������� �DÙ®\@���&�����&���%. ]�4�U%U%5/dÊN



¹�º�»�¼G½¿¾�ÀpÁ�Ñ�Ã�ÍJÇQÉ ¸ Æ&ÏxÁ"Î/ÁQÆ ��º�È"!$#+ÇQ½pÈ�ÁQÆIÄeÈQÅ ¸ ½�º ¸ Æ ÷CÑ

·]¸�¹ Ã�Ñ�Ã Â�s � � y �,v1y �#yÑ�#yG|�|My2{Yy�¿�v � �#É v � y ¨ |1~ � ��wY{YÉ v � yK¿Xy v1y ¢9� � �/� �L�,v�� § wL� ý ~��ø{�~b¿ÚuGw/��u,|�Ëbv�~�|x��z ¨
�1yG{�u2{YyJ| � �7��z�yG��ÅGu#{�~ ý uGwL��~ � y vxz�u�¿Xy v1yJu�| � |x��~��#yJ~by&z � w�ÊXyJ�xv1y � ~ � yG{Yy � wY{ ��� yG{YyJ¿ÚuGv ý �
Ë&v�~�z�yG��ÅGuO~���¿ ü v ��� yÄ{�~ � y � z�z�y ��z��10 ù»y �x��~�v�|�uGw ÿ ���,� ��� ¿Xy v1yô~�|x�xv�~�z�yG|�wXyO�`ùj� § z � w�ÊXy � ÊY~ � y
Ë�y&v�~�z�yG��ÅGu�uG}�� � {Yyö¿Ú~�z�y7|1~�� ��¨ y ��¿�z � �x�Y{�~b{Yy ý ~�z�u ��� {YyG{�~�v1yG{ � y zd{Yy&¿�v � �#É v � y K1

uG}�� � {Yyö¿ÚuGv
ý �32,y ��£Ú� uGvx}Ú~��40 �L�#y z�~ ÿ ��� �,����ÿ<þ éL�XyG��ÅGu � � ��� ~Jy�z � w�ÊXy#�xv1yG��u ¨ ¿iuGwL��uôË&y�v�~�z�yG��ÅGu

M1(q)uG}�� � {YyJwXy&�2~�{ � ��ÅGu�{�~
∆φwd

ÿ<þ éL�XyG���`~�| � �   ~ � � ��� � § |_z � w�ÊXyG|Ã¿ÚuGw/� � z�ÊXyG{YyG| � uGvxv�~�|�¿iuGwY{�~��5 | � w � ~�vx��~ È yG|9yGuJw üàý ~�z]{�~ 1 − σ
�
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log

(

R

R�

)

= 0.796 log

(

M

M�

)

− 0.037
]`¯9>�4%4Cd


������J�������&���p�F��������
~�J������������}����#69���b��Õ�.�	��p�,\��&��.�	���
1���§>AZ '������%���%$��������F
1�����
M2 = 0.092M�

m
	��%.��&���&����./���J	��%-®�#�����p��(����0��-�
�������	������FHD�������p�������&w¿\@���&����������.¤���#.���'��������

1−σ
><���&���J��������� �!�����

mF	��%.������&����./����	��%-®�7��$��������"
~���:69-R� ��=SÙjK#=��������%.z]y4CU%U%ª%dQN%�b���,��q1�&-u��-®�"��.������&����.�8�����$��������1�����
���#����	���.��1X��������D����2,Hc�D��-��&���p��(����¤�7�������&���p���c�1�
69\e>*[#./������������-���./���+]`LD��
9�������!�I���D���§>D4�U%ª%U/dÊN
��$����Q'%�Qw­���

R2 = 0.12R�

N�4C576Ü-R�����%�g�*���D�0�������#
�����'*���&���#
~���p�,�&������(����,���FHD����������������wy\e�����������&�%.�N
�&��8%������.����R��-u�+�&��	���.��1X��&�p�S��.�	!=1���1�
	��%- �&������(������
��-R�
���&�������p�
���I-R����-R�
-u���&���
.1��6�\A>

�����!�xw­���0�b���"���c'������%�&���J�x���1�����c	��%./���������p��-|�+
�����'*�������+�����%�&��	��7���"-R�*�������%�:��'��%����	����%.�X������%�
]`69��(����¶4%>�ï%d����+�b���+����	���.��1X��������0���72,Hc�"���&����������-×EG�%���R���+���b��������$������S��m��&-R��	���NÖE���;���.�����	��%-
�b�������&�����,�����������p���J����.�=1��-×�������%�J-u�����%�&���J�b�������&�������p���F����-R����-R�
-u���&���S�1�R6�\Ý]`M���
�
1��
~�%���
�Q�,���§>D4�U%ª/�%dÊ>

Z×.��C'%��'������%�7���
q

��� EG���&�u���¶��.b�����&���%�7
~�%�7-R��.��%�+���v��536�N<��.��b�1��./���
i

��
���������./������-u�
����EG���&��.�(��#-���.��%�A�b���#486�>e[¬
��&��.�	���
1���/����EG������.�(��,����;c�&���&
~�������#Ø,-R�������,�1�,
�����-uX��&�p��>�[,./�����&���%�yw
-���./����N��%$9����'��Qw­���I��-�'������%�B���

M1 = 0.44M�

N�$n��- ��$1��� P9�+���+'������%�B-Rm������7���I��.1���c$�����.�	����
���#2,Hc�J��$1��� P9�¤���¤8/��
¶]

M1 = 0.66M�

¥*h ��$�$���.�at4�U%U%5/dÊ>@[#8��%���7����-
w¿�&�
M1 = 0.73M�

N�	��%.9w
�&��������./���¤	���-Ó�R-R��������-�m�������>FZ0�F'������%�&���F�1�R�&��
1������(����u�%�&$��������

a
�����

K2


��&��'*�������R����'�������-
��-×����-���./���S���S4Cª76�>

{�-u�u������	��������������Q�!����=1���1�����%$��&�
����EG�%./�����#���¤��.�	����&����;����#����-��9��������EG�����%-�m�������	��������&��.9w
'��%��'*�����S.��������I������$1����=��

~�*���"�����F��.�	��%./�������1����-ÓLD��
��������!�+���,���`>F]�4�U%ª%U/dÊ>
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n���&���*�����%��$�� �!���/��-Ü203�4�3%50698%��>
����-Ó������$1����=�����./���������%��EG�������u����$����+�u-R����-��u�%$*s&�Q����NÛLD��
��������!�R�Q�I���`>+]y4CU%U/�%dJ.1���u	��%.��&��8%��� w
����-��������%� '%���D�¤��-+$���8������1�����J��./���&�#��-�
n���&���*���7����$�� �!���1	������&	���.b���S]G'����&�p��(�)9���B
�������$n�%����	����!d@�%�
'����&�p��(�)9���c	���	�����	����c.��

n���&���*����>@�,�������"������$1����=���N*	��%-���-R�¤$1���&�"���0�1�����%�J����
�����	����1����-O�&�����xw
(����+���+��./���������%��Nb�¤���p��8%����-R�I��$������&'�������w­-R��.��%�yw¿	�����	����p�����u]§ZA@�HJd:���7�%$*s&�Q���+��
���������./����N�����-
��-+$���8������1��������N�'���������(�)*����	���	�����	�����-+��� ���"����-R���p���&���@Ø����%$������&'����1���B��-f�%����������2,Hc�:��	�����
�����./������>

[,��m�- �1���b���������������&	���� ���%�u.�� HD��
�� �������³�9NJEG�%����- �9��������;������%���1�����������¶�%$��&����'���(�)*����EG���«w
��������./���&�t4CU�ª/ïv�z4CU%U94R	��%-£�z����������	��%
����t���z4%> Vz-£���r�g�,[7>AK#���&	�����(�)*���7����������=1���1���I�����&�����
	��%.xs&��./���%�7���R�1�����%����./����8%�%�"�����%�I	��%�&������
n�%.�����.b�����+
����*	�������-���./���%�I���S�&������(����r
n�*����-T�&���
��.�	���.b�����������,��-×LD��
9�������!�
�������§>�]�4�U%ª%U�N~4CU%U/�%dÊ>

Z0�I�1��������	��%-�
�������.�����-îï%ð�	�����'����I���S����;S���S��	�����
�������.b��-¦
~�������*�������v4CVv��.��%�I���S�%$9w
�&����'���(�)*����>B69��-R��.b���#�%�c	���	����%�:��-��b���0�¤�%$*s&�����%�D��.�	��%./������'��xw¿�&�0��-��b��������	�Õ�.�	����¤EG�%����-���.�	������«w
���%�".1����.1X������&��>�Z0�"��	�����
������"	��%�&�����&
~��.�����./���������%�"	���	����%�

18 782 − 18 783
N
18 798 − 18 801

�

30 228 − 30 229
����������$1����=��u��./�����&���%�+]`LD��
������&�!�R���I���`>
4CU%U/��dQNn�S���%�#	���	����%�

41 834 − 41 838
N

41 851− 41 853
N
94 825

N
94 873

�
94 875

���%�c.��C'��%�D�1�����%�0]G?@��$~���p�+�*>�4ñd<EG�%����-��QP9	����������%�B
n�%���
2#3�4�3/5�698��J��.�	��%./������'��xw­������- ������
n(�����.����&�!����m�
~�*	�����>

Hc�%-��r�&����Xt'*���&���¶�t�&��8%������N@�r���Q�����&-R��.1��(����t���%�¤��.��&����./�����¤���u��	�����
���������
~��.������1�t	��%-
w
$���.1��(����u���¤'�X��������,	����&'����#���+��-R�R-����&-u�u-����&�����R�%$��&���&'���	����%.����§>,\e�%���!��./�����%�0	���	����%�

35 600
�

36 527
�%$�������'������%�0��- 4CU%U�47.1�u$1��.��1��MÝ�¤��-Ú����;7��.b����8%�����c]GhjdQNn������
n��	Q����'���-���./����N~EG������-
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L = 4πd2F ≡ 4πσd2T 4
eff

]§ï9> 4ñd

��.����
σ

m+�u	��%.��&�!��.b���+���S6b����E���.9wyLc������;�-u��.�.�N
d

�u�����&�!¡�.�	����u������$*s&�������
Teff

�R����-�
~�������������
�QEG������'��l�1�l���&�������p��> ���&���ò�ÊP�
������&�����³
n���&-R� ���t��q1��-R���S�b���¶� -R��8%.����������r��$����%�����!�±���r��-u�
���&���������z]��%� L dc����
n��.����I���S��.�����	��0���"	��%�

(B − V )
]G�%�

Teff

dc�"���S�����z����-u��.�=��v]G�%�
d

dQ>��������
	�������	����������&����	��r�&����X���-µ
n�%./����	���� ����	���.��¶-�m����9���t������������-u������'��v�1���������!¡�.�	��p�r��
1���&���������%�
-R��
1���J���I��	�����
��&��>

Z0�@-R��
1���@���B��	�����
��&�c.1���@$1��.��1���<Ll�B2 
n���&-R� ����-Ü�#���Q�����&-R��.1��(����#�1���������!¡�.�	��p�����B�0�����&	��
m¤�%
�����	���-���./���+���&
~��������NA	��%-�������������;������R
~���0Lc�&��	!=²�������`>S]�4CU�U%V/d��SLc��
������&���u���I���§>�]�4�U%U%V/dÊ>
���&���v����������-���.���(�����mS�&��-����p���,Ø�-�������(��������������&��¡�.�	��p�����S��8����%-����������%�#��$~���&���%�I
~�����v�ñs&�������
���7�����p��(����I
1����������
1�����I�������&���p���B.1�¤6�\ Ø���	���-R
n�%.���.b�����B�1�¤69\ò���+��8����%-�����������>A�,�7��./�!��.b����N
����EG���&��./����-R��./�������7�b���FEG�%�1�ÊP�
n�%�����+��	���-R�0
1���������&������������N*�"�!��-R��.�=������¤
��«P����1mIà�ánê*è � è*ánê*è*á1äyè
���7�����7	�����>�\e�����7��
�����	���(����I���¤-�m����9����Nb��-u�I	�������$�����(����I���,-R��8%.����������F��-f������-��%�:���7$�������=��
�&��
n���&q�	��p���:��-£EG��.�(����t���R��.�����	����I���R	��%��
1�����z���p¡�-R�Q�������I��.�8%�����������I���&�������������¤	���.�=���	��������7m
.���	�������X�������>

LD����.����FÙ®�<'���.��I]y4CU/ð�V%d:���Qq1.�������-��+
1����¡�-R�Q���&�+���0$��&����=��¤�&��
~���&q1	��p���
FV

	��%-��
�¤EG��.�(����

FV = 4.2207 − 0.1 V0 − 0.5 log φ′ ]§ï9>��%d

= log Teff + 0.1C ,
]§ï*>�¯/d

��.����
V0

mB�F-R��8%.����������<'*���������/��
1������./����N
φ′

m:������¡�-R�Q���&�F��.�8%���������1�F�������&���p��]G��-Ü-�����������8%��.������
���7����	�����N�-����/dc�

C
mI�S	��%���&��(����S$~�%���%-�m����&��	���><�����&�I
1����¡�-R�Q�����
mI�&���p��	�����.1�����
Ø��J�QP9
��������&)9���

��-R
�������	����"]`LD���&.�����NÖ�<'���.��#Ùo}t��\~���&�74�U/ð�ª/dÊN

FV = 3.897 − 1.010(B − V ) − 0.32 < (B − V ) < −0.10
]`ï9> 3/d

= 3.964 − 0.333(B − V ) − 0.10 < (B − V ) < 1.35 .
]`ï9>çï�d
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[ó��./����.������1�����
I0

����	����1�S
��«P����g�����&��������./�������u
����%8%����-R��\�MFÔyKJ[o���&����-����*���¤������������-u�
mv'*������� ���t��-R�²�������!¡�.�	��p�²���

d = 1
ab
n	�ND
n�%�&�������������!¡�.�	��p�²���±	���.b�����ò��� ������	��l���l
~�%./���

�g��8�����.�8�����.�����./������.��¤���
RL1

= 1R�

�,m�'*���&���¤������-����%�B
~�����%�,]
cos i = 1

dQ><[j�����p��(����7�����&���
��./����.������������I	��%- �S��./����.������������"�������

I
���R
��«P9����'*�����!�
�1�
?e��������mI�1�����S
n�%�

I = SI0

N��%.����

S =





RL1

R�

d
kpc





2

cos i .
]§ï9> V/d

HD����	�������.������
-R��8%.�� �������#
1�����S�S�����p��(����
��./���&�¤���J��./����.������1��������N1����-Sw­���

V = V0 − 2.5 log S .
]`ï9>çð�d

Z '������%�7����2×
n�9���������
�����&���!��-R��.b���u	�����	����p�������1���������1�r���¶
����%8�����-R��\�M�ÔyKJ[®s�X��b���

V = −2.5 log
(

I
C

) N~��.����
C

m¤��-u��	��%.����!��./���+���¤	�������$�����(����r]`ë,�,æ����+4�U/ð�U/dÊ>,MF������	�����'���.����r�
���b�1��(����u��	���-R�+.1�+EG�%��-R�

2.5 log S = V0 − V
]§ï9> ª/d


n���&	���$~�Êw¿���u�*�����r�������z�����b���������¶
n�*���u�&���7'*���&���t	��%-����z����EG������.�(��r���u-R��8%.�� �������
∆V

�b���
����'%�F�&�������%-R���1�"Ø

V0


1�����I�&�J�%$��������0-R��8%.�� �������D��
1���&��./���
V

.1�0�����&��¡�.�	����#'%�����1������������>�\e�����
2#3�4�3/5�698���N

RL1
= 0.424R�

]����b�1��(����t4%>�4Cï%dB�
i = 80.25◦

]�?e��$n�����
¯�>ç��dQN1��./�����

∆V ≡ 2.5 log











RL1

R�

d
kpc





2

cos i





 = −3.7912 − 5 log

(

d

kpc

) ]§ï9> U/d

d = 10−0.2(∆V +3.7912) kpc .
]§ï9> 4C5/d

MF������	��&��'���.����v�S���b�1��(�����ï*>ç�9N��%$���m�-Sw­���

V0 = 42.207 − 10FV − 5 log φ′ .
]`ï9> 4%4ñd

�b���
�&����X���
�����	������u�u�&��8%�����0
1�����u	����1��
�� P9���@����-R��
1�9>I69�
V0

EG�%�#	��%.��������������1����-R��8%.����������
��
1������./���S.1���I	���.�����(�)9���I
1�����&)9�����������������v���z
����%8%����-R��\:MFÔyKJ[T]

d = 1
ab
n	�N

RL1
= 1R�

N
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cos i = 1
dQN���.b�����R�����b�1��(����uï9>�ª

n�9�����&���F�������&	���� �!�S	��%- ���9P9�������+�1�S���b�1��(�����ï*>�4%4�N

∆V = 42.207 − 10FV − 5 log φ′ − V .
]§ï9> 4ñ�%d

FV


n�9���#�����J	�����	����������¤�¤
1���������:�1���D���b�1��(�)*����ï9> 3+�Iï9>�ïJs�X¤�b���#���"	���.�=���	��
(B − V )


1�����
	����1�S
�� P9���§>BZ®����¡�-R�Q���&�S��.�8%�������

φ′
�&����XS	�����	����p�������S
1���������c���7��- �������S���b����'�������./���

req

�b���
�����&�p�t��-u�r	����&	���.�EG����Õ�.�	����r���u-����&-u�rX������t�b�����r
�� P9���B��������.�8%���p��������-R��
1�z.1���¤	��%.�����(�)*���

�������)*����>BZó�������
���b��� '�������.b���Im��������S
~���

req =

√

A

π
=

λ

n

R�√
π

,
]`ï9> 4C¯/d

��.����
A = λ2

n2 R
2
�

m0��X������7���,��-�
��«P����Ö.1���:	��%.�����(�)*���:
1������)*����N
n

��.b·�-������7���#
�� P9�����:���������������
���R-R��
1�+�

λ
m��
�p���������������S-R��
1�
��- ��.����1�������F���

RL1

>���.b�����

φ′ =
2req

1 kpc
=

2√
π

λ

n

R�

(1 kpc)
radianos .

]§ï9> 4�3bd

69��$��&����������.����S�%�D'������%�����D����������;������%�c.����J-u��
����D���02#3�4�3/5S698��J.1�
���b�1��(�������	���-u��N
n = 51

�
λ = 2

N�	�����	����p�xw­���
φ′ = 2.06443 × 10−4 -����9>

Zj������-����1���������������I.��7���b�1��(����Sï9> 4ñ�0����
���������./���
����� EG���&��.�(�����.b�����,��'������%���1�7-R��8%.����������
	�����	����p���1�+�����&������-R��./���"���S
��«P��������S	�����	����p���1�+
~���p�+�&���p��(����
����LD����.�����wy�<'���.���.1���J	��%.�����(�)*���

�������)*���F���S
��&�%8%����-u�9>�M������&	����Q'%��.�����w¿�u����������;���.����+�
'������%�D���

φ′
N�����-
w¿���

∆V = 60.633 − 10FV − V .
]§ï9> 4ñï%d

Z0�¤�&�ys���N�	��%-���	�����	������%�9w¿�&�:�,�����p��(��������cLc����.�����w¿��'���.��@.1���A	���.�����(�)9���e
�������)*���e���,\:MFÔyKJ[¤N

∆V
�&��
��&���&��./�!�"�0���������9	���-R��./���#'����&����	����9���#�����p��(����#.��#���p��8�����-R��	��%��w­-u��8%.����������B����mB�"�ñs&�������

���%�F
�� P9�����J���S-u��
1��>
��-o2#3�4�3/5"6*8%��Nb���&����-���.����"��-����&�����"�%
9����	���-���./���D����
n���&���I�1����
1������������./������.1�������"�����&	���N/�

�Cs&���&���0�1�¤�&���p��(����7���0LD����.�����wy�<'���.��D���%�c
n�%./�����c��������� ���%�u.*��-u�¤���&����-R����� '��"���
d = 600± 100


n	�>
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k���Ð �S�æ+,���ga@�R���~�H�¿�����z�A�ç�Q�LÙx+,���x�=�x�����

Z0�<-R��
1���@���J��.b����.��&���1�����BEG�%����-Ý	��%./'����&������������-®����-�
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1���¤LB2"M����u203�4�3/5¶698��¤�����²��
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I
���R
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Θ
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T 4
b =

Θ2

σ
I .

]`ï9> 4CV/d

ZT¡�.�8%�����²�&�%�������
Θ

	�����������
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Ṁ = 10−9 �
10−10M�

��.��
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% .1����
����&�����v��./������.1���±]���-

R =

0.05RL1

d¤� ∼ 5 000
%Ú.1���S
1�����������ÊP*�����&.1���r]

R = 0.4RL1

dÊ> Z"�S
n����q1�R�&��8%����- $n��- �¶�����
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T ∝ R− 3
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�N<M��b��������N<M�������
Ö��dI	��%-î����8%��-£
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∼ 0.03−0.1RL1
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·]¸�¹ ÃÚ÷�Ã�þ�s»ù]~�v è |Qv1yG{ � y � |^{�~���~���¿i~�v1y �x��v1y2{�u,|U�#y ¿XyG| ¤_¢ {�~ ¢9� � �/� �L�,v���ì9|U¿i~�v è |_Æ�uGv1y � � y z � ��z�yG{�u,|
yG|�|x��� � wY{�uÑ���#y2{ � |x� Â w ��� y#{�~ �,�,� ¿ � yGuÑ| � |x��~��#yo�^ì9|Q¿ÚuGw/��u,|rØ�éL�XyG{ov1yG{�u,|9y }Ú~�vx��u,|"ÙUv�~�¿�v�~ ¨
|�~�w/�1y � u,|»¿ � ó�~�z�| � wY{ � × � {o�Xy � |A{�u,|¡�#y ¿XyG|�� § |]z � w�ÊXyG|A¿iuGwL� � z�ÊXyG{YyG| � uGvxv�~�|x¿ÚuGwY{�~�� yGu��2uL{�~�z�u
{�~Ã{ � | � u è wYu�uG¿Xy � ug~��ÿ~�|x�1yG{�ug~�|x�1y ��� uGwXÉ v � u�¿Xy v1y9�1y�óYyG|¡{�~U�xv1y wY|eÆ�~�v�Ç�w ��� y�{�~U�#yG|1|1y9{�~

10−9Ø � ��v­×Gyñ|x��¿Ú~�v � uGv"Ùg~
10−10M�

y wYu
−1 Ø � ��v­×,y � woÆ�~�v � uGv"Ù-� § z � w�ÊXyO�xv1yG��u ¨ ¿ÚuGw/��uÀv�~�¿�v�~�|�~�wL�1yñy

��~���¿i~�v1y �x��v1y � v­Ú�� ��� y#y }Xy � ó�u�{Yy�é/�Xy zdu � uGvxv�~��ê~�vx��¿Ú���L~�| £ {�~by � uGv�{�u � uG�êu��2u`{�~�z�u�{�~bº � �
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·]¸�¹ ÃÚ÷�Ã�O*s»ù]~�v è |Jv1yG{ � y � |J{�~2��~���¿Ú~�v1y �x��v1yÀ{�u,|7�#y ¿XyG| ¦ {�~ ¢9� � �/� �L�,v�� § wYuG�1yG��ÅGu<ËÑyÄ�2~�|x�#yð{Yy
� � �,��v1y   � � � § |Ãz � w�ÊXyG| ×�~�vx� ��� y � |Qv�~�¿�v�~�|�~�w/�1y � u,|Ã¿ÚuGw/��u,|Q{�~b�2~�|x�#y � w/��~�wY| � {YyG{�~b��� � z ��È yG{�u,|
¿Xy v1yg~�|x� � �#y v¡���#yF×�~�z�u ��� {YyG{�~Ã{�~ ' 0.4

2`�)V |»¿Xy v1yby9uGwY{Yy�{�~Uv�~�|eÆ�v � y �2~�w/��ubéL�Y~U|�~_¿�v�uG¿Xy �/y
~��ê{ � v�~���ÅGu 5 |Ãv�~�� � �`~�| � ~�wL�xv1y � |Q{�u2{ � | � uJwL��� � wL��~�v­×Gy z�u#y ¿�v�u�ó � �#yG{�uK{�~ � { � yo�
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��
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[,�²���xP����¶���ò������.���EG���&Õ�.�	��p�^��� -R�������ì���^�����&	��ì��.�EG�������1��� ]���������'%m��²�1�ì���b�1��(����Ý4%> 3�4%N

�����%����.����xw¿���
Ṁ

d�
1�����ìä�ã�ê/áxâò���v	�����'����rm²���
10−10.2±0.2M�

��.��
−1 ��-

R = 0.1RL1

> ��-

R = 0.3RL1

NÖ�S'������%�J���
10−10.1±0.1M�

��.��
−1 mI$~��-×����
���������./������� '%��
1���������F	�����'����,��-×�*��� w

����	�Õ�.�	��p� ]���.�	�������.�����M�������
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��.��
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Ṁ
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·]¸�¹ ÃÚ÷�Ã ÒLs»ù]~�v è |Ñv1yG{ � y � |Ñ{�~Ä��~���¿i~�v1y �x��v1yâ{�~ ¢a� � �/� �L�,v#~�� ¤ ~ ¦ �E�YuGv1y � |�uG}�v�~�¿Úu,|x��u,|2u,|#¿i~�v è |
�2Ë�{ � u,|K~�� é/� � ~�| � Ç�w ��� yâ~Ä~�vx��¿Ú��ÅGu­{�~ � yG{Yy±}Xy wY{Yy7X � yG{YyØ¿iuGwL��u ËÀy±�2Ë�{ � yØ{�~ð} � wY|Ñ{�~
0.05RL1

~�y � w � ~�vx��~ È yôË�uô{�~�|­× � uK¿XyG{ov1ÅGu��ñðÎÕJßEò�Ò.óFÍ�Ð�ô�ÒKÓgß�õTÓ.Ööì9|géL�XyG{ov1yG{�u,|&×Gy È�� u,|b|MÅGu
u,|g{YyG{�u,|gwXyÑ}Xy wY{Yy ¤ ~��øéL� � ~�| � Ç�w ��� yÁØ ¤ é/� � ~�|"Ùa~Ju,|géL�XyG{ov1yG{�u,| � ÊY~ � u,|b|MÅGuKu,|g{YyG{�u,|g~��
~�vx��¿i��ÅGu��&ðFÕJß�ò�Ò.óÎßEò�ö�ÒKÓgß�õvÓKÖbì9|9é/�XyG{ov1yG{�u,|&×,y È�� u,| £i� ÊY~ � u,|g~ö|�~�� ��¨¼� ÊY~ � u,|g|1ÅGuKu,|9{YyG{�u,|awXy
}Xy wY{Yy ¦ ~�� é/� � ~�| � Ç�w ��� yçØ ¦ éL� � ~�|"Ù £ ~��Á{�~ � z¨Ú�w � uâ�1y v�{ � uçØ ¦ ~�vx��¿ � Ù2~O~�� {�~ � z¨Ú�w � u � w ����� y zØ ¦ ~�vx��¿ � Ù £ v�~�|�¿i~ � � � ×,y �2~�w/��~,�



¹�º�»�¼G½¿¾�ÀpÁ#÷�ÃÄ��º�È"!$#+ÇQ½pÈ�ÁQÆ · ¼«Æ ¸ D!ÁQÆJÎ/Á�Ð ¸ Æ_D!ÁIÎ/Ç¸ÅFDyÈÇÆ�ÆÇD ¸ #+Á pQÂ

·]¸�¹ ÃÚ÷�Ã6p/s»ù]~�v è |�v1yG{ � y � |ö�2Ë�{ � u,|�{�~Ñ��~���¿i~�v1y �x��v1y<{�~ ¢9� � �/� �L�,vJ~��½é/� � ~�| � Ç�w ��� yð¿Xy v1y
d = 600

¿ �Ø¾z � w�ÊXy � ÊY~ � yWÙ_~gy ¿�z ��� y wY{�u����#yP×Gy v � yG��ÅGu�{�~ ±20 ÷ ~��
d
Ø¾z � w�ÊXyG|Ã�xv1y � ~tÛ�yG{YyG|"Ù-���`~��,� � wY{�u�u,|

� yG|�u,|ay wL��~�v � uGv�~�| £ yG|Ã�2Ë�{ � yG|ÃÆ�uGv1y � � y z � ��z�yG{YyG|a~���} � wY|^{�~
0.05RL1

�



¹�º�»�¼G½¿¾�ÀpÁ#÷�ÃÄ��º�È"!$#+ÇQ½pÈ�ÁQÆ · ¼«Æ ¸ D!ÁQÆJÎ/Á�Ð ¸ Æ_D!ÁIÎ/Ç¸ÅFDyÈÇÆ�ÆÇD ¸ #+Á p�Ñ

q�-tNxEG�%����-Ü��$��������%�A�%�@
n����q1�@�������p�����g���B����-�
~��������������
1�����,�%�e-u��
����e�&��-ó	��%./������$�����(����,���0��.1�
$�����.�	���>I[�Y@��8������uï9>�4�5���
���������.b�����%�0
n���&q��"�������������,-Rm��������#���%�#-u��
����0��-Ú�b��������	�Õ�.�	��p�����%�
�b�1�����¤EG�%����- ����$9���������1���+���+	���.b������$�����(�)9���¤�1�¶��.1�r$�����.�	��³]G����.�=1����������	��ys����1���!dÊN����%$�����
n�%�����%�
���%�#
n�%./���%�#����
n���&q��@��-Ú�b��������	�Õ�.�	��p�²]��b�1�����������%�"��$n�������%��dQ>0[,�0����.�=1���¤]�
n�%./������=1�����R�7������(���w

n�%./���/d����%�,-u��
1�����1��Y@��8�>nï9> 4C5���Õ�-Ó��-�����-��u�&��8%.���q1	��������1���,q�8%�������"��./���������������¤]`Ye��8%��>Ûï*>�V
�7ï9>�ð%dÊ>

\A����	���$n�Qw­���r�b����Nc-����&-R�±��
n�%���¶����$�������(����±�1�²��.1�²$�����.�	���N:�%�S
~���&q1�S	��%./����.b�1��- ��
��&�Qw
�&��./�!��.����v����-�
n�����x���������"��	���-R�R�1��	���������	��u
1�������������%�#-���.��������"�����*���

0.2RL1

>�[f-�m������u���
����-�
~���������������
$~��-µ���Q�����&-R��.1���1���

1������
�����-RX��&�p������-¸.��ñ'����ywy��.����
m����²4CU���5%5å% ]Gh ���&.����
4�U%U/ï%dÊ>J�@P�	�������.�����w­���I�1�R��-R���&���������,�&���&����-R���ñø HD��-zNÖ�*���+��
��&���&��./�!��-×����-�
~���������������������&���Qw
-R������	���-R��.b���+-R�����%�&����Ng�z-�m������uq1	��v��-T���%��.��z���z4Cð�ï�5%5�%rù%>g\e���&�!��.b����NA=1X����R����'����yw¿���
��-
	��%./�!�
�b����N��S'������%�D��������-R�����+������5�5�5%5æ%óm"��-|����-�����������
~���������D
1�����
�¤����-�
n�����x�������+�1�
��.1�
$�����.�	�����- 203�4�3/5¶698%��>±69�%-R�����¶�t�����&��N����Q'%�Qw­����	��%.��������������¤����-+$nm�-î�*�����²¡�.�8%�����r�&�%�������
�������!�����²
1�����±�±��.1�¶$�����.�	��²	��%.������������²�b���v���*�1�²�±�&��
~���&EG��	��������±���&���&�����±m�'*���&��'%���§> 69�z���

����&�����I��./������.1�������z������	��zEG������-´�%
1��	�����Ne��
n��.1�����v=���-R���&EGm��������&��
n�������%�"�1�v��.1��$�����.�	��z���&�!X
'*������'����`>���-O����./�����&��M:�¤	��%./������$�����(����+�&�����~�1�¤EG�%./���#	���./�����������0203�4�3%5
698%�D����'%�"-���.��%�D���
�b���
���*�����p�I	���.��������������1�".1��Y@��8%�����Iï9> 4C5�><Z"�����¿s���N*-R����-��I��	��%./������$�����(����I����
~������������-u�����I������-u�
��.1��$�����.�	��¶�¶��5�5%5%5Ä%Óm���.�����q1	�����.b����
1�������b���v���¤����-�
~���������������7�1���+�&��8%��)9���+��./������.����+���
������	��S��- 203�4�3/5S698%�Jq1�b����-Ó��$1���«P9�
���

Tcrit

>

k��Ek '7�iÙx+J�����Û��àn� ×/�ÚÙ �A���������u�8���J�Q�LÙ ���

[ Y@��8������7ï9> 4%4"��
��&���&��./�!�+��-�������8%����-u�
Ṁ ×Porb

���1��
��!�����¤���"Lc��
������&����]§��5%5%5/d��%.�����EG�%����-
��.�	����������%���%�e'������%�����g���

Ṁ
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Ø¾z � w�ÊXyJ�xv1y � ~tÛxyG{YyWÙ¤Ø � y }Ú~�z�y � � � Ù`× � |x�1y&¿iuGv � w/��~ � v�u��
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1���&�����,�QP*������.1���
���l������	���Nc������.1��.���� �²�����&���&��$�����(����¶�����������J���v����-R
n�������������¶	��%.��&����������'%����-���./���t-u�����

�����.1�
�b���7�S�����

T ∝ R− 3
4

NÖ��-O	��%./�������&���¤	��%- ��	��%-�
~���&�!��-R��.b���S
1�����S�%���������F.��C'����,��.1�������I	����&���
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]�Y@��8������Jï*>�4C¯%dÛ��
��&������./�!�F	��%-�
~���&�!��-R��.b���J����-R����=1��./����]Ghl�9�*�"���A���`>�4CU%ª%V/dÊNC	��%-©����-R
n���������������
	���./���������"
�����P9��-R���0Ø�V�5%5�5Á%S>�Z��OHD���
]`Y@��8%������ï9>�4�3bd,.1����EG��8%�
������8%���9N���
��&������./�!��.����z��-u�
�����&������$�����(����D
�����.1�D�&��-����p���ÛØ��g����ë�? HD���g�¸ø�Hc=1��Nx	��%-©����-R
n�������������������F
1������-R������- ∼ 3�5%5%5
%´]Ghl�*�9���Q�I���`>
4CU%ª%U/dÊ>IHc�%-�
1�������1�������������I����������-u����NÛ203�4�3/5�698��"��
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n���������������
�&��������-R������	���-R��.b���0-R�����F��� �!���c��-O���9���S�S������	���>

·]¸�¹ ÃÚ÷�Ã�rÊÂ�s¡ù]~�v è |Qv1yG{ � y � |^{�~g��~���¿Ú~�v1y �x��v1y�{�~ �9� � yG|ÃwXyG|Ã}Xy wY{Yy �9¤_¢9¦ � ý u`{�~�z�u,|^{�~g{ � | � u�uG¿�� ��� y ¨
�2~�w/��~J~�|x¿Ú~�|�|�u2~�� ~�|x�1yG{�uK~�|x�1y ��� uGwXÉ v � uK¿Xy v1y

10−10 ~
10−11M�

y wYu
−1 |1ÅGuKy ¿�v�~�|1~�w/�1yG{�u,|

~�� z � w�ÊXyG| � ÊY~ � yG|���â»óo�xv1yNÚ�{�u#{�~ © u`uL{O~��9y z�� Ø ���,� � Ù-�
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·]¸�¹ ÃÚ÷�Ã�r�ÑLs¡ù]~�v è zLv1yG{ � y z/{�~»��~���¿Ú~�v1y �x��v1y^{�~ º�� ÊXyÃ~�� z�� ÈE� w/��~��,v1y z�Ø © Ù-� ý uL{�~�z�u,|�{�~¡{ � | � u,|duG¿Xy � u,|�~��
~�|x�1yG{�uö~�|x�1y ��� uGwXÉ v � uJ¿Xy v1yö{ � Æ�~�v�~�wL��~�| Ṁ

~�|x�1ÅGuöv�~�¿�v�~�|�~�w/�1yG{�u,|Ã¿ÚuGv_z � w�ÊXyG| � ÊY~ � yG|��=â»óo�xv1yNÚ�{�u
{�~ © uLu`{O~��ay z�� Ø ��� �,� Ù-�

·]¸�¹ ÃÚ÷�Ã�r*µos¡ù]~�v è zjv1yG{ � y z»{�~b��~���¿Ú~�v1y �x��v1y#{�~Jì�� � y v�~��êz�� È7� wL��~��,v1y z Ø © Ù-� ý u`{�~�z�u,|Q{�~&{ � | � u,|auG¿Xy ¨
� u,|7~�� ~�|x�1yG{�uð~�|x�1y ��� uGwXÉ v � uñ¿Xy v1yñ{ � Æ�~�v�~�wL��~�| Ṁ

~�|x�1ÅGuðv�~�¿�v�~�|�~�w/�1yG{�u,|ö¿ÚuGvbz � w�ÊXyG| � ÊY~ � yG|��â»óo�xv1yNÚ�{�u2{�~ © u`uL{O~��Qy z��¸Ø ��� � � Ù-�
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