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Notacao

Nesta secao ¢ apresentada uma lista dos principais simbolos utilizados. Procurou-se man-
ter os simbolos de acordo com a maneira mais usual nas formulacoes clédssicas ja publicadas
e sedimentadas no meio literario.

Convenciona-se que:

Campos escalares sao representados por letras de fonte itélica e sfmbolos, ex. t, r, ;

Campos vetoriais sao representados por letras da fonte itdlica e simbolos sobrescritos
por —, ex. v, n;

Campos tensoriais sao representados por letras e simbolos em negrito, ex. o, A;

Fungoes sao identificadas por apresentarem parénteses (), ex. f(0);

Matrizes e tensores sao identificadas por colchetes, ex. [|, ex. [F];

Termos matemédticos sdo separados por chaves {}, ex. o = {0 +ofT } :

Varidveis, funcoes e stmbolos mencionados na notagao de um dos capitulos, nao sao

mencionados em outro.
Capitulo 1

2, — configuracao de referéncia indeformada, instante de tempo t = 0.

; — configuracao de referéncia deformada, instante de tempo ¢ # 0.

t — tempo.

X - posi¢ao do corpo ou particula na configuracao indeformada (2,,.

X — posicao do corpo ou particula no instante de tempo ¢, na configuragao deformada.
¢, X — fungdes movimento/deformacao, ex: (X, t).

1 — vetor deslocamento de uma particula.

U, 7 — vetor velocidade de uma particula.

a — vetor aceleracao de uma particula.

J — jacobiano da transformacao.

V, — volume do corpo na configuracao indeformada §2,.

V' — volume do corpo no instante de tempo t, na configuracao deformada.
F — tensor deformacao.

R — tensor rotagao.

U,V — tensores elongacao.

viii



NOTACAO ix

I — tensor identidade.

D — vetor préprio de U.

A — valor préprio de U.

o — vetor proprio de C.

E —denota a deformagao infinitesimal pura

W —a rotacao infinitesimal pura

H — gradiente de .

C, B —tensores de Cauchy-Green direito e esquerdo.

M, — massa do corpo na configuracao indeformada €2,.

M — massa do corpo no instante de tempo ¢, na configuragao deformada.
p, — densidade do corpo na configuracao indeformada §2,.

p — densidade do corpo no instante de tempo ¢, na configuracao deformada.
o — tensao.

OF, F- forca.

S — drea da superficie.

b— forcas de corpo: forgas por unidade de massa.

— forcas de superficie T=0i: tragao prescrita numa superficie.

— vetor normal.

NOSE N

. — poténcia virtutal dos esforcos de inércia.

g

, — poténcia virtutal dos esforgos internos.

Qe

. — poténcia virtutal dos esforcos externos.

o — tensor simétrico.

I' — tensor anti-simétrico.

D — tensor taxa de deformacao de segunda ordem.

) — tensor taxa de rotacao de segunda ordem.

f — vetor de forca.

K — energia cinética.

E; — energia interna .

P., — taxa de trabalho das forgas externas.

) — fluxo de energia térmica entrando ou saindo do sistema.
e — energia interna especifica.

¢ — vetor fluxo de calor.

r — densidade em volume de producao interna de calor.
S, — entropia.

s — a entropia especifica.

T — temperatura absoluta.

U — potencial de energia livre de Helmholtz.

¢ — deformagao total.

e — deformagao eléstica.
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eP — deformacao plastica.

a, o, — varidveis internas.

ff, A — variaveis termodindmicas associadas as varidveis internas .
& F' — potenciais ou pseudo-potenciais.

+ — multiplicador pléstico.
Capitulo 2

f — funcao de escoamento.

o, — varidvel escalar interna relacionada com a tensao de escoamento do material.

7, — tensao de escoamento ao cisalhamento.

oP — tensdo deviatérica.

o — tensao hidorstética.

Jo — segundo invariant do tensor.

R — valor critico funcao das varidveis internas de encruamento /Y, no critério de von
Mises.

o, — tensao normal.

c — parametro material que indica a coesao.

¢ — parametro material que indica o 4ngulo de atrito interno.

0 — constante material relacionadas com o angulo de atrito ¢.

¢ — constante material relacionada com a coesao ¢ e o dngulo de atrito ¢.

[ — constante material que indica a inclinagao do cone de Drucker-Prager.

p¢ — constante material que indica o limite de escoamento inferior de pressao de tracao
hidrostatica pura.

p. — pressao de compactagao, constante material que indica o limite de escoamento
inferior da pressao de compressao hidrostédtica pura.

k — varidvel usada para representar o tamanho da superficie de escoamento.

D — matriz constitutiva.

E — médulo eldstico.

E — médulo eldstico para material danificado.

v — constante de poisson.

F — forca.

D — varidvel escalar interna relacionada com o dano isotrépico.

0 — tensao efetiva.

S — drea da superficie.

Sp — drea da superficie danificada.

F — indica uma funcao, ex: ¢ = F(o, D).

R — varidvel escalar interna relacionada com encruamento isotrépico.

X — varigvel interna relacionada com o encruamento cinemético.
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0o — valor critico da tensao efetiva agindo sobre uma drea resistente.

D, — corresponde ao valor critico do dano.

o, — tensao limite de resisténcia.

o — tensao nominal de fratura do material.

e, — valor critico de deformacao pldstica para que ocorra dano.

r — deformagao pléstica acumulada associada ao encruamento isotrépico.

2 — tensor deviatérico da deformacao associado ao encruamento cinemaético.

1 — potencial de energia livre.

we — densidade de energia de deformacao eldstica.

Y — taxa de densidade de energia de deformacao eléstica liberada.

0¢q — tensao de von Mises.

0eq — tensao de dano equivalente.

a — constante material obtida a partir do médulo de encruamento cinemético linear.

A — potencial de dissipacao interna.

i, A — constantes de Lamé.

R, b— pardmetros materiais que caracterizam o fenémeno do encruamento isotrépico.

X, T — parametros materiais que caracterizam o fendémeno nao linear do encruamento
cinematico.

I,I — tensores identidades de 4% e 2% respectivamente.

Soo, Seo— parametros materiais de dano duitil.

p — deformagao plastica acumulada.

pp — deformacao pldstica acumulada critica, na qual inicia o dano.

H — funcao peso H(a), 1 para a > 0, e,0 para a < 0.

K — moédulo volumétrico.

G — médulo de cisalhamento.

A~ — multiplicador pléstico.

Varidveis usadas para facilitar o desenvolvimento do cdlculo e da imple-
mentacao numérica.

E com i=1.k» P — fun(;ées de A’y eD.

B — funcdo de G e a7 .

N — tensor funcao da deformacao eldstica.

P — matriz de valores constantes.

7 — vetor de tensoes usual em engenharia, ex: ¢ = {044, 0yy, Ouy, 022}

G — funcao de 7.
Capitulo 3

C — médulo tangente consistente.
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A — indica a montagem dos elementos nas matrizes.

{67“, z,0}— varidveis do sistema de coordenadas cilindricas.

ErryExzyE00 € 7,, — componentes do vetor deformagao no sistema de coordenadas cilin-
dricas.

G (41, V)~ desequilibrio.

N — fungao de interpolacao de elementos finitos.

g% — vetor deslocamento nodal.

F(r, z)— funcdo das coordenadas de drea.

f(&,m) — dominio de coordenadas paramétricas.

[K%] — matriz de rigidez

[B(¢,n]" — matriz de funcdes de elementos finitos.

Le — tamanho do elemento finito.

U — vetor de deslocamentos global.

Fl“t vetor de esforgos externos.

R — vetor de forcas residuais.
Capitulo 4

C'— tensor de quarta ordem eléstico.

I4er — operador que gera a parte deviatérica de (m).

I — tensor identidade de quarta ordem, aplicado no espago de matrizes simétricas.

I — matriz identidade.

I,— primeiro invariante.

oP — parte deviatérica do tensor tensdo o.

F, — funcao de escoamento da envoltéria de Drucker-Prager.

F,. — funcao de escoamento do "Cap"de compressao.

F; — fungao de escoamento do "Cap"de tragao.

0 e ¢ — constantes relacionadas com o angulo de atrito ¢ e coesao c.

R. — raio do "Cap"eliptico de compressao.

Ry — raio do "Cap'circular de tragao.

A, w, [ — constantes materiais

X — dpice da superficie do "Cap"no eixo I;.

eb— deformagao pléstica volumétrica do solo, medido em relacao ao estado virgem
completamente descarregado.

W — representa a maxima deformacao pldstica volumétrica possivel com referéncia ao
estado virgem descarregado.

D; — valor absoluto de I;.

h — mdédulo de encruamento tangente.

Kk — posicao varidvel ao longo do eixo I;.
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XD — denota a tensao deviatérica de "back stress” associada com o encruamento
cinematico.

n — funcdo de o e X'P.

I — denota um ponto limite fixo entre o "Cap"de tragao e a envoltéria de Drucker-
Prager.

I{ — denota um ponto delimitador para o movimento entre a envoltéria de Drucker-
Prager e o "Cap"de compressao.

H — constante pléstica do mdédulo de encruamento cinemético.

g — funcao de I;.

P — funcao de k.

<_b — angulo de dilatancia.



Resumo

Neste trabalho sao apresentados dois modelos para anélise plana de materiais em regime
elasto-plastico. Um modelo é chamado de plasticidade Jo, baseado na teoria de von Mises
com dano isotrépico para andlise do comportamento plastico de metais, e o outro mo-
delo, chamado de "Cap"Suave, é baseado nas teorias de Drucker-Prager e Mohr-Coulomb
para andlise do comportamento de solos. Todas anélises e conceitos desenvolvidos sao
averiguados no ambito de carregamentos monotonicos.

No modelo J; pode-se avaliar com maior rigor o fenoémeno plastico que ocorre nos
metais. Dessa forma, torna-se possivel avaliar o comportamento material e estrutural de
componentes mecanicos que sofrem efeitos de concentragao de tensao devidos a: alteragoes
em sua geometria, alteragoes nas propriedades eldsticas ou cargas concentradas. Além do
mais, nesse modelo é também implementada uma teoria capaz de analisar o fenémeno do
dano, que permite identificar valores de tensoes de ruptura do material. A teoria de dano
utilizada é fundamentada dentro do enfoque da termodindmica dos processos irreversiveis
e foi desenvolvida basicamente por Lemaitre (1992).

No modelo de "Cap"Suave o objetivo principal é avaliar o comportamento de solos,
tais como: areias, siltes e argilas. O interesse nesse tipo de avaliacao é importante na
elaboracao de projetos de fundacoes em geral, principalmente para se estimar capacidades
de carga de fundacgoes rasas e na andlise de estabilidade de taludes.

A resolucao dos problemas formulados com esses modelos de plasticidade é incremental,
e utiliza um algoritmo da classe de mapeamento de retorno para integrar as equagoes
elasto-plasticas. Como o problema torna-se nao linear devido a decomposicao aditiva
da deformacao — problemas de pequena deformacao —, faz-se uso também do método de
Newton-Raphson para solugao do conjunto de equagoes nao lineares locais e globais. Na
discretizacao do dominio sélido o método de elementos finitos é utilizado com um elemento
finito quadratico triangular de 6 nds.

Sao mostrados alguns exemplos em estados planos de tensao, deformacao e axis-

simétrico para validacao dos modelos plasticos:

e Para o modelo J; com dano isotrépico, exemplos como: placa com furo (EPT), placa

em flexdo (EPD) e eixo cilindrico chanfrado (Axis).

e Para o "Cap"Suave sao apresentadas fundagoes rasas em sapata rigida (EPD) e em

sapata rigida circular (Axis), contemplando solos arenosos & argilosos.

xiv



Abstract

In this work, two models for plane analysis of materials in elasto-plastic domain are pre-
sented. One model, termed J, plasticity, based on von Mises theory with isotropic damage
is applied to analyze metals plastic behavior, and the another model, termed Smooth Cap
model is based on Drucker-Prager and Mohr-Coloumb theories, with application in soil
behavior analysis. Every analysis and concepts developed are evaluated to sphere of action
monotonic loads.

In J; plasticity model, the plastic phenomenon can be better evaluated. Therefore,
come possible evaluate the material and structural behavior of components where occurs
stress concentration effects due to change in yours geometry, change in elastics properties
or concentrate loads. Moreover, in this model a theory able to analyze the damage
phenomenon is implemented, allowing to identify values of material fracture stresses. The
damage theory used is wellfounded in framework of thermodynamics of irreversible process
and was proposed by Lemaitre (1992).

In the Smooth Cap model, the main objective is evaluated the soil behavior such as:
sands, silts and clays. The interest in this type of evaluation is important to founda-
tions designs, mainly for estimate the bearing capacity of shallow foundations and slopes
stability analysis.

Resolution of problems formulated with these plasticity “s models is incremental, and
to make use of one return mapping algorithm to integrated the elasto-plastic equations.
How the problem becomes non-linear because of additive decomposition’s deformation —
small strains problems —, the Newton-Raphson method also is employed to solve the set
of local and global non-linear equations.

To validate these plastic models, some examples are displayed in plane stress, plane

strain and axissymetric.

e To J, model with isotropic damage, examples as: plate with hole (EPT), bending
plate (EPD) and cylindrical notched specimen (Axis).

e To Smooth Cap model are displayed foundations shallows in stiffness footing (EPD)

and in stiffness circular footing (Axis), contemplating sands until clays soils.
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Introducao

Um dos grandes desafios, do engenheiro de andlise e de projetos, é estabelecer até que
ponto pode-se confiar em simplificacoes fisicas representadas por modelos matemédticos
tanto no regime eldstico quanto no regime pldstico.

Dessa forma, um dos principais objetivos deste trabalho é a busca de modelos elasto-
pldsticos para metais e solos, 0s quais permitam ao engenheiro analista/projetista esta-
belecer critérios eficientes quando houver a necessidade de andlises mais sofisticadas que
as andlises usuais de dimensionamento no dominio eldstico.

Um senso habitual nos projetos de célculo estrutural é a reducao de custos utilizando
métodos de otimizacao, e nao o uso do material além da tensao de escoamento. Contudo,
em alguns casos é interessante se conhecer nao sé as deformagoes plésticas, mas também
a que nivel de tensao ocorrerd a ruptura material. Isso permite por exemplo, a realizacao
de cédlculos de flechas no escoamento e que ainda assim respeitem critérios normativos.
Por isso, modelos elasto-plasticos com dano acoplado sao fundamentais para descrever
efeitos como: a deformacao plédstica e o amolecimento material.

Além do que, hd uma grande quantidade de pecas e componentes mecanicos que
apresentam concentracao de tensao, e que podem ser melhores capturados e analisados
numa andlise elasto-pléstica.

Ja em solos, o simples fato de se conseguir mapear a evolugao plastica das varidveis
internas: deformacoes pldsticas e tensoes, pode-se levar a obtencao de projetos geotécnicos
de fundagao onde os fatores de seguranca poderao ser menores, principalmente devido ao
maior controle e rigor embutidos na andlise. O modelamento de materiais geolégicos —
solos e rochas, é de grande valor para intimeras obras civis, como: fundagoes de edificagoes
e rodovias, muros de arrimo, estabilidade de encostas, barragens e escavagoes de tineis.
Portanto, a andlise desses projetos requer um conhecimento dos materiais geolégicos em-
pregados e da forma com que a estrutura de sustentagao da obra civil se comporta, ou
seja, requer um estudo minucioso das deformagoes.

O trabalho de pesquisa visa realizar um aprimoramento nao somente do entendimento
dos fenobmenos que ocorrem em solos e rochas, mas também nos modelos constitutivos
utilizados para a caracterizagdo de alguns efeitos: distribuicdo de tensoes (bulbos de
pressoes), que possibilitam o cdlculo da capacidade de carga de fundagoes e a determinagao

adequada do campo de deformacoes e tensoes nesses materiais.
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Assim, a proposta do trabalho consiste no desenvolvimento teérico e computacional
objetivando a determinacao dos campos de deformacao e tensao que ocorrem em metais
e em solos drenados granulares do tipo areias e nao-granulares drenados do tipo argilas e
siltes.

Em geral os modelos constitutivos utilizados para a determinagao do comportamento
de solos ou rochas sao bastante sofisticados devido a: nao-linearidade acentuada, histerese
e resposta elasto-plastica dos materiais geolégicos.

Em vista disso, pretende-se buscar modelos que atendam a este comportamento, como
os modelos de plasticidade com critérios de escoamento e de estado limite, dentre eles:
Plasticidade Jo, e "Cap"Suave, os quais associados ao método dos elementos finitos para
simulagao e andlise numérica podem ser empregados na resolucao dos problemas geotéc-
nicos supracitados e nos projetos de estruturas metélicas.

Este 1ltimo com alguns efeitos ja bastante estudados, porém de suma importincia
para o trabalho, ja que os modelos para solos sao uma evolucao dos modelos para metais.
Diferente do J, 0 modelo de "Cap" ainda ¢ algo a ser explorado, assim como as formulagoes

tratando de dano de materiais.



Capitulo 1

Mecanica e Termodinamica dos

Meilos Continuos

1.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar os conceitos bédsicos da teoria utilizada para mode-
lar os fendomenos da deformacao e da ruptura de um meio continuo. Para simulacao desses
fendbmenos emprega-se a mecanica do continuo, que possibilita a modelagem do compor-
tamento de sélidos submetidos a solicitacoes mecanicas resultando em um conjunto de
equagoes diferenciais cuja solucao, em geral, é obtida numericamente.

No estudo do comportamento mecénico de um corpo continuo sao necessarios algumas
determinacoes: a cinemética da deformacao, os esforcos atuantes sobre o corpo e também
a evolucao das varidveis internas utilizadas para a caracterizacao do fenémeno de dano
e ruptura do material Malvern (1969), Germain et al (1983) e de Lemaitre & Caboche
(1994).

Assim, a base deste capitulo estd fundamentada no Principio das Poténcias Virtuais
(PPV) idealizado por d’Alembert (1750), que obteve utilizacao sistemdtica a partir de
1970, devido ao desenvolvimento dos métodos variacionais e da anélise funcional. Através
do PPV e da escolha de um conjunto de movimentos virtuais compativeis com o corpo
em analise obtém-se uma definicao coerente: das deformacoes, das equacoes de equilibrio
de forgas e das condigoes de contorno apropriadas. Conforme Spencer (1980), as equagoes
governantes do comportamento mecanico de um corpo continuo sao dadas a partir dos
conceitos da cinemdtica dos meios continuos, da conservacao da massa, da conservacao
do momento, i.e, das equacoes de equilibrio, do primeiro e segundo principios da termo-
dindmica e das leis constitutivas.

Afim de se introduzir as varidveis utilizadas na caracterizacao dos fendmenos estuda-
dos, emprega-se o enfoque da termodinamica dos processos irreversiveis. A escolha de
Potenciais Termodindmicos e a utilizacao do Método do Estado Local é que permitem a

definicao das varidveis associadas a partir das varidveis de estado, observdveis e internas,
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escolhidas em funcao dos fendomenos que se desejam modelar — conduzindo naturalmente
as equacoes de estado. O pseudo potencial de dissipacao fornece as leis complementares

ou leis de evolugao necessdrias para descricao dos processos irreversiveis considerados.

1.2 Cinematica da Deformacao de Particulas

A cinemética é o estudo do movimento sem considerar as forcas que o produzem. Com
intuito de se estudar a cinemédtica da deformacao de um corpo continuo pode-se estudar
individualmente o movimento de uma particula deste corpo. A deformagao, ou mudanca

de forma de um corpo depende da relacao de vizinhanca entre cada particula do corpo.

1.2.1 Corpos e Configuracoes

Um corpo é o conjunto de particulas, que pode ser visualizado/idealizado através de sua
configuragao (figura 1.1) — regiao ocupada em R pelas particulas no instante considerado.
Seja B um corpo considerado, onde €2, denota a regiao ocupada pelo corpo em t = 0

e (), a regiao ocupada em um instante t qualquer.

A

T

v

Figura 1.1: Configuragoes €2, e §2; do corpo B

Cada posicao espacial de uma configuragao é ocupada por uma particula. Note que o
corpo consiste sempre das mesmas particulas, sua configuracao é que varia com o tempo.
Seja P uma particula de 8. Para se determinar o movimento desse corpo é necessario
acompanhar a trajetdria de cada uma de suas particulas. Com o escopo de se identificar
cada particula P de ‘B, utiliza-se uma configuracao de referéncia que associa a cada

particula a sua posicao ocupada nessa configuracao.
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1.2.2 Movimento de Deformacao do Corpo B

O movimento do corpo B é descrito através de um vetor posicao ¥ do ponto X que cada

particula ocupa no instante de tempo ¢.

—

7= x(X,1) (1.1)

Ja que esta fungao vetorial &’ descreve como o corpo B muda ou deforma de uma configu-
ragao para a outra, ela é denominada funcao deformacgao. Considerando um dado instante
t fixo, se a posicao X de uma particula P na configuracao de referéncia ), é especificada,

entao a relacao da equagao 1.1 fornece a posicao & de P em €);. Desta forma, tem-se:
Q= x(Q, 1) (1.2)

Sendo P uma particula de B que ocupa a posicao X em Q, (fixa), a trajetoria/caminho
da particula P ao longo do tempo é dada pela relacao 1.1, onde, & — representa o lugar
geométrico ocupado pela particula P no instante .

Assim surgem duas formas clédssicas de descricdo do movimento de um corpo. A

descricao "material" ou Lagrangeana e a descricao "espacial" ou Euleriana.

e Descricio Material: E a descricao do movimento/deformagao no qual a posi¢ao X

de uma particula P em (2, é uma varidvel independente.

e Descricio Espacial: E a descri¢ao do movimento/deformacao no qual a posicao 7

de uma particula P em €); é uma varidvel independente.

A relacao entre a posicao espacial ¥ no instante ¢ de uma particula material P
cuja posi¢ao X na configuragao de referéncia ¢ dada pela fun¢ao movimento/deformacao
gp(X ,t), onde Xeo tempo t sao as varidveis independentes. Esta funcao indica a posicao

final das particulas (pontos) materiais com uma fungao do tempo, logo:

—

7 = o(X,1) (1.3)

O vetor deslocamento u de uma particula na posicao X da configuracao de referéncia para
a posi¢ao & na configuracao deformada (em €2;) ¢é a diferenca entre a posi¢ao atual e sua

posicao inicial, sendo dado por,
#(%,1) = p(X,1) - X (14)

O vetor velocidade v de uma particula, que é a taxa de variacao do deslocamento, ou seja,

¢ dado pela derivada do movimento no tempo com a coordenada material fixa:

ou(X,t) 97X, 1)
o Ot

T(X,t) = (1.5)
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O vetor aceleracao @ de uma particula, que é dado pela taxa de variacao da velocidade,
ou seja, pela derivada material da velocidade, é descrito por:

o 0u(X,t)  92F(X,t)

(X, 1) = (1.6)

Apo6s descrita a cinemédtica do movimento do corpo é necessédrio ainda estabelecer sua

cinematica de deformacao.

1.2.3 Cinematica da Deformacao de um Corpo

"Diz-se que um corpo sofre um deslocamento de corpo rigido, se a distancia entre todas
as suas particulas nao sofre mudanca, do contrario o corpo é dito deformado", Lubliner
(1990). O mecanismo de deformagao pode ocorrer de vérias formas, podendo ser dada por
deformagao homogénea ou nao-homogénea. Na figura 1.2 a seguir é mostrado como se d4a
o mapeamento de deformacao nao-homogénea, entretanto para deformacao homogénea
pode-se fazer o mesmo por analogia, mas somente o mapeamento do ponto P.

A

W, W

P Q P dx

v

O

Figura 1.2: Mapeamento da deformacao dos pontos P e Q

Deformagao Homogénea

Um corpo ¢é sujeito a uma deformacao homogénea se o mapeamento da deformagao tem

a seguinte forma:
7= o(X,1) = [F()X (L.7)

Note que o mapeamento da deformacao neste caso é dado por uma funcao linear. O tensor
[F(t)] também é uma func¢ao somente de ¢. Na forma de componentes pode-se escrever o

mapeamento da seguinte forma:

o qual na forma expandida é expresso como:

T Fi, Fio Fig X1
) = Fyr Fyy I X . (1~9)
3 F31 F32 F33 X3
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A relacao do mapeamento da deformacao é bijetiva, i.e, inversivel. Entao a equacao linear
1.9 também deve ter solucao.
7= [F@)]'X (1.10)

Assim, [F(t)] ndo é singular e tem-se que o determinante de F ¢ diferente de zero,
det(F(t)) # 0.

Deformagao Nao-Homogénea

Um corpo ¢é sujeito & uma deformagao nao homogénea se o mapeamento da deformagao
tem a seguinte forma:

dz = F(X,t)dX (1.11)

sendoo o tensor gradiente de deformacao F é denotado por,

F(X, 1) = %ﬁé’” (1.12)
O determinante do gradiente de deformacao, det(F), ¢ também conhecido como Jaco-
biano da deformacao .J, e representa localmente a relacao entre o volume atual V e o
volume inicial V,:

J = det(F) ; (1.13)
Quando o Jacobiano da deformacao é igual a 1, a deformacao é denominada isocérica,

indicando que ocorreu deformacao com volume constante.

Decomposicao da Deformacao

A deformacao pode ser decomposta como sendo a composicao de uma deformacao pura

seguida de uma rotacao pura.

e Rotacao Pura: Ocorre quando, no movimento de um corpo, cada linha de um
elemento do corpo nao sofre alteracao em seu tamanho, somente uma alteracao na
sua orientagao, como mostra a figura 1.3.

JAN JAN

o .
/ L

N

x4
|
|
i
<
N P
‘.& /
N
\

Figura 1.3: Rotagao pura
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O movimento/deformagao representando uma rotagdo pura tem a seguinte forma:

7 = [R()X (1.14)
xr; = Rinj

sendo, R = R(t), ndo depende de X e 6 tal que :
[R"[R] = [R][R]" = [1] (1.15)

Note que det[R] = +1, quando det[R] = 1 a rotagao é dita ser prépria. No caso em que

det|R] = —1 temos uma reflexdo, i.e., a deformacdo néo representa uma rotac¢do pura.

e Deformacao Pura: Ocorre quando, no movimento de um corpo, cada linha de
um elemento do corpo sofre alteracao em seu tamanho, sem uma alteracao na sua

orientagao, como mostra a figura abaixo.Um movimento/deformagdo homogénea é

AN AN

=] R
»

C U/

Figura 1.4: Estiramento puro - Deformacao pura

pura quando tem a seguinte forma.

i = [UWB)IX (1.16)
r; = Uin]‘

sendo, U = U(¢) nao depende de X, e é tal que :
[U®)] =[0@)]" (1.17)

Note que, como U é simétrico, U é diagonalizavel e det(U) > 0, esta forma de ma-
peamento de deformacao tem a propriedade de que se existe uma linha de elementos
D em (2,, qual ¢é estirada, mas nao rotacionada dentro do estado d na configuragao

atual €2;.Dessa forma tem-se,

d=[U]D = \D (1.18)



CAPITULO 1. MECANICA E TERMODINAMICA DOS MEIOS CONTINUOS 7
ie.,

[UD = A[]D (1.19)
0

sendo D & o vetor proprio e A é o valor préprio. Os elementos da linha D na direcao
de um vetor préprio sao estendidos de A e nao sofrem rotacao.
Decomposicao Polar da Deformacao

Uma deformacao genérica pode ser decomposta por:

b) uma deformagao/estiramento puro seguida de uma rotagao pura:

F =RU (1.20)

b) uma rotagdo pura seguida de uma deformagao/estiramento puro:

F=VR (1.21)

sendo:

R — tensor rotacao;

U e V- tensores elongagoes (estiramentos) direito e esquerdo respectivamente.

A nocao de superposicao de uma rotacao e um estiramento como usado em elasticidade
linear nao é usada em problemas de grandes deformacoes.

Observacgao:

e Em grandes deformacoes, duas deformagoes devem ser combinadas seqiiencialmente

por composic¢ao, i.e., tem-se uma decomposicao multiplicativa.

e Em pequenas deformagoes (escopo do presente trabalho), as deformagoes sao

combinadas por adicao, i.e., tem-se uma decomposicao aditiva.

Do teorema da decomposi¢ao polar no qual os tensores U e V sao calculados a partir

dos tensores C e B chamados tensores de Cauchy-Green direito e esquerdo, tem-se:

C = U*=F'F (1.22)
B = V?=FF'

Medidas de Deformacgao

O gradiente da deformacdao F ou F~! contém todas as informacdes a respeito da

deformagao em uma vizinhanca de P. Como o teorema da decomposicao polar mostra
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que a informacao de uma rotagao e de uma deformagao pura de um corpo podem ser
separadas, pode-se dessa forma, tomar como medida da deformacao — os estiramentos U
ou V da deformacao.

Entretanto, U é de dificil determinacao, mas sabe-se que seus autovalores podem ser

obtidos a partir dos autovalores de C,dados por,

A=./o (1.23)

Assim o tensor C fornece as mesmas informacgoes geométricas relativas & deformagao
quanto a U. Logo, C representa uma medida de deformacao pura do corpo, e como é de

facil determinacao, sendo usado nas equagoes constitutivas apresentadas a seguir.

Deformacgoes Infinitesimais

Neste momento se buscard identificar a maneira de como se pode medir as deformacoes
de acordo com o proposto pela teoria de decomposicao do gradiente de deformacao F.

Considerando o movimento ilustrado abaixo:O campo de deslocamento das particulas de

A

‘B

<y

W, W

X
4

v

O

Figura 1.5: Campo de deslocamento do corpo B dado por

B relativas a configuracao de referéncia €2, sao representadas por # e dado pela equagao

abaixo.
=X +a(X,t) (1.24)

Da descri¢ao do gradiente da deformacao tem-se:

— X —
poo- 00X 00y g (1.25)
0X 0X 0X
9T ox, ox, ox, UM
Denontando,
H- 2% g (1.26)

_8_)?_
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Pode-se reescrever o tensor deformacao F da seguinte forma,
F=I+H (1.27)

No caso de deformages infinitesimais, assume-se que maz |Vxi| < 1.
vXeq,
Entao, escrevendo C em funcao de I e H e aplicando na equacao 1.22 , chega-se a,

C = FI'F = {1+ H} {I+H} (1.28)
C = I+H+H +H'H=I+H+H" +60{H*}
U = [C]? = [I+H+H" +0{H}]

Fazendo por analogia com a equacio de segundo grau, (14 z)z = 1 + 1T+ 0(|z)?),

|z| < 1,tem-se:
U=T+ {H+H} +0{H) (1.29)

porém, {1+ 2} 72 =1— 12+ 0 {|z*}, assim,
Ulzl—%{H+HT}+9{H2} (1.30)
Como R = FU ' obtém-se:
R+ {H-H"} +0{H) (1.31)

Finalmente, definindo os tensores E e W abaixo

aui auj
ox; ' 0x,
8ui 0uj

0X, 0X,

B - L{HiH) Ezé{ }.'.E:%{VUJFV?IT} (1.32)

W = %{H—HT}.'.WU:%{ }.'.WZ%{Vﬁ—VﬁT}

onde E denota a deformagao infinitesimal pura e W a rotacao infinitesimal pura, obtém-se:
F=I+E+W+0{H}. (1.33)

A partir disto, pode-se verificar que a hipétese de deformacao infinitesimal — pequena
deformagao, leva & decomposicao aditiva da deformacgao, i.e., a deformacao infinitesimal
pode ser decomposta em uma superposicao linear de uma deformacao infinitesimal e de

uma rotacao infinitesimal.
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1.3 Leis da Conservacao

1.3.1 Conservacao da Massa

A massa total de um corpo nas configuracoes de referéncia e atual sao dadas respectiva-

mentes por,

M, = / po(X)dV, (1.34)

M= | p@t)dv (1.35)

Qy
No caso em que o movimento ocorre sem variagao de massa, a relagao entre as densidades

de referéncia e atual é dada por:

/ u(Ryav = / AE Y (1.36)

Da equacao 1.13, tem-se que o volume atual pode ser escrito em funcao do volume inicial,

dV = J dV,, e sendo assim a expressao 1.36 fica,

| e @av.= [ oo g av, (1.37)
Qo Qi
Logo a equacao 1.37, implica em,

po=1Jp (1.38)

1.3.2 Conservagcao de Momentos Linear e Angular

Diante da descricao das leis de conservacao dos momentos, cabe atentar para a defini¢ao
de tensao, que serd inserida nas formulacoes, devido ao fato das forcas internas de um
corpo serem apresentadas em funcao da tensao.

Definicao de Tensao

Sabe-se intuitivamente que forgas aplicadas na superficie de um meio sao transmitidas
de alguma maneira através desse meio. O problema é de que maneira essas forcas sao
transmitidas. Usando o conceito de tensao esta acao pode ser perfeitamente entendida.
Deste modo, se a distribuicao de tensao em um meio é conhecida, pode-se perfeitamente
descrever a maneira pela qual a forca é transmitida através do meio. Assim, a tensao em

um ponto é definida por:
oF

o= 5lér_r>log (1.39)

sendo, 4.5 é um elemento de drea, ao redor de um ponto P, sobre a qual atua a for¢ca 0 F
como indicado na figura 1.6.

A resultante de for¢as/momento atuando num corpo 8 num instante de tempo t é

igual & taxa de variagdo do momento linear/angular no mesmo instante.
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Figura 1.6: Superficie de tracao e forcas no corpo ‘B.

a) Forgas atuando em B

e Forcas de corpo g(f, t) : forgas por unidade de massa, dadas por,

Ey(Z,1) :/ pbdV (1.40)
Qy

e Forcas de superficie f(f, t) = o 1 : tragdo prescrita na superficie 0€);, dada por,

ﬁ@Jy:/ T(Z,t,7) dS (1.41)
o

b) Momentos atuando em B

e Momentos resultantes de forgas de corpo com relagao a origem O como mostrado

na figura 1.7,
/ﬁprEa/ (1.42)
Q

e Momentos resultantes de forcas de superficie de tragao com relacao a origem O ,

andlogamente como mostrado na figura 1.7 para forca de corpo,

/ Zx T dS (1.43)
o0

b(x.t)

x4

v

O

Figura 1.7: Momento em B na configuracao deformada
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Destas relacoes de momento, pode-se expressar as leis da conservacao do momento

linear e angular respectivamente, como:

/ pde+/ TdS=— [ pxdV (1.44)
Q o) dt Jo,
S P I d [ .
/xprdV—i—/ IxTdS=— [ ZxpxdV (1.45)
Q o0 dt Jo,

Com estes conceitos em mente, pode-se agora buscar uma formulacao para as equacoes
de equilibrio para a resolucao de problemas da mecénica do continuo. Dentre as formas
de solugao pode-se empregar a formulacao do principio das poténcias virtuais que serd

descrita a seguir.

1.4 Principio das Poténcias Virtuais

Segundo Sampaio (1982), o Principio das Poténcias Virtuais (PPV) consiste em descrever
os movimentos possiveis de um sistema mecanico por um espago virtual 9, denominado
espago dos movimentos virtuais. A escolha desse espaco reflete o grau de detalhe com o
qual se quer descrever o sistema mecéanico em questao. As forcas aplicadas no sistema
mecanico sao entao descritas pela prescricao de um funcional linear continuo em 1J.
Os conjuntos desses funcionais lineares constitui o espaco & das forgas. Assim, o
significado das forgas é dado através da poténcia que essa forca realiza em um movimento
virtual qualquer. Nesta secao a figura 1.8 representa um elemento diferencial do meio

material.

Figura 1.8: Elemento material isolado

O PPV é baseado em dois axiomas bdsicos, o axioma da invaridncia dos esforcos
internos e o axioma de equilibrio.
Axioma da Invaridncia dos Esforgos Internos

Este primeiro axioma diz que a poténcia virtual dos esforcos internos associada a um

movimento de corpo rigido é nula.
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Axioma de Equilibrio

Para todo o meio material, relacionado a um referencial absoluto, a cada instante de
tempo e para todo o movimento virtual, a poténcia virtual dos esforcos de inércia P, é
igual a soma das poténcias virtuais dos esforcos internos P; e das poténcias virtuais dos

esforgos externos P., i.e.,
P,=P + P, (1.46)

1.4.1 Poténcia Virtual dos Esforcos Internos

Supoe-se que a poténcia virtual dos esforcos internos estd definida por uma integral sobre
o dominio D C €; que a priori contém os trés termos ¥ (M), D e €2 associados respecti-

vamente a um vetor f =p b e aos tensores o, simétrico e I', anti-simétrico. Assim,
B:—/{ﬁ-f+D-0'+Q~I‘} dD (1.47)
D

o sinal negativo ¢é introduzido por convencao, para ser usado mais tarde no desenvolvi-
mento termodindmico. Do primeiro axioma do PPV pode-se chegar que a Eq.(1.47)

reduz-se a:

Pi:—/D-adD. (1.48)
D

1.4.2 Poténcia Virtual dos Esforcos Externos

Os esforgos externos sao divididos em esforcos de agao a distancia e esforcos de contato.
Os esforcos de acao a distancia sao devidos & acao do exterior sobre o sistema, atuando no
volume do corpo D, e sao tais como o campo gravitacional e os campos eletromagnéticos.
Estes esforgos sao representados por uma densidade de forcas f O segundo termo é
devido aos esforcos de contato que atuam na superficie do corpo 0D e sao representados
pelo vetor densidade de forcas de superficie T. Assim, a poténcia virtual dos esforcos

externos é definida como
Pe:/f~6d1>+/ T -7 doD. (1.49)
D D

1.4.3 Poténcia Virtual dos Esforcos de Inércia

Se @ é o vetor aceleracao em cada ponto M e p é a massa especifica, a poténcia das

quantidades de aceleragao é definida como

P, = / pd-dD. (1.50)
D
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1.4.4 Equacao de Equilibrio

Substituindo as equagoes integrais encontradas para cada um dos termos de poténcia na
Eq.(1.46) chega-se a

/pa-mD:—/D-adD+/f-z7dD+/ T -5 doD. (1.51)
D D D oD

A partir do teorema da divergéncia! para um campo vetorial e de algumas propriedades

de derivacao pode-se chegar a seguinte equacao integral :

/{dw a+f—pa}-ﬁdz>:o v 7, (1.52)
D

assim,
div o+f—pi=0 em D, (1.53)

que é a cldssica equagao de equilibrio dindmico (1* Equacao de Cauchy). Se o corpo
estiver em equilibrio estdtico entao a poténcia devida & quantidade de aceleracao P, é

nula e a Eq.(1.53) torna-se:
div o + f: 0 em D, (1.54)

que é a conhecida equacao de equilibrio estdtico. Tem-se ainda que T=0ci ,(2* Equagao
de Cauchy), sobre 0D.

1.4.5 Hipodteses de Deformacgoes e Deslocamentos Infinitesimais

Quando os deslocamentos, @ (M) e as deformagoes e, forem de pequena magnitude,
as varidveis de Lagrange definidas na configuracao indeformada (2,, ver figura 1.9, e as
varidveis de Euler, definidas na configuracao atual €2;, se confundem.

A W
W,

v

Figura 1.9: Campo de deslocamento da particula M.

!Teorema da Divergéncia:

Campo escalar: [, endda = [, Ve da
Campo vetorial: [, v - ndda = L, divvda
Campo tensorial: [ Andda = [, div A da
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Desta forma, pode-se escrever que

(M) = /OtU(M) dt (1.55)

t
g:/ D dt (1.56)
0

e por conseqiiéncia
{VX 7 (M) + [V ﬁ(M)]T} . (1.57)

N | —

1.5 Termodinadmica dos Meios Continuos

1.5.1 Leis de Conservacao

Uma das leis fundamentais da natureza é o principio da conservagao da energia, qual
afirma simplesmente, que durante uma interagao, a energia pode mudar de uma forma
para outra contudo a quantidade de energia mantém-se constante.

A Primeira Lei da Termodindmica é simplesmente uma expressao do principio da
conservacao da energia, i.e., a energia ¢ uma propriedade termodinamica.

A segunda Lei da Termodinamica estabelece que a energia tem qualidade bem como
quantidade, e os processos existentes ocorrem na direcao de decréscimo da energia.

Em um sistema termo-mecénico, um corpo B pode armazenar energia de duas formas:
e Energia Cinética {K'}
e Energia Interna {E;}

Assim, a taxa de variacao da energia total de uma parte D do corpo B é igual a soma:
(1) Da taxa de trabalho das forgas externas {P.,}

(2) Do fluxo de energia térmica entrando ou saindo do sistema {Q}

Logo,

% (K +Ej) =P +Q (1.58)

sendo:
K :% P U-TdV
E, = [,pedV
P = [ppb-Tde+ [,npT-7dA
Q@ :poI)'dV—l-faDQ(ﬁ) dA

Dessa forma serao apresentadas as leis de conservagao da energia.
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i) Conservagao da Quantidade de Movimento:

A equagao de equilibrio Eq.(1.53) pode ser interpretada como um balango de quantidade

de movimento, ou seja,

| 7dD— | T doD = / fdp (1.59)
dt oD D

i1) Conservagao da Massa:
A segunda lei de conservacao ¢é a lei de conservagao da massa que é expressa por

d

i .7 dD = 0. (1.60)

i1i) Primeira Lei da Termodinamica:

A terceira, e mais famosa lei de conservacao ¢ a lei da conservagao de energia. Ela exprime

que a taxa de variagao de energia interna, definida como

d d
7 (E;) = dt/ pedD (1.61)

na qual e é a energia interna especifica, mais a taxa de variacao da energia cinética,

definida como

q 1 d .
< (k) = 2dt/pv 5 dD (1.62)

deve ser igual & taxa de calor recebida pelo corpo mais a poténcia externa definida pela

Eq.(1.49), isto é
d

dt

A taxa de calor recebida pelo corpo compreende duas partes, uma devida ao calor gerado

(Ei + K) = P + Q. (1.63)

no interior do corpo D pela acao das forcas externas e a outra pelo calor recebido através

da fronteira D. Assim a taxa de calor pode ser escrita como
Q:/I;dD— q-mn doD (1.64)
D oD

na qual r é a densidade, em volume, de producao interna de calor, ¢ é o vetor fluxo de
calor e 7 é a normal exterior a 0D ja definida anteriormente.
Com a manipulagao matemadtica destas defini¢oes apresentadas até aqui, pode-se

escrever a primeira lei da termodinamica da seguinte forma
pe =0 D+t + div () (1.65)

ou
pe=0-c+ t+div(q) (1.66)
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utilizando a hipdétese de pequenos deslocamentos.

iv) Segunda Lei da Termodinamica - Entropia

A segunda lei da termodindmica é expressa por uma desigualdade equacao 1.68, que
relaciona duas novas varidveis, a temperatura absoluta T e a entropia S, esta definida

CO1mo:

_d
dt Jp

s é a entropia especifica. A desigualdade em questao é dada pela taxa de producgao de

Se p s dD, (1.67)

entropia — que é sempre superior, ou no caso extremo, igual a taxa de calor recebida por

D, definida pela Eq.(1.64), dividida pela temperatura absoluta 7". Assim,

as L q-n
— > [ =dD — —— doD 1.
dt_/DT op I J (1.68)

Através desta desigualdade pode-se entao excluir os processos fisicos nao factiveis, i.e.,
processos que possuem taxa de entropia negativa. A aplicacao do teorema da divergéncia

na Eq.(1.68) permite-nos escrever
/ a5 giv (LY -2 ap > (1.69)
—+div | =) — = .
>\t T) T =

. :
o wdiv (1) - %20 (1.70)

ou em sua forma local

Com base na primeira lei da termodinamica expressa pela Eq.(1.65), pode-se escrever
d d VxT
p{T—S——e}—G—D-U—(Z-%zO. (1.71)

Introduzindo o potencial de energia livre de Helmlhotz

UV=e—-Ts (1.72)
chega-se a
dv drT L VxT
Do—pl +s— L g 220 > 1.
7 p{dt+sdt} ¢ 20 (173)

que é a desigualdade de Clausius-Duhem. Admitindo agora a hipdtese de pequenos

deslocamentos e pequenas deformagoes, a desigualdade descrita pela Eq.(1.73) pode ser

. dv dT VxT
o — - — N g = > 1.74
o p{dt—l—sdt} ¢ — >0 (1.74)

expressa por:
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1.6 Meétodo do Estado Local

O axioma do método do estado local considera que o estado termodindmico de um meio
continuo pode ser definido através do conhecimento de valores de um certo nimero de
varidveis definidas em um instante t fixo. Essa hipétese implica que a evolugao de um
meio continuo pode entao ser considerada como a sucessao de varios estados de equilibrio,
ou termoestdticos. KEstas varidveis sao denominadas varidveis de estado local. Assim,
o sucesso da representacao do fenémeno fisico em questao depende da boa escolha das
varidveis de estado. Os processos serao termodinamicamente admissiveis se para cada
instante ¢ da evolugao, a equacao de Clausius-Duhem for satisfeita. As varidveis de
estado local sao classificadas segundo Lemaitre (1992) por varidveis observaveis e varidveis

internas.

Varidveis Observaveis: As varidveis observaveis que interagem dentro dos fenémenos
de elasticidade, viscoelasticidade, plasticidade, viscoplasticidade, dano e ruptura sao a
temperatura T e a deformacgao total . Os fendmenos reversiveis ou eldsticos sao

completamente definidos pelas varidveis observaveis.

Varidveis Internas: Para o caso de deformacoes plésticas é necessario a introducao da
varidvel irreversivel, deformacao pldstica, representada por €. Deste modo, no escopo de

deformagoes infinitesimais, a deformacao total pode ser expressa decomposta como:
e=¢l +¢° (1.75)

Os outros fenémenos, tais como dano e o encruamento por exemplo, podem ser incluidos
através da introducao de varidveis internas que os representem. Estas varidveis serao
definidas aqui por ay, {1, @z, ..., ax}, e dependendo do fenémeno estas varidveis podem

ser de natureza escalar, vetorial ou tensorial.

1.6.1 Potencial Termodindmico

Postula-se a existéncia de um potencial termodindmico ¥ do qual pode-se obter as leis
de estado. Este potencial tem as seguintes caracteristicas: ¥ : R" — R, é concavo
com relagao a T' e convexo com relagao as demais varidveis de estado. O potencial termo-
dindmico escolhido para o trabalho é a energia livre de Helmholtz, definido pela Eq.(1.72),

e representado, através das varidveis de estado, como

U—v (g, e, e T, V) (1.76)
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No caso da elastoplasticidade infinitesimal o potencial ¥ normalmente é funcao apenas

da diferenca € = ¢ — €P 0 que nos leva a seguinte representacgao:
U=y T, d) (1.77)

Introduzindo a Eq.(1.77) na desigualdade de Clausius Duhem, Eq.(1.74), pode-se deter-

minar as seguintes equagoes de estado:

ov

o= pas (1.78)
ov
ov

sendo:
a tensao o, a varidvel associada a &°;
a entropia especifica s, a varidvel associada a T

e A; as varidveis termodinamicas associadas as varidveis internas oy,.

1.6.2 Potencial Termodindmico de Dissipacao

Com intuito de se determinar as leis complementares ou leis de evolugao, para o processo
dissipativo, postula-se a existéncia de um potencial ou pseudo-potencial com as seguintes
caracteristicas: F': " — R, continuo, convexo com relagao as varidveis de fluxo {a, A},

e nulo na origem. No caso de um problema isotérmico,

F=F ({a ff} e, &}) . (1.81)

As leis de evolucao sao determinadas utilizando a propriedade da normalidade ou da
dissipacao normal, com relagao as varidveis de fluxo,

OF . OF
L OF _ L OF
=g ¢ Vem g

(1.82)
A primeira equacao conduz as leis de evolugao da plasticidade e da viscoplasticidade e a
segunda relacao exprime a evolucao das varidveis internas do problema. Os potenciais de
dissipacao podem ainda depender das varidveis de estado {¢°, a} que fazem o papel de
parametros.

Com este procedimento, todo o problema de modelamento dos fendémenos fisicos reduz-
se a determinacao da expressao analitica dos potenciais termodindmicos descritos acima

e da identificacao dos parametros materiais através de testes experimentais.



Capitulo 2

Plasticidade

Neste capitulo serd considerada a andlise de tensao de problemas elasto-pldsticos sujeitos
a estados planos de tensao, de deformacao e problemas axissimétricos. A anilise desse
tipo de comportamento do material é complexa devido ao fato de que diferentes
materiais requerem diferentes modelos constitutivos para sua adequada caracterizacao.
Dessa forma, serao apresentados modelos elasto-plasticos para os materiais mais
habitualmente utilizados na engenharia tais como: metais, solos, rocha e concreto. Neste

trabalho é considerada apenas a cinemédtica de pequenos deslocamentos e deformacoes.

2.1 Teoria da Plasticidade

O objetivo da teoria da plasticidade é prover um principio capaz de descrever
o comportamento da relagao tensao-deformacao para materiais que apresentam uma
resposta elasto-plédstica quando submetidos a carregamentos externos. Esta resposta pode

ser:

Elastica: quando apds cessada a carga o corpo nao apresenta deformagoes residuais.
As deformagoes que ocorrem sao reversiveis e a nivel atomico. Os efeitos dessas
deformnagoes sao observdveis numa escala macroscopica, resultantes da variacao do
espaco interatdémico para balancear as cargas externas, e também dos movimentos

reversiveis de deslocamento.

Plastica: quando apds cessado o carregamento a deformagao nao se desfaz, sendo por-
tanto irreversivel ou permanente, Owen & Hinton (1980), Desai (1984), Chen & Han
(1988) e Lemaitre & Chaboche (1994). Essas deformagoes irreversiveis podem ser
plésticas ou viscosas, ocorrem a nivel cristalino em adicao a parcela de deformagao
eldstica. Correspondem ao relativo deslocamento atomico que permanece apds a

remocao da carga.

Para se escrever um modelo do comportamento elasto-plédstico de deformagao, nao

basta apenas diferenciar as deformacoes, sao necessédrias ainda as seguintes formulacoes:

20
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e Um critério de escoamento indicando em qual nivel de tensao o fluxo plastico se

inicia;

e Uma relacao entre tensao e deformacao que descreva o comportamento do material

sob condigoes eldsticas, i.e., antes de iniciar a deformacao pldstica;

e Uma relacao entre tensao e deformacao para o comportamento plastico, i.e., quando

a deformacao é composta por deformacao elédstica e plastica, Spencer (1980).

2.1.1 Aspecto Fenomenolégico Elasto-Plastico

Algumas propriedades importantes podem ser identificadas neste tipo de comportamento.

1. A existéncia de um dominio eldstico, uma regiao de tensoes dentro da qual o
material se comporta como sendo puramente eldstico, sem a evolucao de deformacoes
permanentes. O dominio eldstico é delimitado por uma fun¢ao de escoamento, e
pela tensao limite de escoamento. No caso de materiais geolégicos, a funcao de
escoamento pode ser composta por uma ou mais superficies de falha, o que torna o

tratamento destes materiais mais complexo.

2. A ocorréncia de deformacoes ineldsticas cuja evolucao pode ser descrita por
uma regra de escoamento, descrevendo a evolucao da deformacao plastica eP.
Adicionalmente & regra de escoamento, sao descritas as condi¢bes de carregamento
e descarregamento de modo a possibilitar a diferenciagao da resposta do material

nestas duas situagoes.

3. A ocorréncia de encruamento do material, i.e., a possibilidade de haver endure-
cimento ou amolecimento do material acompanhando a evolugao da deformacao
pléstica. Esse encruamento é dividido em geral como: isotrépico e cinemaético. No
caso do encruamento isotrépico a tensao de escoamento o, muda em funcao da
deformagao plédstica acumulada. No caso do encruamento cinemético, ocorre uma

translacao da funcao de escoamento com relacao ao espaco das tensoes, Souza Neto
(2000).

2.1.2 Critérios e Superficies de Escoamento

Quando os problemas analisados envolvem mais de uma dimensao, problemas planos ou
tridimensionais, a definicao de um critério de escoamento torna-se dependente de intimeras
varidveis, i.e., das componentes de tensao. Varios critérios foram propostos na literatura

conforme a classe de materiais a serem analizadas. Os critérios mais conhecidos sdo:
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a) Tresca

b) von Mises

c) Mohr-Coulomb
d) Drucker-Prager

e) Modelo de "Cap"

Todo critério de escoamento determina o nivel de tensao no qual a deformacao plastica

inicia e pode ser escrito da seguinte forma:
f(o, Ay =0 (2.1)

sendo f é uma funcao de escoamento escalar, funcao do tensor tensao ¢ e do conjunto de

varidveis termodinamicas A.

Critério de Escoamento de Tresca

Este critério, também chamado de teoria da maxima tensao cisalhante (materiais dicteis),
estabelece que o escoamento inicia quando a maxima tensao cisalhante atinge um valor

critico. Sua funcao de escoamento pode ser representada por:

f(O') = {amax - Umin} — Uy (22)
sendo:

Omax — max(an, 022, 033) (2-3)

Omin = min(oyy,092,033)

04,1 = 1..3 - sao as tensoes principais
o,— tensao de escoamento

T,— tensao de escoamento ao cisalhamento;

e A figura 2.1 ilustra a forma desse critério de escoamento. Note que o critério de
Tresca é insensivel a pressao hidrostética, ja que a funcao de escoamento é tal que

f(oP +o"T) = f(cP), para qualquer pressao hidrostética o = $tr (o).

Critério de Escoamento de von Mises

Este critério descrito por von Mises (1913), estabelece que a plastificac@o inicia quando o

invariante J, da tensao deviatérica atinge um valor critico.

-,

Jo(aP) = R(A) (2.4)
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e o critério de von Mises pode ser definido como:

f(oP) = \/3Jy(cP) — 0, = /3 {% {aD.aD}} — o, (2.5)

O valor critico assumido como R é uma fungao das varidveis internas de encruamento
A. O critério de von Mises serd mais explorado posteriormente, pois se trata de um
dos principais modelos abordados neste trabalho. Na figura 2.1 ele é mostrado com uma

representacao planimétrica e tridimensional da sua superficie de escoamento.

A
Sa S3

4 von Mises ’&,@oo
,(\;("6
"
c B 5
Hexagono de Tresca
Tresca
D A 'Sb S,
Elipse devon Mises
E F
3) S2 b)
Figura 2.1: a)Superficies de escoamento de Tresca e von Mises num plano o3 = 0.

b)Superficies de escoamento de Tresca e von Mises no espago de tensoes principais.

Critério de Escoamento de Mohr-Coulomb

O critério de Mohr-Coulomb pode ser considerado como uma versao generalizada do
critério de Tresca. Ambos sao baseados na hipdétese da méxima tensao cisalhante, para
inicio do escoamento. Porém no critério de Tresca a tensao médxima de cisalhamento é
dada por uma constante, diferentemente do critério de Mohr-Coulomb, o qual considera
a tensao limite de cisalhamento 7, num plano, funcao da tensao normal o, neste mesmo
plano, i.e.,

|Ty| = f(on) (2.6)

Em contraste com o critério de Tresca, o critério de Coulumb é sensivel & pressao
hidrostatica. E baseado na hipétese de que o fenomeno de escoamento pldstico é macros-
copico, resultante do escorregamento friccional/atrito  entre as particulas materiais.
Generalizando a lei de atrito de Coulomb, estabelece-se que o escoamento pldstico inicia
quando, num plano do corpo, a tensao limite de cisalhamento, 7,, e a tensao normal, o,

atingem uma combinagao critica.

T=c—0o,lg ¢ (2.7)
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onde ¢ é a coesao e ¢ o dngulo de atrito interno.
A forma simplificada da envoltéria f(o,) de Mohr-Coulomb é uma linha reta, ilustrada

na figura abaixo.
t A

ItI=c-Sptg o

A

55 S1 {

wY
=

cCotg @

Figura 2.2: Critério de escoamento de Mohr-Coulomb: com a linha da envoltéria de falha.

Critério de Escoamento de Drucker-Prager

Assim como visto no critério de Mohr-Coulomb, o qual faz-se uma generalizacao do critério
de Tresca inserindo o efeito da pressao hidrostdtica no modelo, o critério proposto por
Drucker-Prager em 1952, faz uma generalizagao do critério de von Mises. Ele consiste
numa modificacao do critério de von Mises no qual um termo extra é incluido para que o
modelo se torne sensivel ao efeito da pressao hidrostética.

O critério de Drucker-Prager impoe que o escoamento plédstico ocorre quando o inva-
riante .J, da tensdo deviatérica e a tensao hidrostética o atingem uma combinacao critica,

H_ 1

sendo: ¢ = 311, pois I} = tr (o).

foP,0™)=/Ja(oP)+ 0 I, =< (2.8)
sendo ¢ e 0, constantes materiais, relacionadas com a coesao ¢ e o angulo de atrito ¢.

0— tg ¢

{9+ 12 tgp?}2

3c
¢ = T
{9 + 12 tgg?}>2

O local de escoamento no espaco de tensoes principais é respresentado por um cone

(2.10)

circular cujo eixo de simetria é a linha hidrostatica, conforme mostra a figura 2.3, e quando

0 = 0, o modelo se reduz ao critério de von Mises.
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S3‘l

Drucker-

Figura 2.3: Representacao Geométrica das superficies de escoamento de Mohr-Coulomb
e Drucker-Prager no espaco de tensoes principais.

Critério de Escoamento do Modelo de "Cap"

O critério de escoamento para os chamados modelos de "Cap" sao dados por mais de
uma fungao/superficie de escoamento. Assim diversos modelos podem ser criados usando
diferentes regras para escoamento do material em tragdo e em compressao.

Uma possivel forma para o "Cap" é apresentada abaixo:

filo) = \/JQ(UD)+0{UH_pt} (2.11)
folo,p) = a(oP) = B{c" +p.}

onde 6 e p; sao constantes, indicando a inclinagao do cone de Drucker-Prager e limite de
escoamento inferior de pressao de tragao hidrostatica pura. J& e p. sao a inclinacao do
"Cap"conico e a pressao de compactagao. Notar que a coesao ¢ descrita como constante
de material é mostrada na equacao 2.10, porém relacionada com p;. Sua representa¢ao

geométrica é mostrada na figura 2.4.

A ’7‘]2(3 5 )

rucker-Prager|

Cap

pc pt

Figura 2.4: Modelo de Drucker-Prager com "Cap".

No préximo capitulo serd apresentado um modelo de "Cap"mais detalhado, objetivo
do estudo do trabalho, para se poder modelar materiais geolégicos, solos, rocha e até

concreto.
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2.1.3 Leis de Encruamento

O encruamento é caracterizado pelo fato de que para muitos materiais reais, a tensao limite
de escoamento do material é dependente de uma medida de tensao plastica acumulada.
Assim a superficie de escoamento pode variar em cada estdgio de deformacao pléstica,
pois é dependente da histéria da deformacao. Algumas formas de modelos propostos para

captar tal fenomeno podem ser formuladas e ilustradas abaixo.
flo,e? k) = F(o,e") — k*(e?) =0 (2.12)

onde k? representa o tamanho da superficie de escoamento, e a fungao F(o,eP) define a
forma da superfice.

Um modelo de plasticidade sem encruamento é chamado de modelo de "plasticidade
perfeita", esse assume que no limite de escoamento o critério de escoamento é mantido
constante no decorrer da andlise de carregamento. Quando se admite a possibilidade
da variacao desse limite, entao o problema nao é mais de plasticidade perfeita e sim de
plasticidade com encruamento. De acordo com o nfvel de carregamento a que o material
¢ submetido e pela ocorréncia de carregamento/descarregamento, é possivel que o limite
eldstico, limite de escoamento ou critério de escoamento, possa variar aumentando no
caso de endurecimento/compactacao ou diminuindo para o caso de amolecimento.

Diante disto, surgem modelos para tratarem esses comportamentos, tais como:
a) Sem encruamento ou plasticidade perfeita — figura 2.5 a;
b) Encruamento Isotrépico — figura 2.5 b;
¢) Encruamento Cinemético — figura 2.5 c;

d) Encruamento Misto — figura 2.5 d.

o
Super fice de escoamento
Inicial

0 %
Superfice de escoamento
>~ Corrente

a) b)

Carregamento

i

4

N

tA tA
Super fice de escoamento|

Inicial Carregamento

Superfice de escoament Carregamento
Inicial %?3 \
0 { % 0 %
Superfice de escoamento Superfice de escoamento

Corrente Corrente
) d)

3

Figura 2.5: Leis de encruamento.
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2.1.4 Problemas Bi-dimensionais

Com intuito de se trabalhar no modelamento de problemas planos, serd mostrada nesta
secao a forma de como se devem reduzir os tensores tensao e deformacao para que se

tornem planimétricos.
Tem-se para tensao, ¢, e deformagao, &, quatro componentes, e os problemas podem

ser tratados em trés casos conforme figura 2.6 e suas descrigoes constitutivas abaixo:

1. Estado Plano de Tensao — ¢! = {04, 0y, Tsy,0.},com o, = 0;
2. Estado Plano de Deformagao — o = {0,,0,, T4y, 0.}, com &, = 0;

3. Axissimétrico — o7 = {0r,0.,Tr2, 00} .As formas explicitas das matrizes constitu-

a) Estado Plano de Tenséo b) Estado Plano de Defor magéo c) Axissmétrico

Figura 2.6: Aplicagoes em 2-dimensoes mostrando o sistema de coordenadas empregado.

tivas D para os problemas 1,2 e 3 podem ser escritas como nas equacgoes 2.13 e

2.14:
1 {1Zl/} 0 {1ZV}
E{1- [ S U e}
D= { v} {1—v} U=y problemas 2 e 3
{1+vi{1—=2v} | 0 0 spay O
o ) 0 1
(2.13)
1 v 0 O
E v 1 0 0
]D):m 00 1 g ,problema 1 (2.14)
2
00 0 1

Com o intuito de nao apenas se restringir ao fendmeno elasto-plastico mapeando as
deformagoes, pretende-se buscar um nivel de solicitagao tal que se possa identificar a
resposta material até sua ruptura. Assim é necessério a apresentacao de um modelo

de dano e de sua generalizagao como fenémeno fisico.
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2.2 Introducao a Mecanica do Dano

Na tentativa de se conseguir mapear a histéria de deformagao e de tensao de um material
até sua ruptura, ou até a sua incapacidade de suportar carga, é necessario buscar uma
varidvel de dano. Entretanto, a caracterizacao de um processo fisico progressivo até a
ruptura material ¢ uma operagao delicada que depende da escala de avaliacao da anélise.
O fenémeno do dano pode ser descrito de um ponto de vista fisico como a representacao de:
descontinuidades na superficie na forma de microtrincas ou descontinuidades do volume na
forma de vazios (cavidades), e, por esta razao, envolve processos reolégicos completamente

diferentes da deformagao.

2.2.1 Principios Elementares do Dano

Descrever a evolucao do dano, nem sempre é de fécil distingao, pois o fendomeno de evolugao
de um estado virgem do material até o inicio macroscépico de uma trinca acontece
acompanhado de outros mecanismos de deformacao. E como exposto antes, o dano
depende da escala de estudo e observacao. Assim, na tentativa de se analisar o fenémeno,

trés distintos niveis sao apresentados segundo sua forma de deterioracao material.
1. Nivel da microescala:

e O acimulo de microtensoes na vizinhanca de defeitos ou nas interfaces;
e A ruptura de ligacoes;

e Aumento plédstico de microcavidades.
2. Nivel da mesoescala:

e Nivel de um elemento representativo de volume, isto é, crescimento e coalescén-

cia de microtrincas ou microvazios que juntos iniciam uma trinca.
3. Nivel da macroescala:

e Esse nivel é que ocorre o crescimento de uma trinca, usualmente estudado na

mecanica da fratura.

2.2.2 Aspectos Fenomenolégicos do Dano

Todo material é composto por um arranjo de dtomos que se mantém unidos (colados)
por ligacoes resultantes de campos eletromagnéticos. Quando ocorre o descolamento
dessas ligacoes durante um processo de deformagao, o novo arranjo interatémico apresenta

microtrincas ou microvazios, indicando que o processo de dano foi iniciado.
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Por exemplo em metais, que sao organizados por cristais ou graos, hd um arranjo
atomico regular, exceto nas linhas de discordancias onde faltam dtomos. Se uma ten-
sao de cisalhamento é aplicada, as discordancias podem mover-se, e, criar uma defor-
magao pldstica por escorregamento sem qualquer descolamento como mostrado nas figuras

abaixo.Entretanto, se as discordancias sao paradas por um microdefeito ou uma concen-

S13 Si13 Si13

~S13 S Si13

Figura 2.7: Deformacao Pléstica elementar por escorregamento devido ao movimento de
discordancia.

tragao de microtensao, elas criam uma zona de impedimento na qual outras discordancias
podem ser barradas. Esse segundo processo nao pode ocorrer sem um rompimento ou

uma formacao de um microvazio, acarretando em dano, como mostrado na figura 2.8.

- +

Figura 2.8: Dano elementar por nucleacao da microtrinca devido ao aciimulo de discordan-
cias.

Outros mecanismos de dano em metais sao descolamentos intergranulares e separacao

entre inclusoes da matriz. Todos estes mecanismos criam micro deformagoes pldsticas.

e Nos polimeros, o dano ocorre por rompimento da ligacao que existe entre a longa

cadeia molecular;

e Nos materiais compostos, o dano é o desprendimento entre as fibras e a matriz

polimérica;
e Nas ceramicas, ocorre principalmente micro separagao entre as inclusoes e a matriz;

e No concreto, o mecanismo de dano é também uma separagao (fragmentagao) entre

agregados e o cimento com uma complexa influéncia da dgua;
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e Na madeira, o ponto fraco onde o dano ocorre é na ligacao das células celuldsicas.

Em todos os casos a elasticidade é influenciada diretamente pelo dano, desde que o
nimero das ligacoes atdmicas responsdveis pela elasticidade diminua com o dano. Este
acoplamento, que ocorre no nivel do estado do material, definido pela deformagao

eldstica e o dano, é chamado de "estado de acoplamento".

2.2.3 Representacao Mecanica do Dano

Na mesoescala, o nimero de ligacoes quebradas ou microcavidades do modelo pode ser
aproximado em qualquer plano pela drea das intersegoes de todas as falhas com esse plano.

A fim de se manipular uma quantidade de dimensao menor, essa drea ¢ dimensionada
pelo tamanho de um elemento representativo do volume. Esse tamanho é de importancia
primordial na definicao de uma varidvel continua na percepcao da mecanica do continuo.

Um elemento de volume representativo possui dimensoes suficientemente grandes para
que se possa admitir homogeneidade para a distribuicao dos defeitos nele contidos, mas
ao mesmo tempo suficientemente pequenas para que se evitem gradientes elevados de
grandezas locais de interesse, como a deformacao. Dessa forma, pode-se admitir
continuidade para as funcoes representativas dos fenomenos que ocorrem no elemento e
as propriedades nele medidas sao valores médios que podem ser associados a um ponto
material.

Seja considerado um corpo danificado e um elemento representativo do volume (RVE)
em um ponto M orientado por um plano definido por sua normal 77 e por sua coordenada

Z ao longo da diregao 7 , veja figura 2.9
a) Seja 05 a drea da interse¢ao do plano com o RVE;

b) Seja 0Sp, a drea formada pela uniao das areas de todas as micro trincas ou micro

cavidades que se encontram em §.S.

c¢) O valor do dano D(M, 7, Z) unido ao ponto M na diregao 7 e na coordenada z é

mostrado na equacao 2.15 :

D(M, 7, %) = 5?5

(2.15)

Isto segue da defini¢do que o valor da varidvel escalar D, que depende de (M, 1), é
limitado por 0 < D(M, 1) < 1.onde:

D = 0 — Volume representativo (RVE) nao danificado;
D =1 — Volume representativo (RVE) totalmente danificado, ruptura do material

em duas partes.
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Figura 2.9: Defini¢ao de dano.

Observacao:

e No caso particular de dano isotrépico, D(M, i7) nao depende de 7, resultando D(M).

e De fato, a falha ocorre para D < 1 através de um processo de instabilidade.

So A Sox€o- Deformagdo infinitesmal
Tensdo normal e deformacéo

Processo instavel

SRl ‘

Sel

»
L

ef eo

Figura 2.10: Processo de instabilidade.

2.2.4 Conceito da Tensao Efetiva
Se o RVE for carregado por uma forca F' = nF', a tensao uniaxial usual é:

F
= — 2.1
o= (216)

Se todos os defeitos estiverem abertos, de tal maneira que nenhuma micro forca esteja

agindo nas superficies das micro trincas ou das micro cavidades representadas por Sp,
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entao, a tensao real atuante é dada pela tensao efetiva 7, i.e., a tensao obtida considerando

apenas a superficie {S — Sp} que resiste efetivamente a carga, ¢ definida por:

F
5 — 2.17
=35 5, (2.17)

Introduzindo a varidvel de dano, dada por 2.18:

Sp
D=—*2 2.18
5 (2.18)

Conclui-se que a tensao efetiva fica sendo apresentada como sendo:
F o
0= ——— O = —— (2.19)
s{1-32} {1-D}

Nota: Na compressao, alguns defeitos podem se fechar resultando numa mudanca do
dano efetivo. Todavia, o efeito do fechamento de micro trincas nao sera considerado neste
trabalho.

2.2.5 Principio da Deformagao Equivalente (J. Lemaitre,1971)

Um principio postulado na mesoescala é usado com o intuito de se evitar andlises
micromecénicas para cada tipo de defeito e para cada tipo de mecanismo de dano. Assim,
Lemaitre propos em 1971, o seguinte:

"Qualquer equagao constitutiva de deformacdo para um material danificado pode ser
obtido da mesma forma para wm material virgem, exceto que a tensao usual é substituida
pela tensdo efetiva.”.

No nivel da mesoescala, esse principio implica que a equacao constitutiva para a de-
formacao de um elemento de micro volume, nao é modificado por sua vizinhancga contendo

uma microtrinca.

Resumo:
Estado Principio da deformagao Acoplamento entre
Material equivalente deformacgao eldstica e dano
Nao danificado | D=0 |e=F(o,D)| D=0 € =2
Danificado | 0 <D <1|e=F(6,D) 0<D<1|e"=% =355
o= {1fD} =%

Tabela 2.1: Resumo do principio da Deformagao Equivalente

E = Moédulo de eléstico - material nao danificado
E = E{1 — D} = Médulo eldstico para material danificado
A variagdo do médulo eldstico para dano ditil progressivo pode ser ilustrada pelas

figuras 2.11 a e 2.11 b, a seguir.
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2.2.6 Dano Material

Quando o dano ocorre, de acordo com o principio da deformacao equivalente, a funcao de
escoamento e a equacao constitutiva Tensao-Deformacao devem ser escritas como:

f=f(,R,X,D X'—{R—i—ay}go (2.20)

B o
Nk
e=—" . 5=E{l- D} (2.21)

E{1- D}
f : funcao de escoamento;
e : deformacao total;
e® e eP : deformacao eldstica e plastica respectivamente;
R : varidvel escalar interna relacionada com encruamento isotrépico;
X varidvel interna relacionada com o encruamento cinemético;
D : wvaridvel escalar interna relacionada com o dano isotrépico;

o, @ varidvel escalar interna relacionada com a tensao de escoamento do material.

Critério de Ruptura

A ruptura na mesoescala é a iniciacao de uma trinca que ocupa toda a superficie do RVE,
i.e., D = 1. Em muitos casos isto é causado por um processo de instabilidade que induz
repentinamente na separagao atomica da drea restante resistente. Isto corresponde ao
valor critico do dano D,., que depende do material e das condigoes de carregamentos.

O final da separacao atomica é caracterizado pelo valor critico da tensao efetiva agindo

sobre a drea resistente, denominada por o, ver figura 2.11 c).

=Dy =~ (2.22)

Praticamente o, pode ser aproximado pela tensao limite de resisténcia o,, que é facil de

Sa E/E 4
""""""""""" | 1
E . E
T |
q E q
Q) b)

Figura 2.11: a e b) Relagao entre médulos eldsticos. ¢) Esquema da evolugao do critério
de escoamento com dano.



CAPITULO 2. PLASTICIDADE 34

identificar. Ja o dano critico pode ser aproximado por:

Do~1— {i} (2.23)

Oy

No caso de metais duteis, o valor de Dec € [0.2,0.5], e, esta relacao, aplicada para
um teste de tragao pura, monotonico, é tomado como referéncia para a definicao do dano

critico D,,, considerado como uma caracteristica do material:

Dy =1-— {U—R} (2.24)

Oy

sendo op a tensdao nominal de fratura do material.

Dano Critico

Antes que a micro trinca inicie, criando um dano representado por D, a trinca deve ser

nucleada por:

e Acimulo de micro tensoes acompanhadas de incompatibilidades de micro defor-

magoes;
e Acimulo de discordancias em metais;

o Acimulo de micro descolamentos em solos.

Isto corresponde, no caso de tragao pura, a um certo valor de deformacao pléstica &

critico, abaixo da qual o dano por micro trinca nao ocorre:

el < el — D =0. (2.25)

2.3 Teoria de Dano Elasto-Plastico de Lemaitre

2.3.1 Formulagao Termodinidmica e Potenciais de Estado

Dentro da hipdétese de pequenas deformacoes e pequenos deslocamentos, as varidveis de

estado (mesoescala) sao divididas em:
1. Varidveis observaveis:

e ¢ —Deformacao total;

e ' —Temperatura
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2. Varigveis internas:

e ¢ —Parcela eldstica da deformagao;

e 7 —Parcela plédstica da deformacao;

e [ —Dano interno;

e r —Deformagao pldstica acumulada associada ao encruamento isotrépico;

e s —Tensor deviatoérico da deformacgao associado ao encruamento cinemético.

A teoria considera um potencial de energia livre que é funcao de um conjunto
{€°, R, X, D} de varidveis de estado:

¥ = (%, R, X, D) (2.26)

sendo:

€° : tensor deformacao eldstica;

R : varidvel escalar interna relacionada com encruamento isotrépico;

X : tensor de segunda ordem que representa a varidvel interna relacionada com o
encruamento cinematico;

D : varidvel escalar interna relacionada com o dano isotrépico.

O escopo deste trabalho é limitado apenas ao processo termodindmico para defor-
magcoes isotérmicas, e se vale do principio que a deformacao total pode ser usada como na

teoria da plasticidade associativa, escrevendo a deformagao total como na equacao abaixo:
e=¢e"+¢Pf (2.27)

Da desigualdade de Clausis-Duhem, para processos isotérmicos, obtém-se :
—pp+0.E>0 (2.28)

Sob a hipétese de desacoplamento entre o dano eldstico e o encruamento isotrépico, a
energia livre assume ser dada pela soma dos potenciais de dano eléstico e de encruamento

plastico, como mostrado abaixo:

Y =9 (e, D) + 9" (X, R) (2.29)

2.3.2 Potencial de Dano Elastico

O potencial de dano elédstico é postulado como:

(e, D) = %{1 — D}D°: e e (2.30)
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onde D¢ é o tensor eldstico isotrépico padrao, e a lei de elasticidade é descrita como:

ed
o= ,ba(;/; ={1-D}D°:¢° (2.31)

A forca termodinamica conjugada com a varidvel de dano interno é dada por:

1
59V =——c“:D°:e° o

Y=rap = 3 ~[1-D}

(2.32)
onde we é a densidade de energia de deformagao eldstica e a varidvel Y chamada de taxa
de densidade de energia de deformacao eldstica liberada, é a principal varidvel que governa
o fenomeno de dano. Assim é de interesse expressar uma tensao equivalente, como por
exemplo a tensao de von Mises.

Decompondo-se a energia de deformacao eldstica em parte deviatérica e parte hidros-

tatica, denotadas respectivamente por o” e o | pode-se escvever we como sendo:
1[{1 Dol 3{1-2 m
we = — {l+vpo” o + { v o (2.33)
2 E {1-D} E {1- D}
1
o = gtr(a) (2.34)
o = o—ol'I (2.35)

Da definicao de tensao de von Mises o.,, onde:

3 p. D :
Oeqg =150 0 (2.36)

pode-se expressar Y por:
1 o 2 o ?
Y =-— M - {1+v}+3 1—2y{ }
2E{1—D}2{3{ } { } Oeq

Rv:{§{1+u}+3{1—2u}{gH} } (2.37)

€q

definindo Rv :

tem-se: )
152,
Y = 5 i) Rv (2.38)
com
a— (2.39)
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Observacao:

1. Um importante pardmetro na falha de um material, observado na fratura, é o fator
de triaxilidade {ﬂ}, pois enquanto a dutilidade do material diminui o fator de
Oeq

triaxilidade aumenta.

2. A tensao de dano equivalente 7., difere da tensao equivalente de von Mises devido
ao fator de triaxilidade. Isto ocorre em acordo com o processo fisico descrito: A
plasticidade se deve principalmente aos cisalhamentos/distor¢oes que nao dependem
da pressao hidrostatica, Lemaitre & Caboche (1994). J4 o dano, é a separagao
influenciada pela pressao hidrostdtica ou o fator de triaxilidade. Este fenomeno é

governado e influenciado pelo coeficiente de poisson.

2.3.3 Potencial de encruamento plastico

O potencial de encruamento plastico é postulado como:

p U (1) = p v (r) + 5o 3¢ (2.40)

P! (r) : estd relacionado com encruamento isotrépico;
a : constante material obtida a partir do médulo de encruamento cinematico linear.

A forca termodinamica associada com o encruamento isotrépico é definida, como:

pawp (r,=) _ paw’ (r)

1 or N or

=R (r) (2.41)

A forca termodinamica associada com o encruamento cinematico é definida, como :

oy

XEpa—%—a

» (2.42)

Note que tr(sc ) = 0, como conseqiiéncia, tr(X ) = 0.

2.3.4 Desigualdade de Clausius-Duhem obtida no tempo

Para que esta desigualdade seja satisfeita para todo processo fisico admissivel tem-se:

o e OV 0P Oy
Y = See + 8rr+8%'%+8DD (2.43)

assim,

A =0l — pg—qff“ — pg—i.% - p?—}éD >0 (2.44)

sendo A o potencial de dissipacao interna.

Neste ponto, pode-se definir as seguintes varidveis associadas:
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R:pg—f, XD:pg—:ﬁ e Y:p%

Como resultado a expressao da dissipacao interna A fica sendo:
A=0i? —Ri—XP3—-YD>0 (2.45)
Neste ponto, considera-se uma expressao particular para o potencial de densidade de
energia livre, o qual é dado por:

1 1 XooT
p = 5De 2 {1 — D} + R {r + Ze‘“’”} + 5 20 (2.46)

sendo:
D=2ul+ N ®1 (2.47)

14, A sao constantes de Lamé, com:

5ir5js + §i35jr
ijrs f
(I ® I)ijrs - (5”57«8
E
20 =
H 1+v
\ - vE

{(1+v}{1-20}

Aqui, I e I , sdo denotados tensores identidades de 4% e 2% ordem respectivamente.

A lei de elasticidade acoplada com dano é dada por:

e 1+v o vtr(o)l
T "E (1-D} E{1-D} (248)
ou
_ L, e
0 = pae= {1-D} De

O encruamento escalar de deformacao isotrépica é dado por:

R= pg—f = R {1 — 1} (2.49)

R e b sao parametros materiais que caracterizam o fenémeno do encruamento isotrépico.

O "back stress" é dado por:
XP =p =X T (2.50)

X e T sdo pardmetros materiais que caracterizam o fendémeno nao linear do encruamento

cinematico.
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A varidvel dual Y associada com D, é dada por:

_ oY 1.
= ——Dec e 2.51
Y = p@D 5 £°.€ (2.51)

Por conveniéncia, define-se : Y = —Y.

Funcgao de Escoamento

Para uma fungao de escoamento f o seguinte modelo de von Mises é adotado:

f(o,R,X,D) = { {o” X}:{UD—X}}{ll o) —{R+o0,} (2.52)

2.3.5 Potencial de Dissipacao

Para a descricao da evolucao das varidveis internas, é necessédrio a introducao do potencial

de dissipacao o qual é dado por:

F(o,R, X" Y;e%r 3, D) =F,(0,R, X";er,5,D)+ Fp(Y;e%r, D) (2.53)

sendo:
F,(o0,R,XP,Y;e%r,5,D) = f (0, R, X", D) =55, — {R+0,} (2.54)
H(p - PD) Y st
Fp XP vy, D . 2.55
(O'R e r, s, ) =D} [om + 1] ( )

Soo, Seo-S80 parametros materiais de dano ditil. A aplicacao do critério de dissipagao

normal nos fornece:

o _ 7? (2.56)
OF,

= —F— 3R (2.57)

D= %];f (2.58)

2.3.6 Lei de Evolugao do Dano

Para pequenos valores de deformacao plastica acumulada, p, onde

p={3 } - {31}, (2.59)

a degradagao do médulo eldstico é muito pequena e consequentemente de dificil obtengao

[ SIS

em experimentos. Assim, admite-se que o crescimento do dano inicia num valor critico,
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denotado pp. Este efeito pode ser incluido na lei de evolucao do dano como:

Dzﬁ{é}%@— o) (2.60)
onde H ¢é definida por:
na={, meZ, 2o
e p pode ser determinado por: ‘
p= {1——71)} (2.62)

2.4 Modelo de Encruamento Isotrépico com Dano

Neste ponto, o modelo serd restringido a solugao de problemas elastoplasticos com dano. A
teoria de dano a ser considerada é a de ruptura ditil. O modelo elastopléstico considera-
rd apenas o encruamento isotrépico, ji que se estd interessado somente na andlise de
carregamentos monotonicos. A resolucao do problema serd obtida numericamente usando
o método de Newton para a solucao do problema global e o método do Previsor Eldstico
com Corretor Plastico e dano para a solugao dos problemas locais de elasto-plasticidade

com dano.

2.4.1 Descricao do Algoritmo do Tipo Previsor Elastico

com Corretor Plastico e Dano

O algoritimo geral de Previsor Eldstico com Corretor Plastico e dano pode ser descrito

pelo seguinte procedimento:

Previsor Elastico

O problema do Previsor Elédstico pode ser formulado como: Dada a histéria de deformacao

e(t), t € [tn,tny1), 0 problema consiste em encontrar ¢ 1 e a7l

trial __ p trial  ptrial trial .
o, = {5n+1 R, DY }, tal que:

ée trial — ¢ (263)
dtmal - 0
sendo /" = { &P t”al’ Rtrial’ Dtrial L —

As condigoes iniciais, associadas ao problema evolutivo, sao dadas pelas condicoes das
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varidveis de estado obtidas em ¢, i.e.,

getrial(t,) = & (2.64)
atrial (tn) — a;flrial
Fazendo ¢ = ¢, tem-se:
] tn+1
gl il = g8 + / édt =€) + {ent1 —en} = €f + Ae. (2.65)
tn

O tensor deformagao eldstica ¢ pode ser decomposto em uma parte volumétrica, dada

por:
e = tr (o) (2:66)

e em uma parte deviatérica, dada por:
e D trial __ e trial e trial
Ent1 =& T 5 { €y n+1} I. (267>

O estado de tensao eldstico teste, pode entao ser determinado como:

0_5+tlrial =92G {1 o Df;z_all 2—51 trial (268)
ot = {1— Diris'} ke (2.69)
sendo: .
- - 2.70
2{1+v} (2:70)
E
= — 2.71
3{1—-2v} 271)

K - representa o médulo volumétrico e G o médulo de cisalhamento. A solugao do

problema de valor inicial do Previsor Eldstico é dada por:

af:iall =0 $+tlﬁal t+o f+tf “r 2.72)
Dflr}ﬁl — Dn (273)

g trial _ op (2.74)

e trial trial

A solugao do problema do Previsor Eldstico no tempo ¢,1, denotado por e /' e a1

define o chamado "Estado Elédstico Teste".
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Corretor Plastico com Dano

Neste caso o problema é formulado da seguinte forma:

Encontrar o ={e?, R, D} e £° que satisfazem as seguintes equagoes:

EC el =0 (2.76)

OF,

p_ { P
= (2.77)
R=0{Ry — R}#% (2.78)

.Y A
com

¥>0, f<0 e A4f=0 (2.80)

Para a determinacao do multiplicador pldstico 4 é imposta a condicao de consisténcia,
que assegura, para f = 0, a condicao de consisténcia: f = 0 deve ser satisfeita.

No problema do corretor plédstico, as condigoes iniciais sao:

() = e (2.81)
alt,) = aﬁﬁl

A solugao obtida no tempo t,.1, denotada por {0n+1, €1 e 1B, Dn+1} é a solucao

final do atual problema de valor inicial elasto-plastico com dano em ¢, ;.

2.4.2 Estados Planos de Deformacao e Axissimétrico

Resumo:

1. Decomposicao aditiva elasto-pldstica

=g+ P (2.82)
2. Lei eldstica com dano acoplado
o={1-D} De* (2.83)
3. Funcao de escoamento
f=06L—-{R+o0,} (2.84)

sendo:

b [3.p.p)?
UZ = {§O'D.O'D} (2.85)
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" = ﬁ {o—o"I} (2.86)
ot = %tr(a) (2.87)

4. Fluxo pléstico e equacoes de encruamento e evolucao do dano

b _3 5 oy
p _ °2 ij
T 2(1-D}ob (2:88)
R=b{R, — R}7% (2.89)
. Y .
D= g p H(p— pa) (2.90)
sendo, .
p=— (2.91)
{1-D}

Y—%{§{1+u}+3{1—2y}{3—jg} } (2.92)

eq

5. O critério de carga e descarga

§>0, f<0e  Af= (2.93)

6. Condicao consistente para f =0
4 f=0 (2.94)
2.4.3 Esquema do Corretor Plastico com Dano

O esquema de integragao usado é o método de Euler implicito," Backward Fuler". Neste

caso a deformacao eldstica advinda da plasticidade associativa €5, = €41 — €)1, pode

e __ e trial _ § Afy 0711)+1
En-i-l - En—i-l \/;{1 . Dn+1} ||U7IL)+1H' (295)

E, calculando a decomposigao de £¢,; e € i dentro da parte volumétrica e deviatdrica,

ser escrita como:

e usando operador traco, tém-se que

€6 n1 = €y il (2.96)
< 3 YANSY ob
e D e D trial n+1
Ept1 = En —\/ = . 297
+1 +1 2 {1 o Dn+1} HO'£+1|| ( )

Ja as tensoes hidrostdtica e deviatérica ficam definidas por:

—H trial __ e trial
gLt = Ke, Y (2.98)
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5_£+t1mal — 92Ge Zﬁ trial (299)

e pode-se escrever entao, as equagoes de evolugao destas tensoes para n + 1.

ofly ={1 = Dppa} o' i (2.100)

ol = {1 — Dy — oo "“”H \[Av} gl it (2.101)

Com os resultado acima pode-se integrar o encruamento isotrépico e a equacao de evolugao

do dano, que ficam da seguinte forma:

R, + bR Ay

Rpp1 = 2.102
LR YN (2.102)
Yn+l Soe A")/
D, >~ D, H(prn+1 — . 2.103
+1 +{ S } (1= Duit) (Pnt1 — Pa) ( )
sendo:
&y (2.104)
Pn+1 = {1 — n+1} .
Hirlzal
D trial n
Yo =15 H gD, riet | {1 + v} +2(1 - 2v) H b P (2.105)
e definindo: 1D .
— Dy — By
SO(A’% Dn—l—l) = {1 _+_1D +1} (2106)
2G ,/3
B =1\l = 2.107
o] >
Finalmente, do critério de escoamento, obtém-se:
~ Un
farr = {80}, — {oy + Ropi} = el —{oy+Rosa} =0.  (2.108)

{1_ n+}

Que pode ser escrito como:
/ Ry, + bR Ay
D trial || n 00 —0. 21
|| n+1 H {Uy+ {1 +bA”)/} } 0 ( 09)

ol = {1 = Dpya — A} GR T (2.110)

uma vez que,

Das equagoes 2.109, 2.103, 2.105 e 2.106 pode-se formular o mapeamento de retorno

elasto-pldstico com dano como sendo:
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Encontrar {A~v, D, 41} que

ria R, + bR Ay
Jfl \/»90“0-5_:1 l” — {O'y—i—m} =0 (2.111)
€
Yn+1 §oo A’}/
=D - D, — — = 2.112
:/r2 n+1 n { Soo } {1 _ Dn+1} H(pn+1 pd) 0 ( )

Notar que, uma vez que {A~, D, 1} sao calculados, determina-se:

e trial __ .
o et friol =g,y — e
e trial __ e trial\. e D trial __ _e trial __ e trial
o gv n+1 t?“( n+1 )7 éjn+1 - €n+ { v n+1 } [

H _ e trial.
® 0,41 = {1 - Dn+1} ng n+1-

=D trial _ e D trial.
o oD, il = 9Ge b il

D trial e 3.
o 00 ={1— Dy — Ay} L o, 5_T“I%’

— D H .
® Opy1 = Opyq + {Unﬂ}I:

R — {BntbRoo MY},
n+l = T3 pAY

® Pnt+1 = Pn + {1=Dni1} D

n+1} ’

P _ 2/3 Oy Tut1
e =€+ \/;{1—Dn+1} HO%JJH '

Determinagao do Médulo Tangente Consistente

O médulo tangente consistente é dado por:

D 30n+1 (i4)

n+1 (ijkl) — (2.113)

Oeni1 (ki)
e pode ser escrito como:

. 1
]D)n]ji—l (ijkl) = 2G{1 — Dy — 5&7} |:]I—§ (I ® ])} +2G [ Ay N(z‘j)N(rs)
(igkl)

e D trial e D trial
Oe7 11 (ki) derin

3 [OJANy' 1 YAy
—2G</jN i (T 5,
2 (i) {agzﬁ t(rkzl(;l 3 85%4{31 trial /0 (kD)

aDn e tria
+ {{1 - Dn—l—l} K — Dee t:z_‘il Kév ;_HI} 6(ij)5(kl) (2114)

v n+1

OD,.i 1, 0D,
—2Ge; 3 G5 {—+1- —3tr(5p v )&kl)}
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sendo:
e D trial

Nn+1 = ”6?1} tmalH (2.115)

Neste ponto, pode-se definir, para anédlises de estados planos de deformacao e axis-
simétrico, um vetor de deformagao & = {5m,5yy,7xy,€zz}, onde 7v,, = 2¢,,. Também,

pode-se definir ¢ = {04, 04y, Ouy, 022}

2.4.4 Estado Plano de Tensao

Usando as mesmas condi¢oes anunciadas no resumo do modelo elasto-plastico para esta-
dos planos de deformacao e axissimétricos, as equagoes para estado plano de tensao sao

complementadas com as seguintes restrigoes:
o3 () =0, o@3)(€9) =0, e o3y’ =0. (2.116)

Para se obter a tensao projetada de von Mises, necessita-se derivar explicitamente a relagao
das componentes de deformacao eldstica e plédstica fora do plano com as componentes no

plano. Para o comportamento eldstico linear isotrépico tem-se:

oaz(e?) = 0 = (45 =0 (2.117)
o@z)(e®) = 0 = E(33) = 1/} { 1y T €22 }

(2.118)

{1 - D} ||U b ||

€(ij(0) = 0, como condicdo inicial, e ol —olf I, ie,

oy — 0 0(12)
o" = 0(12) 0(22) — ol 0 (2.119)
0 0 —of!
com o = 3 {o@1) + 0(22)}, consegue-se:
tn
e = / erdt (2.120)
0

W | o= a0 .
= / n o o —ofl 0 \/gédt
0 . e 2{1-D}|o”|
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0 que permite concluir que :
Py =0 e ey =0 (2.121)
Como €P(0) = 0 que implica tr(eP(0)) = 0, ap6s integragao de 0 a t,,
tr(el) =0

le.
R {52(11) - 52(22)} : (2.122)

As relacoes acima definem completamente as componentes de deformagao fora do plano
como uma fun¢ao das componentes no plano. Assim, no estado plano de tensao, a histéria

de deformacao das componentes fora do plano sao automaticamente prescritas como:

eas)(t) = e(s)(t) +e(i3(t) =0 (2.123)
€(23) (t) = 5?23) (t) + 81(023) (t) =0

€(33) (t) = 6((333) <t> + 51(733)(75) (2.124)
v e e

A matriz constitutiva ) para o Estado Plano de Tensao (EPT) é dada pela equagao 2.14.

A funcao de escoamento pode ser escrita como:

1
. 3.p-pl|?
f=60—{1-Dyn}= {éaD.aD} —{R+o0,} (2.125)
Porém, 67 =6 —¢"1 e 6" = 1ir(5), assim tém-se:
g.e” = {6-a6"I} {6-5"I} (2.126)
1
PP = 5.5 — gtr(&)2

Uma conveniente e compacta representacao das equagoes do plano de tensao projetado

de von Mises pode ser obtido pelas seguintes definigoes:

7' = {oay,oe, 00} (2.127)
& = {eqe@), 20}
et = {5511), E(22)s 25?12)}

T
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Notar que:
2
oP P — {§ (0%11) + 0%22) — o0 (2) + 20?12)} (2.128)
oP.oP = [P|G.d
sendo:
. 2 -1 0
[P] = 3 -1 2 0]. (2.129)
0 0

Com a notagao matricial acima, o resumo de equacoes elasto-plastica para o estado plano
de tensoes, pode ser reformulado.

Resumo:

1. Decomposicao aditiva elasto-plastica
e=¢e"+¢
2. Lei eldstica com dano acoplado
d={1—-D}[D]e

3. Funcao de Escoamento

f:{ggffﬁ?ﬂM56}2—{R+aﬁ (2.130)
sendo: A
= {g P 5.5} — /2157 (2.131)
~DI| _ 1 o oo %
I “—-iiijjj?{{P]UJT} (2.132)
aH__%m(a) (2.133)

4. Fluxo Pléstico

»_ 3 7 [Pl _ o3 7 PG
o \fz{l—D} i \@ {1-D} /([P 7,5) (2.134)

A condicao de carga e descarga é dada por:

4>0, f<0 e Af=0. (2.135)
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5. Equagoes de evolugao do encruamento e do dano

R=0{Rsx — R}%

D= {i}m P H(p — pa)

Soo
9
T =D}
_ 3(Pd,9) - {o"}
_2E{1—D}2{ {1+v}+3{1 21/}3<[ e H>} (2.136)
Sendo, .
ot = g { o1 + 0'(22)} = <€, 5> (2.137)
com: € = (%, %,O) .

Deste resultado obtém-se :

([P 7, )

B0 - D {“*””3{1 ‘MW}' (243

(€5 =[®dda. (2.139)

Previsor Elastico (EPT)

Assim como para estado plano de deformagao e axissimétrico, o Previsor Eldstico é de-

terminado de forma andloga como:

trzal

Eni1 = Eny1 — &Y (2.140)

g = {1- DIy (D &gy (2.141)
Dy = D, (2.142)
=2 (2.143)

R = Ry (2.144)

e, . 4 4 . —trial x
O critério de escoamento também é verificado. Se f(F41%, Ririal Dirial) < 0, entdo o

estado em ¢, .1 é de fato eldstico. Neste caso a atualizacao das varidveis é dado por:

Fni1 = 0 (2.145)
D1 = DI (2.146)

—p trial

En1 = Enp (2.147)
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Ry = R (2.148)

Caso contrario, deve-se resolver o mapeamento de retorno pléstico com dano.

Corretor Plastico com Dano

Usando o método de integragao implicita de Euler, "backward Fuler”, tem-se:

trval

€n+l - €n+1 Agﬁ—i—l (2'149)
sendo:
Aé?wrl = éi+1 — &), (2.150)
assim,
3 A Pla,
AR, = J [ 7 i (2.151)
{1 - n+1} \/ Jn+17 Un+1>
trial 3 A’}/ []P)] 5n+1
g 1 =E.1 —Al= = — (2.152)
! i \/;{1 — Dy} VAP &pi1, Frrr)
que resulta em:
0_:71—&-1 - {1 - n+1} [ } n+1 (2153)
= tmal 3 ]D) ]P)
Ont+1 = {1 n+1}[ } Ent1 — PYA [ H ] S

P Gt o)

As equagoes de evolugao do encruamento isotrépico e do dano sao dadas por:

~ {R, + bR A}

Rt = o0 (2.154)

Yn+1 }Soo A'Y
Dyi1 =Dy + < —— ntl — 2.155
+1 { S {1 Dot} H(pn+1 — pa) ( )

sendo: A

y
il = Pp + ————— 2.156
Pt =Pt g p— (2.156)

1 -

Vi1 = {14+ v} ([P Grp1y Fugr) + 3{1 — 20} (€, GFpsa)?} . (2.157)

2F {1 — D, }

O critério de escoamento pode ser escrito como :

3 1
2 {1 - DnJrl}

(2.158)

VB Gri1, O} — { {Ri + bR} }

{1+ bA~}

Aqui, deve-se resolver o seguinte sistema de equacoes nao lineares, formulado como:
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Determinar {&,11, Dy11, A7}, solucao de

= = _)et'rial 3 ]D) ]:ED 6:’!1
Frs =G — {1 = Dun DT + /500 \/&1@]]5 ] ;1 0 (2.159)
n+1yVn+1
gn+1 }500 A/Y
Fi=D,., — D, — H(ppiq — =0 2.160
4 +1 { S {1 _Dn+1}3 (p +1 pd) ( )

e 1 _ {R, +b Ry A7} B
Fg)_\@ {1_Dn+1}\/<[]}”]an+1,an+1>— b A —0,=0 (2.161)

sendo: 1 | 301 20}
+v . . — 2V
Gni1 = 5E ([P] Gpy1; Ong1) + ——5—

5 (@ Grg1) (2.162)

2.4.5 Determinagao do Mdédulo Tangente Consistente
O médulo tangente consistente pode ser expresso por:

ep (90'2‘
(i5) Og;’

(2.163)

trial

Sabendo que a evolucao da deformagao total é dada por €,,1 = &;,,; + &%. Entao:

Ow) _ o) (2.164)
O 88?
Pode-se escrever entao:
e 60_1'
D (2.165)

(’Lj) = etrial
g

A solugao deste conjunto de equacgoes para j = 1,3 permite calcular as derivadas de o;

~ trial
com relagao €5, dado por

801_ 801_ 801_
agitrzal aggtrzal 8E§tr1,al
]D)ep . 80'2_ 802_ 60'2_ 2.166
8é_?tmal 865” ial aagtv ial . ( . )
dos dos Oo3

trial trial trial
e e e
0c§ Oe§ 0e§
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Analise de Elementos Finitos

Incremental

No caso de materiais elasto-plasticos, a determinacao do campo de tensao depende do
conhecimento da histéria da deformagao, durante todo o processo de carga. A determi-
nacao do campo de tensao requer a solu¢ao de um problema de valor inicial. No caso
de problemas incrementais, considera-se que o estado do corpo é inteiramente conhecido
no instante t,,. O problema consiste entao na determinacao do estado do corpo em %, 1
resultante da aplicacao da histéria da deformacao e (t), para t € [t,, t,i1]-

Assim, definindo-se como «, um vetor que representa as varidveis de estado em t,,
ol = (0,,el, R,, XP D, c,), usa-se de um algoritmo implicito para a integragao das
equagoes de evolugao para o cédlculo de forma tinica da tensao 0,1 em ,,;.

Tal algoritmo define uma fungao constitutiva de aproximagao incremental, o(e), para

0 tensor tensao:

Ont1 = 0(n, Ent1) (3.1)

Assim, dentro de cada incremento, 0,1 é fungao de €,,, apenas, e o argumento «,, , que
representa a condicao inicial do problema de valor inicial constitutivo dentro do intervalo
[tn,tni1], € constante.

Com isto, em t € [t,, t,+1], 0 estado de tensdo pode ser escrito como:

o(t) = o(apm, e(uw) — en) (3.2)

3.1 Definicao do Problema

O problema ¢ discretizado no &mbito de deformagoes infinitesimais, onde as configuracoes
Qo ~ Q, ~ Q,.1, conforme figura abaixo. Também é considerada em sua discretizagao
o fato de se restringir a problemas quase-estéticos, portanto pode-se desprezar os termos

de inércia.
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>

Figura 3.1: Problema discretizado nas configuracoes deformada e de referéncia.

Dessa forma, a equacao de equilibrio em t,.1, pode ser escrita como:
diU(0n+1) + fn+1 =0 (33)

sendo:
O(nt1)-T = fn+1 em I't
ﬁn+1 = ﬁn+1 em ['u
Com as seguintes condigoes iniciais:
#(0) =0
a(0)=0
Derivando a formulacao fraca do problema usando os conjuntos Kin u e Var u,
respectivamente, conjuntos dos campos de deslocamentos cinematicamente admissiveis e
das variagoes, o problema se resume em:
Determinar (t) € Kin vV t € [0,tf], com isto a equac@o de equilibrio é dada por:

/ divo (t).vdS) + / b(t).vdQ = 0,Yv € Var, (3.4)
Q Q
Definindo um desequilibrio como sendo G(u,1,7), e apés isto, aplicar o teorema da

divergéncia na equagao 3.4, obtém-se:

—

(i, ) = / o (t).2(7)dS2 — /Q Fl#).5d0 — /F RCED (3.5)

Q

Desta forma, o problema de equilibrio global pode ser formulado como:

Determinar u,,, € Kin,, tal que:
G(upt1,v) =0, Vv € Var, (3.6)

A solugao deste sistema de equacoes nao lineares é obtida pela aplicagao do método de

3 =~ A . . —(0 —
Newton e através da solu¢ao de uma sequéncia de problemas lineares, onde uiljl =1, A
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seguir é mostrada a forma do algoritmo do método de Newton empregado.

3.1.1 Descricao do Algoritmo do Método de Newton

Dado ﬁﬂl = Uy,
Encontrar 4,1 solucao do problema iterativo:
DG(iLy, De(Diiy) = Gli%,, )
un+17 v)e U’n—l—l un+17
i+1 —(%
usz+1) = n+1 + Aufm-‘,—l

com:

G(a¥,,7) = / o (@),).e(7)dQ — / F, 5d0 - /F T4, Gdr
t
DG<_‘£L+17 v)e (Aunz)+1) _/ch(zllg(A_}(w)r) e(0)dQ), Vv € Var,

C : médulo tangente consistente.

3.2 Problemas 2D

3.2.1 Problemas Planos e Axissimétricos

o4

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

No caso de problemas axissimétricos admite-se que as propriedades do material, carrega-

mentos e condigoes de contorno sejam independente de #, num sistema de coordenadas

cilindricas {r, z, 6}.

No caso de deformagao plana, pode-se avaliar os casos axissimétricos como sendo:

Sélido de Revolugao — campo de deslocamentos dados por:

U = up(r,2)
Ug = 0
u, = uy(r,z)

As componentes do tensor deformacao de engenharia sao dadas por:

ou,
rr r — 0
€ ar Yro
ou,
pr— pr— 0
€00 ar Y20
ou, ou, n ou,
522’ = rZ =
0z " 0z or

Observacao:

(3.11)

e Em r = 0, deve-se impor que u, = 0 — caso de sélidos materias nao sendo tubos.
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e Para estado plano de deformacao (EPD) faz-se a seguinte substituicao:

r < T 699:0
2 =y o9 # 0
0 «— =z

Desta consideragao tem-se:

G(id, 7) = /Q o (@).e(7)dQ — /Q fodQ — /F t T'.Gdl (3.12)

3.3 Discretizacao do Elemento Finito de Galerkin

A fim de aplicar o método de elementos finitos, faz-se uma particao do dominio €2, dentro

do elemento €)..

W,

Figura 3.2: Mapeamento dentro do elemento €2..

E utilzado um elemento triangular de 6 nés — tri6, pois se no futuro houver interesse em
se trabalhar com refinos h-adaptativos, essa implementacao sera respaldada pela existéncia
de rotinas que ja existem e estao funcionando em outros trabalhos.O mapeamento do

elemento tri6 ¢ mostrado conforme a figura abaixo:

Tri 6
h A Y/ Quadratico
X3
© Xs
Xs
P
— X 1
(o,uzre 5 x;
6— X Xa
6 2
1
®
©0 @20 0 > X > x
Elemento dereferéncia Elemento real

Figura 3.3: Mapeamento do elemento finito.
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A discretizacao do elemento finito serd apresentada para os problemas planos e axis-

simétricos, segundo seus dominios de integracao:

e Problemas axissimétricos : df2 = 2nrdrdz = 2ndA

e Problemas Estados Planos (EPT) e (EPD): dQ2 = dzdy

Como conseqiiéncia da particao do dominio, tem-se:

/ o(@) (@A = A / o (i) £ ()2 (3.13)
Q Qe

A : indica a montagem dos elementos nas matrizes.
e

Assim, basicamente precisa-se determinar a contribuicao dos seguintes elementos para

resolucao do problema:

a) / [@5311} e(ATY ) .e(@)dQ, D) / o.e(@)dQ, ¢

Qe e Qe

fodQ, e d) / T.5dT
89601'}
(3.14)

Nas integragoes acima, empregam-se mudancas convenientes das varidveis, dadas por:

onde, N;(£,7n) sdo as fungoes de interpolagdo de elementos finitos (FEM), Gouri Dhatt
and Gilbert Touzot (1984).

As componentes dos campos de deslocamentos sao aproximadas em 2, como:

ur(§m) = ur, Ny(§,m) (3.16)
uz(fan) = uzi Nz(f,ﬁ)

Denotando ¢ = {t,, Uz, Upy, Usy, ...} onde (u,,,u,,) s20 os i—ésimos deslocamentos

nodais, que podem ser expresssos como:

{ o } ~=N|@ =[N |a=1,..n6s] G (3.17)
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com

Nu(&m) 0 ]
0 Na (&, 1)

E as componentes do vetor deformagao sao dadas por:

( )

com

Ng.r 0
0 Na,z
[B,)=] Na. Ng,
- NaVT 0 -
Definicao das N, e N, ,
1 Zn Tn
<Na,r ’ Na,Z> = j <Na7£ ‘ Nq n>

—Z¢ Tg

com

J=rTgezng—ryze

57

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Para o elemento triangular, a integral de F(r, z), funcdo das coordenadas de drea que

pode ser efetuada no dominio de coordenadas paramétricas f(§,n), torna-se:

e (Caso axissimétrico:

1 1-¢
Qfmmmz%/w/Ofwmm&mnmmw@m@m

e (Caso plano:

1 1-¢
| Feaaa= [ [ Frn.sen] e e

3.3.1 Determinacao da Rigidez Tangente

A contribuicao da rigidez tangente de cada elemento é dada por:

(3.22)

(3.23)
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e estado plano de deformagao:

/0 / (€0 ] 1B(E.m) AG0. [B(E. ] 4. (.m) dedn = [K5] AG0.G,
¢ (3.24)

K5 / . / N7 (e, e e dedy  (3:25)
e axissimétrico:
1 1-¢
KS) = 2 T |t 0l JEn) (€, n) did 3.26
K5 /5 /WZOW& o [ ] Ben) Jen) rien) dedn (326)

3.3.2 Determinagao das Forcgas Internas Nodais

e estado plano de deformagao:

1 pl-¢
F = [ [ Bl o) T dean (327

e axissimétrico:

1 pl-¢
F =2e [ ] e o) Jem e ey (329

3.3.3 Contribuigao das Forgas de Corpo

e estado plano de deformacao:

P = / / " . J(€,m) dédn (3.29)

e axissimétrico:

. / / r(€m) J(E,n) dedy (3.30)

3.3.4 Contribuicao das Forcas de Superficie

e estado plano de deformacao:

1
; L
F :/ [N(s)]Tngs (3.31)
0
e axissimétrico:
= ! T ~Le
F, =2r [ [N(s)] Tgr(s)ds (3.32)
0
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3.4 Montagem do Problema Nao Linear Global

O método de integracao utilizado é o método de Gauss, e seu desenvolvimento é feito no
apéndice A deste trabalho.

Seja U o vetor de deslocamentos global na ¢—ésima iteracao:

U0 =u g (3.33)
Por defini¢ao:
Fri Uy = AF™ (g (3.34)
F* = AR
Ft = AF

Kr(U™) = AKg (¢)

Entao, o problema nao linear pode ser declarado como:
Admite-se que o estado é conhecido no intervalo [0,%,]. O problema consiste em

determinar as varidveis de estado no tempo t,,;. Assim seja:

Resumo:
Ol =Un
Encontrar Uéfll) tal que HF ertl] < tol, onde:
Ko (09| AT, = —RY 3.35
T( n+1) n+1 n+1 ( : )
2 (i+1 =(i (i
UT(L—:—I) = U7(H)-1+AUT(L-?-1
sendo:

R = RO
RO = F™(U0) - F* — F

sendo:
Fe*t: vetor de esforgos externos;

R: vetor de forcas residuais.
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Modelo Geomecanico

4.1 Modelo de "Cap"

4.1.1 Historico

Na busca de modelos mais eficientes para se simular com maior rigor a realidade fisica que
ocorre com uma estrutura geomécanica (uma estrutura em solo), foi proposto o modelo
do "Cap"Isotrépico, o qual é definido por trés superficies de escoamento. Este modelo
tém-se mostrado adequado para a andlise de taludes e para a determinacao da capacidade
de carga, Swan e Seo (2000).

Um desafio em problemas de geomecénica computacional é o desenvolvimento de
equagoes constitutivas para solos, relacionando tensao & deformacao, capazes de repre-
sentarem adequadamente o comportamento fisico da resposta de solos quando sujeitos a
carregamentos.

Assim, a classe de modelos materiais elasto-plésticos do tipo "Cap"pode ser uma forma
de se conseguir tanto realidade fisica quanto alta performace numérica. Uma vantagem
destes modelos é que eles foram idealizados a partir da teoria de plasticidade em metais,
a qual jé estd bem fundamentada.

Uma das extensoes pioneiras da teoria da plasticidade em metais para solos foi
realizada por Drucker-Prager, quando eles estenderam o critério de escoamento de von
Mises para quantificar um meio granular confinado.

Em 1957, Drucker et al., propuseram que o comportamento volumétrico plastico de
solos poderia ser modelado em funcao da deformacao e de uma regra de encruamento
utilizando uma superficie de "Cap"de compressao fechada e um envelope de falha de
Drucker-Prager.

Em 1971, DiMaggio e Sandler propuseram um modelo de "Cap'elasto-plastico es-
pecifico com sua implementacao numérica. Esse modelo foi apresentado de modo a ser
usado em diferenca finita explicita ou em elementos finitos, implementado no a&mbito de

pequenas deformacoes.
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Enquanto que o modelo de "Cap", desenvolvido inicialmente para areias, nao
contemplava outros materiais, este iltimo de DiMaggio e Sandler obteve sucesso também
no emprego de argilas e concreto.

Esses modelos sao baseados na teoria clédssica da elasto-plasticidade isotrépica, e com
acoplamento da envoltéria de Drucker-Prager usando uma lei de encruamento do "Cap'de
compressao. No "Cap"de DiMaggio e Sandler, o "Cap"de encruamento é uma superficie
eliptica com uma razao constante entre os raios da elipse, e ele intercepta a envoltéria de
falha numa forma nao suave.

O "Cap"de compressao move-se ao longo do eixo de deformacao volumétrica plédstica:

e Quando o material sofre expansao, no caso de carregamento de tracao, o "Cap'de

compressao move-se para o interior da envoltéria;

e Quando o material sofre compactagao/adensamento, o "Cap"de compressao move-se

para fora da envoltoria.

lis ]l
Regido da
quinade
tracdo

Regido da
quinade
compr essao
Envoltéria defalha
linear -exponencial

" Cap" €eliptico
de compressio

[
[
!
[
!
[
[
k T | 1

“X()

Figura 4.1: Superficies de escoamento nao suaves do modelo de "Cap'"com 2 regioes de
quina.

Uma das dificuldades que se tem de enfrentar nesse modelo é o tratamento do problema
da singularidade, que ocorre na interse¢ao das superficies de escoamento, entre o "Cap'de
compressao eliptico e o envelope de falha de Drucker-Prager.

Usando uma elegante teoria de integracao para muiltiplas superficies pldsticas nao
suaves, baseados no algoritmo de projecao de um ponto, da classe dos algoritmos de
mapeamento de retorno, Simo et al.(1988) desenvolveram uma implementacao numérica
robusta do "Cap"em termos de um algoritmo para determinar fungoes de escoamento
ativas baseado nas condicoes de Karesh-Khun-Tucker.

Como parte dessa implementacao, propuseram uma lei de encruamento modificada, na
qual impede-se o amolecimento, evitando-se assim o problema de singularidade na quina

de intersecao das superficies de escoamento.
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Outras maneiras de se evitar estas singularidades que ocorrem com os operadores tan-
gentes, tanto na regiao do "Cap"de compressao quanto no "Cap"de tracao, é a introducao
de uma rigidez material artificial nas quinas.

Devido a essas dificuldades foi proposto por Swan e Seo (2000), um "Cap"Suave
definido por trés superficies de escoamento: uma envoltéria de falha de Drucker-Prager,
um "Cap'circular de compressao e um "Cap'"fixo circular de tracao.

O algoritmo de integragao é baseado no Backward Fuler Method das equagoes cons-
titutivas em taxa, e utiliza o método de operator-split, que consiste em um previtor eldstico
seguido, se necessario, por um corretor plastico (mapeamento de retorno) para a atuali-

zacao das varidveis de estado.

4.1.2 Caracteristicas do Modelo de "Cap'"Nao Suave

As equagoes constitutivas elasto-plésticas referentes ao "Cap"Nao Suave, definido por trés
superficies, sao consideradas no escopo de pequena deformacgoes. O tensor deformacao é
decomposto aditivamente como:

e=¢e%+ &P

A resposta eldstica do material, na forma de taxa, é dada por
o=C:¢&° (4.1)

sendo C' = K (I ® I)+2ul4e, € o tensor de quarta ordem eléstico, associado a um material
isotrépico linear.

O operador Iy, (8) gera a parte deviatérica de (m). Assim, Iz, = I—3% [/ ® I], sendo I
é o tensor identidade de quarta ordem, aplicado no espaco de matrizes simétricas, e I é a
matriz identidade.

No espaco de tensoes, o dominio eldstico fica limitado por trés superficies distintas de
escoamento que sao funcoes dos invariantes I e HO’D H, onde o” é a parte deviatérica do

tensor tensao o, com:

L = tr(o)

07 = lge:o0
As trés superficies de escoamento podem ser expressas como f,,, m = 1..3, onde
2
filo)=||e”||" = F2 (L) <0, (4.2)

fo(o,) = ||oP||* = F2 (I, x) <0, (4.3)

f3 (O'):Il—RTSO, (44)
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sendo:
F.(I)) = ¢ — 0L — Ae®I), (4.5)

Fo (I k) = F2 () — {IlR_C"}Q. (4.6)

As constantes dos materiais sao da seguinte forma:
¢=>0, A>0, w>=0  6>0eR.>0.

Na fungao F,, as constantes 6 e ¢ estao relacionadas com o angulo de atrito ¢ e coesao c.
R. é o raio do "Cap"eliptico de compressao. O "Cap"permite ser transladado ao longo

do eixo I; da seguinte forma:
e move-se para direita {k: > O} durante a dilatacao pldstica;
e move-se para esquerda {k < O}.

A lei de encruamento do modelo deriva do fato de que a curva de compressao volumétrica

¢ admitida ser de forma exponencial.
el = —W {1 — elPrx® (4.7)

sendo:

X(k) =k — R.F.(k) é o épice da superficie do "Cap"no eixo I;.

eP— a deformagao pléstica volumétrica do solo, medido em relagao ao estado virgem
completamente descarregado.

W — representa a maxima deformacao plastica volumétrica possivel com referéncia ao
estado virgem descarregado.

D;! = I7% — valor absoluto de I.

R.— raio do "Cap'eliptico de compressao.

Diferenciando a equacao 4.7 com respeito a k, pode-se obter o médulo de encruamento

tangente h.
dk  el=Prx
k) = — =+ 4.8
(k) deb  WDpx"’ (4.8)
X = 1—R.UF.(k). (4.9)

Assim, quando:

X — oo, entao
hk) — oo,e

e - W
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Este médulo h{k) é usado para estabelecer uma lei de evolugao nao linear governada

pelo movimento do parametro do "Cap", k.
k= h(k)tr(£P). (4.10)

A regra de fluxo para o modelo de "Cap"Nao Suave é associativa, e mesmo tendo
muiltiplas superficies de escoamento ativa em qualquer instante, Koiter generalizou-a da

seguinte forma:

. mOfm

Os multiplicadores plasticos denotados por {7™, m = 1..3} e suas derivadas no tempo
sao proporcionais & magnitude da deformagao pldstica instantdnea num ponto material
fixo com respeito a cada uma das trés fungoes de escoamento. Os critérios de carga e

descarga sao especificados segundo as condigoes de Karush-Khun-Tucker (KKT):

fin <0, 4™ >0, fuy™ =0, e a condicio de consisténcia f,,4" = 0 (4.12)

De acordo com as condicoes de KKT, tem-se seis diferentes possibilidades para este

modelo constitutivo elasto-pléastico.

1. Tensado no ponto estd dentro das superficies de escoamento f,, < 0,{m = 1..3}.

Neste caso a resposta material é eldstica.
2. Carregamento estd ocorrendo na superficie 1, assim— f; =0, 4 > 0;
3. Carregamento estd ocorrendo na superficie 2, assim— fo =0, > 0;
4. Carregamento estd ocorrendo na superficie 3, assim— f3 =0, %> 0;

5. Superficies 1 e 2 estao simultdneamente ativadas, assim— f; = fo =0, 4 > 0,
,')/2 > 0:

6. Superficies 1 e 3 estdo simultaneamente ativadas, assim— f; = f3 =0, &' >0,
A3 > 0.

4.1.3 Pontos de Quinas - Operador Tangente Singular

Devido a singularidade que ocorre nos pontos de quina, definida pelas intersecoes entre
as superficies de escoamento, é oneroso se trabalhar com esse modelo mesmo buscando

algumas formas para se evitar ou contornar o problema.
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O problema basicamente ocorre com a degeneracao do posto da matriz de rigidez
tangente global, com severas dificuldades ao se tentar resolver o balanco de forca global
das equagoes — em elementos finitos.

Existem intimeras formas de se tentar solucionar este problema de mau condiciona-

mento da matriz, em particular alguns autores empregam as seguintes formas:
e introducao de uma rigidez volumétrica artificial — porém pequeno.

e introducao de um modelo visco-plastico, que permite ao operador tangente per-

manecer nao singular, mesmo na regiao de quina.

Entretanto, nenhum desses tipos de recursos solucionam a degeneracao. A introdugao
de uma rigidez volumétrica artificial, na regiao de quina, pode deixar o operador tangente
inconsistente com respeito ao algoritmo de atualizacao da tensao, resultando num lento
processo de convergéncia quando da solugao do sistema de equacoes nao lineares. Ja a
introducao do comportamento visco-pléstico, faz que o problema de anélise estrutural seja
mais intrinseco, com um numero maior de passos no tempo, além de se induzir efeitos
fisicos obscuros.

Por esta razao, Swan e Seo (2000), propuseram um modelo de "Cap"Suave no qual se

evita esse problema de singularidade do operador tangente.

4.2 Modelo de "Cap"Suave Elasto-Plastico

4.2.1 Forma Basica e Equacoes em Taxa

Para se tratar a dificuldade associada & nao suavidade das superficies de escoamento, é
considerada uma superficie de escoamento conforme figura 4.2 composta por trés funcoes

com intersecoes suaves, dadas por:

fi(o,XP) = |nll — F. (1) <0 (4.13)
fo (0, X2, k) = |In|l’ = F.(Ii,k) <0 (4.14)
f3 (0, X7) = |l = F (1) <0. (4.15)

Essas fungoes de escoamento, {f,,, m = 1..3} sdo especificadas em termos das fungoes
F., F, e F; que sao chamadas, respectivamente de funcao envoltéria de Drucker-Prager,
funcao do "Cap"de compressao e funcao do "Cap'de traciao. Notar que: n = o? — XP,
sendo ||| = 1/(n,n), 0P — denota a tensdo deviatérica e X — denota a tensio deviatérica
de back stress associada com o encruamento cinemético.

As formas especificas de F,, F,. e F; sao definidas como:

F, (Il):g—l—)\{l—e(ﬁh)}, com I{(k) <I, <If, (4.16)
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F.(I;,k) = R? (k) — {I, — k}*, com I < I¢(k), (4.17)

F(I,)=R3— 1% com I, >1]. (4.18)

Ihii

Envoltéria Exponencial
deFalhade

“Cap" de Compressig Drucker-Prager
Trandadado

\ Cap" deTracdo
Circular

X(K) K 15K l T h

Figura 4.2: Trés superficies suaves e dois invariantes da funcao de escoamento do modelo
"Capll

¢, A e (3 sao constantes materiais.

I — denota um ponto limite fixo entre o "Cap"de tragao e a envoltéria de Drucker-
Prager.

I{(k) — denota um ponto delimitador para o movimento entre a envoltéria de Drucker-
Prager e o "Cap"de compressao.

A regra para o fluxo pléstico desse modelo é associativa, e dada por:

. i 0f;
&P = Zwa—f. (4.19)
J

As condigoes de carga/descarga de Karush-Kuhn-Tucker s&o:
f; <0, 49 >0 e fi# =0, para j=1..3. (4.20)
A condicao de consisténcia plédstica, para um modelo de "Cap"Suave, é expressa como:
/7 =0, para j=1..3. (4.21)

Assim, de acordo com essas condicoes, tem-se os seis casos de possibilidade de carrega-
mento ja descritos antes.
Em suma, esse modelo compreende cinco subcasos elasto-plasticos. Na forma de taxa,

a lei de encruamento nao associativa para o modelo é dada por:

k= h'(k)tr(eP) (4.22)
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sendo, h' (k) o médulo tangente de encruamento para o parametro do "Cap":

b (k) i (4.23)
K)= T .
W Dy X' (k)
D; e W sao parametros materiais. Notar que:
d h (k)
h' = . 4.24
ey (4.24)

O maéximo valor do parametro do x estd no intervalo: k € (—o0,0]. O parametro x (k)
define a intersecao do "Cap'"com o eixo de tensao hidrostatico, dado por uma funcao de
encruamento do parametro k:

X (k) =k — R. (k) (4.25)
sendo, k <0 e R.(k) >0, entao x (k) = k — R. (k) < 0.
A lei de encruamento cinemético empregado nesse modelo é dada por:
AP = H I40,7 (4.26)

onde H é uma constante plastica do médulo de encruamento cinemaético.

4.2.2 Determinagao do Raio do "Cap'"de Compressao

Neste modelo, o raio do "Cap"circular é determinado de maneira que o "Cap"fique cen-
trando em (I3 = &, ||n|| =0 ), e tangencie a envoltéria exponential de Drucker-Prager.

A idéia essencial do algoritmo computacional de R. (k) é que se:
d* (I, k) = F2 (L) + {L, — r}? (4.27)

¢ a distancia de minimos quadrados Euclidiana de (k,0) até a surperficie f, = 0, entao

0d* ([1, I{)

= 0. 4.28
Tl (1.25)

Entao, o objetivo é encontrar o valor I7 = I{ (k) para o qual esta condicao seja satisfeita.

Uma vez encontrada, i.e. I = I{ entao

D=

Re () = {d"(I1, x)} (4.29)

Assim, o quadrado da distancia, do ponto P, pertencente a envoltéria nao linear de

Drucker-Prager ver figura 4.3, até o par(k,0) é dado por:

d(Iy, k) = F2(I) + {I, — k}*. (4.30)
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il

N lhI=Fe()

\d

Fedi)

Solugéo 6tima
fis,q)=0=l|h|=Fe(ly)

>

Figura 4.3: Solugao 6tima para raio do "Cap'"de compressao.

Nota-se que: para cada k, computa-se um 6timo I{, i.e. If = I{ (k). E do critério de

otimalidade, tem-se:

ad
— = 4.31
L |, 0 (431)

que é,
{2{h — k} +2F. () F, (1)}

e =0, (4.32)

Dessa forma, o problema consiste em determinar o I{ que resolve o problema nao linear:

Encontrar I; solugao de

g (L) =0, (4.33)
sendo:
g(I,) =2F. (L) F! (I,) + 2{I, — K} (4.34)
€
FE.(L)=c+A{1—-ePM} ] com I{(r) <L <I, (4.35)
F/(I,) = =\ &) (4.36)
F' (1) = —\p* 1) (4.37)
Conseqiientemente:
g (1) = 2{F] (1) F{ (1) + Fe (1) F' (1) — 1} (4.38)

Assim, pode-se aplicar o método de Newton para obter I;. No apéndice B é mostrado
o algoritmo usado para o célculo dos I1e 7. Para a superficie do "Cap"de tragao, de
raio fixo R, é necessério encontrar a abscissa I{ que delimita o ponto entre o "Cap"de
tracao e a envoltoria de falha de Drucker-Prager. Esse ponto é facilmente encontrado pela

aplicacao do algoritmo I;,com o valor de k = 0.
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4.2.3 Atualizacao das Tensoes e Determinacao das Superficies
de Escoamento

O problema bdsico de integracao das equacgoes constitutivas elasto-pldstica, num ponto
material fixo, considera um intervalo de interesse [0, ], e assume que no tempo ¢, € [0, ]
os tensores de deformacao total e pldstico sao conhecidos, assim como as varidveis de
encruamento — {sn, P Ty bim, XD }

A deformagao incremental Ae,,,; referente ao passo de tempo [t,, t,.1] € prescrita. O
problema consiste entao na determinacgao das varidveis de estado, {gfl 41, Ontls Kngl, XTBA },

definidas no tempo %, 1, que devem ser obtidas pela integragao das equagoes constitutivas,

na forma de taxas.

Algoritmo de Decomposi¢ao do Operador — (operator split)

O algoritmo geral do operator split para o problema elasto-pldstico pode ser descrito em

dois sub-problemas:

e 1. Previsor Eléastico;

e 2. Corretor Pléstico.

Dessa forma, eles sao apresentados a seguir.
1. Previsor Elastico (elastic predictor)

Dada a histéria de deformacao e(t), t € [t,, tni1]-

rial Strial  —trial _{ piriel trial XD trial

t ~
Encontrar Entl » Fals Xnld } , solugao de:

n+1 an+l ) Y'n41 T

R (4.39)

a =0 (4.40)

As condicgoes de estado iniciais sao computadas do problema elasto-plédstico em t,,, i.e.,

e (t,) o (4.41)

d»trial

= Gy (4.42)

trial

A solugao do previsor eldstico no tempo t,,1, denotado ;. ;" e arial define o chamado

n+1
estado elastico teste (elastic trial state).

2. Corretor Plastico (plastic corrector problem)
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Quando ocorre o escoamento o problema é elasto-pléstico, e é formulado como sendo:

Encontrar a = {6” K, XP } e €° que satisfazem as seguintes equacgoes:

E P =0,

Of;
p _ .7_]
5 Z)\ 90
J
k=N (k)tr (&),
XD = H Len?,

com o = De°.

Definindo as condicoes de carga/descarga, descritas por:
V>0 £ <0 e N f=0, para j=1.3
e para f; = 0, a condigao de consisténcia:
N ofi=o0
No problema do corretor plédstico, as condi¢oes iniciais sao:
£ (tn) = €5y

0 (tn) = Ay

Verificagao das Fungoes de Escoamento

(4.43)
(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

A verificacao das fungoes de escoamento é analisada segundo o algoritmo no quadro abaixo,

trial

e consiste na determinacao de f(j) , 7 =1..3, ie.:

if {( {fl}f:ﬁl > tol> or. ({fg}fjjjl > tol) .or. ({fg}fxall > tol> } then

b) Resolver o plastic corrector
else
a) Resolver o elastic predictor

O incremento é eldstico e o conjunto das varidveis de estado sao:

__ ~trial
Ont+l = Opy1
P trial

gn—‘rl = €n+1

_ . trial

Fnt1 = Fpi1
D _ D trial
Xn+1 - Xn n+1

end if

O incremento é elasto-plastico calculado no algoritmo plastic return mapping

Analisadas e identificadas as funcoes de escoamento, deve-se proceder de acordo com
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o problema em que se encontra a andlise. Por isso sao mostrados os esquemas para os
algoritmos quando o problema é eldstico e quando o problema é elasto-pléstico.

Na figura 4.4 sao mostrados os possiveis casos que podem ocorrer.

e Na figura 4.4a, a funcao de escoamento f; é violada pois f; < 0, e assim também
sao violadas fo < 0 e f3 <0;

e Na figura 4.4b, ha o retorno do ponto para a superficie de Drucker-Prager, que fica

no dominio do "Cap"de tracao;

e Na figura 4.4c, ha o retorno do ponto para a superficie de Drucker-Prager, que fica

no dominio do "Cap"de compressao.

b) il

trial
‘0.1

1
hLE

trial
.(hyli)nr.:.al

1
(e

1 T
X(K) K 2N I T h

Figura 4.4: Determinagao da superficie de escoamento ativa na atualiazacao de tensoes
do estado eldstico teste.

A seguir sao mostrados os esquemas dos sub-problemas do operator split.

a) Esquema do Previsor Elastico

etrial
Epy1 = Entl — €D (4.51)

A tensao eldstica teste pode ser computada como:

olrisl = Degy (4.52)
conseqiientemente,
(L = tr (oh) (4.53)
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e a tensao deviatdrica fica sendo:

. ‘ 1 ;
0_7?+t{‘ml — O-Zj—all _ gtr (O';Tj_all) I. (454)

No passo do elastic predictor, o valor teste do pardmentro de encruamento do "Cap"k e

o tensor back stress XP permanecem inalterados durante o passo, pois:

ririel = g, e (4.55)
D trial = xb. (4.56)

b) Esquema do Corretor Plastico

No esquema do corretor plastico (plastic corrector) usa-se o método de integragao implicit
backward Euler. Deve-se notar a maneira na qual o corretor plastico é calculado, pois ele

dependera de qual das superficies de restricao foi ativada no escoamento.

Determinacgao da Superficie de Escoamento Ativa

Quando violada a superficie da envoltéria de Drucker-Prager, conforme a figura 4.5,
pode-se dizer que ambas as superficies de escoamento do "Cap"de tragao f3 e do "Cap"de
compressao fo sao violadas, pois a superficie de Drucker-Prager f; envolve as superfi-
cies desses "Cap". O conceito fundamental do algoritmo —Verificacao das Funcoes de

Escoamento é mostrado no apéndice B.

Ainl

o U

Figura 4.5: Pontos que violam fi, e, por conseqiiéncia podem violar f5 e fs.

trial

ni1 > tol, qualquer uma das trés superficies poderd estar ativa.

Assim, quando {f;}
Devido & nao linearidade da lei de encruamento de k, nao existe a priori um critério
simples para determinagao de qual das trés restrigoes de escoamento estard ativa, baseado
no estado de tensao eléstico teste.

Entretanto, quando a superficie de escoamento f; nao é violada, pode-se ter ainda a

violacao apenas de f> e f3. Na figura 4.6 sao mostrados esses casos, dados por:
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e Na figura 4.6a, sao pontos de tensoes teste que violam f < 0 e ficam no dominio

do "Cap"de compressao;

e Na figura 4.6b, sao pontos de tensoes teste que violam f3 < 0 e ficam no dominio

do "Cap'de tracao;

e Na figura 4.6c, sao pontos que violam f; < 0 e f3 < 0 e ainda ficam no dominio

eléstico.

X(K) Kn I I T h

Figura 4.6: Pontos que violam fse f3.

No estado de tensao teste nao é possivel se determinar qual superficie de escoamento
estd ativa, faz-se tal determinacao no estado de tensoes atualizado.

Conseqiientemente, a projecao do ponto mais préximo a superficie de Drucker-Prager
no mapeamento de retorno com tensao eldstica teste é realizada e atualizada de x de forma
consistente, com a aplicagdo do mapeamento de retorno (deixando o valor denotado por
k291 como mostrado na figura 4.4.

A solugao do caso (1) figura 4.7, resulta em: {z;{ﬁ)l, afllll, ’{7(114217 Xﬁﬁl)} . Com /-@S)rl

. . 1 N .
pode-se resolver I{. Além do mais, com Uﬁw)ﬂ pode-se computar o primeiro invariante

(13, e

(L0, =tr(el)) (4.57)

E importante notar, correspondentemente & figura 4.6, que é possivel para o estado de

tensao eldstica teste af{i‘ﬁl violar uma ou ambas f, < 0 e f3 < 0 mas nao violar f; < 0.
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!

9
ki (003 :

Figura 4.7: Solugao do caso 1 - computo do primeiro invariante

Nesse caso, deve-se determinar se o caso (2) ou o caso (3) estd ativo. Um critério baseado
na localizacao do valor do ponto da tensao teste de {I 1}2?1[ com respeito a I e I{ (k,) é
também fornecido.

Enfim, para verificacao da superficie de escoamento, deve ser analisado se existe su-
perficie de escoamento ativa e qual delas estd ativa. Assim é formulado um algoritmo
capaz de analisar essas superficies levando em conta seus valores, e que é mostrado no
apéndice B.

A seguir sao apresentados as descrigoes de cada algoritmo utilizado nos casos 1, 2 e 3.

4.2.4 Algoritmos de Integracao das Superficies de Escoamento
Algoritmo de Integragao para o Caso (1)

Usando o algoritmo de integracao de FEuler backward method, o novo ponto da tensao
teste Ufl’i“ll é calculado via corretor pldstico, retornando & superficie f; = 0. A taxa de

deformacao pldstica é dada por:

&P = 71% (4.58)
sendo:
fi(o,X7) = |Inll = Fe (1), (4.59)
n=o" X", (4.60)
o =0 — %tr(a)[, (4.61)
F.(L)=c+A{1—efM}]. (4.62)
e7
B/ (1) = 5 (B (1) = ~ 33, (163)
1

A componente deviatérica normalizada do vetor normal N & envoltéria de Drucker-Prager

no espaco de tensoes, é dada por:

Ui
N=— (4.64)
il
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Assim,
tnt1
st= a2, s
tn n+1
Aep g = Ay {N=(£)) I} (4.66)

Da equagao constitutiva tensao-deformacao para materiais isotrépicos tem-se:
o= De® (4.67)
sendo:

D =2Glye, + K(I®1I), (4.68)

1
lgew = {H—g (I ® I)} ) (469}
assim a deformacao eldstica teste pode ser escrita como:

etrzal

Eni1 =1 — Ay {N=F/I}. (4.70)

Desta forma, a tensao atualizada passa a ser dada por:

et'r‘ia,l

opp1 = De g =Dep ) — Ay D{N=(F)) I} (4.71)
e definindo:
otrial — et (4.72)
e sabendo que:
DN=2GN (4.73)
DI =3K1I. (4.74)

Pode-se ainda reescrever 4.71 como:

Ont1 =00t —2GAY N, +3 K F,' ({Li},,,) AL (4.75)

n+1)

Similarmente & atualizacao da tensao 0,,.1, a equagao de evolugao do backstress, 4.26, é
dada por:
AP =XP + Ay H N, 4. (4.76)

As porgoes deviatorica e do traco da tensao atualizada sao escritas por:
(I1)psy = {11} + 9K F./ A, (4.77)

ol = ol = 2G Ny Ay, (4.78)
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sendo G' = u, G — é o médulo cisalhante e y é a constante de Lamé.
Combinando as equacoes 4.75 e a 4.78 temos uma expressao para a atualizacao do

tensor normal a envoltoria:

il = Wi || = 26 + HY Ay (4.79)

Para completar a atualizacao de tensao, o parametro de consisténcia pldstico Ay, deve
ser calculado tal que as tensoes fiquem na superficie de Drucker-Prager f; = 0.
Resumo
O mapeamento de retorno plastico (plastic return mapping) se reduz a solugao do
seguinte conjunto de equagoes nao lineares:

Encontrar {A~v,,{I;},,,} solucdo de:

Fy(w) = = |0 ]| = {26 + HY A+ s+ A {1 = Pl —0 (4.80)
(§
Fy () = {1}y — {35 + 9K Ay X gel?Uhn] — o, (4.81)

Uma vez que {I1},,, e Ay, sdo calculados, tem-se:

{2G + H} A~y i
M1 = 1-— trial : 77;+1l; (482)
H77n+1 H
ntrml
XD =P 4 Ay H (4.83)
‘ n+1
oD D trial Wtrﬁl
tria, n .
7]n+1
e assim obtém-se:
On+1 = n+1 + = ({]1}71—1—1) I (485)

Entretanto, conhecendo Av, e 0,41, 0 pardmetro do "Cap'"de compressao x pode ser

atualizado resolvendo a equagao nao linear abaixo:

Kni1 = kin — 3AY N (Kpyr) FY ({[1}n+1) (4.86)

sendo: I’ (k,11) dado por:
_[DI X(HnJrl)}

W Dr x (/‘Gn+1)

W (K1) = (4.87)

Ccom
X (I{'n-l-l) = Rn41 — Rc (/{n—l—l) (488)
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e
X (Fni1) =1 = R (Kni1) (4.89)
F/ ({Bh1) = =A fePt0e), (190
Afim de resolver a equagao nao linear, aplica-se o método de Newton. Definindo P (k)
tal que:
e(=Di1ls—Re(k)])

P (k) = Kk — kp + 3A7, (F))

T Dy 1= R (9)] (4.91)

O problema consiste entdo, na determinacgao de & tal que |P (k)| < tol. A solugdo do

problema nao linear é descrito pelo algoritmo cédlculo de x, mostrado no apéndice B. A

determinagao de P’ (k') serd fundamental para o célculo de &, entao:

3Av, {Fe,}

P’ =1
(H> + W D[

7 (1) el=Di X))
fe (r)e } (4.92)

ntl ) _ [=Dr1 x(x)] c
D[ (& —|—
{ {x'(%)}*

Determinacgao da Matriz Tangente Local Caso (1)

Para resolver o sistema nao linear é necessdria a determinacao da matriz tangente

local
Definindo 2= (Avy, 1), determina-se [Kr];; = gf; ie.
oF, 2G+H, if (||n"9| - {2G+ H}Av,) >0
[K7)y, = = . ; (4.93)
OAY —{2G+H}, if (o) -{2G+H}Ay,) <0
oF, 0F
[ T]12 822 8[1 )\66 ( 9 )
(Krly = 9o OAy 9K B e (4.95)
0F, OF
[K1]y, = 8_222 = (9_]12 =1+9 K A 6[6II]A71 (4.96)

Algoritmo de Integragao para o Caso (2)

No caso do "Cap"de compressao estar ativo, o previsor eldstico da tensao devera retornar
a superficie do "Cap"de compressao, pois a superficie é geralmente transladada, aumen-
tando ou diminuindo durante o processo do return mapping.

Se I estiver entre I{ (k) e x (k) a superficie do "Cap"de compressao estard ativa,
entao no caso do processo de carga acarretar no deslocamento de [; em diregao a origem,
a superficie do "Cap"de compressao serd atualizada, movendo-se para dentro do eixo Iy
com o decréscimo do raio. Por outro lado, se I; mover em dire¢ao contrdria a origem,
a entao a superficie do "Cap"de compressao transladard para fora do eixo de I; com

incremento do raio R, (k).
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No caso (2) tem-se:

. Ofa
P =4,—== 4.97
€ 72 ao_ ) ( )
assim: . of
n+1
AeP = Pt~ Ay 2 4.98
o= [ e 00,5 (4.98)
A funcao da superficie de escoamento para o caso (2) é dada por
fo=Inll* = Fe (I, r) (4.99)
e sua derivada, em relacao a tensao, é:
8f2 0FC (Il,li) (‘3[1
22 o ) 4.100
80'1']' nz] 8]1 80'1']' ( )
Como para o modelo de "Cap"Suave, a fungao é reescrita como sendo:
F.(I;,k) = R. (k) = {I, — k} (4.101)
¢,
0Fc ([1, /ﬁ)
el SIS LAV NN SRR 4102
ao_ij { 1 KJ} J ( )
Como resultado,
» OF,
Acy = Ay {2n+2{lL — K} I}, 1 = Avy 321 — T I : (4.103)
1 n+1

Fazendo uso das equagoes constitutivas da tensao-deformacgao 4.67 e 4.68, da equacao de
evolugao da deformacao 4.51, e das relagoes obtidas em 4.73 e 4.74 tem -se como resultado,
para a equacao de evolugao da tensao, o seguinte:

ria 8FC
Tni1 = 01T + 3K Ay, oI,

n+1

Decompondo a tensao, atualizada acima, em compontentes deviatérica e volumétrica
obtém-se: .
Ont1 = Oy + 3 (I}, 1 (4.105)

assim,

1 ; 1 ria aF’c
ob |+ 3 (I}, 1= ol + 3 (L} +1l I+ 3K Ay, 3T I — 4G Ayyn,. 1. (4.106)
n+1
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Tomando-se o operador tragco em ambos lados da equacao 4.106, tem-se:

riQ 8Fc
{Ii},1 = {[1}fz+1l + 9K Ar, (4.107)
8[1 n+1
e, como resultado,
TR = O = 4G Ay 1y (4.108)

Similarmente, as equagoes de evolugoes do paramétro do "Cap"de compressao x e do

tensor back stress XP sao dados por:
k=h(k)tr ("), (4.109)

AP = HIg,eP. (4.110)

Desta forma, integrando 4.109 e 4.110 de t,, a t,,1 e empregando o método do backward

FEuler, obtem-se:

OF.

n+1
P =XP +2HAY, 4 (4.112)

Tomando-se a diferenca entre 4.108 e 4.112 resulta em:

M1 = ‘77]?+1 - Xrﬂl = Ur?flmal —4GAY, gy — Xy —2H Ay, Mn1 (4.113)
trial
7/}n—ﬁ—l
= 4.114
Tt T T 28, {26+ HY) (4.114)
com
nf;irall — O_T?th{ial - Xrgrtlrial e (4115)
trial
it
= : 4.116
Il = 520, o ] (4.116)
Note que, sendo F, (I1, k) = R, (k)> — {I; — k}*, obtém-se:
F (I,
OFe () oapy —wy. (4.117)
ol

O objetivo do corretor plastico, para atualizacdo de tensdes no caso (2), consiste na

determinacao de {A~,, {1} Kni1} que satisfazem:

n+1>
Py (m) = {Ii},,, — {1} + 18K Ay, {11}y — Fnga} =0 (4.118)
Fy (®) = Kpy1 — kin — 6 1 (Kpy1) A7y {{Il}nJrl — /{nﬂ} =0 (4.119)
It
F3 (1) = n F.({Ii},41 + Fing1) =0 (4.120)

C{1+2Av,{2G+ H} ¥
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Seja 7 = ({I 1 st s Kt Afyg) definido como o vetor de incégnitas. O problema consiste
na solucao do conjunto de equagoes nao lineares, dados em 4.118, 4.119 e 4.120, definidos

em termos de Z. Aqui, uma vez que 7 = ({I st s Fntds A72) ¢ computada, determina-se:

OF.
€ﬁ+1 =en + AV 20401 — 57 Iy, (4.121)
ol i
trial
nn—f—l
= 4.122
Tt T oAy, (2G 1+ HYY (4.122)
X2 =XP +2HAN 1,4, (4.123)
Oy =1 + X0 = oD — AG Ay, 1, 4, (4.124)
e finalmente )
Ont1 = 0-54.1 + g {[1}n+1 I. (4125)

Determinacao da Matriz Tangente Local Caso (2)

A matriz tangente local, definida por [Kr); ;= gf; ¢ dada por:
oF,
(K7 = 1+ 18K An,, (4.126)
i 8 {Il}n+1 2
OF;
[KT]12 = Ok j—l = —18K Ar}/27 (4127)
0F;
[KT]13 = A7, =18 K {{Il}n—i-l - ’@H—l} ’ (4.128)
OF3 OF.,
Krl., = - _ , 4129
[ T]31 a{Il}n+l a{‘[l}n—l-l ( )
OF: OF.,
[Krls, = 5 jl = F (4.130)
OF. 2G + H} |[ntriat||?
[KT]?)S = aAg =—4 { } H 1 || 3" (4131)
V2 {1+ 2Av,{2G + H}}
Sendo F,. = R, (nn+1)2 — {{Il}n+1 — /<an+1}2, obtém-se:
OF., ,
9 =2 R (knt1) R, (Kny1) +2 {{]1}n+1 - ’{n-i-l} (4.132)
/{n—s—l
‘ OF,
o (L - ). (1139)

a {[1}n+1



CAPITULO 4. MODELO GEOMECANICO

Entao as demais compontentes da matriz tangente local sao dada por :

OF: ,
[Krly = W = =6 1 (kn41) Ay

n+1

OF: ,
[KT]23 = 6A72 =—6h (Rn—&-l) {{Il}n—l—l - Kn—&—l}
2
8F2 / "
[KT]22 = i =14+6n (’fm—l) Ay, —6h (’in+1) A, {{Il}n+1 - ffn+1} .

Algoritmo de Integragao para o Caso (3)

81

(4.134)

(4.135)

(4.136)

Quando a superficie do "Cap'"de tragao estd ativa, ou quando o ponto retorna para o

caso (2) ficando no dominio do "Cap"de tragao, entao a tensao deve ser retornada para a

superficie de tragao. Nesse caso tem-se:

I
3 00
assim,
fot1 dfs
Ael = Pt ~ Ay, ——=
é\n /tn € 73 80_
sendo:

fa=|InlI* = F, (1),
F(L)=R:-1? I, >1].

Entao a derivada de f3 com relacao a o é dado por:

ofs ., O0F (L)
8aij nw 8015
sendo: OF, (1)
t ({1
= —2110;;.
(902-]- 16”

Deste reultado obtém-se:

OF;
Ael = Ay {277” - = I}
+1 3 17 B, -
e?
. OF,
Opi1 = O-:LTerall — A~y, {4G77n+1 — 3K a_flt I} .
n+1

Da decomposicao da tensao em componentes deviatdrica e volumétrica tem-se:

D _ _Dtrial
Opt1 = Opy1 — 4G A7377n+1>

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144)

(4.145)
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trial

nn—l-l
= 4.146
M1 {1+2{2G + H} Av;}’ ( )
(I} = {00 — 18K Avys {1}, (4.147)
e, '
{3

Uik = 18K Ay} (4.148)

Integrando as equacoes de evolugao para o parametro x do "Cap'e para o back stress, no

intervalo de ¢,, a t,11, tem-se:

OF,
Fing1 = Fin — 3h' (Kns1) A7s 8_It (4.149)
1ln+1
e7
XL =X +2H Avyan,q. (4.150)

O objetivo principal do return mapping é assegurar a condicao de consisténcia plastica.

Nesse caso, Ay, # 0, resolve-se

@, = |l = F ({Ii,) =0 (4.151)
. e R L
{(14202G+ H} Ay} 7 {14+18K Ay}’
= S (Ay3) =0

Assim o problema pode ser formulado como: Encontrar Ay, tal que & (Avyy) = 0.
Para resolver o problema aplica-se o método de Newton conforme algoritmo célculo

de A~4 descrito no apéndice B.

Sendo: ,
. trial
03 4o ]t 3K {(nn) .
dAv;  {1+2{2G+ H} Ay} {1+18 K Ay,}® '
Uma vez que Avy; é computado, pode-se atualizar:
trial
77n—|—1
= , 4.153
Tt T 012G + HY Avg) (4.153)
XL =X +2H Avyan,.q, (4.154)
‘77?+1 = Mpy1 T Xrﬂl = ‘77?+t{ml — 4G Avy3n,41s (4.155)
{Il}triall
1 = nt 4.156
Uik {14+ 18K Ay}’ (4.156)
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Resolucao do Parametro do "Cap"de Compressao Atualizado k,,.; Neste caso

é necessdrio resolver um problema nao linear em x,,1. Seja

OF;

— =0 4.157
aIl n+1 ( )

F (Kpt1) = Kng1 — Fin +3 h (Kny1) A7z

tal que
oF,

— =—-2{I 4.1
8[1 _— { 1}n+1 ( 58)

h (K1) i (4.159)
K = . .
i W Dr X' (Knt1)

O problema consiste entao na determinagao de &, 1, solugdo de F' (k,41) = 0, algoritmo
também mostrado no apéndice B.

Sendo:
OF;

F'(kpy1) =14 30" kpq1 Ayg —1| .
811 n+1

(4.160)

4.3 Propriedades Materiais para o "Cap"

O objetivo desta secao é analisar as propriedades materiais para o modelo do "Cap"Suave
e identificar suas relagoes com a geomecénica cléssica, tal como as propriedades de Mohr-

Coulomb e modelo linear de Drucker-Prager.

4.3.1 Modelo de Mohr-Coulomb

A fungado de escoamento agregada ao modelo nao associativo de Mohr-Coulomb é dada

em funcao das tensoes principais, 01 > 09 > 03.
flo,¢)={0o1— 03} +{o1+ 03} sen(¢p) —2c cos(¢) (4.161)
A coesao é assumida dependente do acimulo de deformacao plastica, i.e.,
c=c(eh) (4.162)

sendo &P ¢ o acimulo de deformacao plastica.

O potencial de fluxo empregado para este modelo nao associativo é dado por :
U (0,c) ={o1 — 03} + {01+ 03} sen (¢) —2ccos (¢) (4.163)

sendo ¢ angulo de atrito, e, ¢ # ¢, este denota o angulo de dilatancia.
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4.3.2 Modelo Linear de Drucker-Prager

Sua fun¢ao de escoamento é dada por:

flo,¢) = lnll={c<—0 L} (4.164)
foeP o)y = Jh(oP)+ 01, =5 (4.165)

sendo: I} = tr(o).
O modelo linear de Drucker-Prager pode ser representado como na figura abaixo.
Percebe-se que 0 representa a inclinacao da envoltéria linear de Drucker-Prager, sendo a

equacao da envoltéria dada por:

Inll ={c—0 L} (4.166)

com

ol

O potencial de fluxo, empregado no modelo nao associativo é dado por:

A J2(SP)
J=132°) - {V-qly}

il .

Figura 4.8: Critério de Drucker-Prager.

U (o,c) = ||n|| + 0 I,. (4.167)

4.3.3 Relagao entre as Propriedades

Para descrever completamente o modelo de Mohr-Coulomb é necessdrio identificar os
seguintes parametros materiais {gb, c, &5} Mais especificamente, a funcao de escoamento
requer o conhecimento de {¢, c}. No caso do modelo linear de Drucker-Prager é necessdrio
identificar {9,@,@}, sendo necessarios para funcao de escoamento o conhecimento dos
valores de {6,<}.

Com estes casos, pode-se ter a seguinte relagao: Chen e Saleeb (1982).
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g = V2t9(9) (4.168)

3{1+ 2 tg*(0)}

¢ = vae : (4.169)

{1+2t2(0)}

NI

NI

S 4 :
¢ = E{1+§1tg (gb)} , (4.170)
tg(¢) = \?’/—%{1—692}‘5. (4.171)

4.3.4 Modelo de "Cap"Suave

No modelo de "Cap"Suave sao definidos os seguintes critérios de escoamento:
fi (0, &7) = |Inll = F. (1) <0,
fo (0, X7 k) = |nl* = F.(Ii,5) <0,
fs (0, &) = |Inll* = F (L) < 0.
As formas especificas de F,, F,. e F; sao definidas como:
F.(L)=c+A[1— e(ﬁh)} , com I{(rk) <1, <I{,
F.(I1,k) = R*(k) — {[, — x}*, com I, < I{(k),
F, (L) =R} — 17, com I, >1I{.

No modelo de "Cap"sao necessdrios os seguintes parametros materiais:

{{§7A76}7{W7D1}7H}

Os parametros {¢, \, 5} s@o necessdrios para determinagao da fungado de escoamento;

{W, D;} sado necessdrios para a caracterizagdo da equacdo de evolucao da varigvel
interna x;

H é necessdrio para a caracterizagao da equacao de evolucao do tensor back-stress
XD,
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Interpretacao Fisica dos Parametros de Encruamento

A lei de encruamento isotrépico desse modelo deriva do fato da curva de esmagamento

volumétrico (deformacao volumétrica plastica € versus [;) ser da forma exponencial:
&b =tr(ef) = =W {1 — elPr x(WI1

A lei de encruamento cinemadtico é implementada com a introducao de uma varidvel

interna do tensor de segunda ordem X”, o qual tem a seguinte equacao de evolucao:
XP = H Ty, &

Nessa equacao é necessério a identificacao do parametro material H.

Observacao:

No caso de carregamento monotonico, a lei de encruamento do solo pode ser proposta
apenas com o encruamento isotrépico. Assim pode-se excluir a regra de encruamento

cinemética do modelo, fazendo H = 0.

Equacao Constitutiva Tensao-Deformacao

Afim de caracterizar a resposta eldstica do solo tem-se:
o = De°

sendo:
D=2Gl4, + K(I®I),

(G - médulo cisalhante e K- moédulo volumeétrico.

Para um material eldstico linear tem-se as seguintes relagoes:

E 3KE 3K {1-2v}
G: p— p—
2{1+v} 9K—-FE  2{l+uv}
(S
© E GE  2G{1+v}

T 3{1—-2} 3{3G-E} 3{l—-2}

4.3.5 Valores Iniciais das Variaveis Internas

v - 0 v 20:
Para representar um modelo de "Cap"Suave, emprega-se duas equacoes de evolucao: uma
para k e outra para XP. Assim, propondo integrar estas equacoes ¢ necessério se ter a

condicao inicial. Nesse caso:

xP0)=0
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k(0) = kg, para um dado Ry < 0.

Considerando uma linearizagao da funcao de escoamento da envoltéria F,., apdés uma

expansao em Taylor no ponto (0 = (1), pode-se chegar & seguinte relagao:

] ] 2 ] n—1
Fe(Il):g—/\ﬁll{lnLﬁJr(ﬁ ), Bh) +}
2 6 n!
Como:
[nll = Fe (1)
tem-se: p ” ||
m _ _
71 =F. (0)=—-\3 = —-40.

Entao, 6 = A\§ é a inclinagao da envoltéria em [; = 0.
Observacgao:
Se {11} << 1, i.e., se para um valor maximo de pressao hidrostatica aplicada 17" o

parametro (3 é tal que {811} << 1 num dado processo de carga, entdo:
Fe ([1) ~ {g — )\6[1} = {g — 9[1},

0 que caracteriza a envoltéria linear de Drucker-Prager. Assim, conhecendo o parametro 6
da envoltéria linear de Drucker-Prager para um f suficientemente pequeno, pode-se obter
A como:

A= (4.172)

@



Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo sao mostrados alguns exemplos simulados para validar a teoria utilizada
nos modelos elasto-plédsticos — modelo J, e modelo de "Cap".

O trabalho consistiu basicamente na implementacao desses modelos elasto-plasticos na
estrutura de um programa em Fortran. Esse programa j&d é utilizado e vem sofrendo in-
crementos na sua estrutura de programacao a cada novo trabalho orientado pelo professor
Krajnc. Assim, rotinas como a do cédlculo de elementos finitos ja estao implementadas.

O programa ¢é de facil operacgao, e, consiste numa entrada de dados: informacoes de
malha, de propriedades dos materiais e das condigoes iniciais dos problemas de valores
iniciais, além de parametros internos do programa. Estes tltimos servem para identificar
rotinas "case", nas quais pode-se optar entre estado plano de tensao ou deformagao, por
exemplo.

Para se obter as informagoes de malha do problema de elementos finitos foi utilizado
um programa de geragao automadtica de malha — chamado GID —, que permite um pré e
um poés- processamento.

Uma dificuldade encontrada na geragao de malhas foi o fato de se ter malhas ho-
mogéneas. Assim, teve-se que fazer uso de simulagbes com grande quantidade de elemen-
tos para que a quantidade usada fosse suficiente nas regioes de interesse.

Observacao:

O fato de se ter malhas com muitos elementos torna-se cara a andlise do problema.
O ideal seria a geracao de malhas que tivessem bastantes elementos nas regioes de con-
centracao — de maior efeito das varidveis internas —, e, poucos elementos nas regioes de

pequena influéncia para o resultado.

38
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5.1 Exemplos Numéricos do Modelo J, com Dano

Isotrépico

Antes de iniciar o processso de simulacbes numéricas em estados planos, procurou-se
verificar o modelo J, usando um problema no qual as tensoes se reduzem a um modelo
unixial, simulando um ensaio de tracao com carregamento prescrito. A idéia é levantar
algumas curvas com as varidveis elasto-pldsticas, para se fazer um comparativo com as

bibliografias pesquisadas.

5.1.1 Exemplo Uniaxial (EPT)

Neste modelo usou-se apenas 2 elementos tri3 como mostra a figura abaixo que contém
a malha e as condi¢oes de contorno da modelagem. O carregamento prescrito foi um
carregamento na forma de deslocamento @ = 5,55 m. Na tabela abaixo sao mostradas as

propriedades adotadas para o modelo.

Tabela 5.1: Propriedades fisicas e geométricas: Exemplo Uniaxial

Fisicas | Geométricas
E =200.000 MPa | v=0,3 lhi=1m |lh=1m
oy =410 MPa R., = 800 M Pa
b=1 Seo =7 MPa nume = 2 | numno = 6
epa = 0,01 So0 = 2 ts =3000 | w=5,55m

Observacao:
Toda vez que se referir no texto as varidveis numno e nume sao dados do problema
de elementos finitos, respectivamente, nimero de nés e nimero de elementos. A varidvel

ts indica o nimero de "time steps", passos no tempo.

4| w=5,55
Yy
1 N u=5,55
AN

-

Figura 5.1: Exemplo Uniaxial — Estado Uniaxial de Tensoes.
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Resultados

Na figura 5.2 sao mostrados os deslocamentos Ue U,. As evolucoes de tensao e defor-
macao sao apresentadas segundo gréfico tensao o, por deformacao pléstica €2, o dano ¢

apresentado no grafico Dano versus Deformacao Pléstica.

Usx
[m]

- 5,5500
- 4,9950
4,4400
3,8850
3,3300
2,7750
2,2200
16650
1,1100
0,5550
0,0000

Yy
(]

- 0,0000

- 0,2774
0,5548
0,8321
-1,1095
-1,3869
-1,6643
1,9417
2,2191
-2,4964
2,7738

Figura 5.2: Deslocamentos U, e U, — Exemplo Uniaxial.

Nesse problema nao foi estabelecido um valor para o dano critico, entao o dano pode
atingir seu valor méximo préoximo de 1. A medida que o dano comeca a evoluir numa
regiao préximo a 1,5 €2, a tensao decresce, figura 5.3.

Entretanto, o inicio do dano ja ocorre em £? = 0, 5, e enquanto o dano é pequeno, hd
um aumento na tensao de escoamento em R, devido ao encruamento isotrépico.

No gréfico da figura 5.4 é mostrada a evolugao do encruamento isotrépico R com a
deformacao pldstica 2. E esperado que se tenha uma evolugio do encruamento conforme
a equacao abaixo:

R=R. {1 - e—[”*f?)]} (5.1)

Porém, nota-se que o valor tedrico da funcao de encruamento proposta pela equacao 5.1
é diferente do valor calculado no modelo, pois a varidvel de dano influencia, gerando um

valor menor para o encruamento final.
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O modelo se mostrou bastante eficiente e robusto. E possivel se obter um avanco das
varidveis elasto-plésticas até se atingir um valor de dano igual a 1, indicando que é capaz

de captar a resposta de um material até sua ruptura.

o, & &%
1000

o
o
(=]

¢
s

Ox

D

=3

=]
T

J
1

Tensdio
N
(=]
S

N
o
o

i i GR

o

o

3 4
Deformagéio Plastica {s% >

D& &
1

// Dc

3 4
Deformagéio Pldastica {<% -

Figura 5.3: Gréficos : 0, & €2 e D & P — Exemplo Uniaxial.
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Deformagéio Pldstica {5} )

Figura 5.4: Gréfico : R & €2~ Exemplo Uniaxial.
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5.1.2 Problemas Testados

Dentre os problemas estabelecidos para andlise e validacao do modelo de plasticidade Js

com encruamento isotrépico e dano acoplado tém-se:

1. Viga plana em flexao;

2. Placa em flexao;

3. Eixo cilindrico;

4. Placa com furo excéntrico;

5. Fundagao em bloco rigido (sapata) corridal;

6. Fundacao em sapata circular.

Viga plana em flexao (EPT)

O problema a ser resolvido trata-se de uma viga em balango, com carregamento na ex-
tremidade livre. A figura 5.5 ilustra o problema modelado, estado plano de tensoes, com
carregamento monotonico.

O material da viga considerada ¢ um aco com as seguintes propriedades?:

Tabela 5.1: Propriedades fisicas e geométricas: Viga Plana em flexao.

Fisicas | Geométricas
E =205.000 MPa | v=0,3 b=1cm h =20 cm
oy = 250 MPa R. =2000 MPa | L =200 cm
b=1 Seo = 0,5 MPa | numno = 4545 | nume = 2162
epd = 0,01 Seo = 2 ts = 200 P=21FkN
Yy
P
£ |
Lo L £
L I
I
L

Figura 5.5: Viga em balanco (EPT).

! Neste exemplo, os pardmetros dos materiais estdo calibrados para o modelo de aco, mas servirdo de
comparacao para o modelo de "Cap"em estudo a frente. Contudo, o exemplo representa a distribuigao
de tensao num bloco de aco em EPD.

2 As unidades utilizadas neste exemplo sdo: [M Pa] para constantes materiais, [cm] para o dominio e
[kN] para a carga. Assim:

1Pa:%—>1MPazlrﬁ#

1 MP(L — 10002kN _ 0,1 kQN
m cm
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As varidveis de dano foram calibradas segundo propriedades identificadas por Lemaitre
& Sermage (1997) para dano dutil, porém utilizando o pardmetro ¢,; = 0, 1 estabelecido
por eles, a influéncia do dano é pequena. Para se evidenciar o efeito do dano, optou-se por
calibrar a taxa de actimulo de deformacao plastica num valor menor (em 10%), €, = 0, 01.
Neste modelo, enquanto o comportamento é eldstico pode-se determinar a tensao mé-
xima solicitante e a flecha méxima obtida na linha neutra, desprezando-se a deformacao

por cisalhamento, dados por:

PL PL3?

Y ey >

Como b = 1, e para uma etapa de carga ts tém-se as seguintes simplificagoes para as
férmulas 5.2, Beer & Johnston (1982) :
6PL 4PL3

12 € Ymaxr = tSW (53)

o, =18

Calculando os valores de o, € ¥4, para um ts = 20% de P, obtém-se:

6 x 21 x 200 EN
4 x 21 x 200°
e = 0.2 % —— =228 8195 5.5
Y " 20,500 x 207 mn (5:5)

Os resultados obtidos no modelo Js, sao mostrados nas figuras 5.6, 5.7 e 5.8 a seguir:

20% P

80% P

100%4 P

20% P UBO%P 1008 P

5 y Uy

[em] [emi] [cm]
00000 . 90000 - 00000
08266 . 35844 - 106070
20,1653 7,168 212130
02480 L 407530 31,8200
03307 8 143380 42,4270
04133 [ 17,9920 53,0330
04960 | 15060 53,6400
05786 | 26,0910 742470
06613 | 256750 84,8530
07440 B 352600 85,4600
08266 M 358440 M 1060700

Figura 5.6: Evolucao de U, ao longo do carregamento — Viga em flexao.
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209 F 809 2 10004 7

Ox Ox Ox

[MPa) [MPa] [MPa]
122,16 367,96 465,73
73,11 g 220,69 | 279,43
24,01 7343 93,12
25,01 | 73,84 | -93,19
74,06 0.221,11 [-279.49

A2 192 acn n7 amc an

Figura 5.7: Evolugao de o, ao longo do carregamento — Viga em flexao.

R D
[MPa]

- 01504 57083 01053
0,0903 216,30 0,0842
0.0302 161,96 0,0631
0,0208 107,63 0,0420
-0,0899 53,20 0,0209
-0,1499 10,43 0.0006

Figura 5.8: Distribui¢ao da deformacao pldstica €2, do encruamento R e do Dano D —
Viga em flexao.
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Um gréfico mostrando a evolucao dos deslocamentos U, por incrementos de carga
também ¢é mostrado na figura 5.9:
Carga

[kN] Carga & U,
25

20 S

15

'IOK/

U
0 15 30 45 60 75 90 105 ﬁ

Figura 5.9: Gréfico: Carga & Deslocamento — Viga em flexao.

Na figura 5.10 sdo mostrados os grificos 0,&e? e D&eP, no ponto/né mais solicitado.

ox & &k
500 A ; ; ; .

Rup
400

300

200 - : g g

Tenscio{o , }

100 |- : ? : f .

0 I i i i I | i
0 0.02 0.04 0.08 0.08 041 012 0.14 0.16
Deformagdo Pldstica {<% »

D&EL

0 1 I I i i
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

z

Deformagédo Pldstica {5 -

Figura 5.10: Gréficos : 0,&e? e D&e? — Viga em flexao.
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Conclusoes: exemplo viga em flexao

Pode-se notar que houve uma concentracao de tensao no engaste da viga, desencade-
ando nessa regiao um acimulo de todas as varidveis pldsticas internas do problema: ten-
soes de tragao (fibras superiores), tensoes de compressao (fibras inferiores), deformagoes
plésticas, encruamento e dano isotrépico em ambas extremidades da secao. O valor de
dano obtido para nesse exemplo foi da ordem D = 0.105.

Os valores de tensao o, e flecha y . no regime eldstico foram: o, = 123,10 M Pa

mdax

ey, . = 0,827 c¢m, que d& um erro em torno de 2,36% para tensao e 0,86% para

deslocamento, comparado com a resposta analitica, pois:

(5.6)

errol%] = {analz’tico — calculado} < 100

calculado

O encruamento atingiu um valor maior do que o esperado, uma saturacao do seu valor
préoxima de R,.. Analisando o resultado da tensao méxima obtida, tensao de fratura,
verifica-se que a tensdo atingiu um valor de (0, + R) = 465,8 M Pa, com uma saturagao
para o valor de R em torno de 270,6 M Pa. A tensao s6 nao foi maior, um valor de
(0, 4+ R) = (250 + 270,6) = 520,6 M Pa devido ao dano de 0,105 que ocorreu.

No gréfico da figura 77, também se percebe o efeito que o dano causa na curva Carga
& Deslocamento. A partir de um deslocamento U, = 31,511 ¢m — etapa de carga de 70%,

ocorre um pico na curva, o dano faz que a carga seja ampliada.

Placa em flexao (EPD)

O problema a ser resolvido trata-se de uma placa em balango com carregamento na ex-
tremidade livre, similar ao problema anterior da viga em flexao, como mostra figura 5.11.

O material da placa considerada é um aco com as seguintes propriedades:

Tabela 5.3: Propriedades fisicas e geométricas: Placa em flexao.

Fisicas | Geométricas
E =205.000 MPa | v=0,3 b=1m h=0,2m
oy = 250 M Pa R, =2000 MPa | L=2m
b=1 Seo = 0,5 MPa | numno = 4545 | nume = 2162
epd = 0,01 So0 = 2 ts = 200 P =21 EkN/m
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Figura 5.11: Placa em flexao.

Os resultados sao mostrados na figuras 5.12, 5.13 e 5.14. Utilizou-se as mesmas pro-
priedades fisicas e geométricas do exemplo da viga, porém agora andlise passa a ser em

estado plano de deformagao, com carregamento dado por metro.

20% F

80% F

100% P

20 P 3094 P J
; U Uyl 00% P
[cm] [em] [em]

- 0,0000 * 0,0000 - 10,0000

- 40,0753 - -1,0329 - 3,9337
20,1506 2,0657 -7,8674
0,2259 -3,0986 11,8010
0,3012 41314 15,7350
20,3765 5,1643 19,6690
20,4518 5,1972 -23,6020
20,5271 -7,2300 -27,5360
20,6024 -8,2629 31,4700
06777 9,2957 35,4030
40,7529 -0 32490 20 237N

Figura 5.12: Evolucao de U, ao longo do carregamento — Placa em flexao.

Na figura 5.15 sd@o mostrados os gréficos 0,&e? e D&eP, no ponto/né mais solicitado.



20% P

0%0% F ;E:O% F };00% P
[MPa) [MPa] [MPa]
122,38 354,40 467,30
73,24 212,40 280,30
24,09 70,40 93,28
25,05 -71,60 93,75
74,19 -213,60 -280,77
-123,33 355,60 467,80

Figura 5.13: Evolugao de o, ao longo do carregamento — Placa em flexao.

F
£x

D

[MPa]

. 0,0588 179,66 - 0,0513
0,0353 143,37 0,0410
01173 107,07 0,0308
0,1181 70,78 0,0205

+0,0355 34,48 0,0102
'0,0589 181 0.0001
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Figura 5.14: Distribuicao da deforma pléstica €2, do encruamento R e do Dano D — Placa

em flexao.
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Tenséio{c x }
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(=]

0.06
0.05
~+0.04

—~

0.03

Dano {D

0.02

0.01

0.02 0.03

0.04

Deformagéio Plastica {5

0.05 0.08

0.01

0.02 0.03

0.
Deformagéio Pldstica {&%

I
04
}

0.05 0.06

Figura 5.15: Gréficos : 0, & €2 e D & €2 — Placa em flexao.

Conclusoes: exemplo placa em flexao
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Como no exemplo anterior, a forma de evolucao das varidveis pldsticas foi a mesma.

Entretanto, pode-se notar as diferencas de uma modelagem do estado plano de tensao para

uma modelagem do estado plano de deformacgao. No primeiro, EPT, devido a hipétese

de se fazer 0, = 0, a evolucao das deformagoes foram maiores para um mesmo nivel de

carga no EPD, e, a evolucao das varidveis plasticas foi mais evidente.

Ja no segundo, devido ao modelo ser estado plano de deformagoes, nota-se que as

tensoes foram mais pronunciadas por causa da componente de tensao o, inserida no

tensor tensao. Em contrapartida, as deformacoes foram menores no EPD, e, para um

mesmo nivel de carga o dano foi menor. Isto se deve, ao fato de que a massa do corpo a

ser submetida é maior no plano de deformacoes. Na tabela abaixo é feito um comparativo

entre os resultados obtidos para cada caso.

Tabela 5.4: Comparativo entre estados planos de tensao e deformacao.

Varigvel \ EPT \ EPD
U, —106,07 ecm | —39,34 cm
O 465,8 M Pa | 467,8 M Pa
€x 0,15 0,06
R 270,6 M Pa | 79,7 M Pa
D 0,105 0,05




100

Eixo cilindrico chanfrado (Axissimétrico)

Neste exemplo, o modelo J, de Lemaitre com dano acoplado é usado para simular
a iniciacao da fratura de um cilindro sujeito a carregamento axial de alongamento —
prescricao de deslocamento. A geometria do problema, condicoes de contorno e malha
de elementos finitos sao dados pela figura 5.16. Na discretizagao da malha considerou-se
apenas 1/4 de barra com propriedades e condigbes de simetria. Os parametros usados

foram extraidos segundo dados de Benallal et al (1987).

Tabela 5.5: Propriedades fisicas e geométricas: Eixo cilindrico chanfrado.

Fisicas | Geométricas
E =210.000 MPa | v=0,3 Raro =10 mm | h = 100 mm
o, = 620 MPa Ry, = 4200 M Pa
b=1 Seo =3,5 MPa | numno = 3115 | nume = 1482
€pa = 0,01 Soo = 2 ts = 100 u = 0,50 mm

zA
1 T |y

Eﬁw..r

¥

43
S0

Figura 5.16: Eixo chanfrado (axissimétrico).

O cilindro foi submetido a um deslocamento prescrito v = 0,5 mm, para o qual se
obteve um dano da ordem de D = 0, 37 como mostra a figura 5.17. A localizagao do dano
se deu ao redor do centro do chanfro. Nessa figura, também sao mostrados os méximos
valores para as varidveis de interesse com 20% da carga total, tais como: a tensao o, a
deformagdo pldstica €}, o encruamento isotrépico R e o dano D.

No gréfico 5.18 sao mostrados os graficos o, & € e D & €l na diregdo de y ou seja

y?
na direcao de z para o caso do problema axissimétrico.
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g

. 7 R & p

X =
[MPa] — [MPa]

84129 ~0,0290 145900 03682
. 7562,0 " 10,0261 "1312,90 10,3314
6711,0 0,0232 1167,00 0,2945
5860,1 0,0203 1020,90 0,2577
5009,2 0,0174 874,70 0,2209
4158,3 0,0145 728,50 0,1841
33074 0,0116 583,10 0,1473
2456,5 0,0087 436,80 0,1104
1605,6 0,0058 291,00 0,0736
754,7 0,0029 144,90 0,0368
96,2 0,0002 109,20 0,0020

Figura 5.17: Distribuicao de o, €, R e D — Eixo chanfrado.

o, & &
10000 —

o]
[=]
[=]
(=]

Tensdo {0, }
2
S

I
[
(=]
(=]
T
1

0.015 0.02
Deformagao Plastica {&)

2000
0

I I i
0.005 0.01 0.025 0.03

04 ! ! ! ! !

0 1 1

|
0 0.005 0.01 0015 _ 002 0.025 0.03
Deformagio Plastica {&, -

Figura 5.18: Gréficos : 0, & €2 e D & <P — Eixo chanfrado.
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Conclusoes: exemplo eixo cilindrico chanfrado:
Nesse problema percebe-se que o dano atuou, chegando a um valor préximo de 0,4,
ocasionando uma queda nos valores da tensdao. A tensao de ruptura identificada nesta

andlise foi o, = 8412,90 M Pa e uma deformacao méxima na fratura emax = 0, 03.

Placa com furo (EPT)

O problema a ser resolvido trata-se de uma placa® com um furo nao central. Nao se optou
por uma modelagem com condigbes de simetria para se verificar/visualizar o efeito como
um todo. A solicitagao se dd em tragao da chapa fina, que apresentard uma concentracao
de tensao na regiao do furo,figura 5.19. O material da placa em estudo é um ago com as

seguintes propriedades:

Tabela 5.6: Propriedades fisicas e geométricas: Placa com furo.

Fisicas | Geométricas
E =200.000 MPa | v=20,3 [1 =100 mm [2 =100 mm
oy, = 250 MPa Ry = 3500 MPa | raio furo =10 mm
b=4 Seo = 0,05 M Pa | numno = 4879 nume = 2363
epd = 0,01 Se0 = 2 ts = 500 P=175kN
P
- ———
Yy |9 Z‘:
= &0 40
100
X

Figura 5.19: Placa com furo.

A seguir sao mostrados nas figuras 5.20, 5.22, 5.23 e 5.24 as evolucoes das varidveis de

interesse da andlise, com a estrutura deformada em 50 vezes.

3Este tipo de problema ocorre muito em obras onde o uso de ligaces parafusadas é uma solucdo
interessante, sendo assim o exemplo exposto é uma simulagao de aplicagao pratica.
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- 0,0292

Uy
[coz2]
- 0,0051
0,0234 0,0015
0,0175 -0,0022
0,0117 -0,0058
0,0058 -0,0095
0,0000 -0,0131

Figura 5.20: Deslocamentos U, e U, — Placa com furo.

e§ 35,’

- 0,0194

- 0,0175 gggg?
0,0155 _0’0016
0,0135 _0’0026
0,1149 _0’0035
0,0095 _0’ 0045
0,0075 _0’ 0054
0,0055 _0’ 0064
0,0035 _0’00?3
0,0016 -o’ooaz
-0,0004 -nfnngz

Figura 5.21: Deformagoes pldsticas €l e el — Placa com furo.

Ty Gy
MPa
anos i
’ - 233,26
- 369,44
- 185,39
300,82
137,52
242,20
80,65
183,58
41,76
124,96
-6,84
66,34
-53,95
7,72
-101,82
-60,89
-149,69
-109,52 197 55
-168.14 ’

-245,43

Figura 5.22: Tensoes o, e o,~ Placa com furo.



104

R
D
[MPa] —
. 2?3,43 - 0,2?16
- 245,46 r 0,2343
217.50 0,2169
189’53 0,1896
161’56 0,1622
133!60 0,1349
105’63 0,1075
77 %6 0,0801
49’69 0,0527
21’73 0,0254
6.24 0,0019
Figura 5.23: Encruamento isotrépico R e dano D — Placa com furo.
500
~
= 400
=]
—
S 300
2
S
L]
$ 200+ .
E"‘ : : 2
. ; ; ; ;
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Deformagéio Pldstica {&% »
oa D & % ! !
é el e
o~ : s
o : d//
S : .
Q 01 ..E,.’.x/f - _,
’ ; faet™™ | ;
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Deformagdéio Pldstica {5 -

Figura 5.24: Gréficos : 0, & €? e D & <2 — Placa com furo.
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Conclusoes: exemplo placa com furo

O interesse de se visualizar as evolugoes das varidveis plasticas, como exaustivamente
mostrado nos graficos e nas figuras dos resultados, leva a concluir que o modelo nao
somente é capaz de qualificar identificando as regides de concentragao de tensao (o furo),
como regides de concentragdo de carga (parte superior direita da placa), mas também
quantificar, calculando assim o valor da tensao de ruptura, captado pela influéncia do
dano que no problema chegou a 0, 27.

A tensao de ruptura dessa placa 0 ,yprura = 418 M Pa, se deu num carregamento de 90%
do total de P. A carga méaxima obtida foi de P = 67,5 kN, e se obteve um encruamento
isotrépico de R = 273,43 M Pa. Nota-se também, que mesmo o dano atuando, os valores
das tensoes tendem a terem pequenos acréscimos, pois a lei de evolucao do encruamento

isotrépico foi calibrada com parametros grandes, por exemplo o R, = 3500 M Pa.

Fundacao em sapata retangular (EPD)

O problema a ser resolvido trata-se de uma sapata corrida com as dimensoes estabelecidas
na figura 5.25, e consiste na simulagao de um bloco rigido de uma sapata retangular, que
na verdade aqui serd um bloco em aco devido as propriedades fisicas utilizadas.

Pode-se fazer uma alusao a problemas de contato, no entanto o objetivo desse exemplo
serd o de analisar a distribuigao de tensao, tal qual serd mostrado/analisado nos exemplos
de "Cap". A dimensao do problema se deu a partir de vérias simulacoes até se atingir um
tamanho (10x10), onde a dimensao do dominio nao interferisse na evolugdo das varidveis
do problema.

O modelo ¢ idealizado com condicao de contorno, simetria e propriedades materias
para uma regiao de aplicagao de carga equivalente & B = 1 m.

A solicitacao se d4 em compressao monotdonicamente?, simulando o processo evolutivo
de uma obra civil, na medida que um edificio é construido a carga vai aumentando, e

sendo descarregada no solo de fundacao. As seguintes propriedades foram estabelecidas:

Tabela 5.7: Propriedades fisicas e geométricas: Sapata (EPD).

Fisicas | Geométricas
E =200.000 MPa | v=0,3 [1=10m 2=10m
oy, = 200 MPa Ry, = 4500 MPa | B=1m
b=2 Seo = 0,05 M Pa | numno = 5129 | nume = 2498
epd = 0,001 Soo = 2 ts = 500 P =180 kN/m

4As unidades utilizadas neste exemplo sdo: [M Pa) para constantes materiais, [m] para o dominio e
[kN] para a carga. Assim:

1 Pa = 11;[ —1 MPa = 11\42]\7 — 10002kN
m m m
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Figura 5.25: Sapata retangular (EPD).
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Na figura 5.26 sao mostradas a distribui¢ao das tensoes o,, 0, e 04, , juntamente com

a figura da estrutura deformada pelo carregamento contendo a evolucao da varidvel de

dano.

Tx

[34Fa]

i 47,34
31,44
15,54
036
16,26
32,16
48,05
6395
7985
9575

' 79,19
36,78
563
48,04
90,45
132,86
17527
217,68
-260,09
302,50
.344.91
o
0,0724
0,0573
0,0423
02722
00122
0,0029

_or

[MPa]

4297
0,95

41,06
83,08
125,09
167,10
209,11
251,13
293,14
335,15

L3777

Figura 5.26: Evolucao das tensoes 0,,0,,0,, € do dano D — Sapata retangular (EPD).
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Conclusoes: exemplo fundacao em sapata retangular (EPD)

Pode-se ver a distribuigao de pressoes (bulbo de pressao) em y, além da maneira como
a estrutura se deforma — aplicagao de carga.

A regiao onde ocorre o dano é a regiao onde hé evolugao das varidveis plasticas, na ex-
tremidade de aplicacao da carga comparada a extremidade da sapata. O conceito de bulbo
de pressoes vastamente usando em projetos geotécnicos e de fundacao serd apresentado
quando tratar-se do modelo de "Cap", com aplicacao a materiais geomecénicos.

No exemplo a seguir, o carregamento serd dado por deslocamento prescrito, visando se

obter uma nova forma de evolucao das varidveis pldsticas e de deformacao da estrutura.

Fundagao em sapata circular (Axissimétrico)

Assim como no exemplo anterior, procurou-se simular o que ocorreria com a estrutura,
caso a andlise fosse axissimétrica. Dessa forma, o problema passaria a ser resolvido como
uma sapata circular com as dimensoes estabelecidas na figura 5.27, um bloco cilindrico
em ago. O carregamento prescrito serd em deslocamento.

O material da sapata circular/ bloco cilindrico considerado é o um ago com as seguintes

propriedades:

Tabela 5.8: Propriedades fisicas e geométricas: Sapata (Axissimétrica).

Fisicas | Geométricas
E =200.000 MPa | v=20,3 [1=10m 12=10m
oy, = 200 MPa R =4500 MPa | B=1m
b=2 Seo = 0,05 M Pa | numno = 5129 | nume = 2498
epa = 0,001 So0 = 2 ts = 30000 u=0,011m

|
B/2=0,50m | |

i 1L DM
—

(@]

gl

[@]

l_
—

(@] (@]
(@] (@]

10,00 m

I Solo

[8] (8] (@]

10,00 m A
-

Figura 5.27: Sapata circular (Axissimétrico).

Nas figuras 5.28, 5.29 e 5.30 sao mostrados os resultados obtidos: o deslocamento em

y (que para caso axissimétrico se torna z), a deformagao plastica e, as tensoes 0y, 0y, O gy
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‘ 55?

10,0028
0,0027
0,0025
0,0021
0,0018
0,0015
0,0011
0,0008
0,0004
0,0002

. 0,0000
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Figura 5.28: Deslocamento na direcao de z chamado de U, e a evolugao da deformagcao

pldstica el— Sapata circular.

Tx

[MPa) oy
[MEa]
| 84,63 . 162,18
20,09 71,25
4461 19.69
-109,23 110,62
17381 -201,56
-238,46 -292 49
-303,08 383,42
367,70 474,36
432,31 565,29
-496 93 556,23
. 561,55 747,16
Ty
[MPa] A\
g
- 141,10 - 0,3780
105,51
69,92 0,3023
34,32
1,27 0,2266
3687
72,46 0,15610
108,05
14385 0,0753
179,24
. 214,84 0,0038

Figura 5.29: Evolucao das tensoes 0,0, 0,, € do dano D — Sapata circular.
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Figura 5.30: Gréficos : 0, & P e D & P — Sapata circular.

Conclusoes: exemplo fundacao em sapata circular (Axissimétrico)

Aqui pode-se ver a diferenca causada por uma prescri¢ao em deslocamento. A evolugao
das varidveis pldsticas sao maiores, porém a regiao plastica é menor. O dano localizou-se
exclusivamente na extremidade da prescricao do deslocamento, e o valor obtido foi de
0,37 enquanto que a prescricao de carga obteve um dano de 0, 07.

E, comparado-se a fundacao em sapata circular com o exemplo da placa com furo, por
se ter uma funcao de encruamento isotrépico elevada, o valor que a tensao encrua vence

o amolecimento causado pelo dano. Entao, o problema se torna instdvel com o aumento

do deslocamento e falha.
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5.2 Exemplos Numéricos do Modelo de "Cap'"Suave

Os exemplos que sao abordados nesta parte do trabalho sao uma tentativa de simular
fundagbes em sapata corrida — estruturas em estado plano de deformagao (EPD)—, para
trés tipos de solos: areia densa, areia fofa e argila.

As simulagoes incluem desde a prescricao de carregamento na forma de forca apli-
cada até deslocamento (recalque). A utilizagdo do modelo de "Cap"nesses exemplos
servird para avaliar a distribuicao de pressoes e de deformagoes na massa de solo. Serd
considerado como capacidade de carga o valor maximo obtido no iltimo incremento de

carga/deslocamento.

5.2.1 Capacidade de Carga

Os problemas a serem simulados para as distribuigoes de tensoes das fundacoes, trata-se
de sapatas corridas de largura B = 2,80 m apoiadas nos trés diferentes tipos de solo, com
as propriedades e caracteristicas estabelecidas a partir de um Ngpr conforme tabela de
Berberian (2000).

O Ngpr é o ntimero de golpes dados num amostrador padrao para penetracao na massa

de solo num ensaio chamado de Standard Penetration Test.

5.2.2 Parametros dos Materiais

No modelo do "Cap", assim como no modelo Js, fez-se uso de valores tabelados em
bibliografias. Os valores pesquisados foram os pardmetros que contém informacoes a
respeito de propriedades dos materiais de interesse nas simulacoes. Entao, buscou-se
parametros como: modulo de elasticidade, poisson, densidade, etc.

Nos projetos de fundagoes — e em outros projetos —, o engenheiro projetista muitas
vezes por simplicidade, utiliza-se de propriedades dos materiais conhecidas ou retiradas
de tabelas, ja que nem sempre é ficil a obtencao dessas propriedades experimentalmente®.

Contudo, alguns pesquisadores e projetistas da drea de solos, como Berberian, estabe-
leceram intervalos nos quais algumas propriedades intrinsecas de cada material: poisson,
modulo eldstico, etc. podem ser usadas para diferenciar argilas de areias.

Dessa forma, serao utilizados valores médios desses intervalos para se estabelecer os
parametros materiais necessdrios para as simulagoes.

Com o auxilio das propriedades dos materiais mencionados na tabela 5.9, obteve-
se os demais pardmetros a partir de critérios estabelecidos por Desai (1984), e que sao

apresentados na tabela 5.10, as unidades® usadas sdao [kPa] e [kN]:

®Na grande maioria dos projetos se utiliza de valores consagrados na literatura. A retirada de corpos-
de-prova para ensaio laboratorial é feita em casos especificos ou onde existem imposi¢oes normativas.
6Conversdo de Unidades: dados de entrada em [kPa] , [kN] e dominio em [m].

1Pa = 1} — 1kPa = 7
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Tabela 5.9: Propriedades fisicas conforme Dickran (2000).

Tipo de Solo | Ngpr | E [kPd | Poisson [v] | Pressao Admissivel [kPa]
Areia Densa 5 a 10 | 50.000 a 84.000 | 0,20 a 0,40 400 kPa
Areia Fofa 0a4 | 10.500 a 24.500 | 0,15 a 0,25 200 kPa
Argila 9 a 15 | 20.000 & 50.000 | 0,10 & 0,30 100 kPa

Tabela 5.10: Propriedades fisicas e geométricas usadas no modelo de "Cap".

Parametro \ Areia Densa \ Areia Fofa \ Argila
E 70.000 kPa 17.500 kPa 25.000 kPa
v 0,30 0,20 0,25
K 58.333 kPa 9.722 kPa 16.667 kPa
G 26.923 kPa 7.292 kPa 10.000 K Pa
p 1.800 X4 1.450 X4 1.200 X4
Ko —1000 kPa —10 kPa —100 kPa
H 0,00 0,00 0,00
S 11,76 kPa 7,12 kPa 8,73 kPa
B 0,000012 0,000012 0,000012
A 11,906 7,121 8,377
Dy 0,000000073 kPa~"' | 0,000000073 kPa~"' | 0,000000073 kPa~!
w 1,80 1,80 0,18

5.2.3 Modelagem da Fundacao

Para que as varidveis de interesse nao fossem influenciadas pelo tamanho do dominio da
massa de solo, foram feitas vdrias simulacoes até se atingir um dominio que nao sofresse
essa influéncia. J4 o tamanho do elemento finito foi conseguido a partir da menor dimensao
que se conseguiu simular, visto que se teve dificuldade em gerar malhas mais eficientes.
As dimensdes da modelagem, condig¢oes de contorno/simetria sao mostradas segundo
a figura 5.31. A dimensao em x é maior para simular o efeito de uma sapata isolada
nao sofrendo influéncia de uma sapata vizinha. Nas simulagoes, a estrutura é mostrada

deformada em 100 vezes para se evidenciar o efeito das pressoes na superficie do terreno.

X

Figura 5.31: Fundacao tipica em sapata corrida analisada no modelo de "Cap".
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5.2.4 Anadlises para Carregamento Prescrito

A seguir serd mostrada uma seqiiéncia de figuras contendo as distribui¢oes de tensoes o,
e 0y, as evolucoes de deslocamentos U, e do encruamento x para os trés tipos de solos

analisados: areia densa, areia fofa e argila.

Simulagao de sapata em areia densa:

Na figura 5.32 pode-se ver as distribuicoes de tensoes o, e 0,. A forma dos bulbos de
pressoes foi obtida para uma carga equivalente a 50% do carregamento P prescrito.
Sendo: P = 384 kN /m.

o, [kPa]

- 7.443

-3.218
-1.0071
-5.2322
-0.4572
-13.682
-17.907
-22.132
-26.357
-30.583
-34.808

o, [kPa]

- 2.923

--2.059
-7.0408
-12.023
-17.005
-21.4987
-26.968
-31.951
-36.933
-41.915
-46.897

Figura 5.32: Distribuicoes de tensoes o, e o, em solo de areia densa.

Pode-se ver que a forma os bulbos de pressoes abaixo da sapata nas diregoes x e y
evoluem com a profundidade. Nota-se também a diferenca de pressoes para uma mesma
camada (y) de solo, i.e., Opmar = —34,81 kN/m? enquanto que oyma, = —46,90 kN/m?.
Pode-se ainda relacionar as tensoes verticais o, com as tensoes horizontais ¢j, usando um

fator ¢,, que pode ser chamado de coeficiente de empuxo no repouso. Assim tem-se:
Oh = CoOy (5.7)

e, nesse caso ¢, = 0, 74.
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Na figura 5.33 sd@o mostradas as evolugoes dos deslocamentos (recalque) em y, e do

‘E Uy [m]

- B.1751e-05
--0.0012747

-0.0026112
-0.0039477
-0.0052842

-0.0086207
- -0.0073571

- -0.0092936
-0.01063
-0.011967

-0.013303

encruamento (consolidagao) isotrépico.

k [kPa]

--160.48
--251.43

-342.38
-433.33
-574.28
-614.23

--TOB.18

F-TETA3
-888.08
-879.03
-1070

Figura 5.33: Evolucoes dos deslocamentos U, e do encruamento x em solo de areia densa.

Simulacao de sapata em areia fofa:

Na figura 5.34 sao mostradas as distribuigoes de tensoes o, e 0,. O nivel de carregamento
nesse caso atingiu uma carga equivalente a 30% do carregamento P prescrito. Isto se
deve ao fato das simulacoes serem feitas visando o maior efeito de evolucao das varidveis
internas do problema elasto-plastico. Na figura 5.35 sao mostradas as evolugoes dos

deslocamentos (recalque) em y, e do encruamento (consolidagao) isotrépico.

Simulagao de sapata em solo argiloso:

Como no exemplo anterior, de sapata assente em solo de areia fofa, na figura 5.36 sao
mostradas as distribuicoes de tensoes o, e 0, para um nivel de carregamento equivalente
a 30% do carregamento P prescrito. J4d na figura 5.37 sdo mostradas as evolugoes dos

deslocamentos em y, e do encruamento isotrépico.
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o [kPa]

- 46428
- 21764
-0.28305
-2.794

-5.2209
-7.626E
-10.143
-12.618
-15.085
-17.54

-20.016

o, [kPa]

- 1B
--1.3202
-4.2525
-7.1847
-10117
-13.049
-145.882
-18.914
-21.546
-24.778
-2TINM

Figura 5.34: Distribuicoes de tensoes o, e o, em solo de areia fofa.

U, [m]

-0

--0.0034426
-0.0069043
-0.010358
-0.013811
-0.017263
-0.020718
-0.024169
-0.027621
-0.031074
-0.034528

\ k [kPa]

--2.6548
--9.1788
-15.703
-22.227
-28.741
-35.274
-41.799
-48.323
-54.847
-61.371
-RY A48

Figura 5.35: Evolugoes dos deslocamentos U, e do encruamento x em solo de areia fofa.
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o [kPa]

- 61854
- 32878

0.38942
-2.6088
-5.407
-8.3042
-11.203
-14.102
-7
-19.898
-22.796

o, [kPa]

- 22435
--0.84124
-3.924
-7.00a7
-10.092
-13176
-16.26
-19.344
-22.427
-29.51
-28.595

Figura 5.36: Distribuicoes de tensoes o, e o, em solo argiloso.

U, [m]

- 4.0081e-05
- -0.00094937
-0.0019338
-0.0029283
-0.0039177
-0.0049072
-0.0053966
-0.0062861
-0.0073745
-0.008365
-0.0093544

k [kPa)

- BE3.82
- 436.28

203.74
-28.799
-261.34
-433.88
-T26.42
-958.96
-1191.48
-1424

ARER R

Figura 5.37: Evolugoes dos deslocamentos U, e do encruamento s em solo argiloso.
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Conclusoes: andlise de carregamento prescrito

Para se fazer um comparativo dos resultados obtidos entres os solos analisados
com a simulacao de carregamento prescrito, elaborou-se a tabela 5.11. Uma relagao entre
os parametros de encruamento foi inserida para se observar o que aconteceu na massa de

solo quanto ao efeito da compactacao.

Tabela 5.11: Comparacao de resultados entre solos: areia densa, areia fofa e argila -
carregamento prescrito.

Solo | 0.[kPa] | oy[kPa]l | ¢, | Ujlem] | &[kPa] | ko[kPa] | k/k,
Areia Densa | —34,80 | —46,90 | 0,74 | —1,30 | —1070,00 | —1000,00 | 1,07
Areia Fofa | —20,00 | —27,70 | 0,72 | —3,50 | —67,90 | —10,00 | 6,79
Argila —22,80 | —28,60 | 0,80 | —1,00 | —1656,60 | —100,00 | 16,56

No ambito das distribuicoes de pressoes, foi notdvel e relevante o efeito das pressoes
horizontais em relagao as pressoes verticais. Verificou-se que o coeficiente de empuxo no
repouso ¢, foi da ordem de 70 a 80% da tensao vertical. Isto indica que apenas a conside-
racao da pressao vertical em projetos de fundagao pode nao ser uma boa aproximacao da
realidade. O projetista deve ser cauteloso e levar em conta o efeito das pressoes laterais
(horizontais) nas suas simplificagoes dos modelos de célculo e dimensionamento.

Quanto a prética de projetos de fundacao em se estabelecer pressoes admissiveis da
ordem de 400 kPa & 100 kPa, é porque tais valores foram taxados para recalques da
ordem de 10 em. No entanto, nos exemplos aqui testados a ordem dos recalques que se
conseguiu foi de lcm.

Embora, estabelecendo analogamente um recalque da ordem de 10cm nos exemplos
testados, apenas nos solos arenosos é que se obteria uma boa aproximacao das pressoes
admissiveis.

O fato de nao se conseguir chegar a uma ordem de grandeza de 10cm nos recalques,

se deve entre outros motivos a:

e dificuldade de se calibrar os parametros dos materiais;
e dificuldade de se gerar uma malha mais adequada;

e falta de dados experimentais.

Cabe salientar quanto ao fenémeno da compactacao, que os paramentros x, da maneira
calibrada para caracterizar os trés tipos de solos foram adequados.

Observa-se que comparando uma areia densa (com poucos vazios) e uma areia fofa
(com bastantes vazios), a areia fofa apresentou uma maior compactagao, o que ja era de
se esperar. E, da mesma forma, aconteceu para o solo de argila, que indicou uma enorme

compactacao. Entretanto, nao se pode esquecer que a compactacao estd intimamente
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ligada com o percentual de umidade do solo, e nas simulagoes, as andlises contemplam
somente solos drenados, sem a presenca de dgua.

Diante dos resultados obtidos, em seguida serao mostrados exemplos onde o carrega-
mento se dard em deslocamento prescrito, de maneira que se busque maiores recalques, e

conseqiientemente maior evolugao das varidveis internas analisadas pelo modelo.

5.2.5 Anadlises para Deslocamento Prescrito

Os exemplos testados para deslocamento prescrito foram simulados até se atingir o ma-
ximo deslocamento possivel de acordo com os pardmetros calibrados e com o passo esta-
belecido na anilise incremental. O passo nesses exemplos teve de ser da ordem de 100
vezes menor do que os usados em carga prescrita, para que se obtesse convergéncia.

Nas figuras a seguir serao mostradas: as distribuicoes de tensoes o, 0, e as evolucoes
do deslocamento U, e do encruamento . Nas tabela 5.4 e 5.5 sao apresentados compara-

¢oes entre os valores maximos o, oy, Uy e k.

0. [kPa]

- 79737
- 4636

1.2933
-2.03493
-53TT
-8.7147
-12.062
-156.349
-18.728
-22.085
-26.403

[kPa]

-ngzmy
- -2.8641
-6.5483
-10.233
-13.917
-17.601
-21.285
-24.97
-28.654
-32.338
-36.022

Figura 5.38: Distribuicoes de tensoes o, e o, em solo de areia densa — deslocamento
prescrito.
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o, [kPa]

-4.5102
- 2.7992

1.0882
-0.62283
-2.3338
-4.0448
-5.7558
-7 4668
-8.1779
-10.889
-12.6

o, [kPa]

- 2.4065
- 0.41244

-1.68816
-3.4756
-5.5696
-7.9636
-8.8577
-11.552
-13.546
-15.54

-17.534

Figura 5.39: Distribuigoes de tensoes o, e o, em solo de areia fofa — deslocamento pres-

crito.
o [kPa]
- 4.9185
- 27018
0.45466
17323
-3.9492
-6.16R1
-8.383
106
12817
-15.034
-17.251

0, [kPa]

- 4.9907
- 21463

-0.67808
-3.9124
-6.3469
-8.1813
-12.018
-14.85
-17.684
-20.519
=33 383

Figura 5.40: Distribuicoes de tensoes o, e o, em solo argiloso — deslocamento prescrito.
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k—Areia Densa
[kPal]

- B80.82
-512.74
244 65
17657
8.4812
-159.6

-327.64
-495.77
-663.86
-831.54
-1000

xk—Areia Fofa
[kPa]

-172.3
- 15454
13695
11936
10177
841.86
BES.HY
490.08
31419
138.3

-37.586

xK—Argila
[kPa)

-=11.481
- -20.283
-29.2584
-38.286
-47 287
-56.288
-65.24

-74.2M1
-83.283
-42.244
-101.3

Figura 5.41: Evolugoes dos parametros de encruamento x— deslocamento prescrito.
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‘ U_;u —Areia Densa
[kFa)

- 5.30320e-05

- 000085226
-00018576
00028619
-0.0020682
00048735
-0.0055788
-0.0069341
-0.0079894
-0.0063947
=0.01

j‘ Liy—Areia Fafa

[kFa]
-0

- -0.002
-0.004
-0.008
-0.008
=0.01
-0.012
-0.014
-0.016
-0.018
«0.02

Ly—Argila

[kEa]

- 3.9003e-035

-0 0009649
=-0.0018633
-0.0028727
-0.0036TEE
-0.0043805
-0 0059644
-0 00E9EE3
-0.0072522
00038561
-0.01

Figura 5.42: Evolucoes dos deslocamentos U,— deslocamento prescrito.
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Conclusoes: andlise de deslocamento prescrito

Constatou-se que alguns efeitos foram similares ao ocorrido no caso de deslocamento
prescrito tais como:a distribuicao de tensao em y, e os deslocamentos em x e y.

Ja as deformacoes plasticas e o encruamento se deram em locais diferentes, devido &
deformagao que a estrutura apresentou, pois ela abateu uniformemente abaixo da base
da sapata para um mesmo valor de u prescrito. Isto causou tensoes de tracao na massa
de solo ao lado da sapata. Na regiao de abatimento, a compressao ocorreu devido ao
carregamento, porém no solo vizinho/limite ao carregamento, quando de um certo valor
de deslocamento, houve tracao.

Uma prova disto, é o parametro de encruamento, que se moveu em direcao ao "Cap'"de
compressao encruando até um certo estdgio de carregamento — enquanto o efeito da com-
pactacao abaixo da sapata era mais pronunciado —, e depois movendo-se na direcao do
"Cap"de tragao, devido a tracao ocorrida na massa de solo vizinha. De posse das pro-
priedades dos materiais e da malha utilizada as andlises foram onerosas, dificultando a
convergéncia para o carregamento de deslocamento prescrito, e, nao foi possivel atingir a
ordem de grandeza de 10 ¢m para o recalque.

Entao, com os resultados obtidos estabeleu as tabelas 5.12 e 5.13 como comparacao,
e salienta-se que qualitativamente as andlises foram eficientes.

A tabela abaixo mostra um comparativo dos resultados obtidos entre as tensoes e o

deslocamento prescrito.

Tabela 5.12: Comparacao de resultados entre solos: areia densa, areia fofa e argila -
deslocamento prescrito.

Solo | 0.[kPd] | oy[kPa] | ¢, | U,[em]
Areia Densa | 25,01 36,02 [0,69| 1,00
Areia Fofa 12,60 17,53 | 0,72 | 2,00
Argila 17,25 | 23.35 | 0,74 | 1,00

Na tabela 5.13, é mostrado uma anélise do que ocorreu com o paradmetro de encrua-

mento. Define-se: k™ — valores de x no "Cap"de tragao, e k= — valores de x no "Cap"de

compressao.

Tabela 5.13: Comparagao entres os parametros de encruamento.

Solo | 57[kPa] | k7 [kPa] | ko[kPa] [ {7 — Ko} /Ko | {5~ — Ko} /Ko
Areia Densa 680 —1000 —1000 1,70 0,00
Areta Fofa 1721 —38 —10 173,10 2,76
Argila 11 101 | —100 1,11 0,01




Capitulo 6
Conclusoes e Sugestoes

No trabalho foram estudados dois modelos que apresentaram boas aproximagoes da evolucao
de varidveis internas no dominio pldstico. O mapeamento dessas varidveis permite uma
melhor estimativa dos valores de tensao de ruptura como no caso da plasticidade J; com
encruamento e dano isotrépicos.

Além da vantagem de se conseguir a evolucao das varidveis pldsticas, pode-se chegar
em alguns casos — estado homogéneo de tensao —, a obter um valor de dano préximo de
1, indicando uma robustez do algoritmo implementado. Outra vantagem é o fato de se
poder usar o modelo J, como localizador de dano em pegas com diversificadas geometrias.

Ja, no modelo de "Cap", percebe-se que uma dificuldade é a calibragem das varidveis
de evolucao elasto-pldstica, seus valores iniciais é que determinam qual material estd sendo
analisado. Entretanto, consegue-se com esse modelo uma boa localizacao da deformacao
pléstica e dos bulbos de pressoes. Essa informacao é valiosa para se estimar a distribui¢ao
de tensao ao longo das camadas de solo abaixo de uma fundagao em sapata rasa.

Nao apenas, torna-se possivel uma melhor estimativa da capacidade de carga do solo
de fundacao, mas também, se fizer uma analogia com o modelo de dano, pode-
se prever/imaginar que na regidao onde ocorrer a maxima deformagao plastica, poderd
ocorrer o dano. Dessa forma, é razodvel que em projetos mais sofisticados — com anélises
elasto-pldsticas—, uma cautela a mais quanto ao efeito localizado da deformacao plastica
¢ recomenddvel.

O modelo geomecanico — "Cap--, foi desenvolvido contendo em sua formulacao uma lei
de encruamento cinemédtico para que se pudesse capturar o efeito de solicitacoes ciclicas.
No entanto, nesse trabalho, restringiu-se apenas a solicitacoes monotonicas com uso de
uma lei de encruamento isotrépico. Essa restricao fez que o modelo nao fosse totalmente
explorado, pois poderia ser empregado em andlises de estruturas de rodovias e ferrovias
por exemplo, cujo carregamento é ciclico.

Tendo em vista as vantagens que uma simulacao elasto-pldstica apresenta, cabe salien-
tar que nem todos os beneficios foram desfrutados, pois algumas implementagoes (evolugoes

dos modelos), nao foram feitas.
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Assim, elas ficam como sugestoes para trabalhos futuro, as quais sao:

1. Acrescentar o carregamento préprio — o que seria de rapida implementacao —, mas
que diante das possibilidades de execugao e término do trabalho foi comprometido,

seu uso seria fundamental para simulagao de problemas de estabilidade de taludes;
2. Passar o escopo dos modelos para andlises 3D, usando elementos finitos tetraédricos;
3. Implementacao dentro do enfoque de problemas de grandes deformagoes;

4. Insercao de modelos para carregamentos ciclicos — andlise em fadiga —, poderia ser
aplicada por meio de lei de encruamento cinemédtico. Nesse caso, pode-se men-
cionar a utilizagao do fendémeno do fechamento de microtrinca, que ocorre na fase

de compressao das histereses geradas;

5. Insercao de modelo com refinamento h-adaptativo para capturar bandas de falhas.

Além dessas sugestOes existem outros fendmenos que podem ser mencionados,
enriquecendo os modelos e tornando-os mais requintados e complexos, tais como: efeitos

de temperatura, efeitos dindmicos e comportamento fluido, principalmente em solos.
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Apéndice A
Integracao Numérica

Afim de se determinar as integrais para os problemas de elementos finitos, emprega-se um

procedimento de integracao, como por exemplo o descrito abaixo:

A.1 Regra da Quadratura Gaussiana

Seja g(€,n), uma funcio genérica definida no intervalo [0, —1]°, segundo o produto carte-

1 pl-€
[, e dein = ot i "

siano, entao.

VAN

P x

Figura A.1: Pontos de integragao do elemento finito

No caso de usar esta regra de integracao, como os valores obtidos para as coordenadas

e os pesos advindos de, Gouri Dhatt and Gilbert Touzot (1984), assim, tem-se:

1 50

3 75

2 = £2=+4-— 2= —

K ¢ 5 VY
19

n3 &3 w3 T

Neste caso a rigidez tangente e o vetor de cargas externas pode ser computado como:
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APENDICE A. INTEGRACAO NUMERICA

A.1.1 Caso Estado Plano de Deformacao e Tensao

ZZ 51777] [ 5) 77j):| [3(&%} J(fiﬂ?j) W;Wj

[FZ’”] ZZ (€n)] " o(&my) J(Em;) wiw;

A.1.2 Caso Axissimétrico

=33 2 [peon) "et,] B rEn)IEn,)

7| = ZZ% (€n)]" o€ m)r(En,) I (€ my) wiwy
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Apéndice B

Algoritmos do Modelo de "Cap"

Suave

Neste apéndice sao inseridos os algoritmos utilizados para caracterizagao e anélise do

modelo de "Cap"Suave.

B.1 Algoritmo do calculo de [;

Algoritmo usado para célculo dos raios dos "Cap'"de compressao e tracao.
Inicializar

i=0
]fi) =K
erro =1
while (erro > tol)
Determine AT fi)

Az = - )

Atualize [ f”l)
I£¢+1)]£z‘+1) _ Il(z‘) JrAIl(i)
Calculo do erro

erro = ‘g (Il(iﬂ))‘

Reinicie/atualize
10 e 16
1=1+1

end while
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B.2 Algoritmo Verificacao das Funcoes de Escoamento

Algoritmo usado na determinagao da superficie de escoamento ativa
if {10} € [y 1| then
A verdadeira fungéo de escoamento ativa é a f;
else
if {10} < s} | then
A verdadeira funcao de escoamento ativa é f

Resolva o return mapping para fo

end if
if {{Il}ﬁjjl > IlT} then
A verdadeira funcao de escoamento ativa é f3
Resolva o return mapping para f3
end if
end if

B.3 Algoritmo do cdalculo de &

Inicialize i = 0

while(erro > tol)do
Computar Ax’
Akt — — P(”)

P (k%)

Atualizar &

KT = K4 AK!
Determinar erro

[P(s )]

ma{ L[ 1T}
Reiniciar /atualizar contador

1=1+1

Iii . Hi+1

erro =

end while
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B.4 Algoritmo Determinacao do Valor da Super-

ficie de Escoamento Ativa

Algoritmo usado na determinacao do valor da superficie de escoamento ativa.
; ; = trial .
Computar o elastic predictor da tensao o, }%;

PN D trial trial.
Computar as varidveis de encruamento X, "%, k,\9;

Computar os valores das funcdes de escoamento firial  firiale firial

trial D trial .trial
baseado em {otrial XD trial ytridl

If(firat > tol)then
Avaliar return mapping para o Caso (1)
Computar {Il}&)rl e mﬁ}il
if {{11};111 < {11}511421} then
Caso (2) estd ativo
go to Caso (2)
elseif {{Il};lll > ]1T} then
Caso (3) estd ativo
go to Caso (3)
else
Caso (1) estd ativo
end if
else
if {(firet > tol) .and. (I < It (ki) } then
go to Caso (2)
elsei f { (fir™ > tol) .and. (Ii"* > IT) } then
go to Caso (3)
else

Elastic predictor, pois estd no dominio elastico
end 1 f
end if
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B.5 Algoritmo do cdlculo de A~j;

Inicialize Ay =0, i =0 eerro=1
while(erro > tol)do
Computar 5A7§i)
(i) _ _ S
O8% =~
Atualizar A~{ ™
AT = Ay + 504
Determinar erro
(mygj)

— . e
erro = m sendo: erro = | (Ays)]

Reiniciar/atualizar contador

1=1+1
{A’Ys}(i) — {A%}(Hl)
end while

B.6 Algoritmo do calculo de k1

. . . ] .
Inicializar f@(lll = kKp, t=0eerro=1

while(erro > tol)do

Computar Sk
5k — _ Fls)

Atualizar /@Sill )

1D = w80, + 00

Determinar erro
5/1%”

erro = ———1 7y
(i4+1)
max{l, Kyl ‘}

Reiniciar /atualizar contador
1=1+1

(@) (i+1)
Kpy1 < Fnq1

n

end while
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B.7 Procedimento da Diferenca Finita

O procedimento da diferenga finita foi muito utilizado no célculo das imimeras derivadas
que se teve que calcular para implementacao dos algoritmos deste trabalho. A verificagao
numérica foi fundamental para a comparacao analitica das derivadas.

O procedimento da diferenca finita é ilustado na figura abaixo:

Figura B.1: Procedimento da Diferenca Finita Central.

Neste caso:
}_,(x_%):}"(x)—ix(x—Ax) )
F <x + %) SRS (B.2)

Assim, po aplicar o método da diferenca central,

Flets) - F (e %)

F'(z) = s 2 (B.3)
_ F(z+ Azx) —2F (z) + F (x — Ax)
(Az)?

Como resultado obtém-se:

F ) = F(z+ Ax)Q;m}" (x — Ax) (B.4)

F(z+ Azx) —2F (z) + F (x — Ax)
(Az)”

F'(x) = . (B.5)
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