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Resumo

Estudamos um modelo de Ising de spins mistos numa rede quadrada sob
a influéncia de dois processos dinamicos competitivos. Os processos envolvem
mudanca de um spin e de um par de spins vizinhos mais préximos, respec-
tivamente, com pesos p e (1 — p). Inicialmente, consideramos o modelo com
interacao ferromagnética entre spins primeiros vizinhos. Determinamos o di-
agrama de fases no plano temperatura 7" versus o parametro de competicao
p entre os dois processos estocéasticos, na aproximacao de pares e através de
simulacoes de Monte Carlo. Os diagramas de fases obtidos nessas duas aborda-
gens sdo qualitativamente semelhantes, apresentando trés fases distintas (fer-
romagnética, paramagnética e antiferromagnética) separadas por duas linhas
de transi¢coes de fase continuas. Uma versao antiferromagnética do mesmo
modelo é também considerada e comparamos o seu diagrama de fases com o
do caso ferromagnético. Mostramos que os diagramas de fases apresentam a
mesma topologia. Mudar o sinal do acoplamento magnético é equivalente a
trocar no diagrama de fases as posicoes das fases ferro- e antiferromagnética.
Através dos resultados obtidos nas simulacées de Monte Carlo, tanto no caso
ferro- quanto no caso antiferromagnético, mostramos que o modelo esta na
mesma classe de universalidade do modelo de Ising bidimensional. Estuda-
mos ainda um modelo de Ising de spins mistos fora do equilibrio, incluindo a
contribui¢ao de um campo cristalino D, e observamos a existéncia de pontos
tricriticos dependentes do parametro de competicao. Na aproximacao de pa-
res, o diagrama de fases D X p, em baixas temperaturas, apresenta trés fases
separadas por duas linhas de transi¢oes: uma linha de transicdo que exibe um

ponto tricritico entre as fases ferro- e paramagnética, e uma linha de transicoes
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de primeira ordem entre as fases para- e antiferromagnética. Entretanto, as
simulagoes de Monte Carlo mostram que todas as linhas de transicoes de fases
sao continuas. Finalmente, determinamos as propriedades termodinamicas de
um modelo de Ising de spins mistos com uma distribui¢ao aleatéria dos spins
na rede. Mostramos que o comportamento de escala da variancia relativa de

algumas dessas propriedades é afetado pela sua distancia ao ponto critico.
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Abstract

We study a mixed-spin Ising model on a square lattice subject to two compe-
ting dynamic processes. We consider single spin-flip and two nearest neighbor
spin-flips, respectively, with weights p and (1 — p). Firstly, we take a fer-
romagnetic exchange coupling between neighboring spins. We find the phase
diagram of the model in the plane temperature 7" versus competition parameter
p through the pair approximation calculations and by Monte Carlo simulati-
ons. The phase diagram we find in these two approaches are similar, exhibiting
three different phases (ferromagnetic, paramagnétic and antiferromagnetic) se-
parated by two continuous phase transition lines. An antiferromagnetic version
of the model is also considered and we compare its phase diagram with that
of the ferromagnetic case. We show that the phase diagrams exhibit the same
topology. Changing the magnetic coupling sign is equivalent to exchange the
place of the ferro- and antiferromagnetic phases in the phase diagram. Based
on Monte Carlo simulations, for both ferro- and antiferromagnetic couplings,
we show that the model is in the same universality class of the two dimensio-
nal equilibrium Ising model. We also investigate a nonequilibrium mixed-spin
Ising model including a crystal-field contribution, and we observe the presence
of tricritical points depending on the values of the competition parameter. In
the pair approximation, the D versus p phase diagram, at low temperatures,
displays three phases separated by two transition lines: one transition line
between the ferro- and paramagnetic phases exhibiting a tricritical point, and
the other, a first-order transition line between the para- and antiferromagne-
tic phases. However, Monte Carlo simulations show that all the transition

lines are continuous. Finally, we determine the thermodynamic properties of



a quenched mixed-spin Ising model, with a random distribution of the spin
magnitudes on the lattice. We show that the scaling behavior of the relative
variances of some of these properties depends on the distance from the critical

point.
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Capitulo 1

Introducao

Este capitulo é dedicado a uma breve introdugao sobre alguns tépicos con-
siderados importantes, e que serao constantemente mencionados durante toda
esta tese. Definimos os modelos e apresentamos algumas motivagoes para o
estudo dos mesmos. Apresentamos também algumas técnicas que serao em-

pregadas no estudo de tais modelos.

1.1 Os modelos

1.1.1 O modelo de Ising de spins mistos

Esta tese tem como objetivo principal estudar modelos de Ising de spins
mistos do tipo 0 = 1/2 e S = 1, dispostos numa rede quadrada. Essa rede é
dividida em duas outras sub-redes interpenetrantes, com os spins ¢ ocupando
os sitios de uma sub-rede, enquanto que os spins S ocupam os sitios da outra
sub-rede, cada uma das sub-redes contendo N sitios. As varidveis de spin o
podem assumir os valores +1 e as varidveis de spin S podem assumir os valores
0,=£1. Uma representagao esquematica dessa rede pode ser vista na figura 1.1.

Nos sistemas ferrimagnéticos, a existéncia de uma temperatura de compen-
sacao abaixo de sua temperatura critica, onde as magnetizacoes das diferentes
sub-redes envolvidas se cancelam, os torna potencialmente interessantes pa-

ra diversas aplicagoes tecnolégicas, especialmente aquelas que empregam mé-
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®s-1
Oo=12

Figura 1.1: Representacdo esquematica de uma rede quadrada com spins mistos.

todos termo-magnéticos de gravacao [1]. Este comportamento surge devido
ao fato de que as diferentes magnetizacoes de sub-rede apresentam diferentes
dependéncias com a temperatura. Um nimero importante de materiais ferri-
magnéticos tem sido sintetizados nos tltimos anos, tanto inorganicos [2] quan-
to organometalicos [3]. Por exemplo, a liga Tb,Fe;_, pode apresentar tem-
peraturas de compensagiao que variam com a concentracao (0.20 < z < 0.30,
100K < Teomp < 400K) [4]. Um outro exemplo é o Prussian blue analog que
apresenta duas temperaturas de compensagao [5]. A estrutura cristalina dos
materiais ferrimagnéticos reais é bastante complexa, e por isso, modelos de
Ising de spins mistos, com spins de diferentes magnitudes, foram introduzidos
na literatura com o objetivo de compreender o comportamento caracteristico
desses sistemas, como por exemplo, o aparecimento da chamada temperatura
de compensagao [6-10].

A inclusao de um termo de interacao de campo cristalino faz com que o
modelo de Ising de spins mistos apresente um diagrama de fases muito in-
teressante, como por exemplo, o aparecimento de pontos tricriticos. Muitas
técnicas tedricas de andlise tém sido empregadas no estudo das proprieda-
des magnéticas desses sistemas mistos, tais como: expansoes em séries de
altas temperaturas [11,12], grupo de renormalizagio [13-15|, teorias efetivas
de campo médio [6,16], calculo da matriz de transferéncia e simulagoes de

Monte Carlo [8,17]. Alguns resultados exatos também foram obtidos para
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este modelo, numa cadeia simples e em algumas estruturas bidimensionais de
coordenacao tripla. O modelo numa rede honeycomb, pode ser mapeado num
modelo de Ising de spin-1/2 numa rede triangular, mas o diagrama de fases
nao apresenta nenhum ponto tricritico [18,19]. Recentemente, o diagrama de
fases do modelo de Ising de spins mistos na presenca de anisotropia aleatoéria
foi estudado na aproximacao de campo médio e através de calculos autocon-
sistentes de Bethe-Peierls [20]. Em todos esses estudos, somente os estados de

equilibrio foram investigados.

1.1.2 Modelos desordenados

Modelos magnéticos desordenados tém sido muito estudados, tanto do pon-
to de vista tedrico quanto experimental [21]. Dentre os modelos magnéticos
desordenados mais estudados com certeza temos os vidros de spins [22] e o
modelo de Ising num campo aleatorio [23|. Os vidros de spins pertencem a
uma classe muito interessante de sistemas desordenados, onde o conceito de
frustracdo tem um papel fundamental; nesta tese vamos nos concentrar no caso
mais simples de desordem nao-frustrada.

No estudo destes sistemas é importante distinguir a desordem que ocorre
nos estados de spin dos atomos, daquela que ocorre na distribuicao espacial
dos 4tomos na rede. Outro fato muito importante que devemos observar é se a
distribuicao dos atomos na rede é independente da temperatura. Tais sistemas
sdo chamados de temperados (quenched). Estes sistemas podem representar
uma liga binaria magnética A, B; ., que é resfriada rapidamente a partir de
altas temperaturas, onde ha total desordem espacial, para um estado onde os
atomos A e B permanecem imoéveis. Na figura 1.2 ilustramos uma configuragao
de tal sistema.

Um aspecto muito interessante observado nestes sistemas é que, apesar
de cada realizacao da desordem diferir de amostra para amostra, medidas
termodinamicas devem ser independentes da amostra estudada. Segundo um
argumento de Brout [24] uma determinada amostra de um sistema termo-
dinamico por ser muito grande, pode ser ainda dividida em um niimero muito

grande de subamostras (o tamanho de cada uma delas sendo muito maior do
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Figura 1.2: Representacdo esquemética de uma rede quadrada com spins mistos,
distribuidos de forma aleatoria na rede.

que o comprimento de correlagio £) cada uma delas contendo ainda um nimero
muito grande de particulas. Se assumirmos que a interacao entre subamostras
mais proximas seja desprezivel, entao o valor de qualquer densidade de uma
quantidade extensiva na amostra, deve ser igual a média dos valores desta
mesma quantidade sobre todas as subamostras. Esta propriedade é conhecida
como auto-mediacao (self-averaging). Embora a auto-mediagao parega ser uma
propriedade bastante geral de sistemas com desordem temperada, ela pode
ser violada, especialmente quando a hipotese de que as subamostras sejam
descorrelacionadas deixa de ser vilida. Existem alguns sistemas onde isso foi
de fato observado: sistemas de vidros de spins em sua fase ordenada [25] e
sistemas magnéticos desordenados na criticalidade [26-28|.

Um problema ainda bastante atual em mecéanica estatistica consiste em
saber como o comportamento critico de um sistema é afetado pela introducao
de aleatoriedade em seus graus de liberdade. Nesta tese consideramos um
modelo particularmente simples para estudar a questdo da auto-mediacdo [29|
das flutuagoes nos valores das quantidades termodindmicas em um sistema
finito, com desordem temperada, no equilibrio. O problema da auto-mediagao
é de grande interesse no estudo de sistemas de spins com desordem temperada,
porque cada amostra apresenta uma configuracao diferente. Um sistema é dito

ser auto-mediado se a variancia relativa da média térmica das quantidades
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termodinamicas se anula quando o tamanho do sistema torna-se muito grande
[28].

1.2 Sistemas fora do equilibrio

Modelos de Ising cinéticos em uma rede tém sido empregados para des-
crever os estados estacionarios fora do equilibrio termodinamico de uma grande
variedade de problemas [30,31]. Com exce¢do da solugdo exata encontrada por
Glauber para o modelo de Ising cinético em uma dimenséao [32], a maioria dos
estudos nesse campo utilizam métodos de simulacées computacionais. A razao
para isto reside na auséncia de uma teoria completa referente aos fenémenos
fora do equilibrio termodindmico, como temos para o caso de problemas consi-
derados na mecanica estatistica de equilibrio. Uma das maiores dificuldades é
o fato de nao conhecermos a prior:i a distribuicao de probabilidades no estado
estacionario, ao contrario dos sistemas de equilibrio, onde esta é dada pela
distribuicao de Gibbs.

Recentemente, introduzimos um modelo Ising de spins mistos 0 = 1/2 e
S =1, onde investigamos os seus estados estacionarios, devido & competicao
entre dois processos estocasticos dinamicos [33]. A evolugio temporal dos esta-
dos do sistema é especificada pela natureza dos processos dindmicos presentes:
um deles, simula o contato do sistema com um banho térmico & temperatura
T, enquanto que o outro esta relacionado com a injecao de energia no sistema.
A competicao entre esses dois processos leva ao estabelecimento de estados es-
tacionérios com diferentes simetrias, conforme previsto inicialmente por Tomé
e de Oliveira em um sistema de Ising ferromagnético [34]. Em nosso modelo
ferromagnético aberto, o contato com o banho térmico é simulado pelo proces-
so estocastico de Glauber [32], onde os spins de ambas as sub-redes relaxam
através da mudanca de um tunico spin por vez. Por outro lado, o fluxo de
energia para o sistema é simulado por um processo que envolve a mudanca
simultanea de um par de spins vizinhos mais préximos na rede. Essa dindmica
é diferente da cinética de Kawasaki [35], porque no modelo que estudamos o

parametro de ordem local nao mais se conserva, ja que as duas sub-redes nao
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sao equivalentes.

Cada um dos processos dindmicos em separado que consideramos satisfaz
a condicao de balanco detalhado, que leva o sistema para o equilibrio. En-
tretanto, quando ambos atuam simultaneamente, o balanco detalhado nao é
mais satisfeito e o sistema é forcado a sair do equilibrio. Neste modelo, am-
bas as dindmicas nao conservam o parametro de ordem. Tomé e de Oliveira
consideraram um sistema de Ising ferromagnético dinadmico introduzindo dois
processos dindmicos competitivos: a dindmica de Glauber com mudanca de
um tunico spin, e a dindmica de Kawasaki para a troca de dois spins vizinhos
mais proximos. Encontraram trés tipos diferentes de ordenamento magnético
em funcao do parametro de competicao entre esses dois processos estocésti-
cos: fases ferromagnética, paramagnética e antiferromagnética aparecem em
seu diagrama de fases.

No modelo de Ising de spins mistos que estudamos também surgem trés
fases diferentes, e isto esta relacionado ao fato de que a mudanca de dois spins
em ambos 0s modelos aumenta a energia do sistema. Entretanto, no trabalho
de Tomé e de Oliveira [34] a dindmica de Kawasaki, que representa a troca de
dois spins vizinhos mais préximos na rede, conserva o parametro de ordem. Por
outro lado, em nosso caso isto nao acontece, porque as duas sub-redes nao sao
equivalentes. O diagrama de fases e as propriedades criticas do modelo de Ising
com dindmicas de Glauber e Kawasaki competindo foram muito estudadas nos
altimos anos e uma revisdo pode ser encontrada na referéncia [36].

Através de calculos de campo médio, a nivel da aproximagao de pares dina-
mica, desacoplamos o conjunto de equacoes diferenciais gerado pela equacao
mestra [33]. Atribuimos um peso p para o processo dinamico de Glauber, e
um peso (1 — p) para o processo envolvendo a mudanca de dois spins simul-
taneamente, o qual privilegia o aumento de energia do sistema. No caso mais
simples de acoplamento ferromagnético entre as sub-redes, determinamos os
estados estacionarios do modelo em funcao da temperatura 7 e do pardmetro
de competicao p.

Construimos o diagrama de fases do modelo no plano temperatura 7" versus

parametro p e observamos a presenca de trés fases diferentes: para valores
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grandes de p (p ~ 1), pequeno fluxo de energia no sistema, obtivemos uma
fase ordenada em que ambas as magnetizacoes de sub-rede estao na mesma
dire¢do. Aumentando-se o fluxo de energia, que corresponde a diminuir o
valor do parametro p, a fase ordenada se torna instavel para um dado valor
critico p., e o sistema passa para uma fase paramagnética em que ambas as
magnetizagoes de sub-rede sao nulas. Entretanto, quando o fluxo de energia
se torna muito grande, que ocorre para valores muito pequenos de p, o sistema
sofre uma nova transicao de fase, para um valor critico diferente de p. O sistema
passa continuamente de uma fase desordenada para uma fase ordenada, em
que as magnetizacoes de sub-rede estao alinhadas em sentidos opostos. De
fato, o sistema volta a apresentar ordem de longo alcance, numa nova fase
ordenada devido ao fluxo de energia. A fase ordenada que aparece apenas
para grandes valores de p ocupa uma regiao muito pequena do diagrama de

fases na aproximacao de pares dinamica.

1.3 Técnicas e aproximacoes

1.3.1 Equacgao Mestra

A equacdo mestra [37| governa a evolugdo temporal da probabilidade dos
estados do sistema. Este nome se deve & sua vasta aplicabilidade em varias
areas da fisica. Sendo P(c,t) a probabilidade de se encontrar o sistema no
estado ¢ num dado instante de tempo %, a sua evolugao temporal pode ser
representada por um termo que descreve o fluxo para o estado ¢, e um segundo

termo que descreve o fluxo que sai deste mesmo estado, ou seja,

%P(c, D=3 W = P 1) —wlc = )P, (L)

c

onde w(¢" — ¢) é interpretada como uma taxa de transi¢ao, ou seja, a proba-
bilidade, por unidade de tempo, de que o sistema mude do estado ¢ para o
estado ¢ no intervalo de tempo 7. A obtencdo dessa taxa a partir de primeiros

principios é praticamente impossivel. O estado estacionario é encontrado para
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tempos muito longos, isto é, lim; o, P(c,t) = Pes.(c). Se o estado estacionario
coincide com o estado de equilibrio, podemos encontrar a taxa de transicao
pela imposigao da condigdo de balanco detalhado (condigao suficiente), onde
cada termo da soma na eq. (1.1) deve satisfazer

wlc— ) Peyld)

w(d — ¢ - Py (c) ’ (1.2)

onde P,,(c) esta relacionada a distribui¢do de equilibrio de Gibbs, que depende
da temperatura do banho térmico. Com essa escolha, que em geral nao é
tnica, temos a certeza de atingir um estado final de equilibrio para tempos
suficientemente grandes. Em geral, com excecao do modelo de Glauber em
uma dimensao, o conjunto de equacoes diferenciais gerado pela equagao mestra

nao é soluvel exatamente, sendo necessario o uso de aproximagoes.

1.3.2 Método de Monte Carlo

O método de simulagdo de Monte Carlo [37,38] é uma técnica poderosa
para se resolver varios problemas complexos em fisica. O método tem ganho
muita importancia e uma certa popularidade devido ao grande aumento na
velocidade de processamento dos computadores atuais.

A determinagdo do valor médio de uma grandeza fisica @) (por exemplo,
magnetiza¢do ou energia) em mecénica estatistica, é feita através do calculo

da seguinte expressao:
M
Q) = Z Qi) P(ci) (1.3)

onde
Ple;) = %exp{—ﬁE(ei)} , (1.4)

e Z é a funcao de particao dada por

Z= Zexp{—ﬁE(ci)} , (1.5)

sendo F(c¢;) a energia na i-ésima configuragdo ¢;, e § = 1/kgT. A soma
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acima deve ser feita sobre todas as configuragoes do sistema. Em geral, a
sua realizacao é praticamente impossivel devido a existéncia de um nimero
muito grande de graus de liberdade. Por exemplo, no caso do modelo de Ising
com N sitios, essa soma deve ser realizada sobre 2V configuracoes. Portanto,
para N muito grande, torna-se impraticavel usar a eq. (1.3) para efetuar esses
calculos numéricos. Logo, uma idéia para se contornar o problema, consiste
em incluir na soma somente as configuragoes mais importantes do sistema, o
que reduziria significativamente o niimero de termos no calculo das médias.
Nesse caso, desejamos transformar a eq. (1.3) numa simples média aritmética

sobre M estados u
1
(@) = i ZQ(Q’) : (1.6)

O problema ainda consiste em saber que procedimentos devemos tomar
para determinar essa amostragem por importancia das M configuragoes. Para
responder a essas questoes descrevemos o método de Monte Carlo que utiliza
os algoritmos de Metropolis [39] e de Banho Térmico [38] para fornecer estas

configuragoes.

Algoritmo de Metropolis

A idéia do algoritmo de Metropolis consiste em gerar uma seqiiéncia de con-
figuracoes ¢y, co, . . ., Ci, Ciy1, - - -, Car, independentes, de tal forma que a configu-
racao c; ;i seja gerada a partir de ¢; através de uma probabilidade de transicao
por unidade de tempo w(c; — ¢;41) previamente definida, constituindo assim
uma cadeia de Markov. Muitas vezes é possivel escolhermos uma probabilida-
de de transigdo w(c; — ¢}) tal que, apds gerarmos um nimero muito grande
de configuracoes através do processo de Markov, a fungao de distribuicao das

configuragoes P(c;) tenda a distribuicao de equilibrio dada por

Pule) = 5 exp {~6B(c)} (1.7)
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A condicao suficiente para o equilibrio é dada pelo principio do balanco deta-
lhado,
P (ci)w(c; = ¢) = Pey(ch)w(c; — ¢;) . (1.8)

Portanto, as probabilidades de transicao devem ser escolhidas de tal forma que

w(e; — ¢)

0@ S o) = exp {—SAE;}, (1.9)

onde AFE; é a diferenga de energia entre as configuracoes ¢; e c;.

A eq. (1.9) ndo fornece uma tnica solugdo para a probabilidade de transigio
w(c; — ¢). Uma condigdo apenas suficiente foi proposta por Metropolis e co-
laboradores [39], que apresentaram a seguinte prescrigao para a probabilidade

de transicao:

1, se AF; <0,

(1.10)
exp(—BAE;) se AE;>0.

w(e —¢) = {

O método de Monte Carlo pode ser implementado computacionalmente
utilizando o algoritmo dado acima. Para isso, come¢amos com uma configura-
¢do qualquer ¢;, e em seguida geramos uma nova configuracao do sistema ¢}, e
calculamos a variacao de energia AE = E(c;) — E(¢;). Se a variacao de energia
for negativa, aceitamos a nova configuracao do sistema, mas se ela for positi-
va, calculamos exp(—BAE;) e geramos um ntimero aleatorio £ distribuido no
intervalo 0 < £ < 1. Se ¢ < exp(—FAE;) aceitamos a nova configuragao do sis-
tema, caso contrario a rejeitamos. Geralmente, as primeiras configuragoes sao
geradas longe do equilibrio; logo devemos descartar essas configuragoes iniciais
do sistema para estimar a média (@) de qualquer quantidade fisica. Este algo-
ritmo serd empregado nas simulacoes de Monte Carlo que serdo desenvolvidas

nos capitulos 3, 4 e 6.

Algoritmo de Banho Térmico

Realizar simulac¢oes em sistemas com muitos estados por sitio da rede (ex.

modelo de Potts) e em baixas temperaturas pode ser muito complicado. Para
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isso, é necesséario fazer uso de algoritmos mais eficientes, que nos leve mais
rapidamente aos estados de equilibrio. Por exemplo, para o modelo de Ising
com somente dois estados por sitio, o algoritmo de Metropolis é o algoritmo
mais eficiente [38]. Por outro lado, quando o nimero de estados aumenta,
o algoritmo mais indicado é o algoritmo de banho térmico. Entretanto, em
altas temperaturas, onde a probabilidade de se mudar o estado de um sitio é
independente da vizinhancga, os dois algoritmos sao igualmente eficientes.

A cadeia de Markov é construida usando uma outra prescricao. A sua
implementacao pode ser feita da seguinte forma: primeiro construimos uma
configuracao inicial qualquer ¢;. Depois, geramos uma nova configuracao c,
onde mudamos o estado de uma particula qualquer do sistema. Assim, inde-
pendentemente do estado atual da particula, a probabilidade por unidade de

tempo de se aceitar essa mudanca é dada por

exp[—fE(c)]
>, exp[=BE(e;)]

onde a soma é feita sobre todos os M estados possiveis da particula. Para

w(c; — ¢) = (1.11)

saber qual a configuracao que sera aceita, devemos gerar um nimero aleatorio
e compara-lo com as probabilidades dos estados, eq. (1.11). Um ponto im-
portante que devemos notar é que esta probabilidade nao depende do estado
inicial da particula, mas somente do seu estado final, diferentemente do algo-
ritmo de Metropolis. Usando a eq. (1.11) é facil ver que a condigdo de balango

detalhado é satisfeita:

we =) _ expl=pE@)] X expl=BE(c)]
w(c; = ¢i) > exp[—BE(c;)] exp[—fE(ci)]
= exp {~E() ~ E(e)]} - (112)

Este algoritmo serd empregado na simulagao de Monte Carlo que sera desen-

volvida no capitulo 5.
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1.3.3 Aproximacao de campo médio

A aproximagdo de campo médio [40] é o calculo mais simples que pode ser
realizado como um estudo preliminar de sistemas mais complicados, e que po-
de servir de base para o uso de célculos mais sofisticados. A idéia é simples
e consiste em isolar um dado spin do sistema e assumir que todos os demais
spins atuam como um campo médio que interage com o spin fixado. Essa apro-
ximagao exclui os efeitos de flutuacoes que se estendem fora do comprimento
de escala associado com a célula fixada. O método inclui somente as flutu-
acoes que ocorrem na célula fixada, o que na realidade envolve somente um
particula. Com esse método reduzimos o problema de muitos corpos aquele
de uma tunica particula. Para sistemas proximos do ponto critico, onde a co-
operatividade nas flutuagoes se estendem até grandes distancias, esse método
é falho. Portanto, em altas temperaturas, onde se espera que nao haja mais
correlagcoes entre os spins vizinhos mais préximos, esse método é interessante
para descrever as propriedades termodinamicas do sistema.

No capitulo 5, empregaremos a aproximacao de campo médio baseada no
principio variacional de Peierls-Bogoliubov para encontrar a energia livre por

particula de um sistema de Ising de spins mistos.

1.3.4 Aproximacao de pares

A aproximacao de pares [37| é um nivel mais elevado do que a aproximagao
de campo médio. Consiste em escrevermos uma probabilidade em termos das
probabilidades de pares de spins vizinhos mais proximos independentemente
dos valores assumidos pelos demais spins da rede. Nessa aproximacao, sao
consideradas apenas as flutuacoes locais a nivel do par de particulas negligen-
ciando as correlagoes entre spins mais distantes. No capitulo 2 descreveremos

a aproximagao de pares, que também serd empregada nos capitulos 3, 4 e 5.



1.4. Fen6menos criticos 28

1.4 FenOmenos criticos

A primeira tentativa de classificar as transicoes de fase foi realizada por Lan-
dau em 1937 [41], o qual relacionou as transi¢oes de fase a uma mudanga de
simetria associada ao pardmetro de ordem. As teorias mais modernas de tran-
sicoes de fase e fendmenos criticos datam da década de 60, quando surgiram
os primeiros conceitos béasicos acerca da universalidade e escala das funcgoes
termodinamicas, bem como os primeiros cilculos associados ao grupo de re-
normalizagao [42]. Os fendémenos criticos ocorrem em geral nas vizinhangas de
uma transicao de fase continua, onde o comprimento caracteristico do sistema
(comprimento de correlagdo) diverge. Os expoentes criticos associados a uma
dada transicao de fase caracterizam o comportamento singular de certas pro-
priedades fisicas do sistema tais como: magnetizacao, susceptibilidade, calor
especifico, etc. Estes estao geralmente agrupados em classes ditas universais,
que dependem somente de caracteristicas muito gerais dos sistemas, tais co-
mo a dimensionalidade, as simetrias do parametro de ordem e o alcance das
interagoes.

As transicoes de fase estudadas no decorrer deste trabalho podem ser tran-
sicoes de fase de equilibrio e de nao equilibrio. A diferenca entre elas estéa
diretamente relacionada ao tipo de dinamica estocastica imposta ao sistema,

ou seja, aquelas que obedecem, ou nao, ao principio do balanco detalhado.

1.5 Teoria de escala de tamanho finito

Na realizacao de simulacoes computacionais em modelos descritos em uma,
rede, é necessario analisar os resultados levando-se em conta o tamanho finito
da rede. Para estudarmos o efeito de tamanho finito das redes nas simulacoes,
usamos a teoria de escala de tamanho finito (finite-size scaling).

Em mecénica estatistica de equilibrio, as transicoes de fase ocorrem apenas
no limite termodinamico, ou seja, quando o volume V' e o niimero de parti-
culas N do sistema tendem ao infinito. No entanto, as simulag¢oes numéricas
e os experimentos sao realizados em sistemas finitos, nos levando a previsoes

e resultados muitas vezes dubios. Fisher [43] na década de 70, introduziu um
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método para avaliar o efeito de tamanho finito da rede que ficou conhecido
como finite-size scaling. Ao aplicarmos essa teoria, tiramos partido das limi-
tagoes dimensionais do sistema, para obter informacoes pertinentes ao limite
termodinamico partindo das propriedades correspondentes em sistemas finitos.

Analogamente, quando estudamos sistemas fora do equilibrio termodinami-
co através de simulagoes numeéricas, observamos também o efeito de tamanho
finito do sistema. Por isso, admitiremos que a teoria de escala de tamanho
finito descrita para sistemas em equilibrio seja aplicdvel também a sistemas

fora do equilibrio.

1.6 Universalidade

O termo universalidade serd muito utilizado durante toda a tese, por isso é
oportuno fazer aqui uma referéncia a ele. O conceito de universalidade é muito
importante no estudo de transi¢oes de fases e fendmenos criticos. Diferentes
sistemas com interacoes de curto alcance, e que possuem a mesma dimensio-
nalidade espacial d e a mesma dimensionalidade do parametro de ordem D,
apresentam os mesmos expoentes criticos no ponto de transicao. Logo, se diz
que esses sistemas estao na mesma classe de universalidade.

Segundo o que foi conjecturado por Grinstein, Jayaparakash e Yu He [44]
todos os sistemas com dois estados por sitio, tanto no equilibrio como fora
dele, e que apresentam a simetria spin para cima spin para baixo (up-down)
estao na mesma classe de universalidade.

Muitos sistemas de spins fora do equilibrio tém sido estudados e verificada
a qual classe de universalidade pertencem. Para os modelos com competicao
de dindmicas, por exemplo, Glauber e Kawasaki, tem-se verificado que seus
expoentes criticos estao de acordo com os expoentes do modelo de Ising em
equilibrio. Outros modelos bidimensionais de nao equilibrio foram também
estudados, principalmente quando sujeitos a taxas de transicdo que nao obe-
decem ao principio da reversibilidade microscépica, apresentando assim um
comportamento universal de Ising [45].

Em sistemas desordenados o estabelecimento de uma classe de universa-
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lidade ainda ndo estd bem definido. O critério de Harris |46] estabelece que
a classe de universalidade serd (ou ndo serd) a mesma do sistema puro se o
expoente « da singularidade do calor especifico do sistema puro for negativo

(positivo).



Capitulo 2

O modelo de Ising de spins mistos

fora do equilibrio

2.1 Introducao

Neste capitulo definimos o modelo de Ising de spins mistos 0 = 1/2 e
S =1, fora do equilibrio termodindmico. Através da aplicacao do formalismo
da equacao mestra encontramos um conjunto de equagoes de movimento para
os estados do sistema. A evolugao temporal dos estados do sistema é governada
por dois processos dinamicos competitivos: um simulando o contato do sistema
com um banho térmico numa temperatura fixa 7', e o outro simulando um fluxo
de energia para o sistema. Em nosso sistema aberto de spins, o contato do
sistema com o banho térmico é simulado pelo processo estocastico de Glauber
[32], onde ambos os spins o e S relaxam através da mudanga dos spins, um
por vez em cada unidade de tempo. O fluxo de energia para o sistema favorece
os estados de mais alta energia, gerando uma competicao com o processo de
Glauber de mudancga de um tnico spin por vez. O aumento na energia dos
estados é obtido quando mudamos simultaneamente um par de spins vizinhos
mais préoximos o e S. Atribuimos um peso p para o processo de Glauber de
mudanga de um tnico spin, e um peso (1 — p) para o processo de mudanga
simultanea de dois spins, que gera um aumento na energia do sistema.

Usamos a aproximagao de pares dinamica para desacoplar a hierarquia de

31
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equagoes de movimento que encontramos pela aplicacao da equagao mestra.
Encontramos os estados estacionarios do modelo em funcao da temperatura
T e do parametro de competicao p, que promove a competicao entre os dois
processos dinamicos. Na proxima secao descrevemos o modelo e derivamos
as equacoes de movimento para as magnetizagoes de sub-rede e funcoes de
correlacao de interesse. Na secao 2.3, aplicamos a aproximacao de pares pa-
ra desacoplar as equacoes de movimento e determinar os valores médios das

grandezas.

2.2 O modelo e as equacoes de movimento

Consideramos um modelo de Ising de spins mistos em uma rede quadrada
com spins 0 = 1/2 e S = 1. A rede é dividida em duas sub-redes inter-
penetrantes, com os spins ¢ ocupando os sitios de uma sub-rede, enquanto
que os spins S ocupam os sitios da outra sub-rede, e cada uma das sub-
redes contém N sitios. Um estado do sistema é representado por (o,S) =
(015 ey Giy ooy ON; Sty ey Sy ooy Sn), Onde as variaveis de spin o; podem assumir
os valores £1 e as varidveis de spin S; podem assumir os valores 0, £1. A

energia do sistema no estado (o, S) é dada por

E(O', S) =—J O'z'Sj , (21)

(i,)
onde a soma é realizada sobre todos os pares de spins primeiros vizinhos da rede
e J > 0 é a interagdo de acoplamento entre os spins. Chamamos de P(o, S;t)
a probabilidade de se encontrar o sistema no estado (o, S) no instante ¢. A

equacao de movimento para a probabilidade dos estados do sistema é dada

pela equagdo mestra [37]

d . _ roqr ! of.
—P(0,Sit) = UIZ:SI[W(O',S — 0,5)P(d’, 8";1)

—W(e,8 — o', 8")P(0, S;1)], (2.2)
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onde W(o,S — o', S") é a probabilidade, por unidade de tempo, para a tran-
si¢do do estado (o, S) para o estado (0/,5"). Neste modelo, assumimos que a
taxa de transi¢gao W (o, S — o', S") é devido a4 competigao entre dois processos
estocésticos independentes: o processo de Glauber de mudanca de um tnico
spin, que descreve a relaxacao dos spins o e S devido ao contato com o banho

térmico na temperatura T', e que podemos escrever na forma
Wg(o,S = o',S") = Wg(0,8 = d',S)+ Wg(0,S = 0,5), (2.3)

e o processo de mudanca simultanea de um par de spins vizinhos mais préoximos,
independente da temperatura, e que estd associado ao aumento de energia
do sistema, que pode ser escrito como Wgp(o,S — o',5’). Entdo, temos a

seguinte equagao para a probabilidade de transicao total:

W(o, S —d,5) = pWg(o,S — o', 9"
+(1 - p)Wep(o,S = ', 5"), (2.4)

onde 0 < p < 1 é o parametro de competicao entre o processo de mudanca de
um e dois spins. O processo de mudanca de um spin é descrito pela dindmica
de Glauber,

N
! !
Wg(U, S—o , S) = E 5017011(502,012 cee 501,’,,,% cee 5UN70'N
i=1
!
X0s,,5;08,,8,  * * 55]-,5;. T 5sN,5;\,wi(U )
N
+ E 501,0’1602,0’2 et 501,0; et 601\7,09\,
j=1
><551,s;552,55 T 55].,5]. T 5sN,5;ij(S) , (2.5)

onde w;(0) e w;j(S) sdo as probabilidades de mudanca dos spins o; e S}, respec-
tivamente. Usamos a varidvel S; para representar os dois possiveis valores que

uma mudanca do spin atual S; possa ter. Adotamos a prescricao de Metropolis
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para esse tipo de transicao,
wi(o) = min[1, exp(—BAE;)] , (2.6)

onde 8 = 1/kgT, e T & a temperatura absoluta do banho térmico. AF; é
a variagdo na energia depois que o spin o; no sitio ¢, ¢ mudado. Assumimos
também uma expressdo similar para w;(.S).

Para a mudanca de dois spins podemos escrever

N
! !
Web (U, S—o ,S) = E 501,011502,012 . 50i,,gg .. .5JN,UIN
t,j=1
! !

X551,51652,5'2 .. '6Sj,§j .. '551\1,5}\;(")1']' (0’ y S ) s (27)
onde w;;(o,S) é a probabilidade de uma mudanga simultanea de um par de
spins vizinhos mais proximos o; e S;. Este processo favorece o aumento na

energia do sistema, e é escrito como

0 se AEU SO

: (2.8)
1 se AEZJ >0

Wij (Ua S) = {
onde AFE;; é a variacao na energia depois da mudanca dos spins o; e S;, nos
sitios vizinhos 7 e j.

Vamos definir o valor médio de uma fungao do estado A(o, S) como

(A(0,S)) =Y Alo, S)p(o, S;1) (2.9)

0,S

onde a soma é feita sobre todas as possiveis configuracoes de spins o e S. Se,
por exemplo, A(o,S) = 0;, obtemos a magnetizagido da sub-rede o. Por outro
lado, se A(o, S) = S;, obtemos a magnetizagdo da sub-rede S. Desta forma,

podemos escrever o conjunto de equacoes:

% (o) =pAi + (1 = p)D; , (2.10)
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% (S;) =pB;+ (1 -p)Ej , (2.11)
onde
A; = =2 {ogwi(0)) (2.12)
Bj = <(§] — SJ)UJ](S)> ; (213)
D, =-2 Z (oiwik(a,9)) (2.14)
(PV de i)

Bi= Y (5= S)wim(@9)) . (2.15)

(PV de 5)
onde (PV de i) significa que a soma é desenvolvida sobre todos os spins pri-
meiros vizinhos do sitio ¢ de uma dada sub-rede. Para a funcao de correlacao
entre os spins primeiros vizinhos nas sub-redes o e S, ou seja, A(o, S) = 0,5,

podemos escrever

d

% (O','Sj) = pAij + (1 — p)Dij s (216)

onde

Aij = =2 (0:S51(0)) + (0:(8; — S)ws(S) ) | (2.17)

— (08 + Sy)wi(, 9))
>
2

+
<0, S S;)wm; (o, S)>
(PV G 7)
—2 (oiSjwik(a, S)) . (218)
ki
(PV de i)

As equagdes de movimento para as magnetizacoes de sub-rede (o;) e (S;), e
para a funcdo de correlacio (0;S;) foram obtidas de forma exata. Infelizmente,
nao conhecemos uma expressao exata para a distribuicao de probabilidade dos
estados. Necessitamos empregar algum esquema de aproximacao para desaco-
plar o conjunto de equacgoes obtido acima. Aqui aplicaremos a aproximacao

de pares que é a aproximac¢ao mais simples para este problema. Notemos que
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a aproximacao de campo médio a nivel de um sitio nao é adequada, pois a

dindmica pressupoe a mudanca simultanea de um par de spins vizinhos.

2.3 Aproximacao de pares

Considerando a aplicacao da aproximacao de pares a este problema de spins
mistos, um conjunto de equagoes auto-consistentes nao é obtido imediatamen-
te, porque aparecem também correlagoes do tipo <SJ2> e <0iS]2->. Nao é dificil
de se verificar isto, se considerarmos a seguinte identidade para a probabilidade

de um par de spins o e S:

p(o,S;t) = Z d,0105,5p (07, S'51) (2.19)
o',S’
onde .
S 5 (14 o00'), (2.20)
) 1 3
s =1—(S*+87) + 558"+ 3 (8S")?. (2.21)

Logo, a expressdo para a probabilidade do par (o, .S) no instante ¢, pode ser

escrita como

p(0,S:1) = ~|140(o@)+ %S (S (1)) — S — (57 (1))

N | =

352520 + LoS (0 (05 (0) - 05 (0 1)

3
—o (o (t) S (1)) + 5052 (o (t) S (1)) - (2.22)
Como podemos ver na eq. (2.22) além dos termos (o), (S) e (¢S), aparecem
outros tipos de correlacoes. Portanto, antes de proseguirmos com os célculos,

vamos escrever as equagoes de movimento para as outras correlacoes, ou seja,

as equacoes para <SJQ> e <oiS]2>, ou seja,

% (S7) =pC;+ (1 —p)F; (2.23)
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d
at (0357) = pBij + (1 —p)Ey; , (2.24)

onde

C; = (82— $)wy(9)) (2.25)

= ¥ < — S2)wjm(o S)>, (2.26)

(PV de j)

By = =2(0:S%wi(0)) + <az(§ 52)%(5)> , (2.27)
Eij = —<0i(§2+52)wij(o, S)>
+ Z <0Z 52 S;)ij(g, S)>
PV de §)
(P\I;#(i-e i)

Agora, procuramos por solugdes tais que m; = (0;), para qualquer spin
pertencente a sub-rede o, e my = (S;), para qualquer spin pertencente a sub-
rede S. Definimos também as fungdes de correlagao r = (0:5;), ¢ = (S7) e
g = <oiS]?>. Desta forma, podemos escrever as seguintes expressoes para as

probabilidades de um e de dois spins:

1
pi(o1) = 5(1 +o1my) , (2.29)
3
p2(S2) =1+ Szm2 ( 552 ) q, (2.30)
1
p12(0'1,52) = 2 14+0omi+ = SQmQ (1 >
1
+2015’2r - 0152m1 o1 (1 - 25 ) ql] , (2.31)

onde o1 e Sy sao spins primeiros vizinhos pertencentes as sub-redes o e S,
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respectivamente. Para encontrar os valores médios de interesse, necessitamos
considerar trés tipos diferentes de aglomerados para a rede quadrada:

O aglomerado A (ver figura 2.1) é composto de um spin central de uma
dada sub-rede, rodeado por quatro spins da outra sub-rede. As probabilidades

para esses aglomerados sao

A B
S, O3
S 4] o]
1 0-1 S3 4 Sl 2
S, ]

Figura 2.1: Representacdo esquemética de aglomerados com um spin central e seus
respectivos primeiros vizinhos usados na aproximacao de pares dindmica.

p12(01,5’z‘)
= | | — 2.32
ba P1(01) i p1(01) ( )
(PV de 1)
p12(0l,51)
= S | | — 7 2.33
PB pz( 1) l pg(Sl) ( )
(PV de 1)

Um terceiro aglomerado, aglomerado C' (ver figura 2.2), é construido por
um par de spins primeiros vizinhos o7, pertencente a sub-rede o e S, perten-
cente a sub-rede S, e seus respectivos primeiros vizinhos. Na aproximacao de

pares, a probabilidade deste aglomerado é dada por

p12(01,5i) p12(0la 52)

ia2 pl(Ul) 41 p2(52)
(PV'de 1) (PV de 2)

pc = pi2(01,52) (2.34)

Depois de algumas manipulagoes algébricas, finalmente chegamos ao se-
guinte conjunto de equagoes para a evolugao temporal das magnetizacoes de

sub-rede e func¢oes de correlacao:
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(o S,
o — @@ s
o, S,

Figura 2.2: Representacdo esquematica de um aglomerado do tipo C, com spins
centrais o7 e So, e seus respectivos spins primeiros vizinhos.

d
%ml = pAl(mI; mo, 71,4, 41, T) + (1 - p)Dl (mla ma,7,4,4q1, T) ; (235)
d
%mQ = pBQ(mla mg,7,4,41, T) + (1 - p)EQ(mI: ma,T,4,4q1, T) ) (236)
d
%q - pC?(mla ma, 7,4, 41, T) + (1 - p)F2(mla mo,7,4,41, T) 3 (237)
d
@T = pA12(m1, me,7,4q,41, T) + (1 - p)DIZ(mla me, 7,4, 41, T) ) (238)
%% :pBIZ(mlamQara q, QbT) + (1 _p)EIQ(mlamZara q, QIaT) . (239)

As expressoes que aparecem do lado direito da eqgs. (2.35)-(2.39) s@o bas-
tante grandes, por isso ndo as apresentaremos explicitamente [47| aqui. A
solugdo desse sistema de equagdes leva ao diagrama de fases [33] represen-
tado na figura 3.1 do proximo capitulo, onde comparamos os resultados da

aproximacao de pares com aqueles das simulacoes de Monte Carlo.



Capitulo 3

Simulacoes de Monte Carlo no
modelo de Ising de spins mistos

ferromagnético

3.1 Introducao

Consideramos um modelo particularmente simples de um sistema fora do
equilibrio termodindmico, como o descrito no capitulo anterior. O modelo
se refere a um sistema de Ising com varidveis de spin 0 = 1/2 e S = 1 em
diferentes sub-redes de uma rede quadrada, e com acoplamento ferromagnético.
Este modelo ja foi estudado na aproximacgao de pares no capitulo anterior, e
determinamos o seu diagrama de fases no plano 7" — p. Encontramos duas
linhas de transi¢do continuas: uma linha separando a fase ordenada onde as
magnetizagoes de sub-rede sao ambas diferentes de zero e apontam no mesmo
sentido, de uma fase onde as magnetizagoes de sub-rede sdo ambas nulas (fase
paramagnética), e uma outra linha separando a fase paramagnética de uma
fase ordenada onde as magnetizacoes de sub-rede estao alinhadas em diregoes
opostas. Na aproximagao de pares, quase que a metade da area do diagrama de
fases é ocupada pela fase paramagnética, a outra metade sendo ocupada pela
fase com magnetizacgoes opostas. A fase ordenada com ambas as magnetizagoes

positivas ocupa uma regiao muito pequena do diagrama de fases.

40



3.2. Simulacoes de Monte Carlo 41

Neste capitulo usamos as simulagoes de Monte Carlo e argumentos de escala
de tamanho finito |48] para determinar as transi¢des de fase e os expoentes
criticos estaticos do modelo. Determinamos também o diagrama de fases do
modelo no plano temperatura 7" versus parametro de competicao p, e também
notamos a presenca de trés fases diferentes: para p ~ 1 (pequeno fluxo de
energia) obtemos uma fase ordenada onde as magnetizagGes de sub-rede sdo
ambas positivas. Aumentando-se o fluxo de energia, a fase ordenada torna-se
instavel, aparecendo uma fase desordenada (fase paramagnética). Para valo-
res grandes do fluxo de energia p ~ 0, observamos a presenca de uma nova
fase ordenada, em que a simetria é diferente daquela encontrada para valores
grandes de p.

Determinamos ainda os expoentes criticos v, 5 e v ao longo das linhas de
transi¢cao continua, e mostramos que o modelo de Ising de spins mistos est4 na
mesma classe de universalidade do modelo de Ising em equilibrio. O restante
deste capitulo estd organizado da seguinte forma: na secao 3.2 descrevemos
o modelo de Ising de spins mistos e fornecemos alguns detalhes referentes as
simulagoes de Monte Carlo. Na secao 3.3, apresentamos os resultados das

simulagoes, o diagrama de fases e os expoentes criticos estaticos do modelo.

3.2 Simulacoes de Monte Carlo

Usamos a técnica de amostragem por importancia para simular o modelo

descrito no capitulo 2. A energia do sistema é dada por
E(0,S)=-J)Y 0:S;, (3.1)
(4,9)

com interacao ferromagnética entre os spins primeiros vizinhos, ou seja, J > 0.
A evolugao temporal de P(o, S;t), a probabilidade de se encontrar o sistema
no estado (o, S) no instante ¢, ¢ dada pela equagao mestra (2.2), onde a com-
peticdo entre as duas dinamicas é expressa por (2.4). A probabilidade, por
unidade de tempo, de se mudar um tnico spin o ou S é dada pela prescri¢ao

de Metropolis (2.6), e a probabilidade, por unidade de tempo, de se mudar
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simultaneamente um par de spins vizinhos mais proximos ¢ e S é dada por
(2.8).

Para simular esse modelo consideramos uma rede quadrada de tamanho
linear L, com valores de L no intervalo desde L = 16 até L = 128, e apli-
camos condicoes periddicas de contorno. Escolhemos configuragoes de spins
completamente aleatérias como estado inicial de nossas simulagoes. Uma no-
va configuracao é gerada a partir de uma anterior pelo seguinte processo de
Markov: para uma dada temperatura 7" e um valor selecionado do parametro
de competicao p, escolhemos um spin aleatoriamente na rede, e entao geramos
um nimero aleatério £ entre zero e um. Se & < p consideramos o processo de
mudanca de um spin, segundo a prescrigdo de Metropolis dada por (2.6). Se
& > p, entao consideramos o processo de mudanca simultanea de um par de
spins vizinhos mais préoximos. Neste caso selecionamos um novo spin, vizinho
mais proximo do spin escolhido inicialmente, e entao aplicamos a prescri¢ao
dada por (2.8). Em geral, descartamos os primeiros 5 x 10* MCs (passos de
Monte Carlo) ap6s atingirmos o regime estacionario para todos os tamanhos
de rede. Para estimarmos as quantidades de interesse, consideramos os proxi-
mos 4 x 105 MCs para calcular as médias para qualquer tamanho de rede. Um
MCs é igual a L? tentativas de mudanca de um ou dois spins.

Calculamos as magnetizagoes de sub-rede por spin, m; e ms, definidas por

m = <Z sz-> , (3.2)

1

Definimos também as magnetizagoes total e alternada, respectivamente, por

1
mF = §|(m1 +mo)]|, (3.4)

1
m* = §|(m1 —my)|, (3.5)
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e seus respectivos cumulantes de Binder de quarta ordem [4§]

(m*)
Ug(m)=1-— . 3.6
) =1 s (35
As susceptibilidades por spin correspondentes sao definidas por
x(m) = N{<m® > — < |m| >?}, (3.7)

onde m pode ser mf ou mA~.

As quantidades definidas acima obedecem as seguintes relagoes de escala

de tamanho finito nas vizinhancas do ponto critico estacionario p,.:

mr(p) = L Pme(L'7e), (3.8)
xo(p) = L"xo(L'7e), (3.9)
Urlp) = Up(L'¢) (3.10)

onde ¢ = (p — p.)/pe , Pe € 0 parametro de competigdo critico para cada valor
de T
A derivada de (3.10) com relagdo ao parametro de competi¢do p nos da a

seguinte relacao de escala:

! Ll/l/
Ui (p) = Ll/VM ) (3.11)
De
Assim, no ponto critico,
U (0
U (pe) = pr % : (3.12)
Pe

e podemos determinar o expoente critico v do grafico log-log de U7 (p.) versus
L.



3.3. Resultados 44

3.3 Resultados

Na figura 3.1 mostramos o diagrama de fases do modelo no plano 7'—p. Ele
apresenta trés fases diferentes, separadas por duas linhas de transi¢oes conti-
nuas: uma linha separando uma fase ordenada (F), onde as magnetizagGes de
sub-rede sdo ambas positivas, de uma fase desordenada, paramagnética (P),
onde ambas as magnetizacoes de sub-rede sao nulas. A outra linha separa a fa-
se paramagnética de uma nova fase ordenada (AF), onde as magnetizagoes de
sub-rede estao alinhadas em sentidos opostos. Como podemos ver, a fase para-
magnética ocupa quase toda a regiao do diagrama de fases. Colocamos também
na figura 3.1, a titulo de comparacao, os resultados obtidos resolvendo-se as
equacoes de movimento encontradas no capitulo anterior usando a aproxima-

¢ao de pares [33], e que s@o representados pelas linhas pontilhadas.

[ ‘ —
4L |
3+ P ]
5 AF ]
&~
2k ) s
) e
i 7
/ F
oL_H. I . I : . a I . H : .
0.0 0.2 0.4 0.92 0.96 1.00
p

Figura 3.1: Diagrama de fases do modelo de Ising de spins mistos fora do equilibrio
termodinamico no plano T —p. As letras denotam as fases ordenadas F e AF, e a fase
paramagnética P. As linhas com simbolos quadrados sdo os resultados das simulagdes,
enquanto que as linhas pontilhadas representam os célculos na aproximacao de pares
dindmica.

Nesta aproximacgao a fase ordenada AF ocupa uma area do diagrama de

fases tao grande quanto a ocupada pela fase paramagnética. Por outro lado,
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Figura 3.2: Comportamento do parametro de ordem em fun¢do da razdo de compe-
ticdo p para vérios tamanhos de rede L como indicado nas figuras. (a) Magnetizacdo
total m! para T = 1.5. (b) Magnetizacdo alternada m*¥ para T = 2.0.

em ambos os cdlculos a fase F' ocupa uma &rea muito pequena do diagrama
de fases. Para o caso particular p = 1, onde somente a mudanca de um tnico
spin é permitida, o estado estacionario coincide com o estado de equilibrio
termodinamico, porque nao ha um fluxo de energia para o sistema. Sep =1, a
temperatura de transicao entre a fase ordenada F e a fase paramagnética P nas
simulagoes é T, = 1.934 + 0.007. Este valor foi determinado pelo cruzamento
dos cumulantes para diferentes tamanhos de rede, como veremos mais adiante.
Na aproximacao de pares dindmica encontramos 7, = 2.4544.

F e aquele associado a fase ordenada

O parametro de ordem da fase F é m
AF é mAF. Estes parametros vio continuamente a zero nas linhas de transicao.
As figuras 3.2 (a) e 3.2 (b) mostram o comportamento dos parametros de ordem

AF respectivamente, em funcdo de p, para varios tamanhos de rede, e

mt" em
para uma temperatura fixa. A figura 3.2 (a) indica que o parametro de ordem
mF & proximo de 1 para p > p, e vai a zero para p < p., exceto devido aos
efeitos de tamanho finito. O mesmo comportamento também é observado para

o parametro de ordem mA" quando cruzamos o ponto de transicio (figura 3.2

(b))-
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Figura 3.3: Magnetizacdo em fungéo de 1/L para varios tamanhos de rede L como
indicado nas figuras. (a) Para a magnetizacio total m em T = 1.5, a transicio

aparece no intervalo 0.9810 < p < 0.9820. (b) Para a magnetizacdo alternada m

AF

em T = 2.0, a transicao esté localizada no intervalo 0.060 < p < 0.066.
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Figura 3.4: Cumulante reduzido de quarta ordem para vérios tamanhos de rede como

indicado nas figuras. (a) O parametro de competicdo critico é p. = 0.9812 + 0.0001
na transicdo P-F para T = 1.5. (b) Na transicdo AF-P, para T' = 2.0, obtemos
pe = 0.065 £ 0.001.
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Podemos também obter mais informacoes referente ao ponto de transicao,
examinando o comportamento do parametro de ordem em fung¢ao de 1/L, como
podemos observar nas figuras 3.3 (a) e 3.3 (b). Por exemplo, na figura 3.3 (a),
calculamos m! contra 1/L para alguns valores selecionados de p no intervalo
desde p = 0.9800 até p = 0.9830. Desse grafico, podemos dizer que o valor
critico de p estd localizado nesse intervalo. O valor critico aparece quando o
comportamento do parametro de ordem passa de um valor quase constante
(fase ordenada) para um outro onde ele decresce com uma poténcia de L (fase
desordenada). O mesmo comportamento também é observado na figura 3.3
(b), onde o parametro de ordem mA¥ ¢ desenhado em fungao de 1/L, com p
no intervalo entre 0.060 e 0.066.

Para uma melhor determinacao do parametro critico, usamos a propriedade
de que os cumulantes de quarta ordem [49] para diferentes tamanhos de rede se
interceptam no ponto critico. A relacao de escala para o cumulante de quarta
ordem mostra que, no ponto critico, todas as curvas se cruzam em um mesmo
ponto. Para encontrarmos o parametro critico, fixamos a temperatura, que
¢ medida em unidades de J/kp, e construimos o grafico de Up(p) versus o
parametro de competicao p, para varios tamanhos de rede L, como mostramos
nas figuras 3.4 (a) e 3.4 (b). Nossa estimativa para o parametro de competi¢ao
critico, na transi¢ao entre a fase ordenada F e a fase paramagnética P é p. =
0.9812 £ 0.0001; ja o seu valor na transicao AF-P é p, = 0.065 + 0.001, para
T =2.0.

Na figura 3.5 mostramos o grafico da susceptibilidade em func¢do do para-
metro de competicao p. Podemos observar os efeitos de tamanho finito nas
vizinhancas do parametro de competicao critico. A altura do pico da suscep-
tibilidade cresce com o tamanho L do sistema, embora continue finita. Este
comportamento é observado nas duas linhas de transicao como podemos ver
nas figuras 3.5 (a) transi¢do P-F e 3.5 (b) transicdo AF-P.

A partir das simulacoes de Monte Carlo, podemos também calcular os
expoentes criticos do modelo. Por exemplo, o expoente v, que estd associado
ao comprimento de correlagdo, pode ser obtido de (3.12). Vimos que, para o

parametro de competicdo critico p., UL (p.) comporta-se como L'/¥. Portanto,
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Figura 3.5: Comportamento da susceptibilidade em func¢do do pardmetro de com-
peticdo p para vérios tamanhos de rede L como indicado nas figuras. (a) Suscepti-
bilidade x" para T' = 1.5. (b) Susceptibilidade x4¥ para T = 2.0.
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Figura 3.6: Grafico log-log da derivada do cumulante U} (p.) versus L. A linha reta
é o melhor ajuste para os dados obtidos na simulagdo. (a) Na transicao P-F, para
T = 1.5, obtemos v = 1.01 £ 0.06. (b) Na transicio AF-P, para T" = 2.0, obtemos
v =1.09 £+ 0.05.
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a partir do grafico log-log de Uj (p.) versus L (ver figura 3.6 (a)), o melhor
ajuste para os dados obtidos nas simulagoes de Monte Carlo nos fornece v =

1.01 £ 0.06. Na figura 3.6 (b), observamos que o melhor ajuste nos fornece
AF

v =1.0940.05. Na figura 3.7 mostramos os gréficos log-log de mf e m4F em
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Figura 3.7: Grafico log-log do parametro de ordem my (p.) versus L. A linha reta é
o melhor ajuste para os pontos. (a) Na transicao P-F, para T' = 1.5, obtemos /v =
0.125 £ 0.009. (b) Na transicdo AF-P, para T' = 2.0, obtemos /v = 0.13 £ 0.01.

funcdo de L no ponto critico correspondente; o melhor ajuste para os pontos
dados nas figuras 3.7 (a) e 3.7 (b) nos fornece a razdo entre os expoentes
criticos § e v. O valor obtido das simulagGes na figura 3.7 (a) é 8/v = 0.125+
0.13 £ 0.01 para

a transicao AF-P. Outro expoente critico de interesse é aquele associado &

0.009 para a transi¢do F-P, e encontramos o valor /v =

susceptibilidade. A partir dos graficos log-log de x e x4F nos seus respectivos
pontos criticos, podemos encontrar a razao entre os expoentes 7y e v. Na figura
3.8 (a) encontramos /v = 1.67 & 0.08 na transi¢do F-P, e na figura 3.8 (b)
obtemos 7v/v = 1.63 £ 0.04 na transi¢do AF-P.

Valores mais precisos dos expoentes criticos podem ser encontrados através
da aplicacao das relacoes de escala, para os diversos valores de L, aos dados
obtidos nas simulagoes. Por exemplo, exibimos nas figuras 3.9 e 3.10, os re-

AF

sultados para os parametros de ordem m! e m#¥, e para a susceptibilidade
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Figura 3.8: Grafico log-log da susceptibilidade xr(p.) versus L. A linha reta é o
melhor ajuste para os dados da simulagdo. (a) Na transi¢do P-F, para T = 1.5,
obtemos /v = 1.67 £ 0.08. (b) Na transicdo AF-P, para T' = 2.0, obtemos v/v =
1.63 £ 0.04.

Y7 e xAF | respectivamente. Os resultados obtidos para todos os tamanhos de
rede considerados estao localizados em dois ramos diferentes: um para e > 0, e
outro para ¢ < 0, onde € = (p—p.)/p.. Na transicao F-P, a fase paramagnética
corresponde a € < 0; ja na transicao AF-P, ¢ > 0 caracteriza a fase paramag-
nética. A partir da inclinacao dessas curvas para valores grandes do parametro
e LYY podemos determinar os expoentes criticos 3 e . Por outro lado, os ou-
tros ramos, que estao relacionados com as fases ordenadas, a inclinagao das
curvas correspondentes para valores grandes de eL'/” fornece 3 — v (figura
3.9) e vy (figura 3.10). Os melhores valores que encontramos para os expoentes
criticos empregando esse procedimento sao: na transicao F-P, v = 1.02+0.02,
B =0.123 £0.002 e v = 1.73 £ 0.02 e na transicao AF-P, v = 1.02 £ 0.02,
B=0123+£0.03evy=1.73+0.03.

Repetimos os procedimentos descritos acima para outros pontos ao longo
das linhas criticas. Resumimos esses resultados na figura 3.11, onde apre-
sentamos um grafico dos expoentes criticos v, 5 e v versus o parametro de

competicao p. A parte esquerda desta figura se refere & linha de transicao
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Figura 3.9: Magnetizagdo my, para diferentes valores de L como indicado nas
figuras. O pardmetro ¢ é definido por € = (p — p¢)/pe- As linhas retas representam
o comportamento assintotico das fungdes de escala. (a) Na transicdo P-F, para
T = 1.5, o melhor ajuste é obtido para p. = 0.9812 4+ 0.0001, v = 1.02 £ 0.02 e
B = 0.123 £ 0.002. (b) Na transicdo AF-P, para T = 2.0, o melhor ajuste é obtido
para p. = 0.065 + 0.001, » = 1.02 £ 0.02 e 8 = 0.123 + 0.003.
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Figura 3.10: Susceptibilidade xr, para diferentes valores de L como indicado nas
figuras. O pardmetro ¢ é definido por € = (p — p¢)/pe- As linhas retas representam
o comportamento assintotico das fungdes de escala. (a) Na transicdo P-F, para
T = 1.5, o melhor ajuste é obtido para p. = 0.9812 + 0.0001, v = 1.02 +0.02 ¢
v =1.73+0.02. (b) Na transicdo AF-P, para T' = 2.0, o melhor ajuste é obtido para
pe = 0.065 £0.001, » =1.02 £ 0.02 e v = 1.73 £ 0.03.
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AF-P, e a parte a direita esté relacionada com a linha de transi¢ao F-P. Como
podemos verificar, os valores que obtivemos para estes expoentes criticos estao
em boa concordancia com os expoentes estaticos analogos do modelo de Ising
bidimensional em equilibrio (v =1, § =1/8 e v = 7/4). O modelo de Ising
de spins mistos fora do equilibrio que consideramos, preserva a simetria spin
para cima, spin para baixo (up-down), e este fato o coloca na mesma classe
de universalidade do correspondente modelo de Ising de equilibrio bidimensi-
onal [44].
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Figura 3.11: Expoentes criticos estaticos v, 8 e v em funcdao do parametro de
competicdo p. O lado esquerdo da figura se refere a linha de transicado AF-P; ja o
seu lado direito esta relacionado & linha de transicao F-P.



Capitulo 4

Modelo de Ising de spins mistos
com acoplamento

antiferromagnético

4.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estudar o modelo de Ising de spins mistos como o
descrito no capitulo 2, mas com interacao entre os spins primeiros vizinhos
do tipo antiferromagnética. A versao ferromagnética do modelo de Ising de
spins mistos ja foi estudada na aproximacdo de pares dinidmica [33] e por
simulagoes de Monte Carlo [50] como vimos nos capitulos 2 e 3. O diagrama de
fases no plano temperatura versus parametro de competicao entre os processos
de mudanca de um e dois spins, foi determinado. Encontramos duas linhas
de transi¢coes continuas neste plano, separando uma fase paramagnética de
duas outras fases ordenadas. Nossa analise de escala de tamanho finito do
parametro de ordem apropriado, mostrou que os expoentes criticos ao longo
das duas linhas continuas sao os mesmos do modelo de Ising bidimensional no
equilibrio.

A motivagao para se estudar o modelo com acoplamento antiferromagnético
entre os spins estd baseada nos resultados encontrados para o diagrama de

fases do modelo de Ising ferromagnético [51| e antiferromagnético [52] fora

93
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do equilibrio termodindmico. Nesses estudos, o sistema de spins de Ising foi
também submetido a dois processos dinamicos estocasticos independentes e
que competiam entre si. A dindmica de Glauber [32] com mudanga de um
tinico spin com probabilidade p e a dinamica de Kawasaki [35] com a troca de
dois spins com probabilidade 1 — p. Similarmente ao sistema com spins mistos
ferromagnético, a regra para a dinamica de Glauber descreve a relaxacao dos
spins no banho térmico, enquanto que a dinamica de Kawasaki descreve o
aumento de energia do sistema. O diagrama de fases mostra a presenca de trés
fases distintas no caso ferromagnético, e somente o aparecimento de duas fases
no correspondente caso antiferromagnético. Logo, a simples mudanga no sinal
do acoplamento de troca neste modelo fora do equilibrio, nao deveria levar a
uma diferenca significativa na topologia dos diagramas de fase dos modelos
ferromagnético e antiferromagnético. A explicagao para este comportamento
estd relacionada & dindmica de Kawasaki com troca de dois spins, em que o
parametro de ordem nao se altera. Os estados antiferromagnéticos sao mais
sensiveis a esta dinAmica do que os ferromagnéticos. Por outro lado, em nosso
estudo do modelo de Ising de spins mistos antiferromagnético, os dois processos
dindmicos competitivos nao conservam o parametro de ordem.

O modelo de Ising de spins mistos antiferromagnético com dinamicas com-
petitivas é estudado neste capitulo através da aproximagao de pares dindmica
e de simulacoes de Monte Carlo. Como na versao ferromagnética, também
atribuimos um peso p ao processo de mudanca de um tnico spin, e um peso
(1 — p) ao processo de mudanga de dois spins. Determinamos o diagrama de
fases do modelo e calculamos seus expoentes criticos estaticos. Na secao se-
guinte apresentamos o modelo. Na secao 4.3, encontramos o diagrama de fases

e os expoentes criticos do modelo.

4.2 0O modelo

O modelo de Ising de spins mistos antiferromagnético é definido em uma

rede quadrada, com spins 0 =1/2 e S = 1. As equagdes de movimento estao
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descritas no capitulo 2. A energia do sistema no estado (o, S) é dada por

E(0,8)=1J) 0iS;, (4.1)
(4.4)

com acoplamento antiferromagnético, J > 0. Da probabilidade de estado
P(o,S;t) podemos derivar as expressoes para a evolugdo das magnetizagoes
de sub-rede, m; = (0;), mo = (S;), e para as fungoes de correlacdo, r = (0,5;),
g=(S*eq = <0i5’]2>. O conjunto de equacoes de movimento é desacoplado
usando a aproximagao de pares dinamica, e os estados estacionérios do sistema
podem ser encontrados em funcao de 7" e p. O procedimento para se obter
estas equacoes é idéntico ao utilizado no caso ferromagnético e os detalhes
estao descritos no capitulo 2.

Usamos também simulagoes de Monte Carlo para estudar esse modelo. O
procedimento das simulacoes é idéntico ao utilizado no caso ferromagnético e
estd todo ele descrito na secao 3.2. Calculamos as grandezas fisicas tais como:
magnetizagoes total e alternada dadas por (3.4) e (3.5), cumulantes de Binder
de quarta ordem (3.6) e susceptibilidades (3.7). Empregamos as relacoes de
escala (3.8), (3.9) e (3.12) para determinar os expoentes criticos estaticos 3, v

e V.

4.3 Diagrama de fases

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos para o diagrama de fases do
modelo de Ising de spins mistos antiferromagnético e seus expoentes criticos.
As solugoes estacionarias do conjunto de egs. (2.35)-(2.39) ndo podem ser
obtidas analiticamente; para resolvé-las, usamos o método numérico de Runge-
Kutta de quarta ordem. Esse sistema de equagoes diferenciais nos leva a
trés diferentes tipos de solugoes estacionarias, ou seja, a trés fases diferentes,
identificadas pelos seguintes valores dos parametros de ordem: fase ordenada
(AF) com my # mg, m; < 0 e my > 0; fase paramagnética (P) com m; =
mo = 0 e fase ordenada (F) com my # my , e my, my > 0.

Na figura 4.1 mostramos o diagrama de fases no plano temperatura 7" versus
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Figura 4.1: Diagrama de fases do modelo de Ising de spins mistos antiferromagnético
no plano temperatura T versus parametro de competicdo p. Asletras F e AF denotam
fases ordenadas e P a fase paramagnética. As linhas pontilhadas representam os
célculos baseados na aproximacao de pares, e as linhas com simbolos quadrados sao
os dados das simulagbes de Monte Carlo. As linhas ligando os quadrados servem
somente para guiar os olhos. A temperatura é medida em unidades de J/kp e p é
adimensional.
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parametro de competicao p. As linhas pontilhadas representam os resultados
da aproximacao de pares, ja a linha com os simbolos quadrados sao os resul-
tados obtidos nas simulagoes. O diagrama de fases exibe trés fases diferentes,
separadas por duas linhas de transi¢oes continuas: uma linha separando uma
fase ordenada AF, onde uma das magnetizages de sub-rede é positiva e a ou-
tra é negativa, de uma fase paramagnética P, onde ambas as magnetizagoes sao
nulas. A outra linha separa a fase paramagnética de uma fase ordenada do tipo
ferromagnética F, onde as magnetizacoes de sub-rede sdao positivas. Embora
a constante de acoplamento seja do tipo antiferromagnética, a fase antiferro-
magnética ocupa uma regiao pequena do diagrama de fases. Aumentando-se o
fluxo de energia para o sistema, que neste modelo significa diminuir o valor de
p, a fase AF desaparece. Entretanto, para um fluxo muito intenso de energia,
uma fase ferromagnética aparece. A diferenca béasica entre a aproximagao de
pares e simulacoes de Monte Carlo estd no tamanho da regidao ocupada pela
fase desordenada. Esta regiao é muito grande nas simulagoes de Monte Carlo.
Os calculos baseados na aproximacao de pares diferem ligeiramente para os
acoplamentos ferromagnético e antiferromagnético. Por exemplo, para tempe-
raturas muito baixas, o ponto da transicio AF-P no caso antiferromagnético
desvia-se na direcao de valores pequenos de p quando comparado ao ponto de
transicao F-P do caso ferromagnético.

O diagrama de fases dos casos ferromagnético e antiferromagnético é es-
sencialmente o mesmo: mudando-se o sinal da interacao de acoplamento é
equivalente a mudar os lugares das fases F e AF em ambos os diagramas. As-
sim, a mudanca simultanea de dois spins nesse modelo de spins mistos nao faz
desaparecer uma das fases para valores muito grandes do fluxo de energia. Isto
¢ diferente do visto no modelo de Ising antiferromagnético puro [52], onde a
troca de dois spins vizinhos mais préximos (dindmica de Kawasaki) conserva
o parametro de ordem. A simples mudanca de dois spins nao conserva o para-
metro de ordem no modelo de Ising de spins mistos. Certamente, quando dois
spins primeiros vizinhos sao paralelos podemos inverté-los, mudando o para-
metro de ordem e aumentando assim a energia do sistema. Por outro lado, no

caso de Ising puro, a aplicacao da dinamica de Kawasaki a um par de spins
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paralelos nao adiciona mais energia ao sistema porque seu estado permanece
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Figura 4.2: Cumulante reduzido de quarta ordem para vérios tamanhos de rede
como indicado nas figuras. (a) UL é o cumulante em torno do ponto critico da
transicio F-P, e (b) UAF ¢ o cumulante em torno do ponto critico da transicio
AF-P. A temperatura é fixada no valor T = 1.5.

Os pontos criticos encontrados no diagrama de fases da figura 4.1, foram
determinados pelo cruzamento dos cumulantes de quarta ordem para diferentes
tamanhos de rede no ponto critico [48|. Para encontrar o parametro critico,
fixamos a temperatura, que ¢ medida em unidades de J/kg, e construimos o
grafico de Uy (p) versus o pardmetro de competicdo p, para todos os tamanhos
de rede L como mostrado nas figuras 4.2 (a) e 4.2 (b) para uma temperatura
particular 7" = 1.5. Nossa estimativa para o parametro de competicao critico,
na transicao entre as fases ordenada AF e paramagnética P é p. = 0.9812 +
0.0001; j& o seu valor para a outra transi¢ido (F-P) é p. = 0.065 £ 0.001.

Também ¢é facil de se determinar os expoentes criticos do modelo usando
os dados obtidos nas simulagoes de Monte Carlo. Por exemplo, graficos log-log
das egs. (3.8), (3.9) e (3.12), respectivamente, para a magnetizagio, suscep-
tibilidade e derivada do cumulante, no ponto critico p., nos dao os expoentes
criticos relacionados a inclinagao das correspondentes linhas retas. Isto pode

ser visto na figura 4.3, para a transicao entre as fases AF e P em T = 1.5. Do
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melhor ajuste para os pontos encontramos v = 1.04 £ 0.05, 8/v = 0.13 £ 0.01

e v/v = 1.69 £ 0.07. O mesmo procedimento foi usado para encontrar os
expoentes criticos para outros valores de temperatura, e na transicao P-F.
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Figura 4.3: Grafico log-log (a) do pardmetro de ordem, (b) da derivada do cumu-
lante, e (c) da susceptibilidade em fungdo do tamanho da rede, no ponto critico da
transicao AF-P para T = 1.5. As linhas retas sdo os melhores ajustes para os dados.
Os tamanhos dos circulos sdo escolhidos de tal forma que as barras de erro fiquem
dentro deles.

Podemos ainda melhorar a estimativa para os expoentes criticos pelo co-
lapso de dados. Por exemplo, exibimos na figura 4.4, o colapso de dados para

o parametro de ordem m4F

e para a susceptibilidade y4F, respectivamente.
Os dados para todos os tamanhos de rede estao localizados em dois diferentes
ramos: um para € > 0, e outro para ¢ < 0, onde ¢ = (p — p.)/p.. Para a
linha de transicao AF-P, a fase paramagnética é dada por € < 0, ja que € > 0
caracteriza a fase antiferromagnética. A partir da inclinagao destas curvas pa-
ra valores grandes do parametro eL'/* podemos determinar os expoentes 3 e
~. Por outro lado, os outros ramos, que estao relacionados & fase ordenada
(¢ > 0), a inclinacdo das curvas para valores grandes de eL'/” fornece 5 — v
e 7. Os melhores valores que se encontra para os expoentes criticos empre-
gando este procedimento sdo: na transigdo AF-P (figura 4.4) v = 1.01 £ 0.01,
B =0.1254+0.001 e v = 1.74 4+ 0.01 e na transicao F-P, nao mostrado, temos
v =101 +£0.02, 5 = 0.124 £ 0.002 e v = 1.74 + 0.02. Embora tenhamos

exibido os resultados somente para a temperatura 7' = 1.5, nds repetimos os
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Figura 4.4: Colapso de dados em torno do ponto critico da transigdo AF-P para (a)
o parametro de ordem mfF , € (b) susceptibilidade XfF , para diferentes valores de
L como indicado nas figuras. O parametro € é definido por € = (p — p.)/pc. A linha
reta representa o comportamento assintotico das funcoes de escala. A temperatura é
T = 1.5, e os melhores valores dos expoentes sao v = 1.01 +0.01, 8 = 0.125 + 0.001
ey=174+0.01.

procedimentos descritos acima para outros pontos ao longo das linhas criticas.
O conjunto de nossos resultados indica claramente que o modelo de Ising de
spins mistos antiferromagnético fora do equilibrio termodinamico esta na mes-
ma classe de universalidade do modelo de Ising bidimensional no equilibrio. A
escolha do processo dindmico de mudanca de dois spins vizinhos, que é usado
para simular a absorcao de energia pelo sistema, nao afeta os expoentes criticos

do modelo.



Capitulo 5

Modelo de Ising de spins mistos

com interacao de campo cristalino

5.1 Introducao

Neste capitulo estudamos o modelo de Ising de spins mistos no equilibrio
e fora do equilibrio termodindmico. Para isso, utilizamos a aproximacao de
campo médio baseada no principio variacional de Peierls-Bogoliubov, a aproxi-
macao de campo médio dindmica, a aproximacao de pares e simulagoes de
Monte Carlo. Através desses estudos investigamos o aparecimento de um pon-
to tricritico no diagrama de fases temperatura 71’ contra interacao de campo
cristalino D, especialmente no modelo fora do equilibrio. Construimos também
o diagrama de fases temperatura 7" versus parametro de competicao p, a fim de
observarmos se a interacao de campo cristalino altera a topologia do diagrama

de fases do modelo fora do equilibrio apresentado nos capitulos anteriores.

5.2 Aproximacao de campo médio

Iniciamos nesta secao o estudo do modelo de Ising de spins mistos com
interacao de campo cristalino, usando a aproximacao de campo médio baseada
no principio variacional de Peierls-Bogoliubov [40]. Em seguinda, fazemos

uma expansao de Landau para os estados de equilibrio, onde a energia livre é

61
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desenvolvida em funcao do parametro de ordem.

O modelo é descrito pela seguinte Hamiltoniana
H:—JZSZO]—DZSJZ—H(251+ZG]), (51)
(i.9) J g J

onde J é a constante de acoplamento, D é a interacao de campo cristalino e
H é um campo magnético externo. A variavel de spin S; tem os valores +1
ou 0 e o; = +£1. Para D <0, o campo cristalino favorece os estados S; = 0,
e a competicao entre esta anisotropia e o acoplamento ferromagnético leva ao
aparecimento de um ponto tricritico.

Inicialmente estudamos o modelo dado por (5.1) utilizando a aproximagao
de campo médio de uma forma mais elegante a partir de um principio variacio-
nal que estd baseado na desigualdade de Peierls-Bogoliubov. Essa desigualdade

pode ser escrita na forma

G(H) < @,

@ = Go(Ho) + (H — Ho)g (5.2)

onde G(H) e Go(Hy) sao energias livres associadas a dois sistemas definidos
pelas Hamiltonianas H e H,, respectivamente, e a média térmica deve ser
tomada em relacao a uma distribuicao canoénica associada & Hamiltoniana H,.

Escolhemos como Hamiltoniana tentativa
HOZ—DZS?—UZSZ'—’YZO'J', (53)
i i j

onde 7 e 7 sdo dois pardmetros variacionais. A fun¢do de particao associada a

(5.3) toma a seguinte forma

Zy = {[1 + 2 exp(BD) cosh(sn)]"?[2 cosh(57)]V?} . (5.4)



5.2. Aproximagao de campo médio 63

Portanto, a energia livre associada a Hy é dada por

Go(Ho) = —% In{[1 + 2 exp(BD) cosh(n)][2 cosh(57)]} , (5.5)
N
(H—MHo)y = —JdN (Sio;), — H? ({Sido + {a1)0)
+77g (Si)o + 7% {(o3) > (5-6)

onde d é a dimensao espacial, e as médias térmicas para as varidveis de spin

sao dadas por

_ 2exp(BD)sinh(Bn)
(Sido = 1+ 2exp(BD) cosh(Bn) ’ (5.7)
(0j), = tanh (8y) , (5.8)

e para a funcao de correlacao por

2 exp(BD) sinh(8n)
1+ 2exp(BD) cosh(sn)

(St = (S (oo = | [t () . 69

Temos entao a seguinte energia livre por particula:

§® = —35n{l1 +2exp(8D) cosh(Bn)[2cosh(57)]}
B 2 exp(BD) sinh(8n) an
Jd (1 +2exp(BD) cosh(ﬁn)> tanh (57)
_H 2 exp(BD) sinh(Bn) an
> | seomycoian) =)
n (  2exp(8D)sinh(8n) 7 tan
2 <1 +2exp(5D) cosh(ﬁn)) ot h(fy) - (510

A expressao (5.10) representa apenas um limite superior para a energia livre do
sistema. Portanto, minimizando (5.10) em relagdo aos parametros variacionais
n e 7, encontramos a energia livre por particula na aproximacao de campo
médio

Eom = %min@(T,D, H,N;n,7v) , (5.11)

Y
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que corresponde ao menor limite superior proporcionado pela desigualdade de
Bogoliubov. Os parametros variacionais 7 e v dependem de m; = (o;), e

mq = (S;), respectivamente, por meio das seguintes equagoes

n=zJm +H, (5.12)

vy=zJme+ H , (5.13)

onde z = 2d. Logo podemos escrever a seguinte expressao para a energia livre

por particula

gy = Jdmymg — % In {[1 + 2 exp(BD) cosh(BzJm; + SH)]
x [2cosh (BzJmy + SH)]|} . (5.14)

Fazendo-se H = 0 em (5.14), temos

g = Jdm1m2
1
~35 In{[1 + 2exp(BD) cosh(BzJm;)][2 cosh(BzJms)]} . (5.15)
Minimizando-se (5.15) com relagdo a m; e my, temos as magnetizagoes de
sub-rede

my = tanh (8Jzms) (5.16)

° 2sinh(8J
o sinh(8Jzm) (5.17)

2= exp(—pBD) + 2cosh(8Jzmy)

Podemos substituir (5.16) em (5.17), a fim de obtermos uma expressao para

a energia livre em funcao de apenas um tnico pardmetro de ordem

g = Jdmg [tanh (ﬁjzmQ)]

—% In {[1 4 2exp(5D) cosh (BzJ tanh (5Jzmy))]
X [2cosh (BzJms)]} . (5.18)
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Vamos assumir que podemos expandir g em poténcias de my nas vizi-

nhancas da criticalidade. Entao, podemos fazer a expansao de Landau

g(T,D,H = 0;my) = ao(T, D)+ ay(T, D)m;
+a4(T, DYmj + ag(T, D)mS +--- ,  (5.19)

onde os coeficientes a,, da expansao dependem da temperatura 7" e do campo
cristalino D. Como sabemos da teoria fenomenolégica de Landau para sistemas
magnéticos, todos os termos impares da expansao sao nulos devido a simetria

de inversao de spins do sistema. Os coeficientes da expansao sao os seguintes:

In(2 + 2c
= _% ) (5.20)
[kt + (1 + @)2%k2]
= Ak 21
az = dJz 1B+ a) 5 (5.21)
414 61.6 87.8
as = —lsz?’k3 - (14 a)z*k* — 202°k° + az®k°]
3 48B(1 + )
[aztk? + (1 + )22k?] 22k?
1668(1 + )
434 4 (1 5 o1 a4
[az*k* + (1 4 )2k a2’k 522

166(1 + «)? ’
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[az'k* — (14 a)2?k?] 2°k®
2886(1 + )2

7[az*k* + (1 + «)22k?) az®k®
B 14468(1 + )?

[az*k* + (1 + @)2?k?] a?28k3
- 488(1 + a)?

5aztkt + (1 4+ a)2?k?] 24k*
a 2883(1 + a)

[62028k® + 2(1 + ) 2%k® + 222'2k"? — 500210k !0]
B 28805(1 + a)

N [202°k® — 402%k° + 2(1 + @) 2*k*] 2%k
2886(1 + )

[2028k® — 4288 + 2(1 + a)2*k*] az*k?

+ 2885(1 + )2 ’

— 2 51.5
g = 15dJZ k° +

(5.23)

onde k = fJ e a = 2exp(fD). Na figura 5.1 apresentamos o diagrama de
fases no plano kgT'/J contra D/J. Igualando-se a zero o segundo termo ay da
expansao, obtemos a seguinte expressao para a linha de transicao de segunda
ordem D )

S = [2(k*2* —1)] . (5.24)

A eq. (5.24) fornece uma linha de transi¢des continuas. Esta solugdo é
estavel enquanto a4 > 0. O valor que encontramos para a temperatura critica
em D=0ez=14¢kgT,/]J = %x/é Por outro lado, a localizacao do ponto
tricritico é dada por as = a4 = 0, onde ag > 0, fornece a estabilidade do ponto
tricritico. Os valores encontrados para o ponto tricritico s3o os seguintes:
kgTi/J = 1.7889 e D;/J = —3.7197. Estes valores estdao de acordo com os
encontrados na literatura [14,53|. Abaixo do ponto tricritico existe uma linha
de coexisténcia de fases. Como temos uma expressao explicita para a energia
livre, é facil de se obter a linha de transicao de primeira ordem.

Na figura 5.2 mostramos o grafico da energia livre g em fun¢ao do parametro
de ordem my, proximo da linha de transicdo de primeira ordem. A energia
livre é calculada para valores fixos da temperatura e do campo cristalino. Na
fase ordenada, a energia livre possui trés minimos, sendo dois minimos globais

correspondentes a my > 0 e my < 0, como podemos observar na figura 5.2 (a).
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5
4 Fase desordenada —
3 _
E B |
o 2 Fase ordenada -
1 = ]
0 1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 1
5 4 3 2 a1 0 1 2 3 4 5 6 1

D/J

Figura 5.1: Diagrama de fases a campo nulo no plano kgT/J contra D/J, obtido
através da aproximacdo de campo médio. A linha cheia representa transicoes de
segunda ordem, e a linha pontilhada representa transi¢oes de primeira ordem.

A figura 5.2 (b) possui trés minimos globais correspondentes a my > 0, me < 0
e me = 0, mostrando uma coexisténcia de fases, de onde podemos obter a linha
de transi¢oes de primeira ordem. Entretanto, na figura 5.2 (c) a energia livre
possui apenas um minimo global correspondente a my, = 0, caracterizando a

fase desordenada.

5.3 Aproximacao de campo médio dindmica

Vamos agora estudar o sistema descrito pela Hamiltoniana

H=-J> Sio;—DY 57, (5.25)
(4,9) J
usando a aproximacao de campo médio dindmica. Aqui a variavel de spin S;

toma os valores +1 ou 0 e 0; = £1. Em primeiro lugar, definimos P(o, t) como

sendo a probabilidade de encontrar o sistema no estado o = (04, ...,0n/2), N0



5.3. Aproximacao de campo médio dindmica 68

-0.35

-0.36

oY) -0.37

-0.344

—-0.348

-0.352

—-0.356

-0.360

0.5

|
—
<}
|
=4
n
=}
o
=
o

Figura 5.2: Funcdo energia livre g versus o parametro de ordem mo, para kgT/J =
1.0. (a) Fase ordenada (D = —3.900J) . (b) Na transicdo de primeira ordem
(D = —3.983J). (c) Na fase desordenada (D = —4.010J).
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instante ¢, independentemente dos valores assumidos pelos spins S, e P(S,t) a
probabilidade de encontrar o sistema no estado S = (S, ..., Sn/2), no instante
t, independentemente dos valores dos spins o. A evolugdo temporal de P(o, )

é dada pela equacao mestra:

P
dP(o,t) Zw oj — 0;)P(0,1) + Zw(aé- — 0;)P(d',t) , (5.26)

!
7

onde w(o; — 07) é a probabilidade, por unidade de tempo, para a transicdo do

estado o; para o estado o}. Em (5.26), temos que 209 w(oj — 0%) =1, entdo

dP(o, t)

o —P(o,t) +Z o — ;) P(d',1) . (5.27)

7;

Vamos supor que os estados do sistema evoluem de acordo com a dinamica
estocéstica de Glauber, que descreve a interagao do sistema com um reserva-
torio térmico a uma determinada temperatura. A taxa de inversao de Glauber

para os spins da sub-rede o é dada por

exp(—BAE;)
wj(of = 05) = 1+ exp(—BAE,) ’ (5.28)
onde B =1/kgT e
AE;=20; | ] Si] , (5.29)

(@)
¢ a variacao na energia do sistema ap6s invertermos o spin o;.
Substituindo-se (5.28) em (5.27), e multiplicando ambos os lados dessa

€quagao por Zaj 0, obtemos a seguinte equagao de movimento

d
a <O'j> = — <0’j> + <tanh ﬁ J%SZ > . (530)

Esta equacao ¢ de dificil solugao, pois ela em geral envolve outras correlacoes

além de (o;). Fazendo a seguinte aproximagao (tanhz) = tanh (z) em (5.30),
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ondex =) (@) S, chegamos a equacao de movimento para os spins da sub-rede

o

9 (o) = — (o) + tamh [§ (72 (5))] | (5.31)

onde (o) e (S) sdo as magnetizagdes das sub-redes o e S, respectivamente, e
z & o nimero de coordenacao da rede.

De forma anéloga, para a sub-rede S temos

il S ) Zw (S; = S)P(S,t) + Zw(SZ{ — S)P(S',1), (5.32)

onde w(S; — S!) é a probabilidade, por unidade de tempo, para a transi¢ao

do estado S para o estado S;, entdo

dP(S,t) _
dt

P(S,t)+ ) w(S; — Si)P(S',1) . (5.33)

Sl

Usamos também a seguinte taxa de transigao:

S — S; , 5.34
A= S) = & o (—PAE) 30

onde a soma é sobre todos os trés valores possiveis de S; = +1,0, e
AE; = —(8!/ - S)) JZGJ —(S!=S)D, (5.35)

é a variagdo na energia do sistema ap6s mudarmos o spin S;. As taxas de

transicao para todos os trés valores possiveis de S;, sao

W(1 = 0)=w(-1-0)= QCosh((;XoIz))(—i-ixDp)( D) (5.36)
w(l = —1) =w(0— —1) = 2cosh(;}§;(;§2(—ﬁp) . (5.37)
w0 —=1) =w(-1—1) = exp(fa) (5.38)

2 cosh(fa) + exp(—fD)



5.3. Aproximacao de campo médio dinidmica 71

onde o = J3_ ; 0;. Escrevendo que <Z<j) O'j> = z{0), e substituindo as
egs. (5.36)-(5.38) em (5.33), ap6s algumas manipulagoes algébricas, chegamos

a seguinte equacao de movimento para os spins da sub-rede S

2sinh (8Jz (o))
2cosh (8Jz (o)) + exp(—BD)

d
(S =—(8)+ (5.39)

Escrevendo que m; = (o) e mg = (S) nas egs. (5.31) e (5.39), respectiva-

mente,
d
= + tanh(8Jzms) , (5.40)
d 2sinh (BJ2zm;)
—Mmy = — . A1
it M2 o osh (BJzmq) + exp(—SD) (5.41)

4

Zme = 0, obtemos as seguintes

No estado estacionario onde %ml =0e

equacoes para as magnetizacoes de sub-rede
my = tanh(BJzmy) | (5.42)

_ 2sinh (BJzm;)
™2 = 9 cosh (BJzmy) + exp(—BD)

Podemos obter solucoes a partir de uma anélise semelhante a teoria de Lan-

(5.43)

dau para as transicoes de fase em equilibrio. No entanto, ao contrario daquela
teoria, ndo temos aqui uma energia livre que permita discutir a estabilidade das
solugoes. No estudo do modelo de Ising em um campo aleatério, Dutta, Cha-
krabarti e Stinchcombe [54] usaram uma expansio equivalente. Substituindo-
se (5.42) em (5.43) e expandindo o lado direito dessa equagdo com relagao
ao parametro de ordem my, obtemos a seguinte expressao correspondente aos

estados estacionéarios:

0= c\(T, D)mgy + c3(T, DYm3 + c5(T, D)m3 + . .. . (5.44)
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Os coeficientes da expansao sao os seguintes:

2k%2?
== D) (5.45)
_ k656 _ k424
@ = 3[2+exp(—BD)]  3[2+exp(—BD)]
2k626
"2+ esp(-ADF 40
B Ak 26 B k®2®
% T 152+exp(—BD)] 32+ exp(—BD)]
10,10 2)10,10

6012+ exp(—BD)] | 2+ exp(—BD)P

2k828 B kmzlo (5 47)

"Rt exp(—BD) 22+ exp(—BD)E ’

onde k = (J.
Fazendo-se o coeficiente ¢; = 0, obtemos uma expressao para a linha de

transicoes continuas

? = _%m [2 (k2% —1)] . (5.48)

Para z = 4 e D = 0 temos a temperatura critica kg7,./J = #, com
c3 > 0. O ponto tricritico € dado por ¢; = ¢c3 = 0 e ¢5 > 0. Temos entao
Dy/J = =3.7197 e kgT;/J = 1.7889. O diagrama de fases é apresentado na
figura 5.3. A linha de transi¢des continuas foi obtida resolvendo-se a eq. (5.48)
para diferentes valores de temperatura. Por outro lado, a linha de transicao de
primeira ordem foi encontrada resolvendo-se simultaneamente as egs. (5.42) e
(5.43) para diferentes valores de D, e observando o comportamento das mag-
netizagoes de sub-rede em funcdao da temperatura 7. As magnetizagoes de

sub-rede vao descontinuamente a zero quando cruzamos essa linha.
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4 \ \ \ \

Fase desordenada

Fase ordenada _

k T/J

Figura 5.3: Diagrama de fases a campo nulo no plano kgT/J contra D/J, obtido
através da aproximacdo de campo médio dindmica. A linha cheia representa tran-
sicoes de segunda ordem, enquanto que a linha pontilhada representa transicoes de
primeira ordem.

5.4 Aproximacao de pares

Nesta se¢ao resolvemos o modelo de Ising de spins mistos com interacao de
campo cristalino e agora sob a influéncia dos dois processos dinaAmicos compe-
titivos, apresentados nos capitulos anteriores. A Hamiltoniana do sistema que

consideramos nesta secao ¢ dada por

H=-J) Sio;—D> 57, (5.49)
(i,3) J

onde J é a constante de acoplamento ferromagnético e D é a interagao de cam-

po cristalino. Os processos dindmicos competitivos estao descritos no capitulo

2. O conjunto de equagdes de movimento para as magnetizagoes de sub-rede

(2.10) e (2.11) e para as fungoes de correlagdo (2.16), (2.23) e (2.24) é resol-

vido através da aproximagao de pares (os detalhes podem ser encontrados no

capitulo 2). Como agora a Hamiltoniana depende também de D, os estados
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estacionarios do sistema sao encontrados em funcao de 7', p e D. Logo, temos
o seguinte conjunto de equagoes auto-consistentes para a evolucao temporal

das magnetizacoes de sub-rede e funcoes de correlacao:

d
%ml - pAl(mlamQaraanIaDaT)
+(1 _p)Dl(mlamZara q, Q1,D,T) ) (550)
d
%m2 = pBQ(mI:mQaT:QaChaDaT)
+(1 _p)EQ(mlamZarﬁ q, CIlaDaT) ’ (551)
d
%q = pCZ(mlamZ:raQ7q17D:T)
+(1 - p)FZ(mla me,7,4,41, DaT) ’ (552)
d
%T = pAl?(mlamQaTaQaqlaDaT)
+(1 = p)D1a(my, ma, 7, q,q1, D, T) , (5.53)
d
%QI pBIZ(mlamQaT: q, QIaDaT)

+(1 = p)Erz(m1, me, 7, 4,41, D, T) . (5.54)

As expressoes que aparecem do lado direito das egs. (5.50)-(5.54) sdo mui-
to extensas, e por isso nao as apresentamos explicitamente aqui. Podemos
encontrar as solugoes estacionarias para essas equacoes fixando-se valores para
as variaveis 7', D e p. As equagoes sao resolvidas numericamente através do
método de Runge-Kutta de quarta ordem. As solugbes e as fases correspon-
dentes sdo denominadas da seguinte forma: fase ferromagnética (F), m; # mo,
m1 e my sdo ambas positivas; fase paramagnética (P), m; = my = 0; fase
antiferromagnética (AF), my # mgy, m; e my apresentam sinais opostos.

Na figura 5.4 exibimos o diagrama de fases do modelo no plano temperatu-
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2.0

05

0.0 L. \ \ \

Figura 5.4: Diagrama de fases no plano temperatura T versus campo cristalino
D, para trés valores diferentes do parametro de competicdo p obtidos através da
aproximagdo de pares dindmica. As linhas cheias representam transi¢gbes continuas
enquanto que as linhas pontilhadas transicoes de primeira ordem. Os circulos sélidos
representam pontos tricriticos. Pontos tricriticos existem apenas no intervalo 1 >
p > 0.976.
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ra T versus intensidade do campo cristalino D, para trés valores diferentes do
parametro de competicao p. A temperatura e o campo cristalino sao medidos
em unidades de J/kg. A curva para p = 1, onde ndo ha fluxo de energia
para o sistema, é uma linha de transicoes continuas que termina em um ponto
tricritico em baixas temperaturas. Este resultado estd de acordo com célcu-
los recentes baseados em teorias efetivas de campo médio para sistemas em
equilibrio [16,55]. Recentemente, alguns calculos foram considerados para este
modelo numa rede de Bethe de niimero de coordenacao ¢ [56]. Foi mostrado
que para ¢ < 5, a transicao de fase é sempre continua. Estes resultados es-
tao de acordo com calculos de grupo de renormalizacdo [14]| e com simulagoes
de Monte Carlo [17,57,58]. Entretanto, como esperado, quando o nimero de
coordenacgao da rede de Bethe vai para infinito, recuperamos os resultados de
campo médio, apresentando um ponto tricritico no diagrama de fases. Nota-
mos também que nessa aproximacao de pares para p = 1, encontramos uma
temperatura tricritica 7, = 0.2620 que é menor do que aquela encontrada na
aproximacao de campo médio simples T; = 1.789, conforme vimos nas secoes
5.2 e 5.3 deste capitulo.

Como podemos observar na figura 5.4, a medida que aumentamos o fluxo
de energia para o sistema a temperatura tricritica move-se para a regiao de
baixas temperaturas. O ponto tricritico desaparece (7, = 0) para um valor
critico do parametro de competicao p. = 0.976. Para este valor de p. temos
que D, = —3.8.

Apresentamos na figura 5.5 o diagrama de fases do modelo no plano in-
tensidade do campo cristalino D versus o parametro de competicao p, para
dois valores selecionados de temperatura. O diagrama de fases apresenta trés
diferentes fases separadas por diferentes linhas de transicao. Para valores de p
no intervalo 1 > p 2 0.964, e D > —4.0, o diagrama de fases apresenta uma
fase ferromagnética (F). Notamos também que a linha de transi¢do continua
em 7' = 0.1, muda para uma linha de primeira ordem para um valor negativo
de D. As coordenadas do ponto tricritico nesta temperatura sao p; = 0.977
e D; = —3.9. Aumentando-se a temperatura, notamos que o ponto tricritico

desaparece para T > 0.262. Acima desta temperatura temos somente uma
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Figura 5.5: Diagrama de fases no plano campo cristalino D versus parametro de
competicao p, para dois valores selecionados de temperatura, na aproximacao de
pares dindmica. As letras F, AF e P, denotam as fases ferromagnética, antiferromag-
nética e paramagnética, respectivamente. As linhas cheias representam transicoes de
fase continuas e as linhas pontilhadas representam transigdes de primeira ordem. As
temperaturas estdo indicadas na figura.



5.5. Simulacoes de Monte Carlo 78

linha de transicdo continua separando as fases ferromagnética (F) e paramag-
nética (P). Na figura 5.5 este comportamento é exemplificado pela linha na
temperatura 7' = 1.0. A area ocupada pela fase ferromagnética (F) aumenta
quando a temperatura diminui.

Por outro lado, para valores pequenos de p, isto é, um grande fluxo de
energia para o sistema, observamos a presenca de duas fases: as fases antifer-
romagnética (AF) e paramagnética (P) separadas por uma linha de transi¢oes
de primeira ordem, para qualquer valor de temperatura. O carater da transicao
de primeira ordem pode ser apreciado pela curva de histerese da magnetizacao
de sub-rede em funcao da intensidade do campo cristalino D. Na figura 5.6
observamos o ciclo de histerese, indicando que a natureza da transi¢ao de fase

é claramente de primeira ordem.

0.6
T=1.0
u p=020 |
= 02k |
0.0 |
L | L
2,005 -2,000 1,995

D

Figura 5.6: Curva de histerese da magnetizagio de sub-rede correspondente ao ramo
inferior da linha de transi¢cdo de primeira ordem AF-P da figura 5.5.

5.5 Simulacoes de Monte Carlo

Nesta secao apresentamos alguns resultados obtidos para o modelo através

de simulacoes de Monte Carlo, e comparamos com aqueles encontrados na
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aproximacao de pares. Consideramos uma rede quadrada de tamanho linear
L, com valores de L no intervalo desde L = 16 até L = 128, e aplicamos
condicoes periddicas de contorno. Os estados iniciais do modelo correspondem
a spins descorrelacionados. Uma nova configuracao é gerada pelo seguinte
processo de Markov: para um valor selecionado de temperatura 7', intensidade
do campo cristalino D, e do parametro de competicao p, escolhemos um spin
aleatoriamente na rede, e entao geramos um nimero aleatério £ entre zero e
um. Se ¢ < p consideramos o processo de mudanca de um tnico spin, de
acordo com o algoritmo de Banho Térmico. Por outro lado, se & > p, entao
consideramos o processo de mudanca simultanea de um par de spins vizinhos
mais proximos. Neste caso, selecionamos aleatoriamente um novo spin, que é
vizinho mais préximo do spin escolhido inicialmente, e entao o estado é mudado
somente se AE > 0. Aguardamos em torno de 5 x 10* MCs para que o sistema
atinja o regime estacionario para todos os tamanhos de rede. Usamos mais
5 x 10* MCs para calcularmos as médias das quantidade de interesse, para
qualquer tamanho de rede.

Calculamos as magnetizagoes de sub-rede por spin, m; e mo, definidas por

1
mi = <Z SZ-> , (5.55)

1
my = <zj:aj> . (5.56)

As linhas de transi¢ao no diagrama de fases foram obtidas considerando os
seguintes dois parametros de ordem: as magnetizacoes total e alternada, res-

pectivamente, definidas por

1
mp = 5l(m +ms)] (5.57)

¢ 1
mit = §|(m1 —mg)| . (5.58)

Também determinamos os cumulantes de Binder de quarta ordem associados
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a essas magnetizacoes,

L (5.59)

03 ‘ ; ; — 03 ; ; —r —

Figura 5.7: Cumulantes de quarta ordem Uy em fun¢do da temperatura 7' para
D = —3.6 e para dois valores diferentes do parametro de competicao p, indicando
transicoes de fase continuas. (a) p = 1.0 e (b) p = 0.99.

Os pontos criticos encontrados nos diagramas de fase (ver figuras 5.8 e 5.10)
foram determinados pelo calculo dos cumulantes para os diferentes tamanhos
de rede, em funcao da temperatura. Usamos a propriedade da intersecao dos
cumulantes para determinar o ponto de transicao entre as fases desordenada e
ordenada (ver figura 5.7). Na figura 5.7, mostramos os cumulantes de quarta
ordem Uy, em funcao da temperatura 7', para D = —3.6, e para dois valores
diferentes do parametro de competi¢do p (p = 1.0 e 0.99), indicando uma
transicao continua. O caso p = 1.0 representa o modelo de Ising de spins mistos
em equilibrio. Por exemplo, a temperatura critica para D = 0¢é 7T, = 1.93,
que pode ser comparada com o valor 7, = 1.95 encontrado por Zhang e Yang,
usando o algoritmo de Metropolis.

Na figura 5.8 apresentamos o diagrama de fases do modelo no plano tempera-

tura T versus campo cristalino D, para alguns valores de p. Agora, o diagrama
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Figura 5.8: Diagrama de fases no plano temperatura T' versus campo cristalino D,
obtido através de simulagoes de Monte Carlo. O diagrama apresenta somente linhas
de transi¢bes continuas para os diferentes valores do pardmetro p indicados na figura.

de fases exibe somente linhas de transicoes continuas, para os trés valores dife-
rentes do parametro de competicao. Entao, contrariamente & aproximacao de
pares, as simulagoes de Monte Carlo fornecem somente transicoes continuas
para qualquer valor do parametro p.

Calculamos também os cumulantes para pequenos valores do parametro de
competicao. Na figura 5.9 mostramos a transicao de fases entre as fases AF e
P. Para esses valores pequenos do parametro de competicao a dependéncia dos
cumulantes com relagdo a temperatura é muito fraca. A dinamica de mudanca
de dois spins é independente da temperatura. Entao, construimos o grafico
dos cumulantes de Binder de quarta ordem em funcao de p, para localizar os
pontos de transicao. Mostramos também que a transicao entre as fases AF e
P é também continua para esses valores pequenos de p.

Na figura 5.10 mostramos o diagrama de fases completo do modelo no
plano campo cristalino D versus parametro de competicao p, obtido através

das simulacoes de Monte Carlo. Como na aproximacao de pares, encontramos
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Figura 5.9: Cumulantes de quarta ordem Uy, em fungao do parametro de competicao
p. () D=2.0c¢e (b) D=-3.0.
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Figura 5.10: Diagrama de fases no plano campo cristalino D versus parametro
de competicdo p, nas simulagoes de Monte Carlo, para dois valores selecionados
de temperatura, como indicado na figura. As letras F, AF e P, denotam as fases
ferromagnética, antiferromagnética e paramagnética, respectivamente. As curvas
que ligam quadrados e circulos representam transi¢bes continuas.
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as mesmas trés fases diferentes observadas na figura 5.5. Entretanto, nas simu-
lacdes de Monte Carlo, todas as linhas de transicao sao continuas, € nenhum
ponto tricritico é observado. Para valores grandes de p (0.95 <p < 1.0)e D >
—4, a figura 5.10 mostra somente uma fase ferromagnética (F). A area ocupada
por esta fase também diminui com o aumento da temperatura. Por outro lado,
a fase antiferromagnética (AF) aparece somente para valores pequenos de p. Na
figura 5.10, vemos que ela esté restrita a regiao 0.0 < p < 0.06. Comparado ao
diagrama de fases determinado no contexto da aproximacgao de pares, notamos

que a fase paramagnética P ocupa uma area muito maior nas simulagoes.



Capitulo 6

Modelo de Ising de spins mistos

com desordem temperada

6.1 Introducao

Nos capitulos anteriores, estudamos o modelo de Ising de spins mistos nu-
ma rede quadrada, a qual foi dividida em duas outras sub-redes, com os spins
o0 = 1/2 ocupando os sitios de uma sub-rede, e os spins S = 1 ocupando os
sitios da outra sub-rede. Determinamos o diagrama de fases do modelo através
da aproximacao de pares e de simulagoes de Monte Carlo. Agora, introduzimos
o modelo de Ising de spins mistos com uma distribuicao aleatéria dos spins na
rede, porém mantendo a concentracao de ambas as espécies iguais. Desenvolve-
mos simulagoes de Monte Carlo e utilizamos argumentos de escala de tamanho
finito para estudar o comportamento critico do modelo. Estudamos também
o efeito da desordem nas propriedades termodinamicas do sistema no ponto
critico e longe dele. Aqui o modelo obedece ao principio da reversibilidade
microscopica.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: a seguir, descrevemos o
modelo de Ising de spins mistos aleatério e definimos alguns observaveis de
interesse. Na secao 6.3, apresentamos alguns detalhes referentes aos procedi-
mentos das simulagdes bem como alguns dos resultados obtidos. Na secao

6.4 estudamos a variancia relativa de algumas quantidades termodinamicas do

84
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sistema, e discutimos as propriedades relativas a sua auto-mediacao.

6.2 Definicao do modelo e alguns observaveis de

interesse

Consideramos um modelo de Ising de spins mistos com desordem temperada
definido em uma rede quadrada de tamanho linear L. O modelo é definido pela

seguinte Hamiltoniana

/H == —JZ {CiCjO'Z'O'j =+ (1 — CZ)(l — Cj)SiSj
(4:4)
+Cz(1 — Cj)O’Z’Sj -+ Cj(l — Ci)SZ'O'j} y (61)

onde S; = £1, 0, 0; = £1/2, e a interagao entre spins vizinhos mais proximos
é ferromagnética, J > 0. Associamos a cada sitio ¢ da rede uma variavel de
ocupacao ¢;, tal que se ¢; = 1 o sitio esta ocupado por uma particula com spin
o =1/2ese ¢; =0 esta ocupado por uma particula com spin S = 1. Os sitios
sao ocupados de forma independente uns dos outros, e podemos escrever uma
distribuicao de probabilidades para as variéveis de ocupacao da seguinte forma

P(ci)) == 00+ 0c1), ©=1,2,...,N. (6.2)

N =

Calculamos algumas quantidades termodinamicas de interesse tais como: a

magnetizacao mr, a energia Er, a susceptibilidade xz e o calor especifico ¢y,
7 7 7

]

por spin definidos abaixo como

el

N

Z {1 = c)Si + cioi}

=1
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e =N ([(ED)] - [(E1)]) - (6.6)

Para localizarmos o ponto critico, usamos o cumulante de Binder de quarta
ordem definido como .

v, =1 mul (6.7)

3| (m3)?]

Nas expressoes acima |[---| denota a média sobre as amostras do sistema, e
(---) denota a média térmica. Usamos a teoria de escala de tamanho finito
para estimarmos os expoentes criticos estaticos 3, v e v no ponto critico do
sistema. Em torno do ponto critico, temos as seguintes relacoes de escala para

as observaveis em um sistema de tamanho finito:

mp(T) = L™P"my(LY¢), (6.8)
xo(T) = L"xs(L'e), (6.9)
UL(T) = Us(LY"), (6.10)

onde ¢ = (T'—T,) /T, é a temperatura critica reduzida, e my, x+ e Uy sdo
funcoes de escala, e os indicies + e — referem-sea T > T, e T < T,. Derivando

a eq. (6.10) com relagdo a temperatura T, obtemos a seguinte relacao

(6.11)

Assim, no ponto critico, as relagoes de escala (6.8), (6.9) e (6.11), tomam

a seguinte forma:

mp(T,) = L7P"my(0), (6.12)
xo(T.) = L x:(0), (6.13)
Ui (T,) = Ll/“UiT(O). (6.14)

As relagoes (6.12) e (6.13), nos dao estimativas para a razao entre os expoentes
B/v e v/v, respectivamente, e a eq. (6.14) nos permite determinar o expoente

critico v relacionado ao comprimento de correlacao.
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Como veremos adiante, o calor especifico ¢y, em torno da temperatura
critica, diverge muito lentamente quando o tamanho do sistema L aumenta.
Uma proposta razoavel é assumir uma divergéncia logaritmica [59] para o calor
especifico dada por

c(T) = ¢y In[Les (LV7e)] (6.15)

que no ponto critico torna-se
cr(T,) =+ ¢ In(L) (6.16)

onde c¢; e cp sao duas constantes.

6.3 Procedimentos e resultados

Técnicas de simulacao computacionais tém sido aplicadas a sistemas magné-
ticos desordenados [21]|. Para o estudo do modelo de Ising de spins mistos com
desordem temperada usamos a técnica de simulagdao de Monte Carlo. Consi-
deramos uma rede quadrada de tamanho linear L, com valores de L variando
desde L = 12 até L = 48 e consideramos condicoes de contorno periédicas.

Preparamos o sistema com os spins distribuidos aleatoriamente na rede,
ou seja, escolhido um sitio da rede, ele pode estar ocupado por um spin do
tipo o ou S, tendo como primeiros vizinhos spins do tipo o ou S. Os spins sao
distribuidos na rede de tal forma que mantemos constante as concentragoes das
espécies o e S. Aqui, as concentracoes foram tomadas iguais. Cada tentativa
de mudanca do estado de um dado spin na rede é aceita de acordo com a
prescrigao de Metropolis, w(a — o) = min[l,exp(—BAFE)], onde AE é a
variacao de energia (Ey — E,), e 8 = 1/kgT. Para se atingir o regime de
equilibrio devemos esperar pelo menos 1 x 10® MCs (passos de Monte Carlo)
para todos os tamanhos de rede considerados. Entao, para se estimar os valores
médios das quantidades de interesse foram tomadas mais 5 x 10° MCs, ap6s o
sistema ter atingido o estado de equilibrio, para qualquer tamanho de rede. As
meédias sobre a desordem foram realizadas sendo que utilizamos 50 amostras

independentes para as redes no intervalo 12 < L < 48.
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Figura 6.1: Magnetizagdo my em funcdo da temperatura T para varios tamanhos
de rede L indicados na figura.
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Figura 6.2: Cumulante de quarta ordem Uy, em funcgdo da temperatura T para
vérios tamanhos de rede L indicados na figura.
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Na figura 6.1 mostramos o comportamento da magnetizacao em funcao
da temperatura 7T para varios tamanhos do sistema. Podemos observar que
as magnetizacoes vao a zero com o aumento da temperatura, o que indica a
ocorréncia de uma transicao de fase. A temperatura é medida em unidades de
J/kB

Para se estudar a transicao com mais detalhes, calculamos o cruzamento dos
cumulantes de Binder de quarta ordem Uy, para estimar o valor da temperatura
T na qual a transicao ocorre. De acordo com a teoria de escala de tamanho
finito para as transicoes de fase continuas, o comportamento de tamanho finito
é governado pela razao L/, onde £ é o comprimento de correla¢do. A relagao
de escala para o cumulante de quarta ordem mostra que, na temperatura
critica, onde o comprimento de correlacio é infinito, todas as curvas devem se
cruzar em um unico ponto, pois a razdo L/& é nula para todos os tamanhos L.
Para encontrar a temperatura critica, mostramos na figura 6.2 os cumulantes
U (T) versus a temperatura 7', para véarios tamanhos de rede do sistema. Nossa

estimativa para a temperatura critica adimensional é T, = 0.708 + 0.004.

30 | T | T |
B A GOHOL=12 T
25— —EL=16 -
i < L=20
AAL=24
20— +—+L=32

Figura 6.3: Susceptibilidade xr em fun¢do da temperatura T para varios tamanhos
de rede L indicados na figura.
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A susceptibilidade x; em funcdo da temperatura 7' é mostrada na figura
6.3. Para sistemas finitos x; apresenta um pico caracteristico em torno da
temperatura critica T,, que aumenta em altura com o aumento da dimensao
linear do sistema L. Na figura 6.4 apresentamos também as medidas do calor
especifico. Os picos observados nas curvas do calor especifico exibem uma
fraca dependéncia com o tamanho do sistema, se comparados com aqueles da
susceptibilidade. A posicao do pico do calor especifico e da susceptibilidade
pode ser pensada como que definindo uma temperatura pseudocritica 7™ (L),
que se aproxima de T, quando L — oo [43], como podemos observar nas figuras
6.3 e 6.4.

Figura 6.4: Calor especifico ¢;, em funcdo da temperatura 7' para varios tamanhos
de rede L indicados na figura.

A partir das simulacoes de Monte Carlo, podemos também calcular os
expoentes criticos do modelo. Por exemplo, na figura 6.5 (a), mostramos o
grafico log-log de m; em funcao da dimensao linear L no ponto critico. O
melhor ajuste aos dados nos fornece o valor /v = 0.125 + 0.005. Um outro
expoente critico estatico de interesse é aquele associado & susceptibilidade. A

partir do grafico log-log de xr no ponto critico, podemos determinar a razao
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Figura 6.5: Graficos log-log (a) do pardmetro de ordem mp, (b) da susceptibilidade
xL € (c) da derivada do cumulante Uy, em fun¢do do tamanho linear da rede, no
ponto critico. A linha reta representa o melhor ajuste para os dados. Os tamanhos
dos circulos sdo escolhidos de tal forma que as barras de erro fiquem dentro deles.

entre os expoentes v e v. Na figura 6.5 (b), a inclinacao da linha reta, que
1.74 + 0.09.

O expoente v, que estd relacionado ao comprimento de correlagao, pode ser

nos fornece o melhor ajuste aos dados da simulacdo da v/v =

obtido da eq. (6.14). Vimos que, na temperatura critica 7., a derivada do
cumulante U (T,) se escala com L'”. Entdo, do grafico log-log de U} versus
o comprimento L, o melhor ajuste aos dados de Monte Carlo nos fornece
v =1.08 £ 0.04 (figura 6.5 (c)).

Na figura 6.6 mostramos o comportamento de escala para a divergéncia

logaritmica do calor especifico. Os valores do maximo do calor especifico

C’Z’LGCE

de as constantes sao ¢; = 2.43+0.04 e ¢, = 0.45 £+ 0.03.

Como vimos anteriormente, uma outra alternativa para se estimar os valo-

(T.) foram ajustados pela eq. (6.16), e apresentados na figura 6.6, on-

res dos expoentes criticos é pelo colapso dos dados. Apresentamos os gréaficos
de mp LA/ (figura 6.7 (a)) e x,L~"/" (figura 6.7 (b)) contra |e| L'/*. Os dados
para todos os tamanhos de rede considerados estao localizados em dois ramos:
um para € > 0 e outro para e < 0, onde ¢ = (T'—1T)/T,. A fase desordenada é
dada por € > 0. A partir da inclinacao destas curvas para valores grandes do
parametro |¢| L'/* podemos determinar os expoentes 3 e vy, no caso de ¢ > 0.

Por outro lado, os outros ramos, para valores grandes de \5|L1/ Y. nos dao
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Figura 6.6: Grafico do valor maximo do calor especifico em fun¢do do tamanho
linear do sistema L, no ponto critico. A linha reta representa o melhor ajuste para
os pontos, usando a Eq. (6.16). As constantes encontradas pelo ajuste sdo ¢; =

243 +£0.04 e ¢ = 0.45 + 0.03.

B—v e, see <0. Os melhores valores encontrados para os expoentes criticos
empregando o procedimento descrito acima sao os seguintes: 5 = 0.125+0.001,
v=1744+0.01 e v =1.01 +0.02.

6.4 Auto-mediacao

Nesta se¢do, estudamos como a variancia relativa Rp(L) se escala com o ta-
manho L do sistema. A variancia relativa da média térmica de uma quantidade

fisica qualquer (P), é definida por

[(P)] = (P)I*
Py

Se diz que uma propriedade termodindmica de um sistema exibe auto-mediacao

Rp(L) = (6.17)

se Rp(L) — 0 para L — oo [28,60]. Para calcular a variancia relativa utiliza-

mos cerca de 100 amostras para qualquer tamanho de rede L (16 < L < 128).
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Figura 6.7: Colapso dos dados em torno do ponto critico da transi¢ao entre as fases
ordenada e desordenada do (a) parametro de ordem my, e da (b) susceptibilidade
XL, para diferentes valores de L como indicado nas figuras. O pardmetro € é definido

por € = (T' —T,)/T,. As linhas retas representam o comportamento assint6tico das

funcoes de escala. Os melhores valores determinados para os expoentes criticos sao
vr=1.01+£0.02, 5 =0.125+0.001 e vy = 1.74 £ 0.01.
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Figura 6.8: Graficos da variancia relativa (longe do ponto critico, para T' = 0.4)

contra o tamanho linear da rede L. (a) Variéncia relativa da magnetizagdo m, (b)

variancia relativa da susceptibilidade yx.
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Figura 6.9: Graficos da variancia relativa (longe do ponto critico, para T' = 0.40)
contra o tamanho linear da rede L. (a) Variancia relativa da energia F, (b) variancia
relativa do calor especifico c.

6.4.1 Variancia relativa longe do ponto critico

Longe da criticalidade, o comprimento de correlacao é finito e se espera
que o sistema se comporte similarmente a uma cole¢ao de sistemas pequenos
e independentes. O argumento de Brout |24| prediz que a variincia se escala
com L™¢ (onde d = 2 é a dimensdo do sistema). Mostramos a seguir que
esse argumento é realmente confirmado para as quantidades fisicas calculadas
longe do ponto critico. Para isso, calculamos o valor de d fazendo-se um
grafico log-log de Rp(L) contra L. A inclinagdo dard o valor esperado da
dimensao espacial. Por exemplo, os valores que encontramos para x e ¢ sao
d = 2.10 £ 0.09, 2.19 &+ 0.20, respectivamente. Os resultados mostram que o
argumento de Brout parece ser confirmado, e que as grandezas calculadas sao
fortemente auto-mediadas distante do ponto critico.

Calculamos a variancia relativa para a temperatura 7' = 0.40 (7. = 0.708).
Na figura 6.8, apresentamos a varidncia relativa para a magnetizacdo R,,(L) e
para a susceptibilidade R, (L), em funcdo da dimensdo linear do sistema, longe

do ponto critico. Quando L — oo, as varidncias vao para zero, o que confirma
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que estas quantidades fisicas sao fortemente auto-mediadas. Podemos observar
0 mesmo comportamento para a variancia relativa da energia Rg(L) e do calor

especifico R.(L), como mostrado na figura 6.9.
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Figura 6.10: Gréaficos da variéncia relativa (no ponto critico, para T = 0.708) contra
o tamanho linear da rede L. (a) Variancia relativa da magnetizagéo m, (b) variancia
relativa da susceptibilidade x.

6.4.2 Variancia relativa no ponto critico

Na figura 6.10 apresentamos a variincia relativa R,, (L) para a magnetizagio
m e R, (L) para a susceptibilidade y, em fun¢ao da dimensdo linear do sistema
L, na temperatura critica T,. Como podemos observar R,,(L) e R, (L) nao
vao a zero quando o tamanho da rede L aumenta: logo, a magnetizacao e a
susceptibilidade nao sao auto-mediadas na criticalidade. Entretanto, na figura
6.11, apresentamos a variincia relativa Rg(L) para a energia F, e R.(L) para
o calor especifico ¢, na temperatura critica. Rg(L) e R.(L) sdo grandes para L
pequeno, mas tornam-se pequenos para L grande. De qualquer forma, é facil
perceber que Rg(L) e Rg(L) — 0 quando L — oo. Logo podemos afirmar
que estas quantidades exibem uma fraca auto-mediacao (weak self-averaging).

Em outras palavras, na criticalidade, as médias térmicas da energia e do calor
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especifico flutuam pouco de amostra para amostra quando o sistema torna-se
muito grande [29].
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Figura 6.11: Graficos da variancia relativa (no ponto critico, para T' = 0.708) contra
o tamanho linear da rede L. (a) Variancia relativa da energia F, (b) variancia relativa
do calor especifico c.



Capitulo 7
Conclusoes e perspectivas

Na presente tese estudamos inicialmente um modelo de Ising de spins mistos
ferromagnético em uma rede quadrada. Spins de magnitude o = 1/2 foram
colocados em uma das sub-redes, enquanto que spins de magnitude S = 1
foram colocados na outra sub-rede. O sistema esta em contato com um banho
térmico numa temperatura fixa e, ao mesmo tempo, sujeito a um fluxo exter-
no de energia. O contato com o banho térmico é simulado pela mudanca de
um tnico spin na unidade de tempo (processo de Glauber), com probabilidade
p, enquanto que o fluxo de energia é descrito por um processo envolvendo a
mudanca simultanea de um par de spins vizinhos mais préximos, com proba-
bilidade (1 —p). Através de simulagoes de Monte Carlo e argumentos de escala
de tamanho finito determinamos o diagrama de fases do modelo no plano tem-
peratura 7' versus parametro de competicao p. Mostramos que o diagrama
de fases contém trés fases separadas por duas linhas de transicées continuas e
apresenta a mesma topologia que o obtido na aproximagao de pares. Quando o
fluxo de energia é muito pequeno o sistema esta ordenado, com os spins de am-
bas as sub-redes apontando no mesmo sentido. Para valores grandes do fluxo
de energia, o sistema estd também ordenado, mas com os spins das sub-redes
apontando em sentidos opostos. Para quase todos os valores de p, o diagrama
de fases exibe uma fase paramagnética bem definida onde as magnetizacoes de
sub-rede sao nulas.

Em seguida, estudamos o caso com acoplamento antiferromagnético entre
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os spins o e S. Mostramos que o diagrama de fases também contém trés fases
separadas por duas linhas de transi¢oes continuas. Quando o fluxo de energia
é muito pequeno o sistema esta ordenado antiferromagneticamente, enquanto
que para valores grandes do fluxo de energia, o sistema fica em um estado
estacionario ferromagnético. Para valores intermediarios do fluxo de energia o
sistema permanece num estado paramagnético. O diagrama de fases é similar
ao encontrado no caso ferromagnético. Mudando-se o sinal do acoplamento
magnético é equivalente a trocar no diagrama de fases o lugar ocupado pelas
fases ferromagnética e antiferromagnética. Esta simetria nao é observada para
o modelo de Ising puro quando mudamos o sinal do acoplamento magnético
e 0 mecanismo de troca de dois spins é do tipo Kawasaki. A conservacao do
parametro de ordem na cinética de Kawasaki destréi a fase ferromagnética.

Determinamos também os expoentes criticos v, [ e v para o modelo de
Ising de spins mistos ferromagnético e antiferromagnético. Os valores que en-
contramos para os expoentes criticos estaticos destes modelos fora do equilibrio
termodinamico os coloca na mesma classe de universalidade do modelo de Ising
bidimensional, no equilibrio.

Estudamos também o modelo de Ising de spins mistos com a inclusao do
termo de campo cristalino. Inicialmente, fizemos um estudo preliminar do
modelo usando duas abordagens diferentes a nivel de campo médio: uma em
que obtemos uma expressao para a energia livre, e uma outra onde resolve-
mos o conjunto de equagoes de movimento obtido a partir do formalismo da
equacao mestra. Em ambos os casos foram analisados apenas os estados de
equilibrio do modelo. Os diagramas de fases obtidos, no plano temperatura 7’
versus intensidade do campo cristalino D, sao idénticos, e exibem um ponto
tricritico. Em seguida, estudamos o modelo sujeito a dois processos dinamicos
competitivos. No estudo deste modelo aplicamos a aproximacao de pares di-
namica e simulacoes de Monte Carlo. Determinamos o seu diagrama de fases
no plano 7' versus D, para varios valores do parametro de competicao p, e
encontramos uma linha de pontos tricriticos para esse sistema termodinami-
co fora do equilibrio somente na aproximagcao de pares. Construimos ainda o

diagrama de fases correspondente no plano campo cristalino D versus para-
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metro de competicao p. Nossos calculos, baseados na aproximacao de pares
e nas simulacoes, fornecem um diagrama de fases onde aparecem trés fases
diferentes: ferromagnética, antiferromagnética e paramagnética. Observamos
que a area ocupada pela fase paramagnética ¢ maior nas simulacdes do que
na aproximacao de pares. No entanto, a aproximacao de pares prediz pontos
tricriticos para valores grandes de p, o que nao é confirmado nas simulagoes
de Monte Carlo, onde as transicoes sao todas continuas.

Finalmente, estudamos o modelo de Ising de spins mistos com desordem
temperada numa rede quadrada. O modelo consiste de dois tipos diferentes de
particulas com spins o = 1/2 (estados £1/2) e S = 1 (estados +1,0). Estas
particulas sao distribuidas aleatoriamente na rede, e consideramos somente
interacOes entre spins primeiros vizinhos. Através de simulacoes de Monte
Carlo e argumentos de escala de tamanho finito, calculamos os expoentes cri-
ticos estaticos [, 7, v e mostramos que este modelo estd na mesma classe
de universalidade do modelo de Ising bidimensional. Investigamos também
o comportamento da variancia relativa de algumas quantidades termodinami-
cas. Mostramos que na criticalidade as grandezas termodinamicas tais como a
magnetizagao e a susceptibilidade nao sao auto-mediadas, embora a energia e
o calor especifico apresentem uma fraca auto-mediacao. Por outro lado, longe
do ponto critico, os resultados encontrados estao de acordo com os argumentos
de Brout.

Como uma perpectiva para trabalhos futuros nessa area, destacamos um
estudo mais sistemético acerca da temperatura de compensacao que apresen-
ta algum interesse tecnolégico. Por exemplo, seria interessante investigar o
comportamento do ponto de compensacao de sistemas de spins mistos fora do
equilibrio, particularmente quando o sistema é submetido a um fluxo externo
de energia, como vimos nesta tese.

Além desse topico, a inclusao de campo magnético externo varidvel poderia
nos dar indicagoes relativas ao ciclo de histerese desses sistemas, bem como
verificar o aumento da coercividade na temperatura de compensagao quando

a intensidade do campo magnético aumenta.
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