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Resumo

Os quons são partículas que obedecem a estatísticas intermediárias entre as estatísticas de 

Bose e de Fermi. O que fazemos neste trabalho é apresentar um método para se construir de 

maneira sistemática uma base de muitos corpos quônica restrita ao subespaço anti-simétrico 

do espaço quônico total. Feito isto, consideramos o hamiltoniano de Lipkin para N quons, 

onde discutimos o efeito do parâmetro de deformação q na energia do estado fundamental, 

obtida pelo método de Hartree-Fock e na energia de excitação, obtida pelos métodos de R.P.A. 

e Tamm-Dancoff. O efeito do parâmetro q é tornar as partículas do sistema menos ligadas.



Abstract

Quons are particles that obey intermediate statistics between Bose and Fermi statistics. In 

this work we present a method to build in a systematic way a quonic basis restricted to the 

antisymmetric subspace of the whole quonic space. Then, we consider the Lipkin model ha- 

miltonian for AT quons, where we investigate the effect of the deformation parameter q in the 

ground state energy obtained by the Hartree-Fock method and in the excitation energy obtained 

by R.P.A. and Tamm-Dancoff methods. The q parameter tends to decrease the bound energy of 

the system.



Introdução

A generalização das álgebras de Lie usuais dá origem às álgebras quânticas, que consti
tuem uma poderosa ferramenta matemática para a descrição de sistemas físicos. Os primei
ros exemplos destas álgebras apareceram com os seguintes autores [1]: Kulish e Reshetichin 
(1981) e Skliagin (1982). As álgebras quânticas também foram desenvolvidas posteriormente 
por Drinfeld (1985), Jimbo (1986) e Reshetíchin et al (1989). A primeira aplicação destas 
álgebras a sistemas quânticos foi feita por Biedenham (1989), onde um q-análogo do oscilador 
harmônico foi construído. A utilização destas álgebras nos permite explorar simetrias além da
quelas apresentadas pelas álgebras de Lie usuais. As simetrias nas quais estamos interessados 
são aquelas que descrevem partículas com estatísticas intermediárias entre as estatísticas usuais 
de Bose-Einstein e Fermi-Dirac. A primeira tentativa de ir além das estatísticas usuais parece 
ter sido iniciada por G. Gentile [2], No entanto, a estatística de Gentile não era uma estatística 
quântica propriamente [3]. Mais tarde, outros pesquisadores começaram a investigar tal possi
bilidade, como por exemplo Green [4], que em 1953 investigou a generalização dos métodos de 
quantização de campos, tomando as estatísticas de Bose e de Fermi casos particulares destes.

Em particular, estudaremos as partículas cuja estatística tem pequeno desvio em relação às 
estatísticas de Bose-Einstein e Fermi-Dirac. Estas partículas são chamadas de quons* e são 
descritas através da álgebra de quons [3, 5]. Esta álgebra é caracterizada por um parâmetro q, 
cujo intervalo pode variar entre -1 e 1, sendo que nos seus extremos recuperamos as estatísticas 
usuais de Fermi e de Bose, respectivamente.

Neste trabalho não estamos interessados em investigar a existência ou não destas partículas, 
queremos simplesmente usufruir do grau de liberdade a mais introduzido pelo parâmetro q na 
álgebra de quons para a descrição dos sistemas físicos, onde daremos continuidade ao trabalho 
desenvolvido na Ref. [6], na qual foram exploradas as propriedades do subespaço permutacional 
simétrico do espaço quônico total.

A continuidade do trabalho anteriormente citado, será explorar o subespaço permutacional 

‘ O nome quons foi dado em analogia a muons.

9
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anti-simétrico do espaço quônico total, ou seja, construiremos uma teoria de muitos corpos para 
quons cuja dinâmica esteja restrita ao subespaço anti-simétrico. Para isto, apresentaremos no 
capítulo 1 as propriedades gerais da álgebra de quons e o fato de o espaço quônico total poder 
ser divido em subespaços que englobam todas as simetrias permutacionais possíveis.

No capítulo 2, levando em conta a separabilidade do espaço quônico, apresentaremos uma 
maneira sistemática de construir estados totalmente anti-simétricos. Serão ainda mostradas 
algumas propriedades relacionadas a estes estados, tais como: ortonormalidade, a relação en
tre dois operadores de criação ou aniquilação que atuam sucessivamente em um estado anti- 
simétrico e o cálculo do valor esperado de operadores de um e dois corpos. Mostraremos ainda, 
que é possível construir operadores de quasi-spin pelo método de Schwinger a partir de opera
dores de quons que satisfazem a álgebra su(2).

Como aplicação do formalismo desenvolvido, no capítulo 3 consideraremos o hamiltoniano 
de Lipkin [7] com as partículas constituintes sendo quons e não mais férmions. A escolha do 
modelo de Lipkin é justificada por este ser um modelo que serve como laboratório para testar 
os métodos aproximativos em sistemas de muitos corpos. A dinâmica deste modelo para. quons 
será restringida para valores de q próximos de —1, descrevendo partículas que chamaremos de 
quasi-férmions. Encontraremos a solução para a energia do estado fundamental deste sistema 
pelo método de Hartree-Fock, investigando o efeito do parâmetro de deformação nesta solução 
e suas possíveis interpretações físicas.

No capítulo 4, faremos o estudo da energia de excitação do primeiro estado excitado no 
modelo de Lipkin. Construiremos uma versão deformada do método de RPA (Randorn Phcise 
Approximation) [8J usual, o qual chamaremos de RPAq, para encontrar uma solução para a 
energia de excitação dos quasi-férmions. Também será construída uma versão deformada do 
método de Tamm-Dancoff [8], o qual será chamado de método de Tamm-Dancoff  deformado. 
Novamente, temos como objetivo entender qual o efeito do parâmetro q na solução aproximada 
e obter uma interpretação física para este. Na última seção deste capítulo, tentamos entender 
como deve variar q para que a solução obtida pelo método de RPAq seja igual à solução exata.

Finalmente, apresentamos as conclusões e as perspectivas futuras deste trabalho.



Capítulo 1

A álgebra de quons

1.1 Propriedades gerais da álgebra

A álgebra de quons é caracterizada pela relação de q-mutação [3, 5, 9], dada por

[oj, =  ai(l3 QCLjCli — (1-1)

onde — 1 < q < 1. É fácil perceber na Eq.(l.l) que quando q =  1 recuperamos a estatística 
bosônica e que quando q =  — 1 recuperamos a estatística fermiônica. Para garantir que a norma 
dos estados seja positiva [10, 11], o parâmetro q só pode variar no intervalo acima citado.

A construção do espaço de Fock é feita através da combinação linear dos monómios

|(j)m) =  ai! ■ • ■ aj j0 ) ;  jk =  1,2, . . .  m =  1,2, . . . ,  (1.2)

onde o vácuo é definido por
afc|0) =  0, para todo k. (1.3)

Os duais dos estados | (j)m) são

{(j)m| =  (0|aJro. . . a jV (1.4)

É importante salientar que na álgebra de quons não é possível obter nenhuma relação de 
comutação [5] entre dois operadores de criação ou entre dois operadores de aniquilação. Nos

11



CAPÍTULO 1. A  ÁLGEBRA DE QUONS 12

casos bosônico e fermiônico estas relações são bem definidas. Para entendermos isto melhor, 
supomos a existência do seguinte estado

para alguma constante a. Aplicando a Eq.(l.l) em ai|s) =  0 e 02 |s) =  0, obtemos q = 
±1. Portanto, não podemos estabelecer nenhuma relação linear entre os monómios [10, 11]. 
Lembramos que para o cálculo dos elementos de matriz não é necessário o conhecimento das 
relações de comutação entre tais operadores, basta através da Eq.(l.l) levar os operadores de 
aniquilação para a direita e/ou os operadores de criação para a esquerda.

Uma vantagem do ponto de vista técnico na utilização da álgebra de quons com relação às 
álgebras q-deformadas [12], por exemplo, é que é possível construir operadores de quons que se 
comportam como operadores tensoriais irredutíveis da álgebra su(2) [13]. Como conseqüência 
disto, as regras de acoplamento de momento angular para quons são as mesmas obedecidas por 
bósons e férmions.

Um operador de grande importância na teoria de muitos corpos é 0 operador número, pois 
a partir deste podemos construir operadores para a energia, momento angular, etc. Nos casos 
bosônico e fermiônico este é um operador simples, um operador de um corpo, mas para quons, 
como veremos, este é um operador de infinitos corpos. Definamos primeiramente 0 operador 
de transição naß [3, 5], que deve obedecer as relações de comutação usuais,

O-6)

J ó (2a . (1.7)

sendo que este operador aniquila uma partícula no nível ß e cria uma partícula no nível a. 
Pode-se mostrar que a sua forma geral [14] é uma série infinita em a e at , dada por

00

n a0 =  a g a ß ^  (1-8)
n = l (*1 ,in) *

onde a soma sobre 7r significa que devemos considerar todas as permutações dos índices i{, 1-2 , 13, 
. . . ,  in, inclusive as suas repetições. 7r(ti), 7t(í2), . . . ,  7r(ín) correspondem a cada uma destas 
permutações e é 0 adjunto de Y. Os operadores Ygiu...̂ n são obtidos através das relações de
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recorrência [14, 15]

13

YßiU ~M +l ~  £̂«l>">*T>0 *n+l a in + l^ ß il,—,»n> (1*9)

com
Yßi =  üßüi — qaidß. (1.10)

Os coeficientes ^(*0 , -,ur(«Tx),*i,-são funções somente do parâmetro de deformação q [14, 15]. 
Os primeiros termos da série (1.8) [16, 17] são

naß =  alaä +  (1 -  ç2) - 1 ^ ( < 4 4  -  g 4 a jíl)(a/3am -  qamaß) + . . . .  (1.11)
m

O operador número é um caso particular em que a — ß [5], ou seja,

na = alaa + (1 -  ç2)- 1  ̂ ( 4 , 4  -  ç4 aJn)(aQam - 90^ )̂ + .... (1 .12)
m

Como exemplos de aplicações do operador número, obtemos a energia total de um sistema 
de N  quons livres,

N

E ^ ^ e i U i ,  (1.13)
»=1

onde Cj é a energia do estado i. Ainda, na Ref. [13], o operador número acima definido, e 
utilizado na construção de operadores de momento angular que obedecem a álgebra su(2).

1.2 O espaço quônico

O espaço quônico total é um espaço muito rico, no sentido de que este engloba os espaços 
usuais, fermiônico e bosônico. Isto se deve ao fato de q poder variar entre — 1 e 1 na relação 
de q-mutacão. O espaço de N  quons idênticos contém todo tipo de simetria permutacional 
de acordo com a permutação dos rótulos das partículas. Portanto, podemos separar o espaço 
quônico total em subespaços pemutacionais: simétrico, an ti-simétrico e de simetria mista.

Uma maneira de se construir uma base de estados pertencente a cada um destes subespaços 
é através dos diagramas de Young ou Young Tableaux [18] ou através da diagonalização da 
matriz de overlap [6].

ÍBibiioteca Universitária | , ^ g 9- 4
i UFSC ! 0 b



CAPÍTULO 1. A ÁLGEBRA DE QUONS 14

Os diagramas de Young constituem uma ferramenta para construir os estados de base de 
um dado espaço, levando em conta todas as simetrias permutacionais possíveis pela troca dos 
rótulos das partículas. Estes são descritos por caixas, onde uma caixa representa uma partícula. 
Cada configuração destas caixas descreve um subespaço permutacional acessível. A maneira 
em que estas caixas são arranjadas é tal que o número de caixas em uma linha é sempre me
nor ou igual ao número de caixas da linha superior. Os diagramas devem ser preenchidos com 
números inteiros positivos obedecendo a regra de que em cada linha os números não decrescem 
da esquerda para a direita e em uma coluna os números crescem de cima para baixo. Diagramas 
com caixas na horizontal descrevem estados simétricos, na vertical estados anti-simétricos e 
com caixas misturadas descrevem estados com simetrias mistas. Os procedimentos e regras de 
construção dos estados utilizando os diagramas de Young, utilizados aqui, podem ser encontra
dos na Ref. [18]. Usaremos este método de construção de estados para mostrar que o espaço 
quônico total pode ser separado em subespaços. Como exemplo, construiremos os estados para
2 e 3 quons através dos diagramas de Young. Abaixo representamos os diagramas de Young 
para N  = 2 partículas,

operador de anti-simetrização para duas partículas. Então, os estados normalizados para dois 
quons podem ser escritos como,

(1.14)

e

= (1.15)

onde representa os estados simétricos não normalizados, construidos por =  S ^ ^ l ,  2), 
\j/s =  f ( l , l ) e $ s  =  ^(2,2),  sendo que S12 =  /  +  A 2 é o operador de simetrização para 
duas partículas, /  é a identidade e P 12 significa a permutação da partícula 1 com a partícula 2. 
^ A representa o estado anti-simétrico, dado por 'í' a =  Â12̂ ( l ,  2), onde Â í2 =  /  — P t2 é o

(1.16)

e

^  = /o/!'- • M <i ”
V  2(Í -  q)

(1.17)



Os diagramas de Young para N  =  3 partículas são

* s  =

CAPÍTULO 1. A ÁLGEBRA DE QUONS

(1.18)

15

= (1.19)

( 1.20)

onde representa os estados de simetria mista.

Seguindo o procedimento análogo para N  =  2 quons, onde utilizaremos a seguinte notação, 
a l a - l o )  =  [123), obtemos os seguintes estados normalizados:

I *s> 

I*a>

I

I^ â )

I^Ms)

|^AÍA)

\ /6 ( l  + 2q + 2q2 +  73) 
_________ 1_________
\/6 ( l  - 2 q + 2q2 -  q3)

1

(| 123) +  |213) +  1132) +  |231) +  |321> +  |312» , 

(] 123) -  |213) -  1132) +  [231) -  [321) +  [312)),

y /l2 (l + q ~ q2 -  q3)
1

(|123) -  |213) +  2| 132) +  [231) -  [321) -  2|312>),

\J 4(1 +  q ~ q2 ~  q3) 
________1________
\J4(1 - q - q 2 + q3) 
________ 1________
^12(1 -  q ~ q2 +  q3)

(—1123) — |213) +  |231) +  |321)), 

(1123) — |213) — |231) +  [321)),

(|123) +  |213) -  2[ 132) +  |231) +  |321) -  2|312)),

(1.21)

onde ['ÍMi), |^ aí2). I^m3) e |^ m4) são os estados de simetria mista e onde omitimos neste caso 
as repetições dos índices, as quais podem ser obtidas como casos particulares.

Podemos obter os mesmos estados gerados através dos diagramas de Young usando a diago
nalização da matriz de overlap. Esta matriz é formada por todas as combinações dos produtos



CAPÍTULO 1. A ÁLGEBRA DE QUONS 16

dos monómios de um espaço. Como exemplo, escrevemos a matriz de overlap para dois quons 

^ (0|aiai<4a

(0|a2a2aí o.
A =

(0|aiO2o{a 

 ̂ (0|a2aia{a

|0) (0|oiOia^allO) (OlaiOioíallO) (O laio^aí|0) ^

|0) (0|a2a2a^O2|0) (0|o2a2a|o2|0) (0|a2a2a^aí |0)

|0) (Ola^OjOjIO) ( O la ^ a ^ l O )  (O lo^a^aj |0)

|0) (0 |a2ai44 l°) (0|o2Oiaía||0) (0|a2ai4aí|0)

( 1.22)

Calculando os elementos de matriz de A, obtemos

A  =

1 + 9  0 0 0

0 1 + q 0 0

0 0 q 1

0 0 1 q J

(1.23)

Notemos que a matriz A pode ser diagonalizada em blocos, onde neste caso é necessário di- 
agonalizar somente o bloco inferior, referente ao produto dos monómios aí(4|0) e o|o{ !0). 
Diagonalizando esta matriz obtemos os mesmos estados dados em (1.16) e (1.17).

Seguindo o raciocínio empregado na diagonalização da matriz A, a construção da matriz de 
overlap para N  =  3 pode ser feita através da sub-matriz,

/

B

(123 123) (123|132) (123|213) (123|231) (123(312) (123(321)

(132 123) (132|132) (132|213) (132|231) (132(312) (132|321)

(213 123) (213)132) (213(213) (213(231) (213(312) (213|321)

(231 123) (231|132) (2311213) (2311231) (2311312) (231(321)

(312 123) (312(132) (312|213) (312(231) (312|312) (312|321)

(321 123) (321|132) (3211213) (321|231) (321(312) (3211321)

\

(1.24)
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Calculando os elementos de matriz de B, obtemos

1 Q q q2 q2
,  \ r

q 1 q2 q3 q q2

Q q2 i q q3 q2

q2 q3 q i q2 q

q2 q <? q2 i q

u q2 q2 q q 1 /

Como resultado da diagonalização da matriz acima obtemos uma base para N  =  3 quons. Esta 
base não é necessariamente a mesma obtida utilizando os diagramas de Young, como mostrado 
na Ref. [6]. Os casos onde há repetição dos índices são casos particulares da combinação destes 
monómios, a menos de fatores de normalização independentes de q. Naturalmente, o processo 
exemplificado acima, pode ser extendido para um número qualquer de partículas.



Capítulo 2

O subespaço totalmente anti-simétrico

2.1 Obtenção da base de estados

Como já mencionado, neste trabalho estamos interessados em desenvolver uma teoria de 
muitos corpos para quons restritos ao subespaço an ti-simétrico, dando continuidade ao trabalho 
desenvolvido na Ref. [6], onde foi construída uma teoria de muitos corpos para quons restritos 
ao subespaço simétrico. Como pré-requisito para o desenvolvimento da nossa teoria, devemos 
saber como são os estados de muitos quons no subespaço anti-simétrico. Poderíamos utilizar os 
diagramas de Young ou a diagonalização da matriz de overlap para a construção de tais estados. 
Porém, o uso destes dois métodos para um número grande de partículas toma-se excessivamente 
dispendioso. O que procuramos fazer, foi desenvolver uma maneira sistemática para construir 
uma base de estados para N quons restritos ao subespaço anti-simétrico do espaço quônico 
total. Como exemplo, construiremos inicialmente os estados totalmente anti-simétricos com 
representação no espaço de Fock para N  =  2 e iV =  3 quons. Novamente, devido ao fato 
de não haver nenhum tipo de relação de comutação entre dois operadores de criação devemos 
levar em conta todas as combinações possíveis dos rótulos das partículas. Assim, um estado 
anti-simétrico de 2 quons pode ser escrito como

12;^), =  jV2(aí(4 ~  4 aí)l°)> (2-1)

onde N i é a norma deste estado, o número 2 do lado esquerdo da equação é o número de quons 
e A  representa que o estado é totalmente anti-simétrico. Encontramos jV*2 usando a condição de

18
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normalização

g(2; -A|2; A )q = |JV2|2(0|(o2ai - - 44)1°) = 1- (2.2)

Usando a Eqs.(l.l) e (1.3), chegamos ao seguinte resultado

N i  =  , A  - r . (2 .3 )
v/2(l -  «)

Portanto,
= “ 44) |0)- (2'4)

V  2(1 -  q)

Seguindo o mesmo procedimento para 3 quons, façamos

|3; A)g = jv3(444 - 444 -  444 + 444 + 444 - 444) l°>- (2.5)

Normalizando este estado, obtemos

i3; A)q — 1 — 0 i';-( 4 4 4  — 4 4 4  — 4 4 4  4 4 4  ^  4 4 4  — 44° i ) | o ) -
\ / 6 ( l  — 2 q  +  q 2 — q 3)

(2 .6)

Os estados em (2.4) e (2.6) conferem com os estados obtidos através dos diagramas de 
Young ou diagonalizando a matriz de overlap, dados nas Eqs.(l.l7) e (l.2l).

Extendendo o procedimento anterior para a construção de um estado genérico anti-simétrico 
de N  quons, definimos o operador de anti-simetrização* como sendo

Â N = J 2 e aPa, (2.7)
a

onde a soma é feita sobre todas as N\ permutações dos primeiros N  termos, Pa é uma permutação 
qualquer e e a é definido da seguinte maneira:

+ l, se Pa é uma permutação par,
(2.8)

—I, se Pa é uma permutação ímpar.

“Na Ref. [19] o operador de anti-simetrização é definido como A N =  ^  Y ,a eaPa-
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Então, um estado anti-simétrico para N  quons, não normalizado, pode ser escrito como

.Âjv( 4 4 4  Io)- (2-9)

Para encontrarmos a norma deste estado precisamos saber como é a atuação de um operador 
de aniquilação no mesmo. Para isto, basta notar que o operador de anti-simetrização de N  
partículas pode ser expandido como uma soma de operadores de anti-simetrização de N  — 1 
partículas, como segue abaixo:

>Â-N (a \ aí a 3 ■ • • 4 í ) l ° )  =  l(®l4®3 • • • Q^f)|0) ./Íflr_i(a2 âiG3 ■ • ■ o|v)|0) +

+ Â A T -i (4 4 â { . . .  a\f)\0) H-------h ( - ) JV_I^ iv _ i(4 a ^  . . .  a^â{)|0)], (2.10)

onde o símbolo "(chapéu) indica que o operador não é permutado. Usando as Eqs.(l.l) e (1.3),
obtemos:

aiÂN{a\c^a\ . . . 4 v ) |0) =  • • ■ «ív)I°) “  Ç.AiV-i(4a3 • • • a!v)l°) +
+qiÂN-i{.a\a\ . . .  4 r ) l° )  H------ f  • • • a !v)l0)

=  (l — 9 +  Ç2 “I------ 1" (~<Í)N l) -4ív-i(<4a3 • • ■ on0|0)

=  (  )  ^4ív_i (<4«Í - - - air)|0). (2.11)

Chamaremos
{N }  -  i = ± f ,  ,2 ,2 )

de anti-caixote do número N. O nome foi dado em analogia ao caixote de N, [iV] =  
comumente utilizado nas álgebras deformadas [12]. A definição caixote também foi usada na 
descrição das propriedades ligadas ao subespaço simétrico quônico [6,21], sendo que esta muda 
para o anti-caixote de N  trocando-se q por —q. Portanto,

oíÀ M ú  <4)l°> =  (-)* -1 w ^ - i ( < 4 4  • ■ • 4 -io Jrt • • ■ °V)|o). (2.i3)

A fase que aparece no lado direito da equação acima surge do número de permutações do 
operador a* até encontrar o seu adjunto, considerando a ordem não permutada dos operadores. 
A norma de um estado de N quons totalmente anti-simétrico, representado por |N\ A )q, é obtida
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fazendo-se

q(N\ A\N] «4>g =  1 =  |A ^ |2(0|(aN---a2a1)>lt̂ y V(at14 . . . a ] v)|0). (2.14)

Juntamente com as propriedades do operador de anti-simetrização,

Â \ = Á N e Â 2n =  Â n N\, (2.15)

obtemos
|^ v |2AT!(0|aAf • - • a-2a\ÂN{cL[a\ . . .  ajv)|0) =  1- (2.16)

Utilizando a Eq.(2.13) sucessivamente e a condição (0|0) =  1, encontramos a norma do estado

\ H n \ =  ,  1 (2.17)
1 y/{N }\N \

onde {N}\ =  {N }{N  -  1}{ÍV -  2} • • • {1}{0}!, tal que {0}! =  1.
Logo, o estado |iV; A )q será dado por

\N; A ), -  • ■ • °!v)|0)- (2.18)

Podemos verificar que os resultados (2.4) e (2.6) são casos particulares do resultado geral dado
acima. Assim, a atuação do operador de aniquilação no estado anti-simétrico de N quons nor
malizado é

a,\N ;A), = -^=^==={N }Â N-i(a\°í ■ ■ ■ • ■ • <*ir)|0)

y í iv p v
, 1 (atao . ■ ■ aj ioÍ-h • • ■ ajv)|0)v/{JV-l}!(JV-l)!V 1 2 1+1 Nn ' ■ (2.19)

Ou seja,

(2.20)
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2.2 Propriedades dos estados anti-simétricos

22

2.2.1 Ortonormalidade

Dados dois estados de N  quons restritos ao subespaço anti-simétrico, \N; A )q e |N'\ A )q, 
queremos mostrar que estes dois estados são ortonormais. Então, escrevemos:

q(N'\ A\N; A )q = (°l (a*' ■ ■ • °i' • ■ ■ °i') Â ^ Â n ( a í . . .  o}. . .  |0). (2.21)

Usando que A}n,Ã n =  N \Â n , pois os índices ’(linha) servem apenas para enfatizar que os
operadores a\, não são necessariamente os mesmos operadores a£, mas ambos estados tem o
mesmo número de partículas, N. Portanto,

q(N ,]A \N ]A )q = j ^ y ( 0 \ ( a N' .. .a i’ . . .a v ) Â N ( o j .. . a}.. |0). (2.22)

Fazendo uso da Eq.(2.13) sucessivamente, demonstramos a relação de ortonormalidade,

q( N *4|iV; A )q — õi'iS-2‘2 ■ ■ ■ ■ ■ ■ $N'N- (2.23)

2.2.2 Atuação sucessiva de operadores de quons no subespaço anti-simétrico

Demonstraremos uma propriedade muito importante para o cálculo de elementos de ma
triz de operadores de mais de um corpo, que está relacionada com a ordem de atuação dos 
operadores de aniquilação e criação em um estado dado pela Eq.(2.18). Utilizemos a seguinte 
notação

\N',A)q =  |1,2 , . . . ,  i , . . . ,  j j . . .  ,N ]A )q, (2.24)

onde cada índice representa um operador de criação na ordem dada. Atuando com os operadores 
cticij em (2.24), obtemos:

a^dj|l ,  2 , . . . ,  i , . . . ,  j , . . . ,  N , A )q

....... ■—l.* + !.■■■.J - U  +  l , (2.25)



Trocando a ordem de atuação dos operadores para a^aj, chegamos à seguinte relação
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OjOt11 9 * * M-

Então, mostramos que
fZjOjj 1N j A l)  q — d j d ^  ÎV") A ^) q- (2.27)

O seu dual é
(2.28)

O resultado acima equivale a dizer que, dentro do subespaço anti-simétrico, dois operadores de 
aniquilação (criação) de quons anti-comutam.

2.3 Operadores de um e dois corpos

Nesta seção fazemos o cálculo de elementos de matriz de operadores de um e dois corpos, 
cuja finalidade será a aplicação nas próximas seções.

Definimos o operador de um corpo [8] como

N
f  = J 2 T^a la w . (2.29)

i/i/

Calculando o valor esperado de T  na base de estados pertencentes ao subespaço anti-simétrico 
de N  quons, obtemos:

Usando a Eq.(2.20) e a relação de ortonormalidade (2.23), a equação acima se reduz a

N

q(N-A\T\N '-,A)q =  ^ 2  T»vq{N \ A \at au< |iV'; A )q. (2.30)

(2.31)



Definimos o operador de dois corpos como sendo

N

V =  J 2  Viu'»'v'a\ al av,aP>' (2.32)

Façamos o procedimento análogo ao feito com o termo de um corpo. Assim,

N

q{N ; A\V\N*’, A )q =  J 2  V^ ^ ( N \ A\alalav.a„'\N,‘, A )q. (2.33)

Aplicando a Eq.(2.20) duas vezes e usando a relação de ortonormalidade, obtemos o resultado: 

,(N ;A \V \N ';A ) ,=  £  V ^ {N̂  ( - f ^ 5 ^ ,  (2.34)

onde a soma em ji e em v é feita em um índice até N  e a outra até N  — 1.

A diferença principal entre os valores esperados dos operadores de um e dois corpos para 
quons dentro do subespaço anti-simétrico em relação aos férmions, é que aparecem os fatores 
^  e P3̂  quons. Analisando tais fatores através da Eq.(2.12), percebemos que estes
são sempre menores que 1 e serão iguais a 1 para q — —1, ou seja, o caso fermiônico.

2.4 A álgebra s u ( 2) para quons no subespaço anti-simétrico

No final da seção (1.1) foi mencionado que é possível construir a partir da álgebra de quons, 
operadores de momento angular que satisfazem a álgebra su(2). Tais operadores possuem 
no entanto uma forma funcional complicada, escrita em termos de operadores de criação e 
aniquilação de quons. Por outro lado, na Ref. [21], foi mostrado que é possível, restrito ao 
subespaço simétrico, definir operadores de momento angular seguindo a conhecida prescrição 
de Schwinger. Mostraremos a seguir que o mesmo é válido dentro do subespaço anti-simétrico. 
Definimos então os seguintes operadores de quasi-spin:
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 ̂ n n n
k 0 =  — J 2 ( c l m c + m  — c L m C _m ) ;  K - 1- =  )  ^ c + m c - m  6  K -  — ^  ] C _m C-|_m . (2.35)

m=l m= 1 m=l
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A motivação para definirmos os operadores desta maneira é que estes serão utilizados posteri
ormente no modelo de Lipkin.

Os estados que servirão como base para os nossos cálculos são estados do tipo descrito na 
Eq.(2.18), que podem ser escritos como

l"! -*>■< =  / A i - Â  ( c' • ■' c> ■ ■ ■c») l°>' (2 36)V ÍnJ !n! v '

onde as n partículas estão distribuídas em dois níveis, + e

Para demonstrar a seguinte relação, q(n, A\[K+, K_]\n'-,A)q =  q(n,A \2K 0\n'-,A)q, façamos:

q(n]A\[K+,K-]\rí-,A)q =  ,(n , A \K +K_\n,\A )q - q (n ,A \K _K +\rí]A)q
n n

— q(n] A\ )  ] Ĉ_m,C—Tn'C_mC+m\n ,A ')q q {n, «4| ^
m ,m '= 1 m ,m '= 1

Usando a Eq.(l.l), obtemos

n
q(n-, A\[K+ ,K-]\ri;A)q = q(n, A\ c \mc+m\n'\ A )q+

m= 1

í q (n 'i ^1  ̂v C+m/C—mC—m 'c +m\n  i Â )  q j q{n 'i ^1 ^  1 C-mC-mj^ > ^ ) q ~
\  m,m'=1 /  m=l

— Ç f ./4.| ^   ̂ \ A)^
\  m,m'=l

Os elementos de matriz que estão multiplicados por q se cancelarão, devido as propriedades 
dadas pelas Eqs.(2.27) e (2.28). Portanto,

n

q̂ Tl, K —\ \lT> j "A)? A\ ^   ̂C+mC+m C_mC_m|7l ; 4̂.)̂
m=l

= ç(n; A\2K0\n'; A )q. (2.37)

A próxima relação, q{n\ A\[K0, K +]\n'-, A )q =  q(n; A \K +\n'\ A )q, pode ser demonstrada da 
seguinte forma

,<n; A\[K0, K +\ |n'; A )q =  q(n]A\K0K +\rí;A)q -  q(n-,A\K+K0\ri-,A)q. (2.38)
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Continuando,

1 n
q(n\ A\[Kq, K+\\n'\ Â)q = ^  ^  '  [g(Tl; ^ l c+m,C+™,C+nic-m|ri > A)q —

m,m' = l

—q{n j A \c lmlc -m'c\.mc-m\n ; A )q q{n : •A\c+rniC-miCjrmCjrm\n , A )q-{- 

+ ,(n; -4.|c^m,c_m,c lmc_m|n'; >1),]. (2.39)

Utilizando a Eq.(l.l), obtemos:

1 "
g(n; A\[K0, K+)\ri; ,4), =  -[2 ff(n; ^ |c ^ mc_m|n'; ^ ) 9+

m=l
n

-\-q ^  ] {q{n ’i ^ l c+7ji'C-t-m<'+”'i'c—̂m ! *̂ -)g g(^)

“4|cj|_m,c!}.mc_m'c+m|7l ; .A)ç +  «4|c .̂m/C_mC_m'C_m|77. , 4̂.)q)]- (2.40)

Os operadores de dois corpos se cancelarão novamente. Portanto,

n
q(n, A\[Ko, K+]\n , A)q <7(71, A\ ^   ̂C+rô — i *̂ -)g

m=l
=  (2.41)

Finalmente, resta-nos mostrar a relação, g(n; 4̂.|[ATo, K-]\n’\ A )q =q (n; A\ — K - \n'\ -A)q, 
a qual pode ser facilmente mostrada tomando-se o hermiteano conjugado da Eq.(2.41).

Como resultado geral, mostramos que os operadores de quasi-spin acima descritos satisfa
zem a álgebra su(2) no subespaço anti-simétrico, ou seja,

q ( n ,  A\[K+, KJ]\n') A )q =  q{n,A\2Kü\rí\Â )q (2.42)

q(niA\[K0,K±]\n']A)q =  q(n\A\ ± K ± \r í\Á )q. (2.43)



Capítulo 3 

Solução de Hartree-Fock para quons no 

modelo de Lipkin

Cora o intuito de estudar os núcleos atômicos a partir de seus constituintes, os núcleons, sur
giram as teorias microscópicas em física nuclear. A não existência de uma teoria que descreva 
exatamente o problema de muitos corpos é suprida em parte pelas teorias de campo médio. Usa
remos o método de Hartree-Fock, que é uma teoria de campo médio, para encontrar a energia 
do estado fundamental do nosso sistema de estudo, o modelo de Lipkin.

Consideraremos o modelo de Lipkin como sendo formado por quons e não mais férmions. 
O fato de considerarmos os quons como as partículas que constituem este sistema introduz um 
novo grau de liberdade, o parâmetro q. Estamos interessados em saber quais as modificações 
que surgirão na solução de Hartree-Fock com a introdução deste parâmetro.

3.1 O método de Hartree-Fock

No campo da teoria atômica, Douglas Hartree e alguns colaboradores propuseram em 1928 
uma teoria que simulasse efetivamente o potencial sentido por um elétron devido ao núcleo e a 
todos os outros elétrons de um átomo. Nesta teoria supunha-se uma base de estados de partícula 
independente que obedecia o princípio de exclusão de Pauli na forma fraca. Esta base de estados 
era auto-estado do hamiltoniano de um corpo, o qual continha o potencial efetivo do sistema. 
Este potencial dependia da densidade de carga eletrônica, que por sua vez dependia das funções 
de onda dos elétrons. Portanto, constituia um método auto-consistente.

27
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Mais tarde, Fock considerou como auto-funções do hamiltoniano de um corpo, funções de 
onda que obedeciam o princípio de exclusão de Pauli na forma forte, dando origem ao termo de 
troca. Este método ficou conhecido como método de Hartree-Fock (HF).

Para deduzirmos as equações de HF [20] tentamos encontrar um potencial de um corpo tal 
que o hamiltoniano seja dado por,

A

H ffF =  ] T h ( i ) ,  (3.1)
»=1

onde o seu auto-estado com menor autovalor E ^ F, é uma aproximação ao estado fundamental
exato e A é o número de partículas*. Este auto-estado é um determinante de Slater, que pode
ser escrito como .4

iHJr) = i * } = n  a!i-> ’ <3-2)
i= l

onde ajt |—) corresponde ao estado de uma partícula (férmion) no estado k. Os auto-estados do 
hamiltoniano h( i)  são tais que,

Â(*)IWk(*)> =  e*|Wfc(0); * =  { r i ,S i , t i } ,  (3.3)

onde ri, Si e ti indicam posição, spin e isospin da i-ésima partícula, respectivamente.

Geralmente, trabalhamos com uma base completa e ortogonal de estados de partícula inde
pendente. O estado \<pk) pode ser expandido nesta base,

I W f c ) (3. 4)  
i

sendo que para cada função |xi) correspondem operadores de criação e aniquilação de férmions, 
c\ e Ci e D  é uma transformação unitária.

Representaremos o determinante de Slater |<3>) por sua matriz densidade de partícula inde
pendente,

Pw =  < $ |4 C<I$>- (3.5)
*Estamos usando a notação onde os índices i , j  referem-se a estados de buraco, os índices m , n referem-se a 

estados de partícula e os índices Ar, l não fazem nenhuma distinção.
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Da transformação (3.4), temos

N

Pu, =  E í « I , ! f  <1 6 )
k,k' i= l

Como p é diagonal na base afk, a* com autovalores 0 ou 1, o traço de p é igual ao número de 
partículas do sistema, obedecendo a propriedade p2 = p.

O hamiltoniano de muitos corpos tem a forma:

=  tljhcii ̂ 2 ^ ^  *] (3.7)
li,h h>h,hj4

onde Vhhthu =  vl]l2hli -  vhhUh. Para calcular a energia de HF, façamos

E h f  =  ( $ | # | $ ) ,

a qual pode ser escrita em termos da densidade de partícula independente, ou seja,

E HF[p] =  X l íi<I2($ lcí1Q2l$ > +  ^ ^iWsU^lcíjCjaCUQ»!^)
l\,h h,h,h,U

=  Y 2  t l 'hPhh +  « Phh^hhhUPhh-2h,h hih,h,U
(3.8)

Podemos usar a equação acima para fornecer uma expressão para a energia de HF na base
{\(fk)} em que p é diagonal, com autovalores 0 e 1,

e " = e  * « + j  è  <3-9>
«=1 ij= 1

Para determinar a base de HF nós devemos minimizar a energia (3.8) para todas as densidades 
p com a propriedade pi2 = p. Assim, a variação da Eq.(3.8) é dada por

S E  — E [p  +  5p] — E[p] =  ^ 2  hkvàpk-k,
kk'

(3.10)
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onde a matriz hermiteana h é definida como

f tw  =  a E " F W . (3.11)
OPk'k

Da Eq.(3.8) obtemos
h = t + T, (3.12)

onde definimos o campo auto-consistente

rW  =  vwviPu' ■ (3.13)
W

Devido ao fato de p ser diagonal na base de HF, os termos de particula-partícula e buraco-
buraco dos elementos de 5p são nulos. Como ôpim pode assumir qualquer valor na Eq.(3.10),
da condição que SE =  0, temos

x
hmí — tmí -f- ^   ̂Vmjij — 0) (̂  — A, Tfl ^  ^)- (3.14)

i=l

Nesta base onde p é diagonal, h não mistura estados de buraco e estados de partícula, sendo 
que esta base fica determinada a menos de transformações unitárias entre os níveis ocupados
ou entre os níveis vazios. Podemos usar este grau de liberdade e exigir que h seja diagonal, ou
seja,

hkk' — tkk' +  Vkik’i =  £k^kk/ - (3.15)
1= 1

Considerando a transformação (3.4), obtemos as equações de HF

X > A *  =  ih v  +  ^ 2  Vip'í'p^ pí^)p'í \ Dvk — £kDik- (3.16)
v v \  «=1 ptf )

Notemos que a equação acima depende dos D 's, que fazem parte da solução do problema. Ou 
seja, são eles que determinam os estados

Para perceber melhor o surgimento do potencial efetivo, ou seja, a média das interações de
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dois corpos, escrevemos a Eq.(3.16) na representação de coordenadas espaciaist , como segue.

■n2v 2
2 m

-<Pk{r)+Í>2 [  dr'v{f,?)(p){r') \<Pj(r')(pk(r) -  ^ ( r V ^ r 7)] =  ek<Pk(,r), (3.17) 
t=i ^

onde o primeiro termo do colchete define o potencial local de Hartree,

r  n ( r ) =  Í  dPv{ f , r ' )^2 \ ( p j (? ) \2 = (  dPv{r ,P)p{P) ,  (3.18)
J  j =i

e o segundo termo do colchete define o potencial não-local ou potencial de troca,

A

r e*(r, P)  = -u(f, ?)  V*j{P)<Pj(r) =  -u(r, r')p(r, r'). (3.19)
j=i

3.2 O modelo de Lipkin

O modelo proposto em 1964 por H. J. Lipkin, N. Meshkov e A. J. Glick [7], simplesmente 
conhecido como modelo de Lipkin, foi criado com a finalidade de testar os métodos aproxima
tivos em sistemas de muitos corpos. Assim, construiu-se um modelo exatamente solúvel, mas 
não trivial. Este modelo permite comparar as soluções aproximadas com as soluções exatas, 
para então comparar a região de validade da solução para cada método e talvez encontrar quais 
as modificações que deverão ser feitas para se ter uma ampla região de validade do mesmo.

O modelo de Lipkin consiste de N  férmions distribuídos em dois níveis N  vezes degenera
dos e separados por uma energia e, como mostra a figura abaixo [20],

--------- v e z e s

i i í ¥ ê J j k _ E ê n n i ____

—  —  N vezes

s/2

-g/2

Figura 3.1: Representação esquemática do modelo de Lipkin. 

t Assumimos que o potencial não depende do spin ou do isospin
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O hamiltoniano para este sistema é

u  =  |  a c U c<n> -  J  J 2  cíp c tp 'c -<n>'c- ‘rp> (3 -20>
<r,p <r,p,p/

onde a =  —, +  representam os níveis abaixo e acima do nível de Fermi, respectivamente, que 
estão separados por uma energia e. Os índices p e p '  descrevem o estado de uma partícula 
no nível a e o potencial de interação entre as partículas é dado por V, sendo que ĉ _ e c± 
representam operadores de criação e aniquilação de férmions, respectivamente [20].

Definindo os operadores K 0, K_ e K+ da mesma maneira que em (2.35), o hamiltoniano, 
Eq.(3.20), pode ser escrito como:

H = e k 0 - ^ ( K l  + Kl ) .  (3.21)

É possível verificar que estes operadores satisfazem as relações de comutação da álgebra 
su(2). Lembremos que agora estamos tratando de férmions.

Como autoestado do hamiltoniano admitimos um determinante de Slater da forma mais 
geral possível, o qual é caracterizado pelo número complexo z [20],

|$) =  Aíexp(zK+)\$o), (3.22)

com
N

l*0> = II C-ml°>* (3-23>
771= 1

onde jV  é a norma do estado e |0) representa o vácuo.

Através da transformação unitária,

<4m =  D-o c lm +  D+0c lm

° L  =  -D-iC-m +  D+lc\.m, (3.24)

onde os D’s são parâmetros variacionais e 0 e 1 indicam os novos níveis abaixo e acima do nível
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de Fermi, respectivamente, podemos escrever o estado (3.22) como [20],

i*>= n  aSJ°>- (3-25)
m=l

Reescrevendo o hamiltoniano em termos dos novos operadores e minimizando a expressão, 
juntamente com a condição de normalização para os estados de partícula indepen

dente, com respeito a J9I0 e D*0, obtemos as equações de HF na forma matricial para o modelo 
de Lipkin,

(3.26)

onde
Q — x D+qD - o, (3.27)

e
V ( N - l )

x = -------- (3.28)

O parâmetro x  é chamado de parâmetro de interação e Q de potencial de deformação. Resol
vendo a Eq.(3.26), encontramos a energia de partícula independente,

(3.29)

Fazendo a mudança de variáveis,

-D-o =  cosa,

D+o =  sin aexp (—iip) (3.30)

a energia do estado fundamental assume a forma

Eq F = ~ 2 ^  ^cos(2a) +  ~  sin2 (2a:) cos (2y?)| . (3.31)

Minimizando a energia com relação aos parâmetros a  e (p, E " F será um mínimo para x  < 1 
quando

a  =  a HF — 0 para Vcp. (3.32)
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Resultando em
E ? F =  (3.33)

Esta solução é chamada de solução esférica. Para x  > 1, a solução é

cos {2ahf) =  — para ip = ipHF — 0. (3.34)
X

Resultando em
PHF ~ £ N

r ) -
K  ~  —  (X +  - J .  (3-35)

Esta solução é chamada de solução deformada.

Para o valor,
V c ( N - l )

Xc = -------------=  1, (3.36)s

chamado de valor crítico, a solução em a  =  0e^3 =  0 toma-se instável. Isto caracteriza uma 
transição de fase entre as soluções esférica e deformada. Na Fig.(3.2) mostramos a energia do 
estado fundamental para x 5; 1 no plano = 0 com iV =  10. A solução exata não exibe esta 
transição de fase. Notemos que a solução deformada exibe uma degenerescência na energia do 
estado fundamental.

3.3 O modelo de Lipkin para quons

O fato de o modelo de Lipkin ser relativamente simples foi o que nos motivou a usá-lo como 
sistema de estudo para aplicar a teoria de muitos corpos para quons restritos ao subespaço anti- 
simétrico. A modificação que faremos neste modelo é simplesmente considerar as partículas 
constituintes deste como sendo quons e não mais férmions. Nesta parte, queremos saber quais 
os efeitos desta modificação na solução de HF para a energia do estado fundamental.

Admitiremos como auto-estado do hamiltoniano de HF na base dos a's um estado do tipo 
dado pela Eq.(2.18), ou seja,

l H F ]  N ) - = t p p í ' 4 "  ( n  i° > -  ‘ 3 j 7 >

Este estado se reduz ao estado da Eq.(3.25) quando q =  — 1.
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a

Figura 3.2: Eq F como função de a  para x ^  1 no plano <p =  0 com N  =  10.

3.3.1 Energia do estado fundamental

Para calcularmos o valor esperado do hamiltoniano precisamos calcular o valor esperado 
dos operadores K0, K% e K 2. Isto pode ser feito escrevendo os ds  em função dos a's através 
da transformação (3.24), a qual preserva a álgebra de quons, e atuando no estado (3.37). 
Portanto, o valor esperado de K0 é dado por:

1 s
N \K0\HF ; N ), =  -  £ { ( I D+°I2 -  ID-ol2) /# * ';  F-, N >, +

m=l
+  (|D+1|2 -  |D ^ W i H F ;  N\a{maím\HF-, N ) q +

+  (D'+0D+Í -  D*_QD_i)q(HF] N ^ a ^ H F - ,  N )q +

+  (D ;iL>+0- D I 1£)_0)9( i í í ,;iV|aíma0m|fíF ;iV )9}. (3.38)

Utilizando o fato que aim\H F\N)q — 0 e aplicando o resultado geral dado pela Eq.(2.3l), 
obtemos:

q(HF ; N \K 0\HF; N )q =  (|D+0|2 -  |£>_o|2)- (3.39)



Para calcular o valor esperado do operador seguimos o mesmo procedimento feito 
acima, resultando em

N

,{HF-,N \k l \HF-,N) ,  =  q Y ,  +  £ > > !J ( f > L  +  X

X (D-odom +  D _ ia im)(Z?_oOom' +  D - l< í lm ' ) \H F \  N ) q}
N

=  q D*+Q2D-o2q(HF] N la^a^a^O o m ^H F - ,  N ) q. (3.40)

Aplicando as propriedades dadas por (2.27) ou (2.28) e (2.34), obtemos

q{HF] N \k l \H F -  N)q =  —qD*+02D_02{ N } {N  -  1}. (3.41)

Como (K+y = K - ,  podemos encontrar o valor esperado de K 2_ da seguinte maneira,

q(HF-,N\k2_\HF-,N)q =  q(H F - N \k l \H F - N ) l  =  - q D +02D*_Q2{ N } { N  -  1}. (3.42)

Portanto, o valor esperado do hamiltoniano é

,(HÍ';iV|Aj//F;JV)1 = í í^ i ( lC +o|2-|C -„ |!) + Ç {JV }{jV -l}(C ;o;!D_„2 + D+„2D%).
(3.43)

Para obtermos as equações de HF façamos

N\H\HF-, N ) ,  -  £  ^^{O la^aLlO ) j  -  0, (3.44)

onde é a energia de partícula independente.
Avaliamos o último termo da Eq.(3.44) usando a transformação (3.24),

N n

X > |< w 4 m|0> =  ]T<0| (D l0c_m +  D%c+m)(D_0c lm +  D+ocU) |0>. (3.45)
m= 1 m=1

O elemento de matriz acima resulta em:

E ( ° l “<™oL|0> =  ÍV(|0-o|2 +  P +o|2). (3,46)
m=l
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Substituindo (3.46) em (3.44), encontramos

àDlo 1 2
-  e0N(\D_0\2 +  |Z?+0|2)} =  0. (3.47)

Logo, as equações de HF são

2 e 1 1Sv +<‘u -o ~  £ {jv}
D_o , g_Frir  e0 N

£

D+o,

+  1L.{N  -  1 } D l0D2+0 =  7 ^ y ô _ 0.

(3.48)

(3.49)

Em analogia ao caso fermiônico, chamaremos

X, = -  1}, (3.50)

de q-parâmetro de interação e

Qq — XgD+o^-o> (3.51)

de q-potencial de deformação. Assim, as equações de HF podem ser escritas na forma matricial 
da seguinte maneira:

( (

- Q 9 2

D_

D+o

e0 N  
e {N}

(3.52)

Resolvendo a equação acima, encontramos a energia de partícula independente

(3.53)

Fazendo a mudança de variáveis, ver Eq.(3.30), a energia do estado fundamental do sistema 
pode ser escrita como

E g F =  jcos(2o:) +  sin2 (2a) cos (2<y?)j . (3.54)

Para minimizar a energia E ^ F em relação aos seus parâmetros, efetuamos as derivadas primei-
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ras da equação acima em relação aos mesmos,

— — =  e{N}  sin (2a) [1 -  x q cos (2at) cos (2ip)\ =  0 (3.55)
da

— = sin2 (2a) sin (2<p) =  0. (3.56)
d(p 2

A solução a  =  0 sempre satisfará as equações acima, mas analisemos os casos em que \ q ^  1 • 

Para 0 < Xq < 1 temos somente uma solução*:

a  =  0 para V<p. (3.57)

Para x q > 1 temos duas soluções:

a = 0 para Vw;
(3.58)

l =  X9cos(2a) para ip = 0.

Devemos verificar se os pontos de extremos encontrados acima são pontos de mínimo. Para 
isto, analisemos a derivada segunda da energia.

A derivada segunda em relação a a  é,

02 fjHF
„ =  2e{N}  [cos (2a) -  Xg(2 cos2 (2a) -  1) cos (2<p)] , (3.59)
ctar

e a derivada segunda em relação a cp é,

o2 fíHF
~Õ~V~ =  sin2 (2a)cos(2</?). (3.60)

Para x9 < 1 tal que a  =  0 a solução é um mínimo para Vv?.

Para x<? > 1 tal que a  =  0 e <p — 0, podemos ver pela Eq.(3.59) que esta solução é  um
máximo. Ainda, para xg > 1 tal que cos (2a) =  ~  e =  0, a solução é um mínimo.

* Excluímos aqui a possibilidade de q ser positivo, uma vez que estamos interessados nos valores de q próximos 
de - 1 .
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Portanto, as soluções que minimizam a energia do sistema são: 

f

X, < 1 , a HF = 0 para <̂ V;
(3.61)

Xq > 1, cos (2a HF) =  ±  para <pnF =  0.

Na Fig.(3.3) mostramos o comportamento das soluções de HF com valores de q = —0, 99 e 
q =  — 1 para N  — 10 partículas. Com a introdução da deformação, os valores de x =  0,54 e 
X  =  1,8 são mapeados no valores de X q — 51 e Xq — 7, respectivamente.

a

Figura 3.3: Gráfico de E ^ F em função de a no plano =  0 para x9 ^  1- As curvas são 
descritas para os valores de q — — 1 (linha cheia) e q =  —0,99 (linha pontilhada) com N  = 10.

3.3.2 Análise das soluções

As soluções em que xg ^  1, como mostrado na Fig.(3.3), se comportam como nos casos em 
que x ^  1. Por este motivo manteremos as nomenclaturas relacionadas às soluções esféricas e 
deformadas.
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A primeira solução, para x , < 1, é dada por

(3.62)

A diferença desta solução para o caso fermiônico está na substituição de {N}  por N. Como
{N } < N,  a solução no caso quônico será sempre menor ou igual em módulo ao caso fermiônico, 
a qual é obtida no limite de q —► —1. Vemos que o efeito da deformação da álgebra é tomar as 
partículas menos ligadas. Podemos notar isto escrevendo a Eq.(3.62) da seguinte maneira

onde eo =  ± |  é a energia de partícula independente para férmions, com x < 1- Portanto, a 
energia de cada quasi-férmion tem seu valor absoluto diminuído quando comparado com o caso 
fermiônico.

É importante notar que a energia de partícula independente eqü depende do número de 
partículas do sistema, mesmo que esta solução não tenha nenhuma dependência explicita no 
potencial de interação V. Isto mostra que existe um outro tipo de correlação além daquela dada 
por V, a correlação introduzida pelo parâmetro q, o qual será, em nosso caso, tratado como um 
parâmetro livre da teoria.

A segunda solução, para Xq > 1 > é dada por

Xq <  1. (3.63)

Ou seja, temos a solução do caso fermiônico multiplicada por um fator menor que 1, 

A energia de partícula independente neste caso é

(3.64)

Xq >  1. (3.65)

A análise desta solução toma-se razoavelmente mais complicada que o primeiro caso. Isto 
se deve à dependência no potencial de interação entre as partículas, V, nesta solução. Agora não 
podemos mais escrever a Eq.(3.65) como o produto do número de quasi-férmions do sistema
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vezes a energia de cada partícula, a qual é dada por

(3.66)

A relação entre a Eq.(3.65) e a Eq.(3.66) é mais complicada. O que podemos manter é 
a interpretação física do parâmetro q. Para perceber isto melhor reescrevemos a Eq.(3.66) da 
seguinte maneira

eo =  eo

onde

N  ( N -  1) 

V ( N - l )

Xq > 1,

e0 =  ±

(3.67)

(3.68)

é a energia de partícula independente no caso fermiônico. Ou seja, a energia de cada partícula 
diminuiu em módulo. Comparando (3.64) com (3.67), vemos que o efeito de deformação da 
álgebra também é enfraquecer o potencial de interação entre as partículas. Percebemos isto 
melhor comparando as Fig.(3.3) e (3.4).

a

Figura 3.4: Gráfico de E ^ F em função de a  no plano = 0 para Xq ^  1* As curvas são 
descritas para os valores de q =  -1  (linha cheia) e q =  —0,87 (linha pontilhada) com N  =  10. 
A relação entre x  c Xq é dada pelas Eqs.(3.28) e (3.50).
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Na Fig.(3.3) notamos o aumento da energia do estado fundamental das duas soluções para os 
quasi-férmions. Mas é importante notar que na solução para Xq > 1 houve um maior aumento 
no valor da energia nos pontos de mínimo se comparado com o aumento sofrido no valor da 
energia no ponto de mínimo para Xq < 1- Isto se deve ao enfraquecimento do efeito do potencial 
V.

Na Fig.(3.5) mostramos a dependência no número de partículas do sistema no valor da ener
gia do estado fundamental obtida pelo método de HF. Com o aumento do número de partículas 
estas ficam mais fortemente correlacionadas e o efeito do parâmetro q toma-se mais significa
tivo, provocando um maior aumento da energia do estado fundamental. Isto é bem acentuado 
na solução em que Xq > 1-

a

Figura 3.5: Gráfico de E ^ F em função de a  no plano <p =  0 para Xq ^  1- As curvas são 
descritas para os valores de q = — 1 (linha cheia) e q =  —0,99 (linha pontilhada) com N  = 50. 
A relação entre x  e Xq é dada pelas Eqs.(3.28) e (3.50).

O q-parâmetro de interação, xg, está relacionado com o parâmetro de interação, x> através 
da relação:

X, =  x ( = ^ i ) .  (3.69)

Esta relação nos mostra que Xq será sempre menor ou igual em módulo a ^ .  A relação de
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igualdade entre estes dois parâmetros é controlada pelo parâmetro q, portanto, poderemos es
tudar como será modificada a transição de fase no caso quônico quando comparada ao caso 
fermiônico.

Analogamente ao caso fermiônico, a solução cm que

_  —qV{N  -  1} _  
Xq — — (3.70)

toma-se instável nos pontos a  =  0 e <p =  0. Ocorrerá portanto uma transição de fase, como 
mostrado nas Fig.(3.3) e (3.5). Já na Fig.(3.4) foi possível remover a transição de fase. Isto se 
obtém variando q de tal forma que este se afaste de —1, o que significa que x q pode assumir 
valores menores que 1 mesmo que x > 1, como mostra a Eq.(3.6). Nesta figura representamos 
como é modificado o parâmetro de interação em função de q para N  =  10 partículas, onde 
os pontos sobre a curva descrevem x°q• Percebemos que ao afastarmos q de -1 , o valor de \c 
aumenta.

Figura 3.6: Gráfico de Xc em função de q para N  =  10, onde a curva representa Xq = 1-



Capítulo 4

Energia de excitação

O estudo da energia de excitação de sistemas de muitos corpos geralmente é feito através 
de métodos aproximativos, pois é muito difícil resolver tal problema exatamente. Muitos destes 
métodos utilizados em física nuclear foram importados da teoria do estado sólido. Os métodos 
nos quais estamos interessados são: Tamm-Dancoff (T-D) e RPA (Random Phase Approxiam- 
tion).

A diferença entre estes dois métodos está na consideração do estado fundamental. Na 
aproximação de T-D o estado fundamental do sistema é aproximado pelo estado de HF, ou 
seja, um estado de partícula independente. Já na aproximação de RPA, o estado fundamental 
leva em conta misturas de partícula-buraco. Assim, os estados excitados não são mais criados 
somente através da atuação de operadores do tipo a^Oj, como no método de T-D, mas também 
admite a atuação de operadores do tipo a\am no estado fundamental do sistema* [27].

Neste capítulo desenvolveremos versões deformadas dos dois métodos acima citados, os 
quais serão chamados de método de Tamm-Dancoff deformado (T-Dq) e RPA deformado (RPAq). 
A construção destas versões é feita considerando as partículas do sistema como sendo quons 
com a dinâmica restrita ao subespaço anti-simétrico. Consideraremos pequenos desvios da 
álgebra fermiônica, ou seja, trabalharemos com valores de q próximos de —1.

Como aplicação utilizaremos os métodos de T-Dq e RPAq para encontrar a energia de 
excitação no modelo de Lipkin. Devido ao fato de o modelo de Lipkin ser exatamente solúvel, 
através da comparação com o resultado obtido pelo método RPAq, poderemos tentar obter uma 
conexão entre o parâmetro de deformação q e a interação V  entre as partículas do sistema.

'Manteremos a notação utilizada na seção 3.1

44
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4.1 O método de RPA

O desenvolvimento da teoria de RPA começou com Bohm e Pines em 1953 [22] através 
da teoria para oscilações de um plasma de gás de elétrons. A primeira aplicação do método de 
RPA em física nuclear foi feita por Ferrell (1957) [23], no campo da Teoria de Hartree-Fock 
Dependente do Tempo para as vibrações de monopolo do O16. Vários outros autores também 
contribuíram para o desenvolvimento do método de RPA com aplicação em física nuclear [24, 
25, 26].

Uma maneira de deduzirmos as equações de RPA [8] consiste em supor a existência de
um operador, Q tal que quando este atuar no estado fundamental, \G), leva-lo-á a um estado
excitado \v). Sendo |G) e |u) soluções da equação de Schroedinger estacionária, temos

U\G) =  Eg \G), (4.1)

%\v) = Ev\v), (4.2)

onde

com a seguinte condição

Ql\G) = K  (4.3)

Q„|G) =  0. (4.4)

Atuando com o operador Ql na Eq.(4.1) e subtraindo da Eq.(4.2) chegamos à seguinte equação:

[:H, QÍ]\G) = (Ev -  Eg)QI\G). (4.5)

Efetuando uma variação no estado \v), tal que

S\v) = SQÍ\G), (4.6)

e multiplicando a Eq.(4.5) por (v\6, obtemos:

(G\[ÓQv,[H,Ql)]\G) =  hujv{G\{ôQv,Ql}\G), (4.7)

onde hiüu — E„ — EG.
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A aproximação de RPA consiste em definirmos o estado fundamental como,

|G) ~  | (4.8)

tal que,

Qí  =  E  (*>!«<*< -  Ŷ \ < 4-9>

Substituindo (4.8) e (4.9) em (4.7) e efetuando as variações em relação a X  c Y,  obtemos:

(&&tf\[a\am,[Ü,Ql]\\&&*/) = hLJv(&&*/\[a\am,QÍ]\&&s/) ,  (4.10)

=  hjüJv(âi&J2/\[afmai,Ql\\3?&*£/). (4.11)

A próxima aproximação, também conhecida como aproximação de quasi-bóson [271, nos 
permite escrever,

( â ê , ^ £ / \ [ a \a m, all aj ] \ & & . s / )  ~  StJSmn

= (HF^aldjn^lajWHF),  (4.12)

ou seja, admitimos que o número de partículas acima do nível de Fermi e o número de buracos 
no estado fundamental de RPA são pequenos. Isto equivale a substituir o estado de RPA pelo 
estado de Hartree-Fock em (4.10) e (4.11), obtendo as equações de RPA:

J 2  [H,aiaj\]\HF) -  y " (ífF |[a !am,[« ,a ;a„ l] |if í’)} =  hu„X"M,
nj

(4.13)

Y , { - K Á H F \ [ a \ a mAH,a]a^]\HF)' + YZ1(HF\[a\am,['H,alaj ]]\HF)'} =
nj

(4.14)

Chamando de
■̂mi,nj =  {HF\[ajam, [T-L, ajjOj]]\HF) (4.15)

e
Bmi,nj =  ~{HF\[a\am, [H, OjOnJWHF), (4.16)



podemos escrever as equações (4.13) e (4.14) da segumte maneira

Y ,  + KjBmi,ni) =  (4-17)
nj

£  V W * *  +  (4.18)
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n j

Ou na forma matricial, como segue,

/
A B 

B* A*

X" \ I 1 0
= huju 

Y v I V 0 —1

(  x „ 

Y v
(4.19)

4.1.1 Aplicando RPA no modelo de Lipkin

Como aplicação da teoria de RPA encontraremos a energia de excitação no modelo de 
Lipkin. Neste modelo esquemático temos somente dois níveis, portanto os operadores Qt  e 
SQ„ assumem a forma:

=  X K + - Y K _ ,  (4.20)

$x*Q =  K - ,  (4.21)

5y*Q =  —K+- (4.22)

Utilizando a aproximação de quasi-bóson, Eq.(4.12), as equções de RPA assumem a forma:

(HF\[k- ,  [H,XK+ -  YKJ\]\HF) =  h u { H F \[k - ,X k +  -  YKJ\\HF),  (4.23)

(HF\[K+, [H ,X K + -  YKJ\]\HF) = hw(HF\[K+, X k + -  YKJ\\HF),  (4.24)

onde a  é dado pela Eq.(3.21). Usando o fato de que os operadores K0, K + e K_ satisfazem as 
relações de comutação da álgebra su(2) e calculando o valor esperado de combinações destes 
operadores na base de HF, chegamos ao sistema de equações abaixo

Xe -  Y V ( N  -  1) =  hcüX, 

X V ( N  - l ) - s Y  = huoY.
(4.25)

(4.26)
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Resolvendo o sistema de equações acima, encontramos a freqiiênca de RPA,

fiu-jvpA — e ~y?i (4.27)

onde x é o parâmetro de interação definido na Eq.(3.28).

4.2 O método de Tamm-DancofT

Para deduzirmos as equações de T-D faremos um processo semelhante ao utilizado para 
obter as equações de RPA. Como dito anteriormente, o estado fundamental no método de T-D e 
aproximado por um estado de HF. Isto nos diz que o segundo termo da Eq.(4.9) não contribuirá, 
ou seja, Y£t = 0. Assim, as equações de T-D são:

4.2.1 Aplicando Tamm-Dancoff no modelo de Lipkin

Para obtermos a energia de excitação no modelo de Lipkin via método de T-D, basta fazer
Y  =  0 na Eq.(4.25), que nos fornece o seguinte resultado

A solução obtida por este método está de acordo com o esperado, pois considera o estado 
fundamental do sistema como sendo formado por N  estados degenerados de partícula indepen
dente com energia — e/2 e tem como única possibilidade excitar uma partícula para um estado 
com energia e/2, gerando uma diferença de energia tiu =  e.

O estado de T-D, representado por | TD), no modelo de Lipkin é dado por

(4.28)

Hlütd =  £• (4.29)

| TD)  = X K +\HF), (4.30)

ou ainda,
N

\ T D ) = x j 2 ( - r ~ '  ( t ó - ' ‘ C—(m—1)C—(m+l) • ■ • C- N■cL*)|0>. (4.31)
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Da condição de normalização (TD\TD ) =  1, obtemos

4.3 O método de RPA para quons

A dedução das equações de RPAq será feita de modo análogo ao caso fermiônico. Mas é
importante lembrar que devido ao fato de estarmos nos restringindo ao subespaço anti-simétrico 
do espaço quônico total, temos que garantir que o estado fundamental e o estado excitado sejam 
anti-simétricos perante a permutação dos rótulos das partículas.

Começaremos definindo o estado excitado |y)g, o qual é construído com a atuação do ope
rador coletivo, Q l , no estado fundamental |G%, como sendo

Multiplicando a Eq.(4.35) à esquerda pelo operador Â nQÍ e reescrevendo a Eq.(4.36), temos:

Â NQt\G)g =  \v)q, (4.33)

onde A n é o operador de anti-simetrização definido em (2.7). 
Uma condição sobre o adjunto do operador Ql é

ÂNQv\G)q =  0. (4.34)

Assumimos que \v)q e \G)q são soluções da equação de Schroedinger,

H\G)q =  Ea \G)q, 

'H\v)q -  E v\v)q.

(4.35)

(4.36)

Â NQín\G)q =  E qÂ hQUg ) ' ,  

U Â NQl\G)q =  EvÂ NQl\G)q.
(4.37)

(4.38)

Subtraindo a Eq.(4.37) da Eq.(4.38), chegamos a

[Ú,ÃNQl]\G)q = HüülÂNQÍ\G)q, (4.39)
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onde hul — Ev — Eq-
Uma outra equação pode ser deduzida a partir da condição (4.34), sendo dada por

[H, Â NQv)\G)q = -hx>lÂNQv\G)q. (4.40)

Efetuando uma variação sobre o estado \u)q, como em (4.6), e multiplicando a Eq.(4.39) a 
esquerda por q(G\6QuÂ N, obtemos:

q{G\8QvÂ N[Ü,ÂNQl]\G)q =  hul ( q(G\6Q„ÂNÂ NQÍ\G)q)  , (4.41)

Multipicando a Eq.(4.40) a esquerda por ç(G|5Qt^4]v e conjugando-a, chegamos a:

q(G\[n, Q lÂ N\Â N6Qv\G)q = tu* . (4.42)

Subtraindo a Eq.(4.42) da Eq.(4.41), encontramos a seguinte equação:

q(G\6QvÀ N[ h , Â NQl]\G)q -  q(G\[H,QtÂN\Â NSQu\G)q 

=  hw [q(G\5Qv^ nÂ nQ[,\G)q — (4.43)

A equação acima é a equação que descreve a dinâmica do sistema, levando em conta o fato 
de estarmos nos restringindo ao subespaço anti-simétrico. A aproximação de RPAq corresponde 
agora a fazermos

|G)? ~  \S t& sf)v  (4.44)

juntamente com

Qí  =  ] £  . (4.45)
*,m

4.3.1 Energia de excitação no modelo de Lipkin para quons

Para resolvermos a Eq.(4.43), usando as aproximações (4.44) e (4.45), onde consideramos 
a hamiltoniana do modelo de Lipkin para quons, supomos que os operadores Ql, ÓX~Q e 5y-Q 
sejam da mesma forma que aqueles dados pelas equações (4.20), (4.21) e (4.22), respectiva
mente. Porém, é importante lembrar que agora estamos tratando de quons.

Na solução do nosso problema, adotaremos novamente a aproximação em que substituímos
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o estado \& & * f)q pelo estado |HF)q no cálculo dos elementos de matriz em (4.43). Usando 
então o estado definido em (3.37), chegamos às seguintes equações:

X q( H F \ k - Â N[ H ,Â „ k +}\HF)q -  Y q(H F \K _Â N{H,ÂNK_\\HF)q
=  X W ^ H F ^ - Â n Â n K ^ H F ) ^  (4.46)

X q(H F \[H ,k +Â N}ÂNK+\HF)q -  Y q( H F \ [ H ,k - À N]ÂNk+\HF)q

=  -Yhw*{q{ H F \ k - Ã NÂ Nk+\H F)q). (4.47)

O cálculo dos elementos de matriz das equações acima está feito no Apêndice. Portanto, das 
equações (4.46) e (4.47), obtemos

(4.48)

=  (4.49)

A freqüência de RPAq, ui9, é obtida resolvendo o sistema de equações acima, ou seja.

" - ■ / ( W l H

Notemos que a Eq.(4.50) se reduz à Eq.(4.27) quando q —» — 1.

Na Fig.(4.1) representamos a energia de excitação no modelo de Lipkin para N  = 40 quasi- 
férmions obtida pelo método RPAq para vários valores de q, juntamente com a solução exata 
para férmions. Notemos que quanto mais q afasta-se de —1, o sistema fica menos ligado. Isto 
está de acordo com a nossa interpretação do parâmetro q. O resultado para a freqüência de 
RPAq, apesar de ter um parâmetro a mais, q, não faz com que a solução aproximada vá na 
direção da solução exata para férmions, tendo ainda o melhor resultado quando q = —1.
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N=40
1,0 Solução exata 

para férmions

0,0
0,0 0,5

V N /e

Figura 4.1: Gráfico da energia de excitação para quons versus V N/e  para vários valores de q 
com N  — 40, juntamente com a energia de excitação exata para férmions.

4.4 O método de Tamm-Dancoff para quons

Analogamente ao caso fermiônico, a obtenção das equações de T-Dq faz-se considerando 
o vácuo desta aproximação como sendo um determinante de Slater. Mas uma diferença im
portante entre o estado fundamental fermiônico e o quônico, é que neste último as partículas 
estão correlacionadas pelo parâmetro q. O tipo de correlação que existe é devido a introdução 
do parâmetro q na norma do estado, sendo esta incapaz de misturar estados de partícula com 
estados de buraco. Assim, para obtermos a energia de excitação pelo método de T-Dq, basta 
fazermos Y  — 0 na Eq.(4.48),

Esta solução, quando comparada ao caso fermiônico tem a energia de excitação por partícula

(4.51)

diminuida por um fator

O estado de T-Dq para N  quons no modelo de Lipkin é obtido através de

\TD-N)q = X Ã Nk +\HF)q, (4.52)
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onde a norma deste estado está calculada no Apêndice. Portanto, o estado de T-Dq para N  
quons no modelo de Lipkin é:

|T D ; N)- = T F  S (~ r ~‘ V W W !  ( c,+’“c tl • ■ ■ cL< - i)c- ( -» )  • • •c- » )  l°>- <4-53)

4.5 Em busca de uma expressão para q

A  aplicação das álgebras quânticas na descrição de sistemas físicos, como por exemplo as 
álgebras q-deformadas [12], álgebra de quons [21] e outras álgebras, têm como um dos seus 
objetivos obter uma interpretação física do parâmetro de deformação quando aplicada em sis
temas físicos particulares, além de obter uma melhor descrição destes sistemas. Para o modelo 
de Lipkin, onde consideramos que suas partículas constituintes são quons com dinâmica restrita 
ao subespaço anti-simétrico quônico, obtivemos uma interpretação possível para q como sendo 
um potencial efetivo do sistema que toma os quasi-férmions menos ligados.

No entanto, vimos através da Fig.(4.1), que o efeito da deformação usando a álgebra de 
quons não nos permite aproximar os resultados de RPAq da solução exata para férmions. Para
V  = 0, isto se deve essencialmente ao aparecimento do fator Podemos também interpretar 
tal fator da seguinte forma: temos um sistema de N  quons livres, os quais podem ocupar ape
nas os estados anti-simétricos acessíveis; isto é equivalente a termos {N}  férmions livres no 
sistema.

Assim, se queremos usar nossos resultados até aqui obtidos para tentar aproximar a solução 
de RPAq da solução exata, temos que antes de mais nada “corrigir” a energia de excitação pelo 
fator t p .  Em outras palavras, dividindo a freqüência de RPAq por este fator, garantimos que 
para V — 0 a solução exata é obtida e deixamos toda a dependência da deformação no termo 
que depende da interação entre as partículas. A partir de (4.50) obtemos então a nova expressão:

A representação gráfica da nova solução está na Fig.(4.2). Através desta figura percebemos 
que vários pontos da curva que descreve a solução exata para férmions são interceptados pelas 
soluções u>qN para diferentes valores de q. Portanto, podemos procurar uma expressão para o 
parâmetro de deformação q dentro do intervalo — 1 e 1 em função de V  e N. O procedimento 
que utilizaremos, consiste em igualar a solução exata da energia de excitação do modelo de
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VN/e

Figura 4.2: Gráfico da energia de excitação para quons versus V N /e  para vários valores de q 
com N  =  40, juntamente com a energia de excitação exata para férmions.

Lipkin com a frequência de RPA deformada, Fazendo isto, obtemos a seguinte expressão:

« - o lJW <4-55)

onde E§xc' & a energia de excitação exata para férmions no modelo de Lipkin. Representamos 
graficamente a solução da Eq.(4.55) na Fig(4.3) para os valores N  = 10, N  =  30 e N  = õ0 de 
quasi-férmions.

Na Fig.(4.3) apresentamos o gráfico dos valores de q que ajustam a freqüência de RPAq 
à energia de excitação exata, como função do produto VN/e ,  onde fazemos e =  1. Vemos 
claramente que a dependência em N  desaparece à medida que este aumenta. Isto também pode 
ser obtido, notando que para N  grande, tende a l e  assim, a solução da Eq.(4.55) toma-se 
trivial. Para valores de V  pequenos, notamos que q só dependo de N.
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VN/e

Figura 4.3: Gráfico de q versus V N /e  para N  — 10, N  = 30 e N  =  50.



Conclusão

O fato de o espaço quônico total conter todas as simetrias permutacionais possíveis, aliada 
à não intersecção dos subespaços associados a cada simetria, nos permitiu fazer o estudo do 
subespaço totalmente anti-simétrico separadamente, como mostrado através dos diagramas de 
Young e através da diagonalização da matriz de overlap. Com isso, pudemos construir uma base 
de muitos corpos quônica restrita ao subespaço anti-simétrico do espaço quônico total. Mostra
mos ainda, que esta base tem propriedades semelhantes a uma base de fermions independentes, 
a menos do número de ocupação, o qual é reduzido pelo fator {N } /N .

Utilizando esta mesma base quônica, mostramos que é possível construir operadores de 
quasi-spin a partir de operadores de quons, seguindo a prescrição de Schwinger, que obedeçam 
a álgebra su(2).

Da aplicação do formalismo quônico no modelo de Lipkin para quons, obtivemos uma 
interpretação possível para o parâmetro q como sendo responsável por correlações no sistema, 
cujo efeito é tomar o sistema menos ligado, conforme q afasta-se de —1. O efeito destas 
correlações é tal que é possivel remover a transição de fase existente entre as soluções esférica 
e deformada na aproximação de HF para um dado valor de V. Conclusão semelhante também 
foi obtida utilizando-se a álgebra suq(2) [28]. Através do estudo da energia necessária para 
excitar os quasi-férmions, obtida pelos métodos de RPAq e T-Dq, percebemos que esta é sem
pre diminuída em função das correlações introduzidas pelo parâmetro q sobre as partículas do 
sistema, como citado acima.

Além disto, notamos que a utilização do resultado obtido para a frequência de RPAq pode 
ser ajustado para reproduzir a solução exata do modelo de Lipkin para férmions. Para isto, foi 
necessário corrigir a frequência por um fator que garantisse que o número de quasi-férmions 
fosse igual ao número de férmions do sistema. Tal procedimento, introduziu naturalmente uma 
dependência do parâmetro de deformação com o potencial de interação entre as partículas, cuja 
forma funcional toma-se extremamente simples para um número grande de partículas.

Finalmente, um ponto não explorado neste trabalho, é a utilização do nosso formalismo

56
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na descrição de partículas compostas de spin semi-inteiro. Recentemente, foi mostrado que a 
álgebra de quons, restrita ao subespaço simétrico, é capaz de descrever pequenos desvios do 
comportamento bosônico de partículas compostas de spin inteiro (partículas formadas por um 
número par de férmions) [29]. De forma semelhante, o formalismo aqui desenvolvido pode 
servir como ponto de partida para a descrição de sistemas de partículas compostas de spin 
semi-inteiro, para os quais a estrutura interna destas partículas não seja desprezível em relação 
às dimensões do sistema.



Apêndice A 

Cálculo dos elementos de matriz para as 

equações de RPAq

Neste apêndice calcularemos os elementos de matriz das equações (4.46) e (4.47). 
equações:

X q( H F \ k - Ã N[Ü,ÁNk +)\HF)q -  Y q( H F \ k - Â s [ H , Â Nk -] \H F )q

=  X f í u % ( H F \ k . Â s Â ffK +\HF)q)

e

X q{HF\[Ü,k+À N]ÂNk +\HF)q -  Y q{H F \[H ,k -Ã N]ÂNk +\HF)q

=  - Y h u q{q( H F \ k - Â NÂ Nk +\HF)q).

Podemos escrever o primeiro termo do lado esquerdo da Eq.(A.l) como:

q(H F \k - .Â N[H,ÂNk +\\HF)q =  q( H F \k _ Â Nn Â Nk +\HF)q
I

-  q{ H F \ k - Â NÂ Nk +Ü\HF)q .
V V»-----------------/II

Sejam as

(A.l)

(A.2)

(A.3)

58



Para calcularmos I devemos conhecer como é a atuação dos operadores de criação e aniquilação 
no estado Â tfK +\HF)q. O estadoÂNk+\HF)q pode ser escrito como:
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N

Â NK +\HF)q =  Â n ^ 2  c+ic- '
i=i

N

â n
7 = 1

|0). (A.4)

Usando a Eq.(2.13), temos que

Â Nk +\HF)q =

W
yJ{N}\N\

N

l-Âjv C+íÂ n -I
Nn c - i c - 2  • ■ ■ c L ( j _ i ) c L ( i + i )  • • • c■U |0).

(A.5)

A seguir, fazemos uso do resultado:

A n c\ í Â n - i (c ^ cL 2 . . .  c i (i_1)c i (4+1). . .  cLtfj |0) =

Â n - 1  [Âv-i (c^cLicLa ... cL(i_l}c^(i+1)... cL*)] |0) - 

- Â s - i  [Ân- i (cliC^cLa • ■ • cl(i_1}cL(i+1)... c lN) \  |0) +

+ . . .  +  Â n - 1  ( c t id a  . . .  . . .  c ^ c ^ ) ]  |0). (A.6)

Utilizando a Eq.(2.15), obtemos:

[ í -Â n - I  ( c L ic L 2 . . . C ^ . _ 1jc L ( i+ 1 j  . . • c í - i v ) ]  |0 )  —

(N -  1)! [ ^ - 1  (c ^ c ^ c L 2 . - -c i (i_ 1}c i (i+1). - -cLív)] 1°) -  

-(AT -  1)! [Âv_! ( c L ^ c l a  .. - cL(í_1)c l (<+1). . .  cL*)] |0) +

+  • • • +  ( - ^ ( N  -  1)! [Ân- i  ( d ie ta  .. ... . c L ^ ) ]  |0) =

(N -  1)1.4* |0). (A.7)
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Portanto,

Â NK +\HF)q =

{ N } ( N (clfict_1ct_2 . . .c t_(í_1)ct_(i+1) ...c ljv )  I0XA.8)

O estado acima pode ser normalizado, o que corresponde a encontrar o estado de Tamm- 
Dancoff deformado dado por (4.53).

Definindo então, |TD] N ) q = /\ÍÂwK+\HF)q, 

q(TD] N\TD] N )q =

( - ) Í+Í(°I (C- ^  ' ' • C-(j+l)CÜ-l) ' • • C-2C_lC+i) Â\,  X 

xÂ n (c^cLícLjj . . .  c L ^ j c Í ^ j  . . .  d * )  |0). (A.9)

Utilizando a relação Eq.(2.15) e a Eq.(2.13) sucessivamente, obtemos

q(TD-, N \ T D ]  N )g  =  \ t f \ 2 Í N } ^ ~ ^ N \ { N y . N  =  1. (A.10)

Assim, o estado de T-Dq normalizado para N  quons é:

\TD] N )q =

^ ( c* c- A  ■ ■ • • ■ ■ <=-») i°>- <A" >

O estado dado pela Eq.(A.4) e o estado acima estão relacionados por,

y /N{N}{N  -  1)\\TD] N )q = Â NK+\HF)q. (A.12)

Os operadores que atuarão em um estado do tipo T-Dq são os operadores K0, e K +. 
Portanto, analisemos como os operadores de criação e aniquilação atuam no estado dado pela
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Eq.(A.ll). Façamos:

^ c +i|T D ;W ),=  
j=i

£ (~ )l~lcfi t {n } w A k  (c« ct- ‘cl2 ■ • ■ cv « cV i )  ■ • • <=-») i°>=
«j

N

è (- r % i  y m m ÂK- 1 ( c- i c-2 • • ■ c-((-i)c-(i+i) ■ ■ • c-í») 10) =V n \  N  ^  \/{iV}!iV!

— Y (—y ~ l ~7  ̂ Â tf - i  fc^ c la  • • -c* , . , ■ n . . .  c* N-') |0).
N  ’ y /{N  — 1}!(ÍV — 1)! v _ü_l) _Cj+1) '

(A. 13)

Notemos que o termo Â n - \  ^cL1cL2 ■ • • . . . c L ^  [0 ) é, a menos da norma,
um estado de HFq de N — 1 quons, sendo que a partícula com índice j  não participa do estado. 
Denotaremos este estado normalizado por |H F ; j; N —l)q, onde o índice j  indica que a partícula 
j  foi aniquilada e o índice está sendo somado. Reescrevendo a expressão (A. 13), temos:

Y ,  c+iITD-, N ) ,  =  ^ 2 1 |HF; j; N  -  1),. (A. 14)
j= l  J = 1

Estudemos agora a atuação do operador c-j\

Y ĉ \T D - ,N ) ,=
j=í

N

T f  ( « V - A  • • ■ c-« -i)c-(i+.) • ■ •1c- « )  i°> =

v 2 H  v  (_ )w  1 *
N  i £ # i  ^ { J V - l W J V - l ) !  

x Â n -i ^c+»cí-ic-2 • ■ ■ cl(j_i)c!(j+i) • ■ • c-(j—i)c-y+i) • • • c-at) |0)- (A.15)

Como c_j contribuirá somente para as partículas abaixo do nível de Fermi, e sendo que há 
(N  — 1) termos deste, a soma em j  contribuirá com (N — 1) termos. Portanto, a Eq.(A. 15) pode
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ser escrita como:

f ^ c - i \ T D ; N ) , =  
j = 1

v ' W ( * r - i ) y v  1

x-Âw-i ( c+tc- i c-2 ■ ■ ■ cl(i_i)cl(j+i) • ■ • c!(j_ i)c_(j+i) • • ■ |0)}- (A. 16)

Ou ainda,

f ;  c- j ITP; iV), =  -  0  ^ ( - y - i l T O ;  JV -  1),. (A. 17)
J=1 J=1

Retomando ao cálculo do elemento I, percebemos facilmente que contribuirá somente o 
termo em e K 0 do hamiltoniano. Usando a Eq.(A. 12) temos:

I  =  eq( H F \ K _ Â NK 0Â NK +\HF)q =  e N { N } 2[(N -  1 )!]%ÇTD; iV||Ào|TD; JV), =
ív tf

|yV{iV}2[(iV -  l)\]2{q(TD-, N\  Ím C +m|T£>; JV), -  ,(T D ; iV| £  cLmc_m|T£>; .V),.}
^ m=l m=l

(A. 18)

Usando as Eqs.(A.14) e (A.17), obtemos:

I  = ^ N { N } 2l(N -  1)']2{ ^  j z  f ( H F - ’h - , N - l \ H F - , m ; N - l ) ,  -
m= 1 

N
{ N } ( N -  1) J 2 ^ T £);^ ; jV _ 1|r £ );7?i;iv - 1)íJ .  (A. 19)

_ V...—  Ml I ...... ——...I I ^TV2 m=l

Portanto,
I = U n }3[ ( N - 1 ) \ ] 2{ 2 - N ) .  (A.20)

A

Para o cálculo do elemento II da Eq.(A.3), novamente usamos as Eqs.(A.12) e (2.15). Como 

resultado temos:
I I  =  V N { N } ( N  -  1 )\N\q(TD- N\ K+H\ HF )q. (A.21)
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O único termo do hamiltoniano que contribuirá é eK0. Ou seja,

I I  = e V N { N } ( N - l ) \ N \ q(TD-,N\K+k 0\HF)q.
N

= ^■>/N{N}(N-iy.m,(TD-,N\  £  c L 'c-™'(c+"C+m - c l mc_m)|tfF>,.
m,m'=1

(A.22)

Como c+m\HF)q =  0e fazendo uso da Eq.(l.l), chegamos a:

I I  = - - V n {N}{N  -  l )\N\x
2

N N
,{TD-, N\ Y ,  c{mc-m\HF), + ?(,(TD; JV| ] P  c \m,clmc ^ . c . m\HF),)

m= 1
(A.23)

Das equações (A.14) e (A.17), obtemos:

I I  =  - Í V n { N } ( N  -  l ) ! J V ! ^ M y í | i x

N

x [J2 q(H F ; r h ] N -  1|HF] m; N  -  1), +
J V ...... — ........  i -Sm=l "v'= 1

N

+q(q(HF]m']N -  1| £  c \mC-m.\HF-, rh;N  -  1),)]. (A.24)
m,m'=1

Aplicando a Eq.(2.20) no segundo termo da expressão acima, obtemos:

I I  = - Í { N } 2(N -  1)!AT!(1 -  q{N -  1}). (A.25)

Usando agora a propriedade (1 — q{N — 1}) =  (AT), temos

I I  =  - Í { N } 3(N -  iy.Nl (A.26)

Calculados os termos I e II, avaliamos o seguinte elemento de matriz:

q( H F \ k - Ã N[Ú,ÂNk +]\HF)q =  s {N}3[(N -  l)!]2. (A.27)



q{HF\K_ÂN[ n , Â Nk . ] \ H F ) q =  q{H F \k_ Â NÚ À NK_\HF)q-
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Seja agora o segundo termo do lado esquerdo da Eq.(A.l):

—■ ....   —S ^...................  "
I I I  =0

-  q{ H F \ k - Â NÃ Nk - U \ H F ) q. (A.28)

Usando as Eqs.(2.15) e (A.12), chegamos ao seguinte resultado:

I I I  = - V n {N } (N  -  1 )\N\q{TD] N\K„Ü\HF)q (A.29)

É fácil perceber que somente o termo ^ k \  do hamiltoniano contribuirá para o cálculo da 
expressão acima. Assim,

I I I  = ^-y /N{N }{N  -  l)!iV! q(TD ; N \ k _ k i \ H F ) q . (A.30)
2 v-------------^ '

TV

Avaliando IV:

N

I V  = q(TD]N\ c lm>c+m,c\mc-.mc'+nc-n\HF)q. (A.31)

Usando a Eq.(l.l) obtemos os seguintes elementos de matriz:

I V  = q ( q(TD-,N\ E  \HF) , ) +
V m,m'=1 /

V
N

W  ,<TD;ÍV| E I HF),  +
\  m,m’ = l  /

V
vi

N

+?3 í q{TD]N\  ̂  ̂ ĉ _m,ĉ _mc\.nc+m'C-mC-n\HF)q j , (A.32)
\  n,m,77i'=l /

onde o último termo da equação acima não contribui, pois c+m-\HF)q = 0. Para o cálculo de
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V necessitamos das Eqs. (A. 14) e (A. 17), ou seja,

y  =  V/ (WK jV -  !) y M , ( r D-, m ; N -  1| £  F; m; AT -  1),
m,m'=l

'  ̂ m ,m '= l

=  W < * -  1i . (A.33)
y /N

Notemos que o elemento VI é igual ao elemento V a menos de uma fase. Portanto, o 
elemento IV da Eq.(A.30) assume a forma:

(A.34)
viV v -íV

Através de IV obtemos o elemento de matriz III da Eq.(A.28), o qual é dado por:

q(HF\K-.Âtf[H,ÂfrK-]\HF)q =  | { N } 2{N  -  1 }N[(N -  1)!]2( ^  -  q). (A.35)

No cálculo do lado direito da Eq.(A.l) usamos a Eq.(A.12), obtendo o seguinte resultado:

q{ H F \ k . Â NÃ NK +\HF)q =  N { N } 2[(N -  l)!]2. (A.36)

Finalmente temos todos os termos da Eq.(A.l) calculados. É fácil notar que o primeiro e 
o segundo termos da Eq.(A.2) são o conjugado negativo do segundo e do primeiro termos da 
Eq.(A.l), respectivamente. Portanto, as equações de R.P.A. para quons assumem a seguinte 
forma:
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