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Todos nos estamos na sarjeta,
Alguns querem olhar para as estrelas
Oscar Wild

()

E nao ha melhor resposta

Que o espetaculo da vida:
vé-la desfiar seu fio

que também se chama vida,
ver a fabrica que ela mesma,
teimosamente, se fabrica,

vé-la brotar como ha pouco
em nova vida explodida;
mesmo quando é assim pequena
a explosdo como a ocorrida;
mesmo quando é uma explosado
como a de ha pouco, franzina;
mesmo quando é a explosdo
de uma vida severina

Jodo Cabral de Melo Neto
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Resumo

O modo tesoura foi objeto de estudo em varios sistemas de muitos corpos e re-
centemente em condensados de Bose-Einstein para demonstrar as propriedades de
superfluido nesse sistema. Quando a temperatura finita ha o aparecimento de
duas frequéncias distintas para o gas térmico: Uma, a mais baixa, corresponde
ao movimento de rotagao do fluido classico relagao a um eixo de simetria e outra, de
frequéncia mais alta, que corresponde ao movimento de fluido irrotacional, carac-
teristico de sistemas superfluidos. Guéry-Odelin et al. [1]propuseram que esse modo
poderia revelar o comportamento superfluido em condensados de Bose-Einstein, pois
a temperatura zero o sistema apresenta apenas o modo irrotacional, desaparecendo
o modo elastico.

Nesse trabalho desenvolvemos um método microscépico para o tratamento de ex-
citacoes coletivas em condensados, baseada na resposta linear do sistema a presenca
de um campo externo, utilizando o Principio Variacional Dependente do Tempo
(PVDT) para derivar as equagoes dindmicas e, com isso, obtemos um modelo es-
quematico para o tratamento de gases de Bose-Einstein armadilhados a temperatura
zero. Para aplicar o modelo faz-se necessario a descrigao do estado fundamental para
construir a hamiltoniana de campo médio. Aplica-se entao essa técnica ao estudo
do modo tesoura, usando como operador de excitacao coletiva um campo quadrupo-

lar, pois ele é associado a simetria do modo tesoura, e chega-se a sua frequéncia de

vi



excitacao. Damos também uma interpretacao microscopica do desaparecimento do
modo eldstico.O resultado que chegamos estd de acordo com o obtido por Guéry-
Odelin et al. através da teoria hidrodinamica de superfluidos e com o resultado

medido por Marago et al.[2].
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Abstract

Scissors Mode, in many body systems and also in Bose-Einstein Condensates BEC,
is a central problem related to rotation phenomena. It was used by Guéry-Odelin
et al. [1] to demonstrate superfluid properties in BEC. When the system is at
finite temperature, the thermal gas exhibites two kinds of excitation: First, the
lowest frequency, related with a classical rotation of the gas around the symmetry
axis. Second, we also have an irrotational flow of the fluid, which is a signature of
superfluid systems. As analized into the hydrodynamic approach, when the system
is at zero temperature, it only exhibits the irrotational flow and the rigid rotation
is supressed

In this work we develop a microscopic treatment for collective excitations based
on Linear Response Theory of an external field, using the Time Dependent Varia-
tional Principle to derivate the dynamical equations. We obtain a schematic model
to treat the collective excitation of trapped Bose-Einstein gases at zero temperature.
It is also necessary to determine the condensate’s ground state for the mean field
Hamiltonian. Now, as the scissors mode geometry is related with a quadrupolar
shape, we take a quadrupolar field to generate the collective motion. We then apply
this approach to extract the zero temperature frequency of the scissors’ mode. In
this treatment, it is also possible to understand the microscopic supression of the

rigid rotation at zero temperature. Our results are in good agreement with the-
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oretical results of Guéry-Odelin et al. and the experimental results of Marago et

al.[2].
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Introducao

A Condensagao de Bose-Einstein ( CBE ) é a ocorréncia de uma ocupagao macroscépica
de particulas que obedecem uma estatistica bosonica em um mesmo estado quantico.
As particulas que obedecem uma estatistica desse tipo possuem spin total inteiro.
A primeira previsao desse fenomeno foi feita por Einstein em 1925, ao analisar como
Bose propunha a distribuicao de fotons, particulas livres e nao interagentes, em cavi-
dades. Ele fez uma previsao tedrica na qual discutia que abaixo de uma temperatura
critica era possivel observar uma transicao de fase no sistema.

O primeiro sistema em que se especulou a CBE foi a partir do resfriamento
do *He liquido, que apresentava duas fases diferentes, uma delas identificada com
propriedades distintas de um fluido normal, por exemplo havia viscosidade nula e
aparecimento de vértices quantizados quando abaixo da uma temperatura critica,
da ordem T, ~ 2.17 K ([3]).

E importante destacar que quando o sistema se aproxima dessa temperatura o

2r~2
mkpgT

comprimento de onda térmico do sistema, A\, = ( )%, aumenta e se torna da
ordem das distancias entre os atomos. Esse é o limite em que a indistinguibilidade
quantica do sistema torna-se importante, pois comeca a haver um ” overlap ” entre as
funcoes de onda dos atomos, e se quisermos uma melhor precisao em seu tratamento

devemos tratar segundo sua estatistica quantica correspondente.

O estudo das propriedades desse novo estado da matéria sé se tornou adequado



ao incluir a possibilidade de interacao no sistema. Mas foi na década de noventa,
principalmente apdés o desenvolvimento de técnicas experimentais de resfriamento e
armadilhamento de atomos, que se pode de uma forma mais contundente aferir a

CBE e o estudo de suas propriedades. Passaremos entao a analisar esse sistema.

1.1 Resfriamento e Armadilhamento

Existem algumas técnicas para se resfriar o condensado e nao pretendemos aqui
esgotar o assunto analisando em detalhes todo o processo de refriamento. Esperamos
aqui tragar apenas as linhas gerais desse processo e remetemos a [4] para uma revisao
dessas técnicas.

Na primeira etapa os atomos sao aquecidos a uma temperatura da ordem de
600K, e sao bombardeados por laser para serem freados. Nesse processo, a temper-
atura cai para aproximadamente 1K, a uma densidade de aproximadamente 10!

3. Apds essa etapa, ao mesmo tempo em que se desliga o feixe de

atomos por cm
laser liga-se a armadilha magnética e os dtomos ficam aprisionados em armadilhas
magnéticas harmonicas e, em geral, nao homogéneas, de forma que os atomos sintam
a presenca de um minimo desse potencial, para onde eles irao quando formarem um
CBE.

Para resfria-lo ainda mais, deixam-se, através de uma técnica denominada Resfri-
amento Evaporativo [5]os &tomos mais energéticos escaparem da armadilha, abaixando
assim ainda mais a temperatura, permitindo que os mesmos ocupem o minimo do
potencial. As temperaturas atingidas apds esse processo sao da ordem de 1nk,
ordem de grandeza da temperatura do condensado.

Para verificar se o gas esta na fase condensada, é necessario analisar a densidade

do gés, no espaco de posicao ou de momento, e ela deve apresentar um estreita-



mento, uma maior quantidade de estados no ponto de mais baixo momento, e deve
apresentar a menor largura da nuvem se estivermos no espago de configuracao. Di-
versos pesquisadores da area chamam de dramatica essa observacao. Relmente ela é
empolgante e bonita uma vez que se trata de estarmos observando pela primeira vez
a fungao de onda de um sistema quéntico. Assim, a Condensacao de Bose-Einstein

torna a funcao de onda um objeto de uma realidade no sentido mais tradicional.

1.2 Armadilha

O sistema que descreveremos ¢ composto por um gas de Bose diluido em uma ar-

madilha harmonica com potencial anisotropico dado por

m
‘/ethE

2.2 2,2 2.2
(wzx +w,y” +w;z ) . (1.1)
No caso acima, nao ha nenhuma espécie de isotropia do sistema, mas as frequéncias
do potencial podem ser escolhidas de uma forma tal que possamos ter um sistema
com simetria esférica, que é o caso em que as frequéncias sao as mesmas em todas
as diregoes (w, = w, = w,), ou uma simetria axial, como por exemplo w, = w, #

w,. Nesse caso, é conveniente definirmos um parametro A\, que é a razao entre as

frequéncias do potencial A = :j—j, com wi = w, = wy, que fixard a simetria do
problema
A = 1= potencial esfericamente simétrico (1.2)
A > 1= simetria de "panqueca ” (1.3)
A < 1= simetria de "charuto ”. (1.4)



A presenga desse potencial harmonico torna o estudo de CBE ainda mais interes-
sante, pois ele quebra a invariancia translacional do sistema, permitindo que a CBE
nao se pronuncie apenas do espaco de momento mas também no espago de posic¢ao.
Sendo assim, um condensado apresenta o menor valor de momento e também o
menor tamanho que o sistema pode apresentar no espaco de configuracao. Isso é
um primeiro resultado devido a presenca da armadilha.

O sistema que analisaremos, consiste em atomos alcalinos que se comportam
como bésons confinados em um potencial harmonico tipo (1.1). Como primeira
aproximacao, considera-se que o sistema nao interage. Isso pode nos fornecer es-
calas importantes e também nortear o tratamento do condensado quando se inclui
a interagao como possibilidade.

Nesse caso a funcao de onda do sistema condensado é obtida solucionando um
problema de oscilador harmonico simples para cada particula do sistema. Com isso,
a funcao de onda do estado fundamental para N-bdsons nessa condi¢ao é uma funcgao

de onda do tipo produto de funcoes de cada atomo do gas, devidamente simetrizada

D (ry....r,) = H wo (1) (1.5)

e [] é um operador produto, com ¢, dado por

3
_ [ TMWho \ % _m 2 2 2
wo (1) = < — ) exp{ oF (wxrc + wy? + w,z )} (1.6)

e Who é definida por

wl=

(1.7)

Who = (wawyw,)3 .

A funcao de onda ¢y é uma gaussiana, que é a funcao de onda de um atomo que

esteja no estado fundamental de um oscilador. A partir dela podemos determinar um



primeiro fator de escala do sistema, que é o comprimento caracteristico do oscilador
apo, dado por 1
3
Ao = L . ( 1.8)
MWho
As armadilhas usadas experimentalmente possuem ay, tipicamente iguais a 1um.
Esse parametro também pode ser interpretado como a largura da nuvem condensada
para o caso em que os atomos nao interajam.

Como afirmado anteriormente, a questao da indistiguibilidade quantica sé faz
sentido a baixas temperaturas, quando o comprimento de onda de Broglie associado
a cada atomo for da ordem da distancia entre os atomos no gas. A temperaturas
bem acima desse limite, o gas comporta-se como particulas classicas e a distribuicao
estatistica de Boltzmann descreve bem esse sistema. Esse limite é definido por

kT > hwp,. Nesse caso ng o exp[—Vey/kpT]. Isso nos da uma distribuicao

gaussiana com largura, para o potencial harmonico, de

kgT
Rr=ap | — |, 1.9
T = Qp Fom, ( )
que pode ser definida como a largura da nuvem térmica. Nesse limite,
Ry > ap,. (1.10)

Esse resultado é importante para entendermos porque afirmamos que a assi-
natura de uma condensacao de Bose-Einstein representa um estreitamento na den-
sidade de uma forma mais quantitativa. Como a grandeza ay, estd associada ao
tamanho da nivem do condensado, podemos ver que por (1.10) a nivem térmica
apresenta uma largura muito maior que a largura do condensado. A figura-1 mostra

uma fotografia do sistema a trés diferentes temperaturas. Quando o sistema esté



a alta temperatura; a temperatura proxima a 7., em que ja podemos notar um
comportamento de dois fluidos, pois ha uma parte que se encontra distribuida ter-
micamente (em tom alaranjado) e a parte condensada (em tom azulado); e o sistema
condensado, desaparecendo a componente térmica do sistema.

A armadilha nesse sistema tem um papel de destaque no tratamento e as pro-
priedades do condensado sao dadas em funcao de seus parametros. Pode-se, por
exemplo, extrair a tempratura critica de gases nao interagentes partindo do ensem-

ble canonico [6] e tem-se como resultado
N\? .
kBTC - h/u)ho @ - 07 9475/,%0]\[3. (].1].)

Notamos através da expressao (1.11) que a temperatura critica é obtida em
funcao dos parametros da armadilha. Outra grandeza importante é o niimero de

particulas na fase condensada, dado por
N, T\*
0:1—(). (1.12)

que também depende dos parametros da armadilha através de T..

A equacao 1.12 nos fornece a dependéncia com a temperatura da fracao con-
densada para uma temperatura 7' < T,, ou seja, para uma dada temperatura finita
teremos parte do gas condensado e ainda uma fase termicamente distribuida. Essa
fracao térmica é pequena comparada com a fracao condensada quando estamos a
temperatura da ordem das temperaturas obtidas experimentalmente (nK). E f4cil

ver que a temperatura zero todas as particulas estarao na fase condensada.



1.3 Interacao

Antes de passarmos a andlise tedrica da interacao é interessante percebermos exper-
imentalmente o seu efeito. Ele pode ser notado a partir da expansao balistica do
condensado. Apds desligar a armadilha e deixar o gas expandir-se, a energia cinética
ganha pelo gas deveria ser da ordem da energia de ponto zero do oscilador se nao
houvesse a interagao entre os atomos. Entretanto, observa-se que a anergia cinética
¢ maior devido a presenga da interac¢do, como mostrado na referéncia [6].

A presenga da interacao torna a analise tedrica do problema mais dificil, porém
mais interessante, pois a sua presenca abre novas possibilidades de comportamento.
Antes de entrarmos na analise do seu efeito precisamos determinar a sua forma
no sistema. O modo usual de fazé-la é através de teorias de espalhamento e uma
deducao encontra-se no apéndice-3 dessa dissertacao.

As condigoes usadas para o calculo do potencial de interagao, foram feitas pela
primeira vez por Bogoliubov[7], e posteriormente aprimorada por Huang [8], usando
a hipétese de que o gas fosse suficientemente diluido, onde somente colisoes de dois
corpos, com baixa tranferéncia de momento, sao relevantes. Nesse caso, o sistema
precisara apenas do comprimento de espalhamento de onda-s para caracterizar a
interagao.

Com certeza, devido a aproximacao feita pelo calculo do potencial, onde se as-
sume existir apenas espalhamento de ondas-s, nao reflete o potencial real sentido
pelos atomos. Mas esse resultado contém as informagoes relevantes para a analise
do problema, ja que os dtomos nao tém energia suficiente para sentir os detalhes do
potencial de interagao.

Esse potencial que substitui o potencial real é denominado de pseudo-potencial e

descreve um comportamento assintético das funcoes de onda de maneira adequada,



em consonancia com a aproximacao de Born, importante para as teorias de campo
médio, calculado usando expansao em ondas parciais.
O comprimento de espalhamento de ondas-s na aproximacgao Born é dado pela

equagao [9)]

m
0= o / drVin, (r) . (1.13)

Se assumirmos que havera apenas colisoes frontais com intensidade dada por uma
constante de acoplamento g, podemos substituir o potencial de interacao por um
pseudo-potencial, dado por Vi, = ¢gd (r). Com isso chega-se a uma expressao para

a intensidade da colisao g em fun¢ao do comprimento de espalhamento

A h?
m

g= a. (1.14)

Esse resultado fornece uma boa aproximacao para a interacao entre os atomos

no condensado.

1.4 Efeito da Interacao no Estado Fundamental

A descricao microscépica do sistema deve ser tratada na presenca da interacao se
quisermos descrever adequadamente o condensado e suas propriedades, substituindo
a interacao de dois corpos pela expressao do pseudo-potencial. A Hamiltoniana
geral para um sistema de muitos corpos como o que estamos tratando é conveniente

escrevé-la em segunda quantizagao
N 1 N
H=> (i|T+ Ve | j)ala; + 5 > (g | Vime | kl>a1a}alak (1.15)

1,5=1 i,9,k,1=1

O termo T ¢ a energia cinética do atomo, V., € o potencial em que eles estao



confinados, o mesmo dado pela equagao (1.1), V;,; é o potencial de interagao entre
os atomos.
Os operadores a e a sdo definidos tal que a sua atuacdo em um estado com um

nimero de particula seja modificada da seguinte forma

al | ne,na, e Nas ) = VN + 1| ng,n, e ng + 1,000 (1.16)
Ao | M0y M1y ey Ny o) = /Ty | M0 M1y oy N — 1, 200), (1.17)

e devem respeitar as relagoes de comutacao para bdsons

[CLJ-[ (lj} = (51-,]'

{a!,aﬂ = [a;,a;] = 0. (1.18)

A equacao que descreve o estado fundamental do condensado é obtida substi-
tuindo o potencial de interagao da hamiltoniana (1.15) pelo pseudo-potencial e ela
foi obtida por [11] e [12] e é conhecida como equag@o para o parametro de ordem
do condensado. Sua derivacao é feita no capitulo-2 dessa dissertacao através de um

procedimento variacional e ela é
h2
(<97 4 Ve 1)+ | ) @ (5) = B0 (), (1.19)

Essa é uma equacao de Schrodinger nao linear devido a presenca da interagao ser
dependente da densidade. Uma derivacao microscopica encontra-se no apéndice-1
dessa dissertacao.

O seu desenvolvimento tal como formulado por Gross e Pitaevskii é baseada no
trabalho [7]. Ele propoe que a temperaturas bem baixas o nimero de particulas na

fase condensada deve ser Ny > 1, de forma que se analisarmos as propriedades do



condensado com Ny=+1 particulas, elas devem ser as mesmas. Tal raciocinio permite
tratar cada o d de Fock 1 = a; = /Np,poi
perador no espago de Fock como nimeros, a; = a; = \/Ny,pois nessa
aproximacao o comutador desses operadores é nulo.
A
Se decompomos o operador de campo, definido por ¥ (r) = > W, (r) a;, sob a
forma

U ()= ®(x)+ 0 (r). (1.20)

podemos tomar o valor médio desse operador no estado fundamental para obtermos

7

a equacao de campo médio definindo @ (r) = <\/I\f (r)> Essa fungao é conhecida

como fungao macroscépica do condensado ou pardmetro de ordem. 1 (r) é uma
pequena contribuicao das particulas que se encontram fora do condensado. Esse
termo é importante quando se descreve as excitagoes.

O papel da interacao no estado fundamental é analisado quantitativamente no
capitulo-2 quando comparamos o comprimento do oscilador, que é relativo a um

sistema nao interativo, com o comprimento caracteristico obtido variacionalmente
1

5 . - . ,
apf = ( ) . Observa-se com a interacao repulsiva, que é o caso que estamos
mwp, f >

interessados para o modo tesoura, ha uma expansao da densidade em relagao ao
caso nao interativo. O oposto ocorre para atracao atrativa, basta checarmos em [6].

Podemos definir um novo parametro adimensional que ¢ a razao R = aps/ano,
capaz de avaliar quanto a interacao pode mudar a forma de uma gaussiana. As-
sumindo que essa interagao seja repulsiva, observa-se que a nivem do condensado
expande-se. Se R for a medida de quanto ela se torna mais larga que uma gaussiana
de um sistema nao interativo, que tem a sua largura definida por a, = y/h/mwg, o
parametro deverd ser R > 1 para o caso repulsivo e do contrario, R < 1 se tivermos
interacao atrativa.

A contribuicao de cada energia medida nesse escala, em unidades de energia do

10



oscilador, é dada por

<T>0 hwo
Ny R?
<Vemt>o 2
N, hwoR
<V>0 th Na
NO ~ ﬁa]fho, (121)

onde surge um novo parametro adimensional, N =4

~, que reflete novamente a presenca
da armadilha e que ird nos permitir explorar alguns regimes diferentes no conden-
sado. Ele expressara a importancia da interacao entre os a&tomos do gas. Por exem-

plo, a razao entre a energia de interagao e a energia cinética é proporcional a esse

N\al

Quando estivermos no caso em que o

%. < 1, a interagao

parametro, Z;”:L ~
é desprezivel frente a contribuicao da energia cinética e estamos no limite do gas
ideal. Ao contrario, se ‘ | > 1, nao podemos desprezar o efeito da interacao, mas
podemos desprezar a energia cinética dos atomos. Tipicamente, a segunda hipotese
¢ o que acontece para Condensados de Bose-Einstein armadilhados para o caso re-
puslivo, em que o comprimento de espalhamento é ¢ > 0. Essa aproximacgao é
também conhecida como aproximacao de Thomas-Fermi. Os valores para o compri-
mento de espalhamento tém ordem de nm, por exemplo, a = 2.75 nm para *Na.

Os experimentos realizados nas armadilhas do MIT e JILA, tém N da ordem de

106 — 107. A razdo 1% é da ordem de 1073 , de forma que |a‘ > 1.

Qho

O limite de Thomas-Fermi, também conhecido como limite hidrodinamico, é
particularmente interessante, pois ao desprezarmos o termo cinético, proporcional a
h? e também denominado de pressao quantica, temos uma solucao analitica para a
fungao de onda obtida diretamente da equagao (1.19), que deixa de ser uma equagao

diferencial e passa a ser uma equacao algébrica para a densidade n (r) = ]¢|2 . Esse
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limite também é importante para calcular as energias de excitacao através da teoria
de hidrodinamica de superfluidos de onde podemos extrair expressoes analiticas para

a relagao de dispersao[13] (vide apéndice).

1.5 Excitacao Coletiva

Quando se trata um sistema de muitos corpos um ponto relevante a ser abordado
é o estudo das exitagoes elementares. No caso dos condensados de Bose-Einstein,
hé ainda uma razao a mais, devido ao fato delas estarem ligadas ao fenomeno de
superfluidez. Nesta secao abordaremos as excitagoes coletivas e como a interagao
de dois corpos modifica suas propriedades, como fizemos na secao anterior para o
estado fundamental.

A dinamica do condensado é dada pela equacao de Gross Pitaevskii dependente
do tempo

0

. h2 2 2
o1 = (—va Vi) +g @] )@<r,t>, (122

pois é uma equacao que fornece a evolucao temporal do sistema. Para obteé-la é
usado um principio variacional dependente do tempo em alguns trabalhos [14] e no
capitulo-3 dessa dissertacao utilizamos o mesmo principio para derivar as equagoes
de movimento equivalentes a (1.22). As excitagoes coletivas do sistema podem ser
obtidas linearizando a equagao (1.22) em torno do estado de equilibrio [6]

—iut
h

O (r,t) =exp ( ) {gb (r) +u(r) e ™" +v* (r) ei“t] . (1.23)

obtendo as equagoes de Bogoliubov-de Gennes[6], cujas solugoes, que sao obtidas
numericamente, fornecem as energias de excitacao do sistema.

A
A idéia por traz desse tratamento, é a inclusao do operador 1 que foi desprezado
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para o calculo do estado fundamental em (1.20), de forma que ele introduza uma

dependéncia temporal na densidade

AT A

pr) =) + (v (1.24)

de uma forma perturbativa. Ndés usaremos no capitulo-3 essa idéia para tratarmos
a resposta linear do condensado na presenca de um campo externo.

Essa formulagao conduz a descricao microscopica de quasi-particula quando se
escreve a forma que deve ter esse operador para que ele diagonalize a hamiltoniana
de muitos corpos. No caso do condensado ele deve ser uma combinacao linear da
parte condensada com a parte nao condensada e também devem ser operadores que
obedecem a relacao de comutacao para bosons.

As energias que se obtém para os modos coletivos revelam mais uma vez a
diferencga entre os resultados para o caso nao interativo. No caso em que g = 0, o
espectro de excitacao deve coincidir com o espectro do oscilador harmonico, ou seja,
a hamiltoniana ja e diagonal e as auto-energias sao multiplos inteiros da frequéncia
da armadilha, como podemos ver em [6]. J4 os resultados obtidos para o caso intera-
tivo mostram que as frequéncias para os modos estudados nao sao muiltiplos inteiros
da frequéncia da armadilha.

Outros tratamentos também sao dados para se estudar as excitacoes no sistema.
Pode-se usar o principio variacional dependente do tempo, como fazem Pires e Passos
[14], parametrizando a funcao de onda do condensado supondo a ela uma forma
Gaussiana parametrizada adequadamente.

Existe também o tratatamento hidrodinamico de superfluido. Ele consiste em
considerar o sistema funcionando como um gas ideal que se movimenta com uma

inércia modificada pela interagao, ou seja, um gas de quasi-particula que ande livre-
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mente sem interagir. Esse limite é particularmente interessante na aproximagao
de Thomas-Fermi, pois é possivel extrair analiticamente uma relacao de dispersao,
como mostra Stringari[13]. Esse tratamento foi formulado por Landau para o es-
tudo do comportamento de dois fluidos do *He, e apesar de ser uma descricao que
se baseia na fenomenologia do condensado ela encontra todo seu embasamento mi-
croscopico na descricao de Bogoliubov, apesar de ter sido formulada anteriormente

e nao precisar de nenhuma referéncia a condensacao de Bose-Einstein.

1.6 Modo Tesoura

O modo tesoura esta associado ao fenomeno de rotagao no sistema e a uma geome-
tria de deformagao quadrupolar [1]. O caso que analisaremos no capitulo-4 dessa
dissertacao, segundo um tratamento microscopico, foi realizado experimentalmente

em uma armadilha harmoénica axialmente simétrica, w, ~ w, = w| < w,,
m
2.2 2.2
Vet (1) = B (wﬂ‘ + wiz ) (1.25)

com uma deformacao medida através do parametro A, que é a razao entre as
frequéncias da armadilha. O valor da deformacao da armadilha usada na mesma
experiéncia é A = /8.

Para excitar o modo tesoura em um gas confinado em um potencial como o acima
descrito, é necessario que ele esteja inicialmente na configuragao de equilibrio. Com o
objetivo de se evitar excitacoes de superficie gira-se a armadilha adiabaticamente de
um angulo # em relacao a configuragao inicial e com isso teremos agora o sistema em
equilibrio nessa nova posicao em relagao a primeira configuragao. Feito isso, o modo

tesoura ¢é obtido apds girar-se subtamente a armadilha para um angulo —6 e assim
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o sistema como um todo realizard uma oscilagao em torno da posicao de equilibrio,
de amplitude 260 tal como mostra a figura-3. Devido a forma dessa excitagao ser de
tipo quadrupolar ela é identificada com a geometria do modo tesoura, em analogia
a fisica nuclear. Vale ressaltar que a rotagao sofrida pelo sistema nao corresponde a
uma rotagao rigida do fluido e como interpreta [14], ela corresponde a deformagoes
irrotacionais na superficie do condensado.

Feito isso, duas possibilidades sao analisadas. Uma, o gas encontra-se a tem-
peratura acima da temperatura critica e com isso teremos o movimento de uma
componente irrotacional e uma de fluido normal, resultando no aparecimento de
duas frequéncias, cada uma correspondendo a um fluido. A outra é abaixo da tem-
peratura critica em que todo sistema encontra-se condensado e consequentemente
todos ocupando o mesmo estado. Isso refletird em apenas uma possibilidade para o
modo de excitacgao.

Com isso, Guery-Odelin e Stringari, partindo do formalismo hidrodinamico, pro-
puseram que a analise do modo tesoura poderia revelar a transicao do sistema para
uma fase puramente superfluida, como contrapartida da gas térmico, pois o super-
fluido apresenta apenas um comportamento de fluido irrotacional. Os resultados
medidos experimentalmente em [2] estao em excelente acordo com o resultado pre-
visto teoricamente pela hidrodinamica de superfluidos.

A anélise tedrica desse modo em condensados bosonicos nao esta restrita a esse
trabalho. Encontramos, por exemplo, Pires e Passos [14] que analisam os modos
coletivos utilizando o Principio Variacional Dependente do Tempo e encontram um
caso particular onde o modo quadrupolar nao diagonal é identificado com a geome-
tria do modo tesoura.

Esse modo também ja foi amplamente estudado em sistemas fermionicos e o

primeiro exemplo que temos é em fisica nuclear. Em geral na medida em que se ex-
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cita o modo tesoura através de um operador quadrupolar surgem dois modos acopla-
dos. Lo Iudice e Palumbo[36] previram a existéncia de um modo elastico, associado
a correntes no sistema, considerando que em ntcleos deformados préotons e néutrons
podem se comportar como rotores rigidos, girando em torno de um eixo comum
com velocidades angulares opostas. Isso foi feito quando se estudava o momento de
inércia em nucleos deformados, pois o movimento de fluido irrotacional apresentava
momento de inércia reduzido, o que nao estava de acordo com os resultados experi-
mentais. Como mostram Lipparini e Stringari em [16], a existéncia da rotagao rigida
e o movimento de fluido irrotacional acoplado a esse modo, é o que verdadeiramente
acontece nos nucleos e resolve o problema de discordancia entre o momento de inércia
previsto teoricamente e o medido experimentalmente. Isso pode ser interpretado e
analisado em sistemas fermionicos por teorias hidrodinamicas, [16] e as referéncias
14 contidas, ou tratado microscopicamente, como vemos em [17][36][18][19]]20][21].

O que podemos perceber é que a existéncia desses dois modos acoplados nao se
repete quando analisamos o condensado, como aponta[l] e descrevemos resumida-
mente no inicio dessa secao. Assim, pois, pretendemos fazer nessa dissertacao um
tratamento microscépico no condensado na expectativa de poder explorar a natureza
microscopica do desaparecimento do modo eléstico.

Em outras palavras, precisando mais nosso objetivo, estaremos interessados em
desenvolver um método de tratamento microscopico a temperatura zero e calcular-
mos a frequéncia do modo tesoura, e compararmos com o resultado w = /2wy no
limite de Thomas-Fermi[1][2]. Para isso desenvolveremos um modelo esquemaético
que trata microscopicamente as excitagoes coletivas do condensado de Bose-Einstein,
baseada na resposta linear do sistema a um campo externo, usando o VPM (Vibra-
tion Potencial Model), um modelo usado em fisica nuclear e aglomerados metélicos

para o mesmo proposito de nosso trabalho. Apesar de apenas aplica-lo para o calculo
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do modo tesoura, nosso objetivo para trabalhos futuros é explorar a caracteristica
microscopica desse modelo, possibilitando o entendimento do desaparecimento do

modo elastico quando o sistema se encontra condensado.
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Capitulo 2
Descricao do Estado Fundamental

O principal propésito de nosso trabalho é um célculo microscépico do modo tesoura
que faremos através do VPM. Para isso, faz-se necessario uma boa descricao do
estado fundamental, importante na construcao da hamiltoniana de campo médio e
também no calculo da energia do modo tesoura pelo método do VPM.

A descricao mais adequada para o estado fundamental é feita pelo método de
Hartree-Fock, que consiste em trasformar um problema com correlagao de dois cor-
pos para um problema de particula independente, ou seja, considera o potencial
de interagao somente em média transformando-o em um operador de um corpo. A
solugao fornece a melhor base de particula independente para o sistema, objetivo
maior das teorias de campo médio.

Essa aproximagcao é assegurada ser a mais adequada para o estado fundamental
pois sua solucao é a que fornece o menor auto-valor de energia, ou seja, ela é um
minimo de energia em um calculo variacional. No apéndice-A encontra-se uma
outra forma derivacao das equacoes de campo médio, baseada em um tratamento
microscopico equivalente ao que desenvolveremos nesse capitulo, chegando a equagao

de Gross-Pitaevskii para o condensado.
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A aproximacao de Hartree-Fock fornece-nos como solucao os estados estacionarios
e sua generalizacao, Hartree-Fock dependente do tempo, pode dar-nos a evolugao
temporal, e sera ela que permitira o calculo das excitagoes em um sistema, mas se
deve partir do Principio Variacional Dependente do Tempo (PVDT) se quisermos

analisar a evolugao temporal como mostra [14]

2.1 Determinacao da Equacao de Campo Médio

a Partir de um Principio de Minimo

Para se obter as equagoes de movimento partiremos da hipdtese de que a hamilto-

niana do sistema é dada por

N 1 N
=1 7,7=1
i#]

onde t; é a energia cinética do atomo, V,,;, ¢ um potencial externo qualquer sentido
por cada atomo do sistema, assim sendo um operador de um corpo, e Vi, € a
interacao entre os atomos que compoem o condensado, com o fator % para evitar a
contagem dupla da interacao, sendo um operador de dois corpos. Nessa hamiltoniana
(2.1) foi feita uma aproximagao que a interagdo entre os dtomos deve ser do tipo
colisao bindria, devido as propriedades de sistema diluido ou fracamente interagente,
e colisoes de trés ou mais corpos sao pouco provaveis.

O problema de determinagao do estado fundamental consiste em em minimizar

o valor médio da hamiltoniana que define o funcional de energia £ = (¥ | H | ¥)

SOV | H | T) =0 (2.2)
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restringindo o sub-espago variacional por estados do tipo produto

| V) = l:[1 | 0 () (2.3)

que corresponde a uma situacao onde todos os atomos encontram-se no mesmo
estado | ¢o) do condensado. A partir dessa equagdo, nota-se que o estado | V) é
simétrico, adequado a descricao de um sistema de muitos bdsons.

Em segunda quantizacao, o estado pode ser escrito como

() = —— ()" | ), (2.4)

onde a acao do operador ag no vacuo cria uma particula no estado | ¢y).

Substitindo (2.4) e a hamiltoniana no funcional de energia, teremos

N(N - 1)

E o] = N{(po | t + Vewr | ¢0) + 5

(Po%0 | Vint | docbo) (2.5)

com a condicao que a variacao do funcional seja estacionéaria com respeito a variagao

de | ¢p). Com isso, | ¢g) deve ser um auto-estado da hamiltoniana de um corpo

h(po) =t + Vewr + Vint (po) - (2.6)

com auto-valor dado pela equacao

h(po) | ¢o) = €o | do) (2.7)

Ao substituir o potencial de interagdo pelo pseudo-potencial, Vi, = gpo (1), e

na condi¢do que N = N =+ 1 particulas ( aproximacao de Bogoliubov ), chega-se a
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equagao de Gross-Pitaevskii para o estado fundamental [6]

—h2
V2 Ve (1) + gN [ (1) 6 (1) = o (). (2:8)
onde g = % ¢é a constante de acoplamento em termos do comprimento de espal-

hamento.

2.2 Calculo do Estado Fundamental

Como mostrado acima na descrigao do sistema a partir de um tratamento variacional
chega-se a equacao de campo médio do condensado. Usaremos entao esse tratamento
para determinar o estado fundamental, e devemos para isso parametrizar uma funcao
de onda tentativa partindo do ansatz gaussiano.

A funcao de onda gaussiana é a solucao para o problema que estamos tratando
para o caso que nao haja a interacao entre os atomos, isso significa solucao para o
problema em que a hamiltoniana (2.1) tenha o termo de interagao de dois corpos
nulo. Parametrizar essa funcao significa permitir uma deformacao na funcao de onda
devido a presenca da interacao, tornando mais larga para o caso repulsivo e mais
estreita no caso atrativo. Os parametros sao determinados de forma a minimizar a
energia.

Considerando assim, a funcao de onda esté descrita na equacao abaixo

N2 m o\ 3/4 —m (wappr? + wappz?)
¢ = ( 1/2 1/4) <7rh> exp( 5% > (2.9)

Won fWsn s

de tal maneira que as frequéncias wap s € wsp s sejam parametros a determinar varia-
cionalmente tais que a energia seja um minimo.

Ao substituirmos entao V,,; pelo potencial de confinamento harmonico com sime-
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tria axial que é o caso importante para o modo tesoura, o potencial de interacao

Vit pelo ”pseudo-potencial 7, temos o funcional de energia (2.5) dado por

2

Blo)= [ | 190 @ + 2 (i) [0 0]+ T o )

Ecin Vet ‘/int

(2.10)
Inserindo a funcao de onda tentativa (2.9), e resolvendo cada integral separada-

mente temos como resultado para o valor médio da energia

1 2
E..., = N —_— 2.11
<w2hf * w3hf> “/2hfE3hf ( )
N N2
Vi = (1/2 1/4 ) (2.12)
Wonf W3hf
SNwap  +/@ 2
Vi, = 1/16C i V2 (2.13)
i

onde ¢ =8t Na/ap,.
Para obtermos o estado fundamental, usaremos o limite de Thomas-Fermi de-
sprezando o termo cinético do funcional, e a expressao que se obtém para o funcional

em relacao dos parametros variacionais é dada por

)\2 5(,0 W \/§
+1/4 >+1/16C thﬂvg/;’hf . (2.14)

Wohnf Wanf

Elg)/N = (1/2

Diferenciando essa expressao em relagao a wopf € wsps € igualando a zero para termos
o minimo da energia extraimos os valores das frequéncias obtido variacionalmente,

e sao respectivamente

Wong = 2 S = ¥/o\ T (2.15)




73/293/10
Wanf = 2(2 (23/47T9/4/\)2/5 (2.16)

Voltando & expressao (2.14) e substituindo as frequéncias calculadas acima pode-
mos escrever a energia do estado fundamental em unidades de energia do oscilador

harménico Awy, de onde temos como resultado [32]

E 5% 1oy

em que A é a razdo entre as frequéncias da armadilha. Para uma deformacao A = v/8,

e ( = 4.21, caso da experiéncia em que se produziu o modo tesoura, temos a energia

£

o = 8.44. Os parametros que minimizam o funcional de enegia em relacao a

variagoes em ¢ valem nessas unidades wop s = 0.148 e ws,r = 1.184. Esses resultados
foram calculados em [32] e nds os reproduzimos para construir a hamiltoniana de
campo médio.

Esses sao os resultados que precisamos para dar continuidade ao calculo do modo
tesoura, pois precisavamos para construir a hamiltoniana de campo médio a solucao
de Hartree-Fock, como lembramos o termo de interacao é proporcional a densidade
do estado fundamental py.

Podemos agora passar ao préximo capitulo para o calculo do modo tesoura,
mas antes faremos apenas uma breve discussao acerca do papel da interacao no
estado fundamental, que pode agora ser feita de uma forma quantitativa a partir
dos resultados que reproduzimos.

O comprimento caracteristico ap, = 0.089 pode ser interpretado como compri-
mento que a nuvem condensada tem desde que o sistema seja considerado nao inter-

ativo. Podemos definir um outro comprimento caracteristico ao levarmos em conta

D=

a interagdo repulsiva, apr = (1/wps)?, em unidades naturais, e tem como resultado
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para as condigoes que estamos analizando ajs = .23, uma ordem de grandeza maior
que ap,. Esse paramtero apy ¢ o tamanho da nivem do condensado no estado fun-
damental agora levando em conta o efeito da interacao repulsiva entre os atomos. O
aumento na largura da ntvem é justamente o efeito esperado para um sistema com
esse tipo de interagao pois a regiao central deve apresentar um nimero menor de
particulas, como mostra a figura-1.

O efeito de interagao atrativa é justamente o contrario mas nao abordaremos
aqui devido o seu tratamento ser feito da mesma forma, o que tornaria repetitivo.

Remetemos a ref.[6] para ver uma discussao sobre este caso.
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Capitulo 3

Resposta Linear: VPM (Vibration
Potencial Model)

Nesse trabalho estamos interessados no estudo de excitagoes do tipo multipolar,
mais especificamente no modo tesoura que, como discutimos na introducao dessa dis-
sertacao, tem a forma de uma excitacao quadrupolar. Para o que segue é necessario
que derivemos as equagoes dinamicas para o nosso sistema e o faremos baseado em
sua respota linear. Esse modelo foi usado por Liparrini e Stringari [18] e desen-
volvido por Rowe [21]. Para tanto, vamos usar o principio variacional dependente

do tempo cuja acao é dada por
S:/@UL%@QMt (3.1)

com

5S =0, (3.2)

onde estamos trabalhando em unidades tais que h =c=m = 1.

Uma variagao geral nos levaria a equacao de Schrodinger dependente do tempo,
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porém vamos tratar de forma aproximada supondo que o sistema estd em um estado
de particula independente durante todo o tempo, o que nos leva a seguinte forma
para a acao

(V-1

S = N/tt (z’<¢ 10) = (¢ | t+ Vir | &) + {06 | Vine | ¢¢>) dt (3.3)

e as equacgoes dinamicas sao obtidas fazendo uma variacao da agao com respeito a

¢ (t), o que nos leva a

o= (-5 +ven) o) (3.0
onde
V(r,t) = ag;“ +gp(r,t). (3.5)

No que concerne a este trabalho estamos interessados em excitacoes de pequena
amplitude geradas por campos externos do tipo multipolar. A presenca de um
campo multipolar externo vai induzir modificagoes na densidade tal que a parte

estaciondria possa ser separada

p(r,t) = po(r)+ op. (3.6)

onde pg ¢ a densidade de Hartree-Fock para o estado fundamental.
Isso induzird tranformacgoes na hamiltoniana que podera ser separada em uma

parte estatica e uma parte dinamica

V2
H, = (—2 + Viewt (T) + gpo (r)) (3.7)
oV 0*V.,
0H (r,t) = —~ |p=po 0p = “0p + gop (3.8)

dp 0p?
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tal que a equagao (3.4) possa entdo ser escrita como

21600 = (Ho+ 67 (1)) | 9 (1) (39)

que é equivalente a equacao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo, pois ela
fornece a evolugao temporal do condensado.
Como o campo externo ¢ do tipo multimpolar, o operador que reprensenta uma

deformagao desse tipo no sistema é dado por
fx)=r"Y(0,9). (3.10)
Os geradores das transformagoes associados a estes operadores sao dados por
—i[Hy, f] =M =iV [V (3.11)

de tal forma que uma excitacao multipolar que geraria a variacao na densidade seria

dado por
U = M (3.12)
isto é
plr,t)=Ulp (r)U (3.13)
expandindo até primeira ordem
p(x,) = (1+ia () M) po (r) (1 — i (£) M) (3.14)
Guardando apenas termos lineares,
p(r.1) = po (x) — ia () iV £V, po (x)] (3.15)
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chegamos ao resultado

op(r,t) = a(t) VSiVpo (r) (3.16)

ja que V2f = 0.
Se voltarmos a expressao (3.8) que definine o termo da hamiltoniana dependente

do tempo e substituirmos (3.16) nessa expressao chega-se a
OH (r,t) = a(t) VVey o Vf(r) 4+ ga(t) Vpye V[ (r) (3.17)
Definindo o operador
Q(r;) =VVe o Vf(r)+9gVpye Vf(r) (3.18)
o termo temporalmente dependente da hamiltoniana podera ser escrito como
0H (r;t) =a(t)Q(r). (3.19)

onde a grandeza « (t) funciona como uma coordenada coletiva que caracteriza a cada

instante a deformacao sofrida pelo sistema, que é dada pelo operador de um corpo

Q (r).
Para se fazer uma estimativa do seu valor, partiremos do célculo do elemento de

matriz do operador () em um instante ¢t qualquer

GO Qo) =t = [Qr (3.20)

e usando (3.16) e (3.15)
/Q(r)p(r,t) dr (3.21)
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Q(t) = a() [ QW) (nV/ (x))dr.

Mas, de acordo com o teorema da divergéncia de Gauss,

| Ve @) pVf () dr =0

Ve (Q(r)pVf(r) =VQ(r)epVf(r)+Q()Ve(nVf(r)

entao

Q) = —al) / VO(r) o Vf (r) podr.

Com isso obtemos uma expressao do parametro « (t)

a(t) = —xQ (1)

onde y é uma constante de acoplamento dada por

= [VQ@) 0 S (1) podr.

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Com isso chegamos a uma expressao para o termo dependente do tempo da

hamiltoniana
A

0H = —xQ (1) @

(3.28)

A
onde Q= >_; Q(r;)e a nossa hamiltoniana de particula independente estd construida

em funcao dos operadores que descrevem o comportamento coletivo do sistema

H(Q)=Ho—xQ{)Q(r).
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Para estudarmos vibragoes de pequena amplitude, ou a resposta linear do sis-
tema, devemos assumir que o operador @ (t) oscile harmonicamente e seja do tipo

perturbativo, ou seja, € ¢ um parametro infinitesimal,
Q (t) = ecoswt. (3.30)

Podemos entao tratar o problema de forma perturbativa onde vamos supor que
a resposta do sistema seja linear na perturbagao. Para tanto vamos supor que a

funcao de onda de particula tinica seja escrita como

t) = z_: cj (t) ¢; (r) e it (3.31)

tal que os estados de base ¢; sejam auto-estados da hamiltoniana H

Hogj = €;0;- (3.32)
Introduzindo (3.31) na equagao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo

z'gt¢ (v.4) = (Ho + 0H) 6 (r.8) (3.33)

teremos

> g (06, ()¢ = XQ Qe (6 00 (334

multiplicando por ¢; (r) e usando a condigao de ortogonalidade da base, temos

5 () = Q0 (1) (1] Q) | )77 (3.35)
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Como no instante inicial o sistema estd no estado fundamental temos que

t=0—1¢(0)=1,¢;(0)=0 (3.36)
teremos separando o termo j = 0, que corresponde ao estado fundamental, do
somatdério

0 —i(e;—eo)t
igalt) = xQt)co(t) (o | Q(r) | go)e +  (3.37)
2 XQM (b | Qx) | gyhe

7>0

Como estamos tratando apenas termos lineares em ¢; (t) e @ (f) e intervalos de
tempo positivos mas pequenos o suficiente, podemos substituir as condicoes iniciais

na equagao (3.37), o que nos da

i (6) = xQ (1) (61 Q(x) | dnhe e (3.39
()= 1 [ Q) (91 Q) | go)e " (3.39)

onde €9 = g, — 9. Novamente usando (3.30), temos

@] (t) - /Ot dtxg (eiwt . e—z‘wt) <¢l | Q (I‘) | ¢0>6—i(8lo)t

i(we)t i(w—eg)t
- Salew e (S -0

€lo w + €0
€10 coswt — wsin wt

= xe{o | Q(r) | do) (3.40)

2
el —w
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Usando novamente a expressao (3.20) e (3.31) até primeira ordem

A

W) | Qo) =(01+Xc®a)Q(10)+Xew )
= YW 1QI0)+ Y e (1)(01Ql ) (3.41)

substituindo (3.40) em (3.41) obtemos

2
€10 cos wt

>4 1@ 0)

t) =2
Q (t) = 2xe o —

(3.42)

voltando & expressao (3.30), chegamos a relagao de dispersao para a frequéncia

2
€lo

(@ 1Q10)

2 _ 2
iy — W

i

2 =x" (3.43)

Tudo nessa equacao esta determinado, exceto a frequéncia. Com isso parti-
mos de uma teoria de resposta linear a uma perturbacao devido a presenca de um
campo externo chegando a determinar a equagao em que o sistema pode vibrar
auto-consistentemente.

Os estados que entram na equacao (3.43) sao auto-estados da hamiltoniana de
campo médio Hy, e o modo tesoura consiste em tomarmos o operador f como

quadrupolar.
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Capitulo 4
Conclusoes e Resultados

No capitulo anterior desenvolvemos um modelo esquematico que trata o sistema
microscopicamente baseado na resposta linear a um campo externo, e que permite
o calculo de qualquer modo coletivo do sistema além de ser possivel calcula-los fora
do regime de Thomas-Fermi variando o niimero de particulas.

Faremos nesse capitulo apenas uma aplicagao do modelo para o calculo do modo
tesoura no condensado como apresentamos na tultima se¢ao do capitulo introdutoério,
visando as bases microscopicas do desaparecimento do modo rigido do sistema. A
equagao que nos fornecerd a frequéncia desse modo é (3.43), e para tal é preciso
determinar uma base que descreva bem os estados excitados. Os estado fundamental
ja foi calculado no segundo capitulo dessa dissertacao.

Para o que segue, é preciso diagonalizar a hamiltoniana que descreve o sistema e
para tal, escreve-la-emos em coordenadas adimensionais. Ao fim, para percebermos
se o resultado é satisfatério, faremos uma comparagao o resultado obtido por [32] e

no capitulo-2, e para isso precisamos escreve-las nas mesmas unidades.
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4.1 Diagonalizacao do Hamiltoniano na Base de

Oscilador Harmonico

A hamiltonina é a mesma que discutimos no capitulo-2,

h2
H = _7V2 + Vewt (v Vpseu 05 4.1
SV Vi (1) + Vyseua (1)
onde V.. (r) é o potencial da armadilha e Viseudo = %po ¢é a interacao entre os

atomos.
Faremos a tranformacao de coordenadas r =a; reV = i V, onde a grandezas

com barras sdo adimensionais ¢ a; = ()2 é o comprimento caracteristico do

mw |

sistema.

Assim, a hamiltoniana escreve-se em coordenadas adimensionais

H 1o 1,2 2 1.
=2V 4= + + = 4.2
HA,UJ_ 2 Q(T A Z) 4C Po; ( )

onde A é a deformacdo da armadilha, ¢ = (87 Na/ay)Y° e py, densidade do estado

fundamental, é escrita em coordenadas adimensionais

_ w%hfwghf 174 1 _9 _92
(;5 = T exp (2 (—Wth r —W3hnf z ))
po = |of (4.3)

Escolheremos como base para escrever a hamiltoniana uma base de oscilador
harmonico e, devido a simetria azimutal, a projecao z do momento angular continua
sendo um bom numero quantico. Com isso, mostra-se adequado tratarmos o prob-

lema em coordenadas cilindricas. A solucao para as fungoes de onda do oscilador
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nessas coordenadas é

V2L (N —n,,m,T)exp (—1 fg) rlml

¢ (7) = (N—nz+|m))!
N—n2)!
B 1\ /4 exp —% 72 H,. (2)
¢-(2) = <7r> ( \/2nzq)1zl
%o (0) = eXIz/(%w)
P (T? 07 Z) - ¢r (77) ¢z (5) ¢9 (9) ) (44)

onde N é o nimero quantico principal, n, o nimero quantico azimutal e m a projegao
z do momento angular[22].

Temos entao que resolver o problema H | ¢,) = E, | ¢,). Isso consiste em diag-
onalizar H em uma base que, nesse caso, foi escolhida ser a de oscilador harmonico.
Usando a relagdo de completeza dessa base, >; | Pnpnzm) (PN nzm |= 1, teremos o
autoestado de H escrito como uma combinacao linear de elementos dessa base, onde
os coeficientes é cada componente do autovetor de H, multiplicado pela componente

da funcao correspondente, como mostra a equagao abaixo

| ¢u) = Zci | PN onzm)- (4.5)

A diagonalizacao dessa matriz ¢é feita no pacote algébrico Waterloo Maple e nos
fornece como resultado para o estado fundamental a seguinte a energia de F =
8.396 em unidades de w,, o que estd bem proximo do resultado de Hartree-Fock
obtido variacionalmente em [32] e no capitulo-2 (£ = 8.44, em unidades de w, ),
onde a discrepancia é préoxima de 0.5% para uma base com 21 elementos. Isso ja

permite termos confianca na escolha da funcao de onda para os estados excitados
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que entrarao no calculo microscopico do modo tesoura. O resultado ainda mais
baixo para a energia pode ser explicado por termos usado ja a funcao de onda
do estado fundamental obtida variacionalmente na hamiltoniana de campo médio,
mas nao podemos afirmar que esse resultado é mais preciso para comparar com 0s
resultados experimentais pois deveria ser feito um programa para verificar a sua
convergencia ou aumentarmos a base no pacote algébrico para termos uma fungao
de onda mais proxima do resultado que obtemos no capitulo-2. Um grafico entre
essas duas funcgoes e mostrado no final dessa dissertacao. Todavia, como veremos
na proxima secao uma base com esse nimero de elementos ja é suficiente para um
resultado satisfatério e verificacao da aplicabilidade do modelo.

Os resultados que obtemos nessa secao estao sintetizados na tabela 1, para o
estado fundamental, e na tabela-2 para o primeiro estado excitado com numero

quantico m = 1, que sera usada no calculo do modo tesoura na préxima secao.

4.2 Calculo do Modo Tesoura

O modelo que desenvolvemos para tratar bosons armadilhados se aplica para o
calculo de excitacoes coletivas de pequena amplitude, ou seja, elaboramos um modelo
esquematico para o seu tratamento quando incluimos um potencial externo que seja
uma perturbacao no sistema. O primeiro passo dado para aplicd-lo encontra-se no
capitulo-2, que se trata de descrever adequadamente o estado fundamental para
montarmos a hamiltoniana de campo médio. Em seguida foi preciso uma descrigao
microscopica dos estados excitados e para isso diagonalizamos a hamiltoniana do
sistema em uma base de oscilador harmonico. Teremos agora que dar sequéncia aos
célculos usando esses resultados resolvendo o conjunto das equagoes (3.18), (3.27) e

(3.43), substituindo o operador de campo multipolar pela deformacao que estamos

36



interessados em estudar, que nosso caso é o modo tesoura.

O modo tesoura é produzido por campo de deformacao do tipo quadrupolar
f=yz=rsind xz, (4.6)

escrito em coordenadas cilindricas dada a simetria axial do nosso problema, a mesma
utilizada na experiéncia realizada em [2]. Esse operador vem da expansao em mul-
tipolos de um campo elétrico.

Lembrando que o operador de excitagao coletiva é descrito pela expresao (3.18)
Q(r;) = VV,uoVf(r)+9gVpeeV [ (r), substituindo V.., a densidade do estado fun-
damental que foi calculada no capitulo-2 variacionalmente e g temos como resultado

para esse operador
Q = 0.071rsin(6)z — 819.503 [exp(—0.0740r* — 0.2092°)| rsin(6)z. (4.7)

Lembrando que x™' = [VQ(r) e V[ (r) podr, devemos substitur o operador de
excitacao coletiva () que calculamos acima, novamente a densidade do estado fun-
damental e o operador f e temos como resultado para a constante de acoplamento
1= —.344.

Esse modelo foi abordado por Liparini e Stringari [18] para o estudo de ex-
citacoes coletivas em aglomerados metdlicos e podemos notar que as expressoes que
obtivemos até o momento apresentam uma forma muito semelhante aos resultados
que se obtém para os aglomerados quando se aproxima o potencial de interagao de
um corpo por um oscilador harmonico. Podemos checar isso através da expressao

que eles obtém para o operador () proporcional a yz tal como obtemos em 4.7 em

37



coordenadas cilindricas, sendo ela

Q= (2w§ (1 - ;a) - gwg (1 — ;5» yz (4.8)

para o operador de quadrupolo, onde w), é a frequéncia de plasmon, wy é a frequéncia
do potencial de um corpo tipo oscilador harmonico e § é a deformacao desse poten-
cial.

A diferenca fisica entre esses dois sistemas comega a aparecer quando passamos ao
calculo da resposta do sistema ao operador de excitagao coletiva, ou seja, o elemento

A 2
. . . 2Rl 0y e
de matriz que temos na relagao de dispersao 2 —
gl10—w

=y~ !. Em aglomerados,
ou sistemas fermionicos em geral, dois termos apresentam elementos de matriz nao-
nulos, fato que esta ligado a sistemas fermionicos o estado fundamental deve ser
do tipo determinante de Slater, ou seja, anti-simétrico por troca de indices. Isto
faz com que a atuacao do operador (), que é do tipo aLaL acople dois estados de
particula independente diferentes. J& no sistema que nos propomos analisar, todo
o sistema estd condensado ocupando o mesmo estado, ou a mesma fungao de onda.
Com isso apenas um termo contribui para o elemento de matriz, pois permutagoes
levarao no mesmo estado. Assim, encontramos uma justificativa microscopica em
termos apenas um modo de excitacao no condensado.

Para o célculo de sua frequéncia devemos considerar que operadores do tipo azai
devem produzir uma excitagao ligando estados de diferente momento angular tal
que a sua variacao seja Am = £1. Na tabela-2 encontra-se listado o autoestado de

mais baixa energia para m = 1, e o valor da energia desse estado.

Na equagao (3.43) consideraremos apenas o primeiro termo do somatério. Com
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isso temos a relacao de dispersao

w? =€ —2¢;

L0101 4 2 o)
1 :

onde €, = F; — Ep. A fungao de onda | k) estd descrita na tabela-2 e o estado

fundamental que usamos foi determinado no capitulo-2 variacionalmente.

Ao substituirmos esses valores, na equacao (4.9), encontramos como resultado
para a energia do modo tesoura w = 1.46.

Devemos entao comparar esse resultado com o que temos na literatura, como por
exemplo [1], que obtém como solugao para o modo tesoura, nas mesmas unidades que
tratamos, w = /2 partindo do formalismo hidrodinamico de superfluidos, no caso
em que todo o sistema se encontra condensado. Essa é uma evidéncia de superfluidez
no sistema, pois o condensado apresenta apenas o modo de excitagao irrotacional,
nao apresentando o modo elastico como o caso fermionico e que discutimos nessa
secao a sua natureza microscopica.

Como esperavamos, o resultado que obtemos nesse tratamento microscépico esta
em razoavel acordo com o descrito por [1], com uma discrepancia A = 3%, o que
permitiu mostrar a validade de aplicacao desse modelo em sistemas de bdsons ar-
madilhados além de encontrarmos uma justificativa microscépica para o desaparec-
imento do modo elastico. Melhorias desse resultado devem ser feitas através de
computacao numérica, aonde podemos, com menor custo computacional, expandir

a base e observarmos o resultado com maior acordo.
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Tabela 1- Estado fundamental: Ey = 8.393, m = 0.

C; (I)N,nz,m & (I)N,nz,m
9646607857 Do o0 .3518142249e-3 Pg 50
.2689415227e-2 || ®ap0 -.2444757094e-11 || D190,
2604970505 Dy0p -.1136052010e-8 || P19.2,0
1974661026e-4 || Pyp0 -.2751741706e-9 || 1040
.5180899416e-3 || P42 .1594019757e-7 Dip6.0
.3953577489¢-1 || ®ya0 -.5809195507e-7 || 1050
.2105180812e-6 || P00 -.6093112799e-4 | P10.10,0

.2574865761e-5 | Pg 2

4495814721e-4 || Pg a0

-.3833381255¢-3 | Pg 60

-.2797733698e-8 || Pg o0

.1668263905¢e-7 || Pgoq

-.7409306633e-7 | ®g 40

-.2785477850e-5 || Pg0
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tabela-2-Primeiro estado excitado: F; = 10,658, m = 1.

C; (I)N,nz,m & (I)N,nz,m
-.8915433613 Dy -.5625785e-4 D091
4167704679 Dy -.6716978110e-4 | 1211
-.1324935166 Dy31 1074889217e-3 || P23
-.1114621320 D14 1112682863e-4 | P25
.3344435760e-1 || Pg 34 -.2909523382¢-4 | P27
-.4302081295¢-2 | Pg 54 .16817083e-4 D991
.1806594426e-1 || Pg 1 -.8404e-6 D211
-.2838949157e-2 || Pg 3

-.7081529010e-3 | Pg 51

.669581934e-3 Dg 74

-.1326812403e-2 || ®y0,1.1

-.4358234361e-3 | P03,

.2801192068e-3 | P05,

-.488555350e-4 || P10.7,1
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Apéndice A

Derivacao Microscdpica da

Equacao de Gross-Pitaveski

Nesse apéndice partiremos da descri¢do microscépica de campo médio (aproximagao
de Hartee-Fock) para um sistema de muitos corpos com o objetivo de derivarmos a
equacao de campo médio de um condensado de Bose-Einstein

A aproximacgao de Hartree-Fock consiste em trasformar um problema com cor-
relacao de dois corpos para um problema de particula independente, considerando o
potencial de interagao somente em média, sendo assim uma teoria de campo médio,
em que a solucao para as equacoes de Hartree-Fock é a melhor base de particula
independente para o problema.

Devemos a partir de agora detalhar o sistema a que estamos tratando. Para uma

hamiltoniana dada por

N 1 N
=1 3,7=1

i
onde u; é o potencial externo sentido por cada atomo, ¢; é a energia cinética de cada

atomo e v;; é a interagao entre dois atomos do sistema. Na representagao {z} a
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hamiltoniana se reescreve para

N 2172
H= Z( hv—l—uxZ)—i- Z v (s, %)) (A.2)

=1 4,j=1
i#]

A
A hamiltoniana também pode ser escrita em segunda quantizacao

1 N
H= Z \t+u\jaa]+§ > (ij | v | kl)ala akal, (A.3)

7] 1 7j7k7l 1

pois a parte A deve ser tratada como um operador de um corpo e a outra é um
operador de dois corpos em segunda quantizagao. Vale ressaltar também que a
parte A da equagao A.2 é uma hamiltoniana de particula independente (Hy) e o que
se pretente em teorias de campo médio é transformar um problema com correlagao
de dois corpos em um problema de particula independente tomando a média do
potencial de dois corpos.

Colocando conjuntos completos em (A.3), teremos

G| trulg) = [dxdx x| X))

e (0 (=T ) e )5 )
=[x 0 (<t u)) 6, (A1)

e para o potencial

Gj | |kl = / Pxdx Pydy' x

x((6,5 | % y) %y [ v [ y) Oy [ R D+
(5 1% y) ¢y [v[x, )Xy [1F))
= [ @xdXdydy's; (x) 6 (v) (x,y | 0] X.¥) %
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< [or (x) @1 (y") — & (X)) &1 (¥)] 0 (xi — x7)
= [ dxdys; (x) 0] (v) v (6. ) [0 () 6n (v) + 61 (<) 6 (¥)], - (A5)

para o caso em que essa interacao seja local.
Temos entao a hamiltoniana completa escrita na representacao de posicao dada,
bastando inserir as equagoes (A.4) (A.5) na equagao (A.3). O que temos a fazer

agora ¢é transformar esse problema em

H= iv: hHF (7’) + Ures (A6)

=1

tal que tenha como solugao

huroj = €;0; (A7)

com ¢; sendo a nossa nova base de particula independente.

Mesmo a aproximagao de Hartree-Fock tendo conseguido trasformar o problema
tomando a média do potencial, é importante notarmos que ainda sobra uma in-
teracao residual, que tera um importante papel quando comecarmos a descrever as
excitacoes coletivas.Passaremos agora para a derivacao das equagoes de Hartree-
Fock.

Sua derivacao pode ser feita usando o teorema de Wick, teorema de Thouless
ou utlizando um método variacional. Essa ultima forma é que escolheremos, para
estar em consonancia com o segundo capitulo dessa dissertacao. Todas essas pos-
sibilidades estao bem descritas nas referéncias [23][21][24], principalmente para os
casos fermionicos. O caso bosonico é muito semelhante.

Nesse método, partimos de uma fungao de onda de muitos corpos completamente
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simetrizada. Essa funcao sera do tipo permanente dada por

boy (1) Gy (1) o ay (1)
1| ¢ (2) : ;

Par (N) ¢y (N) Pay (N)

Cada ¢ no permanente acima é uma funcao de onda de particula independente.
Para obtermos a melhor funcao de onda nessa aproximacao, utilizaremos um

principio variacional tal que este estabeleca que para pequenas variagoes de um auto-

estado, o valor esperado da energia seja estacionario. Para o estado fundamental,

particularmente, ele serd um minimo. Essas condigoes sao representadas por
MO |H|P)=(0D|H|P)=0 (A.9)

e pequenas variacoes tal que preservem a normalizacao das fungoes de onda de um

corpo

[ ()6 ydr =1, (A.10)

Aplicaremos entao esse método, tomando apenas variagoes em torno do estado
fundamental. isso significa variar os seus estados de particula tnica, para achar-
mos qual o estado que minimiza a energia, deslocando particulas para niveis antes
desocupados e deixando buracos em seu estado original.

A equacao que faz isso é

a¢5<x> (@1 H @)~ Se [0 (x) 6 (x) dx) =0. (A11)

As grandezas ¢; sao multiplicadores de Lagrange, colocados para assegurar o vinculo
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de normalizacao (A.10).
Ao tomarmos variagdes do valor esperado de H, dado pelas equagoes (A.5) e

(A.4), e exigindo a condigdo de minimo teremos equagoes, para o termo 1,

5
’ 56500
do tipo
0= 55 (U, [ dxo (%) (— 5 +u (%)) 65 (%)
+3 Z” 1 [ dxdy¢; (x) @5 (y) v (x,y) ¢i (x) &5 () —
—5 e [ dxdydr (%) 65 (v) v (%,y) ¢; (%) ¢ () —
— Y& [ 97 (%) ¢; (x) dx)

Resolvendo essa equagao, temos

+

(A.12)

(5 0+ [y ) vxn)) o0+ [ dyoey) v (x.3) 60 () (A1)

2m

e para os multiplicadores

6 *
5550 26 ) 4 )9 (¥ dy = a6 () (A.14)

Juntando as equagoes (A.13) e (A.14) chegamos a equacao de Hartree-Fock

<_ ZZ +u(x)+ /dyp () v (x, Y)) b (x) + /dy,o (x,¥) v (X,¥) Oa (X)
= Cada(x) (A.15)

onde:

p(y) =N, 6 (y) ¢i (y) é adensidade local, que fornece o termo direto do potencial
de dois corpos e;

p(x,y) = XN, ¢ (y) ¢ (x) é a densidade nao local, que fornece o termo de troca
do potencial de dois corpos.

Podemos ver que essa aproximagao gera um problema de um corpo que s6 pode
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ser resolvido se conhecemos as densidades. Com isso, acabamos por gerar um prob-
lema autoconsistente, pois devemos ter uma expressao inicial para a densidade e
assim resolvermos o problema. A partir da nova solucao recalcularmos uma nova
densidade e repetir o processo até que a funcao de onda obtida apds n-passos seja
igual a obtida apds n-1-passos.

A equagao (A.15) é geral e serve para qualquer sistema de muitos corpos, formado
por bosons, em seu estado fundamental. Para aplicarmos ao condensado e extrair-
mos a equacao de Gross-Pitaevskii temos que considerar que todas as particulas
encontram-se no estado fundamental ¢, = ¢y e a equagao (A.15) transformar-se-a

eI

( h*v?

2m

P G0) + (V= 1) [y (5) 0= )0 (9)) 0 () = e ().
(A.16)
Essa equacao descreve em condensado para todo tipo de interacao de dois corpos
que ele apresente. Note também que a densidade local e nao local nesse limite sao
as mesmas, pois trata-se de um sistema bosonico.
O que precisamos agora ¢ substituir a interacao de dois corpos pelo pseudo-

potencial

Vix—y)=gd(x—y) (A.17)

onde g é uma constante dada em termos do comprimento de espalhamento para

ondas-s pela equacgao
Amh?
9= = (A.18)

m

Substituindo esse potencial em (A.16), e tomando N muito grande tal que N &~ N+1
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particulas, escrevemos a equacao de Gross-Pitaevskii.

<_ WV

——u(x)+ Ny | ¢ () |2> bo (%) = €aho (%) (A.19)
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Apéndice B
Descricao Hidrodinamica

Faremos nesse apéndice uma descri¢cao dos modos coletivos partindo do formalismo
hidrodinamico. Essa teoria traz como vantagem trabalharmos sob o conceito de
densidade e corrente e obtermos expressoes analiticas para a relagao de dispersao.
Nesse apéndice derivaremos resumidamente a relagao de dispercao para os modos
de excitagao coletiva, tal como obtido por [13] em condensados armadilhados.

O sistema tratado em [13], é um sistema de gés de Bose-Einstein armadilhado
em um potencial harmoénico como descritos em outros capitulos anteriormente, com
interacao de dois corpos repulsiva, e diluido, de forma tal que possamos desprezar a
energia cinética dos dtomos (aproximagao de Thomas-Fermi).

A funcao de onda do sistema pode ser escrita pelo produto de um médulo e uma

fase:

O (r,t) = \/n(r,t)exp(iS(r,t)). (B.1)
A partir da densidade | ®(r,t) |?, podemos calcular a velocidade do campo

v(r,t) = i (P*VP — dVO*) n(r,t) . (B.2)

2ma
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Resolvendo (B.2), obtemos a expressao para velocidade. Nesse caso ela representa

o escoamento de um fluido irrotacional, propriedade de sistemas superfluidos,

v(r,t) = LVS(r, t). (B.3)

2mai

A equacao de Gross-Pitaevskii é reescrita nessa aproximacao pelas equagoes

anél;’ ) +Vi(vn) = 0
mg:; +V <5M v mf) ~ 0, (B.4)
onde
5u=%m+hz%n—mﬁmvﬂf—u (B.5)

é a variacao do potencial quimico em relagao ao seu valor no estado fundamental,
e o = 0 corresponde a equacao de Gross-Pitaevskii para o parametro de ordem.
Seguindo a descrigao feita em [13], analisaremos o condensado no limite em que o
termo cinético, proporcional a i*V?, em (B.5) seja desprezivel.

Na aproximacao de Thomas-Fermi, a densidade do estado fundamental é dada

por
oom
 4rh2a

n(r) (1= Vear) - (B.6)

A solugao da equagao (B.4) estd determinada em [6][13], e a relagao de dispersao

obtida para o caso em que temos armadilha isotrépica é

1/2

w(n,l) =wpy <2n2 + 2nl + 3n + l) (B.7)

A partir desse resultado, podemos analizar os modos pretendidos. Estamos inter-

essados, principalmente nos modos de mais baixa amplitude, portanto os modos de
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superficie, devido a sua ligacao com o fenomeno da superfluidez. Esses modos tém

valor nulo para o nimero quantico n,. Nesse caso a relacao de dispersao se reduz a
W = \/Zu)(). (BS)

Como exemplo para valores desses modos encontramos a excitagao de dipolo,
que corresponde a [l = 1 e w = wy, e a de quadrupolo, que corresponde a [ = 2 ¢
w = v2wy. O modo de monopolo, também conhecido como modo de respiracao,
corresponde a uma variagao no numero quantico principal e matendo o valor do
momento angular, ou seja, n, = 1 e Il = 0 e a sua frequéncia é w = v/5wy.

E importante notarmos que as frequéncias obtidas nao sao multiplos inteiros in-
teiros da frequéncia da armadilha, com excecao para o modo de dipolo. Isso fortalece
a necessidade de incluirmos o efeito da interagao para o cédlculo, nao sendo aplicada
a hipdtese de gas nao interagente, principalmente por estarem esses resultados em
acordo com os dados experimentais.

O acordo com os dados experimentais e a comparacao com o modelo da gases
nao-interagentes encontran-se em [13], como a relagdo de dispersao obtida para

armadilhas anisotropicas.
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Apéndice C
Pseudo-potencial

O célculo do potencial de interacao através de teoria de espalhamento, pode ser feito

a partir da equacao integral que determina a funcao de onda espalhada

) 6ik|r7r’|
U () = eier = M [ V(1) e () (1)

 Anh? lr —1/|

a partir da qual podemos definir a amplitude de espalhamento, que esta relacionada

a secao de choque do sistema

—ik’.r’

(&, X) —4%2/dr'|i_r,|\/(r') e (') (C.2)

em que ao tomarmos o comportamento assintético, |r| = r — oo, a fun¢do de onda
pode ser escrita, ao assumir por simplicidade que o potencial tem alcance finito e

nao tenha estados ligados, como

ezkr

wk (I‘) — ez‘k.r + f (k, k/)
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Essa expressao é uma soma de uma onda plana incidente e uma onda espalhada
. ikr . . .
esfericamente na forma “— com fator de proporcionalidade dado pela amplitude de

espalhamento f (k,k’) Usando a aproximagao de Born para o seu célculo, temos

~

Vie—k (C.3)

M
Kk K)=—
/s (k. K 4 h?

Para um potencial esfericamente simétrico e espalhamento elastico, a amplitude de
A N
espalhamento depende de k e do angulo de espalhamento 6, definido por cos @ =k k’,

de forma que ela se escreve na expansao em ondas parciais

20+1

f(k,0)=> €™ sin 6, P; (cos 0) (C4)

onde §; é a diferenca de fase da onda incidente com a onda parcial espalhada. No
limite de baixas energias, ou seja, k — 0, a diferenca de fase para uma onda-s é dado
por &g = —ka . Esse limite define o comprimento de espalhamento para ondas-s a.
O tnico termo que deve contribuir a baixas energia deve ser mesmo o termo de
momento angular nulo. Com isso a amplitude de espalhamento

lim f(kX)~a (C.5)

[k’|=[k[—0

Para se fazer uma ligagdo com o potencial efetivo, é conveniente tomarmos a

transformada de Fourier

) = [ B i o) (o)

Substituindo essa expressao em (C.2), temos a amplitude de espalhamento

P =~ [ B e vae) ()
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Por outo lado,

o—ik'x! dq eat—r) 08
]r—r’|_/(27r3)k2—q2+i77 (C8)
e a funcao de onda espalhada
: Anf (p. k)
= (21)*0° (k —p) — ——"—2- C.9
i (p) = (2m)°" e~ p) - 5 P (©9)

Voltando & expressao para amplitude de espalhamento (C.7) e tratando-a na aprox-

imacgao de Born

Arh?
M

dp Vk/_pr_k
(2m)* k* — ¢? +1in

J (&, K) = Vi =47 [

que no limite de k> = k> — 0 se torna numa série para comprimento de espal-

hamento
AT Ar ¢ dp |Vp|?
anVy— -2 pg’ r;’ (C.10)
M MJ (2r)° p
em primeira ordem tomamos
L (C.11)
0= Wi a=4g .
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Figura-1 Imagens da distribuicdo de velocidades de atomos armadilhados. A figura da
esquerda mostra o gas distribuido termicamente antes da Condensagdo de Bose-Einstein
ocorrer. Na figura do meio o sistema se aproxima da Temperatura Critica. Nota-se que a
maior parte do sistema encontra-se com baixos momenta. No grafico da direita o sistema
encontra-se puramente na fase condensada. Essa figura foi obtida da referéncia [3].
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Fung@o de onda

r(unidades de a/ay,)

Fungdo de onda do condensado, a T=0, solu¢do obtida numericamente a partir da equac¢do de Gross-
Pitaevskii em armadilha esférica com interacdo repulsiva entre os atomos do condensado. As trés linhas
solidas correspondem a valores de Na/a,,= 1,10,100, enquanto a linha pontilhada corresponde ao gas ideal.
Esse grafico foi obtido por Dalfovo ef al. Para maiores detalhes sobre o método consultar [6].



Método para excitar o modo tesoura a partir do giro repentino da barreira de potencial. As linhas sélidas
indicam a forma da nuvem condensada em sei eixo maior. As linhas pontilhadas indicam a forma do
potencial. (a) Temos a situagdo inicial, em que o potencial e o condensado estdo alinhados. (b) Temos a
configuracdo imediatamente apos a nuvem condensada ser deslocada da sua posi¢do de equilibrio. (c) A seta
maior indica a direcdo do modo tesoura enquanto a menor indica o0 modo de excitacdo quadrupolar. Essa
figura foi obtida de [2].
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