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Resumo

Neste trabalho faz-se uma anélise da hp-versao do método de elemen-
tos finitos de Galerkin descontinuo (hp-DGFEM) aplicado a um problema de valor
de fronteira para equagdes diferenciais parciais de segunda ordem com forma ca-
racteristica ndo negativa, que sobre certas condi¢des tem uma udnica solugao fraca.
Especial atencao é dada para estimativas “a priori” do erro para o hp-DGFEM que
sdao estudadas com e sem a adicdo de um pardmetro de estabilidade, para o caso de
pura adveccdo, e sem parametro de estabilidade para pura difusdo. Assim, obtém-se
uma estimativa “a priori” (sem pardmetro de estabilidade) para o problema de di-
fusao-adveccao-reacao. Estimativas “a posteriori” de erro do Ap-DGFEM também
sdo consideradas para operadores diferenciais lineares. Resultados numéricos sao

obtidos para alguns problemas de teste, os quais, confirmam as estimativas acima.

viil




Abstract

In this work an analysis of the hp-version of the discontinuous Galerkin
finite element method (hp-DGFEM) is considered for a boundary value problem
for second-order partial differential equations with nonnegative characteristic form.
One gives special attention to “a priori” error estimates for the hp-DGFEM. The
method have been studied with and without the addition of stabilization parameter
for the case of pure advection, and without stabilization parameter in the pure di-
ffusion equation. Then “a priori” estimates (without stabilization parameter) to the
diffusion-advection-reaction problem are obtained. “A posteriori” error estimates for
the hp-DGFEM to linear differential operator also have been considerate. Numerical
experiments, that confirm the above mentioned estimates, have been realized to some

test’s problems.
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Introducao

O estudo de métodos para resolu¢ao numérica de equagoes diferenciais
parciais - por suas inimeras aplicagoes em diversas dreas da ciéncia e pelos avangos
tecnoldgicos - recebeu um tratamento especial nos ultimos anos. Em particular, o
método de Galerkin descontinuo teve grande destaque.

O método de Galerkin descontinuo foi introduzido em 1973 por W.
H. Reed e T. R. Hill [19] para solu¢do da equagdo de transporte de neutrons. No
ano seguinte foi publicado a primeira analise do método, no cldssico artigo de P.
Lesaint e P. A. Raviart [15], o qual apresenta a primeira estimativa de convergéncia
do método. Nesta mesma década foi introduzido o método de Galerkin para equa-
coes elipticas e parabdlicas, usando elementos finitos descontinuos. Estes métodos sdo
geralmente chamados de métodos de penalizagéo interior, e tiveram desenvolvimento
independente do método de Galerkin descontinuo para equagoes hiperbdlicas.

O classico método de elementos finitos é baseado na construgdo de
solucoes aproximadas por meio de refinamentos na malha, de maneira que o didmetro
da particdo h converge para.zero, para uma ordem espectral de aproximacgido fixa
(baixa). Esta estratégia é chamada de h-versdo de convergéncia. Nos ultimos anos
emergiram os métodos espectrais em que a ordem de aproximacgdo polinomial p é
variada de modo a conseguir uma melhor aproximacao, processo este, chamado de
p-versao de convergéncia. Naturalmente, quando a solucao do problema considerado
é regular, os métodos espectrais tem grande eficiéncia.

Afim de obter uma maior eficiéncia, se combina as idéias apresentadas
acima, isto é, aumenta-se a ordem espectral em regides que a solucdo é regular, e faz-
se um refinamento mais detalhado em regides que a solugao € irregular, resultando
na hp-versdo do método de elementos finitos.

Em [15], P. Lesaint e P. A. Raviart apresentaram a primeira h-versio
de convergéncia do método de Galerkin descontinuo em L, para a solugdo de um
problema escalar hiperbdlico. Eles obtiveram para um p fixo a sub-6tima estimativa

“a priori” de erro, ||u — usllL) < Ch*ullgs(q), em que u, é a aproximagéo




para uma solugido exata do problema u € H*(Q). Mais tarde, C. Johnson e J.
Pitkdranta [13] apresentaram uma anélise mais detalhada da h-versdo do método de

Galerkin descontinuo, para leis de conservagao hiperbodlicas lineares. Neste trabalho

foi demonstrado, com o uso de uma norma dependente da malha, a quase-6tima -

estimativa “a priori” de erro, ||u — upllng < Chs"l/zllullgs(g).

A hp-versdo do método de elementos finitos de Galerkin descontinuo
(hp-DGFEM) foi introduzida por K. S. Bey e J. T. Oden [4], em que obtiveram esti-
mativas “a priori” e “a posteriori” de erro para malhas compostas de quadrilateros,
para uma versio estabilizada do método. Usando o pardmetro de estabilizacao
hk/p%, foi demonstrado uma estimativa “a priori” de erro, que para um p fixo e
h — 0, se reduz a estimativa apresentada por C. Johnson e J. Pitkédranta [13], e
também indicaram convergéncia quando h é fixo e p — 0.

Estes resultados foram generalizados por P. Houston, C. Schwab e E.
Siili em [11], que usando pardmetro de estabilidade da ordem o(h/p), provaram
taxas de convergéncia sobre malhas retangulares mais gerais, para o hp-DGFEM
(discontinuous Galerkin finite element method) e para o hp-SDMEF (streamline-
diffusion finite element method), independente da regularidade da solugdo. Para
solugdes analiticas foi deduzida convergéncia exponencial sobre malhas composta de
quadrilateros.

Uma extensao destes resultados para a equagao difusdo-adveccao-reacao
foi apresentada por P. Houston, C. Schwab e E. Siili (8], em que sdo apresentadas
estimativas hp-Gtimas para a equagao puramente hiperbélica, 6timas em h mas sub-
4timas em p (pela poténcia 1/2 em p) para a equagdo puramente difusiva, e por
tltimo, estimativas 6timas em h mas sub-Gtimas em p (pela poténcia 1 em p) para a
equagdo de difusdo-adveccao-reagao.

O objetivo deste trabalho é apresentar a hp-versao do DGFEM para
a equagao de difusdo-advecgio-reagdo, as principais estimativas “a priori” e “a pos-
teriori” de erro, tanto para a versao estabilizada como para a versdo padrdo (sem
parametro de estabilidade) do método e implementar os algoritmos de DGFEM afim
de comprovar numericamente as taxas de convergéncia “a priori” acima mencionadas.

O presente trabalho estd organizado do seguinte modo:

No capitulo 1, apresentamos na se¢do 1.1 os espagos de funcdes que
serao usados no decorrer do trabalho. Na secdo 1.2 mostramos a existéncia e uni-
cidade de solugdo fraca para a equagdo hiperbdlica. E por dltimo, na segao 1.3,
apresentamos o método de Galerkin descont_l’nuo para a equagao hiperbdlica, sua




[15] sobre a existéncia de uma enumeragdo dos elementos da malha, que permite a
resolucdo numérica do método.

No capitulo 2, apresentamos na primeira secdo a equacdo
difusdo-adveccao-reacdo, resultados sobre a existéncia e unicidade da solugao fraca
para a mesma, e introduzimos os espagos de elementos finitos. Na se¢do 2.2 consi-
deramos a equacgdo puramente advectiva e formulamos a versdo estabilizada do hp-
DGFEM. Em seguida, obtemos a estimativa “a priori” de erro para essa formulagao,
a qual, é confirmada com alguns resultados numéricos. Por ultimo, introduzimos
brevemente o hp-SDFEM para a equacao advectiva. Na se¢do 2.3, consideremos nova-
mente a equagio puramente advectiva, porém, com a formulagido padrdo do método.
Entao, obtemos a estimativa “a priori” de erro, a qual é confirmada com resultados
numéricos. Na secdo 2.4, tratamos o problema puramente difusivo com a formulagao
padrdo, e obtemos a estimava “a priori” de erro para esse caso. Na ultima secdo
consideremos a equagao de difusdao-advecgdo-reagdo com a formulagdo padrdo do
hp-DGFEM. Entdo, unificando os resultados das secdes 2.3 e 2.4, temos a estimava
“a priori” de erro para este caso. Todos os resultados numéricos apresentados neste
capitulo foram realizados usando a linguagem de programacdo C*™.

Para finalizar, no capitulo 3 apresentamos na secao 3.1 uma estimativa
“a posteriori” de erro para um operador diferencial linear genérico e discutimos
estratégias adaptativas baseadas nestas estimativas. E na se¢ao 3.2, mostramos
explicitamente essa estimativa para a equagdo de difusdo-adveccio-reacdo em uma

dimensao.




Capitulo 1

Conceiltos basicos

Neste capitulo apresentaremos inicialmente uma breve introducao dos
espacos de fungdes que serdo usados no decorrer desta dissertagdo. Em seguida,
conforme [22]', provaremos a existéncia e unicidade da solugado fraca para a equacédo
hiperbédlica de primeira ordem, e ent@o, apresentaremos a hp-versao do Disconti-
nuous Galerkin Finite Element Method! (hp-DGFEM) para um problema de valor
de contorno para esta equacao e a existéncia de solucdo para tal formulagdo. Por
ultimo, demostraremos o cldssico teorema apresentado por P. Lasaint e P. A. Raviart

em [15] que garante a existéncia de uma enumera¢do dos elementos da malha que’

permite obter a solugao numérica do hp-DGFEM de maneira explicita, pois a matriz

de rigidez que corresponde a esta enumeragao fica bloco-triangular.

1.1 Espacos de funcoes

1.1.1 Espacgos de funcgoes continuas

Seja N o conjunto dos numeros inteiros positivos. Uma n-upla
a = (ay,as,...,a,) em N* é chamado um multi-indice, e |a| = a1 + a2 + ... + oy
é o comprimento de o. Assim, definimos 0% = 07" ... 093" em que 9; = 0/0x; para
j=1...,n

Seja 2 um conjunto aberto em R® e k € N, entdo denotamos que:

1. Ck(Q) é o conjunto de todas as fungdes u definidas em Q com valores reais, tal

que, 9%u é continua para todo a com |a| < k.

2. C(Q) como NxoC*(€2).

1Método de Elementos Finitos de Galerkin Descontinuo




3. C*(Q) é o conjunto de todas as u € C*(Q), tal que, %u pode ser estendida
continuamente de  para 0, para todo @ com |o| < k.

4. C*(S2) como Ni>eC*(R).

Assumindo que €2 é um conjunto aberto limitado em R", entdo C*(2)

equipado com a norma

ol = max {suplo°u(a)1 }.

lal<k | ze

é um espaco de Banach. ‘

Para uma funcdo continua u definida sobre algum conjunto Q em R™,
definimos o suporte de u como sendo o fecho em €2 do conjunto {z € Q/u(z) # 0}.
Se este conjunto é compacto e é um subconjunto do interior de €2, entdo u é dita ter
suporte compacto com respeito a 2.

Usa-se a notagdo supp u para designar o suporte de wu.

Definigdo 1.1. Seja Q um dominio em R™ para k = 1,..., C¥(Q) denota o conjunto
das funcdes u € C¥(Q) com suporte compacto em Q.
No caso de k = o0, C§°(Q2) = D(Q).

1.1.2 Espacos de funcgoes integraveis

Vamos considerar aqui fungdes de valores reais definidas sobre um

dominio 2 C R™ que sdo mensuraveis a Lebesgue, e denotamos que:

/Q f(@)dz

a integral de Lebesgue de f sobre ().
Para 1 < p < oo definimos o espago de Lebesgue L,(§) como o con-
junto de todas as u definidas em £, tal que, |u|? é integravel a Lebesgue sobre (2.

O espago L,(£2) com a norma

1/p
ol 2y = ( [ IU(:v)l”dx> ,



é um espago de Banach. Em particular quando p = 2, L,(Q2) é um espaco de Hilbert
com produto interno dado por,

(u,v»)z/(zu(x)v(x)d:c.

Definigao 1.2. O supremo essencial de u € o infimo do conjunto de todos os nimeros

reais M, tal que, |u| < M quase sempre em §Q, e denota-se por ess.sup u(z).

Assim, quando p = 00 0 espago L. (£2) denota o conjunto das fungdes
de valores reais u definidas sobre {2 que sdo mensuraveis a Lebesgue, tal que, |u| tem
supremo essencial finito.

O espago L (£2) equipado com a norma

[tll L) = e55.5upzealu(z)],

~

\_\‘

¢ um espago de Banach.

1.1.3 Espagos de Sobolev

Definigao 1.3. Sejau,v € L1(Q) e a um multi-indice, entdo, v € a a-ésima deriva-

da fraca de u se, e somente se,

/ uD%pdz = (1) / vepdz  para toda ¢ € CF°(Q).
Q Q

Como no caso de derivadas classicas escrevemos v = D®u.
Nota: A definicdo de derivada fraca estende a de derivada cléssica.

Seja 2 um conjunto aberto do R", entdo, para 1 < p < 00, 0 espago
de Sobolev W () ¢ definido como sendo

WEQ) = {u € L(Q); 8%u € Ly(Q), |al < k}

e, equipamos esse espaco com a norma de Sobolev dada por,

1/p

HUHW;(Q) = Z ||8°u|lip(m ,

laj<k



quando 1 < p < o0, e por,

HUI|W§°(Q) = ﬁllg HaaUHLw(n),

quando p = oo.
Para cada espaco acima, define-se a semi-norma de Sobolev,

1/p

IUIW;(Q) = Z Ha"UH’i,,(Q) ,

|aj=k

quando 1 < p< oo, e
Ulw = max ||0%u
|ul £ (Q) ik I ||L°°(Q),

quando p = oo.

Todos os espagos de Sobolev com suas respectivas normas sao espacos
de Banach. Quando p = 2 também ¢é um espago de Hilbert com o produto interno
dado por,

(0w = D (8%0,0%),

lof <k

em que (.,.) é 0 produto interno de Ly(f2). Nesse caso designamos W£(Q) por H*(Q).

Espagos de Sobolev fraciondrios

Dado s > 0 e s ¢ N escrevemos s =m+ o sendo 0 <o < 1lem = [s]
¢ a parte inteira de s. Entédo, W;(Q) é o conjunto de todas as u € W;*(€2), tal que,

1/p

0°u(z) — 8%u(y)|”
3 - dd
T = 2 [, e iy <o

laj=m




paral < p< e,

|0°u(z) — %u(y)|
lz —yl°

z,y€E Q < o0,

r#y

lulws @) = ﬁ-ﬂiﬁ €ss.sup

para p = co.
Equipamos W;(Q2) com a norma

HUHW;(Q) = (Ilullf ™ (Q) + [uly ;(Q))l/pa

quando 1 < p < oo, e

Nlultwe, @) = llullwm@ + lulws @),

para p = oo.
Nota: Maiores informagdes sobre esses espagos ver [1].

A seguinte defini¢cdo garante a regularidade da fronteira de um dominio
Q. Se a 0f satisfaz essa definicdo, ela é dita ser uma Fronteira Continua Lipschitz.

Definigao 1.4. Supomos que Q € um conjunto aberto em R", entdo, a 02 é Continua
Lipschitz, se para todo x € 00, existe:

1. um conjuntodberto OCR*comzeO;

2. um sistema ortogonal de coordenadas locais ¢ = ((1,..,Cn) = ((, ) € um
a € R, tal que, O = {(; —a; < (;<a;, 1 <j<n};

3. eriste uma funcdo continua Lipschitz ¢ definida sobre
O={{eR"Y; —a;<(<aj, 1<j<n-1}

com

802N0 = {¢; ¢ =w((), (€O}

Um conjunto aberto limitado com fronteira continua Lipschitz é chama-
do Dominio Lipschitz (D.L.).

1



Proposicdo 1.5. Seja Q um D.L. e seja 1 < p < oo, entdo, C®(Q) € denso em
W3 () para s > 0.

A demonstracio desta proposigdo pode ser encontrada em [16] pg. 14.
Nota: C§°(S2) é denso em W;(Q2) para 0 < s < 1/p.

Referente a definicdo de Fronteira Continua Lipschitz, temos que,
VY z € 092, existe uma furigéo continua Lipschitz,

0:0OCcR! —R
tal que,
02N 0 ={¢; ¢=(C,0(0); ¢ €O}
Podemos entao definir a aplicagao ¢ por,

#({) = (¢, ¢({)).

Percebemos que ¢~ existe e é continua Lipschitz sobre ¢(O) permitin-
do a seguinte definigao:

Definigdo 1.6. Seja Q um D.L. em R*, para 0 < s < 1 el < p < 0o denotamos que
W3(0Q) € o conjunto de todas as u € Ly(0R), tal que, a composi¢ao u o ¢ pertence
a W;(O N¢~1(8Q N O)) para todos os possiveis O e ¢ que satisfazem a condi¢do da

defini¢do anterior.

Para equipar W (0€2) com uma norma, consideramos o atlas (O;, ¢;) i
da 09, tal que, Oj e p;, j = 1,..., J satisfazem a definigdo 1.4. Assim,

J 1/p
— 1P
”u”Wf;(aﬂ) - (Zl H'LL © ¢J“ ;(Ojﬂ¢j_1(3900j))) ’
J=

em que ¢;(¢) = ((,9;(¢)) para{ € 05, j=1,...,J.

Nogado de Trago

Seja ¢ € C*(£2), entdo, o seu trago ¢ definido como,

Yo(¥) = Yjaa, . (1.1.1)




e pode-se demonstrar que existe uma constante C' > 0 tal que

leall gr/200) < CllYll ()

Sendo C*(f)) denso em H(Q), a aplicagdo v, prolonga-se por con-
tinuidade & uma aplicagdo linear e continua que também denominamos v, de H!(f2)
em H'/?(0R), a qual ch_amamos.de trago.

Para u € H'(), 7v,u denomina-se o trago de u sobre Q. Assim,

podemos enunciar o teorema do trago.

Teorema 1.7. A fungdo trago aplica H'(Q) sobre HY/?(0Q) e o niicleo de v, € o
espago H} (). ’

A demonstracido pode ser encontrada por exemplo na pg. 81 de [17].

1.2 Existéncia e unicidade de solucgao fraca para a
equacao hiperbdlica
Consideramos o seguinte problema hiperbdlico de valor de fronteira.

div(bu) +cu=f em
(1.2.1)
‘u=0 sobre 0_Q

sendo,
1. Q é um dominio Lipschitz em R”;

2. b= (by,...,b,) é uma funcio vetorial de valor real continuamente diferencidvel

definida sobre § que representa o fluxo em ;
3. ¢ é uma funcdo continua definida sobre © de valor real;
4. f é uma funcédo de valor real, tal que, f € Ly(£2);

Designamos por n(z) o vetor normal unitario exterior a 92 no ponto
z. Entdo, divide-se a 0Q em 0_Q = {z € 9Q; n(z)-b(z) < 0} que representa a parte
da fronteira de Q onde o fluxo entra, e ,Q = 90N \ - que corresponde a parte de

saida.




Associamos a (1.2.1) o espago de fungdes,
H_(Q) = {v € Ly(Q); div(bu) + cu € Ly(2), ~a(bv) = 0 sobre 0_Q}

onde a solugao do problema é procurada. Aqui v,(bv) = (bv) - njs_q significa o trago
normal do campo vetorial bv sobre 9_2.

Vamos agora justificar mais formalmente a condi¢ao de fronteira e a
definicdo de H_(2). Para esse fim, lembramos que (pg. 355 em [20]) o operador
traco, vn(+), é continuo e sobrejetivo de

H(div, Q) = {v € [L2(Q)]"; div(v) € La(Q)},

em H-Y2(8Q) = (HY/?(652))" onde ' representa o espago dual.

Supomos que I' é um subconjunto relativamente aberto e conexo de
0Q com medida (em (n — 1)-dimensdo) positiva. Denotamos por Hj(I') o fecho de
C(T") em H'(T') na norma do espago de Sobolev H'(I'). Além disso, definimos
H&éQ(F), usando interpolacdo de espagos de fungdes (para uma introdugdo ver pg.
356 em [20]) como sendo o espaco entre Ly(T") e Hg(T).

O operador de extensao trivial £; de I' para a 02, que é dado por,

gO:LQ(F) — Lz(aQ)

v(iz) se z€T
v(z) —
0 se z€0Q\T

é um operador linear e continuo de Ly(T") em Lo(8Q) e de Hy(T') em H'(92). Portan-

to, deduzimos por interpolagao de espagos de fungdes que ele também é um operador

linear e continuo de Hel*(T) em HY2(8Q) (ver teorema B.3, pg. 358 em [20]).
Conclui-se entdo, (ver teorema 02, pg. 195 em [24]) que o operador

dual de &g,
g HY(0Q) — (Hyg*(T))

é um operador linear e continuo. Este operador é chamado a restrigio de Q para T
(para nosso propdsito I' = 0_).

Supondo que v € L3(Q) e div(bv) + cv € Lo(f2), temos que,
bv € H(div,Q), e segue que y,(bv) € H~/2(89). Entéo a restrigdo de y,(bv) para
0-( pertence para (Hééz(a_Q))’. Assim a definigdo de H_(2) é essencial.

11




Nota-se que H_(Q2) é um espago de Hilbert com a norma

lull - = (lullZ,@ + I1LullZ @),

sendo que, £ : H_(Q) — Ly(Q) denota o operador linear definido por
Lv = div(bv) + cv.

Com essa notagdo o problema (1.2.1) pode ser formulado da seguinte
forma:

Encontre u € H_(Q), tal que, Lu = f.

E a formulacio variacional para (1.2.1) fica:

Encontre u € H_() satisfazendo

(div(bu) + cu,q) = (f,q9), VY q€ Ly(Q). - (1.2.2)

A solucéo de (1.2.2) pode ser vista como uma solugao fraca ou genera-
lizada de (1.2.1), em que a equacdo diferencial satisfaz uma igualdade em Lo(f2) e a
condigdo de fronteira obedece uma igualdade em (H&f(F))’.

Hipétese 1.8. Vamos supor que as componentes do vetor b pertencem a C'(Q) e

sdo fungdes estritamente positivas sobre €.

Para demonstrar a existéncia e unicidade da solugao fraca para (1.2.2),
vamos precisar do Teorema da Imagem Fechada de Banach, cuja demonstragao pode

ser encontrada, por exemplo, em [24], pg. 205.

Teorema 1.9. Seja X eY espagos de Banach, e A um operador linear fechado, tal

que, A: X =Y com D(A) = X, entdo, as sequintes proposi¢ies sdo equivalentes:

R(A) € fechada em Y,

R(A') é fechada em X',
- R(A) = N(A)*,
- R(A) = N(A)*

Teorema 1.10. Vamos supor que f € Ly(Q) , ¢ € C(Q) e ¢é vdlida a
Hipdtese 1.8. Entdo, o problema (1.2.2) tem tnica solugdo fraca u € H_(). Além
disso, o operador linear L definido acima € uma bije¢do continua de H_(2) em Ly(2)
com uma inversa continua L7': Ly(Q) — H_(Q) .

12



Demonstracao:

Designamos por C1(€) o conjunto de todas as funcdes de C'({2) que se anulam

em 0_§2, e seja, £ um vetor de n-componentes, demonstraremos inicialmente que:

(div(bv) + cv, e~ %%p) = (c + -;—dz’v(b) +b £, eETy]?)

(1.2.3)
+ l/ (b-n)|e 4 %v|?ds, YveCL(Q).
2 Ja,n

Como é facil verificar, esta igualdade é equivalente a seguinte igualdade:

/div(bv)ve‘zf'zd:r: l/div(b)|ve—§'“”|2d:6+/(b-f)lve_f'“rfdgzz
Q 2 Jg Q

1 —
+ —/ (b-n)|lve t%)%ds, Vve CLQ).
2 Ja,
Para provar esta ultima, consideremos a i-esima componente,
1=1, , M,
a(b; 0b; 0
/ —(—L)ve_%"dx = ~lve™¢7%|2dx +/ Y bive %% dy, (1.2.4)
Q 3:1:,- Q al'i Q 3:171 v

Aplicando a férmula de Green no dltimo termo a direita,

Ov bive X%y = — @ihje"wizdx - /
Q

ov
bve %% dx
Q a.'L'i Q 8.’1)1 T;

0

o / bit lve=57|2dz + / binifve=67[2ds.
Q [519]

Concluimos disso que,

—b; Ty — z|24 b:&; §x12g
A (%ib ve “%dz 5 /anihje |“dz + o &lve % |%dx

1
+ = bini|ve=¢%|%ds.
2 Jo,q
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Substituindo esta expressdo em (1.2.4) temos que,

/3 (0:0) 2624, — gi v €_€II|2dIE+/bifilve_é.zpd‘r—'_
i Q

1
,+—/ binilve=¢*|ds.
2 Jo,0

Assim, (1.2.3) segue por soma de todas as componentes.
Agora, notemos que sempre se pode tomar f , tal que, a constante

M, = 1nf(c+ (dwb)+b €),

seja positiva (isso é possivel pois (2 é limitado e todas as componentes de b sdo por

hipétese estritamente positivas). E sejam M; e M, dois nimeros reais, tais que,
M <e®T< M, Vzel (1.2.5)

Omitindo o segundo termo do lado direito de (1.2.3) sendo ele positivo, e notando
que C1(Q) é denso em H_(Q), segue que,

(Lv,e™*%0) > Molle™**vl%,0) Y v € H-(Q).
Entdo, usando (1.2.5) temos que,
Mol Loyl LvllLo() = Molle™ 0|3, ) = MoMilloll, ) Vv e H(9).

Assim,

M,
MoM,

€0l a0@) 2 [[ollza@) Vv € H-(2),

logo, elevando ao quadrado e adicionando ||£U||2Lz(n) resulta que,

M, \? )
(1 + (M0M1) ) L0113, = I0llZ0) + 1£01IT 5 ¥ v € H(Q),
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e elevando a poténcia 1/2,

M. 2 1/2
2
(1 * (MOMl) ) H&’”Cz(ﬂ) > |vlla.@ VveH_(Q),

ou
1Lvllye) 2 Cllvlla_@) Y ve H(Q), (1.2.6)

em que C' é uma constante positiva.

A desigualdade (1.2.6) permite-nos provar os seguintes resultados:

1. £ é um operador injetivo.
De fato, para v € N(£) temos Lv =0 =
0= |ILv|lzy) 2 Clivlla_@ = v=0
. L é injetivo de H_(2) na sua imagem R(L).

2. L tem inversa continua.
Sendo L injetiva = L é bijetiva (com base em R(L))
=3 L£:R(L) — H(Q)
Entdo, Vw € R(L) = 3! ve H_(Q), talque, Lv=w= v=L"w
logo, |lwllzy@) = [|1£0]|Ly0) 2 Cllvlla_(9) = ClIL7 wlla_(0)
Assim, [|[L7 wlla_) < SllwllLa@
. L~1 é continua.

3. £ é um isomorfismo de H_(2) na sua imagem R(L).

4. R(L) é um subespaco fechado de Ly(£2).
Seja weRKL = Jw,eRL), tal que, w, = w
Sendo £ injetivo, = J v, € H_(Q)), tal que, Lv, =w, Y w, € R(L)
Como w, converge = w, é de Cauchy.
Demonstraremos que v, também é de Cauchy.
lvn — vmlla-@) < F1L(vn — vm)llLa(e) = 511£0n — LUl Ly
= Zlwn — wmllL,) — 0
Assim, {v,} é de Cauchy em H_(Q2) que é um espago de Banach.
Logo, 3 v € H_(Q), tal que, v, — v.
Lv, = Lv

Sendo £ continuo temos que, =>Lv=w = weR(L)
Wp —> W

. R(L) é fechado.



Calculamos agora £'. Para tanto consideramos
H, (Q) = {v e Ly(Q); L've€ Ly(), 7n(bv) =0 sobre 9,0}.

Sendo que,

(Lu, v)=/Euvdzz/dz‘v(bu)vdz+/cuvdm
Q 0 _

Q

= —/u(b-Vv)dx+/cuvdx+/ (b n)vuds
o) Q 8.0

e tomando L'v = —b- Vv + cv, entdo, se v € H (), temos que, (Lu,v) = (u, L'v),
em que L' : Ly(Q) — (H_(£2))'. Assim, o problema dual para (1.2.1) é:

L'2=-b-Vz+cz=19% em

(1.2.7)
z=0 sobre 0.0

Usamos o Método das Caracteristicas em (1.2.7) para mostrar que
N (L) = {0}.
Entéo, seja z € N(L') um elemento arbitrario. Assim, z é uma solucdo

do problema de contorno seguinte:

—b-Vz+cz=0 em Q
2=0 sobre 0,%2.

Seja z(t) = (z1(t),. .. ,zo(t)) uma caracteristica da equagao
—b-Vz+cz=0, (1.2.8)
quer dizer, z(t) é uma solugdo do sistema de EDO seguinte:

$1(t) = -b1($1, N ,.’L‘n)

To(t) = =be(zq, ..., Zn)

Tp(t) = —bn(z1,... ,Zn) .



Sendo que,

02 O )+ + 2
8t_3x11 T oz,

Ta(t) = —b- Vz,

entdo, a equagdo (1.2.8) toma forma seguinte:

3

{%;—+cz=0 t>t,

th:to = O

sendo t,, tal que, z(t,) € 9,.9.

Por fator integrante, temos que,

o (zef cdt)

B 0

— [ cdt
=>Z=C€f y

= z=0

N(L') = {0},

Aplicando o Teorema 1.9 para L, temos que, R(L) = N(L)*
= {0}+ = Ly(). Assim, £ é um isomorfismo de H_(Q2) em L,(Q), sendo que,
f € Ly(€) (por hipétese) existe dUnica solugdo fraca u € H_(Q) para (1.2.2).

O

1.3 Método de Galerkin descontinuo aplicado a
equacao hiperbdlica

Definigdo 1.11. Uma subdivisdo/parti¢do/malha P, () de um dominio Q é uma
colegdo finita N(Py(2)) de conjuntos abertos {K;}, tal que,

1. KiﬂKj:Q)sez';éj (4
2. UK; = Q.

Dizemos que uma particio P,(Q2) é regular se ';— < C para
1 < i < N(P(Q), em que p; = sup{diam(s) / s é uma esfera C K},
h; = diam(K;) e C é uma constante positiva. '
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Seja P = {Py(2) }n>o uma familia de particdes regulares de  C R em
N = N(P,(€2)) subdominios K. Assumimos que cada K € P,(2) possui K continua
Lipschitz e designamos por ng o vetor normal unitario exterior a K . Definimos
0_K e 0.K de modo andlogo as definigoes de 0_2 e 0.2, porém, substituindo 2 -
por K.

Objetivando introduzir a formulacdao de Galerkin descontinua para
(1.2.1), definimos o seguinte espaco de fungdes:

V(Q) = {v € Ly(Q); div(bv) € L(R)}, (1.3.1)
o qual estendemos sobre a particdo de €2 usando espacos quebrados, i.é.,

V(R) =V(P.(Q)= [[ V&)

sendo V(K) = 17(\[{/) NHY(Q), (1.3.2)

P

em que V(K) = {v € Ly(K); div(bv) € Lo(K)}.

Para cada K € P,(2) e qualquer v € H!(K) designa-se por v* o trago
interior de v sobre 9K (o traLgo tomado “de dentro de K”). Seja um elemento K, tal
que, o conjunto _K \ 0-2 é ndo vazio; entdo para cada z € 9_K \ 0_{2 existe um
elemento K’ dependendo de z, tal que, z € 3, K’ como na Figura 1.1 para o caso de |

n=2.

Figura 1.1: Um ponto z talque z € d_K ez € 0, K’

Supomos que v € H!(K) para cada K € P,(Q2). Se _K \ 8_Q é nédo
vazia para algum K € P,(2), também podemos considerar o trago exterior v~ de v
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sobre §_K \ 8_ relativamente para K, como o trago interior v™ relativo ao elemento
K', para o qual 9, K’ tem intersecgdo com 0_K \ 9-Q de (n — 1)-medida positiva.
Também introduzimos o salto de v através de 0_K \ 02 por,

[v] =vt - 0.

Consideremos agora um problema n&o homogeéneo, isto é, u = g sobre
0.Q sendo g € Lo(0-Q). Entdo, a formulagdo variacional ou formulagéo fraca do
método de elementos finitos de Galerkin descontinuo para (1.2.1) é:

Encontre u € V(P,), tal que,

/ U(V-(bu)—t—cu—f)dx—/ (ut —u)vt (b nk)ds
K

a_K\3_Q
- [t - gt s =0, - (133
8-KN3-Q

Vve V(Ph), VKEe¢ Ph(Q)

1.3.1 Aproximacgao polinomial de Galerkin descontinuo

~ Supomos que cada K € P,(Q2) é imagem de um elemento mestre K
por uma aplicacdo afim Fy, i.e., K = Fx(K), ¥ K € P,(Q), em que K é um cubo

candnico K = @ = (—1,1)" ou, um simplex unitario

R:S’={a‘:eR"; £; > 0, Z:ﬁi<1}.

1=1

Sobre o elemento mestre consideramos os espagos de polinomios de

grau p > 0 conforme segue:

Qp = span{i®; 0< oy <p, 1<i<n}

P, = span{2®; 0< |a < p}.

Neste caso ), é o conjunto de todos os produtos tensoriais de polinémios
definidos sobre o elemento mestre de grau < p em cada diregdo coordenada.
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Definimos, entao,

v=ugoFx € Qp se K € P(Q) ¢é quadrilatero,
v=vgoFx €F,, se K€ P,() ¢étriangular ’

I%AK)={UELAQ%

e introduzimos o subespago de dimensio finita de V(Py) assim,
Vo(Pr) ={v e V(PB,); vk € Rp(K), V K € Po(Q2)}.

Logo, a formulagdo da aproximacgao polinomial de Galerkin des-
continuo para o problema (1.2.1) fica:

Encontre uma fungdo u} € V,(P,) de acordo com a seguinte regra:

Para K € P,(), dado u};~ sobre 0_K achar u}, = uf ; € R, (K), tal

que,

/ (V- (bul) n cub )vdz — / (W — w2 )vT(nk - b)ds
K o-K (1.3.4)

| :/fvdx, Vo€ R, (K).
K

Tomando (w,v)k = [ wvdz, (v,w), = f7 wolb-n,|ds e uf, = V- (bul)

a equagdo (1.3.4) fica
(W2, + e, v)k + (2], v"), o = (F0)k, V€ Rpy(K). (1.3.5)
Podemos escrever agora a equagdo (1.3.5) da seguinte forma:
Bg(uh,v) = Lg(v), Vv € R, (K),

sendo Bg(w,v) = (wp + cw,v)g + ([w],v*)y g e Lx(v) = (f,v)k. Logo, a a-
proximacao polinomial de Galerkin descontinuo para (1.2.1) pode ser formulada da
seguinte maneira:

Encontre u}, € V,(Py), tal que,

B(u},v) = L(v), Y v € Vy(Pr), (1.3.6)




sendo

B(w,v)= Y Bg(w,v) e L(v)= Y Lg(v)

KeP, - KePy

e uf~ = g sobre 0_Q2.

1.3.2 Enumeragao dos elemenﬁos da malha

A formulagdo (1.3.4) supde que se conhega u}, ~ sobre 9_K para entdo
encontrar a solugdo aproximada u}. Isso é possivel desde que se enumere adequada-
mente os elementos de P,(2). O préximo teorema mostra que existe tal enumeragao
K,,K,,...,K, que permite a resolugido de (1.3.4), para o caso de elementos trian-
gulares ou quadrildteros (n = 2).

Definigao 1.12. K ¢ dito ser um elemento de fronteira se pelo menos um dos lados
da 0K for um subconjunto da 052.

Definicdo 1.13. K € dito ser um elemento de semi-fronteira se um e somente um
vértice de K pertence a 05).

Teorema 1.14. Supomos que 2 C R? é um dominio poliedral convezo limitado,
entdo, eziste uma ordem Ky, Ks,...,K, dos elementos de P,(QY), tal que, para
i=1,...,1, cada lado de O_K; € um subconjunto de 0_Q ou de 0. K; para algum
Jj <.

Demonstracao:

Consideremos na 9_ uma enumeracio K!, K2, ... , K*® dos elementos
de fronteira obtida no sentido hordrio. Para essa enumeracdo, dois elementos K* e
K**! podem ter um lado em comum ou ndo. Para o iultimo caso (conforme Figura
1.2), existe pelo menos um elemento de semi-fronteira entre K ‘e K1 entdo, dizemos
que um lado de K* ( resp. K't!) é semi-comum com K**! (resp. K*) se ele é um
subconjunto da unifo dos elementos de semi-fronteiras localizados entre K* e K**!.

Mostramos agora que existe pelo menos um elemento de fronteira K,

tal que, 0_K C 8_Q. Para isso, vamos assumir o contrério, i.e., 9_K* € 9_(Q para
i=1,...,s, e chegaremos a uma contradic3o.
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ay
caso triangular caso quadrangular

Figura 1.3: Enumeracgao dos elementos de fronteira

Tomando o elemento K! e usando a notagdo da Figura 1.3 para o caso
triangular (resp. quadriltero) o lado [ai, a3] (resp. [a1, a4]) de K, é um subconjunto
de 0, K!. Do contrério, K' ndo poderia ser o primeiro elemento da 0_(, entdo, o
lado [az, @3] de K! que é comum ou semi-comum com K? pertence para _K'. De
outro modo, teriamos que O_K' = [a1,a] C 9-Q que foi excluido. Portanto, o
lado de K? que é comum ou semi-comum com K pertence a 8, K2 Similarmente
obtemos para todo i = 1,...,s — 1 a seguinte propriedade: o lado de K* que é
comum ou semi-comum com K**! é um subconjunto de d_K*, e portanto, o lado de
K™ que é comum ou semi-comum com K* é um subconjunto de 8, K**!. Agora
considerando o ultimo elemento de fronteira K° e usando a notagdo da Figura 1.4
para o caso triangular (resp. quadrildteros), o lado [ai, as] (resp. [a1, a4]) de K é
um subconjunto de . K?*. Além disso, o lado [ag,a3] é um subconjunto de d, K*.
Do contrario, K* nao poderia ser o ultimo elemento de 0_f2, entdo, obtemos que
O_K* = [a1,a2] C 0-§ que foi excluido. Assim, existe um elemento K, tal que,
0_-K C 0_-Q.
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b =(by.bo -2
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a1 a1 a4
caso triangular caso quadrangutar

Figura 1.4: O tltimo elemento de fronteira

Agora, escolhemos para K; o elemento de fronteira de 8_(, tal que,
0_K, C 0_9 e definimos ; = Q\K;. Notamos que cada lado de 0,_9 é, ou um
subconjunto de 0_§2, ou um subconjunto de 9, K;. Aplicando o mesmo argumento
acima para €, existe um elemento de fronteira K, de ,, tal que, 0_K,; C 0,_-Q
e repetindo esse processo, levamos em conta todos os elementos de P,({2), obtendo
uma ordem K, Ks, ..., K; dos elementos de P,(f), tal que, a propriedade desejada

vale.
g
O préximo lema é uma condig¢do necessaria para obter a unicidade de

solucdo da aproximagédo polinomial de Galerkin descontinuo descrita em (1.3.6).

i=n _.L

Lema 1.15. Com a substitui¢do u = e’\( =t b )w a equagdo (1.2.1) torna-se

div(bw) + (c+nA\)w = e"\(Z:_? W )f em £,
w=0 sobre 0_Q.

(1.3.7)

Demonstragao:

Note que:

i=n Zj i=n . A(Z:Z? i:-) =n . i=n
div(bwe’\(z"=1 bi)) = Z 9(biwe E %) = Z a(bﬂvu)e’\(zi=l

i=1 i=1

+2wa div(bw)e’ (Z=%) +ZA —e* (== 3) biw



i=n T; i=n : i=n T;
= div(bw)e'\(z‘=1 Ef) + Z /\e'\(z"=1 Ff)w
1=1

i=n zj

= div(bw)e’\(zz? #) + n)\e’\( i=1 bi)w
Substituindo isso em (1.2.1) obtemos o resultado.
O

Desta forma, substituindo ¢ por ¢ + n) é coerente fazer a seguinte

hipétese:

Hipétese 1.16. Assumimos que existe o > 0, tal que,
O<a<clz)<M gs. em Q. (1.3.8)

Hipdétese 1.17. Vamos supor que as componentes do vetor b sdGo constantes posi-

tivas sobre Q.

Teorema 1.18. Assumindo que f € L2(2), g = 0, e que sdo vdlidas as Hipdtese
1.16 € 1.17, entdo, existe unica fungdo uh € V,(Py) que satisfaz (1.3.6) ¥ K € P,(2).

Demonstragao:

Sendo que V,(P) tem dimensdo finita, (1.3.6) é equivalente a um sis-
tema linear N x N de equagdes com N = dim(V,(Py)). Assim, é suficiente provar a
unicidade da solugdo uf (cf. pg. 97 em [21]). Assumindo que f = 0 mostraremos por
indugdo que necessariamente u} = 0. Para tanto, seja Ky, K,..., K, a ordem dos

elementos de P,(f2), oferecida pelo Teorema 1.14.

PH Pela Hipétese 1.17 temos que para o elemento K (1.3.4) fica:

/K (b Vu}) + cub)vdz —/6 . (W vt (ng -b)ds =0, Vve Ry, (K1)
1 -

Tomando v = u} e notando que (usando a férmula de Green),

[ - ugds = [ "o s,
K

8K,
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temos que,

—/ (W2 )2 (ng - b)ds + %/ (W2 )2(ng - b)ds +/ c(ul)?dr =0 .
8- Ky 8K,

K

Assim,

—l/ (WP (ng - b)ds + l/ (B *)?(nk - b)ds + / c(uf)®dz =0 .
2 3_K1 2 3+Kl

K,

Usando (1.3.8) e notando que a Hipétese 1.17 impliéa que (ng-b) > 0em 9, K,
e (ng - b) < 0 em O_Kj, obtemos que uj; = 0 em K;.

HI Supomos que u} =0em Ky UK,U... UK.

TH Usando HI temos que v~ = 0 sobre 0_K; entdo a equacdo (1.3.4) fica,

/ (b Vub + cul )vdz — / (W vt (ng -b)ds =0, Yove Ry, (K3).
Ki .

d-K;

Tomando v = u], e repetindo o processo feito em PI temos que v} = 0 em K;.
Portanto obtemos que u} = 0 em Q. Logo, existe tdnica solugdo u} € V,(Py)
que satisfaz (1.3.6).
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Capitulo 2

Estimativas a prior: para a

equacao difusao-adveccao-reacao

O objetivo principal deste capitulo é provar estimativas de erro a pri-
ori para a equacgdo difusdo-advecgio-reacao. Faremos isto, dividindo tal equagao em
duas, uma puramente advectiva e outra puramente difusiva. Entdo, obtemos esti-
mativas de erro a priori para cada uma dessas equacoes e consequentemente temos
a estimativa procurada.

Inicialmente apresentamos o problema modelo, os hp-espagos de ele-
mentos finitos e, conforme [8], demonstramos a existéncia e unicidade de solugdo fraca
para a equagao difuséo—advecgéo-r’eagéo com condicoes de fronteiras nulas. Na segdo
2.2 consideramos o problema puramente advectivo com uma formulagao fraca que
inclui a adi¢do de um parametro de estabilidade. Essa formulagao foi primeiramente
estudada por K. S. Bey e J. T. Oden em [4] com um parametro da ordem o(h/p?).
No entanto, seguiremos aqui as idéias apresentadas por P. Houston, C. Schwab e E.
Siili em [11], em que o pardmetro de estabilidade é da ordem o(h/p) e a malha é
composta de quadrilateros que pode ser constituida de elementos 1-irregulares.

As estimativas de erro sem a adi¢ao de parametro de estabilidade para
o problema advectivo e difusivo tem por base o artigo [8] de P. Houston, C. Schwab
e E. Siili , e sdo consideradas nas se¢des 2.3 e 2.4 respectivamente. Para este caso,
um trabalho mais “refinado” sera feito para obter estimativas de erro étimasem p e
h.

Por ultimo, agrupando os resultados das segdes 2.3 e 2.4, temos a
estimativa de erro para a equacdo difusdo-advecgdo-reacdo, que apresentaremos na

secao 2.5.
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2.1 Preliminares

2.1.1 Problema modelo

Seja €2 um dominio poliedral limitado em R*, n > 2, a equacdo de -

difusdo-advecgao-reacao sobre €2 é dada por,

—Zaj(an )0;u) +Zb )Oiu+c(z)u=f(z) V z€Q,

1,j=1
sendo,

_ a.
* 0= g

[ € La2(Q);
o cc C();

reais continuas por partes definidas sobre Q e limitadas, com

(Ta(z)(>0 V CeR*, qs. €.

b = {b;}7, uma fungio vetorial de valor real, tal que, b; € C*(Q), i =

(2.1.1)

C T

a = {a;;}},;=; uma matriz simétrica cujas entradas a;; sdo fungoes de valores

(2.1.2)

Com estas hipéteses, a equagdo (2.1.1) é uma equacgio diferencial

parcial com forma caracteristica nao negativa.

Denotamos por I' a unido das faces abertas (de (n—1)-dimensao) de €2,

e por n(z) = {n;}; o vetor normal exterior unitdrio paraI' em z € I" e consideremos

uma divisdo de I" do seguinte modo,

[o={z YE T'; n(z) a(z)n(z) > 0}

I_={zeTl\Ily; b(:c)-n(x)<v0}
Iy ={zel'\Ily; b(z)- n(z) >0}

Obviamente, ' =T UT_UT,.
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Quando I'y ndo é vazio, também o dividimos em dois subconjuntos
disjuntos I'y e I'p com I'p # 0 e relativamente aberto em I.
Complementamos (2.1.1) com as condig¢des de fronteira

u= gb sobre T'pUT_
(2.1.5)
n-(aVu) =gy sobre T'y

sendo gp € Lo(TpUT_) e gy € Lo(T'y), e seguindo (8], adotamos a hipStese que
b-n > 0 sobre 'y quando 'y # 0.

Notagdo: Para simplificar escrevemos:

SP = SP(Q, T, F) (seré definido adiante);

|| - I em vez de || - ||z,(x);

| - lls,x em vez de | - ||Hs(1<);

| - |s,x em vez de | - |ms(k);

| - llax em vez de || - ||, (ox) sendo [|v]|7 55y = [ox |0~ nl|v]?ds.

2.1.2 Existéncia e unicidade de solugao fraca

Mostraremos aqui a existéncia e unicidade da solugdo fraca para a
seguinte versio homogénea do problema (2.1.1) e (2.1.5).

Lu= -V -(aVu)+b-Vu+cu=f em

u=0 sobrel'puUTl_ (2.1.6)
n-(aVu) =0 sobre 'y

Nosso primeiro passo é construir a formulagao variacional (ou ge-
neralizada) para o problema (2.1.6), i.é., multiplicar a equagdo por uma funcao teste

(pertencente a um espago teste) e integrar sobre ) para entdo, definir uma forma

bilinear e um funcional linear. Iniciamos com o seguinte resultado.

Lema 2.1. Seja M uma matriznxn simétrica definida nio-negativa. Se (T M({ =0,
para um ¢ € R*, entdo, M( = 0.
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Segue da definigdo de I'y que
n
Z a;j(z)nin; =0 para z € T' \T,. (2.1.7)
ij=1 :

Sendo que (a;j(z)) é simétrica definida nao-negativa, entdo, para
z € I' \ Iy, chegamos por (2.1.7) e Lema 2.1 com M =a e { =n que

Zaij(m)n]-=0 para z € ' \Ty i=1,2,...,n. (2.1.8)
=1

Seja,
HL(Q)={ve HY(Q); v(z) =0 para € Tp}

0 espago teste, entdo, se (2.1.6) tem uma solugio u € H?(f2) temos através de (2.1.8)

que,

0

Z/aij(x)nja_%dmzo para ¥ v € HL(Q). (2.1.9)
r Ti

ij=1
Note que:

a) sobre I'p a integral é nula pela defini¢do de H}(2);

b) sobre I'y é por (2.1.6);

c) sobre I' \ T’y é por (2.1.8).

Notagao: Usamos (-,-) para denotar o produto interno em Ly(Q2), e
introduzimos o produto interno em Ls(y), dado por: < v,w >,= fv |b - njvwds,
sendo v C I' um conjunto aberto.

Multiplicando a equagdo (2.1.6) por v € H5 () e integrando sobre €2,

obtemos,
(=V - (aVu),v) + (b- Vu,v) + (cu,v) = (f,v) Yve HpR). (2.1.10)
Integrando o primeiro termo por partes

(=V - (aVu),v) = (aVu, Vv) + /(aVu -n)vds (2L9) (aVu, Vv), (2.1.11)
r
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em que o lado direito deve ser visto como a integral sobre 2 do produto interno em
R™ de aVu por Vu.
Integrando agora o segundo termo de (2.1.10) por partes

(b- .Vu, v) = —(u, V- (bv)) + / wob - nds “=® —(u, V - (bv)) + / uvb - nds

r Ty uly

= —~(u, V- (bv)) +/ uv|b - n|ds,
F4uly

(2.1.12)

sendo a ultima igualdade valida pela defini¢do de ', e pela hipétese que b - n é ndo
negativo sobre Ty
Substituindo (2.1.11) e (2.1.12) em (2.1.10) temos que,

(aVu, Vv) — (u, V - (bv)) + (cu,v)+ < u,v >r,ory= (f,v) Yve Hp(Q).

Consideramos agora o espago teste H(£2) como sendo o fecho de H}L(§2)

em Ly(§2) com respeito a norma || - ||3(q) definida por ||w||q) = v/(w, w)x(n) sendo
(+, *)a(n) o produto interno em #H(2) dado por,

(w, v)n(q) = (aVw, Vv) + (w, v)+ < w,v >r uryur. -

Como H(£2) é um subespago do espago de Hilbert L,(£2), também é um espago de
Hilbert.

Para w € H(Q) e v € HL(Q) consideramos a forma bilinear
B(-,-) : H(Q2) x H}(Q) — R dada por

B(w,v) = (aVw, Vv) = (w, V - (bv)) + (cw, v)+ < w,v >ryur,
e para v € H5(Q), o funcional linear {: H}(Q) — R dado por,
I(v) = (f,v).

Entdo, a formulagdo variacional para (2.1.6) é:
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Encontre u € H(f2), tal que,

B(u,v) = l(v) Y ve HHN). (2.1.13)

A solugio u de (2.1.13) é a solucdo fraca (ou generalizada) de (2.1.6).

Vamos supor que existe a > 0, tal que,

1 -
c(z) — §V b(z) >a qs. z €. (2.1.14)

Teorema 2.2. Vamos supor que (2.1.14) €é wvdlido e que a;; sdo constantes
V 1,7 =1,...,n. Entdo, para cada f € Ly(Q), eziste u € H(Q), tal que, (2.1.13)

vale. Além disso, existe um subespaco de Hilbert H'(2) de H(R), tal que, existe unico
u € H'(Q) que satisfaz (2.1.13). o

Demonstragao:

Da definicdo da forma bilinear
B(w,v) = (aVw, Vv) — (w, V - (bv)) + (cw,v)+ < w,v >r,ur, -

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz(C.S.) para o primeiro termo, temos

que,

C.S. CS.
(an,Vv)=/an-Vvda: < /Ianlleldx < laVwllallVv|la-
Q

Q

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz também nos demais termos, resulta

que,

B(w,v) < llaVwllal|Volla + [[wllallV - (bv)lo

+ llewllelivlie + lwllryur, llvlleyuor,.
‘Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos que,

1/2
B(w,v) < (laVwllj + llwllg + llewll§ + wlFyor,)

(2.1.15)

1/2
X (IVolla + 11V - 0)lIg + vl + vl yur., )
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Para o primeiro termo da ultima desigualdade vale que,

||an||s2-,=/lan|2dz=/|\/5\/EVw|2dx§/|\/5|2|\/5V1'u|2dx
Q Q Q

= &Q/ |[vVaVw|?dz = c’zg/ aVw - Vwdz,
Q Q

sendo o < ) 1., la;j|* e V/a é a raiz quadrada matricial de q, i.é., a = \/a\/a,

entao,
laVw||3 < C(aVw, Vw). (2.1.16)

Substituindo (2.1.16) em (2.1.15), tomando o sup em c(z), b(z) e aplicando a de-
sigualdade do trago

Ivli3q < C(IIVollallvlla + d7Hvlg), (2.1.17)
no termo ||v||2, ., temos que,

)1/2 %

B(w,v) < C ((aVw, Vw) + (w, w)+ < w, w >ryur,ur-
1/2
@IVolg + ol + IVullallvlla + llvlig) -
Aplicando agora a desigualdade aritmética geométrica (A.G.), resulta que,
AG. \ , 1 s 1, o\
B(w,v) < Cllwllue { Volla +2llvlla + 51Volla + 5llvlla )
Assim,
B(w,v) < Cllwllua vl @-

Conclui-se entao que B(-,v) é um funcional linear limitado sobre H({2).
Pelo teorema da Representagdo de Riesz, existe inico elemento T'(v) € H(2), tal que,

B(w,v) = (w,T0)na Y we H(Q). | (2.1.18)

Sendo B uma forma bilinear, segue que o operador T' : H(2) — H(S2)
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que aplica v — T'(v) é um operador linear. Mostraremos agora que T é injetivo.

B(v,v) = (aVv,Vv) — (v,V - (bv)) + (ev,v)+ < v,v >rpur, V v € Hp(Q)
(2.1.19)

Para o segundo termo, temos que,

(v, V- (bv)—Z/

Z/ ot +§/Q

—Z/ %l-d —Zl/nv%(biv)dx+/m(b-n)v2d8,

sendo que a ultima igualdade foi obtida usando férmula de Green. Assim,

~(v, Z/ Y5 bvdm-——Z/ axldx-—/an(hn)vzds

= “}‘('U2,Vb)—"];/ (b-n)vzds.
2 2 Jan
(2.1.20)

Substituindo (2.1.20) em (2.1.19), temos que,

B(v,v) = (aVv, Vo) + (c = =V - b,v?) — 1/ (5~ n)v2ds
2 2 Jan

+ < v,V >ryur, VYV ve€ HE(Q)

Usando a hipdtese que b - n é ndo negativo sobre 'y, e as defini¢des de ['z e HL()

resulta que,

—l/ (b-n)vids = —-1-/ |b-n|v2ds—l |6+ nlvds
2 Jan 2 Jry 2Jr,
(2.1.21)

— . 2
2 ). |6 - nfvds.

Somando (2.1.21) com o termo < v,v >r,ur, € usando a hipétese (2.1.14) chegamos
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1
B(U,U) > (aVv-, V'U) + aI|U”$2'2 + 5 <vv >Tyurpur_

2
(2.1.22)
> C”U”g{(n) vV ve HpQ),
em que C = min(a, 1/2). Aplicando (2.1.18) em (2.1.22),
(0, T(v))aey 2 Clvlliey ¥V v e Hp(Q) (2.1.23)
e pela desigualdade de Cauchy—Séhwarz no lado esquerdo de (2.1.23),
IT() sy 2 Clivllay ¥V v € Hp(Q). (2.1.24)

Conclui-se assim, que T é um operador injetivo de H}(Q) em sua
imagem R(T) contida em H(Q). Seja H'(Q2) = R(T) com o fecho na norma: de
H(Y).

Da defini¢do de [(v) temos que,

L)l < (fllellvlle < lIfllallvilwe

(2.1.24)
< CYAAIT@) g ¥ ve Hh(SQ). (2.1.25)

Dado w € H'(Q) existe wy, € R(T), tal que, w, — w em H(Q), entdo,
define-se

g(w) = lim {(T w,). (2.1.26)

n—o0

Por (2.1.25), a definicdo de g(w) é correta e independe da seqiiéncia w,, sendo que
limp o0 ||Wallz) = |lw|lna), por (2.1.26) e (2.1.25) temos que,

lg(w)| < lim C7Y| fllallwnllae) < C7HIflle im ||wa |2
n—>00 n—o0

= C7M| fllallwllx@)-

Ent3o, g ¢ um funcional linear limitado sobre H'(£2). Como #H'(£2) é
fechado na norma de H(f2), é um subespago de Hilbert de H(£2). Novamente pelo teo-
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rema da Representacdo de Riesz, existe dnico v € H'(Q2), tal que,
g(w) = (v, w)n@) V w € H'(Q), em particular

9(TW) = (u, T Y veHHR) (2.1.27)

Como g ndo depende da seqiiéncia, tomamos w, = T'(v), n=1,2,...
que converge para w = T'(v). Segue de (2.1.26) que

g(T()) = g(w) = lim (T 'w,) =l(v) V ve Hp(N). (2.1.28)

n-»00

Dé (2.1.27) e (2.1.28) temos que [(v) = (u,T(v))n@) para todo

v € H}(Q), entdo demonstramos que exite tinico u € H'(£2), tal que,

B(u,v) = (4, T(v))n@) = l(v) ¥V ve Hp(R).

2.1.3 hp-espacos de elementos finitos
Malha

No capitulo 1 definimos uma malha (partigao) regular P,(2) composta
de elementos abertos K, tal que, = Uge ph(Q)R. Vamos agora designar por 7 uma
malha que pode ser regular ou l-irregular, i.é., as faces de cada K € 7 podem
ter no maximo um nédulo “pendurado”. Aqui também cada K é imagem por uma
aplicacdo afim de um elemento mestre K, sendo K um hipercubo unitério aberto ou

um simplex unitério aberto em R™ (definidos na se¢do 1.3.1) (ver Figura 2.1).
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Seja ¥ o conjunto de todas as faces abertas ((n — 1)-dimensédo) de
todos os elementos K € T. Denotamos por ¥,,; o conjunto de todos e € ¥ que estao
contidos em 2. Além disso, seja

Fit={z€Q; z €e paraalgum e € ¥}

\I’DZ{BE\I’; e C FD}

Nota: Estd implicito nestas definigGes que 7 respeita as divisdes de T'.

Espagos de polinémios

Sobre o elemento de referéncia, consideramos os espagos de polindmios
@p, P, (definidos na se¢do 1.3.1) de grau p > 0. Supomos que cada K € 7 é imagem
de um elemento mestre K por uma aplicagdo afim Fk, ie., K = FK(R'), VKeT.
Assim, para cada K € T associamos o inteiro ndo negativo px (grau dos polinémios
locais) e o inteiro nao negativo sk (indice local de Sobolev), e coletamos os pg, sk
e F nos vetores p = {px; K€ T}, s={sk; Ke€eT}eF={Fx; KeT} e
consideramos o espaco de elementos finitos

~

SP(Q,T,F)={ve Ly(Q); vkoFg€ Ry (K)},

sendo que R é Q ou P (veja segdo 1.3.1).
Associamos a T o espago de Sobolev quebrado

H(Q,T)={veLyQ); uyxgecH*K) V K €T},

o qual equipamos com a seguinte norma e semi-norma
1/2 : 1/2
vlls,r = (Z IIvll'f}sK(zq) N UNES (Z |v|§1sx(x)>
KeT KeT .

respectiVamente.
Para u € HY(Q,T) definimos.o gradiente quebrado Vyu de u por
(Vru)xk = V(uk), para K€T.
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2.2 Equacao de adveccao com parametro de esta-
bilidade

Desenvolveremos nesta se¢ao as estimativas “a priori” para a parte £y

do operador L responsavel pela advecgao-reacao, i.é., para

£0u5b~Vu+cu='f em )
(2.2.1)
u=gp sobrel'_.

A malha com que vamos trabalhar aqui é mais geral que a considerada
na se¢do anterior, mas, por outro lado, as estimativas de erro serdo desenvolvidas
para o caso particular de n = 2.

Malhas

Seja P uma particdo em retalhos de {2 em abertos P que sdo imagem

de um dominio de referéncia P por uma, aplicacao bijetiva Fp, i.é.,
V PeP, P=FpP)

sendo que P é um hipercubo (Q) ou um simplex unitdrio (5’ ) definidos na segao 1.3.2.

(-1.1) (i,1)

Y A N
>

A >

170 a1 P '
(a) (b)

Figura 2.2: (a) O elemento P e sua malha 7p; (b) o retalho P e sua malha Tp
Uma malha 7 de €2 vai ser construida subdividindo os retalhos P. Para

cada P, construimos uma malha 7p subdividindo P em elementos K (ver Figura 2.2
para o caso de P= Q) que sdo equivalentes afim com Q ou S , essa malha em Pé
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chamada 7Tp. A malha 7p para P € P é obtida aplicando Tp para P usando Fp, i.e.,
VPecP: Tp:={K; K=Fp(K), KeTp}
entdo, a malha 7 de Q é a colegdo de todos os elementos, i.e.,

T={ 7

PeP

-

o>

Figura 2.3: As aplicacoes Ay, Fp e F

Aqui, cada K € T é imagem do dominio de referéncia P via uma
aplicagdo Fg: se K € P para algum P € P,

K = Fg(P), Fyx:=FpoAy

sendo Ay : P — K € Tp afim (ver Figura 2.3).
Vamos assumir que existem constantes positivas c; e cy, tal que,
VKeT

¢1 < hi/hg < o, (2.2.2)

em que hg = diam(K) e hy = diam(K).
Nota: Adaptamos o espago de elementos finitos acima para essa malha tomando

Fz{Fp; PEP}




2.2.1 Formulagao estabilizada do método de Galerkin des-
continuo para a equacao de adveccgao
Seja 6 € H'(K) uma fungdo positiva para cada K € T, e seja

w,v € HY{(Q,T), suprimindo os subindices K, consideramos a forma bilinear dada

por,

Bpg(w,v) = /Lﬁowv-f-éﬁovdx—z:/ (b-n)[w]vtds
_K\T'-

(2.2.3)

—Z/ (b-n)wvtds
= Jo_Kknr_

e o funcional linear dado por,

lDG Z/fv-’réﬁovdx—Z/ (b-n)gpvtds.

KnI'_

- A aproximacio hp-DGFEM com parametro de estabilidade para (2.2.1)
é definida da seguinte forma:
Encontre upg € SP(Q, T, F), tal que,

BDG(UDG,U) Z‘—ZDG(’U) v Vv € SP(Q,T,F) (224)

Esta formulagao difere do original Ap-DGFEM pela adicdo de um
parametro de estabilidade quando § > 0. Uma andlise desta formulagao foi feita
por K. S. Bey e J. T. Oden em [4].

Seja a fungdo co(z) definida assim,

&(z) = c(z) - %v bz), el (2.2.5)

de (2.1.14), cp(z) > o quase sempre em 2. Com isso, mostramos no préximo lema a
estabilidade do problema discreto (2.2.4).

Lema 2.3. Supomos que eziste a > 0, tal que, (2.1.14) vale. Entdo, upg satisfaz a



segquinte estimativa:

_ 1
Z {”\/gcouDG”%( +alupellk + llupe — upells_ mr- + '2'”uBG”¢29_KnF_

K
Hiuhol, o, } < 5 (VBT + 2071 + 2ol e}
K
Demonstragao:
Tomando v = upg em (2.2.4)
Bpa(upe, upc) = lpc(upe)
sendo que,

Bpa(upe, upe) = ) {/ 6(Loupg) d$+/ Loupe upcdr
K

(2.2.6)

(2.2.7)

- / (b- n)[upclupgds — / (b-n)(ubg)ds.
8_K\I'_

O_KnI'_

Para cada K o segundo termo do lado direito fica,

/LouDG ungx=/(b-VuDG)uDGda:+/ c(uDG)de
K K K

Aplicando a férmula de Green no primeiro termo do segundo membro, temos que,

-1

/(b V'LLDG)’LLDGd:ZI = — (V . b)(uDG)2da: + %/ (n b)(uDG) ds.
K 0K

2 Jk
Logo,

1

- 1
/ [,ouDG ’U,DGd:II = 7/ (V . b) (UDG)2d.’II + / C(UDG)2d.’II + 5/ (n : b)(ugc)2ds.
K K K oK
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Assim,

Bpe(upe, tpc) = Y {
K

1
) ,C()UDG 2dg + / (C - §V . b)(’uDg)2dIL‘

K K

+
l\.')lb—a

/ )(ube) ds—/ (b-n){upclupeds (2.2.8)
oK 8- K\I'-

- /a G n)(uEG)2d3-}

Decompomos as integrais sobre a fronteira de K da seguinte forma:

' 1 ’ 1
L / (n - b)(ube)?ds = / (n - b) (uh)?ds + = / (n - B)(ubg)?ds
2 Jok 2 Jo, knr, 2 Jo.\ry

1 1
+§ /a_fmr_(n b)(uDG) ds + §A_K\F_(n b)(u})ds

(2.2.9)

€ notemos que,

[N R

—/ (b-n)[upglubgds = —
8_K\T-

[ mubeyds
A_K\T'_
1 (2.2.10)

_ . _
—= / (b-n)(ube — upg)®ds + —/ (b-n)(upg)ids.
2 Ja_k\r- _ 2 Jo_k\r-

Assim, substituindo (2.2.9) e (2.2.10) em (2.2.8) e usando o fato que

(b-n)|upgl®ds + / (b-n)|upgl®ds =0,
> [ 6 BaPds + 3 luzo

K\T-

os trés tltimos termos (2.2.8) podem ser escritos como,

2 ),

—(b-n)|ubgl®ds + = Z/ —(b-n)|ubg — upelds
_K\T_

+= Z/ (b-n)|ubgl*ds.

3+KI'1F+

Knr-
(2.2.11)

Substituindo (2.2.11) em (2.2.8) e lembrando de (2.2.5) junto com a defini¢do de
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0_K, obtemos,

1

Boa(une, uve) = 3 { IV3Launallk + leausle + 5lupol.xor-

"2\ IV8 |
(2.2.12)

+ sllupe — UBG”??_K\I‘_ + _'HUEG“%+KHP+ :
2 2

Limitamos agora o lado direito de (2.2.7)
c.s

l(upa)l <D {HfHKHUDGHK + IV £k IVLoupel

K

+ llglla_xnr_llupgllo- xar_ }

2.2.13
AG ( )

) 1
< Y { S ol + 5ok + 5IVE 1

K

1 1 |
+ 2IVBLounalf + Jlubolxor- + 918 kee_ |

Usando (2.1.14) em (2.2.12) e comparando o resultado com (2.2.13) por meio de
(2.2.7), obtemos (2.2.6).

Para fazer uma anlise de erro do hp-DGFEM, escrevermos
u—upg = (u—Iu) + (lTu — upg) =1 +¢, (2.2.14)

em que u é a Unica solugdo fraca de (2.2.1), upg é a solugdo da aproximagao des-
continua de Galerkin e ITu é um projetor adequado de u em SP(Q2, T, F), que serd

escolhido posteriormente.
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Lema 2.4. Se (2.1.14) vale e u € H'(K) para cada K € T, temos que,

1 1 _
5= {IVBLa€lE + el + 1€ s + 1€ B + 316 = € e |

K

<3|

2
+ 4| conll% + 2”77+||§+1mr+ + 2”"7_”5_1(\1“_ } :
K

(2.2.15)
Demonstragao:
De (2.2.14) temos que,
Bpg(§,€) = Bpe(llu — upg,§) = Bpe(u — upg — u + Iy, §)
(2.2.16)

= Bpg(u — upg,€) — Bpa(n,§) = —Bpe(n, §).

Aqui Bpg(u — upg,€) = 0 pelo fato que sendo u a solugdo de (2.2.1), u também
satisfaz (2.2.4). Logo,

Bpe(u — upg,€) = Bpg(u,§) — Bpe(upg, &) = Bpe(u,§) — lpc(§) = 0.

Vamos limitar Bpg(n, §)-

Boo(n€) =3 { fK 6 LonLotds + /K (b- Vn)eds + /K enéds

-/ e~ [ o n>n+§+ds}

e lembrando que

8K

/K(b-Vn)ﬁdx=——/}((b-lVQndaz—/K(V~b)77§dx+/ (b-n)ntEtds



deduzimos que,

Bpe(n, &) = XK: {/K dLynLoédxr — /Knﬁofdx + 2/Kc77§dx

0K

- / (V - b)nédz + / (b n)n+E*ds (2.2.17)
K

-/ PROLCCS [ 6 n)n+f+d8} |

Manipulando os termos sobre K, obtemos,

; {/K <\/3£on - 7"_5) VoLotdz + 2/}((c - -;-v - b)ngdz}

- XK: { /K (x/Scon - %) VELotdz + : /K cgngdx} ,

e sobre a fronteira com b, := (b- n) temos que,

Z {—/ bnn+§+ds+/ byn~ETds —/ bonTETds
o_K\I'- 8_K\T'- a_Knr-

K

+/ bnn+§+ds+/ b,nTEtds +/ b,ntétds +/ bnn+§+ds} .
8_KAr- a_K\T'_ 84Kl 8. K\T'y

Simplificando, obtemos

> {/ bnn+€+d8+/ bnn+§+ds+/ bnn‘€+d8} (2.2.19)
A+ KNT4 8+ K\I'+ - K\T'-

K

(2.2.18)

e notando que,

> { / bant€tds + / bnn“§+ds}

% 8, K\I4 8_K\T'_

= Z{—/ bnn‘f"ds-i—/ bnn"§+ds}
% _-K\T- 9K\l

(2.2.20)




Substituindo (2.2.19) e (2.2.18) em (2.2.17) e usando (2.2.20) obtemos

_ 2
|BDG(n,£)|s;{l /K (\/Szon ﬁ) VoLotda| +2 /K Bt |
| (2.2.21)
—(e+ _ - + gt
+ /a_K\r- b.n~ (€ £7)ds| + /a‘+1mr+ b,nTETds }

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (2.2.21) chegamos a seguinte desigual-
dade: ’ '

Boa(n &) < 3= { [ VBzan - | 1V3Lotle + 2leunlclentl
K K

I llo_sre_lIE* = € llo_srr. + Hn+l|a+1mr+l|§+lla+mr+}-

Aplicando agora a desigualdade aritmética geométrica temos que,

2

Boo(m. €)1 < 3 {% “\/S/;On -

1 1
il T 5”\/&05”% + 2lleomllk + S llcoéllx

K

_ 1 _ | 1
+{In “g_K\F_ + Z“§+ -¢& “g_K\F_ + ||77+||§+1mr+ + Z|I§+”g+l<nl“+}'

(2.2.22)

De (2.2.16), (2.2.12) com upg = £ e (2.2.22) temos provado (2.2.15).

g

2.2.2 Estimativas a priori para o erro do método de Galerkin
descontinuo estabilizado para a equagao de advecgao

As estimativas que desenvolveremos aqui sdo baseadas no produto ten-

sorial, por isso, iniciamos com alguns resultados em uma dimensao. Para tanto, seja

T=(-1,1)e SP(I) o conjunto dos polindmios de grau p definidos sobre I

-~

Teorema 2.5. Seja u € H**1(I) para algum k > 0. Entdo, para todo p > 1, existe
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—~

mpu € SP(I), tal que,

—s)!

)

lu’ ~ (mpu)'lIF < T S)!lulfﬂ,; (2.2.23)
para qualquer 0 < s < min(p, k) e, tal que,
1 (p—1t)!
lu = mpullF < el (2.2.24)

pp+1) (p+1)
para qualquer 0 < t < min(p, k). Além disso,
mpu(£l) = u(£1).
Para demonstragdo ver pg. 75 em [20].

Coroldrio 2.6. O projetor m,, cuja eristéncia € assegurada no Teorema 2.5, satisfaz

as sequintes estimativas:

l(mpu)'ll7 < 2(|u'llz (2.2.25)

- < SR S Py 1 PN 2.
”7Tpu“1 = ||u||1 + \/m”“ ”1 (2.2.26)

—~

VY p>1etodoue HYI).

Demonstragao:

A desigualdade (2.2.25) é obtida da desigualdade triangular e de (2.2.23)

com s =0, i.é.,
l(mpu) Il = ll(mpu) — ' + |7 < [l(mpu)’ = wllz + ]l < 20l
(2.2.26) é obtida de modo andlogo, porém usando (2.2.24), i.é.,
1 1
Impulls = lImpu — u + ull7 < [Impu — ulz + llull; < mllu 17+ Ilull7-

O

Vamos usar esses resultados sobre (—1, 1) para construir aproximagoes
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para @ = (~1,1)2. Para tanto denotamos por 7r§,u o projetor de u na i-ésima
coordenada.
Seja v(z) e w(y) fungdes de uma varidvel, tais que, ambas pertencem

~

a H*(I), entdo, para as fungdes do tipo v(z)w(y) definimos o operador

IL,: D(I,) € H*Q) — $°(Q)
v — Iu=mvriw

em que u(z,y) = v(z)w(y). Sendo que o conjunto das fungdes v(z)w(y) é denso em
H*(Q), podemos estender o operador II, = mim2 para todas as fungdes u € H k(Q).

Teorema 2.7. Seja Q = (—1,1)? e supomos que p > 1 e que u E'H’““(@) para
algum k > 1. Entdo, vale as seguintes estimativas:

u=Tpully < =2 B ol + 20l )

4 (p—s+1)!

2
+p2(p+ 1)2(p+s—1)! ||3152u|| ) (2.2.27)

1V (u ~ Tl

IN

(p—s)! s+1, 112 s+1, /2
20y 1ol + 105 uly

8 (p—s+1)!
+10(1D+1)(zv+s !

{19705ull + [19:03ul13 } (2.2.28)

para qualquer 0 < s < min(p, k).

Nota: E suficiente provar essas desigualdades para as fungdes do tipo
u(z,y) = v(z)w(y), pelo fato da densidade.

Demonstragao:

||u — H,,ull%2 <2)lu— W;u”?@ + 2||7r;(u - 7r§u)||2@ =2A+2B
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Agora,

1 el 1 1
A= / / lvw — w;vwlzd:rdy = / |w|2/ lv — mv|*dzdy
-1J-=1 -1 -1

(22249) 1 s 1 — 5
z (P~ / / [wPlor ol dady = — =2 getu

~ plp+1)(p+s)! p+1)(p+s)

1 pl 1 1
B= / |7y (vw — vmlw)|*dzdy = / |lw — 7r§w|2/ |myvl?dady
- -1 -1

1J-1

(2.2<.26) /1 | \ ‘2</1 2| |2d . /1 |3 |2d )d
< w— 7w v|*dzx vi“dz |dy
. -1 d -1 plp+1) J '
(2.2.24) p

< as+l 2d d

- p(p+1 (p+3)! //l wllvldedy

(p -
+ o5+ 1w|?|8,v|*dzd
p(p+1 (p+1)! //‘ wl |y dady

_ 2 (=8 e e 2 (p=7) A art1 2
= ST oo e G 108 e
tomando r = s — 1 temos que,
2 (p-s)
- 2 s+1, 112 s+1, 12
lJu = Tpullg < I {||8 ull} + 21|93 UHQ}

4 (p— s+1)

2
+ p2(p+ 1)2 (p+ s — “6182 “

o que prova (2.2.27).
Mostraremos agora (2.2.28).

1V (u - Tpw) 1% = 18y (u — Tpw) 1% + 192 (u ~ Mu)li5 = A + B
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Aqui,
A < 2|0y (u - ﬂ;u)H% + 2|]81(7r11,(u - 7r§u))||% =2l +2I1

sendo

1 1 1
I= / / |01 (vw — mpvw)Pdady = / |w|2/ |61 (v — 7pv)|*dzdy
—1J-1 -1 -1

(””)@—Sﬂfl/l 2 (p—s)!
< =X w28 v|?dzdy = 05y ||%
- (p+s)| . _1‘ ' | 1 | y (p+3)'” 1 ||Q

€,

1 1 1 1
II = / / |61 (mpvw — myvmaw))*dzdy = / lw — 7r§w|2/ |6y v | dady
-1J-1 -1 -1

(2.2.25) 1 1
< 4/ |61v|2/ lw — Tow|*dydz
-1 -1

(2.2.24) — )
2 4 (-1

/ o / ot wldyds = ——— =05 gy
= e+ D)+t S plp+1)(p+e)! 2 @

tomando t = s — 1 temos que,

(P =9)) cer1, 112 8 (p—s+1) 2
< 2, Sulls .
A< 2(p-&-s)!llal u“Q+p(p+1) p+s-— 1)!”6182u”‘?

Da mesma forma se obtém uma estimativa andloga para B, e juntando as duas a

estimativa (2.2.28) segue.

O

Para um dominio geral Q com didmetro d, definimos Q= {iz; z € Q}.

_~

Se u € W;*(2), seja U(y) = u(dy), é natural que & € W;*(§2). Por uma mudanga de

variavel, temos que,
” ~ = Jk-n/p
|u|w;,n(n) =d lulwm@) para 0<k<m
Para um retangulo K com diametro hx e com um lado v existe um
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sistema de coordenadas locais (i.é., uma Fk, tal que, K = FK(I? )) de maneira que
K = (—1,1)% e consequentemente 5 = (—1,1) e segue que para u € H¥(K) vale

lulsx < Chi*lil, 2 (2.2.29) -
luley < CRYlales (2.2.30)
[al,z < Chig'ulsk (2.2.31)
|ﬁ|m < ChYPul,, (2.2.32)

paraV s, tal que, 0 < s <k.

Teorema 2.8. Seja P € P com malha Tp regular composta de quadrildteros (pos-
sielmente 1-irrequlares). Assumimos que¥ K € Tp wx € H**(K) para algum
kx > 1 e definimos [lu € SP(P, Tp) elemento a elemento por

(Hu)iKon = HpK(UIKOFP) V K € Tp,

entdo, para px > 1 e para 0 < sy < min(pg, kx) vale a sequinte estimativa:

Ju - Tul[p < C Z > ;);(—‘—)@(PK, SK)IUISKH,;{ (2.2.33)

Kero N 2 Pr +1
sendou =uo Fp e
&(p, s) = g;g: +p(p1+1) Ez;zi;: 0<s<p (2.2.34)
E, além disso,
hi \ %%
V- < Y (%) e sl . (223)

KeTp

em que C € uma constante positiva que depende de Fp, mas independe de hy, px e

SK-

Notagdo: Aqui dz representa a unidade de érea, i.é., dz = dzdy e
usamos essa mesma notagao quando aplicamos alguma mudancga de varidvel.

a0



Demonstragao:

o= Tl = 3 = ol = 3 J fu=mupe:

KeTp

2.2.2 2
=Z/A Iﬂ—HpKﬂIZCdz < CZ[|UOFPOAR—HpKUOFpoARPh—KdZ

h2
—_—Cz—fuuo—ﬂpkuoﬂé sendo u, =uoFpo Ap.
K

Aplicando agora o Teorema 2.7 temos que,

lu —Tul|p < C Z

)<I>(pK, SK) i olsK+1 Q (2236)
KGT

(p +1

Majorando a semi-norma em (2.2.36) com (2.2.31) chegamos a,

- <C Y — sk (ﬁ’i)( Y ap
F= ier, Pr(px +1) oo\ skHLE?

do qual resulta (2.2.33).
Demonstraremos agora (2.2.35)

IV (u - )1} < C(Fp)[|V((u — Mu) o Fp)|3. (2.2.37)
Para o lado direito de (2.2.37).

19V ((u - Tw) o Fp)|[3 = (161 (@ — D)% + 11622 — T18) 1%

~ . (2.2.38)
= > {IB@ - @I} + 8@ - L@l } = Y {4+ B).

KeTp KeTp

Denotamos por Tzi o comprimento do lado i de K. Entao, por uma mudanca de




variavel

(2.2.30)

% Eil ~ 1 Ezz 1
A= / ; / ” 15,6 ~ 1L, 5o2dzdy < Cm / ; / 151 (v — T, v,)[2dzdy

o~

(2.2.29)

1l
- By ~
< CA—2/ / |81(vowo—HpKvowo)|2dxdy=C,—:2||81(uo—HpKuo)||%.
hl ~1J-1 _ h1

De maneira semelhante para B, obtemos,

A o~

hi ~
A< 0;1|61( “Tpwlly e B < O (0:(uo = Hycuo) I3
2

Substituido isso em (2.2.38) temos que,

h2 + h2
hzhl

IV@-ma3= ) C—=

ReTp

2 {1181 1o = Mpeto) 13 + 132 (o — M) 3} -

Aplicando (2.2.28),

o 72 : 5
IV@-mls= Y C=% {(p" o) i (133 ol + 135 ol )

g7 hahi U(Px +5K)
4  (px—sx+ 1)/ = , . }
3 Ka Uo + a 8 Uoll 5 .
pr(px +1) (P + 5K — 1)! - (183 Byl + 118135 woll)

(2.2.39)

Limitamos agora cada norma do lado direito de (2.2.39) usando a densidade,

1 1
A= 13l = [l [ 1o tupdzy
-1 -1

(22.32) 72 1 ! 2 Ezl +1~2
<7 ch 8K+/ ] / 95+ P dzdy
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~ .k A
a3 VA
< C—= | |WlE|o KT 0| *dxdy

h28K+1 R h28K+1
= —[o** iz < C
: 2

|al?
u 8K+1,1?’

de modo semelhante, obtemos,

h28}(+1

B := |65 |} < C2—[al]

sg+1, R

C = [|07% Bpu ||} < ChT™* 'hsfal? . 2

D = 10,85 wolly < CRE*"hufal,,, 2

Assim,
’]‘12 72 B
He (4 py= o b [l ganda g
hahy 2hy ha hy e
_ ol [+ (et o ol [ R o
h2h]_ h1h2 skg+1, K - h2h1 h1h2 sg+1, K
72
_ o P e
hahy hahy Skt
Sendo que por hipdtese
72
e < ¢
hahy
temos que,
h2 ~ 25K
h2h1 =~=(A+B) < ChZSKIAIQ R <C < ) lu §K+1,1?' (2.2.40)
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Agora,

;;2 72
Ik (¢ 4Dy =K {h25" 1oy + R2K- lhl}lul

h’l h2h1 Sk+1, K

ha
;;’2 25K h’2 25}( 77’%9}( thK
—CTIQBI {h hl h h | |sK+1K h 71,'{’ h2 | lsK-HK
)

— 077.2 {(h2 Sk — 1 (’ﬁg)sk—l} |“[2

- -
1z S CR% (h% + hg) |u|3K+1 R

~y a2
= Chih**[af? , &

Assim,

h2
h2h1

—~ 231(
s h
(C+D)< Ch? K1u|2 iR S C (%) |u |SK+1 e (2.2.41)

Substituindo (2.2.41) e (2.2.40) (lembrando de como A, B, C e D foram definidos)
em (2.2.39) chegamos a '

~ 25K
. h A
\V(u- Hu)“% < Z C (%) O(pk, SK)IU|§K+1»R.

Usando que os “tamanhos” dos elementos K e 7\}9 sa0 comparaveis
com o “tamanho” dos elementos K € Tp (pela hipdtese (2.2.2) ) temos provado o

teorema.
O

Com esse resultado temos condigdes de provar uma estimativa de erro

na norma dependente da malha dada por

1
Moo = 3= { IVBLoul + leoull + 1 e+ 50" B,
KeT

1 -
* =}
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Teorema 2.9. Seja Q C R? e T, P definidos anteriormente. Supomos que Tp para
P € P é regular e constituida de elementos quadrildteros (possivelmente I-irregular)
com grau de polinémios px > 1. Entdo, parau € H*«*1(K),V K € T com kg > 1,

tomando
6|K=5K=h1{/p1( A4 KET,

temos que,

2sg+1
(Qﬁi) 2P, 5K) 15 (2.2.42)

pK 3K+1,I?,

llu~upelllipe < C )

KeT

para qualquer 1 < sk < min(pg, kx), em que C é uma constante positiva que depende
da regularidade de T e dos coeficientes b e c, mas independe de pk, sk, hx e sendo
®(pk, sg) definido por (2.2.34).

Demonstragao:
Usando a desigualdade triangular, (2.2.14) e a defini¢do de ||| - ||| pe

' (2.2.15) e def 12
llu — upelllroe < lInlllpoc + [ll€lllppe - < C (Zu\faconn%{)
K

1/2

1/2
1 +12

3 + Jg (S e,

. 1/2 o\ 1/2
e (St - e |+

1/2 1/2 1/2

+2 <Z ”%ﬂ”%{) +V2 (Z ||77+||§+1m1‘+) +V2 (Z ”77~H§_K\F_>

K . K K

1/2
+ (Z “0077“%{) + (Z|l77+||<29_1mr_>

1
VLo — —\/3'77

Assim,

| | 1
I = woelloe < C{ 3 (IVEValE + VBl + Il + | Tz
K

2

)

1/2

+ Z (||77+“g+1mr+ + 1% 115 ke + 17 5 e + ”77‘”?3_1{\1“_) } :
K
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Para facilitar escrevemos,
||lv = upg||lopc = C(A + B)'2. (2.2.43)

Sendo que 7 = u — IIu com II como no Teorema 2.8 temos,
hk
< —_—
< 2{(5)

h'K_ 23K(D 5 h%( 5 6—1 1 ~2
SC;{ —2- (pK,SK) K+T(K+1+ K)_ |u|sK+1,R}’

Pk

28K

I T )
®(pk, sk) (5K+ <5K—+‘4—+5 1 ) R, ) | |3K+1K}

e notando que para dx pequeno 6k + 1 + 0" < Cdx', chegamos a,

1=e{(5)

Para estimar B, usaremos novamente o Teorema 2.8 com a desigual-

23k

h2
®(pk, Sk) (61( + K5 > b |sK+1K} (2.2.44)

dade do traco (2.1.17) aplicada ao elemento K, i.e.,

Ivl3k < CIVollxlivllx + RRvl%), (2.2.45)
assim
B<o T { (%) oo s ("—") B(pr 510) 2 f0?
- = 2 ' Pk SK 2 K> oK m sk+1,K
hK 2SK+2
+hi (7) ®(px, sk )pK i |sx+1 K}
Entao,
B < CZ { <7> ®(px,sK);la|§K+l,R}. (2.2.46)
K
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Substituindo (2.2.46) e (2.2.44) em (2.2.43) e usando a defini¢do de

h 25k h h
lu = unallioa < 6{ S { (%) eomrom (55 + ZEEE ) a2, o}

K

h/ 23K+1 1 1/2
+Z{ <—2£) (b(pK,sK);_—lulsK_’_lK}} 3

0 que prova o teorema.

Observacgao 2.10. Note que:
a) Sepx =p € fizo, e hgk = h — 0, a estimativa (2.2.42) é dtima em h.

b) Se s € fizo e px = p > 1, usando a férmula de Stirling (n! = Cn™*/2e~)(S.)
temos que,
®(p,s) < C(s)p™™

e (2.2.42) se reduz a,

h}{ 2s+1
u - upc”lzpc <C Z (p_K> |u 3K+1,1?'

KeT

Assim, a estimativa (2.2.42) também € dtima em p.

Convergéncia Ezponencial

Afim de determinar uma convergéncia exponencial supomos que u €
uma fungdo analitica sobre todos os retalhos. Entao,

VEeT 3 dg>1, C>0V s>0 [i],z < Cldg)sl|K["?,

em que |K| denota a medida de K.
Tomando s = ep, em que 0 < ¢ < 1 sera selecionado abaixo, e notando
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que ®(p,s) < 8’; IZ;: junto com a férmula de Stirling temos,

o, 5)al,, ; < Cldw)*((s+1)P 2R

(p + s)!
S. o2 (P —€D)! 5
S Ol e+ 1t B R
—€ 2,—(1-¢
% C(dK)"’fP+2(<sp+1)2fp+'~ﬂe-2ep—2((1“‘f)p)(1 AT

((1 + e)p)(1+e)p+l/2e-(l+e)p |Kl

1= )1=9\P pl-p (1 — 12
S C(dK)26p+2(6p -+ 1)2€P+3 <E1 + 6;(l+e)> ( ) 6*2|K|

’ . 1_6(1—6) p_ 1— /2
< Cldnf*dlep+ 172+ 1F (s ) 70 R

Sendo que %%i;: <1, (ep+1)%? < (ep)*? e (ep + 1)® < (ep)® temos que,
ooty < cdrerprar (Y290s) p IR
s. cr (<edk>k§-53g)”m
Definindo,
F(d,€) = 8 — Z;E:: (ed)?,

e notando que,

min F(d,e) = F(d, €min) <1, €min =

0<e<1
segue-se tomando 2bg = |log F(dk, €min)| que
~12 3 _-2b %
Q(pK’EpK)|u|€pK+1,.R S CpKe KPKlKL
e obtemos de (2.2.42) a seguinte convergéncia exponencial estimada com respeito
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para p sobre T .

= uellfos <C 3 (%) ™ she iRl 2aan
KeT

2.2.3 Resultados numéricos

Apresentamos nesta se¢do, exemplos numeéricos que confirmam os re-
sultados tedricos da segdo anterior, i.é., 0 Teorema 2.9 e (2.2.47).

Os problemas de valores de contorno que vamos aproximar numeri-
camente nesta dissertagdo estdo todos definidos sobre o quadrado unitdrio, i.é.,
Q0 = (—1,1)2. Como serd observado posteriormente, a parte da fronteira que corres-
ponde a entrada de fluxo I'_ é y = —1 e z = —1. Desta forma, trabalhamos com
uma malha constituida de quadrados uniformemente distribuidos, os quais foram

enumerados conforme a Figura 2.4.

(-1,1) s — (L.1)
Kn K2n
r_ T,
Ka Kns2
b= (bla b2) )
/ K'l Kn+1 sss
1,41 (1,-1)
( ) T

Figura 2.4: Enumeragao dos elementos da malha para implementacao

Sobre o elemento de referéncia, usamos o espaco (), para 1 < p < 7,
gerado pelo produto tensorial dos polindmios de Legendre. Para integracdo numérica
usamos quadratura de Gauss com 20 pontos, e na resolu¢io do sistema linear local
foi usado decomposicdo LU. Toda implementacdo for realizada na linguagem de

programagao Ct+.

Exemplo 2.11. Consideremos o problema de valor de contorno (2.2.1), com os se-
guintes dados: 2 = (—1,1)%, b = (8/10,6/10), c = 1, gp = 1 e a parte direita f ¢
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escolhida de forma que a solugdo analitica para (2.2.1) seja dada por,
u(z,y) = 1+sin (r(1 +z)(1 +y)?/8). - (2.2.48)

FEntdo, calculamos a solugd@o numérica upc usando o algoritmo definido por (2.2.4)

com § = h/p.

Observe que a direcdo do campo de fluxo na fronteira I'_ deste exemplo,
confere com a indicada na Figura 2.4.
Primeiro analisamos o comportamento do hp-DGFEM sobre uma se-

qiiéncia de refinamentos da malha para diferentes valores de p.

- =)
R SN = .
i ’
--------- 222 p=4
10 . —
/"'d' —= = ~
: = = P=6
3 o ke = =
F
EN i
1w .-
B
10* e _
10"
"

10" h 10°

Figura 2.5: Exemplo 2.11. Convergéncia do hp-DGFEM com h-refinamento

A Figura 2.5 apresenta o comportamento do erro |||u — upg|||[ppc em
escala logaritmica, como uma fungdo de h para valores de p entre 1 e 7. ‘

Aqui, para cada p, a linha pontilhada tem a propriedade de passar
pelo “primeiro” ponto (quando h = 1) com uma inclinagdo p+1/2 (que corresponde
hP+1/2 em escala linear), que por conveniéncia foi levemente deslocada para cima.
Como se pode ver na Figura 2.5, de fato, o erro |||u — upg|||ppc converge na ordem
de hP*t1/2, quando h tende a zero para cada p (fixo).

O comportamento do hp-DGFEM com p-enriquecimento para valores
de h fixos, é apresentado na Figura 2.6. Aqui para cada grafico é indicado a ma-
lha usada. Sendo que a solugdo (2.2.48) é uma fungdo analitica, espera-se taxas
de convergéncia exponencial (como foi notado em (2.2.47) ), o que de fato é obser-
vado: pois sobre uma escala linear-logaritmica, a convergéncia para cada malha é
aproximadamente uma linha reta.

No proximo exemplo mostramos o comportamento do método para um

problema com coeficientes varidveis.
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10°

10"

104 \

TN
10‘ \
10 \\\ —
- \ ™.

o AN
P N < P
20 NN S Bl

10* Y i

&xa
10°
ez N 16x18
10.!.
10"
1 2 3 4 p s 8 7

Figura 2.6: Exemplo 2.1-1. Convergéncia do hp-DGFEM sobre p-enriquecimento

Exemplo 2.12. Consideremos o problema de valor de contorno (2.2.1) com os se-
guintes dados: Q = (-1,1)2, b= (2-9y%2~-1z),c=1+(1+z)(1+y) , gp=1c¢
a parte direita f € escolhida de forma que a solu¢do analitica para (2.2.1) seja dada

por

u(z,y) =1 +sin (7r(1 +z)(1+ y)2/8) . (2.2.49)
Entao, calculamos a solugdo numérica upc usando o algoritmo definido por (2.2.4)

com § = h/p.

A direcdo do campo de fluxo na fronteira I'_ deste exemplo, estd “indi-
cada” na Figura 2.4 e na Figura 2.7 o comportamento do erro |||u — up¢|||ppe como
uma funcgdo de h para valores de p entre 1 e 7.

Assim como no exemplo anterior, temos que |}|u — upgl||,pc converge
na ordem de h?*/2 quando h tende a zero para cada p (fixo).

10°

Figura 2.7: Exemplo 2.12. Convergéncia do Ap-DGFEM com h-refinamento

A convergéncia do hp-DGFEM com p-enriquecimento para valores de

---------------- p=2 ]
-------- - - =2t p=3 3
-------- BT
y“’ . - =
= L . p=R
- -4z= ’ .- : p=7
_,A/ - -
== - =
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h fixos, é observada na Figura 2.8. E aqui, novamente se pode observar uma con-

vergéncia exponencial.

10° 5 .
0 R
10° ] \\ —
10° \\ \\
10* AN > <
§10t \
EREE N ]
% 1073 \\ AN S 2]
10* AN AN ]
ot N\ ]
N ~ a8 3
16" ]
323 16x16 E
10" v
1 2 3 4 p s 8 7

Figura 2.8: Exemplo 2.12. Convergéncia do hp-DGFEM sobre p-enriquecimento

2.2.4 Meétodo “streamline diffusion”

Abordaremos brevemente a hp-versio do método “streamline diffu-
sion” (hp-SDFEM) para a equagdo (2.2.1).
Espagos de polindmios

Sobre o elemento de referéncia consideramos agora os hp-espacos de
elementos finitos continuos. Assumimos que 7 é regular ou l-irregular e que o grau

dos polindémios pg sdo uniformes, i.é., px =p V K. Entdo para p > 1 definimos
SPHQ,T,F) = SP(Q, T, F) N HY(Q)

Nota: Aqui a continuidade entre as fronteiras dos elementos K é agora forcada.

Se o grau dos polindmios ndo ¢ uniforme, precisamos forgar a con-
tinuidade sobre as fronteiras. Podemos fazer isso de duas formas; supondo que K' e
K tem uma fronteira em comum e que px < pg’, entdo podemos enriquecer o espago
em K ou enfraquecer o espago em K'. Nesse caso,

SPLQ, T, F) = SP(Q, T, F) N HY(Q).
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hp-SDFEM

O hp-SDFEM para a equagdo (2.2.1) é definido como segue:
Encontre usp € SP! = SPH(Q, T, F), tal que,

(EouSD,v+5£0v)+(usp,1))F_ = (f,v+6Lov) +{g,v)p. V¥V v € SP. (2.2.50)

A estabilidade do método estd éxpressa no proximo lema.

Lema 2.13. Supondo que (2.1.14) vale, entdo, usp satisfaz a seguinte estimativa:
1
IV Lousplla + alluspllfy + llusollz, + §||USD||?~~
1
< IVoslE+ Ellfll?z +2|lgll7_-
Demonstragao:

Selecionando v = ugp em (2.2.50) e suprimindo o subindice {2 temos

que,

V8 Louspl|? + (b Vusp, usp) + (cusp, usp) + (Usp, usp)r_
= ||V Louspll* + ((c — 3V - b)usp, usp) + 5 [5q(b- n)udpds + (usp, usp)r_

def.
= ||[V8Lousp||? + llcouspll® + llusollE_ + 3llusoll2, (2.2.51)

(2.1.14) 9 9 1 9 i 9
< VoLouspl? + alluspll® + Fllusollt_ + 3llusoli?,

Para o lado direito,

(f,usp + 6Lousp) + (g, usp)p_
cs. |
< L fllallusoll + V8 FIIlVELousoll + gl llusollr_

“E LI+ Sllusoll + HIVESFIP + LIVELousol® + gl + Hlusoll?._.
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Agrupando os termos semelhantes chegamos a,

1 1 1 1 1
(1 - 5) V8 Lousplla + (1 - 5) alluspllg + (5 - Z) lusnllt_ + 5llusollt,

1 1
< SIVFIE + 52715 + gl

e multiplicando por 2 temos o resultado.
O

Com a decomposi¢io u—usp = (u—Iu)+ (Ilu—usp) = n+& obtemos
o seguinte resultado.

Lema 2.14. Assumindo que (2.1.14) vale e que u € H'(Q). Entdo, vale a sequinte

estimativa:

2

Vs

Q

IV &l + gl + T + 3l€lR, < |V3an - —zn

+ 4fleonlld + 2[InlIZ,
em que ¢y € definida por (2.2.5).

Demonstragao:
Para v, w € H'(Q) definimos a forma bilinear
B(w,v) = (Low, v + 6Lov) + (w,v)p_
e o funcional linear
l(v) = (f,v+6Lev) + (g, v)p_
Por (2.2.16)

B(£,£) = -B(n,¢)
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e por (2.2.51)
2 2 1 2 1 2
V6 Louspll® + lleousnll® + sllusollr_ + sllusolir, = —B(n,¢). (2.2.52)

Repetindo o célculo feito na demonstragdo do Lema 2.4, obtemos que (ver (2.2.22))

2
1 1 1
+ §|I\/3£o§|12 + 5|ICo?§|I2 + 2{leonl® + IInlIE, + i
(2.2.53)

~B(1.6) < 5 |[VBLon -

1
%77

Substituindo (2.2.53) em (2.2.52) e multiplicando o resultado por 2 temos provado o
Lema 2.14.

O

Usando os resultados da secdo 2.2.2 mostra-se o seguinte teorema

“equivalente” ao Teorema 2.8 para os caso de aproximagao continua.

Teorema 2.15. Seja Q C R? e seja P € P com malha regular ou 1-irreqular cons-
tituida de quadrildteros K com didmetro hg. Supondo que o grau de polindémios é
uniforme, i.€., px =p > 1, e yx € H**'(K) para algum kx > 1 com u € H*(P).
Entdo, eriste um projetor Mu e SPHQ, T, F), tal que, as sequintes estimativas de

erro valem:

hK 25 +2 ' )
llu — Tuj|3 < C i1 )<I)(p, )Y (7) 2 .1z (2.2.54)

KeT

. h 25K
IV - Tl <o) Y () it e

KeT
para 0 < sg < min(p, kk), em que C é uma constante positiva que depende somente

de Fp e independe de s, p, hg. Se Tp tem nddulos pendurados perde-se o fator 1/p
em (2.2.54).

Ver prova na pg. 1631 em {11].
Assim, obtém-se uma estimativa de erro para o hp-SDFEM que é
andloga ao Teorema 2.9.




Teorema 2.16. Seja Q C R? e T, P como definidos anteriormente com uma malha
1-irregular composta de elementos quadrildteros com grau de polinémios px = p > 1.

Selecionando,
5|K=5K= hK/pK V KeT.

Entdo, na auséncia de nddulos pendurados, vale a seguinte estimativa de erro,

hk 2wt ®(p, k)~
lh-vsollip<c Y (%) 22 (2.2:55)
KeT

em que

1
wlllfp = IVoLow|® + lleow|® + Sllwl, + llwlif_

0<sk<p V Ke€T, U=uoFp se KeTp,

sendo ®(pk, sg) definida por (2.2.34). Se a malha tem nddulos pendurados, o fator
p € suprimido do denominador de (2.2.55).

2.3 Equacgao de adveccao sem parametro de esta-
bilidade |

Consideramos novamente o problema (2.2.1), porém, com a formulagao

variacional de Galerkin padrao.

2.3.1 Formulacdo padrao do método de Galerkin desconti-

nuo para a equacgao de adveccao

Suprimindo os subindices K, para v, w € H!(Q, T) definimos a forma

bilinear

A(w,v) = I;r {/K Lowvdz — /a_K\F_ (b-n)[w]vtds — /a_imr_ (b- n)w+v+d3} :
(2.3.1)
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e o funcional linear

la(v) = Z {/Kfvda: - /a_KnF_(b-n)gDvads} :

KeT

A aproximacgio hp-DGFEM padréao para »(2.2.1) é definida assim:
Encontre upg € SP(Q, T, F), tal que,

A(upg,v) =la(v) V v € SP(Q,T,F). (2.3.2)

O lema seguinte caracteriza a estabilidade do problema discreto (2.3.2).

Lema 2.17. A solugdo upg de (2.3.2) satisfaz a seguinte estimativa:

1 -
Z {HCOUDGH%( + 5““50”%-1«11“_ +|lupe ~ upllb_ ki + ,|UEGI|g+nl"}
K

< > {lleg F11% + 2NgnlE rr_ |-
K

A demonstragao segue do Lema 2.3 quando § = 0.

Como a solugdo de (2.2.1), pode somente apresentar descontinuidades
através das hipersuperficies caracteristicas, entdo, para qualquer hipersuperficie
S C §, com vetor normal n o fluxo normal da solugdo bu - n é uma func¢do continua
através de S, mesmo se u tem uma descontinuidade em S (para esse ultimo caso
b-n = 0 sobre S). Assim, (b-n)[u] = [bu]-n = 0 sobre S e o método (2.3.2) é
consistente. Por isso, a solugdo u de (2.2.1) satisfaz (2.3.2) e temos a propriedade da
ortogonalidade de Galerkin, i.é.,

Alu —upg,v) =0 V wveSP.
Hipdtese 2.18. Vamos supor que
b-Vyv € SP VYV v e SP. (2.3.3)
Decompomos o erro global u — upg como,
u —upg = (v — pu) + (Il,u —upg) =n+¢,
em que [I, denota o projetor ortogonal de Ly(f2) sobre o espago SP, i.é., dado
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u € Ly(Q), yu é definido por,

(u —Ipu,v) =0 V wveSP (2.3.4)

Lema 2.19. Assume (2.3.8) e (2.2.5) e seja 1 = ess.8UPyeqlci(T)] em que |

c1(z) = (c(x)—(V-b)(z))/(co(x))?, entdo, as fungdes & en satisfazem a desigualdade,

1 _ 1
S~ {lleotle + 1€ -k + 51167 = € _sae + 5167113, }

K (2.3.5)

< 3 {oRlleanlix + 20 13, oo + 2 e }-
K
Demonstracao:

Por (2.2.16)

A(&af) = —A(ﬂ,f), (236)

entdo, integrando por partes e usando a definicao de ¢y assim como feito no
Lema 2.3 com § = 0 temos que (ver (2.2.12) )

1 1 1
A& =2 {llcoélli{ + 1€ Mo ker_ + S IET = €5 e + 5||£+|1?;+m+} :
K
(2.3.7)

Sendo que, (17,v) = (u — Tu,v) =0 V v € SP usando (2.3.3) chegamos que,

/ nb-Vé€dr=0 V KeT, (2.3.8)
K
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entdo, para os termos sobre K em A(n, &)

;/Kﬁonfdx = XK:/K(b'Vn)gda:-%-;/Kcnfda:
= —0- - . . +ot
= ZK:/K( b-VE—(V b)€+c£)ndz+ZK:/aK(b n)n*tetds
(238) Z/ V b CO€ dx +Z/ b- n +§+ds

= Z/KCngf’?dm"'ZLK(b'")W+5+d3- (2.3.9)
K K

e para as integrais sobre K temos,

-n)nTétds — +ds — nret

Kﬂl"_

<.

K

, (2.3.10)

/3+Knr+ (b-n)ntetds| + Z /a_K\p_(b )T (E7 — €7)ds

sendo a tltima desigualdade valida por (2.2.19) e (2.2.20). Entéo, de (2.3.9) e (2.3.10)

chegamos a,

1 1 1
40,9 < 3 { SleuelBe + lanl + 1€ Buscor + I oo

K
(2.3.11)
1 } 3
+ 36— € e + I B}
‘Combinando (2.3.11), (2.3.6) e (2.3.7) temos (2.3.5).
O
Por (2.3.7), definimos a DG-norma ||| - |||lspc por
Wilape == 5 oW\ x 8_KNr- —w (29_1(\1‘ 8, KNT S -
[llwllf3 {2llcowll% + flw* 13 +flwt —wT + w3, kor }
K
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2.3.2 Estimativas a prior: para o erro do método de Galerkin

descontinuo padrao para a equacao de advecgao

Afim de usar o produto tensorial vamos assumir queV K € 7, K é um
n-paralelepipedo, i.é., K= (—1,1)™ e iniciamos com o seguinte resultado apresentado
na pg. 72 em [20].

Lema 2.20. Seja [ = (-1,1) e @ € H*(I) para algum k > 1. Entdo, vale a

seguinte estimativa de erro para qualquer inteiro s, 0 < s < min(p + 1,k), com
W=Ww(Ez) = (1-72)"2% '

I'p+2-s)

Il - 1L C(p+2+s)

Iwea||7 < [l , (2.3.12)

em que ﬁp denota o projetor de Ly(I) em P,(I), p > 0.

Usaremos o produto tensorial para que estimativas semelhantes
a (2.3.12), sejam vilidas para K = (—1,1)*. Para tanto, definimos por ﬁp (u-
sando a mesma notagdo, o contexto deixa claro qual projetor se trata) o projetor
de Ly(K) sobre Q,(K) com i, = ﬁ},ﬁg . ﬁ;‘, sendo que, ﬁ;, é o projetor de Ly(I)
sobre o espago de polindmios de grau p na varidvel Z;.

Assim, para n > 1 podemos obter estimativas para u — ﬁpiZ sobre K

de (2.3.12). Por exemplo para n = 2 temos que,
t-Ma=a-1

e iembrando que ﬁ}, tem norma 1, chegamos que,
I3 - Tillg < |12 - Malg + |18 - M)z (2.3.13)

Para n > 2, inteirando (2.3.13) temos que,
18- Mallg < > lla - Ml (2.3.14)
=1
De (2.3.12) e (2.3.14) chegamos ao seguinte resultado.
Lema 2.21. Seja K = (-L,1)", n>1leu € H’“(l?) para algum k > 1. Entdo,

vale a seguinte estimativa para qualquer inteiro s, 0 < s < min(p + 1,k), com
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Wi =Wi(&) = (1-3})"?,

P<p+z—s))”2 - (r(p+2—s))”2 al,

7—TL7lls < W:ioit|| » < 7
- Rale < (Rorary) 2 IWearele <o (fisry) e

(2.3.15)

~em que II, é o projetor de Ly(K) em Qp(K), p > 0.

Desde que T é regular, K = FK(I?) com Fg afim e sendo & = u o Fg
em (2.3.15) e pelo fato que (ﬁpﬂ)(a’f) = (Iu)(Fk(Z)) V T € K, encontramos de
(2.2.29) e (2.2.31) que V K € T e u € H*(K), vale a seguinte estimativa:

' 1/2
lu — ullxk < C(n)h* (;—Eﬁ—:-%%) luls,x, (2.3.16)
sendo 0 < s < min(p + 1, k) e II, definido por (2.3.4).

Para obtermos uma estimativa de erro da solugdo aproximada upg
precisamos limitar |ju—II,ul| x e também ||u—II,u||sx. Na segdo anterior conseguimos
limitagGes para essa dltima norma usando a desigualdade do trago, que é 6tima em h
mas sub-6tima em p. Para fugir deste “inconveniente” vamos estima-la diretamente.
Com este fim, primeiro aplicamos K sobre o elemento mestre K e consideramos
sem perda de generalidade o tragco de u — Il,u sobre a face z; = 1, entdo, usando
argumentos de produto tensorial conseguimos uma estimativa para |lu — II,ullax que
é 6tima em h e também em p.

Lema 2.22. Seja I = (—1,1) e 4 € H*(I) para algum k > 1, e seja ﬁp o projetor
de Ly(I) em Py(I), p > 0, entdo, vale a seguinte estimativa:

- A 1 T(p+1-t ~
(@- BOP < gl g Il
(2.3.17)

1 Tp+1-1t)

“2p+1T(p+1+1%)

!alg-f-l,l’

para qualquer inteiro t, 0 < t < min(p, k — 1), sendo W = W (%) = (1 - 3%)'/2.

Demonstragao:

Se p = 0 segue. Vamos supor que p > 1. Sendo que @' € Lo(I) vamos
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escrevé-la em série de Legendre como uma funcgio de 7 em 1.

2i+1 [
ﬁ = bz'Li y bi = / 17, 1’17\ Lz' E d/f,
Z > /., (Z)Li(Z)
entao,
0 T
a@) =a¢-1)+ Y b [ RAGES
i=0 -

e usando a propriedade dos polinémios de Legendre (ver pg. 360 em [20]) que,

(Lia (@) - Li, (2))

Li T) = >
(@) 21+ 1 121,
encontramos que,
z Li1(Z) — Lio1 (%) .
/_1 L) 2 + 1 121

Assim,

a(f)=a(—1)+bo/ Lo(¢ dC+Zb 1(E) = Lia(B)

21+1

=a(—1)1+b(£+1)+ib~ Liv, —ibl:i‘—l
S 241 2+

o ¢}

1
2—1 Z 2113

=2 =0

= (bo + B(~1)) Lo + by

e comparando os coeficientes com U = Y .o, U;L; temos que,

~ bz’—-l bi+1 .
“TE1 n+3 T

72



Entao, para r > 2,

o0}

i—1 i+1 bzl
Zul—z<2z—l_2z:—3) Z 22—:3

00
-1 br

_2r-1+2r+1

2
= ~ br—-l br 2 2(br—-1)2 2(b'r)2
. = <
<2“> (2r—1+2r+1) S@ro12  @relp

1 & 2 1
< bil? < ——|1T)|%
—2r—1i=;127;+1l "< s e

A iltima desigualdade vale pois,

/Ila'|2d5=/<ZbL,,ZbL>dz_/Zm L, |2dz—z2—§_11 b2,

Assim
o0 P 2 o0 2

(@ = D mL(1) = Y _wLi(1)| = ( > a) < s—I@ P21
i=0 i=0 i=p+1

Seja agor ﬁ 4, em que o projetor 13,, é definido por,

()@ = w(-1) + [ @), p21, we HAD),

-1
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entdo, de (2.3.12) aplicado com s =¢ e p — p — 1 temos que,

1

—- 2 + ]. ” ’”I 2 + 1 |AI - Hp—la’”%

(2312 1 T(p+1-1) N
< ( W)
2p+1T(p+1+1)
1 Tlp+1-1) )
S22+ 1T(p+1+1¢)

para 0 < t < min(p, k — 1).

Com esse resultado vamos agora estimar ||7 — 4| ;5.

Lema 2.23. Vamos supor que U € H’“(I?) para algum k > 1, e seja s um inteiro

com 1< s<min(p+1,k), comp > 0; entdo vale a seguinte estimativa:
@ - Byallor < C)@i(s,p)ll, 2. (2.3.18)

sendo,

_ ! Lp+2-9)\"" (Tr+3-35)\"
@(&P)-m{( T(p+s) ) +<F_(§:T+_37>

. (r(p+2—s)>‘/4 (r(p+3—s))““+ <F(p+2—s)>l/2;

(2.3.19)

Fp+2+s) F'p+1+3s) FClp+2+s)

Demonstragao:

Escrevemos K = I xI® x ... xI™ eZ = (F1,%s,... ,Zn)

- (z

1,Z)
em que I®) = (=1,1) na i-ésima direcdo. Definimos K' c 8K via K ] x K' e
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dividimos II, em ILIT}. Entdo,

1@ - TL,a) (1, Mz < 1@ -T2, )|z + ITEE@ - ), )z
(2.3.20) .
= Tl + Tz.

Vendo as varidveis (Z,,Z3,... ,Z,) = Z' como pardmetros temos que,

, 2311 1 T(p+2-s5)
= 2p+1 T(p+s)

(@ - ILa)(1, 2] a(, )5

para 1 < s < min(p + 1,k), £ > 1. Entdo, integrando sobre todas as varidveis

(Z2,Z3,... ,Zn) 10s respectivos I' = (—1,1) chegamos a,
A 1 Tp+2-3s)\"* .
Ty = ||(@ - ILa)(1, )|z < . 2.3.21
= 1@ BN € g (i) lg (232

para 1l < s < min(p+1,k), k > 1.
Definindo w :=u — ﬁ;,ﬂ, e notando que,

T = 1w, Mz < T Mgz + Iw - Tw) (L, )z = To + T (2:3.22)

Para T,, temos que,

~ @317) 1 ~
Tp = |(w-I0w)(1, )z < ——=l017l, (2.3.23)
Vep+1
e’
~ aA o~y (2.3.15) T(p+3-s) 1/2 ~
o1l z = |0,u = T, (Qiu)llz < C(n) (m) loval,_ &
| (2.3.24)
T(p+3-3)\"* .
<C A ~
< Cln) (F(p+ 1+ s)) l,z
substituindo (2.3.24) em (2.3.23) resulta que,
1 I'(p+3-2s) vz
= % 3.2
T = Cln) sy (P ) Al (2.3.25)
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para 1 < s < min(p+ 1,k), k > 1.
Usando a desigualdade do trago na direcdo Ty, e integrando sobre

7' € K', temos que,

Ton = Jw(L, )iz < C (Il 18wl + fwliz) - (2.3.26)
Sendo que,
e, (23.15) T(p+2—2s) 1/2 R
lulle =1e-Fale < oo (FErgrs) Rle (32

temos inserindo (2.3.27) e (2.3.24) em (2.3.26) que,

_ 1“(17+2—8)‘1/4 T(p+3-s5)\"* [Tp+2-s\"?
El_cﬁ”{<F@+2+sJ (Np+1+@> +<f@:3:;0 4l %
(2.3.28)

para l < s <min(p+1,k),k > 1.
Agora, substituindo (2.3.28) e (2.3.25) em (2.3.22) e inserindo a desigualdade resul-
tante e (2.3.21) em (2.3.20) obtemos que,

o 1 F(p+2—3) 1/2 F(p+3—s) 1/2
H(u—Hpu)(l,‘)”R/SC(R){\/W[( T(p+9) ) +(m) }

 (He2=9)” (Moo

Flp+2+s) Flp+1+s)

Tp+2-3s)\"?] . o &~
. (m) } l, 2 = Cm)®:(p, 5) [, 2

paral < s<min(p+1,k), k> 1.
Um argumento idéntico para cada uma das outras faces de K vale.
Unindo as limitagdes resultantes completamos a prova.

a

Observacao 2.24. Os resultado desta secdo foram firmados supondo que

% = u o Fg pertence a um espaco de Sobolev de ordem inteira, porém, usando o
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K-método de interpolacio de espagos de fungdes, esses resultados podem ser esten-
didos para espagos de Sobolev de ordem fraciondria.

Observando que ﬁ,,ii(:’f) = (Il,u)(Fk(Z)) para T € E, deduzimos o
préximo lema.

Lema 2.25. Seja K € T e supondo que u € H*(K) para algum k > 1, entdo, para

qualquer inteiro s com 1 < s < min(p + 1,k), e p > 0, vale a seguinte estimativa:
-1
lu = Tyullox < C(n)@1(s,p)hg * luls i, (2.3.29)

sendo ®1(s,p) definida por (2.8.19).

Demonstracao:

(2.2.30) V2 A (2.3.18) 1/21~
lu—Tullox < Ch|E-Tall,z < COi(s,philal, 2

(2.2.31) ' B
< CO (s, p)hil ki fuls ke = CB1(s,p)hic P luls k.

Observagao 2.26. Para um s > 1 fizo, pela férmula de Stirling resulta que

C(s)

®y(s,p) < m,

consequentemente (2.3.29) é dtima também em p > 0.

Teorema 2.27. Supondo que Q@ C R* é um dominio poligonal limitado e
T = {K} € regular e composta por n-paralelepipedos K com didmetro hg, e seja,
upg € SP(Q,T,F) a aprozimagdo descontinua de Galerkin para u definida por
(2.8.2) e supondo que ux € H*(K) para cada K € T e para inteiros kg > 1.
Entdo, assumindo que (2.8.3) e (2.1.14) sdo vdlidas, a seguinte estimativa de erro

se verifica:

llu — upglllzpe < C Z hix 7! (B @i (px, sk) + 1khi P3Pk, 5K)) [l ks
KeT

(2.3.30)
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para qualquer inteiro sk, 1 < sk < min(pk + 1,kx) e px > 0. Sendo,

Bk = bllewy € vk =1+ )colll k)
em que cy € Y1 sdo definidos em (2.2.5) e Lema 2.19, respectivamente, com

F(p+2—3))1/2
I'(p+2+s) ’

®2(p, s) = (

e C sendo uma constante positiva que depende somente de n e da reqularidade de T .

Demonstragao:

|l|lu = upclllene < ||llHlane + |lInlllanc
(2.3.5) 1 : 1 ' 1 12
< {Z [l + 3018w+ 310" =17 e + 17 s }
K

1/2
+{Z]%Mm&+ﬂf%mm+wf%mﬂ}
K

1 1 _ 1
<C {Z {uconn%( + Sl W3 ko + 5l =073 keyr + §||n+||§+m}
K

1/2
+zhmmwaw&mﬁwm&mﬁ
K

1/2
<C {Z (¥ + Dlleoll . oy 171l + ClIbl Lo I 13x] }

K

1/2
<C {Z [vxlimll% + B llmt 113k }
K

1/2
(2.3.16) e (2.3.29) _
< C {Z [vkh3e* @%(px, sk ) + Brh¥* '@} (pk, sk)] |u|§KK} .
K

De onde segue (2.3.30).
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Observagao 2.28. Quando px = p > 1, sx = s, 1 < s < min(p+ 1,k),k > 1
e h = maxger hg, temos aplicando a formula de Stirling em ®1(p,s) e ®a(p,s) a

seguinte estimativa:

s—1/2
— <C|—— }
[llu — upgl|lepe < (p+ 1) luls,7

2.3.3 Resultados numéricos

Refazemos agora os exemplos apresentados na segao 2.2.3, usando a
formulagdo padrao do hp-DGFEM definida em (2.3.2). Observamos que estes e-
xemplos numéricos confirmam os resultados tedricos das se¢bes anteriores, i.é., o
Teorema 2.27 e a convergéncia exponencial.
Nota:
a) Veja segdo 2.2.3 para detalhes sobre a implementagdo do método;
b) A diregdo do campo de fluxo na fronteira I'_ dos exemplos seguintes esta indicada

na Figura 2.4.

Exemplo 2.29. Consideremos o problema de valor de contorno (2.2.1) com o0s se-
guintes dados: Q = (—1,1)%, b = (8/10,6/10), c =1, gp = 1 e a parte direita f €

escolhida de forma que a solugdo analitica para (2.2.1) seja dada por
u(z,y) = 1+sin (7(1+z)(1 +y)?/8). - (2.3.31)

Entdo, calculamos a solugdo numérica upg usando o algoritmo definido por (2.3.2).

Uma anéalise do comportamento do hp-DGFEM sobre uma seqiiéncia
de refinamentos da malha para valores de p entre 1 e 7 é apresentada na Figura 2.9,
em que 0 erro |||u — upgl|lapc estd como uma fungdo de h.

Se pode observar na Figura 2.9 que de fato o erro |||lu — up¢lllenc
converge na ordem de A?*1/2, quando h tende a zero para cada p (fixo). Apresentamos
na Figura 2.10 o comportamento do hp-DGFEM com p-enriquecimento para valores
de h fixos, e como a solugdo (2.3.31) é uma fungdo analitica, espera-se taxas de
convergéncia exponencial, o que de fato é observado, pois sobre uma escala linear-
logaritmica, a convergéncia para cada malha é aproximadamente uma linha reta.

No préximo exemplo, verificamos o comportamento do método para
um problema com coeficientes varidveis quando a Hipdtese 2.18 nio é satisfeita.
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Figura 2.9: Exemplo 2.29. Convergéncia do Ap-DGFEM com h-refinamento

10"

10’ :
10" :
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10° \ <
1w0* \‘ \

_§ 1ot \\‘ < \
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LS -
10°* <
10° \ )
o ’ 3232 16x18
10" t
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Figura 2.10: Exemplo 2.29. Convergéncia do hp-DGFEM sobre p-enriquecimento

Exemplo 2.30. Consideremos o problema de valor de contorno (2.2.1) com os se-
guintes dados: Q= (-1,1)2, b=(2-9v%2-z),c=1+(1+z2)(1+y)? gp=1c¢
a parte direita f € escolhida de forma que a solugdo analitica para (2.2.1) seja dada

por
u(z,y) = 1+sin (r(1 + z)(1 + y)?/8) . (2.3.32)

Entdo, calculamos a solugio numérica upe usando o algoritmo definido por (2.3.2).

Na Figura 2.11 plotamos o comportamento do erro |||u — upgl|lene

como uma funcio de h para valores de p entre 1 e 7.
Assim como no exemplo anterior, |||u — upg||lapg converge na ordem

de h?*'/2 quando h tende a zero, para cada p (fixo).
- A convergéncia do hp-DGFEM com p-enriquecimento para valores de A
fixos, é apresentada na Figura 2.12, onde se observa mais uma vez a convergéncia ex-
ponencial. Notamos que o Teorema 2.27 é novamente confirmado neste caso, mesmo

que o vetor b tem coeficientes varidveis que néo satisfazem a Hipdtese 2.18.
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Figura 2.11: Exemplo 2.30. Convergéncia do hp-DGFEM com h-refinamento
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Figura 2.12: Exemplo 2.30. Convergéncia do hp-DGFEM sobre p-enriquecimento

2.4 Equacao de difusao sem parametro de estabi-
lidade

Considerando agora a parte do operador £ definido em (2.1.1) respon-

savel pela difusdo, dada por:

Lou=— Zn: 0j(aij(z)0u) = f(z), z€ (2.4.1)

1,5=1

Vamos supor que (2.4.1) é eliptico em cada z € , i.é,,
Ta(z)( >0 V ¢(eR*\{0}, ze. (2.4.2)

Desta forma segue de (2.1.3) que '\ Iy = § em (2.1.4) e completamos (2.4.1) com
as condicdes de fronteiras (2.1.5), porém, agora com I'_ = {.
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Assumimos que a;; sdo constantes sobre cada elemento K € T, i.é,,

a€ [SQT,F)]V". (2.4.3)

sym

Lembramos que para uma matriz A positiva definida existe inica ma- '
triz B positiva definida, tal que, A = BB. Nesse caso diz-se que B = VA. Entéo, de
(2.4.3) e (2.4.2) a admite tnica /a € [S*(Q, T, F)];,, que satisfaz de novo (2.4.2).

S

2.4.1 Formulacao padrao do método de Galerkin desconti-

nuo para a equacao de difusao

Escrevemos @ = |/al3 < >°7,_, la;|* sendo | - |2 a norma de matriz
subordinada a [z, @x = @k e por @z denotamos a média aritmética dos valores de
@k sobre esses elementos K’ (incluindo K') que partilham de uma face com K.

Dado um e € ¥,,;, existe um indice 7 e 7, tal que, ¢ > j e existe K; e
K; que partilham a face e. Definimos o salto de v € H'(, T) através de e e o valor
médio de v em e por,

[’UJe = Vjgkine — V|gKne € (U>e = (U|aKme + v|aane) ,

N | =

respectivamente, e com cada face e € ¥;,, associamos o vetor normal unitdrio v de
K; para Kj.

Nota: Em geral |v] distingue-se de [v] pois o dltimo é independente
da enumeragao dos elementos.

Com essa notacdo introduzimos a forma bilinear
D(w,v) = B,(w,v) + Bs(w,v),
em que,

B,(w,v) = Z/Kan-VvdaH— A {w((@Vv) - n) - ((aVw) - n)v}ds

KeT

+ [ {lwl (@V0)- ) - Lo) (@) - ) Jds (24.4)

int
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Bs(w,v) = /I‘D owvds + /F.-m olw]|v]ds (2.4.5)

e o funcional linear,

em que,

)
[~
~
<
N
Il

Z/ fvd:z:+/ D((avu).n)ds+/r~ gyuds

KeT

Ii(v) = / ogpvds.
T'p

Aqui o é chamado de pardmetro de penalizagio descontinua, e é definido por o}, = o,
para e € ¥,,, U ¥p sendo g, uma constante ndo negativa.

O hp-DGFEM para (2.4.1), (2.1.5) é
Encontre upg € SP(Q, T, F), tal que,

D(upg,v) =lp(v), V veSP(QT,F) (2.4.6)

Para que (2.4.6) seja significativo vamos supor quepg > 1 V K € T, e
para assegurar a ortogonalidade de Galerkin (D(u—wupg,v) =0 V v € SP) supomos
que a solucdo u do problema de valor de fronteira acima é suficientemente regular
(u € H%(Q, T)) para garantir que as fung¢des u e (aVu - v) sdo continuas através de
cada face e € U,y

2.4.2 Estimativas a priort para o erro do método de Galerkin

descontinuo padrao para a equagao de difusao

Teorema 2.31. Supondo que (2.4.2) e (2.4.3) valem, entdo, para todow € H2(Q,T),

temos que,

llwllfipe = D(w,w) = 3 [IVaVullk + / owids + / olwds. (247

KeT

83




Além disso, se o for positivo sobre T'jpy U T'p entdo o hp-DGFEM (2.4.6) tem tnica
solugdo upg € SP(Q, T, F).

Demonstragao:

(2.4.7) segue de (2.4.4) e (2.4.5). Se ¢ é positivo sobre I'p UT';; entdo,
sendo a(z) positiva definida sobre 2 segue de (2.4.7) que D(w,w) >0 V v € SP\{0},
o que implica na unicidade da solug¢do upg. Como S?P é um espaco de dimensao finita
e (2.4.6) é um problema linear, a existéncia da solugao para (2.4.6) segue do fato que

o problema homogéneo tem tnica solugdo upg = 0.
a

Lema 2.32. Seja 7 uma subdivisdo regular de () e assuma que o parimetro o é
positivo sobre iy Ul p, entdo, a sequinte desigualdade vale com C > 0 dependente

somente den e T.

msnlimsc{ / oln[ds + / olnPds+ 3 IVavalk
D int

KeT

1 2

NG ) (2.4.8)

OKNI'p

2
)}
OKNCin,

=2

ap . .

sendo T = <—h—lﬁ e he o didmetro da face e € U;,,; UV p, com a convengdo que para
€

e € Up a contribuigcdo exterior a 2 na defini¢cdo de T, € zero.

+ 3 (I allEker, + 3

KeT

Vn

L vn

+ Z (||\/7—’|_77_|“<291mr‘m: + 3% NZa

KeT

Nota: Novamente
u—upg = (u— yu) + (lpu — upg) =N +¢§ (2.4.9)

sendo II, o projetor ortogonal de Ly({2) sobre S7.

Demonstracao:

Pela hipétese da regularidade de u temos que,

IElipe = D(€,€) = D((v — upg) — n,§) = —D(n,¢).
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Desta forma,

1I€l12p6 < |Ba(m, €)1 + |Ba(m, ), (2.4.10)

|Bs(m,8)| <

/ onéds| +
Tp

S IVanlieo IVa€les + IV ) lira 1V LE I

/ aln)lelds

< (IVanlz, + IValnlllz.) 2 x (IVGElR, + IValellz, )2

Assim,
1/2
|Bs(n, €)| < |l|€lllapc (/ a|77|2d3+/ 0[nj2d3> . (2.4.11)
. T'p Tine
Limitaremos B, (7, ) termo a termo,
a(m &l < Z/avn Védz| + l/ {n((aVe)- ((aVn) - n)é}ds
KeT
+| [ ) (@90 - &) (@) ) Yas| = T 111
o (2.4.12)
Para I,
1=|% [ vavn-vavess| < Y [ |Vavn|vave| e
KeT KeT

1/2 1/2
SS Z [vVavn| l‘/_VEHK (Z “\/_VTIHK) (Z ”\/c_szHi{) '

KeT KeT KeT
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Desta forma,

1/2
I < |||élllape (Z IIﬁVnII";)

KeT

Limitando II,

11 < +

/F n((Vave) - van)ds

/F ((aVn) - m)éds

C.S.
2 / inl |Vave| | Van| ds + / V| |n] [€]ds
I'p I'p

C.S.
< ”nﬁn”FD”\/av&”FD + “avn“FD“T’f”FD

< linllr, VanlllvVaVelr, + IvVavaVallr, Inlli€les,

0 que pode ser escrito como:

I < Z [I17llexnr Van|l[VaVé|axnr, + 1VevaVallakar, nll|Ellaxnrs]
K

1
<3 [HTI“aKnrpl\/C_EHM||\/5V§|Iazmru + Vallvalln] | —=9n ||\/5§|lazmro} ,
K OKNI'p
sendo que |n| =1, e |Va] = d}{/z resulta que,
1 12 1
1< —|Inllexrrpdx vVxlIVaVéllakary, + ak || —=Vn Vo&llaxar
;[W_K ool Vx| otk | V| IVaElaxers
" _ 1/2 1/2
. ax
< {Z—”n”gknro} {Z ’YK“\/C_LVf”?)KnrD}
xk K K
) ) 1/2 1/2
~2 2
+ ax |[—=Vn Vo€l :
{; Vo 6KnI‘D} {XK: Koo
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para qualquer 7¢ € R.
Como a é uma matriz constante sobre cada elemento K € 7T, usamos
o Teorema 4.76 de [20], para obter que,

] |
IVaVEl3kar, < Ci—i||¢avgl|i, (2.4.13)

em que, C depende somente de 7. Usando (2.4.13) junto com vk = hg/p% temos
que,

1/2

KPR ¢ 112 v hk ~Pk 2
1<\ 3= Fnlbeer, | | 32 2O IVavell
K

K

1/2

1/2
> <Z |lﬁ§|l§mr0> :

2

o[z

— 2
. aKp
e definindo 7, = <—E’Q‘=,

1
\/E OKNI'p

1
—V
vo !

K

1/2 |
1T < C|llé||lapc |:<Z TC”””%KQI‘D) + (Z ak
_ K

2 1/2
BKOFD> }

Assim,

1
v

9 1/2
BKOFD)] .
) 1/2
BKnI‘D)} '

Das limitagdes I, II e II] obtemos uma para (2.4.12), a qual junto

11 < Cl|l¢lllape [Z <“\/}:77H§Knrp +aj

K

De um modo similar,

1

o "

111 < C|||é)|lape {Z (iI\/T_eLnJH%mD +ak

K
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com (2.4.11) nos fornece a seguinte estimativa para |||£]|[5pe por (2.4.10):

1/2 1/2
IillEoo < Cliellaoa { ( [ olads+ [ olnfias) +(le«6an|§)

KeT
+ lz (Te”n”%Knr‘D +a%

2 1/2
an
K aKNl'p
) 1/2
aKﬂFD)} ’

+ [Z (ilﬁLnJllng +ak

K

de onde obtemos (2.4.8).

O

Assumimos que o vetor p (com os pg > 1 para cada K € 7)) tenha
variagdo local limitada, 1.é., que existe uma constante p > 1, tal que, para qualquer

par de elementos K e K’ que tem uma face ((n — 1)-dimensdo) em comum, vale

p~! < px/pr < p.
Lema 2.33. Vamos supor que:
a) K € T é um n-simplez ou um n-paralelepipedo com didmetro hy;
b) wx € H*(K), kx >0, para K € T

Entdo, existe uma sequéncia zg}'g(u) € Ry (K), pk = 1,2,..., tal que, para

0 < q < kg vale,

_ <M 2.4.14)
llu — 25K (W)llgx < pkK_qIIUHkK,K : (2.4
K

sendo sg = min(pg + 1,kx) e C uma constante independente de u, hx e px, mas
dependente de k = maxker kk.

Para u € H*(Q, T) definimos IT}u € SP por

(ng)”( = ZS;?(UIK) , K e T
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Teorema 2.34. Seja Q C R® um dominio poliedral limitado, T uma subdivisdo re-
gular de S} em n-paralelepipedos, e supomos ainda que p tenha varia¢do local limitada.
Associamos a cada face e € Up U ¥,y 0 ndmero real positivo

(2.4.15) |

sendo h. o didmetro de e, com a conveng¢do que para e € Vp a contribui¢do exterior
a 2 na definicdo de o, € zero. Entdo, assumindo que ujx € H*<(K), kg > 2, para
K € T, a solugigo upg € SP(Q,T,F) de (2.4.6) obedece a seguinte estimativa de

erro.

h2$x—2
llu = upclllipe < C D ax—e——zllulli, x: (2.4.16)
KeT K

com1 < sxg < min(px+1,kk), px 2 1, ax =8z para K € T em que C é uma cons-
tante positiva dependendo de n, do pardmetro p, k = maxger kg e da regularidade

de T.

Demonstragao:

Com o objetivo de aproveitar as limitagoes do Lema anterior vamos

decompor 7 definido em (2.4.9) da seguinte forma,
n=u-—ILu=(u-— H";u) + Hl';(u —Iu) =m + . (2.4.17)

Estimativas para 7, sdo obtidas diretamente de (2.4.14) e da desigual-
dade do trago (2.2.45), i.é.,

25 —2
IVaVmlk < Cax——sllulli, s (2.4.18)
.. Py
285 —1 28 —3
Il < CPE a2 Vil < Ol . (2.4.19)
Milax < pzkk—l u”IcK,K € [Vmllax £ psz_3 Ullkg k- L%
K K

Por outro lado, as normas para 7, sdo majoradas por ||7,||x usando as
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seguintes desigualdades inversas.

4
_p
IVaVmlli < Caxiylimlix, (2.4.20)
K
p
Im2ll35 < C-ﬁfllnzilfw e 1 Vll5x < C ||772||K (2.4.21)

Agora ||n2||x é limitada por,
SK

h
I72llx = I3 (u — Tu)llx < Cllu - Mpullx < CESK—K{UIsK,K,
K

para 1 < sx < min(pg + 1, kk), em que a segunda desigualdade segue de (2.3.16).
Entao,

SK

h
m2llx < C—p-llulli, i (2.4.22)
Dk

Substituindo (2.4.22) em (2.4.20) e (2.4.21) temos que,

hZSK -2
IVaVm|% < Cax—fe—zllullie ks (2.4.23)
Pk
igk -1 : h?sk -3
“772”61( < szkk_z ”U”kK K € “V772“3K <CHE— ng s ||u“/c,< x-(2-4.24)
K Pk

E substituindo em (2.4.17) as limitagdes (2.4.18), (2.4.19), (2.4.23) e
(2.4.24) temos que,

B h23K“2
WVavallk < € (IVaVl-+ IVaVli) < Cax iyl e (24.25)
K

. 28 —1

e < C (Imll3x +lImli3x) < C =5 QIZK_QHUHkK,K, (2.4.26)
Pk
h2sK -3

IVallie < C(IVmll3x + 1 Vmll3k) < Cpﬁk_6llu||kk K- (2.4.27)

K
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Sendo que,

Il — upglllane < llInlllape + [|lllape, (2.4.28)
e da definigdo de ||| - |||apc resulta que, -
linllZoe = Y IVaVnllk + / ontds + / oln|?ds=TI+1I+III, (2.4.29)
Fint

KeT

e como I, I e III aparecem no lado direito de (2.4.8), ¢ suficiente limitar cada um

de seus termos para obter uma estimativa do erro global.

e Primeiro termo:

(@xpk)
| olnpds = D Ivatier, = 3 S nlxor,
D e

K

(2.4.26) a p h2SK 1
= Z 2, GKPK) HTI”aKnFD < Z ( K T 2) lulls, &
K

segue que,
23 -2
/ oln|*ds < cz G~z 1ullk k- (2.4.30)
I'p Pk )

e Segundo termo:

2. (EKP%(>e 12
[ olnjtds = 3 EEELe o — moxcelcons
int ’

K he
1
<
K

(EK’pg(’ + aKp%() (’lnaK’ﬂe”gKmFm, + ”naKne”r_??KnFm;) ’

€

assim,
(2.4.26 B25K =2
/p taLn |%ds < CZaK - —— llullz, - (2.4.31)
e Terceiro termo:
) 2.4 hZSK—Z ’
ZII\/EVnIIK < CZaK %K_Al [ (2.4.32)

KeT
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e Quarto termo:
) (2.4.26) EKPK hst'2 hy )
Yo Ivrliker, <Y 2 Tkm ) el e
KeT KeT

desta forma,

281(—-2

Z Ivrillkar, < CZGK P lullfy -

KeT

e Quinto termo:

2

(2.4.27) 2h, hst 3
72 2
< Z az ( psz_5> “u“kk,l(a

KeT 9Knlp KeT a p
segue que,
1 2 h28K -2
§ :——2 E :
KeT aKﬂFD K

e Sexto termo:

' Z IVT ) I3xar . = Z Tel 17113 K0 ome

KeT KeT
1 n 1 .
=" 5 (@wh + axpk) (IMmoxoel3xor,,, + Imoxnel3xor,,)
K (]
(2.4.26) 3 h%?l(_2 he h2sK—2 hx
S C Z (aK’ 2k —4 —h— +ak ;;K—Al 72:—) ”’u’“ix,K7
KeT Pk e Pk e

assim,

0 231( 2
Z II\/;LTIJIIaKnr,-M < C'Zak ng_4||U||kK,
KeT Pk

e Sétimo termo: (repetindo o cdlculo feito no quinto termo)

D Tk

KeT

2 (2.4.27) h2sK—2

1
_vn < CZaKp2kK_4” ”kK,

GKNCin:

92




Obtemos destas sete limitagGes usando (2.4.8) que,

28 —2

h
1€lllZpe < C D :aKp——Q}ZK_4”u”%K,K’ (2.4.33)
‘ = 2 _

para 1 < s < min(pg + 1,kg), K € T.
Substituindo (2.4.30), (2.4.31) e (2.4.32) em (2.4.29) resulta que,

28 ~2

: h
nlllipe < CZO’K%K:;”U“/%K,K: (2.4.34)
k Pk

e substituindo (2.4.33) e (2.4.34) em (2.4.28) temos que,

h25K“2 1/2 h2sK—2 1/2
K
lllu = upglllape < {CD axp—ng_4 lulfex ¢ +4CD aKp—ch_4 Hullﬁk,x} ,
K

K K K

de onde segue o resultado.
O

Se o projetor I, é tomado como sendo z}% ( definido em (2.4.14)), vale
o seguinte teorema em que temos uma melhora da ordem de p'/2 na convergéncia em
relacdo ao teorema anterior. '

Teorema 2.35. Seja Q C R* um dominio poliedral limitado, T uma subdivisdo re-
gular de Q em n-paralelepipedos, e supomos ainda que p tenha variagdo local limitada.

Associamos a cada face e € Wp U V,,; o nimero real positivo

(@p),
o (2.4.35)

O =

sendo h, o didmetro de e, com a convengdo que para e € Yp a contribuigdo ezterior
a §) na defini¢do de o, € zero. Entdo, assumindo que ujx € Hkx(K), kg > 2, para
K € T, a solugio upg € SP(Q,T,F) de (2.4.6) obedece a sequinte estimativa de

erro:

h2sK—2
llu = upalllipe < C Y ax—t—lulliy.x: (2.4.36)
KeT Pk
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com 1 < sy < min(pg + 1,kk), px > 1 para K € T, sendo ax = @ em que C
é uma constante positiva dependendo de n, do pardmetro p, k = maxger kg € da

reqularidade de T .

Nota: A demonstragio é semelhante a feita no teorema anterior.

2.5 Equacao de difusao-advecgao-reacao sem pa-

rametro de estabilidade

2.5.1 Formulagao padrao do método de Galerkin desconti-
nuo para a equacgao de difusao-advecgao-reagao

Consideramos agora o problema geral (2.1.1) e (2.1.5). Para este o
hp-DGFEM ¢ definido como:
Encontre upg € SP, tal que,

Bpc(upg,v) =lpg(v) V veSP, (2.5.1)

sendo,

Bpg(w,v) = Z {/ aVw - Vvdz + / (b Vw + cw)vdz
K K . .

K

—-/ | (b-n)w+v+ds—/ (b-n)[w]v*ds}
8- KN(T-UTp) 8- K\l

+ {w((aVv) - n) — ((aVw) - n)v}ds + /r owvds

T'p

+ /r {lw] {(aVv) - v} = |v] {(@Vw) - V) }ds +/ olw||v]ds,

int
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l = dz — b- *d
pe(v) I;_{/Kfvx /a_Kn(r_urD)( m)gov S}

+/ gD((aVv)-n)ds+/ ngds+/ ogpuds,
T'p 'y T'p

em que o é um parametro positivo que serd dado adiante.

2.5.2 Estimativas a priori para o erro do método de Galerkin
descontinuo padrao para a equacao de difusao-advecgao-

reacao

Assumindo (2.1.14) e lembrando da definigdo (2.2.5), introduzimos a

norma,

1
llwlllpe = {II\/EVwII?( + lleowl& + 5w 5. xnr-uro)

KeT

1 _ 1 -
+ 3 =B+ 0 e | + [ owtdst [ olulias
FD Fint
| (2.5.2)

Por (2.3.1) e (2.3.7), temos que,

{/K b-Vw + cw)wdz — /;_K\I‘(b . n)[w]w+ds - /a_Kn(r_urD)(b . n)]w+12ds}

1 _ 1
Z {HCOwHK ‘“w+”a Kn(T_Ulp) §||w+ -—w “%_K\F + §”w+Hg+KnF} ;
K

segue entdo que (ver (2.4.7) ),
lel”zDG:BDG(w,w) V we Hz(Q’T)

Para assegurar a propriedade ortogonal de Galerkin para V. v € SP,
supomos que a solugdo u para o problema de valor de fronteira considerado pertence
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a0 espago HQ(Q,T), e as fungdes u e (aVu) - n sdo continuas através de cada face
e € ¥;,;: que intercepta o subdominio de elipcidade {z € Q;¢Ta(>0V ¢ eR? }.

Afim de obter uma estimativa “a priori” de erro para o hp-DGFEM
aplicado a equagdo de advecgdo-difusdo-reagdo combinamos os resultados das segdes |
2.3.2 e 2.4.2 no préximo teorema.

Teorema 2.36. Seja @ C R® um dominio poligonal limitado e T = {K} uma
partigdo regular de 2 composta de n-paralelepipedos K com diametro hk, e seja, p
um vetor de variacdo local limitada. Vamos supor que sobre cada face e € V,,, U¥p
o pardmetro o, € definido como em (2.4.15). Se (2.1.14), (2.3.3) e (2.4.3) valem, e
ux € H**(K) com kg > 2 para cada K € T. Entdo, a solugdo upg € S?(Q, T, F)

de (2.5.1) satisfaz a seguinte estimativas de erro:

h23K—2 h2sK—l ‘ h2sK
K K 2
(a!,x(——-—zlfm_,4 + Bk TP + i 2kK) HquK,K, (2.5.3)
K Px p

llu—upalllhe < C D

KeT K

paral < sk < min(px+1,kx) epxk 21 ¥V K € T. Sendo ax =@y, Bx e Yk como
no Teorema 2.27 e C uma constante positiva que depende de n, p, k = maxg ki e
da regularidade de T .

Demonstragao:
Sendo que,
lwllbe = e + lwllEoe,
€,
805 < 2 a5 <Y 1<s <minp 1k

(2.5.3) segue de (2.4.16) e (2.3.30).



Capitulo 3
Estimativas a posterior:

O estudo de estimativas “a posteriori” é fundamental para elaborar
estratégias de algoritmos adaptativos. Estas estimativas podem ser feitas tanto para
minimizar o erro |{ju — upg|| (ver [22]) como para minimizar o erro de funcionais
lineares de solugdo (ver [9, 10}), i.é., |J(u) — J(upc)|- Para ambos os casos, a idéia
é majorar o erro por constantes calculdveis multiplicadas pelo residuo de elementos
finitos. O que em geral requer hipéteses fortes sobre o problema em que se trabalha.

As estimativas a posteriori estao diretamente ligadas com o problema
dual, mais precisamente com estimativas da solugdo do mesmo. Assim, para criar
um algoritmo adaptativo, precisamos calcular uma solugdo dual aproximada (usando
método de Galerkin descontinuo) quando o problema dual ndo tem solugéo analitica.
Neste caso, todo a técnica empregada para obter a aproximagcao da solugdo primal é
usada. '

O estudo aqui apresentado segue as idéias inicialmente desenvolvidas
por C. Johnson e colaboradores que posteriormente foram aprimoradas por E. Siili
em [22]. Na segdo 3.1 desenvolvemos a teoria para um operador qualquer £ (linear)
e na secdo 3.2 aplicamos essa teoria para o problema (2.1.1) no caso de Q = (0,1),

isto é, para o problema de difusdo-advecgdo-reagao em uma dimensao.

3.1 Operador diferencial linear

Seja £ um operador linear, tal que, £: D(£) C Y — Y sendo Y um
espago de Hilbert com produto interno (-,-) e norma || - ||, e D(L) é o dominio do
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operador £. Dado f € Y, nosso problema é encontrar u € D(L), tal que,
Lu = f. | (3.1.1)

.Designamos por h um pardmetro positivo de discretizagdo. Vamos
aproximar esse problema tomando uma seqiiéncia de espacos de dimensao finita
{X4n}, tal que, Xp C D(L) V h, e simultaneamente consideremos uma seqiiéncia de
espagos de dimensdo finita {Ya} com Y, CY V h chamados espagos de testes.

Denotamos por II; o projetor ortogonal de Y em Y},. Entdo, podemos
formular o método de elementos finitos de Galerkin descontinuo como:

Encontre u : X, — Y;, tal que,

Iy Lup =1, f,

ou equivalentemente, podemos escrever isto como segue:

Encontre u, € Y}, tal que,
(Lun,vn) = (fron) Y vp € Yh.

Nota: Aqui os espagos finitos X, podem ser “pensados” como uma parti¢do do D(L)
e 0s Y, como os espagos de polindmios por partes.

Definimos o residuo de elementos finitos r, por,
rh = f — Lun,
e notamos, devido a propriedade ortogonal de Galerkin que,
(rh,vp) =0 V vy € Vi

Por necessidades posteriores vamos considerar o seguinte problema
auxiliar, chamado de problema dual: '
Encontre z € D(L'), tal que,

L'z =u—u,.

A anilise do erro “a posteriori” é baseada no seguinte argumento de
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dualidade:

[lu— uh”2 = (u —up,u—up) = (u— up, £'z) = (L(u — up), 2)-

= (E’U, — £Uh, Z) = (f - £Uh,, Z) = (’l"h, Z).

Pela ortogonalidade de Galerkin, (r4,2;) =0 V 2z, € Y}, resultando
que

llw — wnll? = (ra, 2 = 23) = (h*ra, h™* (2 ~ z)),
e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
llu = unl* < Ih*ralll|A7* (2 = 2n)ll- (3.1.2)

Aqui, o primeiro termo do lado direito € calculdvel, enquanto o segundo
¢ desconhecido, entao, precisamos substitui-lo em termos de u — u, multiplicado por
constantes adequadas.

Vamos supor que {W,};>9 é uma “escala” de espagos de Hilbert com
norma correspondente || - ||;, tal que, Wy =Y e W}, é continuamente imerso em W,
para ly > [;.

Supomos a seguinte propriedade de aproximacdo: para cada z € W,
existe z; € Y, e uma constante C, > 0 que independe de z e h, tal que,

IP7°(z = 2n)l] < Callz]ls-

Para métodos de elementos finitos essa hipdtese é facilmente cumprida
escolhendo W, = H*({)) para um apropriado s = s, > 0 e refere-se as propriedades
de aproximacao padrio de fungdes polinomial por partes em espagos de Sobolev, com
2y, € Y, tomado como o interpolante, quase-interpolante ou a projecdo de z. Entéo,
chegamos a estimativa,

lu ~unl* < Callp*rallz]ls. (3.1.3)

Para proceder, supomos que L' ¢ inversivel e que (£')~! é um operador
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linear e limitado de Y em W, para algum s € [0, s,], entdo,

lllls = (L)~ (u — un)lls < Cillu — uall, (3.1.4)

em que C, > 0 é de maneira que Cy > [|[(£L) 7).

Combinando (3.1.3) e (3.1.4) chegamos a desejada estimativa a poste-
riori sobre o erro global u — u;, em termos do residuo de elementos finitos r, e as
constantes C, e Cs,

”u - uh” S CaCs”hsTh”- (315)

Sendo conhecida uy é facil calcular rj, e entdo, ||ry||. Portanto, a de-
sigualdade (3.1.5) serd usada somente se C, e C; forem calculdveis. Célculos para
C,, como ja mencionado acima, usa-se resultados da teoria de aproximacgao. Por
outro lado, o cdlculo de Cy é mais dificil e envolve o estudo do problema dual (como
p.e. se ele é bem-posto), sendo que qualquer estimativa que se chegue através do uso
de argumentos analiticos para C, é limitado inferiormente por ||z||s/||u — unl||. Essa
constante é na pratica determinada computacionalmente “a mao” para o problema
especifico que se trabalha.

Resta-nos ainda determinar o valor de s. Se s = 0 nao nos beneficiamos

da ortogonalidade de Galerkin e tomando z, = 0 teriamos,
llu = unll < Cllrall.

Agregado a isto, gostariamos que s fosse o maior possivel, para refletir
as propriedades de aproximacgio do espaco Y. Entao, terfamos que escolher s = s,.
Por outro lado, para problemas hiperbélicos, (£')~! tem pouca regularidade, o que
nos impoe uma limitagdo para escolher o valor de s. Assim, a melhor escolha de s

depende de uma “criteriosa” andlise do problema que se trabalha.
Algoritmo Adaptativo
Como mencionado acima, a andlise de erro a posteriori é realizada

também para funcionais lineares de solugdo J(-), que podem ser valores pontuais,
médias locais ou integrais de fluxo. Desse modo, obtém-se estimativas do tipo (ver
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[9]):
| (u) = J(up)| < E(un, h,p, 2 — 2n), (3.1.6)

em que o lado direito é semelhante a parte direita de (3.1.2). E quando ndo se conhece
a solugdo analitica z para o problema dual, esta é aproximada numericamente. Assim,
denotando por zpg a aproximacdo de Galerkin descontinua para z, a equagao (3.1.6)

pode ser rescrita como:

|7(w) = J(un)| < |E(un, b, p, 2p6 = 21)| + | Ea(un, h,p, 2 — 2pc)| = Ep + Ep,

em que Ep é uma ordem de grandeza maior que Ep conforme [9]. Desta forma, Ep
pode ser absorvido por Ep sem que seja comprometida a estimativa acima.

Como qualquer algoritmo adaptativo esta baseando na idéia que: Dado
um funcional linear J(-) e uma tolerdncia positiva TOL, deve-se calcular up, tal que,
|J(u) = J(ur)] < TOL. Temos que este algoritmo adaptativo ndo serd comprometido
se o critério de parada for, Ep < TOL.

Eqiiidistribuindo o erro do critério de parada sobre todos os elementos

da malha, precisamos que
Epjp £ ——, (3.1.7)

em que N é o nimero de elementos da malha.

Assim, cada elemento da malha é “testado” e passa por um h-refi-
namento ou p-enriquecimento para assegurar que o principio da eqiiidistribuigao
(3.1.7) seja valido. Uma vez que um elemento K é testado, uma decisdo precisa ser
feita sobre alterar o tamanho hg ou o grau local px da aproximagdo polinomial.
Quando Ep é maior que TOL/N, e a solugdo primal u e dual z forem regulares, um
p-enriquecimento vai ser mais eficiente que h-refinamento. Entretanto, se u.ou z tem
baixa regularidade no elemento K, entdo, h-refinamento vai ser mais adequado. E
repete-se este processo até que a condigdo (3.1.7) seja vélida.

Desta forma, fica garantido que o erro entre a solugdo exata (ou fun-
cional linear da solucédo exata) e a solucdo aproximada (e o funcional linear da solugdo
aproximada) é menor que TOL.
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3.2 O problema modelo em uma dimensao

Desenvolvemos aqui (na integra) a teoria apresentada na secdo anterior
para o problema (2.1.1) no caso de 2 = (0,1) e com condigoes de fronteiras nulas,
conseguindo assim, exibir explicitamente o “tamanho” do erro |Ju — ua||.

Inicialmente enunciamos dois resultados que serdo usados no decorrer

do proposto, cuja as demonstracées vao ser omitidas.

Lema 3.1. (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs) Supomos que Q@ C R* € um con-
junto aberto limitado com fronteira suficientemente regular (p.e. um dominio poli-
gonal) e seja u € HE (). Entdo, eziste uma constante Cx(Q), independente de u,

tal que,

(3.2.1)

/|u |2d3:<C'*Z/

Observagdo 3.2. Se @ = (0,1)2> C R?, entdo, Cy = 3; similarmente, se
Q2 =(0,1) CR, entdo, Cy = 3.

az,

Consideramos a subdivisdo ndo uniforme de (0, 1) dada por,

. (
O=xg<1 <2< ... <y <zZNy=1,

sendo os pontos da malha z;, i = 0,...,/V, ndo necessariamente igualmente es-
pacados. Vamos supor que N > 2 para termos ao menos um ponto (nédulo) na
malha. Designamos por h; = z; — z;—; parai =1,...,N e por h = max; h;. Para

essa subdivisdo, consideramos a funcdo base de elementos finitos

0 se T < Ti
' (x —zim1)/hi seziy <z <y
¢z(x) = )
(i1 — ) /hip1 sez; ST < Tipy
0 se Tipv1 <
parai=1,...,N — 1. Tomamos agora Vj, = span{¢y,...,dn-1}, temos que, V; é

um subespaco de dimensdo N — 1 do espago H} (0, 1).

Definicdo 3.3. O interpolante de u designado por Iru € V}, € a fungdo continua

linear por partes definida sobre a subdivisGo acima que coincide com u nos pontos ;
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da malha, i.é.,
N-1
Thu(z E u(z;)di(z
=1

Lema 3.4. Supomos que u € H?(0,1) e seja Tpu o interpolante de u pertencente ao
espago Vi,. Entdo, as seguintes estimativas de erro valem:

h 2
o~ Zlson < (F) 1, (322)
h
v’ — (Thw)llLao) < ﬁ”u””Lz(O,l), (3.2.3)

Nosso problema modelo é:

—u' +bu'+cu=f para 0<z<1

4(0) = u(l) = 0, (3.2.4)

sendo b € WL (0,1), ¢ € Lo(0,1) e f € Ly(0,1).
Consideremos a forma bilinear,

1
B(w,v) = / [w'v' + bw'v + cwv]dz,
0

e o funcional linear,

1
= / fudz,
0

' entdo, a formulagdo fraca para (3.2.4) é
Encontre u € H}(0,1), tal que,

B(u,v) =1l(v) V ve H(0,1).

Como visto na se¢do 2.1.3 com a hipétese (2.1.14) o problema (3.2.4)
tem tnica solucdo fraca u € H}(0,1).
O problema aproximando para (3.2.4) é
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Encontre u, € V}, tal que,
B(uh,vh) = l(Uh) V v, € Vi

Notagdo: Por simplicidade vamos escrever || - || em vez de || - ||L,0.1)-
Notamos que o problema dual para (3.2.4) é dado por,

2" — (bz2) +cz=u—uy para 0<z<1

0) = 2(1) =0, (3.2.5)

entao,
llu — unll® = (v = un,u — up) = (u — up, —2" + (b2)' +cz) = Bu — up, 2),

pois (u — up)(0) = (u —up)(1) = 0.
Pela ortogonalidade de Galerkin B(u — up,23) = 0 V 2z, € Ve
tomando z, como o interpolante de z associado a parti¢cdo definida acima, temos

que,

lu — un||® = B(u ~ up, 2 — Zz) = B(u,z — Iz) — B(up, 2 — I2)
(3.2.6)
= (f,z — Zz) — B(up, 2 — Iz).

Como,

B(up,z —~Iz) = Z/ Wz —TI2)d

N .z Nz
+ Z /x 1 bu (2 — Iz)dz + Z/ cup(z — Iz)dz,
i=1 Y Ti- i=1 YTi-1

integrando por partes o primeiro termo em cada N —~ 1 intervalos (note que
(2 = ZI2)(z;) =0, ¢=0,...,N) resulta que,

N o
B(up,z —Iz) = Z/ [up + buy, + cup(z — Iz)dz.
i=1 Y %i-1
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Além disso,

(f,z—Iz) Z fx)z——Iz)d

Ti-1

Substituindo isto em (3.2.6), deduzimos que,

I — a2 = Z / (z — T2)dz, (3.2.7)

para i = 1,...,N sendo R(up) = f + uj — bu} — cup a funclo residuo de elemento
finito. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (3.2.7) temos que,

N
”u - uh”2 = Z ||R(Uh)||Lz(x.--1,x,~)||Z - Ianz(:ti-hx.')'

=1

De (3.2.2),

lv = wall* = 75 ZhZHR Un) | Latzics 12" Laeicr 20

i=1
. 1/2 N 1/2
= 172 (Z h?“R(uh)”%2(zi—l,$i)) (Z ”2”“22(1'-‘—1:31')) '

Assim,

N 1/2
1 n
i=1

Nos concentramos agora em substituir ||2”|| na desigualdade acima por
constantes calculdveis. Por (3.2.5),

2" =up—u—(b2) +cz=up—u—b + (c-b)z,
logo,
121 < Hlwn = ull + [Bll ooy 121l + lle = Oll oo,y [121- (3.2.9)

Vamos mostrar que ||z e ||z’]] podem ser estimadas em termos de
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lu — up||, entdo, o0 mesmo vale para ||2”||. Com este fim, note que,
(=2" — (b2) + ¢z, 2) = (u — up, 2).
Integrando por partes e notando que 2(0) = 2(1) =0,

(=2" = (b2) + c2,2) = (2, 2') + (bz,2) + (cz, 2)

1 1
= |IZ'||* + %/ b[2*)dz + / c[z*]d,
0 0

integrando por partes o segundo termo, resulta que,

1 /1 1
(=2" = (b2) +cz,2) = ||'||* - 5/ v'[2%)dz +/ c[z*)dz
0 0

e ' 1/ 2
= ||2']]° + i c—ib z%dz.

Assim,

g L14) C.S.
12'1* < (w—un2) < [lu—ulll].

Por (3.2.1) e Observagio 3.2,
1
Il < 5117,
entdo de (3.2.10),
lell < Slhe — ual
=9 u Uhr |,

e substituindo isso no lado direito de (3.2.10) deduzimos que,

1
12'll < —=llw = uall,

V2

e inserindo (3.2.11) e (3.2.13) em (3.2.9) resulta que,

12l < Kllu = uall,
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(3.2.12)
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sendo K = 1+ J5||bllLeo(0,1) + 31l¢ = U'llzee(0,1) uma quantidade calculdvel.
Substituindo (3.2.13) em (3.2.8) chegamos ao resultado final do calculo

da estimativa a posterior: de erro

~ 1/2
lu — un|| < Ko (Z hﬂIR(uh)||iz(zs-1,zi)) '

i=1

sendo Ko = 5.
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Conclusoes

A anilise “a priori” da hp-versao do método descontinuo de Galerkin
apresentado nesta dissertacdo foi realizada, primeiramente, para a equagdo pura-
mente hiperbdlica, e entdo, para a equacdo de difusdo. Para o primeiro caso, as
estimativas “a priori” forneceram a convergéncia esperada do método, a qual, foi
confirmada com alguns resultados numéricos, assim, podemos concluir que o método
descontinuo de Galerkin é muito eficiente, independente de usar a formulagao padrao
ou estabilizada.

Para o caso da equagdo com o termo difusivo, a implementacao é bem
mais delicada, uma vez que, o método descontinuo de Galerkin deixa de ser lo-
cal e passa a ser um método global. Conseqiientemente, na resolucdo numérica, é
necessario levar outros fatores em conta, pois a dimensdo do sistema global pode
ser relativamente grande, pois depende diretamente do nimero de elementos que a
malha possui. Ainda neste caso, um estudo mais detalhado pode ser realizado afim
de obter uma estimativa “a priori” de erro que seja 6tima em p e h, uma vez que, as
apresentadas aqui foram sub-6timas em p.

As estratégias adaptativas sdo outro ponto para se estudar, pois po-
dem ser um diferencial muito grande na aplicagdo do hp-DGFEM, tanto no custo
computacional como na “qualidade” da solucao aproximada, uma vez que, para o
hp-DGFEM ¢é necessério tratar de maneira diferente as regides onde a solugao é
descontinua das demais regides. No caso de um elemento que pertenca a regido
descontinua, o adequado é fazer um h-refinamento, isso ndo sé melhora a solugao
éproximada, como também, em alguns casos, evita que o sistema global seja muito
grande. Por outro lado, se a ordem de aproximacdo polinomial é grande, é mais
conveniente que o elemento tenha uma tamanho maior.

Quanto as estimativas de erro “a posteriori”, nota-se que no argumento
de dualidade (feito na se¢ao 3.1), a hipétese do operador L ser inversivel e ter inversa
limitada é razoavelmente forte, e agregado a isto, a determinacao das constantes C;
e C,, em muitos casos, é bastante complexa, o que impde muita restrigdo no uso

108



desta teoria.

J4 para o caso em que as estimativas “a posteriori” de erro sio reali-
zadas para os funcionais lineares de solugoes, a maior dificuldade também estd no
problema dual. Entretanto, esta estratégia se apresenta como uma alternativa, pois
nao precisa de hipéteses fortes como as usadas no argumento de dualidade.
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Apéndice A

Algumas desigualvdades

Desigualdade Aritmética Geométrica (A.G.)
Para qualquer nimero real a e b vale que,
1
ab < i(a2 + b%).

Uma versdo mais sofisticada desta desigualdade é obtida da seguinte

ab = (ae) (g) <3 ((ea)2 + (§)2> ,

e substituindo €2 por §, deduzimos que,

forma,

’ ) 1
< 224 2 p2
ab_.2a +26b

para qualquer § > 0.
Desigualdade de Hélder(H.)

Sel<pqg<oo talque, 1 =1/p+1/geu € L,(2) ev € Ly(9),
entdo uv € L1(Q) e, ’ .

| wer@ide < el ol
No caso particulardep =2 =>¢=2ea désigualdade de Holder se
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apresenta como,

H(w, v)| < Nlulle,@llvllza@),

e é conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwarz (C.S.).
A desigualdade de Holder também vale para somas finitas ou infinitas

e é dada por,

2:, |axbs| < (; Iaklp> N (\; |bk|q) " .
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