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Resumo

O método de Boltzmann para redes tem obtido grande éxito na simulacao de proble-
mas hidrodinamicos a temperatura constante. Entretanto, apesar dos diversos modelos
propostos na literatura, este método foi incapaz de descrever escoamentos nao isotérmicos
de forma satisfatoria, devido, principalmente, a presencga de instabilidade numérica e de
discrepancias nas equacoes macroscopicas que descrevem a dinamica do fluido. Neste con-
texto, o presente trabalho estuda uma série de modelos derivados como formas discretas
da equacgao de Boltzmann. O estudo compreende uma anélise multiescala, de modo a ave-
riguar a concordancia entre o comportamento macroscopico dos modelos e as equagoes de
Navier-Stokes, e uma andlise da estabilidade linear, com o objetivo de obter os limites de
aplicabilidade dos modelos. Por fim, sao apresentadas medi¢oes numéricas dos coeficientes
de transporte, com a finalidade de corroborar os resultados da andlise multiescala.
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Abstract

The lattice Boltzmann method has achieved great success in the simulation of hy-
drodynamic problems at constant temperature. Unfortunately, although several models
were proposed, this method was not capable of describing non-isothermal flows in a sa-
tisfactory manner, due to the presence of numerical instability and deviations on the
macroscopic equations that describe the fluid dynamics. In this context, this work stu-
dies a series of models that were derived as discrete forms of the Boltzmann equation.
The study starts with a multiscale analysis, for investigating the macroscopic behavior
of the models in relation with the Navier-Stokes equations, followed by a linear stability
analysis, to obtain the limits of applicability of the models. To conclude the study, nume-
rical measurements of the transport coefficients are presented to corroborate the results
of the multiscale analysis.
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1 Introducao

O estudo da dinamica dos fluidos teve como primeira motivagao a curiosidade hu-
mana em entender os fenomenos que ocorrem na natureza. O desenvolvimento do co-
nhecimento nesta drea nao é, atualmente, limitado ao puro interesse cientifico, mas é
também impulsionado pelas incontéveis aplicagoes praticas que a mecanica dos fluidos

possui, especialmente no campo da engenharia.

Para boa parte dos fenomenos, tanto de interesse académico quanto tecnoldgico, as
equacoes de Navier-Stokes contém, nas suas solugoes, informacao suficiente para a des-
crigao do comportamento dos fluidos. Porém dada a complexidade dessas equagoes, en-
contrar estas solucoes de maneira analitica se torna uma tarefa dificil e, em alguns casos,

impossivel.

Com o advento da computacao digital, os métodos numéricos, sendo os mais impor-
tantes entre estes o de diferencas finitas e o de volumes finitos, forneceram uma nova
e poderosa ferramenta para resolver estas equagoes. Recentes pesquisas, tendo como
objetivo a obtencao de solugoes numéricas para problemas em mecanica dos fluidos, de-
senvolveram um método alternativo denominado método de Boltzmann para redes ou

Lattice Boltzmann Method (LBM).

Diferentemente dos métodos ja existentes, o método de Boltzmann para redes nao
tenta resolver diretamente as equacoes de Navier-Stokes, mas se utiliza de uma fisica mais
fundamental, a teoria cinética, para cumprir o objetivo final que é obter uma descrigao

para a dinamica dos fluidos.

Devido ao carater cinético inerente a este método, solugoes numéricas para escoamen-
tos em geometrias complexas puderam ser obtidas com relativa facilidade, o que utilizando
outros métodos numéricos existentes é praticamente inviavel. Conseqiientemente, este
método se tornou amplamente utilizado para estudo de escoamentos em meios porosos
e escoamentos multifasicos, justamente em razao da complexidade da geometria ou do

objeto em questao, o fluido.

Como originalmente concebido, este método limitou-se a descrever a evolugao tempo-
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ral e espacial do campo de velocidades do fluido, sendo a temperatura uma grandeza cons-
tante e uniforme. Varias tentativas iniciais de aprimorar o método, para que a evolugao
espacial e temporal da temperatura fosse idéntica aquela descrita pela equacao de balango
da energia interna, nao obtiveram sucesso, devido principalmente a instabilidade numérica
e ao elevado custo computacional. Posteriormente, tentativas foram realizadas para con-

tornar estas deficiéncias?

, utilizando o LBM para descrever o campo de velocidades e
outros métodos numéricos para descrever a dinamica da temperatura, o que resultou, na

maioria dos casos, em uma descrigao incompleta do escoamento.

Aproveitando-se da estrutura da teoria cinética, Philippi et al.l! propuseram uma nova
maneira de obter modelos a serem utilizados no LBM, onde é possivel incorporar, de modo
consistente, parte da fisica existente nesta teoria. Como conseqiiéncia, varios modelos,
compostos de uma rede e de uma distribuicao de equilibrio discreta, foram propostos.
Porém, como o foco deste encontra-se nos aspectos tedricos que envolvem a derivacao
de formas discretas da equacao de Boltzmann, nenhuma conexao foi estabelecida entre
os campos de velocidade e temperatura descritos por estes modelos e aqueles descritos
pelas equacoes da termohidrodinamica. Esta conexao é fundamental, pois demonstra
que ¢é possivel utilizar tal método como uma alternativa para a obtencao da dinamica de

escoamentos onde o conhecimento da temperatura do fluido é essencial.

Dentro deste contexto, este trabalho tem como objetivo realizar esta conexao, demons-
trando teoricamente e numericamente a viabilidade destes modelos. Adicionalmente, este
trabalho visa estudar o comportamento destes com respeito a estabilidade numérica, tendo

em vista a falha dos modelos anteriores em cumprir tal quesito.

Focando tais objetivos, o presente documento estd organizado da seguinte maneira.
Inicialmente é realizada uma breve revisao sobre o surgimento e desenvolvimento do LBM,
assim como uma revisao dos principais modelos voltados a descrigao de problemas térmicos
propostos na literatura. Apds essa revisao, uma abordagem sobre a derivacao dos mo-
delos a partir da teoria cinética é realizada, seguida da obtencao do comportamento
macroscdpico para comparacao com as equacoes de Navier-Stokes. E entdo realizada uma
discussao sobre a metodologia empregada para analisar a estabilidade do método, junta-
mente com os resultados obtidos. Para completar o estudo, sao apresentados resultados

de simulac¢oes numéricas realizadas através dos modelos analisados.



2 Método de Boltzmann para
Redes

Neste capitulo, sera realizada uma revisao do surgimento e evolucao do LBM. Pri-
meiramente sera abordada as origens historicas do método, comecando pela sua derivagao
através dos modelos de gas em rede ou Lattice Gas Automata (LGA), passando entao para
os modelos com operador de colisao simplificado e a sua posterior relacao com a equagao
de Boltzmann. Apds esta discussao preliminar, os principais modelos para escoamentos
nao isotérmicos sao revisados, focando as dificuldades por estes encontradas. De modo a
concluir esta revisao, é realizada uma breve discussao dos modelos térmicos obtidos como

formas discretas da equagao de Boltzmann.

2.1 Origens do Método

Historicamente o LBM surgiu através do aprimoramento de outro método numérico,
o LGA ou, como também é conhecido, método booleano. Este por sua vez tem origem no
artigo publicado em 1986 por Frisch, Hasslacher e Pomeau[G], onde é proposta a utilizagao
de um método baseado em automatos celulares para obtencao de uma solugao numérica

para a dinamica dos fluidos.

O modelo de gas em redes utiliza um mundo microscopico simplificado, onde as
particulas que constituem o fluido estao limitadas a ocupar os vértices de uma rede regu-
lar, também conhecidos como sitios. A velocidade das particulas é restrita a um conjunto
de b velocidades, que denotamos por c¢;, sendo que o médulo e a diregao destas sao es-
colhidos de maneira que em um passo de tempo as particulas saltem até os sitios mais

proximos.

Restringindo a ocupacgao de um determinado sitio a uma particula por direcao, o
estado de cada sitio pode ser descrito através de um conjunto de variaveis booleanas
n;(x,t), onde esta fungdo assume o valor 1 para a presenca e 0 para a auséncia de uma

particula com velocidade ¢; que ocupa um sitio na posicao « no tempo t.
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A evolucgao do sistema é caracterizada por duas etapas distintas: a colisao e a pro-
pagagao, como ilustrado na Fig. (1). Na propagacao as particulas movem-se até os sitios
vizinhos na direcao de sua velocidade ¢;. Na etapa de colisao, a velocidade das particulas
em cada sitio sao alteradas de acordo com uma regra que conserva o nimero de particulas
e a quantidade de movimento no sitio. A segunda etapa tem como intuito simular a

colisao das particulas neste mundo microscépico simplificado.

- - - - - - - - -
- - - L] L] - - - / L
Colisao Propagacio
- - - Wz . ...... -
- - : L] L] - L] - / .... -
- - - - - - L] - .

Figura 1: Etapas de colisao e propagacao no método booleano em uma rede

hexagonal.

Neste método as variaveis macroscépicas densidade, p, e velocidade adimensional
do fluido, uw*, sao calculadas assumindo que as particulas tem massa unitaria e entao

identificando a densidade do fluido na posicao & com o nimero de particulas neste sitio,

b

plx,t) = Zni(w,t), (2.1)

1=0

e a quantidade de movimento do fluido como a soma da quantidade de movimento de

cada particula no sitio,

b
pu’ = ancz (2.2)
i=0

Obtém-se assim, a partir deste modelo simplificado de mundo microscopico, as grandezas

que caracterizam o comportamento dinamico de um fluido.

Como condi¢ao de contorno para este método, utiliza-se a inversao das velocidades
das particulas de fluido que vao ao encontro de particulas do sélido. Esta condicao de

contorno garante velocidade nula no contorno e é conhecida como bounce back.

Uma das primeiras dificuldades encontradas pelo LGA foi obter um comportamento
isotrépico em escalas macroscopicas, o que s6 foi obtido através da utilizacao de um
conjunto de velocidades ¢; cujos tensores calculados por ) . ¢;c; ... ¢; s@o isotrépicos até

quarta ordem. Utilizando redes que obedecem essa condi¢ao é possivel mostrar, através
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de uma anédlise de escala, que a dinamica desse fluido segue em média a equacao de

Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis.

Este método obteve um éxito razoavel na simulagao de problemas em mecanica dos
fluidos, tendo como principais vantagens o baixo custo computacional associado ao uso
de booleanas, a estabilidade numérica incondicional e a versatilidade no tratamento de

geometrias complexas, em virtude da simplicidade da condi¢ao de contorno.

Apesar dos pontos positivos citados acima, este método apresentou varias deficiéncias
significativas. Dentre estas vale ressaltar: a) a dependéncia da pressao com a velocidade do
fluido, problema que pode ser atenuado aumentando-se o niimero de particulas que podem
estar em repouso nos sitios, b) a auséncia de invariancia galileana devido a presenga de
uma funcao dependente da densidade no termo advectivo da equagao macroscépica para
a evolucao da quantidade de movimento, ¢) a existéncia de um limite inferior para o valor
da viscosidade, dificultando assim o tratamento de problemas com valores altos do niimero

de Reynolds e d) a presenga de ruidos ou flutuacoes.

De modo a eliminar ou amenizar esses ruidos sao necessarias médias temporais, es-
paciais ou de ensemble. Como média de ensemble entende-se a média dos resultados
de varias simulacoes do mesmo problema com condigoes iniciais microscopicas distintas,

porém com condigoes macroscopicas idénticas.

Com o intuito de resolver o problema dos ruidos, McNamara e Zanettil” propuseram
um método alternativo que simula diretamente a média de ensemble, ou seja, a média
da ocupagao de um sitio f; = (n;). Considerando a analogia deste procedimento com a
obtencao da equacgao de Boltzmann a partir das leis da mecanica, este foi denominado
Lattice Boltzmann Method (LBM) ou Método de Boltzmann para redes. Neste caso, a
grandeza calculada, f;(x,t), ¢ um nimero real entre 0 e 1 que representa a probabilidade
de encontrarmos uma particula com velocidade ¢; no sitio  no tempo t e é conhecida

como a funcao distribuicao de velocidades.

Este primeiro LBM herda varias caracteristicas do seu antecessor, tanto positivas,
como a estabilidade numérica e a separacao em etapas de colisao e propagacao, quanto
negativas, como a dependéncia da pressao com a velocidade, a auséncia de invariancia
galileana e a limitagao nos valores da viscosidade. Porém, ao fazer esta transicao, perde-
se um dos aspectos mais notaveis do modelo booleano: o baixo custo computacional. Isto
se deve, em grande parte, a dois fatores: o aumento da quantidade de memoria necessaria
acarretado pelo uso de valores de ponto flutuante e o aumento do tempo de processamento
requerido pela etapa de colisao. Estes fatores tornaram praticamente inviavel a aplicagao

deste LBM para problemas tridimensionais.
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A equacao que rege a evolucao do LBM, denominada de lattice Boltzmann equation

(LBE) ou equagao de Boltzmann para redes, pode ser escrita na forma geral como:

filx + he;, t +0) = fi(x, t) + 5[ f]. (2.3)

Nesta equacao estao sintetizados o processo de colisao e propagacao herdados do LGA,
onde o parametro h é a distancia entre os sitios adjacentes e § é o tempo que transcorre
no problema fisico durante um passo na simulacao. O célculo no lado direito da equacao
representa a colisao, enquanto a propagacao consiste na atribuicao do resultado desse
célculo para o lado esquerdo. O termo €2;[f] é conhecido como operador de colisao, nova-
mente em analogia com a equacao de Boltzmann da teoria cinética. No LBM, densidade

e quantidade de movimento sao calculados respectivamente através de:

p= Zfz‘ (2.4)

b
=0

O operador de colisao na forma inicialmente sugerida na Ref. [7], consiste em uma
média do termo que trata das colisdes no LGA, o que resulta em um operador nao linear
em f;. Por este motivo a equacao resultante ficou conhecida como LBE nao linear. Um
trabalho posterior, apresentado por Higuera e Zanetti®, concentrou-se na simplificacao
deste operador. O caminho escolhido pelos autores para realizar tal simplificacao, foi
expandir o operador de colisao em torno da distribuicao encontrada no equilibrio. Des-
prezando termos de segunda ordem nessa expansao, os autores chegaram a uma forma

simplificada para o operador de colisao,

[f] = Z A (fi = £9 (2.6)

onde A;; permanece constante durante a simulagao e pode ser determinado a partir do
operador de colisao da LBE nao linear. A equacgao que resulta do uso desse operador foi
chamada de LBE quase-linear, pois embora tenha uma aparéncia linear em f;, esta ainda
apresenta termos nao lineares ja que ffq depende de p e u*, que por sua vez dependem de
fi- Mesmo com a permanéncia de termos nao lineares, este procedimento tornou a etapa

de colisao mais eficiente permitindo o uso do LBM em problemas tridimensionais.

Motivados por este operador quase-linear, Chen et al.l”) sugeriram utilizar uma forma
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diagonal para a matriz A;;, resultando na seguinte forma para o operador de colisao:

Uulf) = (= 11, 2.7

onde 7 é um parametro do modelo chamado de tempo de relaxacao, que permite controlar
os coeficientes de transporte. Esta forma para o operador de colisao ja havia sido utilizada
em 1954 por Bhatnagar, Gross e Krook!' com o objetivo de simplificar a equacao de
Boltzmann e é conhecido como operador BGK. Por este motivo a equacao resultante do

uso desse operador na Eq. (2.3) é conhecida como Lattice BGK Equation (LBGK).

De modo quase que simultaneo, Qian, d‘Humieres e Lallemand™ realizaram uma
abordagem semelhante. A contribuicao destes autores foi notar que a distribuicao de
equilibrio utilizada no operador BGK nao precisa ser necessariamente aquela herdada
do método LGA. Partindo desta constatacao, estes sugeriram uma nova forma para a

distribuicao de equilibrio®:

* %
3ugu,

2

e * 9 * *
fi 7 — pw; 1+ Scaiua + _(Caiua)(cﬁiuﬂ) -

. (2.8)

Como conseqiiéncia dessa alteragao, as redes utilizadas nao necessitam mais obedecer
os requisitos de isotropia do LGA, sendo os pesos w; escolhidos de maneira a assegurar
a isotropia das equagoes macroscopicas. A Eq. (2.8) pode ser utilizada com redes unidi-
mensionais, bidimensionais ou tridimensionais. Esta familia de redes foi classificada pelo
nimero de velocidades (b) e pela dimensao (d), sendo as redes denotadas por DdQb. As
principais redes deste grupo podem ser visualizadas na Fig. (2). Os valores de w; para

estas redes sao encontradas na Tab. (1).

Tabela 1: Pesos das redes usadas em conjunto com a equagao Eq. (2.8).

Modelo W;

Repouso Principais Diagonais
D1Q3 2/3 1/6 0
D2Q9 4/9 1/9 1/36
D3Q19 1/3 1/18 1/36

Para derivar a func¢ao na Eq. (2.8), os autores usaram uma distribuigao de equilibrio
genérica em série de poténcias até segunda ordem da variavel u* escolhendo os coeficientes

dessa expansao de modo a obter equacoes macroscépicas compativeis com aquelas das

INeste trabalho serd empregada a notacdo de Einstein para somas, onde indices repetidos em uma
multiplicacao indicam uma soma sobre todas as componentes. Ex: a,b, = a1b1 + a2bs + aszbs
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equagoes de Navier-Stokes para um escoamento isotérmico.

D1Q3 D2Q9 D3Q19

Figura 2: Redes quadradas utilizadas por Qian, d‘Humiéres e Lallemand

Esta nova abordagem trouxe vantagens como a eliminacao dos termos que dao origem
a ausencia de invariancia galileana e a dependéncia da pressao com a velocidade. Estes
modelos se tonaram muito utilizados na area de gases em rede, em virtude principalmente

da simplicidade do operador BGK e das vantagens aqui citadas.

2.2 Discretizacao da Equacao de Boltzmann

No fim do século XIX, Ludwig Boltzmann ajudou a fundamentar uma das teorias mais
importantes da fisica atual, a teoria cinética dos gases. Esta teoria tem como objetivo a
descricao do comportamento dinamico dos gases, tendo como ponto de partida a descricao
molecular da matéria e as leis da mecanica. A contribui¢do mais importante de Boltzmann

foi a equacao que hoje leva seu nome:

of B
o TEVI=9[f] (2.9)

A funcdo f(x,&,t), conhecida como funcao distribuigdo, nos fornece a fracao de
particulas do fluido por unidade de volume que ocupam a posicao @ e que possuem uma
velocidade molecular €. O termo do lado direito da Eq. (2.9) é conhecido como operador

de colisao, ja que este leva em conta a interacao a curta distancia das particulas.

Do ponto de vista conceitual, a LBE é muito semelhante a equacao de Boltzmann. Tal
semelhanca tem sido observada desde sua criacao, porém foi somente no trabalho pioneiro

1) em 1997 que uma conexao formal entre as duas equacoes foi

realizado por He e Luo
obtida. Estes autores demonstraram que alguns modelos que utilizam a equagao LBGK,
em especial o D2Q9, podem ser obtidos a partir da equacao de Boltzmann com um
operador de colisao do tipo BGK empregando uma discretizagao combinada do tempo,
da posicao espacial e do espaco de velocidades. Este processo é realizado de modo que

o espagamento entre os sitios da rede sejam iguais a multiplicagao entre as velocidades
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discretas e o intervalo de integracao §. A parte essencial desta discretizacao é a derivacao
da distribuicao de equilibrio, que é obtida expandindo-se parte da distribuicao local de
Maxwell-Boltzmann (MB), que pode ser encontrada na Ref. [12], até segunda ordem de
u* e substituindo a parte nao expandida pelo peso discreto w;. Para calcular o valor
dos pesos é primeiramente escolhida uma rede em particular e entao é imposto que os

momentos até segunda ordem sejam recuperados no espacgo discreto, ou seja:

S wwi) s = [ rrwi)de, (210

onde (&) = (1,&,£€), transformando assim o problema de encontrar as constantes w;

utilizados por Qian, d‘Humiéres e Lallemand™ em um problema de quadratura.

Através desta derivacao a LBE pode ser interpretada nao s6 como um método que
calcula médias sobre simulagoes do LGA, mas também como uma forma discreta da
equacao de Boltzmann. Juntamente com esta nova interpretacao, o trabalho desenvolvido

(1]

por He e Luo'"" criou um novo caminho para obtencao de modelos LBM, através de outras

formas de discretizacao da equacao de Boltzmann.

2.3 Modelos Térmicos

2.3.1 McNamara & Alder (1993)

Como descrito anteriormente, o método LBGK mostrou ser de grande valia para a
descrigao de fenomenos hidrodinamicos isotérmicos. O proximo passo no desenvolvimento
deste método foi a busca por um modelo capaz de simular de forma satisfatoria problemas

onde ha variacoes de temperatura.

Uma primeira possibilidade foi estender o tratamento realizado por Qian, d‘Humieres e
Lallemand™, que consiste em escolher a forma apropriada para a distribuicao de equilibrio,
com objetivo de obter juntamente com as equacoes da hidrodinamica uma equacgao para
a evolugao do campo de temperatura. Esta questao foi abordada no trabalho desenvol-

(13]

vido por McNamara e Alder™ em 1993, utilizando um operador da forma quase-linear

apresentada na Eq. (2.6). A temperatura é obtida através da energia interna que por sua

vez ¢ calculada por:

b
pet — %Z fi(er — w2 (2.11)
1=0

Partindo de uma distribuicao de equilibrio a ser determinada posteriormente, os au-
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tores realizam uma andlise de escala, conhecida como andlise de Chapman-Enskog (2],

Comparando o resultado desta analise com as equacoes de Navier-Stokes, eles obtém um
conjunto de restricoes aos quais a distribuicao de equilibrio deve obedecer para que o

comportamento macroscopico seja regido por estas equagoes.

Através deste procedimento sao encontrados sistemas de 13 e 26 equagoes para o0s
casos bidimensional e tridimensional, respectivamente. De modo a resolver tal sistema,
é sugerida a utilizacao de uma rede de 13 velocidades para o caso bidimensional, o que
fornece o nimero de parametros suficientes para solucionar o sistema, porém nenhuma

rede é sugerida.

Esta primeira abordagem do uso do LBM para problemas térmicos ficou basicamente
concentrada no estudo tedrico dos requisitos da distribuicao de equilibrio e apesar de
os autores reportarem instabilidades em simulagoes, nenhum modelo foi explicitamente
proposto. Apesar desta limitagao, este trabalho demonstra que, pelo menos do ponto de

vista tedrico, é possivel a criacao de um LBM térmico.

2.3.2 Alexander, S. Chen & Sterling (1993)

Ainda em 1993, Alexander, Chen e Sterlingm] publicaram um trabalho que visou
apresentar explicitamente o primeiro modelo de rede de Boltzmann capaz de simular
escoamentos nao isotérmicos. Tendo como base a equagao LBGK, foi utilizada uma f;*
expandida até terceira ordem na velocidade macroscopica u*, onde os coeficientes dessa

expansao sao desconhecidos.

Fazendo uma abordagem semelhante aquela utilizada na Ref. [13], os autores reali-
zaram uma analise de Chapman-Enskog determinando os coeficientes de modo que as
equagoes macroscopicas de conservagao da massa, quantidade de movimento e energia
tivessem a forma desejada. Para demonstrar o uso desta abordagem, uma distribuicao de

equilibrio para uma rede hexagonal foi calculada.

Um dos resultados mais importantes obtidos através da analise de multiescala reali-
zada neste trabalho é que o nimero de Prandtl, definido como a razao entre a viscosidade
cinematica e a difusividade térmica, estd limitado a um valor fixo. Assim, neste mo-
delo é impossivel escolher de forma independente a viscosidade e a condutividade térmica
do fluido. Esta nao é uma caracteristica somente deste modelo, mas sim um aspecto

importante de todos os modelos térmicos que utilizam um operador de colisao BGK.

Para demonstrar que o modelo calculado nao esta restrito ao campo tedrico, varias si-
mulacoes foram realizadas, tendo a maioria delas o objetivo de calcular numericamente os

coeficientes de transporte, sendo que os resultados concordaram com as previsoes tedricas
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fornecidas pela analise multiescala. Os autores ainda resolveram um escoamento de Cou-
ette, que teve boa concordancia com a solucao analitica. Apesar do resultado satisfatorio,
alguns aspectos importantes da analise de um método numérico como a estabilidade

numérica e o custo computacional nao foram abordados.

2.3.3 Y. Chen, Ohashi e Akiyama (1994)

O trabalho de Chen, Ohashi e Akiyama[m] tem como motivacao principal um estudo

[16], onde foi demonstrado que os modelos LBGK convencio-

realizado por Qian e Orszag
nais, particularmente o modelo da Ref. [1], apresentam desvios nao-lineares na equagao
macroscopica para a quantidade de movimento quando comparada com a equacao de
Navier-Stokes para essa grandeza. Os autores relatam que tais desvios também sao en-
contrados na equagao da quantidade de movimento e na equagao da energia para o modelo

térmico apresentado por Alexander, Chen e Sterling!*.

Deste modo é proposto um novo modelo que nao contenha tais desvios. Isto é realizado
seguindo a abordagem ja utilizada na Ref. [14], ou seja, expandir a funcao de equilibrio
em poténcias de u*, mas ao contrario dos trabalhos anteriores esta expansao ¢ levada até

a quarta ordem tentando assim eliminar os desvios nao lineares.

Os autores utilizam combinagoes de redes quadradas de maneira a suprir o nimero
de incognitas necesséarias pelas restricoes na distribuicao de equilibrio. Tais redes sao
escolhidas devido a insuficiéncia das redes hexagonais em descrever tensores isotropicos de
sexta ordem, que por sua vez sao necessarios para obtencao de uma equagcao isotrépica para
a energia. Obtém-se entao redes de 16 velocidades em duas dimensoes e 41 velocidades

em trés dimensoes.

Simulagoes realizadas pelos autores obtém boa concordancia para os coeficientes de
transporte obtidos analiticamente e demonstram que o objetivo de eliminar os desvios dos

modelos LBGK convencionais é aparentemente atingido.

2.3.4 Modelos do Escalar Passivo

Confrontados com a insuficiencia dos modelos térmicos até entao encontrados na lite-
ratura, devido principalmente a instabilidade numérica, alguns autores® ? buscaram um
caminho alternativo para resolver simultaneamente, através do LBM, as equacoes para

densidade, quantidade de movimento e energia.

A idéia do modelo proposto é utilizar uma segunda distribuicao ); que se encarrega

da evolucao do campo de temperatura, onde estas se relacionam através de:
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b

> Q=T (2.12)

=0
Esta funcao também é calculada através de uma equacao similar a LBE, porém
escolhe-se um operador de colisao que recupere os efeitos de conveccao e difusao em

uma analise multiescala realizada sobre Q);.

Com essa nova distribuicao, f; fica independente da temperatura, conservando a es-
tabilidade numérica existente nos modelos isotérmicos. Ja a equacao para (); depende da
velocidade local u, ja que um dos objetivos é recuperar o termo de adveccao na equacgao

da energia. Devido a esta propriedade, este modelo foi chamado de escalar passivo.

O ponto negativo deste modelo é a limitacao a um certo grupo de problemas térmicos
onde este pode ser aplicado, ja que o modelo nao descreve efeitos como o trabalho realizado
pela pressao e a dissipagao viscosa. Logo, apesar de ser possivel resolver varios problemas
com modelos de escalar passivo, este nao constitui um modelo definitivo para LBM voltado

a escoamentos nao isotérmicos.

2.3.5 He, S. Chen e Doolen (1998)

Dando continuidade ao uso de uma segunda distribuicao encarregada da evolugao do

[17]

campo de temperatura, He, Chen e Doolen'" " propuserem estender essa idéia, tornando

o modelo do escalar passivo mais completo.

Diferindo dos autores que trabalharam anteriormente com modelos de escalar passivo,
He, Chen e Doolen"™ tiveram como ponto de partida a equacao de Boltzmann. Os autores
demonstram que multiplicando a equacao de Boltzmann, encontrada na Eq. (2.9), por &
e definindo uma fungao distribuicao de energia, g(x, &, t) = £2f(x, &, t), é possivel obter

uma equagao no continuo para esta nova fungao.

Aplicando a andlise de Chapman-Enskog na equagao para a fungao g(x, €, t) é obtida
uma equagao para a energia interna que contém, além dos termos de adveccao e difusao,

os termos de dissipacao viscosa e de trabalho realizado pela pressao. Utilizando o processo

(18]

de discretizacao realizado por Shan e He"™, os autores obtém uma LBE para distribuigao

da energia, com um operador de colisao da forma:

i(x,t) — g% (a, t —0ap + 0pTap + (&ip — up)Onu
qr = @D ZGNED) | g 4)(6, — ug) [t Ooon (b = )ty

Te P

(2.13)

onde p ¢ a pressao, T,z ¢ 0 tensor tensao viscosa e 7, ¢ o tempo de relaxagao da distribuicao
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s

de energia interna. O primeiro termo da colisao consiste em um operador BGK e é
responsavel pela difusao de calor no fluido, enquanto o segundo termo é responsavel pelo
trabalho e pela dissipacao viscosa. Note que este segundo termo depende de propriedades
que sao calculadas através da distribuicao f;, logo existe uma dependéncia explicita no

calculo da colisao da distribuicao de energia com a distribuicao de velocidades.

Este modelo consegue contornar dois dos principais problemas encontrados pelos mo-
delos anteriores baseados em uma distribuicao: a estabilidade, ja que a evolucao para o
campo de velocidades é independente e determinada pelo modelo de Qian, d'Humieres e
Lallemand[l], e a limitacdo de um nimero de Prandtl fixo, que é consequéncia do fato de
termos um tempo de relaxagao para cada distribuicdo. Adicionalmente, este contorna a
limitacao encontrada pelos modelos do escalar passivo de s6 lidar com efeitos convectivos

e difusivos.

O principal aspecto negativo deste modelo é o custo computacional. Como pode ser
observado no termo de colisao na Eq. (2.13), a etapa de colisao da distribuigao g; envolve
derivadas espaciais de grandezas tensoriais, o que além de consumir tempo computacional
torna o célculo de g; nao local. Outro ponto importante deste modelo ¢é o fato de a pressao
ser independente da energia interna, fazendo com que o fluido que estamos descrevendo
nao se comporte como um gas ideal, sendo esta uma conseqiiéncia de utilizarmos um

modelo isotérmico para a distribui¢ao de velocidades.

2.3.6 Modelo Hibrido

Em 2003, Lallemand e Luo! realizaram uma interessante revisao dos modelos para
escoamentos nao isotérmicos que utilizam a estrutura do LBM. Os autores argumentam
que apesar dos esforcos notaveis realizados por pesquisas anteriores, tais modelos nao
eram, até aquele momento, capazes de lidar com escoamentos térmicos de maneira satis-
fatéria, devido principalmente a presenga de instabilidades numéricas. Apoiados em tal
argumentagao, estes propuseram um novo meio de resolver escoamentos nao isotérmicos

usando, pelo menos em parte, o LBM.

A proposta dos autores é utilizar o LBM para encontrar a densidade e a quantidade de
movimento do fluido enquanto a equacgao para temperatura é resolvida simultaneamente
utilizando um método de diferencas finitas. As duas equacoes ficam acopladas, com a
temperatura influenciando a pressao e a velocidade u aparecendo tanto no termo advectivo
da equacao da temperatura quando no termo de trabalho realizado pela pressao. Devido

a estas caracteristicas o modelo foi denominado modelo hibrido.

Infelizmente, este modelo nao pode ser encarado como uma solugao definitiva para
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o problema mas sim uma alternativa na auséncia de um TLBM realmente eficaz. O
motivo para tal afirmacao é que este nao leva em consideracao efeitos de dissipagao na
equacao térmica e mesmo sendo possivel incorporar este efeitos isto levaria a um custo
computacional elevado devido as derivadas espaciais a serem adicionadas a equagao. E
importante notar que em um TLBM propriamente dito, esses efeitos sao incorporados de

forma natural sendo uma consequéncia direta do processo de colisao local.

2.3.7 Phillipi et al (2006)

Os modelos térmicos que utilizam a forma convencional do LBM com tnica distri-
buicao apresentados até entao na literatura sao obtidos de modo “a posteriori”, ou seja, o
modelo é deduzido para se enquadrar ao comportamento macroscopico. Assim, nao havia
sido desenvolvido nenhum trabalho que partindo de uma fisica mais elementar, como a
teoria cinética, chegasse a um modelo térmico consistente, onde a dinamica macroscépica

fosse uma conseqiiéncia.

Explorando essa alternativa, Philippi et al.’! estenderam a abordagem realizada ante-

[11], propondo uma nova maneira de discretizar as velocidades e a

riormente por He e Luo
distribuicao de equilibrio, utilizando um método de quadratura com abscissas prescritas,
onde a conservacao dos momentos de alta ordem da funcao distribuicao de Maxwell-

Boltzmann é realizada de forma sistemaética.

Conforme descrito no primeiro trabalho de modelos térmicos realizado por McNamara
e Alder™ a anélise multiescala de modelos nao isotérmicos envolve momentos de quarta
ordem da distribuicao de equilibrio discreta. Desse modo, os autores realizam o procedi-
mento de discretizagao até quarta ordem o que resulta a modelos térmicos com redes de

25 velocidades e 37 velocidades para duas dimensoes.

Como este trabalho é voltado para o processo tedrico de discretizacao da equagao de
Boltzmann nenhum estudo sobre a aplicagao pratica ou a andlise de Chapman-Enskog,
com o intuito de demonstrar as equacoes macroscopicas que regem o sistema, sao apre-

sentados.

2.3.8 Operador com dois tempos de relaxacao

Como discutido anteriormente, a utilizacao do operador BGK em problemas térmicos
leva a um ntumero de Prandtl fixo o que impossibilita o controle da viscosidade e da
condutividade térmica de forma independente. Com o objetivo de contornar tal limitagao,

Philippi et al.l19! sugeriram a utilizacao de um operador com dois tempos de relaxacao ou
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two relazation time (TRT):

Qz‘ _ _fl - fz’eq . fieqTozﬁ(gi,a - ;«La)(giﬁ - uﬁ) (214)
T ety

onde o tensor tensao viscosa ¢é calculado por:

b
Tag = Y _(fi = £ (G — ta) (i — up)] (2.15)
i=0
Este operador pode ser deduzido a partir do operador de colisao linearizado da equagao
de Boltzmann, utilizando-se algumas hipdteses adicionais. O procedimento de obtencao

deste operador é descrito em detalhe no apéndice B.

O trabalho desenvolvido pelos autores limita-se a deducao deste operador e a ob-
tencao das equacoes macroscopicas quando este é utilizado com a equacgao de Boltzmann,
demonstrando que no continuo é possivel variar o numero de Prandtl do fluido. Este
trabalho restringi-se a propor o operador, sem abordar simulacoes com sua utilizacao na
LBE e sem apresar uma analise multiescala no caso discreto, o que é um dos objetivos

desta dissertacao.
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3 Formas discretas da equacao de
Boltzmann

Como os modelos que sao objeto de estudo deste trabalho sao obtidos como formas
discretas da equacao de Boltzmann, neste capitulo sao descritos os métodos utilizados
para derivagao de tais modelos. Primeiramente discute-se a discretizacao da variavel
temporal, passando entao para a parte crucial que é a discretizagao da variavel velocidade

molecular. Por fim, os modelos obtidos pelo procedimento descrito sao apresentados.

3.1 Discretizacao do tempo

O processo de derivacao de uma forma discreta da equacao de Boltzmann comeca
na variavel temporal. Os passos utilizados aqui tem como ponto de partida o trabalho
realizado por He e Luo[u], porém, como sera discutido a seguir, corregoes podem ser

incorporadas a esta abordagem.

Utilizando uma curva paramétrica de @ que siga a relagao %—f = £, pode-se escrever o
lado direito da equacao de Boltzmann, encontrada na Eq. (2.9), como uma derivada total

no tempo:

of of ox df
— + —.— == = Q[f]. (3.1)
gt Ox Ot dt

Neste trabalho serao utilizados somente operadores de colisao que envolvam o termo
de relaxagao BGK para o equilibrio local. Assim, explicitar-se-a o operador de colisao
como sendo desta forma, adicionada de um termo extra que podera incorporar ao modelo

a presenca de uma forca externa ou ainda assumir o papel de uma correcao no operador

BGK. Utilizando tal forma para o operador, pode-se escrever a Eq. (3.1) como:

df _ f(m7£>t) _feq(m7£’t>
dat T wr

(z,€,1). (3.2)

A distribuicao de equilibrio utilizada na equacao anterior é conhecida como distri-
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buicao de Maxwell-Boltzmann e tem a seguinte forma para um espaco fisico com D

dimensoes:

fea(g) m N\ (3.3)
— 2kp m .
P\ortkpT) € )

onde kg é a constante de Boltzmann e m é a massa de uma molécula do fluido. A

densidade, velocidade e temperatura sao respectivamente calculadas por:

p= / f@, €. 1)de, (3.4)
pu = / €F (. &, 1)dE, (3.5)
poE =3 [€ - wir g 0e (3.6

De modo a simplificar a integragao que serd realizada posteriormente sobre a variavel

temporal, multiplica-se ambos os lados da Eq. (3.2) por e/, o que permite escrever:

d(et/Tf) et/T et/T

= (f9+ Fr) = . g(x, &,1). (3.7)

A definigao da fungao g(x, &,t) é realizada com o objetivo de tornar o calculo mais com-

pacto.

O objetivo é obter uma relacao que forneca o valor da funcao distribuicao no tempo
t 4+ 0 a partir do conhecimento do valor desta no tempo ¢. Para isso integra-se a Eq. (3.7)
no tempo, com extremos de integracao t e t + ¢:

6—5/7’

t+46
flw+€5,&t+6) — e f(x, & 1) = / ' eI g(x, &, T)dt (3.8)

Na derivagdo da Eq. (3.8) nenhuma aproximagcao foi necessiria, porém para dar
seqiiéncia ao processo temos que conhecer a forma da dependéncia temporal de g(x, €, 1),
para que a integral no lado direito desta equacgao possa ser calculada. Com esta finalidade,

realiza-se a expansao desta funcao em torno do tempo t:

glx + 80,6t +0) — g(x, &)
5

g9(x, & 1) = g(x,&,t) + (t—1)+0(8%) (3.9)
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Nota-se que, apesar de ser utilizada uma derivada discreta com erros de ordem o
para escrever a expansao em série, este termo é multiplicado por (¢ — t) cujos valores sdo
menores que d, logo o erro devido a essa simplificacao é na verdade de segunda ordem
para g(x,€&,t). Desprezando os termos de segunda ordem na expansao e calculando a

integral no lado esquerdo da Eq. (3.8):

fla+&5,&t+6) — e f(x, & t) =

(1—e9)g(x, &,1) + (1 — g + %e‘57> [g(x + &€0,&,t+0) — g(x, &, 1)]. (3.10)

O proximo passo é expandir as exponenciais em série de §. Alguns autores divergem
no modo como este procedimento é realizado, o que leva a dois métodos diferentes: o

implicito e o explicito.

3.1.1 Método Explicito

O método explicito é o mais conhecido e utilizado em LBM, e é obtido aproximando

todas as exponenciais na Eq. (3.10) em série de Taylor até primeira ordem em delta:

e T a1 —(6)7) (3.11)

Com esta aproximagcao, o segundo termo do lado direito da Eq. (3.10) se anula e a

seguinte equagao discreta para a evolugao da funcao distribuicao é obtida:

f<m7€7t) — feq(w’€7t)

fla+80,8t+0) — flz. 1) = - 7o

4 6P (z, €,1) (3.12)

Esta derivacao foi inicialmente proposta por He e Luol™. O procedimento apresentado
pelos autores recupera a forma do LBM até entao utilizada. Infelizmente, este procedi-
mento leva a um método discreto com erros da ordem de § no tempo e nao de 62 como se

supunha originalmente, o que levou outros autores a proporem o método implicito.

3.1.2 Método Implicito

1 ..
17 ¢ teve como motlvacao a

O método implicito foi sugerido por He, Chen e Doolen
eliminacao dos erros que surgem na equacao da energia do modelo de duas distribuigoes

quando se aplica a discretizagao convencional, que leva ao método explicito.
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A diferenca na derivacao destes dois métodos surge na expansao das exponenciais da
Eq. (3.10). Nesta equagdo nota-se que uma das exponenciais é dividida por 4, logo a
expansao dessa exponencial deve ser levada até segunda ordem em ¢, para que o erro na

equacao seja de 62. Expandindo o termo em questao até segunda ordem:

T s T 19
— N—-—1+-=-—. 3.13
5° 5 T ey (3:13)
Substituindo esta expansao na Eq. (3.10) e multiplicando ambos os lados da equagao

resultante por (1 + %) e desprezando erros de 6%

% g(x. &, t) + g(@ + £5,€,t +0)] . (3.14)

Nesta aproximagao, obtemos uma equacao implicita para f(x, &,t) devido a presenga
do termo g(x + &6, &,t+ ), que nao nos permite isolar f(x +&£9,&,t+9). Define-se entao

a funcao

fagn= (145 ) fle.0- o6 (3,15

o que permite obter a seguinte relagao implicita para a evolucao da fungao distribuicao:

f(wasat) B feq<m7€7t) + TF(CII?7€,t)

fl@+ 80,6140~ flw &) = - (1/6+0.5) T/04+0.5

(3.16)

E importante notar que apesar da aparente semelhanca entre as Egs. (3.12) e (3.16),
a diferenga nao se encontra somente no fator 1/2 adicionado ao tempo de relaxagao. As
equagoes fornecem descricoes diferentes pois as grandezas macroscopicas que determinam
a distribuigao de equilibrio sao calculadas a partir da fungao distribuigao f(x,&,t) e nao
da funcéo f(x,&,1t).

3.2 Discretizacao das velocidades

O préximo passo na obtencao de uma forma discreta da equagao de Boltzmann consiste
em substituir a variavel continua £ por um conjunto finito e enumeravel de velocidades &;,

encontrando também a forma correspondente para a distribuicao de equilibrio discreta.
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Ao fazer esta substituicao, a variavel & também é discretizada. Isto pode ser observado
através da Eq. (3.12), onde para calcular f(x, &;,t) é necessario conhecer o valor da fungao
distribuicao no ponto & — 0&; no tempo ¢t — 9. Logo, escolhendo um conjunto de vetores
& que gere uma rede regular no espaco, s é necessario calcular a evolucao da funcgao
distribui¢do em um nidmero finito de pontos do espago, conforme mostra a Fig. (3) para

a rede D2Q9.

¢ ‘ ‘b.__..-..ﬁ E_.,;_'r. ‘
. . :f:: .
. L] / o/ . L]
. . f/t . .
x|,’7x+§18

/

Figura 3: Pontos no espago gerados pelos vetores &; de uma rede D2Q9.

A obtencao da distribuicao de equilibrio discreta é necesséaria porque o essencial para
a dinamica macroscopica dos modelos discretos, como pode ser observado através de
uma analise multiescala, é que os momentos ou médias desta distribuicao sejam iguais
aos da distribuicao de MB. Logo nao podemos simplesmente usar a distribuicao MB
calculada em &;, pois apesar de obtermos uma igualdade ponto a ponto, os momentos das
duas distribuicoes seriam diferentes. Como momento de ordem n da funcao distribuigao

entende-se o tensor definido pela seguinte integral' no caso onde &€ é uma varidvel continua,

W)= [e0Of@ et A=k e, (BT

e pela seguinte quadratura quando a velocidade molecular é discreta:

b
1=0

onde W, sao pesos a serem determinados.

Observa-se também que, em problemas usuais, quanto maior a ordem do momento,
menor é sua influéncia sobre a dinamica macroscopica do escoamento. Assim, nosso
problema se resume a encontrar uma distribuicao de equilibrio discreta e um conjunto

de vetores velocidade & de modo que os momentos de baixa ordem sejam iguais ao da

1Se A é um tensor de ordem n e 1, = a1, Qs ..., é 0 seu conjunto de n indices que caracteriza um

n
de seus elementos, denotaremos o elemento desse tensor como Ag-n)
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distribuicao de MB.

No presente trabalho estudar-se-a os modelos obtidos através do método das abs-
cissas prescritas proposto por Philippi et al.’l. Para realizar este procedimento inici-
almente é necessaria a utilizacdo das velocidades adimensionais u, = (kg7, /m)’%u e
£ = (kBTO/m)’%ﬁ, onde T, é uma temperatura de referéncia. O uso de T, é essencial
para que as velocidades adimensionais nao dependam da temperatura . Utilizando estas

velocidades adimensionais, a distribuigao de MB na Eq. (3.3) pode ser reescrita como:

m b/ p (Eo—uo)?
Ug, €, 1) = e ot 3.19
reen=(mim) o (3.19)
onde ©® = = — 1 é uma temperatura adimensional. Esta grandeza é bastante ttil pois

quando a temperatura estiver préoxima da temperatura de referéncia termos de alta ordem

em O poderao ser desprezados.

Para aplicar o método das abscissas é necessario primeiramente expandir a distribuicao

de MB em polinémios tensoriais de Hermite?, na seguinte forma?:

D/2 00
€ m - 1 n n
Pt = (g ) Y e (3.20)

n=0

sendo que os coeficientes afaz) podem ser obtidos através da ortogonalidade dos polinémios

tensoriais de Hermite e da Eq. (3.19), o que fornece a relagao:

o) = 0 [ o g, 0.0 (€, e, (321)

Para entender a motivacao para o uso desta expansao ¢é preciso primeiramente notar
que 0 monomio gpgz) pode ser escrito com uma combinacao de tensores polinomiais de

Hermite de ordem menor ou igual a n, ou seja,

P (€,) = Zb A (&) (3.22)

Se desprezarmos polinomios de Hermite com ordem superior a N na Eq. (3.20), denotando

essa distribuicao de equilibrio aproximada por £V ainda é possivel recuperar os mesmos

2Este polinémio pode ser definido de maneiras distintas. Para maiores detalhes da definicio adotada
neste trabalho e propriedades destes polinémios consultar o Apéndice A.

3 Aqui faremos uso da convencao de Einstein para soma, que convenciona que quando indices repetidos
indicam uma soma sobre os indices, ou seja, o produto AgZ)BSZ) = Ag’;az,,,_,a LB&?),a27,,,,a,,L representa
uma soma sobre todos os valores dos indices
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momentos de ordem menor ou igual a N. Este resultado pode ser observado calculando

o momento de ordem m < N com a forma expandida da distribui¢ao de equilibrio:

)
/ o (€,)de = / FANm (e ), + Y / —€2/2m) (£,) A0 (,)dE,

n:N—l—l (27T) 2 N

~~
=0

= [ e, (3.23)

onde o segundo termo se anula devido a ortogonalidade entre os polinomios tensoriais de

Hermite.

Outra conclusao que se pode observar através das Eqgs. (3.22) e (3.23) é que, ao calcular
um momento da distribuicao de equilibrio na forma expandida, este se transforma numa
soma de produtos internos entre polinomios tensoriais de Hermite com ordem menor ou

igual a N:

n

N
/ er N (€)dg = > allbi D/z / e SPAD () AN (E,)dE,  (3:24)

m=0 [=0

Calculando este mesmo momento utilizando velocidades discretas e igualando ambos,

obtém-se que a seguinte relagao precisa ser satisfeita:

b

(27T§D/2 /6_53/2‘%’;57) (50)%531) (&)dE, = Zwi%’jﬁn) (501)%5:7) (&0.) (3.25)

=0

para todo n < N e m < N, onde definimos o peso adimensional w; como:

m b/z 2
w; = (27Tl€BT ) Wie Seil?. (3.26)

Logo, mantendo as relagoes de ortogonalidade e norma dos polindmios de Hermite até uma
ordem N conforme a Eq. (3.25) e utilizando " (x, &;,t) como distribuigao de equilibrio

discreta, teremos os mesmos momentos até ordem N que a distribuicao de MB.

Nas quadraturas convencionais os vetores &, ;, assim como os pesos w;, sao incégnitas,
sendo conhecidos como abscissas da quadratura. Porém, como descrito anteriormente,
é necessario impor que os vetores velocidades gerem uma rede regular. Desse modo

escolhemos vetores velocidades que cumpram essa exigéncia, a menos de um fator de
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escala comum a todas as velocidades.

Entretanto, a Eq. (3.25) fornece um sistema com um grande nimero de equagoes, ja
que impoe-se que a norma de cada polinomio e a ortogonalidade entre todos os polinomios
até uma determinada ordem sejam respeitadas pela quadratura. Conseqiientemente, é
necessario um grande nimero de incégnitas w;, o que significa um grande ntmero de
velocidades discretas. Porém Philippi et al.’! demonstraram que se o conjunto de vetores
&o,i for simétrico em relacao a reflexao dos eixos coordenados, as equacoes de imposicao de
ortogonalidade sao linearmente dependentes das equagoes de imposicao da norma, ou seja,

se a rede obedecer esta simetria nosso sistema fica restrito as equagoes em que m = n.

Podemos escrever os vetores velocidade molecular do caso discreto como &,; = ac;,
onde a é o fator de escala a ser determinado pela quadratura e ¢; sao vetores cujas
componentes sao valores inteiros *. Vale observar que a velocidade dimensional se relaciona

com c¢; através de:

ks,
& =ay/ ¢ (3.27)

m

Logo, o conjunto de equagoes proveniente da Eq. (3.25) que formam o sistema a ser

resolvido quando utilizamos uma rede com simetria por reflexao fica:

b
—lp/z / e &R [A(E)] dE, =Y wi [ (aci)]” (3.28)
=0

(2m)

Para obtermos um modelo de rede de Boltzmann que recupere momentos até uma
determinada ordem /N, primeiramente contabilizamos o niimero de equacgoes independen-
tes resultantes da aplicacdo da Eq. (3.28) para todos os polinémios de Hermite até essa
ordem. Escolhemos entao um conjunto apropriado de vetores ¢; para que o nimero de
incognitas seja igual ou maior que o nimero de equagoes. Por questoes de simetria, os
pesos w; correspondentes a vetores ¢; que possuem a mesma norma devem ter pesos iguais,

assim o numero de velocidades necessarias é sempre maior que o nimero de equagoes.

Com o objetivo de simplificar a implementagao dos métodos e para fazer analogia com
os LBM ja existentes, multiplica-se as equacoes de evolucao da funcao distribuicao por
W’L'7 definindo fz(x7t> = sz(wug’ut)’ ﬁ(.ﬁC,t) = Wlf(waglat) € E(ﬂ?,t) = W1F<w7£lvt) .

Realizando esta operacao sobre a Eq. (3.12) para o método explicito obtém-se:

4No restante deste trabalho usaremos ¢; como a velocidade adimensional, restringindo o uso de &oi a
esta etapa conceitual sobre a discretizagao.
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filz,t) — f{'(z,t)

fi(w+€i5>t+5)_fi(wvt):_ 7/5

+ 6Fy(z, ) (3.29)

Analogamente, para o método implicito da Eq. (3.16) tem-se:

fi(m’t) _fieq(mvt) TE($,t)
(/5 +0.5) /6 4+ 0.5

filw+ &0, +06) — fi(w, t) = — (3.30)

Com esta definigao os pesos da quadratura ja estao incluidos na distribuigao f;(x,t), o que
torna desnecessario o uso destes pesos em calculos como o da densidade e da quantidade de
movimento. Utilizando os pesos w; obtidos pelo método aqui descrito, podemos escrever

a distribuicao de equilibrio discreta das equagoes anteriores como:

N
1
fieq = W; Z Eagﬁ)%ﬁi") (aci) (331)
n=0

sendo que esta distribuicao tem os mesmos momentos até a ordem N que a distribuicao

de MB.

3.2.1 Modelo de Segunda Ordem

O modelo de segunda ordem em duas dimensoes resulta, em razao da simetria dos
polinémios de Hermite em relacao as coordenadas x e y, em um sistema de quatro equagoes
linearmente independentes. Desse modo é utilizada a rede D2V9, mostrada na Fig. (4).
Os vetores ¢; dessa rede sao idénticos aos da D2Q9 porém como a distribuicao de equilibrio
nao é a mesma adotaremos esta nova nomenclatura. A solucao do sistema leva aos pesos

e fator de escala mostrados na Tab. (2).

Tabela 2: Pesos e fator de escala para a rede D2V9

7 w;

0 4/9
1-4 1/9
5-8 1/36

a V3

Usando a Eq. (3.31) e rearranjando os termos a seguinte distribuigao de equilibrio de

segunda ordem ¢ obtida:
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Figura 4: Rede D2V9

4 2

2
&—(ci,auz)Q — a—(uZuZ) + 0 (a—ci,acw — 1)] (3.32)

eq,2 _ 11 2. %
f@ sz + a Cz,aua + 2 2 2

As grandes p e u* sdo calculadas conforme as Eqgs. (2.4) e (2.5). A varidvel ma-

croscopica © pode ser calculada notando-se que:

2
L s S N (3.33)

T
O=——1="1~—
T, kgT,/m a’kpT,/m

onde e* é obtido através da Eq. (2.11).

Um aspecto importante da distribuigao mostrada na Eq. (3.32) é que impondo © = 0,
obtemos a mesma distribuigao de equilibrio encontrada na Eq. (2.8) derivada por Qian,
d‘Humieres e Lallemand!!. Isto demonstra que o modelo D2Q9 é uma forma discreta da

equacao de Boltzmann restrita ao caso isotérmico.

3.2.2 Modelo de Terceira Ordem

Para terceira ordem em duas dimensoes, o sistema contém seis equagoes. A rede com
menor nimero de velocidades encontrada em que existe solugao para os pesos e fator de

escala é a rede D2V17, mostrada na Fig. (5).

A distribuicao de equilibrio para este modelo pode ser escrita como:

a 2 * a’6 *\3 2 * (14 * ok *
O(c)(Ciatia) + 5 (Ciatia)” = 20a™(Ciata) — o (ujup)(caiva)

4
eq,3 __ req,2 I il
fz fz + pwl 2 3
(3:34)

onde os pesos e o fator de escala podem ser encontrados na Tab. (3).
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Figura 5: Rede D2V17

3.2.3 Modelos de Quarta Ordem

Para finalizar este capitulo sobre discretizacao, abordar-se-4 modelos de quarta or-
dem na funcao distribuicao. Como sera discutido mais adiante no capitulo 4, através
da andlise de Chapman-Enskog observa-se que nem todos os momentos de quarta ordem
sao necessarios para uma descricao adequada da equagao da energia. Portanto, alguns

modelos podem ser obtidos de modo a recuperar, além da terceira ordem, momentos de

quarta ordem do tipo (£2£,&35).

O método proposto por Philippi et al.l” para incluir somente alguns momentos de
uma determinada ordem, ¢é utilizar uma ortogonalizacao de Gramm-Schmidt. Usando o
monomio £2£,£, como exemplo, este procedimento consiste em escrever a nova funcao que

fara parte da expansao na forma:

Tabela 3: Pesos e fator de escala para a rede D2V17

1 Ww;

0 575+193/193
8100
1-4 3355—91/193
18000
5.8 655+17/193
27000
685—49/193
9-12 54000
1445—101/193
13-16 162000

5(2541/103)
. 72
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3
(€)= €66+ b (&), (3.35)
n=0

Entao impoe-se que esta nova funcao seja ortogonal aos polinomios da expansao, ou

seja,

/ e SPA (&4 dE, = . (3:36)

Fazendo tal imposicao para todos os polinomios com ordem menor ou igual a trés
b 5 i fici BB d
obtemos as equagOes necessarias para encontrar os coeficientes br,’. Encontrado esses
coeficientes, passamos a ortogonalizagao de £2¢,€, procedendo de maneira andloga, porém
. ~ 4 . , ~ 4 .
impondo que esta nova fungao @b;y) seja também ortogonal a fungao wg(m). Realizada a

ortogonalizacao desses trés monomios e normalizando as fungoes resultantes obtemos:

_GHge-T1e - +4

(4) 3.37
v2(e) o (337
4 242 4 2
—&,+6 + TE — 4880 + 24
Y (€) = S OGS T, — A%, (3.38)
8v/21
3 ¢3
+ T 6 x
Jih(e) = S+ G ~ 068 530
2V/3
Com essa novas fungoes podemos escrever a distribuicao de equilibrio até quarta ordem
incompleta:
eq,4i 2 I 1 (n) so(n) (4),/,(4) (4),/,(4) (4),/,(4)
f 7 <£0> = 27Tk5T Z marn %n (EO) + axw wxw (50) + ayy wyy (£0> + awy 1/}:Ey (£0>
% ln=0""
(3.40)
onde os coeficientes a((;g sao obtidos integrando-se sobre a distribuicao de MB:
kgT, .
o) =2 [ (e (€N, (3.1

Os pesos sao encontrados impondo-se que a norma calculada pela quadratura deve
ser igual a norma no continuo tanto para os polinomios de Hermite até terceira ordem
quanto para as trés fungoes zb((fﬁ). O menor nimero necessario de velocidades é 25, sendo
que duas solugbes sao encontradas. Na Fig. (6) podem ser visualizados os vetores ¢; para

as duas redes.
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v
s
N

23 19
- s S

(a) D2V25(W1) (b) D2V25(W6)
Figura 6: Redes de 25 velocidades para modelo de quarta ordem incompleto.

A distribuicao de equilibrio discreta que é comum as duas rede é dada por:

. 4 4
FEot = 8 4 %@2(01-@02-,&)2 — a*0%(CiaCin) + a*O(ulul) — GZ(UZ“Z)(CLBCW)@

2

4 3 6 4
O ) 160 — (1) + (1) e ) + ()
a6 a8 CL8
—Z(Uzci,a)Q(UEuE) - @(UZUZ)2(Ci,ﬁCz,B)2 + ﬂ(u ug)(¢ipcip) (1] Cipy)?

(3.42)

onde os valores dos pesos e o fator de escala obtidos para cada uma das redes podem ser

encontrados na Tab. (4).

O caso onde todos momentos de quarta ordem sao recuperados resulta em um sistema
de 9 equagoes linearmente dependentes, sendo que a menor rede encontrada em que existe

solugao para o sistema é a D2V37, encontra na Fig. (7).

A distribuicao de equilibrio discreta de quarta ordem tem a forma:

e € CL4 a6
Jet = 0 g | S () 4+ a?O(ugus) + ©F = () ()

3at at L,
—7@(@ QU a2®2(ci7aci7a) — Z@(uﬁuﬁ)(ciyacw)
a® ab ) at )
+24 (Ciatty, ) + Z@(Ci,aua> (Ci,ﬂciﬂ) + g@ (Ci,aCia) (3.43)

onde os pesos e fator de escala podem ser encontrados na Tab. (5).
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Tabela 4: Pesos para as redes do tipo D2V25

1 D2V25(W1) D2V25(W6)
0 259248 —7380a%+11165a* —7950a%+2148 16(6849—1135+/33)
2592a% 3(15— /33)4
1-4 12a*—13a%+4 64(2619—437+/33)
324" 15(15—+/33)4
5-8 —24a5%—89a*—80a%+24 512(7—+/33)
240a8 (15—+/33)4
9-12 —3a*+10a—4 8(159+47/33)
320a8 15(15—+/33)4
13-16 14408 —574a*4-7350° —264 2(17++/33)
11340a8 (15— /33)4
17-20 4a*—15a%+12 64(99—13/33)
1296048 105(15—+/33)4
21-24 —12a54-49a* —70a% 436 4(—=93+19v/33)
1344048 105(15—+/33)4
1 /1 (53(1081—18v/52413)1/3+4251—(1081—181/52413)%/3 1 /1 _ /aa
a 6\/2 ( (1081—18+/52413)1/3 2V 2 (15 33)

|
W
|
LS
|
[N
o
[
b
[}

Figura 7: Rede D2V37
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Tabela 5: Pesos e fator de escala da rede D2V37 , onde R = (67 +36+/30)"/3.

w

1-4
5-8
9-12
13-20
21-24
25-28

29-36

56266 R2—72/3 (19991—338\/30) R+T74/3 (14323—&-6238\/30)

264600 R?
31206 R2—72/3 (3201-!—466\/30)1%—74/ 3 (2427—706\/30)

264600R2
20232R2472/3(3888+2651/30 ) R+7%/3(216—-1027+/30)
529200 R2
42R?472/3(33+2+/30) R— V/7(3+62/30)
360012
1638 R2472/3(1647+4+/30) R—7%/3(891+4961/30 )
264600R2
—126R2+472/3 (1161+194\/%) R+74/3 (1107—242\/%)
1058400 R2
14R2+7%/3(131410v/30) R+7%/3 (17-341/30)
264600R2
—168R2472/3(228+71v/30) R+7%/3(516—29v/30)
1058400 R2

L\ /a9 — DO L sy
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4 Analise de Chapman-FEnskog

Ainda que inspirado na equacao de Boltzmann da teoria cinética, o método de Boltz-
mann para redes tem atualmente como principal objetivo a simulagao de fluidos ao nivel
macroscépico. Deste modo, é imprescindivel obter o comportamento macroscopico dos
modelos utilizados, ou seja, queremos encontrar as equacoes diferenciais que regem a
evolucao das grandezas macroscopicas densidade , quantidade de movimento e energia
interna , assim como os respectivos desvios que estas possuem em relagao as equagoes de

Navier-Stokes.

Para esta finalidade, sera utilizada uma analise multiescala conhecida como anélise
de Chapman-Enskog (CE). Criada no inicio do século XX de forma independente por
Sydney Chapman e David Enskog, esta andlise teve inicialmente o objetivo de encontrar
as equacoes macroscopicas a partir da equacao de Boltzmann. Porém, utilizando pequenas

modificacgoes, esta andlise pode também ser empregada a LBE.

Neste capitulo, uma discussao sobre este procedimento é realizada. Inicialmente,
aborda-se alguns passos iniciais que sao comuns a todos os modelos sobre os quais a
presente analise sera aplicada. Apds esta discussao introdutoria, serao apresentados os
resultados de tal andlise para as modelos discutidos no capitulo anterior, usando tanto o
operador BGK quanto o TRT.

4.1 Procedimento e Definicoes

A andlise multiescala visa compreender a influéncia dos fenomenos em escala me-
soscopica, descritos pela LBE e pela equacao de Boltzmann, na dinamica macroscdpica
do fluido. Isto é realizado identificando as escalas espaciais e temporais em que cada
fenomeno ocorre, o que permite separar, de acordo com a ordem de grandeza, a influéncia

de cada processo no comportamento do fluido.

rém, quando analisamos ¢ inicialmente necessdrio compreender como
Porém, quando analisamos a LBE, cialmente necessa 0 ender ¢ a
funcao distribuicao varia no tempo e no espaco. Para que isto seja realizado, primeira-

mente utilizamos a LBE na seguinte forma:
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Através de uma expansao em série de Taylor da fungdo fi(x + &;6,t + 0) em torno do

tempo t e da posicao x:

2
fil®+ &6, t+06) = f(x,t) +0(0pf; + Ealafi) + %(6‘% + 26020100 fi + £a€30a05 f1) + O(8°),
(4.2)

e da Eq. (4.1), obtemos uma relagao para a variagao de f;:

2
0(Ocfi +&a0afi) + %(affi + 2800100 fi + £450,05f;) + O(8°) = 68, (4.3)

onde podemos observar termos que envolvem derivadas de ordens superiores a um, o que
nao ocorre na equacao de Boltzmann. A existéncia destes termos esta relacionada com o
carater discreto da equacao, sendo conhecido na literatura como comportamento a curtos
comprimentos de onda e a altas freqiiéncias do sistema, ja que estes termos tendem a zero

quando diminuimos o espacamento da rede h e a duracao do passo 9.

Dando seqiiéncia a andlise, adimensionalizamos a Eq. (4.3) associando a variagdo
temporal de f; no tempo com uma escala de tempo macroscépica T, e a variagao no espaco
a uma escala espacial macroscopica L., o que permite escrever as derivadas adimensionais
0r = L.0, e 0f =T.0;. Ja para a velocidade molecular &, associamos um comprimento h e
um tempo ¢ em escala mesoscdpica, o que resulta na velocidade adimensional ¢; = (6/h)&;.
E importante notar que usando a definicao de ¢, ; utilizada anteriomente, encontramos a

relagao:

kT,

m

h
s=a (4.4)

Como nosso objetivo com a andlise é entender o comportamento do escoamento em
nivel macroscépico, é 1til definirmos o nimero de Knudsen como uma relacao entre as

duas escalas de comprimento:

€

h
— o~ — 4.5
L. T. (4.5)

onde estamos interessados no limite onde ¢ < 1, ou seja, quando o comprimento ma-

croscopico caracteristico é algumas vezes maior que o espagamentro entre sitios adjacen-

tes.
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Usando as variaveis adimensionais descritas acima , a definicao do niimero de Knudsen

e ignorando termos da ordem de 63, podemos reescrever a expansao na Eq. (4.3) na forma:

2

E(@t* fz + Ci7aaoé* fl) + %(af* fl + 201'7&8,5* 8a* fZ —+ Ci7acl’7ﬁaoé* aﬁ* fl) = Q;k, (46)

onde definimos a forma adimensional do operador de colisao como 2 = 6€2;.

Como estamos interessados em pequenos valores do nimero de Knudsen podemos
expandir a derivada no tempo! e a funcao distribuicao f; como um série de poténcias de

£

0= €"0n~ Oy + 0, (4.7)
n=0
=3~ 0 e f. (4.8)
n=0

onde os termos de ordem superior a dois sao ignorados, pois restringiremos a analise a

primeira ordem de Knudsen.

Além da expansao de f; e da derivada temporal, que é usual na analise de CE, neste

trabalho também sera utilizada a expansao em Knudsen do operador de colisao:

[ee]
O I VR Ve (4.9)
n=0

Esta expansao adicional é utilizada com o objetivo de simplificar os cédlculos posteriores

para os diferentes tipos de operadores de colisao.

A partir do nimero de Knudsen, pode-se separar os termos que influenciam a dinamica
macroscépica em diferentes ordens de grandeza. Logo, usando na Eq. (4.6) as expansoes
da derivada temporal, da funcao distribuicao e do operador colisao, obtém-se que QEO) =0

e que a primeira e segunda ordem de Knudsen seguem, respectivamente, as relacoes:

S + &alafV = Y (4.10)

0
O+ 0011 +aDat "+ = |00 + 260000001 + Eiain0a0af”] = 0 (4.11)

Para que a notacdo nio seja ambigua, faremos uso de indices em letras gregas (o e 3) para as
derivadas espaciais e de letras latina (n) para as ordens em Knudsen da derivada temporal.
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onde as grandezas nas equagoes anteriores estao novamente na forma dimensional, ja que
o objetivo da adimensionalizacao é separar as diferentes ordens de Knudsen. O termo em
colchetes na equagao anterior pode ser reescrito usando a Eq. (4.10), o que simplifica a

equacao relativa aos termos de segunda ordem em Knudsen:

J

1L + 00 + Euadat” + 5 [0 + 600,07 = 0. (4.12)

Um dos pontos centrais da analise de CE é assumir que a distribuicao de ordem zero

em Knudsen tenha a mesma forma que a distribuicao de equilibrio, ou seja,

£ = £, u,T) (4.13)

Utilizando esta afirmagcao, juntamente com as Eqgs. (4.10) e (4.12), é possivel encontrar
equagoes para a evolucao da massa, quantidade de movimento e energia interna. Como a
analise ¢ utilizada para varios modelos diferentes, nao sera utilizada, inicialmente, a forma
explicita de f{?. Primeiramente, fazem-se somente algumas hipéGteses sobre o comporta-
mento desta fungao, o que permitira obter relacoes gerais para as equagoes macroscpicas,

como pode ser observado a seguir.

4.1.1 Equacao para Conservacao da Massa

Para obter a equacao macroscopica para a massa, assume-se que a distribuicao de

equilibrio do modelo que iremos analisar obedeca as relacoes:
b
Y f=p (4.14)
=0

b
> fE = pu (4.15)
1=0

Como fi(o) = f7?, podemos afirmar que para todo n > 1:

b

S =o, (4.16)

1=0

> Ve =o. (4.17)
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Para obter as equacoes macroscépicas mesmo em uma forma geral, é necessario fazer
algumas hipoteses sobre o comportamento do operador de colisao. Para a equacao da
massa, realiza-se a hipétese de que a colisao conserva localmente o niimero de particulas,

o que pode ser descrito pela relagao:

b
d Q=0 (4.18)
=0

Conseqiientemente, cada termo QE") da expansao em poténcia do numero de Knudsen
também deve conservar o numero de particulas. A segunda propriedade do operador de

colisao que iremos impor, é a conversao local da quantidade de movimento;

b
> g =0, (4.19)
=0

o que faz com que todos os termos an) da expansao também satisfacam esta relagao de

CONServacao.

Utilizando as hip6teses aqui realizadas sobre fi(o) e sobre o operador de colisao, soma-
mos a Eq. (4.10) sobre todas as diregbes i, o que resulta em:
9o(p) + 9a(pua) = 0. (4.20)

Fazendo este mesmo processo sobre a Eq. (4.12) obtém-se:

d1(p) = 0. (4.21)

Usando estes resultados e aproximando a evolugao temporal da densidade até primeira

ordem de Knudsen, ou seja, 0;p =~ Jyp + £01p, a equagao para conservacao da massa fica:

O¢(p) + Ou(pus) = 0. (4.22)

Logo, se a distribuicao de equilibrio do modelo analisado obedece as hipdteses realizadas
nas Eqgs. (4.14) e (4.15) e o operador de colisao conserva o numero de particulas e a
quantidade de movimento, entao a dinamica macroscopica seguira a equagao da conversao

da massa descrita pela equacao anterior, a menos de termos de ordem de £2.
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4.1.2 Equacao para Quantidade de Movimento

Além das hipdteses ja realizadas para obter a Eq. (4.22), para derivar a dinamica ma-
croscopica da quantidade de movimento é necessario impor a seguinte suposicao adicional

na distribuicao de equilibrio:

b
Z f%ia&ip = puatip + pedag (4.23)
i=0

A energia interna “e” foi introduzida de modo a obter uma forma mais compacta para
a equacao. Esta grandeza se relaciona com a temperatura seguindo a equagao de estado

para um gas ideal em duas dimensoes:

e = "B (4.24)

O termo de ordem zero em Knudsen desta equagao é obtido multiplicando-se a

Eq. (4.10) por &; 3 e somando-se sobre todas as diregdes, o que fornece:

Oo(pug) + Oa(puaus) + 0u(pe) = 0. (4.25)

Vale notar que fazendo uma aproximacao de ordem zero, 0; ~ Jy, resultaria em uma forma
idéntica a da equagao de Euler, onde a pressao é identificada como P = pe. Como nosso
objetivo sao as equagoes de Navier-Stokes, é necessario levar em conta a contribuigao
em primeira ordem. Esta ¢é calculada realizando a mesma multiplicagao e soma sobre a

Eq. (4.12):

5 b
Or(pus) + 0u (T10}) + 50 [Z Caibai2) | =0, (4.26)
i=0
onde definimos o tensor:
b
=Y fV6atis. (4.27)
i=0

Diferentemente da equacao da conservacao da massa, neste caso nao é possivel obter

) e a soma
af

uma equagao fechada para a quantidade de movimento, ja que o tensor II
sobre le) na Eq. (4.26) dependem de um maior conhecimento a cerca do modelo e do
operador de colisao utilizado, sendo necessario o calculo individual dessa grandezas para

cada modelo empregado.
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4.1.3 Equacao da Energia

A dltima das equacOes macroscopicas que desejamos obter é aquela que descreve
a evolucao da energia interna ou temperatura, ja que estas grandezas sao diretamente
proporcionais. Para que possamos derivar uma forma geral desta equagao, é necessario,
além das hipoteses utilizadas anteriormente, que a distribuicao de equilibrio obedega a

relacao:

b
D [ i ibas = pugtigia + pe(Uadns + Usday + tydas) (4.28)

1=0

e que a colisao conserve a energia total do sitio:

b
> g =0. (4.29)
1=0

De maneira analoga ao processo ja realizado de obtencao das equagoes macroscépicas,
para determinar uma relagao para a dinamica da energia interna multiplica-se a Eq. (4.10)
por £2/2 e soma-se sobre todas as diregoes. Isto resulta numa equagao para evolugao da
energia total em ordem zero de Knudsen, porém como estamos interessados somente na
evolugao da energia interna, podemos usar a Eq. (4.25) multiplicada por ug para subtrair
a parte relativa a energia mecanica. Destes calculos resulta a seguinte contribui¢ao em

ordem zero para evolugao temporal da energia interna:

Oo(pe) + Oa(peuy) + pe(Oata) = 0. (4.30)

Podemos observar através desta equacao que, em ordem zero de Knudsen, a variacao da
energia interna ocorre devido a conveccao e ao trabalho da pressao. O que, é de certo
modo, intuitivo ja que estes processos ocorrem em uma escala de tempo menor que a

difusao e a dissipacao viscosa.

Para descrever o comportamento em primeira ordem de Knudsen da energia interna,
fazemos a mesma soma sobre a Eq. (4.12), usando a Eq. (4.26) para remover a contribuigao

da energia mecanica:

5 5 °
81 (,06) -+ 8aq,9) + Hg)ﬁﬁaw + Zaa [Z &251@951)] — §u58a [Z giﬂfiﬂggl) = 0 (431)
i =0

onde de modo andlogo ao caso do tensor HS&, definimos o vetor:
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DO | —

b
¢ =23 V¢ 0 — uplly), (4.32)
=0

Assim como na equagao da quantidade de movimento, neste caso é necessario conhecer
a forma explicita da distribuicao de equilibrio e do operador de colisao para determinar a

equacao macroscopica para a energia até a primeira ordem em Knudsen.

4.1.4 Analise do Método Implicito

A equacao geral do método implicito de Boltzmann para redes tem a forma:

flax+ &b, t+06) — f(z,t) = 0, (4.33)
onde f;(z,t) se relaciona com a funcio distribuicio discreta através de:

filx,t) = fi(x,t) — ng (4.34)

Devido a semelhanga entre a Eq. (4.33) para o método implicito e a Eq. (4.1) para o
método explicito, a expansao de ﬁ em série de poténcias do nimero de Knudsen resulta

em:

S\ + & aluf =Y, (4.35)

%

x = = )
OO + 0] + Eiaduf” + 5 |00 + 00| = 0, (4.36)
Como as grandezas macroscopicas sao calculadas através de f;, é necessario reescrever

as equagoes anteriores em fungao dessa grandeza através da Eq. (4.34):

S + & aluf” =0, (4.37)

%

IS + 00 fV + Eabaf) = 0. (4.38)

P . .~ 0)
onde ¢é utilizada a afirmacao de que o termo em ordem zero do operador de colisao, QE ), é
nulo. Nota-se que para ordem zero de Knudsen, o resultado obtido é semelhante ao caso

explicito encontrado na Eq. (4.10).
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Utilizando as mesmas hipdteses na distribuicao de equilibrio e no operador de co-
lisao que foram aplicadas ao método explicito, conclui-se que existem diferencas entre os
métodos nas equacoes em primeira ordem de Knudsen para a quantidade de movimento

e para a energia, pois no caso implicito estas tém a forma:

1(pus) + e (HS@)) —0 (4.39)
d1(pe) + Dagl + 11, (Dnug) = 0 (4.40)

Um aspecto importante destas equagoes, se comparadas com as Eqs. (4.26) e (4.31) do
método explicito, é a auséncia dos termos multiplicados por §, o que corrobora a afirmacao

feita no capitulo anterior de que o método explicito tem erros da ordem o.

4.2 Resultados da Analise Multiescala

As equactes macroscopicas obtidas até aqui para quantidade de movimento e energia
dependem do calculo do tensor HS@) e do vetor q&l). Estes, por sua vez, s6 podem ser
calculados conhecendo-se a forma explicita da distribuicao de equilibrio e do operador de
colisao. Deste modo, nas secoes seguintes vamos explorar os modelos descritos no capitulo

anterior, utilizados em conjunto com os operadores BGK e TRT.

4.2.1 Operador BGK

O operador BGK, que pode ser encontrado na Eq. (2.7), cumprird as hipé6teses de
conservagao local do niimero de particulas, de quantidade de movimento e de energia desde
que as distribuigoes de equilibrio utilizadas obedecam respectivamente as Eqs. (4.14),
(4.15) e (4.23). Esta equagoes sao relagdes mateméticas que impoe que os momentos de
f{7 até segunda ordem sejam idénticos aos da distribuigao de MB. Como todos os modelos
aqui estudados sao de ordem superior a dois, podemos afirmar que nestes casos o operador

BGK cumpre as hipdteses feitas anteriormente.

Os termos da expansao do operador em Knudsen pode ser facilmente obtido utilizando

a Eq. (4.8) e resulta em:

£

T

09 _ o Qm _ _

7 K3

n>1. (4.41)

Utilizando este resultado na Eq. (4.10), obtemos uma rela¢ao para a primeira ordem de
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Knudsen da funcao distribuicao:

70 = o + a0 ] (4.42)

~ , 1 1 - (.
Desta equagao é possivel obter o tensor H((lg e o vetor q& ), que sao necessarios para

determinar as equagoes macroscopicas. E importante notar que, somando diretamente
sobre a equagao anterior, pode-se determinar as grandezas de interesse lidando somente
com momentos da funcao distribuicao de equilibrio, sendo desnecessario conhecer a forma

explicita de fl-(l) .

Assumindo o uso do operador de colisao do tipo BGK na Eq. (4.26), que descreve
a primeira ordem em Knudsen da quantidade de movimento do fluido, esta assume a

seguinte forma:

O (pug) + <1 - %> (aanfjﬂ)) —0 (4.43)

Aplicando o mesmo procedimento a Eq. (4.31) que é relativa a energia:

)
or(pe) + (1= o) [0 + @] — o (1.44)

E importante notar a diferenca entre as Eqs. (4.39), obtidas a partir do método
implicito, e as as duas equagoes anteriores, que resultam do uso do método explicito.
Observa-se no segundo caso a presenga de um erro da ordem de § que multiplica os
termos difusivos. Logo, como a Eq. (4.42) é vélida para os dois casos, a diferenga entre

os métodos deve ficar resumida aos coeficientes de transporte.

4.2.1.1 Modelo D2V9

O primeiro modelo investigado em conjunto com o operador BGK é o modelo de
segunda ordem D2V9. Como a versao atérmica deste modelo foi exaustivamente estu-
dada, pode-se fazer uso dos resultados encontrados da literatura para comparacao com as

equacoes macroscopicas aqui obtidas no limite em que © = 0.

Das imposicoes realizadas sobre a distribuicao de equilibrio, este modelo satisfaz todas
as hipdteses com exce¢ao do momento de terceira ordem na Eq. (4.28), que neste caso

fornece a relacao:
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Z [ .a&i,68n = peo(Ualys + Ugday + Unlag) (4.45)

onde ey = kgT,/m.

Como este momento é necessario para a obtengao da equacao da energia em ordem

zero, tal equacao fica alterada assumindo a seguinte forma:

2

Oo(pe) + Ou(peotia) — O (p%ua) + peo(Oatia) + Ou(peo®u,) = 0. (4.46)

Da equacao anterior, podemos concluir que o emprego deste modelo para a determinacao
da dinamica de um escoamento, resultard em uma solucao incorreta para evolugao da
energia interna do fluido. Isto se deve a presenca de termos esptirios, como 9, (puu,)/2
e Ju(pegOuy), e também devido a existéncia da energia constante eg no lugar da energia

interna local “e” nos termos relativos a conveccao e trabalho da pressao.

Como os requisitos na distribuicao de equilibrio relacionados a derivagao da equacao
da quantidade de movimento sao satisfeitos, para finalizar a obtencao desta equacao
macroscopica resta o calcular o tensor HSB) A partir da definigao deste tensor na Eq. (4.27)

e da férmula para fi(l) na Eq. (4.42) obtém-se:

peoT

HS,B) - _ (Oaup + Ogug) — g [00(pee®) — 0y (puyuaug) — 0(peg®)ua — Oa(per©)ug

(4.47)

Utilizando este tensor juntamente com aproximagao 0; ~ Jy + 0;, obtemos entao a

seguinte equacao para a quantidade de movimento no caso explicito:

Oi(pua) + O(puats) + da(pe) — 9p [1(Dauip + Dpua)] +
— (17 —0/2) 05 [00(pe0©)dap — Oy (punuaug) + uada(pee®) — ugda(pee©)] =0,  (4.48)

onde a viscosidade absoluta p é dada por:

(- 0) »

Podemos notar que o tltimo termo da Eq. (4.48) é na verdade um erro em relagao

as equacoes de Navier-Stokes. Outra discrepancia é a auséncia do termo relacionado ao
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segundo coeficiente de viscosidade. Porém, como em escoamentos incompressiveis este
termo ¢é nulo, quando este modelo é utilizado para problemas que envolvem pequenas

variacoes na densidade este erro torna-se irrelevante.

Para comparacao com analises encontradas na literatura, impomos que © tenha valor

nulo, e conseqiientemente que e = eg,de modo que a Eq. (4.48) fica:

)
Or(pua)+0s(puatg)+0a(peo) —0s [11(Onus + Opua) |+ (T — 5) 030y (puaugu,) =0 (4.50)

Este resultado concorda com o obtido por Qian e Orszag[m]7 onde encontramos desvios
cubicos na velocidade macroscépica em relacao as equacoes de Navier-Stokes. Como
consequéncia deste desvio, a solugao numérica obtida pela aplicagao do modelo de segunda
ordem atérmico sé é consistente quando temos baixas velocidades para o escoamento, de
modo que u? seja desprezivel. J4no caso do modelo térmico os erros tornam-se despreziveis
somente quando, além das limitagoes ja citadas, a temperatura adimensional © esta muito
proxima de zero. Logo, como a equacao da energia mesmo em ordem zero deste modelo
nao tem a forma esperada, a utilizacao do modelo térmico nao traz nenhuma vantagem
em relagao ao caso atérmico, pois ambos estao limitados a problemas onde a temperatura

nao ¢ uma grandeza de interesse.

Vale observar que, para o método implicito a viscosidade ¢ dada por u = pe,7, sendo a
equagao macroscopica para a quantidade de movimento idéntica a Eq (4.48), com excegao

da inexisténcia do fator 0/2 que multiplica o tltimo termo desta equagao.

4.2.1.2 Modelo D2V17

O modelo que utiliza a rede D2V17, descrito no capitulo anterior, tem uma distribuicao
de equilibrio cujos momentos até terceira ordem sao idénticos ao da distribuicao de MB.
Deste modo, todas as hip6teses realizadas anteriormente sobre f;? sao satisfeitas e, para

completar a descricao do comportamento macroscopico do modelo, resta calcular a forma

( (1)

do tensor II 1/@) e do vetor qw1 .

(0%
O calculo do tensor Hsﬁ), que pode ser encontrado no apéndice C, resulta em:

pPET peT
My =~ (Oats + gua) + = (Oytty)das. (4.51)

A derivagao deste tensor envolve somente os momentos até terceira ordem de f;?, inde-

pendendo de sua forma explicita. A partir desta afirmacao, conclui-se que a forma de Hgg
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na equacao anterior e, conseqiientemente, a forma resultante da equacao da quantidade
de movimento serd comum a todos os modelos que possuirem os momentos até terceira
ordem iguais a distribuicao de MB. Utilizando o resultado anterior, obtém-se entao a

seguinte equagao para a quantidade de movimento:

Oi(ptia) + Op(puuatip) + Oalpe) = 9p (1 (ot + Ogtia)] + Oa[A(Dgup)] = 0 (4.52)

Para o método explicito, a viscosidade absoluta (u) e o segundo coeficiente de viscosidade

(\) sao dados por:

A== pe (T—g), (4.53)

sendo que no caso implicito inexiste o termo em ordem § nestes coeficientes de transporte,
ou seja, A = u = per. Conclui-se entao que, independente do uso do método implicito ou
explicito, o modelo D2V17 descreve a evolucao do campo de velocidade u de acordo com

as equacoes de Navier-Stokes, a menos de termos da ordem de 2.

.~ . A . ;. ~ 1
Para completar a descricao da dinamica macroscopica, calcula-se entao o vetor q((y ).

4elO?

2peoT(0y€ T
¢ = _g(é——(l—l)) T Dp(puugug) + eo0u(pOu?) + 6e903(pOuqus) +

Como este vetor esta relacionado ao termo difusivo da equacao da energia, espera-se que
este seja proporcional ao gradiente de temperatura. Esta proporcionalidade é encontrada
somente no primeiro termo da equagao, o que indica que os termos restantes resultarao
em erros na equacgao da energia. Logo, usando este resultado jutamente com aquele obtido

na Eq. (4.51), podemos escrever a equacao macroscopica da energia como:

Oi(pe) + Oa(pety) — 0, K (Dae)]+
+ pe(Oatia) — 1 [Oatg + Ogua] (Oatg) + A(Oatia)® + O (u*, 00, 0°V(pe)) =0 (4.55)

onde a condutividade térmica (K) para o método explicito é dada por:

K = (62”%1) <T - g) , (4.56)
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sendo para o método implicito K = 2peo7/(0 + 1).

Através da Eq. (4.55), pode observa-se que no caso onde as velocidades sao baixas
(u < ay/eg) e a variacao da energia interna em torno de ey é pequena (¢ = 0) os desvios
desta equacao em relagao as equacoes da termohidrodinamica sao despreziveis e a solucao
numeérica do campo de temperatura, obtida através deste modelo de terceira ordem, se

aproxima do resultado esperado.

4.2.1.3 Redes D2V25

A distribuicao de equilibrio do modelo D2V25 tem, além de momentos de terceira
ordem, momentos de quarta ordem do tipo (£2€,5) iguais aos da distribuicao de MB.
Como discutido na secao anterior, a equagao para a quantidade de movimento e as visco-
sidades p e A tém resultados idénticos aquele do modelo D2V17, devido a igualdade nos

momentos até terceira ordem.

. ~ . , (. 1
Para determinar a equacao da energia do modelo é necessario calcular o vetor q,(l ), 0

que resulta em:

2
¢ = —ZLT (9.e). (4.57)
13

A derivagao deste vetor é apresentada no apéndice D, onde podemos observar que a
obtencao de q&l) envolve somente os momentos da distribuicao de equilibrio até terceira
ordem juntamente com momentos de quarta ordem do tipo (£2£,£3). De maneira andloga
ao caso do tensor H&lﬂ) do modelo D2V17, isto nos permite concluir que o resultado na

Eq. (4.57) sera vélido para outros modelos que tenham tais momentos idénticos aos da

distribuicao de MB.

Dando continuidade a andlise, obtém-se entao a equacao para evolugao da energia

interna através dos vetores q&l) e H((xl) calculados:

Oi(pe) + Ou(petia) — Ou[K (Oune)] + pe(Ontia) — 11[0ntis + O5ua|Oatis + A(Outia)? = 0 (4.58)
Esta equacao ¢é valida tanto para o caso explicito quanto para o caso implicito, sendo

que a diferenga entre os métodos reside nos valores dos coeficientes de transporte. Para o

método explicito a condutividade térmica segue a relagao:

K = 2pe (T - g) (4.59)
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sendo que para o método implicito esta grandeza fica K = 2per.

Conclui-se entao que, até primeira ordem em Knudsen, o modelo D2V25 tem todas
as equagoes macroscopicas de interesse idénticas as equagoes de Navier-Stokes. Também
podemos notar, como ja era esperado da utilizacao de um operador BGK, que ntimero de
Prandtl é constante tendo valor um. Nesta andlise nao fizemos distingao entre os modelos
D2V25(W1) e D2V25(W6), porque do ponto de vista das equagdes macroscopicas isto
nao ¢é necessario, ja que os momentos requeridos nos calculos tem formas idénticas para

ambos os modelos.

4.2.1.4 Rede D2V37

Utilizando a argumentacao de que o calculo das grandezas H( )e qu) envolvem somente

os momentos até quarta ordem e nao a forma explicita da dlstribuigéo de equilibrio,
podemos afirmar que as equagoes macroscopicas e os coeficientes de transporte para este

modelo sao idénticos aqueles obtidos para o modelo D2V25.

Conseqiientemente, modelos de ordens ainda maiores, obtidos através do método das
abscissas prescritas, terao comportamento macroscopico semelhante quando utilizados
com o operador BGK. Isto nos permite concluir que nao ha vantagem, pelo menos do ponto
de vista da fisica macroscopica descrita pelo modelo, no desenvolvimento de modelos de

ordem superior a quatro para uso com o operador BGK.

4.2.2 Operador TRT

O operador de dois tempos de relaxagao, encontrado na Eq. (2.14), é empregado com o
objetivo de permitir um controle independente da condutividade térmica e da viscosidade.
Assim, devido a limitagao dos modelos de ordem inferior de obter uma descricao correta
para a equagcao de energia mesmo com o operador BGK, este operador é analisado somente

em conjunto com os modelos D2V25 e D2V37.

Para a averiguar a conversao do numero de particulas pela colisao, somamos este

operador sobre todas as diregoes, conforme descrito na Eq. (4.18):

b
Ta e Ta Tao
> 0= - Zf Uio —Ua)(Eip — Ug) = ——22pebos = ——2 =0 (4.60)

2
€T
=0 p

Na equacao anterior usamos que o tensor tensao viscosa 7,3 tem traco nulo, o que é uma

consequiéncia da conservacao da energia. A demostracao da conservacao local da quanti-
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dade de movimento e da energia, seguem de modo analogo, onde é necessario utilizar que
os momentos (£,£3&,) e (£2€.&s) sao idénticos aos obtidos através da fungao distribuigao
de MB, o que é verdade para o caso dos modelos D2V25 e D2V37.

Substituindo neste operador a expansao da funcao distribuicao f; em nimero de Knud-

sen obtemos que QZ(O) =0 e que paran > 1:

Q(n) _ _fi(n) _ fieqngznﬁ) (fz’,a - ua)(giﬂ - uﬁ)

4.61
al PE2Ty ( )

Utilizando a relacao obtida para le) na Eq. (4.10), a seguinte relagao para a distribuigao

em primeira ordem de Knudsen é obtida:

- T f{ (€a — ua) (€5 — up)

pe>Ty

£ = =2 |00 + €t (4.62)

Satisfeitas as regras de conservagao local para o operador de colisao, podemos utili-
zar a forma encontrada para QEI) nas relagoes do método explicito para quantidade de

movimento, Eq. (4.26), e energia, Eq. (4.31):

b

1y
v Z [ —w) (&, — un)gagﬁl =0, (4.63)

2
e2T.
pe-T2 =5

5 5
1 (pua) + (1 - —) 0. (H%) — 5%

b

Hgn) 2
Z fzeq - UV un)g é.a

“ | petry &

5
91 (pe) + (1 - —) (aaqy + 1100, uﬁ)

2’7’1

b

1)
: Z fieq(&/ - Uy)(én — un>fafﬂ] =0

2
e2 T
pe T2 o

0
+Uﬁ§aa

(4.64)

Logo, para o método explicito, além da determinacao de HS@) e q((xl) ¢ necessario calcular os

momentos de f{? presentes nas equagoes anteriores, de modo a se obter o comportamento

macroscopico dessas grandezas. Como as relacoes macroscopicas para o método implicito

(1) (1)

independem de oM 56 ¢ preciso o cdlculo de Il 5 e go” para determinar a forma final

7 ?

dessas equacoes.
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4.2.2.1 Modelos D2V25

Como é possivel notar através da Eq. (4.63), o célculo da equagao da quantidade
de movimento requer momentos de quarta ordem da distribuicao de equilibrio do tipo
(€,€,€08p). Para a rede D2V25, estes momentos em geral nao sdo idénticos aos da distri-

buigao de MB, sendo necessario calculé-los explicitamente utilizando a Eq (3.42):

Z Fi G =) (& —un)6iadip = Peuauﬂ(svn‘i‘P@Q(504651177’*‘504116577"‘5&1751/5)+O(u4) (4.65)

1=0

Substituindo este resultado na Eq. (4.63) obtemos a seguinte forma para a contribuigao

em primeira ordem para a evolucao da quantidade de movimento:

27’17’2

1 (pug) + [1 _ M} 0, (H%) —0, (4.66)

onde foram omitidos erros do tipo u4H(alg, pois como esperamos que Hgﬁ) ~ Oyug, este
erro fica da ordem de d,ugu®, o que é pequeno nos limites usais do LBM, podendo ser

desprezado. O célculo do tensor HSﬁ) é realizado através da Eq. (4.62):

nh) — P (T2 ) Oaus) + 25 (12 ) (8, u,)0. 467
op 27+ 7 (Oaup + ﬂu)"‘g 2+ 7 (Oyuy)ap ( )

onde novamente desprezamos termos da ordem de u*d,ug. Utilizando este tensor obtemos,
a menos dos erros desconsiderados, uma equacao para a quantidade de movimento seme-
lhante ao caso BGK, encontrada na Eq. (4.52). Os coeficientes de transporte para esta
equagao macroscopica dependem de ambos tempos de relaxacao, assumindo a seguinte

forma para o método explicito:

T1T2 5
A pr— f— -_— 4'68
= (271 + Ty 2) (4.68)

e N = pu = pe(nim2)/(2m + 72) para o implicito. Assim, quando u < h/d, os erro men-
cionados sao realmente despreziveis, o que torna factivel o uso do modelo D2V25 com o

operador TRT para determinacao do campo de velocidades.

De forma andloga, a equacao para evolucao da energia interna requer, além daque-
les obtidos na Eq. (4.65), momentos de quinta ordem de f;/?, que devem ser calculados

explicitamente:
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b
DS G — w) (G — ) =20 (UaGns + ugbya) + (6pe*uy + peuiy)dagt
=0

+ O’ u*0, 0%u), (4.69)

Com estas relagoes é possivel simplificar a Eq. (4.64) se desprezarmos erros da ordem de

u'Oyug uPO ug e O%udyup:

A (pe) + (1 - 21) (0aqt) + {1 - M} 1) (Daus) = 0 (4.70)

T1 T1T2

A 1ltima grandeza que resta ser calcula é o vetor q&l) que, desprezando os termos

mencionados no paragrafo anterior, resulta em:

g5 = —2peri (Gae). (4.71)

Assim, a energia interna obedece uma dinamica macroscépica idéntica aquela descrita
na Eq. (4.58), desde que este modelo seja utilizado nos limites v < h/§ e © ~ 0 para
que os erros encontrados sejam realmente negligenciaveis. Ao contrario da viscosidade, a

condutividade térmica s6 depende do primeiro tempo de relaxacao, sendo:

K = 2pe (ﬁ - g) . (4.72)

para o método explicito e K = 2per; para o método implicito.

4.2.2.2 Modelo D2V37

As equagoes macroscopicas e os coeficientes de transporte do modelo D2V37 com ope-
rador de dois tempos de relaxacao sao praticamente idénticos aos obtidos para o modelo
D2V25. A tnica diferenga entre os dois casos é que no modelo D2V37, nao ha termos
de u* no célculo do momento de quarta ordem na Eq. (4.65) e, conseqgiientemente, nao
haverd erros da ordem u*d,us na equagiao para a quantidade de movimento. J4 os er-
ros provenientes do momento de quinta ordem sao idénticos ao modelo D2V25, logo, na

equagao da energia resultante do uso deste modelo hé erros da ordem u’dyug, u*©dyug €
uO?d,ug.
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5 Andlise de Estabilidade

Os primeiros métodos de Boltzmann para redes!”) utilizavam operadores de colisao
que correspondiam a médias sobre as colisoes dos modelos de gas em rede. Assim como
no LGA, um teorema H podia ser obtido para esses métodos, confirmando assim a con-
vergéncia do sistema para o equilibrio e garantindo a estabilidade numérica incondicional

do método.

O custo computacional do uso de tais operadores motivou propostas que visavam
simplificar o operador de colisao utilizado, o que resultou em operadores como o BGK!”
e o operador a multiplos tempos de relaxacgao (MRT)M. Porém, em troca dessa maior
eficiencia computacional, perde-se a garantia de estabilidade fornecida pelo teorema H.
Logo, é necessario analisar como estes modelos se comportam em relacao a estabilidade

numérica, para que se possa avaliar a viabilidade do uso destes modelos.

Com este objetivo, neste capitulo é realizada uma analise da estabilidade linear dos
modelos obtidos a partir do método da quadratura com abscissas prescritas. Inicialmente,
é apresentada uma breve discussao do embasamento tedérico da andlise de estabilidade li-
near empregada, assim como da metodologia e das simplificagoes utilizadas. Para concluir
este estudo, comparagoes sao realizadas entre a estabilidade dos diferentes modelos utili-

zando o operador BGK.

5.1 Aspectos tedricos

Primeiramente, para uma abordagem mais simples, utilize-se a LBE com variaveis

adimensionais:

O operador de colisao €;[f] pode ser interpretado como sendo uma fungao de b varidveis,
onde b é o numero de velocidade discretas da rede que estamos querendo analisar, ou

seja, u[f] = % fo, f1, -+, fou1)- E importante notar que, em geral, esta funcio §; é nao
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linear, como é o caso do operador BGK. Uma das dificuldades de avaliar a estabilidade

do LBM, se encontra no fato de que os métodos para anélise nao-linear sao extremamente

0]

restritos®. Em virtude disto, é necessario linearizar a Eq. (5.1) para entdo aplicar a

analise de estabilidade linear de von Neumann!?".

A questao a ser respondida pela andlise é se um sistema, que se encontrava inicialmente
em equilibrio, é perturbado, este retorna ao estado inicial ou diverge indefinidamente.
Portanto, ao linearizarmos o operador de colisao, o fazemos em torno de uma distribuicao
de equilibrio geral f; = f(p, u*,€*), onde p, u* e € sdo as grandezas que caracterizam o

estado macroscopico do sistema no qual a estabilidade ser quer determinar. Denotando

as flutuacoes locais em torno desta distribui¢ao como,

a expansdo em série Taylor do operador em torno de f = (fo, f1,..., fo_1) fica:
0%, 9
Qlfl = +> | 6f;+0(5f7). (5.3)
;oG ohls
j
Como f é um estado de equilibrio, considera-se que €;[f] = 0. Desprezando termos

quadréticos na expressao anterior, a seguinte forma linearizada para a Eq. (5.1) é obtida:

b
0Q;
0fi(@ + it + 1) — 0 fi(w, t) = 223 7, fdfj(w,t)- (5.4)
A partir da definicao da matriz:

0%);
Gy = 0 + : , 5.9
J J af] f ( )

a Eq. (5.4) pode ser reescrita como uma operagao matricial:
b

Sfile+cit+1) =Y Gidfi(w,1) (5.6)

5=0

Assim, quando a matriz G;; é aplicada sobre a flutuagao local 0 f;(x,t) realizamos
a evolucao temporal dessa grandeza. Porém, enquanto o vetor o f;(x,t) representa a
flutuacdo para as dire¢oes de um mesmo sitio, d f;(x + ¢;,t + 1) representa flutuagoes em
diferentes sitios, o que representa um problema pois nao podemos aplicar a matriz G;

mais de uma vez no vetor ¢ f;(x,t) de modo a obter o valor de J f; nos tempos ¢t + 2, t + 3,
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etc. Para contornar esta dificuldade realizamos uma transformada de Fourier discreta na

forma:

ofi(k,t) 25 filr t)e er (5.7)

Aplicando entao esta transformada sobre a Eq. (5.6) obtém-se uma equagao para a

evolugao da flutuacao de um vetor de onda k:

b
Ofi(k,t+1) =Y e ™Gyof;(k,t) ZLwéfJ k,t) (5.8)

§=0
A relacao anterior fornece a forma desejada, pois é possivel obter o estado do sistema
em um determinado tempo ¢, descrito pela fungao 0 f;(k, t), aplicando ¢ vezes a matriz L;;
na condicao inicial d f;(k,0). E importante notar que as componentes desta matriz sao
determinadas pela forma do operador de colisao, pelo vetor de onda k e pelo conjunto de

grandezas macroscopicas p, u* e e*.

Para entender como a matriz L;; pode fornecer informacoes sobre a estabilidade, fixa-
se um numero de onda k. Sendo |z,) os autovetores da matriz L, a componente de onda

k da condicao inicial pode ser reescrita como uma combinacao desses vetores, ou seja,

b
£ (k,0)) = an|z,) (5.9)

Se z, é o autovalor associado com o autovetor |z,), entao quando a matriz L é aplicada

t vezes sobre o vetor |0 f(k,0)) obtém-se:

6f(k.t))=L...L LI6f(Kk.0) =Y an(z.)"]zn) (5.10)

t n=1
Pode-se observar a partir da Eq. (5.10), que os autovalores z, da matriz L;; deter-
minam se as flutuagoes 4 f;(k, 0) serdo amortecidas ou divergirao a medida que o sistema
evolui, ou seja, no limite t — oco. Como z, é, em geral, um nimero complexo, o critério

comumente utilizado para determinar a estabilidade do sistema ¢ |z,| < 1.

Vale ressaltar que a anélise de estabilidade linear nao garante por si sé a convergéncia
do LBM. Esta analise se limita ao caso onde as flutuagoes em torno de uma distribuigao
de equilibrio sao pequenas o suficiente para que termos quadréaticos nao influenciem de

modo significativo na evolucao da funcao distribuicao. Apesar desta limitacao, a andlise
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de estabilidade linear aqui descrita fornece indicagoes importantes sobre a viabilidade dos

modelos.

5.2 Metodologia

Para que um método numérico possa ser aplicado a problemas reais, é necessario
que este seja estavel sobre um intervalo consideravel das variaveis do sistema que este
método tenta descrever. No caso do método de rede de Boltzmann para escoamentos
isotérmicos, espera-se, por exemplo, que este suporte altos valores da velocidade local do
fluido. Ja no caso de escoamentos onde a temperatura é uma das variaveis de interesse, é
importante que o método seja estavel tanto para valores altos quanto para valores baixos

da temperatura.

Portanto, é importante ter um conhecimento preliminar sobre os limites de estabili-
dade da velocidade, no caso de modelos atérmicos e da temperatura, no caso de modelos

térmicos, e a dependéncia desses limites com os coeficientes de transporte.

Para que se possa encontrar, por exemplo, o limite de estabilidade da velocidade é
preciso varrer a variavel u, verificando se para todos os valores de k os autovalores da

matriz:

: 08,
Lij = e7< |5 +

1 A 9 511
J af] f ( )

sao menores ou iguais a um, até encontrarmos a menor velocidade em que tal critério nao

¢é satisfeito.

Em virtude da complexidade em obter, através do uso de ferramentes analiticas, a
forma diagonalizada de L;;, opta-se pela utilizacao de métodos numéricos para realizar
esta tarefa. Quando este problema é tratado de forma numérica, algumas dificuldades
tém de ser contornadas. Através da Eq. (5.11), pode-se observar que em geral a matriz
L;; ¢ complexa e nao hermitiana, o que impossibilita o uso de alguns pacotes numéricos
amplamente utilizados, como o “Numerical Recipies” e o “Gnu Scientific Library”, para
a diagonalizacao dessa matriz, sendo necessario o uso do pacote de rotinas para algebra
linear LAPACK++ (Linear Algebra Package for C++).

Como numericamente é impossivel cobrir todos os valores do vetor k, ficamos limitados
a verificar a estabilidade para um conjunto finito e enumeravel de valores deste vetor. Em
contrapartida, para que os resultados obtidos se aproximem daqueles que resultariam de

uma solucao analitica, é preciso examinar a estabilidade para o maior ntimero possivel de
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valores de k. Como para cada valor de k é necessario recalcular e diagonalizar a matriz
L;;, examinar a estabilidade para muitos valores de k torna a andlise computacionalmente
inviavel.

De maneira a contornar esta dificuldade, primeiramente é analisada a dependéncia do
maior autovalor da matriz L;; com a orientacao do vetor nimero de onda. Na Fig. (8)
observa-se a dependéncia do maior autovalor com a orientagao do vetor w, numa rede
D2Q9 com operador BGK de segunda ordem. Cada curva é calculada com uma orientagao
diferente do vetor nimero de onda, onde observa-se que, para cada caso, o maior autovalor
atinge uma maximo quando u e k estao parelelos. Resultados semelhantes também foram
encontrados para o modelo D2V17. A partir desta investigagao, restringe-se a analise
ao caso onde estes dois vetores sao paralelos, diminuindo assim o nimero de célculos

necessarios para a determinacao da regiao de estabilidade.

0.999

0.9986

Maior|z,]

0.9982

0.9978 | | |
0 /8 /4 37/8 /2

Angulo entre u e o eixo-z (rad)

Figura 8: Dependéncia do maior autovalor com a orientacao da velocidade

onde « é o angulo que o vetor k faz com o eixo .

Vale ressaltar que trabalhos anteriores de andlise de estabilidade aplicada ao LBM
[21, 22}, também utilizam esta suposicao. Em particular, o trabalho pioneiro nesta area de
Sterling e Chen!®!, além de utilizar w e k como paralelos ainda impoe que u seja paralelo ao
eixo x. Porém, esta suposigao afeta de modo relevante os limites de estabilidade obtidos.
Tal resultado pode ser constatado através da Fig. (9), onde o limite de estabilidade para
o modelo atérmico D2Q9 é obtido para trés orientacoes distintas de u, onde 6 é o angulo
que este vetor faz com o eixo x. Pode-se concluir que o caso onde u é paralelo ao eixo x,
ou seja, # = 0, nao é o mais instavel. Portanto, a suposicao realizada por estes autores
leva a um valor superestimado da velocidade limite em relacao ao que seria encontrado

variando-se o angulo #, o que demonstra a importancia da consideracao de diversos valores

desse angulo na analise.
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Figura 9: Curva da velocidade méaxima estavel no modelo D2Q9 para dife-

rentes valores do angulo entre w e o eixo .

Pelos motivos citados acima, neste trabalho, ao investigar a estabilidade de um estado
macroscopico varios valores do modulo de k e do angulo 6 sao empregados. Os valores
utilizados para o modulo de k estao contidos na regiao de 0 a 3.1, em virtude da periodici-
dade da matriz L;; em intervalos de , e distanciados de intervalos de Ak. Como a matriz
L,; é periédica na varidvel § com periodo de /4, escolhe-se valores deste angulo entre 0
e /4 em intervalos de Af. Os valores de Ak e Af diferem de acordo com o problema

estudado.

5.3 Resultados

Neste trabalho, o objetivo da analise de estabilidade é, primeiramente, investigar se
o aumento na ordem dos modelos, ou seja incorporando mais momentos iguais aos da
distribuicao de MB de acordo com o método das quadraturas com abscissas prescritas,
acarreta uma melhora significativa na estabilidade. Isto serd investigado utilizando pri-
meiramente, modificagoes do modelo D2V9 e usando a versao atérmica dos modelos de
mais alta ordem. Posteriormente, é realizada uma comparacao da estabilidade entre os

diferentes modelos térmicos.

5.3.1 Modelos Atérmicos

O estudo da estabilidade de modelos atérmicos foca-se primeiramente em uma com-
paragao de varios modelos que utilizam a rede D2Q9. Como abordado no capitulo 3, o

modelo D2V9 caracteriza-se por ter os mesmos momentos que a distribuicao de MB até
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segunda ordem. Entretanto, através do método de quadratura com abscissas prescritas
conclui-se que também é possivel a incorporacao de alguns polinomios de Hermite de ter-
ceira ordem nessa distribuicao, mantendo ainda todos os momentos de ordens menores.
Isto é possivel pois utilizando os pesos w; e o fator de escala obtidos para o modelo D2V9,

nota-se que as seguintes relagoes sao satisfeitas:

T (ae)? = = [ g 3) /& 112
iz:;wz [%§y<acz)] =5 /e 2 [%fy(fo)} iE, (512
; 2 1 9
(A (ae)] = — [ 62 )
ng [%yx (aCz)] - o /6 [%W (éo)} dﬁo, (5.13)

o que garante que os termos relativos a estes polinomios podem ser adicionados na dis-
tribuicao de equilibrio sem afetar os momentos de segunda ordem. Considerando estes

termos e impondo que © = 0, a distribuicao de equilibrio resultante fica:

4 2

0= pw; |1+ d’c;qul, + E(Ci,aua)2 — E(U(lua) + §a§;>y%§;(aci) + ia@w%g’?’g(aq)}

(5.14)

Conseqiientemente, esta distribuicao tem alguns momentos de terceira ordem iguais
a funcao distribuicao de MB. Do ponto de vista da fisica macroscopica do fluido, esta
modificacao nao traz vantagens significativas, ja que erros da ordem de u® permaneceriao
na equagao da conservacao da quantidade de movimento. Por outro lado, esta distribuigao
com elementos de terceira ordem fornece um meio particularmente interessante de avaliar

a influéncia de termos de ordem superior na estabilidade.

Outro modelo importante que usa a rede D2Q9 é o operador a multiplos tempos de
relaxagao (MRT). Desenvolvido por Lallemand e Luo®? com o objetivo de aumentar a
estabilidade em relagao ao operador BGK, principalmente a baixos valores do tempo de
relaxacao, este modelo é amplamente utilizado na area e fornece uma boa referéncia para

a questao da estabilidade.

Na Fig. (10) encontram-se as velocidades maximas que exibem comportamento estével
para os trés modelos. Os resultados para o operador BGK, com distribuicao de segunda
ordem, e para o MRT concordam com os encontrados na Ref. [22]. Através deste gréfico
¢é possivel notar que, conforme esperado, o operador MRT possui limites de estabilidade
superiores ao do BGK com distribuicao até segunda ordem, sendo que o limite do primeiro
caso decai de forma lenta quando 7 se aproxima do valor 1/2. Nota-se também que o

operador BGK com distribuicao de terceira ordem tem velocidades maximas superiores
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Figura 10: Limites de estabilidade na velocidade macroscopica para diferen-

tes modelos atérmicos que utilizam a rede D2Q9.

em relagdo aos dos dois outros modelos para grande parte do intervalo de 1/7 contido no
grafico. Conclui-se entao que no limite de baixos valores do tempo de relaxacao, o modelo
com alguns momentos de terceira ordem tem uma estabilidade maior que o modelo D2Q9
padrao e até mesmo maior que o MRT, o que fornece um indicio de que uma melhor

representacao da distribuicao de equilibrio afeta positivamente a estabilidade do modelo.

Para a obter mais indicios sobre a relagao entre estabilidade e a ordem de descricao
da distribuicao de equilibrio do modelo, realiza-se uma comparacao entre os modelos
D2V9, D2V17 e D2V37 atérmicos. Estes modelos foram escolhidos pois suas distribuigoes
de equilibrio possuem, respectivamente, momentos até segunda, terceira e quarta ordens

idénticos aos da distribuicao de MB.

Observando que a viscosidade absoluta adimensional tem a seguinte forma,

0 _pO@+1) (1
W=t = (7’ — 2) (5.15)

notamos que, em virtude da presenca do fator de escala a, para um mesmo valor de
7* temos viscosidades diferentes em cada modelo. Como o objetivo final é a simulacao
da dinamica macroscépica, utiliza-se p* e nao o tempo de relaxagao adimensional para

comparar estes modelos.

Através do grafico na Fig. (11), observa-se que os modelos com ordens maiores na

distribuicao de equilibrio apresentam realmente uma estabilidade maior para um dado



5.3 Resultados 