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Resumo

Neste trabalho, o problema de encontrar a solu¢ao para as equagoes
da rede elétrica é abordado. O problema de fluxo de carga em redes de poténcia
e o problema de restauracio de solugdo, assim como a metodologia especifica para
ambos, sdo os temas centrais. Esta metodologia estd baseada em métodos numéricos
para problemas néo lineares esparsos, onde os métodos iterativos em subespago de
Krylov tem um papel importante.
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Abstract

The problem of finding the solution to the electric network equations is
considered in this work. The power flow problem and the restoring solution problem
as well as approaches to deal with them are the main subjetcs. This methodology is
based on numerical methods for sparse nonlinear problems where Krylov subspace
iterative algorithms play an important role.
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Introducao

Devido ao aumento continuo da demanda de energia elétrica nas lti-
mas décadas, planejar sistemas de poténcia mais eficientes é de fundamental im-
portincia, representando um forte impacto econémico e social. Encontrar uma
solucdo 6tima para problemas desses sistemas é sinénimo de economia, eficiéncia
e integridade dos componentes elétricos.

A formulacio mateméatica do problema fisico dos sistemas de poténcia
origina um modelo muito interessante e que requer uma metodologia bem elaborada
para a sua resolucdo.. Neste contexto, resolver as equagdes oriundas desses sistemas
de maneira 6tima é indispensével. |

O problema de fluxo de carga é representado por um sistema de equa-
¢Oes ndo lineares, em geral com muitas varidveis, contendo as equagbes da rede
elétrica. Técnicas de otimizacio aliadas a ferramentas da dlgebra linear, mais especi-
ficadamente, métodos de Newton Inexatos com modernos métodos iterativos para re-
solver os sistemas lineares obtidos, constitui uma importante metodologia numérica.
Um dos interesses deste trabalho é comparar o desempenho de diversos métodos ite-
rativos em subespacos de Krylov, para a resolucio do problema de fluxo de carga via
o método de Newton inexato. Na tentativa de acelerar a convergéncia, foram usadas
técnicas de precondicionamento baseadas na eliminagio gaussiana, obtendo-se uma
melhora significativa no desempenho.

Com a modelagem de sistemas de poténcia cada vez mais restritos
e com estado de operagdo préximo aos seus limites, ocorrem casos frequentes nos
quais as equagoes da rede elétrica ndo apresentam solu¢do. A busca de uma solugao
vidvel resulta no problema de restauragdo da solugao, evitando situagdes de colapso
do sistema. Surge, entdo, um problema de quadrados minimos nio linear com re-
strigoes, que precisa ser abordado convenientemente. Varias metodologias tém sido
adotadas neste sentido [3, 5, 9, 15]. A metodologia usada neste trabalho para encar-
ar este tipo de problema é a mesma proposta em [5], usando uma outra fun¢io de
mérito, a saber o Lagrangeano aumentado. Observando a taxa de convergéncia do



método, cogitou-se um mal condicionamento da matriz do sistema, constatado pos-
teriormente, lancando mao de um sistema linear alternativo, com mais varidveis, mas
com um condicionamento mais favoravel, principalmente quando problemas reais sao
abordados.

Este trabalho desenvolve as metodologias citadas anteriormente para
a busca da solucdo 6tima para as equacdes da rede elétrica. A énfase reside na
implementagao e avaliagdo do comportamento numérico destas metodologias, além de
um estudo dos algoritmos iterativos lineares, ponto central no contexto das equagoes
nao lineares.

O conteddo estd organizado como segue. O primeiro capitulo tra-
ta do problema fisico em questdo, fluxo de carga com e sem solucdo, explicitando
os pardmetros necessarios e suas formulagées. No segundo capitulo, descreve-se os
métodos numéricos para problemas nao lineares e todas as suas caracteristicas dire-
cionadas s formulagoes. Seguem no capitulo trés os resultados numéricos resultantes
das implementagoes computacionais. Dada a relevancia dos modernos métodos iter-
ativos como ponto central para a resolucao de sistemas lineares esparsos, um estudo
dos métodos em subespagos de Krylov é desenvolvido no capitulo quatro. Con-
clusbes e futuras diretrizes de pesquisa na mesma linha do trabalho constituem o
dltimo capitulo.



Capitulo 1

O Problema das equacoes da rede

elétrica

Este capitulo destina-se esclarecer o problema fisico em questao, mos-
trando os problemas matemaéticos, varidveis, parametros e formulacées. Faz-se uma
deducdo do problema de fluxo de carga, tema central deste trabalho, e do problema
de restauracdo da soluc¢do, ocorrendo quando o problema de fluxo de carga nio tem
solucdo.

1.1 Aspectos gerais - fluxo de carga

O célculo do fluxo de carga em uma rede de energia elétrica consiste,
essencialmente, na determinagdo do estado da rede, da distribui¢do dos fluxos e de
algumas outras grandezas de interesse. Serd abordardo o problema estético, signifi-
cando que a rede é representada por um conjunto de equacdes/inequagoes algébricas.

Os componentes de um sistema de energia elétrica podem ser classifi-
cados em dois grupos:

e barras - geradores, cargas, reatores e capacitores

e circuitos -elementos que interligam as barras. (linhas de transmissdo e trans-
formadores)

As equacoes basicas do fluxo de carga sdo obtidas por meio da conser-
vagdo das poténcias ativa e reativa em cada barra, isto é, a poténcia liquida injetada
deve ser igual a soma das poténcias que fluem pelos componentes internos da barra.
Isso equivale a impor a primeira lei de Kirchhoff.
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O problema do fluxo de carga pode ser formulado por um sistema de
equagoes e inequagdes algébricas nio lineares que correspondem, respectivamente, as
leis de Kirchhoff e a um conjunto de restri¢cées operacionais da rede elétrica e de seus
componentes. Na formulac¢io mais simples do problema, para cada barra da rede sdo
associadas quatro variaveis, sendo que duas delas entram no problema como dados
e duas como incégnitas:

Vi - magnitude da tensao nodal na k-ésima barra

6y, - angulo de fase da tensdo nodal na Ic—ésima barra

P, - injecdo liquida de poténcia ativa na k-ésima barra
Q) - injecdo liquida de poténcia reativa na k-ésima barra

A tensdo completa na barra k é dada por E; = Vie'%, sendo j = +/—1. Depen-
dendo de quais varidveis nodais entram como dados e quais sao consideradas como
incégnitas, definem-se trés tipos de barras:

PQ - sdo dados Py e Qy, € calculados Vi, e 6
PV - sao dados P, e V4, e calculados @k e 0%
Folga - sdo dados V}, e 0, e calculados Py e

As barras do tipo PQ e PV sao utilizadas para representar, respecti-
vamente, barras de carga e barras de geragdo. A barra de folga tem dupla funcio:
fornecer a referéncia angular e fechar o balango de poténcia do sistema, levando em
conta as perdas de transmissdo ndo conhecidas antes de se obter a solugdo final do
problema.

O conjunto de equagoes do problema do fluxo de carga é formado por
duas equacgoes para cada barra, cada uma delas representando o fato de as poténcias
ativa e reativa injetadas em uma barra serem iguais a4 soma dos fluxos correspondentes
que deixam a barra através de linhas de transmissdo, transformadores, etc. Essas
equacdes sdo representadas por:

Pe= " Pum(Vk, Vim, Ok, Om)

mey

Qe =D Qim(Vi, Vinb, 0m)

meQ,

or



onde £k = 1,...,nb, sendo nb o numero de barras e €, é o conjunto das barras
vizinhas a barra k. Duas barras sdo vizinhas quando existe um circuito interligando-

as.

1.2 Modelagem de linhas de transmissao

Figura 1.1: Linha de transmissao k-m

Seja Iy, a corrente em uma linha de transmissdo (que liga a barra k &
barra m). A inje¢do liquida de corrente na barra k é obtida aplicando a primeira, lei
de Kirchhof:

L+ L= L+, k=1,..,nb
mesy,

Generalizando, pode-se escrever as equagdes das correntes em forma,
matricial:

I=YE,

onde I é o vetor das injegoOes de corrente, cujas componentes sao Iy, k =1,...,nb. O
vetor E representa as tensdes complexas nodais, cujas componentes sdo Ej, = Vje/%,
A matriz Y = G + jB é denominada matriz de admitancia, sendo G a matriz de
condutdncia e B a matriz de susceptiancia. Os elementos das matrizes G ¢ B sdo
obtidos a partir de manipulagOes algébricas nos parametros dos circuitos:

Tkm . —Tgm
km = 5 3
Tkm + Tem

Gkm = 53— 3
Tkm + Tkm

onde 7, € Trm S40 a resisténcia e a reatancia série no circuito k—m, respectivamente.
A impedincia série é dada por zkm = Tkm + jTkm. Em geral, a matriz Y é esparsa,
pois, Y;,, = 0 sempre que entre as barras k e m nao existir circuito conectando-as.

As equagbes de poténcias ativa e reativa sao deduzidas aplicando as



leis de Kirchhoff, dadas respectivamente por:

})ical = Gz-in? +V; Z Vk[Gikcos(Hi — 0];) -+ B,-ksen(Oi - 0]3)] (1.2.1)

keQ; .
Qe = —BiV2+V: ) VilGissen(fi — 6x) — Bixcos(6i — 6x)],  (1.2.2)
keQ;
ondei=1,...,nb; §; é o conjunto de indices das barras vizinhas a barra ¢ excluindo

a prépria barra 2.

1.3 Implementacoes

Considere inicialmente um problema no qual sao dados P, e @)y para
as barras PQ, Py e V;, para as barras PV, e Vj e 0 para a barra V0 (folga). Pede-se
para calcular V}, e 6 nas barras PQ, 6 nas barras PV, e P, e Q; na barra de folga.
Resolvido este problema, serd conhecido o estado (Vj,6;) para todas as barras da
rede (k = 1,...,nb). Sejam NPQ e NPV, respectivamente, o nimero de barras
PQ e PV da rede (serd considerada a existéncia de apenas uma barra de folga).
O problema formulado anteriormente pode ser decomposto em dois subsistemas de
equagoes algébricas, conforme indicado seguir:

Subsistema 1: (dimensdo: 2NPQ + NPV)

Neste subproblema sdo dados P e Q) nas barras PQ e P; e Vi nas
barras PV. Pretende-se calcular Vj, e 8 nas barras PQ, e 6; nas barras PV. Ou seja,
trata-se de um sistema de (2NPQ + NPV) equagdes algébricas nao lineares com o
mesmo niimero de incégnitas, ou seja:

P,f“d" - Pf‘“ =0 para as barras PQ e PV,

Qisd — Q¥ =0 para as barras PQ.

Subsistema 2:(dimensdo: NPV + 2)

Resolvido o Subsistema 1 e, portando, conhecidos (V;, 0x) para todas as
barras, deseja-se calcular Py e @ na barra de folga, e @ nas barras PV. Consideran-
do somente uma, barra de folga, tem-se um sistema de NPV + 2 equagdes algébricas
ndo lineares com o mesmo niimero de incégnitas, no qual todas as incognitas apare-
cem de forma explicita, o que torna trivial o processo de resolucdo. Utiliza-se as
equacdes (1.2.1) e (1.2.2) para a barra de folga e (1.2.2) para as barras PV.



O mesmo nao ocorre com o subsistema 1, no qual as incégnitas sdo implicitas, o que
exiée um processo iterativo para resolvé-las. Os dois subsistemas correspondem ao
problema de Fluzo de Carga.

A presente formulagio considera limites (méximo e minimo) na geragio
de poténcia reativa nas barras PV. Se durante o processo iterativo um desses lim-
ites for violado, Qy serd serd fixado no valor extremo correspondente e a barra PV
transforma-se em PQ; isto significa que a magnitude da tensdao da barra PV nao
pode ser mantida no valor especificado. Nesse caso, faz-se Q%% = Q%™ e a equagio
correspondente do Subsistema 2 passa para o Subsistema 1. Eventualmente, numa
iteracdo seguinte, a barra podera voltar a ser do tipo PV. Chama-se este processo
de controle de reativos.

As expressdes do subsistema, 1, podem ser reescritas do seguinte modo:
AP, = P#% _ P (V,0) = 0 para as barras PQ e PV

AQy = Q% — Q¢ (V,0) =0 para as barras PQ,

onde AP, e AQ; sdo respectivamente os balangos de poténcias ativa e reativa na
barra k.
As funcoes AP, e AQy podem ser colocadas na forma vetorial

AP = pdde _ peal(y/ )

AQ = Q¥® — Q™(V,9),

em que P*(V,0) é o vetor das injegdes de poténcia ativa nas barras PQ e PV, e
Q°%(V, ), o das injegdes de poténcia reativa nas barras PQ.
Considere a funcio vetorial dada por

AP

F(z) = AQ

Por meio dessa fun¢do, o subsistema 1 pode ser colocado na forma

F(z) = 0. (1.3.1)



1.4 O problema sem solucao

Pode-se dividir o estado da rede em trés niveis de operagao: regido de
operagdo, regido de emergéncia e regido sem solucao real.

A regidao de operagido caracteriza-se por apresentar pontos em que as
equagoes estdticas do fluxo de carga possuem solugdo real, F(z) = 0, e ndo hd
violagoes dos limites operacionais. Esses limites podem ser fluxos de poténcia em
circuitos, magnitudes de tensao, geracao de poténcia ativa e reativa, etc. E nessa
regido que se deseja que os sistemas de energia elétrica operem.

Por outro lado, na regido de emergéncia, as equacgoes estaticas do fluxo
de carga apresentam solucdo real, porém com violagcoes de um ou mais limites ope-
racionais. A principio, é possivel operar nesta regido por um intervalo de tempo
limitado. O importante é, a partir de um ponto de operacao nessa regido, utilizar
mecanismos que possibilitem a migrac¢ao do referido ponto para a regido de operagao.
Tanto a regiao de operacao como a de emergéncia sao regides onde as equagoes do
fluxo de carga possuem solugéo real, F'(z) = 0. Por isso, a unido dessas duas regides
passard a ser referida como regidgo com solugdo do fluzo de carga.

Existe ainda uma regido sem solugio, ou seja, aquela onde as equacgoes
estdticas do fluxo de carga ndo apresentam solucao real. Qualquer tentativa de
operar o sistema nesta regido pode causar instabilidade no sistema, e até mesmo o
colapso da tensdo . Esse fendmeno pode ser observado em duas situagdes: quando
o sistema elétrico torna-se extremamente carregado devido ao aumento de demanda
e/ou quando o sistema sofre uma contingéncia severa.

Este trabalho, além da resolucao do problema de fluxo de carga, visa
a partir de um ponto na regido sem solucdo e através de métodos de otimizagdo,
encontrar um ponto na regiao de emergéncia.

Como na regido sem solugdo ndo existe z tal que F(z) =0, serd con-

siderado o problema de quadrados minimos nio lineares:

min . F(2)" F(z) = min SIF@I

Seré considerada a existéncia de barras de inje¢ao nula, nas quais nao
pode haver residuos de poténcias. Pode-se considerar também o controle de reativos.
Portanto, ao transformar um barra PV (digamos a barra k) em barra PQ, exige-se
que AP, =0 e AQy = 0, ou seja, nesta barra nao pode haver residuos de poténcias
ativa e reativa. Isto significa que as barras PV transformadas em PQ passam a ser

8



tratadas como barras de injecao nula.

Com essas consideracdes, o problema anterior fica:

min  3||F(z)||3,

s.a. c(r)=0 (1.4.1)

sendo que no vetor c¢(z) : R* — R’ estdio contidas as equagdes dos balangos de
poténcias (AP, AQ) para as barras de injecdo nula. O valor de r depende do
sistema, elétrico em questdo, sendo que em problemas reais, r encontra-se entre 10%
a 15% do numero total de barras.



Capitulo 2

Métodos numéricos para

problemas nao lineares

Neste capitulo, serd abordado algumas técnicas de otimizagao essen-
ciais os sistemas ndo lineares: métodos de Newton inexato e problemas quadrados
minimos ndo lineares. Com a finalidade de complementar a teoria, essencialmente a
exibida no método Newton inexato, comenta-se os métodos iterativos em subespagos
de Krylov, sendo que uma teoria mais abrangente sobre tais métodos é desenvolvida
no capitulo 4. As técnicas de precondicionamento para sistemas lineares, citadas no
capitulo 3, sdo também descritas neste capitulo.

2.1 Sistemas nao lineares

Em muitas aplicag¢oes, como em problemas de fluxo de carga, precisa-se
resolver um sistema de equacgoes nao lineares do tipo

F(z) =0, (2.1.1)
onde F' : R* — R", é uma funcio vetorial, ou seja

fi(z)

F(z) =
fa(z)

Uma maneira cldssica para a resolucdo desse problema consiste em
utilizar o método de Newton.

10



2.1.1 Meétodo de Newton para sistemas nao lineares

O método Newton para sistemas nao lineares consiste em obter, através
da férmula de Taylor, uma aproximacao linear de F' em xj, + p resultando:

M(zy + p) = F(zx) + J(z1)p,

sendo J(z) = 3L o Jacobiano de F.
A idéia é encontrar um zero desse modelo, ou equivalente, resolver o
sistema linear nao simétrico

J(wr)pi = —F(z), (2.1.2)

e entdo, atualizar o iterado por z;,1 = zx + py.

Teorema 2.1. Suponha F' continuamente diferencidvel em uma vizirihang:a aberta
de =*, onde F(z*) = 0, suponha também, J lipschitz nesta vizinhanca. Considere o
processo iterativo Ty = Ty + p) , onde py € dado por (2.1.2). Entdo xy converge

para z* com taza de convergéncia quadrdtica para Ty suficientemente prozimo de T*.

Demonstragio: Veja DENNIS e SCHNABEL ([11).
[

Uma importante tarefa no método de Newton é o célculo da matriz
jacobiana, sendo impossivel de obté-la explicitamente em certos problemas. Feliz-
mente, usar técnicas como diferengas finitas ou diferenciagio automdtica [17], ajudam
a contornar este problema.

Uma outra desvantagem ocorre quando o nimero de variaveis do pro-
blema, é grande e a matriz jacobiana é esparsa, tornando inviavel resolver o sistema
(2.1.2) exatamente. Uma alternativa é usar métodos iterativos lineares, resolvendo
o sistema de Newton com uma, certa tolerdncia, necessitando conhecer apenas co-
mo a matriz jacobiana opera um dado vetor, ou seja, o resultado da multiplicacao
matriz-vetor. Esse tipo de implementagao fornece 0 método chamado Newton inex-
ato, explicado a seguir.
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2.2 Newton inexato para sistemas nao lineares

A idéia central do método de Newton inexato é lancar mao de um
método iterativo linear, como os descritos no capitulo 4, e resolvé-lo até que uma
certa precisdo seja encontrada, obtendo uma solugdo aproximada (inexata) com certa
tolerancia.

Considere o residuo
v, = Jxpg + Fy, (2.2.1)

onde p} é o passo do Newton inexato e Ji, o Jacobiano de F.

O método iterativo linear serd interrompido quando

Irkllz < || Fxllz, (2.2.2)

onde a sequéncia {7} é chamada de sequéncia de termos forcantes. O seguinte

teorema mostra a influéncia desta sequéncia na taxa de convergéncia do método.

Teorema 2.2. Suponha F(z*) = 0, F continua em uma vizinhanca de z* e J(z*)
ndo singular. Considere a iteragio Ty11 = Ty, + pl, onde pl satisfaz (2.2.2). Seja zo

suficientemente prorimo de z*, enldo:
1. Senr <n onden € [0,1), {||Fkl|l2}x = O linearmente;
2. Sem, — 0, {||Fk||2}x — O superlinearmente;

3. Se qy < K||Fy||2, para alguma constante K, {||Fx||2}x — 0 quadraticamente.

Demonstracdo: Como J(z*) é nio singular, existe 6 > 0 e uma constante
positiva U tal que, para todo z na bola B(z*,d) = {z | ||z — z*|s < 6},

|J(z)7Y|2 < U. Como {J(zx)}x — J(z*), existe ko tal que ||J(zx) "2 < U,
para todo k > ko. Entdo, usando (2.2.1) e (2.2.2) tem-se:

Ipillz < Ulirellz + 1 (2i)ll2) < UIIF(@i)ll2-
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Usando o teorema de Taylor, obtém-se

F(zes1) = F(zx) + J(ze)pi + O(||pell3)
= 1+ O(U?||F(zi)|3)
= 1%+ O(||F (zx)II3)

entdo por (2.2.2)

IF (1) ll2 < mellF (ze) |2 + O F (zi)I3)
de onde os resultados (1), (2) e (3) seguem.
|

O teorema anterior mostra que a sequéncia {7} interfere significati-
vamente na taxa de convergéncia do método de Newton inexato. Esses parametros
sdo usados para obter uma certa precisdo 3, requerida nos métodos iterativos para
resolver o sistema linear. Assim, para um passo k£ do Newton inexato, escolhe-se
B = nx|| Fi||2 € o sistema (2.1.2) é resolvido até esta precisdo ser encontrada.

Vérios métodos iterativos podem ser usados para a resolugdo do sis-
tema (2.1.2). Entre os mais bem sucedidos e atuais estio aqueles baseados em
subespacos de Krylov. Por agora, serd apresentado, resumidamente, alguns destes
métodos para sistemas lineares nio simétricos. Para isso, considere o sistema (2.1.2)
fazendo Jy, = A, —F;, = b e pr = z. Assim, tem-se o sistema linear

Az =b.
O subespaco de Krylov associado a matrix A é definido por
Kn(A,v) = {v, Av,... , A™ v},

para algum vetor v.

Os métodos iterativos ndo estaciondrios buscam encontrar uma solugao
aproximada em K,,(A,ry) = K, onde ry = b — Azy. A diferenca entre os métodos
depende de quatro tipos de projecdes utilizadas para encontrar uma aproximacao

Tm, quUE S30:

(A) b— Az L Ky;
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(B) ||b — Azp||2 ser minimo sobre Kiy,;
(C) b — Az, ser ortogonal a um subespago m — dimensional adequado;
(D) ||z* — Tm||2 ser minimo sobre AT K, (AT, ro);

A abordagem (A) resulta o Método de Ortogonalizagdo Completa (FOM)
[21], a (B) resulta no método Minimo Residuo Generalizado (GMRES)[21], que é
baseado no algoritmo de Arnoldi. Se em (C) for escolhido o subespago
m — dimensional K,(AT,r,), obtém-se os métodos Bi-Gradiente Conjugado (Bi-
CG)[21] e Quasi-Minimo Residuo (QMR)[21], baseados no processo de biortogonal-
izacdo de Lanczos. A abordagem (D), mais recente, fornece os métodos que ndo usam
a transposta da matriz do sistema, como o Gradiente Conjugado Quadrado (CGS)[23]
e o Bi-Gradiente Conjugado Estabilizado (Bi-CGStab)[6], que sdo variagdes do Bi-
CG.

Em implementagoes praticas, usa-se o GMRES com reinicio, que con-
siste em fazer um certo numero de iteragoes GMRES, por exemplo m, e reinicia-se o
algoritmo com a solugio inicial igual a aproximagao z,, normalizada. Neste trabalho
designa-se este procedimento por GMRES(m). Uma apresentagdo mais detalha-
da destes métodos, incluindo algoritmos e propriedades tedricas, é encontrada no
capitulo 4.

Em muitos problemas préticos, resolver simplesmente o sistema linear
Az = b através de um método iterativo, pode ndo resultar em boas propriedades de
convergéncia, sendo necessirio transformé-lo em um sistema linear mais favoravel.
Para isso, conhecer melhor técnicas de precondicionamento é indispensével.

2.3 Técnicas de precondicionamento

v O desempenho dos métodos iterativos depende das propriedades espec-
trais da matriz do sistema [21]. O precondicionamento busca transformar o sistema
linear original em um sistema equivalente, no sentido de ter a mesma solu¢ao, mas
que tenha propriedades espectrais mais favoraveis.

Encontrar um precondicionador para o sistema Az = b, é encontrar

um matriz M, o precondicionador, com as propriedades:

e M ser uma boa aproximacdo para a matriz A;

e O custo da construcao de M ser barato;
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e O sistema Mv = w ser muito mais fécil de resolver do que o sistema original.

A idéia é que a matriz M1 A tenha boas propriedades no sentido que os métodos

iterativos convirjam mais rapidamente.

Existem diferentes maneiras de implementar o precondicionamento.

Trés delas sao como segue:

e Precondicionamento a esquerda: Consiste em aplicar o método iterativo

para. o sistema linear M~'Az = M~1b.

Precondicionamento a direita: Aplicar o método iterativo ao sistema

AM~1y = b e a solucio = é obtida resolvendo Mz = y.

Precondicionamento bilateral: Seja M um precondicionador com a fato-
racio M = M;M,. A idéia desta implementacdo é resolver o sistema
M7*AM;'z = M;'b e depois encontrar a solucio resolvendo Mz = z. Note
que, se a matriz A é simétrica e positiva definida, pode-se fatorar M de forma
que M, = MT (fatoragio de Cholesky) e assim o produto M;'AM;"' ain-
da permanece simétrico e positivo definido, o que ndo ocorre nos dois casos
anteriores.

Existem vérias maneiras de construir um precondicionador (veja [12]).

Neste trabalho, ser4 abordada técnicas baseadas na fatoragio LU incompleta (ILU).

2.3.1 Fatoracdo LU incompleta (ILU)

Seja A € R"™™ uma matriz esparsa e considere P um subconjunto

de {(i,7) | 1 < 4,5 < mn,i # j}. A fatoragdo LU incompleta (ILU), consiste em

encontrar matrizes esparsas L, triangular inferior, e U, triangular superior, de modo
que A = LU + R, onde o padrdo de esparsidade de L e U depende diretamente

do subconjunto P, o qual serd chamado conjunto padrdo zero. O precondicionador
M é entdo dado por M = LU. A obtencdo dos fatores L e U é feita de modo que

os elementos a;;, tais que (i,7) € P, ndo sdo processados na fatoragdo. Com isso,

pode-se estabelecer o algoritmo geral.

Algoritmo 2.1. Fatoracdo ILU Geral

1.

2.

Parai=2,...,n faca
Parak=1,...,i—1 e para (4,5) ¢ P Faga
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3. Gik = ik [k
4. Para j=k+1,...,ne(i,j) ¢ P Faga

5. Aij = Q5 — aikakj

Se for escolhido o conjunto P = {(4, j) | a;; = 0}, tem-se a bem conhe-
cida fatoragio LU incompleta de nivel 0, ILU(0), onde os fatores L e U possuem o
mesmo padrio de esparsidade das partes triangular inferior e triangular superior da
matriz A, respectivamente. Note que o niimero de elementos ndo nulos do produto
LU é maior que o da matriz A. A figura (2.1) mostra um exemplo da ILU(0) para
uma matriz relacionada com diferencgas finitas na discretizacado de EDP’s.

Existem problemas em que a fatoragdo incompleta ILU(0) ndo produz
um bom precondicionador. Para melhorar a precisdo da fatoragdo e, consequente-
mente, diminuir o nimero de iteragoes, serd introduzido implementagdes que diferem
da ILU(0), permitindo a inser¢ao de alguns elementos na estrutura original da matriz.
Assim, os fatores L e U terdo mais elementos ndo nulos do que as partes triangular
inferior e superior da matriz A. O conceito de niveis de preenchimento é atribuido a

cada elemento processado pela eliminac¢ao gaussiana.

Definicao 2.1. Seja A uma matriz esparsa, o nivel de preenchimento de um ele-
mento a;; € definido por

. 0 S€ Gij 3& 0, ou 1 =_]
TI/L’Uij = ..
o0 caso contrario

Como a cada iteracdo este elemento € modificado na linha 5 do algoritmo (2.1), niv;;
deve ser atualizado por

niv(a;;) = nivy; = min{nivij, nivy, + nivg; + 1}. (2.3.1)
Com a definicdo anterior, pode-se obter o seguinte conjunto:
P ={(,7) | nivij > 1},

onde niv;; € o nivel de preenchimento depois de todas as atualizagdes (2.3.1). Com
esse conjunto, pode-se implementar a fatora¢io LU incompleta de nivel p, ILU(I).
Nesse caso, os elementos cujo o nivel de preenchimento ndo excede ! sdo mantidos .
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Figura 2.1: Exemplo da ILU(0): matrizes L, U, A e o produto LU, respectivamente
Algoritmo 2.2. ILU(])

1. Defina niv;j = 0 onde a;; # 0

2. Parai=2,...,n faca

3. Parak=1,...,i—1 eniviy; <! Faca

4- Aik = Qik/ Ak

5. Para j=k+1,... ,n Faca

6. Aij = Gij — QikOk;j
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7. Atualize niv; usando (2.3.1)

8.  Anule os elementos da linha t cujo nivy; > 1

Quando a matriz A é simétrica e positiva definida, pode-se adaptar a
fatoragido Cholesky no algoritmo (2.2) e, assim, obter a implementagio denominada
Cholesky Incompleta de nivel | .

2.3.2 Fatoracdo LU incompleta com tolerancia (ILUT)

As fatoragdes incompletas descritas anteriormente sao baseadas exclu-
sivamente no padrio de esparsidade da matriz. Procedimentos desta natureza podem
nao ser suficientes em alguns casos. O processo de fatoragdo ILUT baseia-se na mag-
nitude dos elementos. A idéia desta fatoracdo é descartar elementos de pequena
magnitude. '

Para implementar a fatoracao ILUT, é necessario definir um fator
de tolerdncia 7. No processo de fatoragao os elementos dos fatores sdo descar-
tados, exceto os das diagonais, se possuirem magnitude menor do que um certo
escalar 7;, obtido da multiplicacdo do parametro de tolerancia 7 pela norma da |
i-ésima linha da matriz em questao.

Algumas implementacdes, além de ignorar os elementos com magni-
tudes menores do que 7;, mantém na linha da matriz apenas os p maiores elementos

dos fatores L e U, controlando assim o niimero de elementos por linha.

2.4 Problemas de quadrados minimos nao lineares
(PQMNL)

O problema de quadrados minimos nao lineares consiste em resolver o
seguinte problema de otimizagao:

. I 2
min f(z) = min 5;@ (z) = min 2 |Ir(@)], (24.1)
.onde r(z) = (r1(z),... ,rm(z))T; cadar; : R* — R é designado como residuo. Assim,

a idéia deste tipo de problema é minimizar um residuo oriundo de algum problema
fisico. Assume-se para esta secao f duas vezes diferencidvel e m < n.
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Definindo a matriz jacobiana de r por J(z) = 5“;'.],::1,... m, j=1,...,ny €I~
J

se que
Vi) = er(x)Vrj(x) = J(z)Tr(z), (2.4.2)

Vif(z) = Z Vr;(z)Vri(z)" + Z r;(z)Vri(z)

= J(@)TJ(z) + Z ri(z)Vri(z) (2.4.3)
= JT(z)J(z) + S(z), . (2.4.4)

onde S(z) = Y 7", () V?r;(z).

O método de Newton aplicado a esse tipo de problema é implementado
obtendo-se a dire¢do de descida pg, ou seja, uma dire¢do tal que f(zx +px) < f(zk),
resolvendo o seguinte sistema linear simétrico: '

V2 fior = =V, (2.4.5)

resultante da minimizacdo do seguinte modelo quadratico de f:

m(zy +p) = %T(II)I‘;)TT(IEI;) + r(zx)T J(zr)p + % T{J(zk)TJ(xk) + S(z)]lp, (2.4.6)

sendo m; : R — R. Sob certas condigbes, 0 método de Newton apresenta con-
vergéncia quadrética.

Os problemas de quadrados minimos nio lineares podem ser distin-
guidos em residuo-nulo, residuo-pequeno, e residuo-grande. Esta classificagdo estd
relacionada com o valor de f na solucdo z*, sendo z* a solucdo exata do problema
em questdo. Um problema onde f(z*) = 0 é chamado residuo-nulo. A diferenca
entre residuc-pequeno e residuo-grande estd relacionada com a magnitude do termo
S(z).

Considere o modelo linear de 7 em torno de zj :
Mi(z) = r(z) + J(z)(z — z), (2.4.7)

onde M; : R* — R™, m > n. Quando ndo se pode obter uma raiz para este modelo,
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a idéia é resolver o problema de quadrados minimos linear:
.1 2
min -2—||Mk (z)]]5- (2.4.8)

Sera assumido que J tem posto completo. Neste caso, o argumento que minimiza o
problema acima é dado por

tr1 = zg — [J ()T J(zk)] 1T (k)T (k). (2.4.9)

Na prética, calcula-se zyy4; resolvendo o problema (2.4.8) através de uma decom-
posigdo QR de Ji. O processo iterativo (2.4.9) representa o método de Gauss-Newton
que, em lugar de resolver o modelo quadritico (2.4.6), resolve o modelo linear (2.4.7).
Outra maneira de interpretar esse método é eliminar da informacao de segunda or-
dem, o termo S(z) do modelo quadrético de que deriva do método de Newton.

O sucesso do método Gauss-Newton estd relacionado com o quanto o
termo omitido S(z;) é importante. Este resultado é observado no teorema (2.3). Ele
mostra que se S(zx) = 0, o método localmente tem taxa de convergéncia quadratica,
ocorrendo quando r(z) é linear (residuo-nulo). Entretanto, quando S(z*) é muito
representativo, o método de Gauss-Newton pode nao convergir.

Teorema 2.3. Sejamr : R* = R™, e f como em (2.4.1), duas vezes continuamente
diferencidveis em um conjunto aberto D C R*. Assuma J lipschitz em D com con-
stante de lipschitz vy, ||J(z)||]2 < @ Vz € D, e que ezista * € D e \,0 > 0, tal que
J(z*)r(z*) =0, X o menor autovalor de J(z*)TJ(z*), e

1) = J@)Fr(@)lz < ollz — 2°ll

Vz € D. Se 0 < A, entdo para qualquer ¢ € (1,)\/0), existe € > 0 tal que Vzo €
B(z*,¢€), a sequéncia gerada pelo método Gauss-Newton, converge para z*, €

co Cky
ks = 2°lle < Clze - 2*la + S5 law — 2*1

Demonstragdo: - Veja DENNIS e SCHNABEL(11].
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Esse teorema mostra como a porcdo S(z) estd relacionada com a
convergéncia do método Gauss-Newton, sendo verificada a taxa de convergéncia
quadratica, quando 7(z*) = 0. Pode-se agora definir de problema residuo-pequeno,
quando {|S{z*)||2 é pequena, e residuo-grande caso contrrio. Para certos problemas
a estratégia de busca linear é indispensavel para a convergéncia global de um método
local.

2.4.1 Busca linear

Dada uma direcio de descida pr e um iterado zx, seja
#(a) = g(zx + api), sendo g : R* —» R. O pardmetro da busca linear é entdo
definido por

oy = argmin ¢(e), para a > 0. (2.4.10)

Esse parametro é usado para obter um decaimento suficiente do valor da fungio
objetivo. A atualizacao da solugdo é obtida fazendo-se zy1 = zx + opy-

Pode-se resolver o problema (2.4.10), interpolando ¢ quadrética ou
cubicamente (se a quadrética nio for uma boa aproximagio) em torno de zero, e
entdo, minimizar esta aproximacgao, obtendo o parimetro of. Para maiores detalhes
veja [17]. Algumas implementagoes impdem duas condicGes sobre o parimetro da
busca linear, de modo que o decaimento da fun¢do objetivo seja suficiente e passos
pequenos sejam evitados. A primeira é conhecida como condi¢iéo de Armijo, a outra

como condi¢cdo de curvatura e sao, respectivamente,

g(zk + Ofkpk) < g(zk) + clakprg(zk) (2.4.11)
Vo(zk + oxpr) o > c2Vg(zi) pr, (2.4.12)

onde ¢, € (0,1) e c; € (c,1). Na prética, c; deve ser pequeno, geralmente ¢; = 10~
e ¢z deve ser préximo de 1, um valor tipico é ¢ = 0.9. As condigdes (2.4.11) e (2.4.12)
quando juntas sdo chamadas condigdes de Wolfe.

' A escolha da fungdo g depende do problema abordado. Para problemas
de quadrados minimos ndo lineares, por exemplo, usa-se a prépria funcio objetivo
f(z). Para sistemas nfo lineares, uma alternativa, é usar g(z) = 3||F(z)|l3.
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2.4.2 O PQMNL com restrigoes de igualdade

Para certos problemas, como por exemplo, o da restauracio das equagoes
da rede elétrica, é necessdrio introduzir restri¢des de igualdade no problema (2.4.1),
originando o seguinte problema de otimizacao restrita:

min f(z), zeR®

2.4.13
s.a. c(r) =0 onde c(z) = (c1(z),...,c(z))T. ( )

Assim, a funcgdo lagrangeana é dada por
L(z,)) = f(z) - MTe(z), X €RF, - (24.14)

onde A é o vetor dos multiplicadores de Lagrange.
A Hessiana do Lagrangeano é dada por
2L(z,A) C(z)"

ViL(z ) = | VEE@N) CE@T (2.4.15)

C(z) 0

onde C(z) é o Jacobiano de ¢(z).
Dada uma direcdo de descida p;, a partir de zi, a atualizagdo da nova
solucdo aproximada e dos multiplicadores de Lagrange para o problema é dada por

Tpy1 = Ty +p,f (2416)
My1 = A+pp _ (2.4.17)

Técnicas para encontrar a direcio

pw
Pk=[ i]
yy

Como para o problema irrestrito, a busca linear pode ser necessaria.

podem ser encontradas em [17].
Neste caso, é preciso escolher uma fungdo conveniente para realizar a busca. Esta

funcdo, denominada funcdo de mérito, deve, obviamente, considerar as restrigoes.
Um passo p é aceito se ele reduzir suficientemente a funcdo de mérito
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¢ definida por
#la 1) = (@) + hlcla), (2.4.18)

onde h : R® — R satisfaz h(y) > 0, Vy € R* e h(0) = 0. O paradmetro y é¢ denomi-
nado parametro de penalidade, tendendo a zero & medida que a solu¢do computada
aproxima-se da solucao exata.

Entre as funcbes de mérito mais conhecidas estdo a ¢;, que toma
h(z) = ||z|l1, a que toma h(z) = ||z||2, e a que escolhe h(z) = ||z}|.. Note que
as funcgbes de mérito definidas com as fungGes h acima nao sdo diferencidveis, sendo
para isso, necessario introduzir termos adicionais em (2.4.18). Uma funcdo de mérito

diferencidvel usada é o Lagrangeano aumentado:
1
La(z, A p) = f(2) — Ne(z) + EHC(OS)H%, (2.4.19)

que também serd denotada por ¢r(z, A, ), devido a Fletcher.

Uma, alternativa para obter um parametro oy, para busca linear a partir
de (zk, Ak, k) com a direcdo de descida pr em problemas de otimizagdo restrita é
resolver o problema

oy = argmin ¢p(zg + opf, Ay + apy, ki), Para a € RY, (2.4.20)
e as atualizacoes (2.4.16) e (2.4.17), sdo entdo dadas por

Tp+1 = Tk + Dy (24.21)
A1 = /\k+akp£. (2422)
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Capitulo 3
Resultados Numéricos

Este capitulo descreve os resultados obtidos na resolucao dos proble-
mas de fluxo de carga com e sem solugdo, respectivamente, os problemas (1.3.1)
e (1.4.1), adotando metodologias explicadas nos capitulos anteriores. No primeiro
problema, compara-se o desempenho de varios algoritmos iterativos para resolvé-lo
através do método de Newton Inexato, enquanto no segundo, utiliza-se um método
de quadrados minimos nao lineares restrito. Em todos os testes foram usadas técnicas
de esparsidade [13] e realizados no Matlab 5.3 em um computador Pentium 400MHz
com 64Mb de meméria RAM.

3.1 Problema de fluxo de carga

Para resolver o problema (1.3.1), o critério de parada para as iteragoes
externas para o Newton Inexato foi || F(z)|lcc < 1073. Os sistemas-teste usados foram
IEEES6, IEEE30, IEEE118 e SSB340 barras (SSB-sistema sul-sudeste brasileiro sim-
plificado). Os métodos iterativos usados foram:

e Minimo Residuo Generalizado (GMRES)

e Bi-Gradient Conjugado (BiCG)

Quasi-Minimo Residuo (QMR)

Gradiente Conjugado Quadrado (CGS)

Bi-Gradiente Conjugado Estabilizado (BiCG-Stab)

As dimensdes dos Jacobianos dos sistemas testados estdo na tabela
(3.1).
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Tabela 3.1: Dimensdes dos Jacobianos

Sistema | IEEE6 IEEE30 IEEE118 SSB340
dimensdo | 9x9 53 x53 201x201 626x626

O desempenho dos métodos para cada sistema sem o uso de um pre-
condicionador estdo nas tabelas (3.2), (3.3) e (3.4). O tempo foi relativo, ou seja,
para cada tabela, divide-se todos os tempos obtidos pelo menor tempo entre eles.
Cada flop significa uma operacdo elementar (soma, subtragdo, multiplicacdo e di-
visdo) em aritmética de ponto flutuante. No GMRES a(b) significa b iteracdes no
reinicio a, sendo permitidas no maximo 20 iteragGes por reinicio. A sequéncia de
termos forcantes 7, para os métodos iterativos foi gerada por

m =1}, (3.1.1)

onde 7; ~ 0.8, garantindo assim, a taxa de convergéncia superlinear. As tabelas
mostram melhor eficiéncia dos métodos BiCG-Stab e CGS. Para o sistema elétrico
SSB340, nenhum método iterativo sem precondicionamento convergiu.

Tabela 3.2: Desempenho dos métodos sem precondicionador para 6 barras.

Num. de iteracoes Nuam. de
Método em cada passo do Newton Inex. Tempo flops
GMRES 1(2); 1(7); 1(8) 1,0 14.365
BiCG 4; 8,9 1,0 12.757
QMR 2;8;9 1,0 15.485
CGS 2; 6; 8 1,0 10.617
BiCG-Stab 2;,6;7 1,0 12.938

Tabela 3.3: Desempenho dos métodos sem precondicionador para 30 barras.

Num. de iteragoes Num. de
Método em cada passo do Newton Inex. Tempo flops
GMRES 1(7); 2(18); 4(7) 1,6 649.140
BiCG 22; 22; 45 1,0 309.603
QMR 9; 36; 57 1,2 455.261
CGS 26; 28; 35 1,0 320.919
BiCG-Stab 5; 20; 30 1,0 280.696
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Tabela 3.4: Desempenho dos métodos sem precondicionador para 118 barras

Nuam. de iteragoes Nim. de
Método em cada passo do Newton Inex. Tempo flops
GMRES 1(6); 2(12); 11(1); 9(14) 2,1 8.690.682
BiCG 12; 55; 109; 110 1,3 3.542.520
QMR 7; 66; 90; 104 1,4  4.289.398
CGS 11; 70; 71 1,0 1.987.524
BiCG-Stab 5; 22; 48; 56 1,1 2.339.616

Sem o uso de um precondicionador, o residuo em cada iteragao do
GMRES apresenta um baixo decréscimo, principalmente na ultima iteragao do New-
ton inexato, como mostrado na figura (3.1) para o sistema de 30 barras que, conforme
a proposicio (4.4), indica que a matriz Hessemberg Hy, tende ao mal condicionamen-
to. O problema se agrava a medida que a dimensao do sistema aumenta, explicando
a nio convergéncia dos método para o sistema de 340 barras.

1.8 T T T T T T T —

RESIDUO

0.6F

0.4} . 1

*
0.2k Thren,,
*uy
-
LI
o \ \ . I ddd LT YT T T PP
() 5 10 15 2 25 30 35 40 45 50

ITERAGAO GMRES

Figura 3.1: Comportamento da norma do residuo do GMRES para 30 barras na
ultima iteragdo de Newton.

No que se segue, o precondicionamento ILU(0) foi utilizado para acel-
erar a convergéncia. As tabelas (3.5),(3.6) e (3.7) apresentam os resultados, mostran-
do o bom funcionamento para sistemas elétricos com poucas barras. Os melhores
rendimentos em flops, niimeros de iteragdes e tempo foram obtidos pelos métodos
BiCG-Stab e CGS. A sequéncia de termos for¢antes para os métodos foi igual ao caso
sem precondicionamento. Para diminuir o custo computacional, o precondicionador
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usado na primeira iteracdo de Newton foi também utilizado nas iteragoes subse-

quentes. Bons resultados para sistemas pequenos foram obtidos com esta estratégia.

Novamente, este tipo de precondicionamento nao foi suficiente para a convergéncia do

sistema de 340 barras, mesmo atualizando o precondicionador em todas as iteragdes

de Newton.

Tabela 3.5: Desempenho dos métodos com ILU(0) para 6 barras.

Num. de iteragoes Nuam. de
Método em cada passo do Newton Inex. Tempo flops
GMRES 1(1); 1(2); 1(2) 1.8 6.871
BiCG ' 1;2; 2 1,8 6.541
QMR 1;2; 2 1,8 7.963
CGS 1;2;3 1,0 7.139
BiCG-Stab 1;1;2 1,0 6.341

Tabela 3.6: Desempenho dos métodos com ILU(0Q) para 30 barras.

Num. de iteragoes Num. de
Método em cada passo do Newton Inex. Tempo flops
GMRES 1(1); 1(6); 1(8) 1,2 97.176
BiCG 5;3;9 1,0 104.704
QMR 2; 6; 8 1,2 119.396
CGS 2;4;3 1,0 63.000
BiCG-Stab 1;3;3 1,0 63.884

Tabela 3.7: Desempenho dos métodos com ILU(0) para 118 barras.

Num. de iteracoes Nim. de
Método em cada passo do Newton Inex. Tempo flops
GMRES 1(1); 1(8); 1(14); 1(15) 1.2 900.457
BiCG 1;12; 17; 15 1,1 943.909
QMR 1; 8; 15; 15 1,1 990.949
CGS 1;11;9; 16 1,0 803.174
BiCG-Stab 1;5;6;8 1,0 560.988

O nimero de operacdes em ponto flutuante (flops) diminui significa-

tivamente, quando comparado com o caso ndo precondicionado. O numero de i-

teragoes também diminui, indicando uma grande redugdo no custo computacional.
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Nota-se que o método mais sensivel a um precondicionador foi o GMRES. No sistema
IEEE118, o niimero de flops foi reduzido significativamente comparado com o caso
sem precondicionamento: de 8.690.682 flops para 900.457 com ILU(0).

Observando a estrutura do Jacobiano para 118 e 340 barras, figura
(3.2), nota-se a presenca de muitos elementos ndo nulos “longe” da diagonal principal.
Este fato foi negativo para o desempenho dos métodos iterativos que usam como
precondicionador a fatoragdo ILU(0), principalmente para grandes sistemas, pois
esta leva em cohsidera,(;éo a estrutura de esparsidade da matriz. De fato, para o
sistema, elétrico SSB340, o fator U da ILU(0) torna-se singular.
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Figura 3.2: Estrutura do Jacobiano para 118 e 340 barras, respectivamente

Para obter a convergéncia para o sistema de 340 barras foi necessério
usar uma técnica de precondicionamento que considera os valores numéricos diferen-
temente da ILU(0). Assim, utilizou-se a fatoracdo ILUT descrita anteriormente.

As tabelas (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11) apresentam os resultados com
este tipo de precondicionador. Pode-se notar o melhor desempenho dos métodos
BiCG-Stab e CGS. Comparando o niimero de flops no IEE118 com precondicionador
ILU(0), nota-se uma reducéo significativa. As sequéncias de termos forcantes foram
atualizadas como em (3.1.1), com 7; =~ 0.8 para os sistemas de IEEE6, IEEE30 e
IEEE118 barras e n; ~ 0.85 para o SSB340. O parametro de tolerancia 7 da ILUT
foi de 107! para os sistemas de 6 e 30 barras e 1072 para os de 118 e 340 barras,
sendo que para os sistemas de 6, 30 e 118 o precondicionador foi atualizado somente
na primeira iteragdo, enquanto para o sistema de 340 barras foi necessédrio atualizar
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na primeira e terceira iteragio do Newton inexato.

Tabela 3.8: Desempenho dos métodos com ILUT para 6 barras.

Num. de iteragoes Num. de
Método em cada passo do Newton Inex. Tempo flops
GMRES 1(1); 1(2); 1(3) 1,8 7.365
BiCG 1;4;3 1,8 8.570
QMR 1;2;3 1,8 8.770
CGS 1;1; 2 1,0 5.752
BiCG-Stab 1;1; 2 1,8 6.006

Tabela 3.9: Desempenho dos métodos com ILU(Q) para 30 barras. |

Num. de iteragoes Num. de
Método em cada passo do Newton Inex. Tempo flops
GMRES 1(3); 1(6); 1(8) 1,2 99.994
BiCG 6;7; 8 1,1 121.279
QMR 4; 8; 6 1,1 127.795
CGS 3;6;5 1,0  87.336
BiCG-Stab 3; 3;4 1,0 78.878

Tabela 3.10: Desempenho dos métodos com ILUT para 118 barras.

Nim. de iteragoes Num. de
Método em cada passo do Newton Inex. Tempo flops
GMRES 1(1); 13); 1(9) 1,0  323.306
BiCG 1;4;4 1,0 358.219
QMR 1;4;4 1,0 409.213
CGS 1;2;3 1,0 289.109
BiCG-Stab 1;1; 2 1,0  273.286

Para, visualizar a redugdo do niimero de iteracoes para cada tipo de pre-
condicionamento usado, a figura (3.3) mostra um grafico com o nimero de iteracoes
do GMRES em cada iteracio do Newton inexato para os sistemas de 30 e 118 barras,
comparando o desempenho do método com e sem o uso de precondicionador.
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Tabela 3.11: Desempenho dos métodos com ILUT para 340 barras.

Num. de iteracgoes Nim. de
Método em cada passo do Newton Inex. = Tempo flops
GMRES | 1(1); 1(4); 1(9); 1(11) 1(12); 1(13) 1,0  4.947.031
BiCG 1; 2; 9; 13; 13; 12 1,2 5.087.058
QMR 1; 3; 10; 12; 13; 13 1,2  5.959.165
CGS 1;2; 8;5;9; 11 1,0  4.056.836
BiCG-Stab 1;2;5;5;5; 9 1,0 3.807.421

3.2 Problema sem solucao - restauracao de solucao

Devido as circunstancias do sistema elétrico, o problema de fluxo de
carga, abordado na segdo anterior, pode ndo ter solugdo, sendo em muitos casos
importante resolver um problema de quadrados minimos nio linear, encontrando
portanto, uma solu¢ao de norma minima. Este tipo de problema é conhecido na
literatura técnica como problema de restauragdo de soluggo [3]. Neste caso, o seguinte
problema deve ser abordado:

min §r(@)I3, 621

s.a. c(z)=0

Como em (1.4.1), tem-se um problema de quadrados minimos nao linear restrito.
As inicializagoes das varidveis foram:

e VO=(1,1,...,1)T;

Diferentemente de [5], onde foi utilizado o Lagrangeano padrao, como funcio de
mérito, aqui foi utilizado o Lagrangeano aumentado.

1 1
La@,A ) = 5llr(@)llz + Ne(z) + EIIC(x)Ilg-

Como sugerido em [17].
Os sistemas elétricos testados foram IEEE6, IEEE30, IEEE118 e SSB340,
com respectivamente 6, 30, 118 e 340 barras, com a tolerancia para a convergéncia
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Figura 3.3: Desempenho do GMRES em cada iteracdo do Newton Inexato para 30
e 118 barras, respectivamente.

de ||[VL|lw < 1073. A dimensdo da func¢do c em (3.2.1) depende de cada sistema
teste, sendo que para o IEEE6 ¢ € R?, para o IEEE30 c € R'?, IEEE118 c € R? ¢
para o SSB340 ¢ € R2%. Para nenhum sistema teste foi feito controle de reativo, o
que envolveria maiores dificuldades computacionais.

A tabela (3.12) mostra o comportamento do gradiente da fungio la-
grangeana. Para os sistemas de 118 e 340 barras, foram necessérias algumas iteracoes
de Gauss-Newton iniciais para garantir a convergéncia, como em BARBOZA [3]. Ser4
chamada de GN as iteracoes de Gauss-Newton e N as de Newton. Para os sistemas
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de 6 e 30 barras ndo foi necessaria busca linear.

Tabela 3.12: Comportamento do Gradiente do Lagrangeano

6 barras 30 barras 118 barras 340 barras

Iter IVL]| o tipo VLo tipo IVL||oo tipo I VL oo tipo
1 4,7098 N 1,0494x10 N  2,4263x102 GN 1,5231x10* GN
2 1,3514 N 1,0141 N  7,5553x10! GN 2,1948x10° GN
3 3,0659x10~1 N  3,4897x10~! N 2,4974 N 1,2519x102 GN
4 1,1519x10°Y N  1,1138x107! N 1,8953 N 4,6269 N
5 2,7824x1072 N  2.9974x1072 N  4,4772x10"! N 3,2312x10°! N
6 1,5370x10~2 N 5.6653x1073 N 6,6687x10~2 N 2,2665x10~2 N
7 53066x10~° N  1,1400x10~%® N  3,3115x107® N 1,3766x10~* N
8 6,4668x10~> N  5.2351x10°¢ N

Note que, para os sistemas de 6 e 30 barras, a taxa de convergéncia
do Newton foi praticamente linear. Por outro lado, para os sistemas de 118 e 340
barras a convergéncia foi melhor devido as iteragdes de Gauss-Newton iniciais.

A taxa de convergéncia linear indica um mal condicionamento da ma-

triz hessiana do lagrangeano. Sua forma matricial é dada por (2.4.15), onde
m k
VeeL(z,A) = J (z)J(x) + Zr,- (x)V3r;(z) + Z AiVici(z).
=1 i=1

sendo que J(z) representa o Jacobiano da fungdo r(z), e C(z) o Jacobiano de c(z).

Uma, tentativa de melhorar o condicionamento do sistema foi trabalhar
diretamente com J(z), originando um sistema estendido, no qual o fator J(z)T J(z),
um agravante para mal condicionamento, desaparece:

D(zi, M) J(xx)T Clzx)T Pk J(zx)Tr(ze) + Clxr)" M
J(IL‘k) —I 0, C = - 0 y
C(zx) 0] 0 7 c(zk)

m k

onde D(zg, M) = Zri(x)V2ri(:1;) + Z,\N?c,-(x) e ¢ um vetor auxiliar. O novo
i=1 i=1

sistema tem um incremento de m linhas e m colunas, sendo

m = 2(n? de barras PQ) + (n® de barras PV).

Embora a dimensio do sistema aumente, o custo computacional ndo é muito alter-
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ado se técnicas de esparsidade forem usadas, j4 que a nova matriz possui grau de
esparsidade proximo ao sistema original.

As tabelas (3.13) e (3.14) mostram o condicionamento de ambas as
matrizes para os sistemas elétricos em questdo. Para os IEEE118 e SSB340, foi
calculado o nimero de condi¢do aproximado, que nesse trabalho corresponde a norma
euclidiana [14], ou seja,

nim. de condicdo = ky(A) = [|Al|2[| A2

O condicionamento do sistema gradativamente melhora & medida que a dimensio
do sistema aumenta. Este fato tem uma influéncia marcante quando sistemas de
grande porte forem abordados, por exemplo SSB340. Embora haja melhoras no
condicionamento do sistema linear, a sequéncia de iterados permaneceu a mesma,
fato que pode ndo acontecer em problemas de grande porte, (problemas reais), como
é o caso do SSB1916 com 1916 barras.

Tabela 3.13: Niimero de condigdo para os sistemas de 6 e 30 barras

nimero de condigao
sistema original sistemas estendido
Iter | 6 barras (11 x 11) 30 barras (65 x 65) 6 barras (18 x 18) 30 barras (106 x106)
1 3,4610x10°  9,9046x10% 8,9523x10 2,3139 x 10°
2 3,3949 x 102  6,5118 x 10*  6,5716 x 10 1,3914 x 103
3 4,3078 x 102 1,1869 x 10°  7,7508 x 10 2,4321 x 103
4 5,9998 x 102 1,8705 x 10°  1,1095 x 102 3,8066 x 103
5 7,6902 x 102 2,8916 x 10°  1,5019 x 102 5,8966 x 103
6 8,3860 x 102 4,2295 x 10°  1,6984 x 102 8,6441 x 103
7 8,5402 x 102  5,3590 x 10°  1,7447 x 10? 1,0958 x 10*
8 5,9145x 105 1,2097 x 10*

O padréo de esparsidade da matriz hessiana do lagrangeano esté re-
presentada na figura (3.4). Pode-se observar uma grande quantidade de elementos
ndo nulos longe da diagonal principal. Este caso estd longe de ser uma estrutura
favorével para manipulaciao de dados, como seria se a matriz tivesse uma estrutura
de banda por exemplo. Isso, aliado ao mal condicionamento, torna invidvel usar
um método iterativo linear para resolver o sistema, pois este depende de um bom
precondicionador, como visto anteriormente. Uma alternativa seria usar os métodos
iterativos para os sistemas estendidos, ji que seus condicionamentos tornam-se mais
adequados.
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mimero de condigao

sistema original

Tabela 3.14: Nimero de condigdo para os sistemas de 118 e 340 barras

sistemas estendido

34

Figura 3.4: Estrutura da matriz Hessiana

Iter | 118 barras (221 x 221) 340 barras (832x832) 118 barras (402 x 402) 340 barras (1252 x 1252)
1 5,0058 x10° 2,6208 x 1010 3,1438x 107 5,6269x10°

2 1,7007 %107 2,7096 %1010 9,7959x10% 5,0157x10°

3 2,8755x10° 2,6300x10'0 1,9463 x10* 5,3708 x 108

4 1,0622x107 2,0251 %100 6,1076 x10* 4,1181x10°

5 1,2733x107 2,7374x1010 7,2350x10% 5,5681x10°

6 1,1765x107 2,7796 %1010 6,5742x10* 5,6504 x 108

7 1,2337x107 2,7927x100 6,8533x10* 5,6763x10°

8 1,2384x107 6,8776x10%



Capitulo 4

Métodos Iterativos em Subespaco
de Krylov

Os métodos iterativos consistem em técnicas que usam sucessivas a-
proximagoes, para que, a cada passo, obtenham-se solucoes cada vez mais precisas
para um sistema linear. Atualmente, os métodos mais elaborados pertencem a classe
dos métodos ndo estaciondrios e, em geral, baseados na idéia de seqiiéncia de vetores
ortogonais.

Este capitulo considera alguns dos métodos ndo estacionarios mais
bem sucedidos, denominados métodos baseados em subespaggde Krylov, dos quais
o método do Gradiente Conjugado cldssico, aplicado para matrizes simétricas, é
o representante mais popular. Mais especificamente, sao abordados os métodos
de ortogonalizacio Completa (FOM), Minimo Residuo Generalizado (GMRES), Bi-
Gradiente Conjugado (BiCG), Quasi-Minimo Residuo (QMR), Gradiente Conjugado
ao quadrado (CGS) e Bi-Gradiente Conjugado Estabilizado (BiCGStab). As taxas
de convergéncia destes métodos depende sensivelmente do espectro da matriz do sis-
tema, envolvendo entdo, uma segunda matriz chamada de precondicionador vista no
capitulo 2, transformando a matriz de coeficientes em uma matriz com o espectro
mais favordvel. Como visto anteriormente, o uso de um bom precondicionador deve
melhorar a convergéncia do método, suficientemente para sobressair-se sobre o custo
de seu cdlculo e sua aplicagdo. Em geral, para muitos problemas praticos, o uso do
precondicionador para o sistema € absolutamente necessario.
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4.1 Introducao

Considere o sistema linear
Az = b; (4.1.1)

os métodos iterativos baseados em subespacos de Krylov consistem em buscar uma
solugdo z,, do sistema (4.1.1) no subespago afim x4 + K, de dimensdo m, impondo
as condic¢des de Petrov-Galerkin

b— Az L Ly,

sendo L,, um subespaco de dimensdao m. Aqui, Ty representa a aproximacao inicial
para a solucdo. O subespago K,,, denominado subespaco de Krylov, é dado por

Kn(A,10) = span{ry, Arg, A’rq,... , A" 'ry},

onde 79 = b — Axg. As diferentes versées dos métodos em subesp‘agos de Krylov
consistem das diferentes escolhas do subespago L,, e da maneira com que o sistema
é precondicionado.

Do ponto de vista de teoria de aproximacao, as solugdes aproximadas
obtidas dos métodos em subespago de Krylov sao da forma

A7 = Ty = To + gm-1(A)70,
sendo ¢, um polinémio de grau m — 1. Quando zy = 0, tem-se
Ty = Qm-l(A)b;

ou seja, a solucdo z,, é aproximada por gn,—1(A)b.

Embora todas as técnicas fornecam os mesmo tipo de aproximacao
polinomial, a escolha do subespacgo L,, terd um efeito importante no método iterativo.
Duas classes de escolhas fornecem as técnicas mais conhecidas. A primeira consiste
em tomar L,, = K,, e para as variacoes de residuo minimo L,, = AK,,. A segunda
classe consiste em definir L,, um subespaco de Krylov associado com a matriz AT,
Lm = m(AT, 7‘0).
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4.2 Método de Arnoldi

O método de Arnoldi foi introduzido em 1951 com a intengao de reduzir
uma matriz densa a sua forma Hessenberg. Este é um método de projegdo ortogonal
em K,,. Arnoldi apresentou seu método como uma maneira de encontrar autovalores
da matriz Hessenberg em um niimero de passos menor do que n, fornecendo esti-
mativas precisas para alguns autovalores da matriz original. Depois, esta estratégia
mostrou-se muito eficiente para aproximar autovalores de matrizes esparsas.

4.2.1 O algoritmo de Arnoldi

Considere o sistema (4.1.1). O procedimento de Arnoldi é um algoritmo
para construir uma base para o subespago de Krylov K,,,. A idéia é obter um conjunto
de vetores ortonormais {vy,vs,... ,Vm} de modo que

VI AV, = Hyp, (4.2.1)

onde V,,, é formada pelos vetores {v;}i-1,... m € Hpp € R™™ é uma matriz Hessenberg.
A matriz V,, é ortonormal, assim, de (4.2.1)

AVy =V Hp,.

Comparando as colunas de ambos os lados tem-se

k+1

A’Uk = Z hi,kvz‘-
i=1

Isolando o 1ltimo termo na soma resulta em

k
hitt1,kVk41 = Avg — E b i,

=1

onde hj, = qf Aqy parat=1...k.
Estas equacoes definem o processo de Arnoldi:

Algoritmo 4.1. Arnoldi

1. Escolha um vetor vi de norma 1.
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2. Para j=1,2,...,m

a) h'ij =< A’Ui,’Uj >, 1= 1727- . 7j7
b) w; = Avj — Z{:l hijvi,
¢) hjs; = [lwjll2,

@) vjp1 = wi/hjy1;-

O Algoritmo termina quando w; = 0.
Os vetores v, sao chamados de vetores de Arnoldi e definem uma base
ortonormal para o subespaco de Krylov K (A, v, m) :

span{vy,... ,vn} = span{v;, Avy,... , A" 1y }.

A cada passo, o algoritmo multiplica os vetores de Arnoldi anteriores v; por A e,
entdo, ortogonaliza o vetor resultante w; com relagao todos os v; s anteriores por
um procedimento Gram-Schmidt padrao.

Proposicao 4.1. Denote por Vy, a matriz n x m com colunas vy, vs,. .. ,vy] € por
H,, a matriz Hessenberg m X m cujos elementos sdo definidos pelo algoritmo (4.1).

Entdo, as seguintes relagdes se verificam:

AV, = Vi Hy 4 Byt mVUms 1€, (4.2.2)
VI AV, = Hy,. (4.2.4)

Demonstracio: A relagio (4.2.3) resulta observando no algoritmo (4.1), os itens
2(b), 2(c) e 2(d) que
i+l

A'Uj = Zhijviy .7 = 17 27 e, TG (425)
i=1

a relagio (4.2.2) é a formulagio matricial de (4.2.5), j4 a relagdo (4.2.4) é obtida
multiplicando ambos os lados de (4.2.2) por V,I e usando a ortogonalidade de
V.
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GS GSM GSMR HO
Flops mn mn 2m’n 2m*n — Zm®

Armazenamento | (m+1)n (m+1)n (m+1)n (m+1)n—im?

Tabela 4.1: Desempenho das versdes do algoritmo de Arnoldi

4.2.2 Implementacoes praticas

A descrigdo do processo de Arnoldi dada anteriormente é assumido a
aritmética exata. Na realidade, pode-se melhorar o processo numericamente usando
o Gram-Schmidt Modificado (GSM) ou o algoritmo Householder [21] no lugar do
Gram-Schmidt padrio (GS). Com o GSM, o algoritmo fica da seguinte maneira:

Algoritmo 4.2. Arnoldi-GSM

1. Escolha um vetor v; com norma 1.
2. Paraj=1,2,...,mdo

(a) w; = Av;,

(b) Parai=1,2,...,j faca
(1) hij =< wj,v; >,
(it) w; =r1; — hijbi,

(¢) i = llwjll2,

(d) vit1 = w;/hjt1;.

N3o h4 diferenca em aritmética exata entre este algoritmo e o algo-
ritmo (4.1), embora o dltimo seja numericamente melhor do que o Gram-Schmidt
padrio. Apesar disso, o algoritmo GSM pode nio ser suficiente para todos os casos,
sendo necessario recorrer para uma ortogonaliza¢gdo dupla. Uma outra alternativa
é usar as técnicas de ortogonalizacio baseadas no algoritmo de Householder, sendo
estas as mais confidveis do ponto de vista numérico. O custo computacional e o
armazenamento de cada uma das trés versdes [21] sdo apresentados na tabela 4.1. O
GSMR é o GSM com reortogonalizacdo € 0 HO com Householder.

O niimero de operacoes mostrado no GSMR é para o pior caso, de-
sempenhando uma segunda ortogonalizacao a todo momento. Na prética, o nimero
de operacoes fica préximo do simples GSM. O pequeno ganho no armazenamento,
necessario na versao Householder, vem do fato que as transformacoes de Householder
requerem vetores cuja dimensdao diminui por um a cada passo do processo.
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4.3 Meétodo de Arnoldi para sistemas lineares

Dado um aproximacéo inicial zo para o sistema Az = b, deseja-se a
cada passo m uma aproximagio z,, que satisfaca as condigoes:

Tm € To + Km(A, 1) € R™; (4.3.1)
Tm =b— Azy L Kin(A4,70); (4.3.2)

onde 19 = b — Axy.

Se vy =19/||T0ll2, € B = ||rol|2 no método de Arnoldi, tem-se
VXAV, = Hy,

por (4.2.4), assim,
VIry = V.E(Bv:) = Be.

Pela condicdo (4.3.1),

Tm = To + Vaym = (4.3.3)
—Tm = —To + AVimYm, (4.3.4)

impondo a condi¢io (4.3.2), tem-se

VI AVym = Viire = Ber = (4.3.5)
Ym = H ' Be, (4.3.6)

Estas equacoes definem o método de Ortogonalizagdo Completa (FOM),
descrito abaixo. Gram-Schmidt modificado é usado no passo de Arnoldi.

Algoritmo 4.3. Método de Ortogonalizacio Completa - FOM
1. Calcule rg = b — Axzg, B :=||ro|l2 e vi :=70/8
2. Defina a matriz m X m Hy, = {hij}ij=1,..m Faca Hp =0
3. Paraj=1,2,...,m faca
(a) Calcule w; := Av;

(b) Parai=1,...,j faga
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(’t} hij =< Wy, Y; >
(ZZ} ’U)j = wj - hij'Ui
(c) Calcule hjty; = ||wjll2- Se hjy1; =0 faga m :=j e vd para 12

(d) Calcule Vjp1 = wj/hj+1,j.

4. Calcule y, = H;'(Be1) € T, = To + VinYm

E importante a disponibilidade do residuo, a cada passo j, de maneira
econdmica, de modo que o algoritmo possa ser terminado, se uma precisdo desejada
do residuo for alcangada. A seguinte proposi¢do dd um resultado nessa direcdo.

Proposicao 4.2. O vetor residual de uma solugcdo aproximada z,, gerada pelo algo-
ritmo FOM € tal que

— T
b— ALy = —hniimenYmUntr

e assim

”b - A:L‘mH = hm+1,m|e%ym|- (4.3.7)

Demonstragao:
b— Az =b— Ao+ Viym) = 70— AVaUm
= 19— VnHpYm — h’m+1,me%ymfum+1
= vy — VHmYm — Pt m€h YmUmt1

De H,ym = Bei, tem-se que Pfv; — Vin Hpym = 0, de onde segue a proposicéo.

4.3.1 FOM com reinicio

O algoritmo FOM torna-se computacionalmente impraticivel & medida
que m aumenta devido 3 ortogonalizagdo. O custo de armazenamento aumenta na
ordem de mn. Existem duas técnicas para contornar este problema. A primeira,
é reiniciar o algoritmo periodicamente e a segunda, truncar a ortogonalizagdo no
algoritmo de Arnoldi. Nesta secdo serd abordada a primeira op¢do. Para a segunda
opgao veja [21]. O algoritmo FOM com reinicio ¢ descrito abaixo:
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Algoritmo 4.4. FOM com reinicio - FOM(p):
1. Calcule rg = b — Azy, B = ||roll2, e vi = 10/8

2. Gerar a base de Arnoldi e a matriz H, usando o algoritmo de Arnoldi comecando
com vy

3. Calculey, = H; '(Be1) e zp, = zo + Vpyp. Se convergiu entio PARE.

4. Escolha o = z, € vd para 1.

4.4 GMRES

O método GMRES busca, a cada passo m, uma solucao z,, tal que
Ty € 2o+ Kn(A,v1) €

b— Az, L AKp(A4,v1);

onde vy = r9/||ro||2- As idéias basicas do GMRES sdo descritas abaixo.
Qualquer vetor z em zg + K, pode ser escrito como

T = 19 + Vpy, para algum y € R™
Definido
J(y) = ||b — Azl)z = b — A(zo + Vi) l2s (4.4.1)
a relagdo (4.2.3) resulta em

b— Az = To — Ame = ,B'Ul - Vm+1ﬂmy

= Vm+1(ﬂ61 - I:Imy) (442)

Como a matriz Vy, é ortonormal tem-se

J(y) = |Iro — AViyllz = ||Ber — Huyllo- (4.4.3)
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A aproximagao GMRES busca o unico vetor de zy + K, que minimiza
(4.4.1). Assim, esta aproximacéo é obtida fazendo z,, = Zo + Vin¥m, onde

Ym = argminy||Be; — Hpyla- (4.4.4)

Para resolver o problema (4.4.4), busca-se a solu¢do de um problema
de quadrados minimos linear simplificado de dimensdo (m + 1) x m, resolvido sem
muitas dificuldades se m é pequeno. Desses resultados obtém-se o seguinte algoritmo:

Algoritmo 4.5. GMRES
1. Calcule 1o = b~ Az, B = ||roll2 e v1 =710/
2. Defina a matriz Hy, = {hi;}1<icmi1,1<j<m- Faga Hp =0
3. Paraj=1,...,m faca

(a) Calcule w; = Av;
(b) Parai=1,...,j faca
(i) hij =< wj,v; >
(i) wj =w; — hijv;
(c) hisr; = |lwjll2. Se hjs1; =0 PARE!
(@) vj1 = wi/hjt1

4. Calcule yn, = argming||Ber — Hnyll2 € faca Tm = To + VinYm.

No algoritmo acima, os passos 3 e 4 sdo baseados no processo de orto-
gonalizacio de Gram-Schmidt. Um algoritmo GMRES numericamente mais robusto
pode ser obtido baseando-se no processo de ortogonalizagdo de Householder. Uma
desvantagem do algoritmo (4.5) é ndo fornecer a solugdo aproximada z,, explicita-
mente a cada passo, impossibilitando o cdlculo do residuo do sistema e dificultando
saber quando parar. Uma maneira elegante e computacionalmente barata de se obter
o residuo est4 relacionada com a maneira pela qual o problema de quadrados minimos
(PQM) é resolvido. _ '

Para se resolver o PQM (4.4.3), é natural transformar a matriz Hes-
senberg H,, em triangular superior, fazendo uso de matrizes de rotagdes. Para isso
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considere a matriz de rotagio

- -

1

¢ S + linha i
Q; = -8 G « linha i+ 1 (4.4.5)

i 1]
onde ¢ + s? = 1. Se a matriz Hessenberg H,, é (m + 1) x m entdo Q; tem dimenséo
(m+1).

Como deseja-se transformar H,, em uma matriz A% triangular supe-
rior, basta escolher

o (i-1)
s = Pigs , G = P : (4.4.6)
(i-1) (i-1)
\ﬂhz‘i )2+ Ry \/ (his 7)? + By,
Serd definido @,, o produto das matrizes €2;
Qm = Qnlm—y ... 1 (4.4.7)
e
}-?‘m = Qmﬂm, (4.4.8)
Im = Qm(lBel) = (71: s 7’7m+1)T- (449)

Excluindo as dltimas linhas de R,, e g,,, obtém-se uma matriz quadra-
da triangular superior, a qual serd designado por R, e um vetor g,, € R™, respec-
tivamente. Usando o fato de @,, ser ortogonal, tem-se que

min ||Bey — Hnyllp = min |gm — Rmyl2 (4.4.10)
Como ||Gm — Bmyll3 = |Ym+1]* + llgm — Bmyll3, a solugdo de (4.4.10) é dada por

Ym = Ry_nlgm-
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Proposicdo 4.3. Sejam Q; as matrizes de rotacdo usadas para transformar H,,
em triangular superior. Sejam Q,, Rm € Gm como em (4.4.7), (4-4-8) € (4.4.9),
respectivamente. Entdo ry, = b — AZpm = Ym+1Vim+1Q@me1€m+1, consequentemente,

Irmll2 = [Ynta]-

Demonstragio: Usando (4.2.3) tem-se que

b— Az, =b— A(-'EO + me) =To— Vm+1FImy = Vm+1(ﬂel - I—Imy) =

Vint1 (,361 - Q?nRvny) = Vm+1QTn(gm - ilmy)
Como y é a solucio de (4.4.10), j4 foi visto que y = R;;'g,. Assim
b— Az, = m+1Q?n([gm, 'Ym+1]T - [gmy O]T) = 'Ym+1Vm+1Qm+lem+1-

Como Vipy1 € @ 530 matrizes ortogonais tem-se que ||7mlla = |[Ym+1-
|

Conforme a proposicao acima, pode-se, a cada passo do GMRES, calcu-
lar o residuo do sistema de uma maneira conveniente, tornando possivel interromper
o algoritmo no loop intermedidrio se o critério de parada for satisfeito. Note também
que

’)’_7'_|_1 = —Sj")’j, ' (4411)
assim
16 — Azypll2 = Bls152- - - Smls (4.4.12)

se s; = 0, entdo a solugdo é exata no passo J.

Poderdo ocorrer situacdes, denominadas “ break down ”, onde o vetor
v; é igual a zero no algoritmo (4.5), isto é, hjy;; = 0 para um certo passo j, im-
possibilitando calcular o préximo vetor de Arnoldi. Entretanto, conforme [21], isso
indica que a solucgdo exata foi obtida.
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4.4.1 .Comparagéo tedrica entre o FOM e o GMRES

Nesta se¢do serd descrito algumas relacoes entre “break downs”, que
podem acontecer em ambos algoritmos, além de estabelecer relagoes entre os residuos.
Sers chamado z] a iteragio do FOM e z¥ a iteragio do GMRES.

Primeiro, serd discutido um fato que pode interromper o algoritmo
FOM, quando a matriz H,, é singular em alguma iteragao, impossibilitando calcular
o iterado seguinte. Isto é um sério caso de “break down”, podendo interromper a
convergéncia do algoritmo FOM ou causar um fenémeno chamado “estagnacgio”no
GMRES, quando z€_; = 2. Uma possivel solugo seria tomar alguma matriz H;
néo singular, 1 < j < m — 1, calcular a:f e reiniciar o algoritmo com zy = wf . Nem
sempre é possivel fazer o procedimento acima, como mostrado num exemplo em [7].

Proposicao 4.4. Suponha que m passos do FOM tenham sido realizados, e assuma
que H,, ¢ singular. Entdo

min ||Be; — Hpy|| = min ||Be; — Hp1y|. (4.4.13)

Se yi é a solucdo de (4.4.4), k =m ou k = m — 1, entdo yC = (yS_,,0)T, assim
28 | = zC. Reciprocamente, se m passos do FOM tém sido tomados e (4.4.13) se

verifica, entdo H,, é singular.
Demonstragdo: Veja BROWN [7]
[ |

Esta proposi¢cdo mostra como o desempenho do FOM e do GMRES
estdo relacionados. Se Hy, é singular, entdo z%, nio existe e z¢ = z&_,. O contrério
também é verdade. Assim, ou ambos métodos progridem, ou ambos falham. Uma
importante observagdo da proposicdo (4.4) é que se o algoritmo GMRES apresentar

um baixo decaimento no residuo de uma iteragdo para outra, ou seja, < ¢ .,

AT
significa que a matriz H,, estd préxima da singularidade e assim é mal condicionada.

Ser4, estabelecido a seguir interessantes relacoes entre os residuos do
FOM e o do GMRES. Primeiramente, ser discutido uma variagdio do FOM a qual
se usa a fatoracdo QR da matriz Hessemberg superior H,, para resolver (4.3.6), ao
invés da fatoracio LU.
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H4 uma interessante relacdo entre Hy, e Hy,_,
Hm = [Em——la h'm]a

onde Ay = (h1m;---  Pmm)’- Usando a fatoracio QR de Hy,_, obtém-se a corres-
pondente fatoracio de Hy,.

H, = [ﬁm—la hm] = [Qm—lfl"m—ly hm]
= Qm—l[er—I, Qz—lhm]
= Qm—lRm,,

sendo que R,, = [Rm-1,Q%_,hn) € R™™. Assumindo que H,, é ndo singular,
a solugdo do sistema (4.3.6) pode ser encontrada resolvendo o sistema triangular
superior

‘ q{m—lel
Rny = BQn_1e1=f : : (4.4.14)

qsl,m_lﬁ
Seja, yE a solucio deste sistema. Pela proposicdo (4.2) tem-se
16 = Azl = Bt €m¥ml
usando argumentos similares 4 (4.4.11) e observando (4.4.14) tem-se

lemyml| = BIs1 .. - Sm—1/Tmml- (4.4.15)

Usando (4.4.15), obtém-se um importante resultado entre as normas
dos residuos para o FOM e o GMRES.

Proposicao 4.5. Suponha que m passos do FOM tenham sido ezecutados e que Hy,

€ ndo singular. Entédo

5 = WrSI - /1 + (ot T (4.4.16)
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Demonstracdo: Usando (4.4.15) tem-se

h
“T’,I;” = ﬂ'31 v Sm—llhm+1,m/'7'm,m| = ,3]31 e Sm_lsm'—ﬂﬂﬂ—. (4417)
|Sml [T m,m|
De (4.4.6), tem-se que [sp| = —=2=tbm _ assim usando (4.4.12)

2 2
Tm,m +h‘m+l,m

=l = HrSlle - /1 + (ot /T

|
Uma outra relagio pode ser obtida de (4.4.12) e (4.4.15)
Pam1,
Irmllz = 7= lrm fl2,
|Tm,m|
de (4.4.16)
hmim _ [lralla _
I, m| lIr@li3
€ entao
sl eEN
Irm-allz  lir&li3
de onde segue que
Irmlle = lIrmllact = lirmll2(1 = s7) V2. (4.4.18)

Este ultimo resultado mostra que a norma do residuo do FOM cresce na medida que
sm — 1, 0 que corresponde a estagnacdo no GMRES.

4.4.2 GMRES com reinicio

Similarmente ao algoritmo FOM, o GMRES torna-se impraticével quan-
do m cresce, aumentando custo de armazenamento e nimero de operagdes. Uma
maneira eficaz de contornar este fato é reiniciar o algoritmo ap6s um certo nimero
de iteragoes, o que é descrito a seguir.

Algoritmo 4.6. GMRES com reinicio
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1. Calcule rg = b — Az, B = ||roll2, v1 = T0/B € escolham € N

2. Use o algoritmo de Arnoldi para gerar m vetores de Arnoldi e a matriz Hy,
comegando com vy

3. Calcule yn, que minimiza ||Be; — Hyylle € faga T = To + VinlYm
4. Se critério é satisfeito, PARE. Sendo escolha z¢ := z,, e vd para 1.

Uma dificuldade eventual do GMRES com reinicio é a estagnacao, o
que ocorre quando a matriz ndo é positiva definida. O GMRES padrao converge em
no maximo n iteragdes, o que é invidvel para n grande. Neste caso, um precondi-
cionador deve ser usado para reduzir o niimero de iteragoes.

4.5 Analise de convergéncia do GMRES

Os polinémios de Chebyshev tem papel na teoria de convergéncia do
GMRES. Essa classe de polinémios, além de ser usada para estudar a convergéncia
de alguns métodos iterativos, ainda pode ser usadas na préatica, com o intuito de
acelerar as iteragGes ou o processo de projecao.

4.5.1 Polinomios de Chebyshev
Caso real:

Os polinémios de Chebyshev reais de primeiro tipo de grau k sdo
definidos por:

Ci(t) = cos(kcos™'(t)), t € [-1,1). (4.5.1)
Usando a relagdo trigonométrica
cos|(k + 1)8] + cos[(k — 1)8] = 2cosfcosk®,
e o principio de indugéo, verifica-se facilmente que (4.5.1) é um polinémio em ¢.

Essa relacao trigonométrica também fornece uma importante relagdo de recorréncia
de trés termos

Cryi(t) = 2Ck(2) — Cha (), (4.5.2)
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onde C() = 1, Cl ={.
Pode-se estender a definigio (4.5.1) para os casos onde |t| > 1 através
da férmula

Ci(t) = cosh(kcosh™'(t)), |t| > 1. (4.5.3)
A partir da definicdo acima, obtém-se a seguinte expressio:
1
Ci(t) = -2—[(t +VEE-1F+(t+vVeE-1)7F, (4.5.4)

valida para |t| > 1, que também pode ser estendida para |t| < 1. Quando k é grande
o segundo termo de (4.5.4) torna-se pequeno, fornecendo a aproximagcao:

Cul(t) ~ %(t+ VEZDF, [t > 1. (4.5.5)

Caso complexo

Como visto antes, quando |t| > 1, Ci(t) = cosh(kcosh™'(t)). Essa
defini¢do pode ser unificada para o caso complexo. Assim,

Ci(2) = cosh(k€), onde cosh(§) = z.
Definindo a varidvel w = ef, a férmula acima pode ser escrita como

Ci(2) = %[w’c +w™*] onde z = %[w +w . (4.5.6)

Esta é a definicao de polinomios de Chebyshev usada em C. Como antes, verifica-se
que os C}’s sdo realmente polindmios e satisfazem a recorréncia de trés termos

Ci11(2) = 22C5(2) ~ C—1(2),

Co(2) =1, Ci(2) == (4.5.7)

Esses tipos de polindmios estdo diretamente ligados com elipses no
plano complexo. Seja C, o circulo centrado na origem de raio p. Definindo J :
C, — C por

1 -1
J(w) = §[w+w ,
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chamada aplicagdo de Joukowski, que transforma C, em uma elipse centrada na
origem com focos -1, 1 e semi-eixos principais 3o+ p~] e 1[p — p7!].

Os Polinémios de Chebyshev sio assintoticamente 6timos, sendo 6timos
em apenas alguns casos. Para provar isso, serd considerado o lema seguinte, devido
a Zarantonello. Considera-se P, o conjunto de todos polinémios de grau k.

Lema 4.1. Seja C(0,p) um circulo centrado na origem e raio p e sejay € C e
¢ C(0,p) U int(C(0, p)). Entdo

k
) P
min max 2H={—1, 45.8
PEPLp(7)=1 2€C(0,p) Ip() ( I'Y| > ( )

o minimo é alcancado pelo polinémio (z/7)*.
Demonstragio: Veja RIVLIN [20]

O resultado anterior pode ser estendido para qualquer circulo centrado
em c e raio p e para qualquer « tal que v > p, apenas mudando variaveis e reescalando
o polinémio.

Seré considerado a seguir o caso de uma elipse centrada na origem com
foco 1, -1 e semi-eixo principal a, a qual pode ser considerada como a imagem de J
do circulo C(0, p). Denote por E, tal elipse.

Proposigao 4.6. Seja E, = J(C(0, p)) a elipse como acima, e sejay € C como no
lema (4.1). Entdo

ko ok
7 < min  max|p(z)] < _pk_‘i-/?_k (4.5.9)
|wal* = pePrpm=1 #eE, |wk + w; ]
onde wy é a raiz dominante da equagdo J(w) =
Demonstragdo: Veja SAAD [21].
|

Quando k — oo a diferencga entre os limitantes direito e esquerdo de
(4.5.9) tende a zero. Assim, um ponto importante, devido & proposicao, é que, para
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k grande, o polinémio de Chebyshev

wk + wk
= _‘T—‘_E, OIlde Z = _—_—'_7
wy +wy 2

p*(2)

estd préximo do polindmio 6timo, ou ainda, polinémios de Chebyshev sdo assintoti-
camente 6timos.

Novamente, pode-se estender o resultado para uma elipse E(c,d,a)
centrada em ¢, distancia focal d e semi-eixo principal a fazendo. uma simples mudanca
de variavel, mostrando que o polinémio de Chebyshev mais préximo do étimo é dado
por

Ci(z) = =42 (4.5.10)
Examinado a expressio (w* + w™F)/2 para w = pe?, verifica-se que o

méximo de |Ck(z)| sobre a elipse, é alcangado no ponto ¢ + a localizado no eixo real
[21]. Assim

~ Ci(%)
C, d’_. 45.11
e 1CG)| = e (45.11)

Assim, a convergéncia para o algoritmo GMRES pode ser demonstrada. Um resul-
tado de convergéncia global é o primeiro passo.

Proposicio 4.7. Se A € positiva definida, entdo o algoritmo GMRES(m) converge
para qualquer m > 1.

Demonstragdo: Veja SAAD [21]
[

Seria interessante o conhecimento de um limitante superior para a taxa
de convergéncia do GMRES. E disso que se trata o lema seguinte.

Lema 4.2. Seja z,, a solugdo aprorimada obtida do m-ésimo passo do algoritmo
GMRES e tome 1, = b — Ax,,. Entio z,, € da forma

Tm = To + gm—-1(A)To
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rmlle = 1/ ~ Agm-(A))roll = min [[(7 — Ag(A))roll2-
Demonstragdo: Veja SAAD [21]

Proposicao 4.8. Suponha que A € R™*™ é uma maltriz diagonalizdvel, assim seja
A = XAX"! onde A = diag{)1,As,... ,A\n} € a matriz diagonal de autovalores.
Defina

(m) ; PRIE
= min e, PO

Entdo, a norma do residuo do m-ésimo passo do GMRES satisfaz
Irmll2 < k2(X)e™ Irolls-
onde ka(X) = [| X [l2[|X 2.

Demonstragio: Veja SAAD [21]
|

Os resultados das secoes anteriores podem ser usados para obter um
majorante para ™. Suponha que o espectro da matriz A esteja contido em uma,
elipse E(c,d, a) com centro c, distincia focal d e semi-eixo principal a e que a origem
estd fora desta elipse. O corolario a seguif fornece um majorante para o residuo do
GMRES.

Coroldrio 4.1. Seja A uma matriz diagonalizdvel, assim tome A = XAX ™! onde
A = diag{), ... , n} é a matriz diagonal de autovalores. Assuma que todos o0s
autovalores de A estio contido em E(c,d,a) que exclui a origem. Entdo, a norma
residual formada no m-ésimo passo do GMRES satisfaz a desigualdade

Ci(3)

Irmll2 < kz(X)mHTOH%
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Demonstragdo: Como {\;}i=1.» € C,

(m) — : )< .
T ety B PO S B )

por (4.5.11), onde v = 0 e, pela observagdo acima,

™ < _qk_(ﬁ—i_)_

~ 1Ck(3)]
Usando a proposi¢do anterior, obtém-se o resultado desejado.

A seguir, descreve-se os métodos iterativos em espagos de Krylov basea-
dos no processo de biortogonalizacio de Lanczos. Estes sdo métodos de projecio que
s3o intrinsicamente nio ortogonais, possuindo algumas propriedades interessantes e
com uma andlise teérica bem elaborada.

4.6 Biortogonalizagao de Lanczos

O algoritmo da biortogonalizagdo de Lanczos é uma extensdo para
matrizes ndo simétricas do algoritmo Lanczos [22] simétrico, que é equivalente ao
algoritmo de Arnoldi para matrizes simétricas. O processo do Lanczos ndo simétrico
é completamente diferente ao de Arnoldi, pois busca uma sequéncia biortogonal ao
invés de uma sequéncia ortogonal.

O algoritmo proposto por Lanczos para matrizes ndo simétricas cons-
tréi um par de bases biortogonais para dois subespacos

K. (A,v) = spah{vl, Avy,...A™ 1y}

Ko (AT, wy) = span{w,, ATwy,. .. (AT)™ twy}.

conforme o algoritmo a seguir.
Algoritmo 4.7. Biortogonalizacdo de Lanczos

1. Escolha dois vetores vi, wy tal que < v, w; >=1
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2. Escolha By =0, =0, wg=vy=0
3. Paraj=1,2,...,m faca
(a) aj =< Avj,w; >
(b) V41 = Avj — aw; — Bjvj
(c) Wiy = ATwj — aw; — djwj_y
(d) 6,11 = | < jy1, Wjp1 > [V2 Se dj41 = 0 entdo PARE!
(&) Bys1 =< Bjs1, Dy > By |
() wirr = Bj11/Bjn |

() Yj+1 = 5j+1/5j+1

Os escalares d;11, fj+1, definidos nas linhas 3(d) e 3(e), sdo para garan-
tir que < vj41, wj+1 >= 1. Como resultado das linhas 3(f) e 3(g) do algoritmo (4.7),
é necessério apenas escolher d;11, B;+1 de modo que

6j+1ﬂj+1 =< ﬁj.{_l,'{ﬁj_{_l > . (4.6.1)

Serd, denotado por T, a matriz tridiagonal

ax /32 1
d oy /33

(Sm— 1 Om-1 ﬂm

L Om  Om

sendo que B;;1, 841 satisfaz a relagdo (4.6.1). Se forem usados estes escalares como
no algoritmo (4.7), entdo d;’s sdo positivos e B; = +4;. Observe do algoritmo que
os vetores v;’s estio em K, (A,v;) e os w;’s em K, (AT, w;). Isto é confirmado na
Proposicao a seguir.

Proposicdo 4.9. Se o algoritmo (4.7) néo interrompe o processo até o passo m,

entdo os vetores {v;}iz1,.. m € {w;j}j=1... m formam um sistema biortogonal, isto €,

1, sei =7 ..
< v, wy; >= ’ ] j 1<14,7<m.
0, sei#]



Além disso,{v;}iz1,.. m € uma base para Kn(A,v1) e {w;}j=1,.m € uma base para

K (AT, w;) sendo gue as seguintes relagées sdo vdlidas,

AV = Viu Ty + Oy 1Umeyr€r (4.6.2)
ATWm = WmTz + ﬁm+1wm+1e£, (463)
WAV, = T,. (4.6.4)

Demonstragdo: Veja SAAD [21]
[

Existem vantagens e desvantagens do algoritmo Lanczos sobre o al-
goritmo Arnoldi. O Lanczos requer pouco armazenamento de vetores, tendo uma
significante vantagem sobre o Arnoldi. Por outro lado, possui maior potencialidade
de ocorrer um “break down”, sempre que no algoritmo (4.7), linha 3(d) se verificar

< 6j+1,’lﬁj+1 >=0. (4.6.5)

Isto ocorre quando um dos dois vetores U;;1, @W;4; se anula, ou quando ambos sdo
n3o nulos e o produto interno é nulo. Se ocorrer o primeiro caso, com v;4; = 0 entdo
span{V;} é invariante e, assim, a solu¢do aproximada é exata; se @;;1 = 0 entdo
’span{Wj} é invariante e nada pode ser afirmado sobre a solugdo aproximada para
o sistema com A, apenas que é exata para o sistema dual (AT). O segundo tipo
de “break down” é mais grave e, a primeira vista, impossibilita calcular a iteragao
seguinte. Felizmente, existem modificagdes do algoritmo que permitem sua continu-
acdo em muitos casos. Essas modificagdes consistem nos denominados algoritmos de
Lanczos look-ahead.

A principal idéia do look-ahead é definir o par de vetores vj 2, Wjt2,
mesmo que o par vjyi, W;+y Dao esteja definido. Se o par vj,2, wjye nio pode ser
definido, entfo tenta-se vjia, wjt3 € assim por diante. Para mais detalhes veja [22].

4.6.1 O algoritmo Lanczos e sistemas lineares

Considere o seguinte sistema linear

Az =b, A € R™" ndo simétrica, (4.6.6)
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Seja z, uma aproximacao inicial e tome 7y = b — Azy. O algoritmo Lanczos para
resolver (4.6.6) é descrito a seguir.

Algoritmo 4.8. Algoritmo Lanczos para sistemas lineares ngo simétricos
1. Calcule To = b— A.’Eo € ,3 = ”7‘0”2
2. Faca m passos do algoritmo Lanczos, ou seja,

(a) Seja vi =10/B e escolha wy tal que < vy, w; >=1
(b) Gere os vetores de Lanczos vy, ... ,Vm, Wi, .. ,Wn

(¢c) Considere a matriz Ty, do algoritmo (4.7)

3. Calcule yy, = T, (Be1) € Tm = To + Vinlym

Como no algoritmo FOM, pode-se calcular a norma do residuo a cada
iteracdo, o que é firmado pela proposigao a seguir.

Proposic¢ao 4.10. O vetor residual de uma solucdo aprozimada z,, gerada pelo al-
goritmo (4.8) é dado por

b— ij = —6j+1e}1ijj+1. (4.6.7)

Demonstracdo: Pelo algoritmo (4.8), tem-se que z; = %o + Vjy;, assim, usando
(4.6.2) obtém-se

b— Az; =b— A(zo + Vjy;) =b— Azy — AVjy; =

ro = ViTiy; — dj11€] YjUi1 = —0j11€5 Yivjsn.
[ |
Como consequéncia da proposi¢do acima, tem-se
16 — Az;ll2 = |6;11€] yjlllvjslla. : (4.6.8)

4.6.2 Os algoritmos Bi-CG e QMR

Do algoritmo (4.8), pode-se derivar o algoritmo Bi-Gradiente Conju-
gado (Bi-CG), proposto por Lanczos em 1952 e o Quasi-Minimo Residuo (QMR). A
seguir, ambos os algoritmos sdo explicados resumidamente.
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O algoritmo Bi-CG:

O algoritmo consiste em um processo de projecao em
K, = span{v, Avy, ..., A" o}
ortogonalmente a
Lo = spanfwy, ATwi, ..., (AT)™ 'w,}

sendo que v; = ro/||7o))2 € w1 tal que < vy, w; >7# 0, geralmente escolhe-se igual a
V1.

Seja
T = LpyUn, _ (4.6.9)
a decomposicao LU de T, e
P =V, U, zm =L (Ber). (4.6.10)
A solucdo aproximada é escrita por:

T = To + Vi T,  (Ber)
= 7o + ViU L2 (Ber)
=T+ PmL,“n1 (Bes) = zo + Pmzm.

A partir das equagGes acima, pode-se atualizar z,,,; a partir de z,, e
Pm+1 & partir de py,.
Considere a matriz

Py = Wn(L,)". . (4.6.11)
Observa-se que os vetores coluna p} de Py, e os p; de P, sdo A-conjugados, pois
(P APy = LW AV,U! = L' TaUgt = 1.

A partir destas informagées, pode-se derivar o Bi-CG do processo de Lanczos.

Algoritmo 4.9. Bi-Gradiente Conjugado (Bi-CG)
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1. Calcule rg = b — Axq e escolha 1§ tal que < rg,15 ># 0
2. Escolha py =19, py =713
3. Para j =0,1,..., até convergir faca

(a) o5 =<rj75 >/ < Ap;,p; >

(b) zjs1 = T; + ;p;

(c) Tj1=71; — 0 Ap;

(d) 754y =75 — aATp;

(e) Bi =< Tj41,Tj41 > / < Tj, T} >

(f) Pi+1 =Tjr1 + Bip;

() P;+1 = 7';+1 + ﬁjp;

Note que, se for de interesse resolver também o sistema dual, deve-se
definir na linha 1 ry = b* — ATz} e atualizar z;.1 = T; + a;p; depois da linha 5.

O algoritmo QMR:

Do algoritmo de Lanczos tem-se que

AV = Vi1 T (4.6.12)

onde T, € R™+DX™ & yma matriz tridiagonal

r,=| Im
Om+1€m,

Definindo-se o vetor v; = 79/ e usando o fato que z,, = =y + Viny,
tem-se

b—Ar=b— A(zg+ Vuy) =710 — AVppy =
:Bvl - Vm+1Tmy = Vm+1 (,361 - Tmy)7

assim,
16~ Azpmll2 = [|[Vins1(Ber — Tmy) l2- (4.6.13)
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Se a matriz Vipqy for ortonormal, tem-se ||b — AZmll2 = ||Ber — Tmyll2, resultando
em um problema de quadrados minimos linear, como no GMRES. A idéia do Quasi-
Minimo Residuo (QMR) é tomar o argumento y que minimiza a fungio

J(y) = |1Ber — Tmyll2

sobre y, e entdo calcular a solucdo aproximada xp+Vny. Assirh se Ym = argmin, J(y),
tem-se Z, = To + VinlYm- O algoritmo QMR é bastante similar ao GMRES, a tnica
diferencga é que o Arnoldi é trocado pelo Lanczos.

Por causa da estrutura tridiagonal da matriz T, pode-se atualizar a
solucdo T, a partir de n,—1, como mostra o algoritmo abaixo.

Algoritmo 4.10. Algoritmo QMR
1. Calcule g =b— Azg e v = |[roll2, w1 =v1=70/m
2. Param =1...,até convergéncia faca

(a) calcule cp,Omi1 €Vmi1, Wmy1 como no algoritmo (4.7)
(b) Atualize a fatoracdo QR de Ty, ou sejo

(i) Aplique as rotacies €, i =m — 2,m — 1 para a m-ésima coluna de
T,

(i) Calcule os coeficientes de Totagio ¢y Sm por (4.4.6)

(c) Aplique a rotagdo QU a Ty € Gm, isto é, calcule:
(1) Ym+1 = —5m¥m

(i) Ym = cm?

(111) Qm = CmQy + SmOmp1
(@) Pm = (vm — Z?;—;ri—2 tim®i) [tmm
(¢) Tm = Tm—1 + YmPm
(f) Se |Ym+1| € suficiente pequeno, PARE!

4.6.3 Variagoes da biortogonalizacao de Lanczos

Os métodos Bi-CG e QMR requerem, a cada passo, um produto matriz
vetor envolvendo AT, sendo que nem sempre esta é disponivel. Como os vetores
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pt, w; gerados com AT ndo contribuem diretamente para a solu¢do aproximada,
sendo apenas necessarios para obter alguns escalares do algoritmo como «; e 3; no
Bi-CG, existem métodos que ficam livre do uso de AT. Entre eles, pode-se citar o
CGS (Gradiente Conjugado ao Quadrado) e o Bi-CGStab (Bi-Gradiente Conjugado
Estabilizado), que serdo tratados a seguir.

O algoritmo CGS:

O algoritmo CGS [23] é baseado no Bi-CG, evitando usar a matriz AT
e assim obter uma convergéncia mais rdpida. A idéia central é baseada em uma
simples observagdo. Do algoritmo Bi-CG, o vetor residual na iteragdo j pode ser
€spresso como

rj = ¢;(A)ro, (4.6.14)

sendo ¢; um certo polinémio de grau j tal que ¢;(0) = 1. Similarmente, existe um
polinémio 7; de grau j tal que

p; = m;(A)ro. (4.6.15)

Observe que r} e pj no algoritmo Bi-CG sdo definidos com 0s mesmos escalares na
recorréncia, sendo que A é substituida por AT, assim

ry = ¢;(AT)r5, ) = mi(AT)r5.
Como resultado, tem-se que o escalar ¢; no algoritmo é dado por

L < ¢j(A)T0,¢j(AT)T5 > < QS?(A)T(),TB >
77 < Ami(A)ro, mi(AT)rg > < AWJ?(A)TO,T(‘)‘ >’

mostrando que se fosse conhecida uma férmula de recorréncia para os vetores ¢3(A)ro
e 7rJ? (A)ro, ndo se teria problemas em calcular ¢; e de uma maneira andloga, 3;. A
idéia é encontrar uma sequéncia de iterados cujos os residuos satisfazem

r; = ¢2(A)ro. (4.6.16)

Para estabelecer a recorréncia desejada, comega-se a recorréncia que
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define ¢; e ;, que séo

¢i+1(t) = #;(t) — aytm;(t), (4.6.17)
Ti+1(t) = ¢j41(t) + Bim;(2), (4.6.18)

assim,

2a(t) = () — 2a5tm;()85(2) + o5t°n; (2),
m2,@) = ¢2@) + 28,0541 ()m;(t) + i (2).
Se as relagGes acima ndo tivessem os termos cruzados 7;(t)¢;(t) e
¢j+1(t)m;(t) do lado direito, teria-se uma férmula de recorréncia. Uma solugdo é
introduzir um desses termos cruzados, por exemplo ¢;.1(t)m;(t), como um terceiro

membro de recorréncia. Para o outro termo, 7;(t)¢;(t), omitindo a varidvel ¢, tem-se
a seguinte relacao

¢;m; = (@5 + Bi—1mi—1) = ¢j + Bj—10i7j_1.

Resumindo todas essas relagoes, obtém-se as recorréncias

2.0 = 6 — ;t(262 + 2B 145m;-1 — tn?) (4.6.19)
G = ¢F + Bj1$imi—1 — ajtny (4.6.20)
7"_12‘+1 = 42'+1+2ﬂj¢j+17fj+,3_?7f_72~- (4.6.21)
Definindo
ri = ¢;(A)ro (4.6.22)
p; = m;(A)ro (4.6.23)
g = ¢j+1(A)mi(A)ro, (4.6.24)

as recorréncias anteriores ficam

riv1 = 15— o AQ2r; + 26191 — ;Aps), (4.6.25)
g = Ti+Bi1gi-1 — Ap;, (4.6.26)
Pi+1 = Tjt1+ 2645+ ﬂ?pj. (4.6.27)
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E conveniente definir alguns vetores auxiliares para simplificar o algoritmo. Seja

dj =2rj + 20;_1qj-1 — ajAp;

uj = 7j + Bi-1¢i-1,
assim, tem-se as relacoes

dj = uj+gj
g = u; —a;Ap;,
Piv1 = uip1+ Bi(g + Bips),
resultando no algoritmo que segue.
Algoritmo 4.11. Algoritmo CGS
1. Calcule 79 = b — Axg; T arbitrdrio
2. Seja py = ug = Tp-
8. Pare j =0,1,...,até convergir faca
(o) aj =<rj,r5 > [ < Apj,15 >
(b) q; = u; — o;Ap;
(c) Tjp1 = zj+ o5(u; + g5)
(d) Ti1 =1; ~ ;A(u; + g5)
(¢) Bj =<rjp1,m5 > [ <1575 >
(f) ujs1 =Tin + Big
(9) Pi+1 = w1 + Bi(g; + Bip;)
Uma desvantagem do algoritmo CGS é que, como os polindmios sao
elevados ao quadrado, os erros de arredondamento tornam-se mais danosos no algo-

ritmo Bi-CG. Em particular, ocorre grandes variagoes dos vetores residuais, refletindo
imprecisdes no cdlculo dos residuos na linha 3(d) do algoritmo (4.11).
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O algoritmo Bi-CGStab:

O algoritmo Bi-CGStab é uma variacio do CGS desenvolvido para
contornar as dificuldades citadas anteriormente. Ao invés de procurar um vetor
residual como em (4.6.16), o Bi-CGStab produz iterados cujo vetores residuais sao
da forma,

r; = %;(A)$;(A)ro, (4.6.28)

sendo ¢;(t) o polinémio associado ao residuo no algoritmo Bi-CG e #;(f) um novo
polinémio, definido recursivamente com o objetivo de “suavizar”o comportamento
da convergéncia. A férmula de recorréncia é dada por:

Yisa(t) = (1 — wit)y;(t). (4.6.29)

O escalar w; é determinado a posteriori. A maneira de deduzir as relagoes de
recorréncia é similar ao do algoritmo CGS. Ser4 iniciado com o polinémio residu-
al ¢¥;119;41, obtendo

Yininn = (1~ wit)idin, | (4.6.30)
= (1 - wt)(¥;; — aithym;). (4.6.31)

Para o termo v;m; pode-se escrever

Yimi = P + Bj-1mj-1) (4.6.32)
= ;¢ + Bi-1(1 —wj1t)1mig. (4.6.33)

Define-se

ri = ¢j(A)pA)r,
pj = Yj(A)m;(A)ro.

Pelas relagoes acima, supondo que os escalares a; e 3; estao disponiveis, esses vetores
podem ser atualizados pelas seguintes férmulas de recorréncia

riv1 = (I —w;A)(r; — ajAp;)

(4.6.34)
Piy1 = T+ Bi(I — wjA)p;.
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A seguir, serd deduzido o cdlculo dos escalares necessdrios. Pelo algoritmo Bi-CG,

tem-se que B; = pj11/p; onde
03 =< B3(A)ro, b5(AT)rg >=< S(A)ro, 75 >

Note que o vetor ¢?(A)ro néo estd disponivel. Para contornar essa dificuldade, define-
se

pi = < ¢ij(A)ro, 9;i(AT)ro >
= < v;(A)¢;(A)ro, T >

= <7T1j,T5>.
Para relacionar os escalares p; e p;, expandir-se-4 o polinémio 1;(A), obtendo-se
pi =< (Ao, n (AT rg, mf (AT M5, . >

Como ¢;(A)ry ¢ ortogonal a todos vetores (AT)*r§, com k < j, e se ~9) ¢ o primeiro
coeficiente de ¢;, tem-se entédo

(J) r 77(])
pj =< ¢j(A)7"o, G 57 %i(A )0 >= 7(1)/7]

Observando as relagoes de recorréncia para ¢;1 e ¥;41, tem-se que

it = —wn®, A= —ayn?,

e como resultado

Pj+1 _ Wi Pi+1

~ - ’
P a; pj

dando a seguinte relacdo para §; :

(p.7+1)(a.1)

De uma maneira aniloga, pode-se deduzir uma férmula para ;. Pelo algoritmo

<A AT >
T < Ami(A)ro, mi(AT)rg >
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Como no caso anterior, os polinémios no lado direito dos produtos internos, tanto
no numerador como no denominador, podem ser trocados por seus termos de maior
grau. Portanto, neste caso, os coeficientes destes termos para ¢;(AT)ry e m;(AT )ro*
sdo idénticos e, portanto,

< ¢i(A)ro, ¢i(AT)rs >

T T < Ami(A)re, mi(AT)ry >
< ¢;(A)ro, ¥;(AT)r§ >
< Am;(A)ro, ¥; (AT)rg >
< ;(A4)¢i(A)ro, 5 >
< Api(A)mi(A)ro, 5 >

Como p; = 9;(A)7m;(A)re, tem-se que

7

= —_— 4.6.35
< Apj) 7‘6 > ( )

@

E necessario, agora, definir o pardmetro w;. A escolha mais natural é escolhé-lo para
minimizar ||(I ~ wA)y;(A)¢j+1(A)rol|2 sobre w. Pela equacio (4.6.34) tem-se que

rie1 = (I — w;A)s;
onde
85 =15 — 05 Ap;.

Entéo, o valor étimo de w é dado por

<A8j,8j >
Wi = ——2—2
7 < Asj, As; >

Assim, a equagdo (4.6.34) pode ser escrita como
rivl = 8 — wjAs; = 1; — 0 Ap; — w;As;,
e a atualizacdo para a solu¢do aproximada é dada por
Tjr1 = Tj + ajpj + W;8;.
Com essas relagoes, pode-se escrever o seguinte algoritmo.
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Algoritmo 4.12. Algoritmo Bi-CGStab

1. Calcule rg = b — Az, 1§ arbitrdrio

2. Sejapo=ro

3. Para j =0,1,...,até convergéncia faga
(a) aj =<rj,r5 > [ < Apj, 1§ >
(b) sj =r; — a;Ap;
(¢) wj =< Asj,s; > [ < As;, As; >
(d) Tjr1 = Tj+ a;p; + w;s;
(e) Tjt1 =8; —w;As;

<Tj41,T5> O
() Bi = 555

(9) Pi+1 = Tiq1 + B < pj — wiAp; >

67



Conclusao

Neste trabalho, duas formulagdes importantes das equagoes da rede
elétrica foram resolvidas usando véirias técnicas numéricas. No problema de fluxo
de cargas, métodos de Newton Inexatos com diferentes algoritmos iterativos lineares
foram empregados. A segunda formulagao, abordada mais recentemente na literatu-
ra, empregou um método para o problema de quadrados minimos nao lineares com
restricoes.

Verificou-se, para os sistemas nio lineares esparsos que representam o
problema de fluxo de carga, que os precondicionadores tem um papel importante
para a convergéncia da sequéncia de sistemas lineares subjacentes, mostrando um
bom resultado ao usar precondicionadores baseados em fatoragdo ILU(0) e ILUT,
este 1ltimo responsédvel pela convergéncia do SSB340, onde a matriz jacobiana nao
apresenta uma estrutura de esparsidade favordvel. Pode-se constatar pelos testes,
que os métodos iterativos que tiveram um melhor desempenho foram os BiCG-Stab
e 0 CGS, que sio baseados no processo de biortogonalizagdo de Lanczos.

A medida que a dimenso aumenta, melhor investimento deve ser feito
no precondicionador. Para problemas de grande porte, como é o caso do SSB1916
com 1916 barras, considerado em BARBOZA (3], esquemas que combinam carac-
teristicas de diferentes precondicionadores devem ser utilizados. Isto ndo é uma
tarefa fécil, pois requer uma implementacio sofisticada. Duas abordagens poderiam
ser investigadas: o comportamento dos diferentes métodos iterativos em problemas
de grande porte, que representam o caso real dos problemas em sistema de poténcia
brasileiro e como os precondicionadores podem ser obtidos considerando os diferentes
métodos iterativos e os diferentes sistemas. Em ambos os casos, um investimento
importante em 4lgebra linear numérica, tanto do ponto de vista tedrico quanto com-
putacional, poder4 fornecer respostas satisfatérias.

A ndo convergéncia de alguns casos para o problema de fluxo de carga
sem o0 uso de precondicionamento ji é um indicio de que o problema sem solucgao
apresenta mal condicionamento. De fato, isso foi identificado nos experimentos com-
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putacionais. N&o é uma tarefa trivial abordar um problema mal condicionado em
computacio de grande porte com métodos iterativos e esquemas de precondiciona-
mento. Nos testes numéricos, mesmo usando uma técnica para diminuir o nimero
de condic¢do do sistema, o qual chamamos de sistema estendido, o processo de con-
vergéncia 3 solu¢do ndo é afetado favoravelmente. Este é mais um indicio de como
as equacdes da rede elétrica constituem um desafio para os analistas numéricos. No
problema de fluxo de carga sem solugio, langamos mao do Lagrangeano aumentado
como fungio de mérito, resultando em algumas melhorias, principalmente na taxa
de convergéncia do método de Newton. Embora os resultados tenham sido melhores,
as iteragdes de Gauss-Newton iniciais foram indispensaveis para a convergéncia.

Os métodos iterativos em subespago de Krylov sdo a base dos mod-
ernos e eficientes programas de alto desempenho em andlise numérica. Portanto, o
estudo desses métodos desenvolvido neste trabalho deve servir de base para as futuras
investigagOes, ndo s6 para o modelo em questdo, mas para qualquer investimento em
resolucdo de sistemas de grande porte de cardter geral.
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