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“ So you thought you might like to go to the show.
To feel the warm thrill of confusion that space cadet glow.
Tell me is something eluding you, Sunshine?
Is this not what you expected to see?
If you wanna find out what's behind these cold eyes,

2

You'll just have to blow your way through this disguise.

R. Waters



Sumario

Capitulo 1: Introducao

1.1 Motivacao
1.2 Revisao Bibliografica
1.3 Objetivo / Estrutura da Dissertagao

Capitulo 2: Equacao de Navier-Stokes

2.1 Introducao
2.2 Formulagao Forte do Problema
2.3 Formulagao Fraca do Problema

2.4 Formulagao do Problema pelo Método de Elementos Finitos

2.4.1 O Sistema Nao Linear
2.4.2 O Campo de Velocidade Prescrito

2.5 O Algoritmo
2.5.1 Formulacao do Esquema Numérico
2.5.2 Determinagao de [K ]
2.5.3 Algoritmo para Solugao do Sistema Nao Linear

2.6 Problemas Aplicados

2.6.1 “Square Lid-Driven Cavity”
2.6.2 Difusor Divergente

vi

13

26
26

27

27

29

30

31

31
48



vil

Capitulo 3: Otimizacao de Forma

3.1 Introducao 60
3.2 Otimizagao de Funcoes 60
3.2.1 Condicao Necessaria de Otimalidade 61
3.2.2 Método do Lagrangeano Aumentado 62
3.3 Geracao de Malha 70
3.4 A Fungao Objetivo 72
3.5 Aplicagoes 74
3.5.1 Problema Cléssico da Cavidade (“Square Lid-Driven Cavity”) 74
3.5.2 Difusor Divergente 84
3.5.3 Comentarios Adicionais 94

Capitulo 4: Conclusoes e Sugestoes

4.1 Conclusoes 99
4.2 Sugestoes 100
Referéncias Bibliograficas 101
Apéndice A: Derivadas de Segunda Ordem 108
Apéndice B: O Teorema de Kuhn-Tucker 112

Apéndice C: A Equacao de Euler-Lagrange 118



viil

Apéndice D: O Método de Newton 126

Apéndice E: A Matriz Hessiana 131

Apéndice F: O Gradiente 134



Lista de Simbolos

U Vetor velocidade (Capitulo 2)

u Vetor dos multiplicadores de Lagrange (Capitulo 3)
P Pressao (Capitulo 2)

P Densidade

b Vetor de forga de corpo

™
.
N

Tensor deformagao (Capitulo 2)

Parametro de penalidade (Capitulo 3)

> ™

Vetor dos multiplicadores de Lagrange (Capitulo 3)

AN

Viscosidade dindmica

=
@

Nimero de Reynolds

=

Vetor posigao (Capitulo 2)

=

Vetor das varidveis de projeto (Capitulo 3)

=
=8

Infimo da i-ésima restricao de caixa

Rl

12}
=1
o

=

Supremo da i-ésima restricao de caixa
Gradiente
Operador Laplaciano

Conectivo l6gico “e”

< > o4

Conectivo légico “ou”

Conectivo légico “entao”
Quantificador “qualquer que seja”
Produto tensorial

(.,.) Produto interno

Produto escalar

|| . || Norma



Lista de Figuras

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

© 00 = O U s W N -

NN N N N DN N N N e e b e e e e e e e
W N D O R WY M O ®©® 00Ut W N = O

: Exemplo de dominio genérico a ser estudado

: Exemplo de elemento T3

: Exemplo de elemento T6

: “Square Lid-Driven Cavity”

: Divisao do dominio nas nove regioes

: Malha 90 X 90 estruturada e nao regular

: Norma euclidiana do vetor velocidade (Re = 1000)

: Campo de pressao (Re = 1000)

: Campo de velocidade (Re = 1000)

: Vértice captado no canto direito inferior da cavidade (Re = 1000)

: Vértice captado no canto esquerdo inferior da cavidade (Re = 1000)

: Perfil da vel. horizontal ao longo da linha de centro vertical (Re = 1000)
: Perfil da vel. vertical ao longo da linha de centro horizontal (Re = 1000)
: Perfil do campo de pres. ao longo da linha de centro horizontal (Re = 1000)
: Perfil do campo de pres. ao longo da linha de centro vertical (Re = 1000)
: Norma euclidiana do vetor velocidade (Re = 5000)

: Campo de pressao (Re = 5000)

: Campo de velocidade (Re = 5000)

: Vértice captado no canto esquerdo superior (Re = 5000)

: Vértice captado no canto esquerdo inferior (Re = 5000)

: Vértice captado no canto direito inferior (Re = 5000)

: Perfil da vel. horizontal ao longo da linha de centro vertical (Re = 5000)

: Perfil da vel. vertical ao longo da linha de centro horizontal (Re = 5000)

: Perfil do campo de pres. ao longo da linha de centro horizontal (Re = 5000)
: Perfil do campo de pres. ao longo da linha de centro vertical (Re = 5000)

: Difusor Divergente

: Malha 25 X 40

: Norma euclidiana do vetor velocidade (Re =10)



Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:
50:
51:
52:
53:
54:
55:
56:
5T:
58:

Campo de pressao (Re =10)

Campo de velocidade (Re = 10)

Perfil do campo de pressao na parede do canal (Re = 10)
Malha 25 X 80

Norma euclidiana do vetor velocidade ( Re = 100 )

Campo de pressao ( Re = 100 )

Campo de velocidade ( Re = 100 )

Perfil do campo de pressao na parede do canal (Re = 100)
Algoritmo de otimizagao

Vista global do esquema de solugao do problema de 6timo
Exemplo de abordagem do dominio via macro-elementos
Descriminacao das faces do macro-elemento

Descriminacao das interpolagoes utilizadas nos macro-elementos
“Lid-Driven Cavity” modelada com dois macro-elementos e serendipity 17
Geragao da malha em elementos triangulares

Dominio inicial

Malha da forma inicial da cavidade ( 1.i)

Malha da forma otimizada ( 1.i)

Norma euclidiana do vetor velocidade ( 1.i)

Campo de pressao ( 1.i)

Campo de velocidade ( 1.i)

Macro-Elemento usado para abordagem do problema ( 1.i)
Malha da forma inicial da cavidade ( 1.ii)

Malha da forma otimizada ( 1.ii )

Norma euclidiana do vetor velocidade ( 1.ii )

Campo de pressao ( 1.ii )

Campo de velocidade ( 1.ii )

Macro-Elemento usado para abordagem do problema ( 1.ii )
Otimizacao da rampa da difusor divergente

Malha da forma inicial do difusor ( 2.i)

x1

51
52
53
54
54
55
95
56
67
68
68
69
70

71
74
75
75
76
76
(4
7
79
80
80
81
81
82
84
85



Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

59:
60:
61:
62:
63:
64:
65:
66:
67:
68:
69:
70:
71:
72:
73:

Malha da forma otimizada ( 2.i )

Norma euclidiana do vetor velocidade ( 2.i )

Campo de pressao ( 2.i)

Campo de velocidade ( 2.i)

Macro-Elemento usado para abordagem do problema ( 2.i)

Malha da forma inicial do difusor ( 2.ii )

Malha da forma otimizada ( 2.ii )

Norma euclidiana do vetor velocidade ( 2.ii )

Campo de pressao ( 2.ii )

Campo de velocidade ( 2.ii )

Macro-Elemento usado para abordagem do problema ( 2.ii )

Pos. inicial e final dos nés da tampa superior referente ao caso ( 1.i)
Pos. inicial e final dos nés da tampa superior referente ao caso ( 1.ii )
Pos. inicial e final dos nés da rampa referente ao caso ( 2.i)

Pos. inicial e final dos nés da parede referente ao caso ( 2.ii )

xii

85
86
86
87
87
89
90
90
91
91
92
95
96
97
98



xiil

Lista de Tabelas

Tabela 1: Condigoes de Contorno da “Lid-Driven Cavity” 69



Xiv

RESUMO

O trabalho aqui presente destina-se a fazer uma abordagem de um problema de
Otimizacao de Forma, via Método de Elementos Finitos de Galerkin, sendo os alvos de
estudos as equagoes de Navier-Stokes e Continuidade (bidimensionais). Os escoamentos
aqui tratados sao incompressiveis e encontram-se em regime permanente.

O objetivo do trabalho ¢ dado um escoamento sobre uma superficie, encontrar a
forma desta que “minimiza” a dissipacao viscosa do escoamento analisado. Sendo esta
definida como a fun¢do objetivo do nosso problema de 6timo, e onde as restricoes
encontradas sao do tipo lateral e/ou volumétrica.

O tratamento dado neste trabalho ao problema de otimizacao de forma é fortemente
baseado no cédlculo do gradiente da funcao objetivo, que é feito numericamente. Este
cédlculo se da através de diferenca finita central, onde cada uma das varidveis de projeto sao
“perturbadas’ em ambas as direcoes. A cada perturbacao dada uma nova malha é gerada
para o dominio e a andlise do escoamento é refeita. A formulacao implementada para a
andlise do escoamento, possui ainda pardmetros de estabilizacao que possibilitam o
tratamento de escoamentos em que valores elevados do nimero de Reynolds (Re ~ 1000)
estejam envolvidos, bem como permitem a nao satisfacao das condi¢des de Brezzi-Babuska
(ou condigoes de inf-sup). A eficiéncia desta estratégia é checada em duas aplicagdes. O

critério de otimalidade adotado é a satisfacao das condicoes de Kuhn-Tucker.

Palavras-chave: [Kuhn-Tucker], [Método de Elementos Finitos de Galerkin|, [Otimiza¢ao de

Formal.
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ABSTRACT

The present work presents an approach to the solution of a Shape Optimization
problem, where one makes use of the Galerkin Finite Element Method. The target state
equations of the optimization problem are Nawier-Stokes and Continuity equations. The
flows considered here are incompressible and at a steady-state condition.

The objective of this work is to find the optimal shape of a domain so that it
minimizes the viscous dissipation of the resulting flow. Thus, the viscous dissipation is
defined as the objective function of the optimization problem which is subjected to a
volume and side constraints.

The treatment given in this work to shape optimization is strongly based on the
computation of the gradient of the objective function, that is done numerically by the
central finite difference scheme. At each perturbation of the finite difference scheme a new
mesh is generated for the modified domain where a flow analysis is done. In the flow
formulation we have introduced some stabilization parameters that allowed to solve flows
with high Reynolds number (Re ~ 1000) without satisfying the Brezzi-Babuska (or inf-sup)
conditions. The effictiveness of this strategy is verified by solving two problem cases. The

Kuhn-Tucker necessary optimality condition is verified for all problem cases.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacgao

ste trabalho foi motivado pelo desejo de resolver problemas de otimizagao de forma,

cuja aplicacao tem crescido ao longo dos anos, particularmente em &reas como

mecéanica estrutural e controle 6timo, onde muitos problemas podem ser formulados
como a minimizac¢ao de funcionais definidos sobre uma classe de dominios admissiveis.

A otimizagao de forma é um procedimento quase indispensdvel no projeto e
construcao de estruturas industriais. Por exemplo a fuselagem de aeronaves e de
espagonaves devem satisfazer a estritos critérios de performance mecanica e
simultaneamente ter o minimo peso possivel. O problema de otimizacao de forma para tais
estruturas consiste em encontrar a geometria da estrutura que minimiza um dado funcional
(i.e. tal como o peso da estrutura) e que simultaneamente satisfaca as restrigoes
especificadas (como espessura, energia de deformacao, ou limites de deformagao/fisicos).

A geometria da estrutura pode ser considerada como um dominio no espago
Euclidiano tri-dimensional. Em geral o funcional toma a forma de uma integral sobre o
dominio, ou sobre sua fronteira, onde o integrando depende da suavidade da solugao do
problema de valor de contorno. O problema de otimizacao de forma consiste na
minimizacao de tal funcional com respeito ao dominio geométrico que deve ser tomado
sobre uma familia de dominios admissiveis.

Solucionar um problema de otimizagao de forma significa idealmente encontrar o
minimo de um funcional especifico sobre um conjunto de dominios admissiveis. A andlise, a

priori, da existéncia da solucao de tal problema seria de grande importéancia, todavia torna-
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N

se muito pouco adequado avaliar os resultados quanto a existéncia (a priori) deste minimo.
Em geral a existéncia da solucao para tais problemas é obtida pela imposicao, de algumas
restricoes nao reais, a familia de dominios admissiveis. Estas restricoes sao comumente nao
satisfatérias do ponto de vista fisico.

Na prética, a engenharia estd interessada em aumentar a rigidez de uma placa,
reduzir o arrasto na asa de um aviao, diminuir o peso de um radiador, etc. Muitos estudos
no campo da otimizacao de forma tem sido desenvolvidos nestes tltimos anos. Os
resultados na formulagao de problemas de mecanica, na andlise funcional e na teoria de
controle tem sido recentemente combinados, tornando este um campo muito fértil em
termos de estudo e producao cientifica. O trabalho aqui desenvolvido tem o intuito de

aplicar tais teorias e conceitos a problemas de escoamento de fluidos sobre superficies.

1.2 Revisao Bibliografica

As metodologias apresentadas nas referéncias podem ser divididas didaticamente em
dois grupos: as que fazem referéncia a solucao da equacgao de Navier-Stokes pelo Método de
Elementos Finitos e as que se referem & otimizacao de forma.

A literatura especializada mostra que os resultados de simulagoes numéricas da
equacao de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis, com a utilizacao do método
cldssico de Galerkin, podem sofrer oscilagbes espirias (instabilidades numéricas). Isto se
deve a duas fontes principais. A primeira seria o cardter advectivo-difusivo das equacoes,
que pode permitir a contaminacao do campo de pressao, assim como a conseqiiente
contaminagdo do campo de velocidade (quando o escoamento é submetido a elevados
nimeros de Reynolds). A segunda fonte destas oscilagoes numéricas seria a formulagao de
cardter “ misto ” (envolvendo campos de pressao e velocidade) das equagoes, o que limita
fortemente a escolha das combinacoes das funcoes de interpolagao elementares usadas para
aproximar os campos de velocidade e pressao.

O contorno destes problemas, i.e. a estabilizacao da solugao, tem sido estudada de
forma incessante com o passar dos anos. Como exemplo das metodologias com esta
finalidade pode-se citar: a formulacao de Petrov-Galerkin onde a base das fungoes peso nao

sao simplesmente iguais a uma base de fungoes forma (“ shape functions ”). Neste caso esta
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base ¢é enriquecida pela adicao de fungoes perturbacao descontinuas que possuem
caracteristicas numéricas desejaveis, resultando entao em um esquema que foi introduzido
por Hughes e Brooks (1980), Hughes e Brooks (1982), e Kondo (1994). Esta metodologia é
referenciada na literatura como “ SUPG — Streamline Upwind Petrov Galerkin 7. O “
SUPG 7 tem-se mostrado capaz de controlar as instabilidades numéricas e com a vantagem
de nao produzir uma excessiva difusdo numérica que pudesse prejudicar a solugdo (o que
ocorre no esquema “ up wind 7 puro). O que se percebeu, porém, foi que na vizinhanga de
regioes com elevados gradientes a precisao dos resultados se mostrou vulnerdvel as tao
indesejadas instabilidades.

Formulagoes adicionais com a mesma finalidade da citada acima também podem ser
referenciadas, como o Método do Gradiente Projetado (ver Cecchi et al (1998) e Codina e
Blasco (2000)), onde o gradiente de pressdo é projetado no espago do campo de vetores
continuos do elemento finito e o divergente da diferenga entre estes dois vetores (gradiente
de pressdo e sua proje¢do) é incorporado na equacao da continuidade. Outros exemplos de
metodologias sdo as que utilizam as Fungoes Bolha (“Residual Free Bubbles” — ver Franca
et al (1998)), onde a idéia é enriquecer o subespago das fungdes peso com fungdes
elementares pré-definidas para que agreguem precisao e estabilidade & solucao. H4 ainda o
Método de Minimos Quadrados de Galerkin (“Galerkin Least Square”) baseado nas
referéncias Achdou et al (1999), Codina (2000) e Franca e Frey (1992), que alia um termo
adicional cujo objetivo é eliminar as oscilacoes que podem estar presentes nas regioes de
gradientes elevados. Tal metodologia tem alcancado excelentes resultados. Outros bons
exemplos s@o os esquemas semi-implicitos (ver Codina et al (1998) e Kjellgren (1997)), que
consistem em tratar os termos difusivos de forma implicita e os termos advectivos de forma
explicita. Pode-se citar ainda os esquemas que utilizam ordem de interpolacao iguais para
os campos de pressao e velocidade (ver Franca e Frey (1992) e Codina e Blasco (1997)), i.e.
tais formulagoes nao satisfazem a condi¢ao de Brezzi-Babuska, ou condigoes de inf-sup (ver
Babuska (1973) e Brezzi (1974)). Esta é uma condicao necessdria para performance ¢tima
de um método, quando este é aplicado a um conjunto bem definido de dados de entrada .
Sendo satisfeitas as condi¢oes de inf-sup, diz-se entao que tal método é robusto com relagao
ao conjunto /. Quando tal condicao nao é satisfeita o método apresenta uma performance

sub-6tima ou nao converge. Neste caso diz-se que o método nao é robusto com relacao ao
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conjunto 4. Todavia, é possivel que haja um subconjunto 4* de A, com respeito ao qual o
método estudado seja robusto (ver Babuska e Narasimhan (1997)). Existem também

esquemas com captura de descontinuidades (ver Codina (1993)), onde uma parcela de

amortecimento ”

é inserida na formulacao, de tal forma que esta s6 atue em regioes de
elevados gradientes com o objetivo de combater as possiveis oscilacoes numéricas da
solucao. H4 ainda metodologias que fazem uso de malhas adaptativas a fim de capturar
melhor as regioes de elevados gradientes, e deste modo contribuir para uma melhor precisao
dos resultados (ver Bugeda e Onate (1995)).

A literatura na drea de otimizacao de forma fornece uma gama de possibilidades
para abordagem de tais problemas. Pode-se ter o gradiente da funcgao objetivo calculado
semi-analiticamente, ou numericamente (como é o caso deste trabalho). Também h& a
possibilidade do contorno do dominio ser modelado através de uma “spline” paramétrica
que pode ser do tipo Ferguson, Bezier ou ainda uma “B-spline” (ver Bugeda e Onate (1995)
e Virgil et al (1992)). Pode-se ainda descrever o contorno via fungdes polinomiais (ver
Francavilla et al (1975)), ou através de linhas retas e circunferéncias, assim como através
de “carregamentos ficticios” (ver Belegundu e Sajan (1988), Sajan e Belegundu (1989) e
Yatheendhar e Belegundu (1993)). Os Métodos de Carregamentos Ficticios tem a
peculiaridade de utilizar a solugao problemas auxiliares, onde se encontram aplicadas as
ditas cargas ficticias. A solucao destes problemas auxiliares por sua vez permite achar a
matriz da transformacao que leva a perturbacao das varidveis de projeto na perturbacao
das coordenadas dos nds da malha. Na verdade cada um destes métodos representam
diferentes maneiras pelas quais as varidveis de projetos podem definir a forma da estrutura.

O problema de 6timo pode ser formulado de varias maneiras. Dentre as metodologias
existentes pode-se destacar as seguintes: Os Métodos Seqiienciais Quadréticos (“Sequential
Quadratic Programming”) para otimizacao (ver Mahmoud et al (1994)), que ao longo dos
anos tem-se mostrado bem eficiente para uma larga classe de problemas de otimizagao. Este
método se caracteriza pela minimizacao de uma aproximacao quadridtica da funcao
Lagrangeana a cada passo. Uma outra metodologia é a do Lagrangeano Aumentado
(“Augmented Lagrangian Method”) que transforma o problema original em uma seqiiéncia
de problemas de caixa (“set box constrains”), e além acrescenta positividade a curvatura da

funcao Lagrangeana do problema original.
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O trabalho aqui presente utilizarda o Método de Minimos Quadrados de Galerkin
(“Galerkin Least Square”). O cédlculo do gradiente da funcao objetivo serd feito de forma
numérica, enquanto que para a descricao do contorno, se fard o uso de funcoes polinomiais.
No que diz respeito a otimizagao , se fard o uso da metodologia do Lagrangeano
Aumentado para transformar o problema original em uma seqiiéncia de problemas de caixa

¢

(“set box constrains”), e com relagdo ao “ solver ” de otimizagao serd utilizado um pacote

da biblioteca IMSL do préprio compilador do Fortran (“Compaq Visual Fortran 6.6”).

1.3 Objetivo / Estrutura da Dissertagao

O objetivo deste trabalho é desenvolver e implementar um cédigo computacional
para abordar problemas de otimizacao de forma referentes a escoamentos bidimensionais,

incompressiveis, e em regime permanente, de fluidos Newtonianos, sobre uma superficie.
Segue agora uma breve apresentacao a respeito de cada capitulo deste trabalho:

Capitulo 2: Este capitulo engloba desde a apresentagao da formulacao forte do escoamento
até a apresentacao do esquema numérico para a formulacdo em elementos finitos, bem

como a apresentacao de alguns exemplos de aplicagao.

Capitulo 3: Este capitulo engloba desde a apresentacao da formulacao de um problema
genérico de otimizagao, bem como a apresentacao das condicoes necessédrias de otimalidade,
indo até a definicao da estratégia numérica adotada para minimizar a funcao objetivo

definida, além da apresentacao de exemplos de aplicacao da metodologia.

Capitulo 4: Este capitulo apresenta as conclusoes referentes aos resultados alcangados neste
trabalho, bem como sugestoes para o incremento e continuidade deste em um provéavel

trabalho futuro.




Capitulo 2

Equacao de Navier-Stokes

2.1 Introducao

capitulo aqui presente engloba desde a apresentacao da formulacao forte do
escoamento até a apresentacao do esquema numérico para a formulagao em
elementos finitos, bem como exemplos de aplicacao deste.

Primeiramente serd realizada a exposi¢cao do problema em sua forma forte, com
todas as suas condigbes de contorno (essenciais e naturais). A equagdo de Navier-Stokes
serd aqui tratada em sua forma bi-dimensional, incompressivel e em regime permanente,
como se perceberd pelas condicoes a ela impostas.

O segundo passo é a obtencao da forma fraca do problema inicialmente apresentado.
Uma importante observacao que deve ser feita nesta etapa é o cuidado que se deve tomar
com a “dimensao” da forma integral ponderada do problema, que deverd estar
dimensionalmente consistente. Terminada a obtencao da forma fraca do problema,
prossegue-se com a incorporacao, a esta, dos parametros de estabilizacao aliados ao
parametro de captura de descontinuidade. Os quais se tornam necessdrios ao se trabalhar
com numeros de Reynolds elevados (Re ~ 1000) e também quando ndo se atende a
condigdo de Brezzi-Babuska (“inf-sup condition”). Feito isto segue-se com a aplicacao da
formulacao de elementos finitos.

A formulacdo de elementos finitos do problema é sem duvida a etapa mais
importante deste processo inicial, mas vale observar ainda que tal etapa é fortemente
influenciada pelas anteriores. Nesta etapa serao obtidas todas as matrizes e vetores

elementares que contribuirao para a formacao da matriz de rigidez global.
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Uma vez definida a estrutura de finitos, apresenta-se o esquema de solucao do

sistema nao linear de equagoes gerado, e por fim sao feitas algumas aplicagoes.

2.2 Formulagao Forte do Problema

O problema (escoamento) a ser resolvido, pode ser descrito da seguinte forma: Seja o
dominio limitado 2 C R’ e seja I' = I', U I, o seu contorno (fronteira). O problema

consiste em determinar 4(z) e p(Z), VZ € QUI, tais que:

S 1

(Vﬁ(:v))ﬁ(f) — 20V - e(u(@)) + ;Vp(f) =0b(Z) em
V@) + V)
onde €(u(%)) = 5 ;
1v.a@=0 em o (2.1)
0
WF) = §(F) em T.;
2we(@())- i - p(@)i = h(@) em T,.
P

Figura 1: Exemplo de dominio genérico a ser estudado.
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Onde:
I', = Particao do contorno com campo de velocidade prescrito;
I', = Particao do contorno com tensao prescrita;

definindo agora os conjuntos de trabalho:

Kinu = {ii(#) € H\(Q)i(@) = §(z) em T,};
Vary = {5(5) e H'(Qi(@) =0 em r“};
Kinp = {p(Z) € ()}

Varp = {p(Z) € ()}

Onde L*(2) é o espago normado das fungoes Lebesgue quadrado integraveis em €, e

H'(Q2) é o espago Sobolev das fungoes Lebesgue quadrado integrdveis, derivdveis em (2,

cujas derivadas também sao Lebesgue quadrado integraveis, e normado (II. Ii).

2.3 Formulagao Fraca do Problema

Visando a obtencao da forma fraca, apresenta-se agora o problema em sua

formulagao integral ponderada:

Determinar (u, p) € Kinu x Kinp , tais que:

[[ (Vi — 2V (@) + = Vp— 5} -T2
s p

1 (2.2)
_fo {(=V-i}pdQ = 0, Y(U,p)e Varux Varp.

p

Onde convenciona-se que b = b(Z).
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Agora:
div(e(u)'v) = -div(e(@)) + V(V) (i)
. . (2.3)
= U-div(e(d)) + e(v) - £(d)
Também:
div(pv) = p-div(v)+ v - Vp. (2.4)
Como resultado pode-se escrever:
| f {(Vii)a}- a0 — [ ﬁ 2w{din(e(@)' §) - e(v) - =(id) 442
+ff9%{div(p17) — p - div(v) }dQ (2.5)
—fL{E}-T;dQ—fo%{V-ﬁ}ﬁdQ —
porém:
{div(e(u) v)}dQ = {e(@)" ¥ - A}dT
I I »
- ffr {3 - e(@)A}dT + ffr {3 - e(@)}dT.
Contudo ¥ € Varu, logo ¥ =0 em I, 0 que implica em:
f f {div(e(@)'D)}dQ = f fr {7 c(@yaar. (2.7)

Também:
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fo (div(p?)}dQ = ffd A{pi-}dr

= ff @oar [ @oair @)

= fj;t{ﬁ-pﬁ}dl“.

Agora substituindo os resultados de (2.7) e (2.8) em (2.5), encontra-se:

ff {(Vi)i} - vdQ — ff 2v{e(u) - e(V) }dQ
_ff_{p-dw(a)}da—ff {B}-vd0 (2.9)

— || —{div(u)}pdQ— {(2ue(u)-n — —pn) v}l = 0.
I I, ;
Neste ponto, define-se:

ffﬂ {/(@)g(7)}d, (2.10)

como o produto interno de quaisquer funcdes arbitrdrias f(7),g(Z) € I’(Q)). Desta forma

substituindo a condi¢cdo de contorno natural (2ve(u(Z))-n — l]o( Vi =h(Z) em r)
obtém-se a seguir a formulagao fraca:
Determinar (u, p) € Kinu x Kinp , tais que:
<(Vﬁ)ﬁ,17>o —2v <5(ﬁ),€(v)>9 <p,dw( )>
, (2.11)
<b U>Q — ;(div(u),ﬁ)Q — <h,v>rt = 0, V(v,p)€ VaruxVarp.

Objetivando possibilitar o trabalho com as mais diversas condigoes (satisfazendo ou
nao a condigao de inf-sup, trabalhando ou nao com elevados nimeros de Reinolds) aplica-se

agora o Método de Minimos Quadrados de Galerkin proposto por Franca e Frey (1992).
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Este método tem a peculiaridade de conter um termo adicional, cujo objetivo é eliminar as
oscilacoes que podem se apresentar em regides de elevados gradientes. Tal termo é
denotado de termo de captura de descontinuidade ou captura de choque. Acrescentando
estes parametros propostos por Franca e Frey (1992), o problema pode ser reformulado

COomao:

Determinar (u, p) € Kinu x Kinp , tais que:

B(u, p,v,p) = F(v,p) Y(u,p)€ Varux Varp, (2.12)

B(ii, p, 3, p) = ((Vid)ii, #),, — 20 (e(ii), (D)),
—%<p, din(7)), — %(div(ﬁ) P, + (div(@), 6div(¥)), (2.13)
+Z< (V)i — vAT + = vp) T((VV)d + vAT — %v;a)> :

F(@,5) = (b, a}ﬂ +(, 7’>p + Z<z§ (VD) + VAT — %vm> , (2.14)

onde Q,¢é o dominio elementar, e os demais pardmetro de estabilidade sao definidos abaixo:

6 = \|| () [, h&(Re, () (2.15)

Pt ¢(Re (@) (2.16)
20@@,

R () — I EO I, b -
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R = 2.18
fRe@)=t L (2.18)

O @y, 1<p<oo
|u(Z) [l,= 1 = (2.19)

maxu(@),  p=oc
't
m, = mln{g,QCk}; (2.20)
Ckz h’ V-e(ﬁ)”2 < ||V : 6(17)”3, v € Varu; (2.21)
e 0,e

A> 0. (2.22)

O problema descrito em (2.1) fornece a condigdo de contorno essencial néo

homogeénea (u(Z) = g(Z) em T, ). Pode-se entao considerar a seguinte decomposigao:

i=1u +1u", (2.23)

onde #° é um campo de velocidade particular conhecido que satisfaz a condicido de
~ N . . . v . %,
contorno nao homogénea do campo prescrito na fronteira (i.e. 4’ € Kinu), e u ¢ um
. . K
campo de velocidades desconhecido tal que u € Varu. Como resultado de tal

decomposigao, o problema em questao pode ser formulado como:

Y

Dado #" € Kinu, determine (i , p) € Varu x Varp , tal que:
B(i ', p,v,p) = F(¥,p) Y(U,p) € Varux Varp, (2.24)

com
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B(i',p,v,p) = (V(@ +i")) (@ +i"),7)
—2w (i +1ii"),£(0)),

Q
~ % (p.din(@)), % (dini’ +%), ), +{din(i’ + "), 6din()), (2.25)

€

z<(%Vp H(V(E + i) @ + %) - vA@E +3Y)),

(V3@ +7)+ VAT — lwy)> ,

P = 5.), +(5),

+Z<5,T((w)(a*+ﬁv)in—%Vﬁ)> - (2:26)

e

2.4 Formulacao do Problema pelo Método de Elementos Finitos

Tomando agora u = ueé + u,e

,6,, onde € e e, sao os vetores da base canonica. O

dominio ) é “aproximadamente” particionado em elementos {2,, nos quais os campos de
velocidade e pressao serao interpolados. Seguindo entao os procedimentos cldssicos
utilizados no Método de Elementos Finitos, pode-se escrever os campos de interpolacao na

seguinte forma matricial:

u, =[N,Jg" w =[N]g" u, =[N, Jg";
, =[NJg" u =[N ]Jg" u, =[N, Jg"; (2.27)
p = [Np]aep’

~ : ~ — S —uY
onde [N ,],:W ¢ o vetor que contém as fungoes de interpolacao elementares, ¢ = ¢" +¢"

14

=, =, _)uV
€ Qe2 :q€2 +q€,2 °
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No caso particular de um elemento triangular com interpolagao linear (T3, observar

figs. 2 e 3), os vetores incognitas ficam representados da seguinte forma:

(2.28)

@
(1) (2) (1) ) (2)

Figura 2: Exemplo de elemento T3 Figura 3: Exemplo de elemento T6

Seguindo com o raciocinio elementar procede-se agora ao cédlculo de cada uma das

parcelas da formulagao apresentada em (2.24), (2.25) e (2.26):

A) Determinacao de <(Vﬁ)ﬁ, T)>Q = <(V(ﬁ* +4V))(i + ﬁv),?7>

Q"

e

du, n du,
u,
—\ = ' 8x1 ’ 8372 Vuui1—= — —u, =u, =p
(Vaju =7 9y | = [Nl , onde ¢, =(g",¢",4”).
u? + u?
U
1
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Todavia:

aul _ aNu —u., aul _ aNu U,
oz, oz, %> oz, oz, €
au2 _ ON, v, au2 _ ON, |-,
oz, oz, 4e Oz, oz, €e>
logo tem-se:
ON ON
oz 2| Ox 0] 0]
[NVW] — 1 2 )
ON ON
0 U (7 O
0] “ oz, T, oz, 0]

Note ainda que:

[N,] [0] [0]
[0] [N,] [0]

U
S 1

¢, = [N“?]g., analogamente tem-se U = {A } = [N*"]g, , onde
0

2

U=

N~ (AU AUy AP .
g, =(¢",4",q") , o que fornece:

(Va)a,7), = (N""]g,IN"")g,), =(IN“TIN""],.q.), =(N“TIN"G,q.),

= |, TR = KGR, = 0

e

(2.29)

Observando melhor a matriz [KY"], tem-se:




Capitulo 2 — Equacdo de Navier-Stokes

onde:
wu ) Uyt | T 8N u T aN u
e =)= {ulm T | T ldﬂ
Entdo [KY"™] pode ser visto abaixo:
ON ON
INJ© (0] ||, | =]+, | [0] [0]
Oz, O,
[K]=] [0] [IN,J N N
0 0 0 - — 10
o [0 o |G |G|
ON ON
N =+ [N, ] |[=—= 0 0
N |G T (5 0 0
ON ON
= 0 N, == N, ' |=—=| [0]].
0 I |G|+l G
[0] [0] [0]
B) Determinagao de 2v <€(u),5(17)>Q =2u <€(ﬂ* - uv),a(17)>Q , tem-se agora:
- T - T
e(a):wzvv A g(a):w =i+ ET e e(d) = (i) + @),
todavia:

e(),, + e(u),eW),, + €(i),,e(v),, + (i), V),
Note porém que ¢(.) é a parte simétrica do gradiente de velocidade, logo:

() - (V) = e(ui),, £(V),, + 2¢(u),,e(v),, + &(i),,e(v),,

Definindo agora:




Capitulo 2 — Equacdo de Navier-Stokes

e(u),,
g(u) =4 e(d),, ¢,
2e(u),,
pode-se escrever:
2v 0 0
2ue(u)-e(W)=|0 2v 0|E(u)-€(W)=[H"E ) -£@)
0O 0 v
Note ainda que:
ou ou ou  Ou
e(u), =—=; e(u),, =—=2; 2e(u), = —+4+—=,
o og, 2 Ou, Y 9z, Oz
onde:
Ou,
Oz,
0
2(d) = %
O,
Ou, | Ou,
O, 0331‘

Seguindo com o raciocinio andlogo ao do item anterior, tem-se agora:

ON,

(%

O,

ON,

U

O,

ON,
oz,

ON,
Oz,

Sy —u,

e )

_|_

e(), = q."; e(u),, = q:; 2e(u),, =

e
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oN
u 0 0
S| O o
Y ON, .
Bl=| 0 |2 0],
:1:2
ON, ON,
LB
T, 83}1

0 que nos permite obter:

2v(e(ii),e(v)),, = ((H'E().E(D)),, = (H"][B"l,.[Blq.),

2.30
(BB ), =| [, BT R

1 —
C) Determinagao de —<p, div(v)>Q , tem-se agora:
p (3

p [Np]q ﬂ’l = [Rlu]q:f1 1)’2 = [N u]é: )
ou 0

din() U, u, _|ON, o AR ON, | .,
8xl 0:1:2 8x1 ) oz

Denotando:
[Npress] — [[O] [0] [NP]} .o p= [Nm‘ess] . ae ;
ON ON /
Bdw _ . y 0 di AN Bdw N ,
[ ] Oz, O, 0 ) [ ] "
entao:

), = L0104, =[], 0v12) (e
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Logo tem-se:

- L[ [ o)

; p, div(v :—ff (IN7*].q)) Bd“ -A

(2.31)
=[K""lg, - q..
. 1, . 1/, v Loy . ,
D) Determinagao de —<dw(u),p>Q = —<dw(u +1u ),p>Q , tem-se agora por analogia:
p ‘ P ‘
dlv(ﬁ* + aV) — [Bdiv] . a{} A f) - [NPTESS] . ée’

entao:

dZ’U ﬁ l Npres Bdiv Q]i . (je — [Kep]a; . qu_ (232)

Y 1, o155

Note ainda que:
(K] =[K!"™]".

E) Determinagao de <div(ﬁ),6div(?))>9 = <dz’v(ﬂ* + "), div(v )> tem-se agora por analogia

novamente:

div(@ +d%)=[B"|-4 A div(@)=[B"]-q,,

e

entao:

(div(@), 6div(¥ [ | f JESE Bdw]]dﬂlq*e.qez[f(j]ae-qe. (2.33)
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Este é o termo de captura de descontinuidade (ou captura de choque). Note ainda
que sua atuagao é dirigida a regioes de elevados gradientes, i.e. regioes nas quais a equacao

da continuidade é violada.

F) Determinacao de <((Vﬁ)ﬁ — VAU + le),T((Vﬂ)ﬂ + VAU — lV]5)> , tem-se entao:
P P Q

(Vi) —vAG), 7 ((VU)u £ VA’(7>>Q)

=(((
< (V)i — vAd),7 [%vp]>gs
ind

Vp |, 7 (V)i + VM)>

<((va)a N %Vp) (V)i + VAT — —vp >

_|_

Lokl

Este ¢ o termo de estabilizacao, que é obtido pela aplicagcao da condicao de

QE’

estacionaridade ao funcional do quadrado da norma do residuo da Equacao de Navier-
Stokes. A atuacao desta parcela é dirigida a combater instabilidades numéricas que podem

ser geradas por exemplo pela nao satisfacao da condicao de inf-sup.
Procedendo entao ao cédlculo de cada uma das parcelas isoladamente:
F.1) Determinagao de <((Vﬁ)ﬁ —vAd), (VO £ I/AT))>Qﬁ , tem-se entao por analogia:
(Vi)d = [N""]g, A (V)i =[N""],.
Todavia:

oz> oz’ |

1 2
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Entao:
(6% N ot )| O°N, N N, |,
. oz = O oz oz, | . B o
s %t O’ [~ 9°N 9°N =[N"lg. . AV=[N"g.,
u u R
__I__ _u+ U Uy
[ 8xf 8x22 ] 0:1:f 8x22 ¢
onde:
O°N O’N
N = oz} oz, ] 0] 0]
2 2
0 O 2
oz, o,

Como conseqiiéncia pode-se escrever:

(V)i — vAd = [NV"]g — v[N*]g,
— [NVuquu](j

e’

(V3)u £ vAY = [NV"]q, £ v[N*"]q,
— [NVuuiAu](j

e*

Tem-se finalmente:

((Vayi —vAd), 7 (V)i £ vAT)), = (N7, N7, )
<T[NVuu:l:Au]T [NVuquu]ae, qe >Q
“ (2.34)
e L[:/;Z T[NVUUiAu]T[Nvu“_A“]dQ} (z} X (L
[

- KF.I a@ .é
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1.
~Vp
P

F.2) Determinacao de <((Vﬁ)ﬂ —vAU), T > , tem-se novamente por analogia:
Q

—\ — — ]- A~ ]- uu—Au1= ~ ]- ] uu—Aul= A
<((W)u —vAU),T[—VPD = —(IN""2g,, 7N, ) = —(rINVT'IN"""*"]g,,q,),
P ) P Cp :
<((Vu)u - I/Au) > lf va Nv“u AUHQ] I:K(E}?.Q]gﬁ ' ée, (2.35)
onde:
op ON, &7
- oz, oz, N
p= N = 4q.,
op ON, &
oz, oz, *
com:
ON
o o) =
x
[NV])] 1
ON,
o] o) 5
x?
F.3) Determinacao de< le (VO £ VA5)> , tem-se por analogia:
p 0,
]- =\ = = ]- Vp VuutAu
;vp ,T((VU)U :tVAU) ;<[N ]q€7 [N :|Qe>QC
Q,
]- VuutAu v ~
= < [N ] [N p]qe7q€> (2.36)

[f NVuuiAu va]dQ] qe X (je

= [KFS] (3 q(’

e
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Note ainda que:
[KF) = (K2

ivp
P

F.4) Determinagao de <

1y,
p

> , tem-se por analogia:
Q

(NVF. 7IN""1,),

<T[NVP]T[NVP]C-76’ ée >szc

bw|'_\ bw|'_\ bw|'_\

S, AN .

e

—

G) Determinagao de <l; ,17> , tem-se por analogia:
0,

- -, is bf A
), = ), = [, e [yt oo
=[F']-q..
H) Determinagao de <l_i,17>r , tem-se por analogia:
- - s hz N
<h’”>p, = ffrh ~vdl = fj; [N*T {hy’dr 4o (2.38)

= [F’et] ’ ge'

P —\ — — ]- A~ .
I) Determinagao de <b,7’((Vv)u + vAU — —Vp)> , tem-se por analogia:
P Q,
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<5,¢((va)aima—lvp)> = (5. (V)i £ vAD)), —<5,T(1vp)> ,
IO Q, ¢ p Q

novamente procedendo ao cdlculo de cada parcela isoladamente, tem-se:

I.1) Determinacao de <l;, T(Vo)u £ I/Az_})> , tem-se por analogia:
Q,

A

fo T[NVvu:tuAu]T 12:’(1(2

b, T((V)d £ vAT)) = :
(B, 7((v¥) N 0 2.39)
= [Eil.l] ' Qe'
I1.2) Determinagao de <l; , 7'(l V]})> , tem-se por analogia:
p 0,
g, NPT(’SS dQ
(2.40)
= [‘F;IQ] ' qei'
Pode-se escrever agora:
B(i, p, v, p)|, =K " (u )] g, + K, -4
K", ¢, — (K, -4,
+[K€ ]Qe Qe [KFI( )] Qe (241)
—{K;(u )] 4. + K@), -4,
—{K]q,

e

Note que os termos [K) " (4], [K"'(4)], [K/?(i)] e [K/*(i)] sdo dependentes de i , logo o
que tem-se nas maos sao os termos de um sistema nao linear em B(.); e lembre-se ainda

que:
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(K=K o (K@) =K @)

Os termos cldssicos de Galerkin presentes em B(.) ([KY" ()], [K'], [K"*"] e [K"]) podem

Ser representados por:
[Ke(r'alerkm] — [K()Vuu(ﬁ)] + [K:] _ [Kfress] o [K:)ress ]T.
Agora tem-se:

F@,p), =[F']-4. +[F]- ¢ +[FE" @] 4. — [F"7] 4. (2.42)

Qt‘

Note ainda que o termo [F''(#)] ¢ uma fungdo de % e conseqiientemente ¢ um termo do

sistema nao linear.

E importante destacar agora os termos de cada funcional associados & formulacao de

regime permanente:

) B():

A~

q.-q e[K'q -q;

e termos cldssicos de Galerkin: [K'"]g. -4, , [K']g. - q,, [K"*]

e termo de captura de choque: [K’]g. - q,;
e termos de estabilizacdo: [K'(@)|g. -4, [K°(@)@G. -d., [K @ -4 e
(K -4,

e

0 F():

e termos cldssicos de Galerkin: [F']-q, e [F']-q,;

e

e termos de estabilizacio para forca de corpo: [F''(@)]-q, e [F'?]-q,.
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2.4.1 O Sistema Nao Linear

Agora faz-se com que os vetores e matrizes elementares déem lugar as matrizes e

vetores globais, que sao definidos da seguinte forma:
d<=>G;
d)] < S (K 4 (K 4 (K @) = (K2 )] + (K @) - (K]

[F(d ]«ﬁZ{ + B @) - [£),

e finalmente chega-se ao sistema nao linear global:

—

[K(d)ld = [F*(d)]. (2.43)
2.4.2 Campo de Velocidade Prescrito
lzf(a_;'), com Z €T',.

Aqui neste trabalho serd considerado que ambas as componentes u, e 1, sao dadas

em cada né, representado por suas coordenadas como z €1I',, onde i=nés com o vetor

u )

velocidade especificado. Desta forma o campo prescrito pode ser representado como:
U](f)—a +bo, =12, (2.44)

onde a, b, e ¢, = ¢(Z,) sdo dados de entrada do problema.
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2.5 O Algoritmo

Aqui faz-se a apresentacao da idéia principal do algoritmo para a solugao do sistema

nao linear de uma forma esquemética.
2.5.1 Formulacao do Esquema Numérico

Recordando o conjunto de equagoes de acordo com (2.43):

—

[K(d))d = [F=(d)].

Definindo agora o vetor residuo como:
R(d) = [F*(d)] - [K(d)ld, (2.45)
pode-se agora redefinir o problema como sendo:
Determinar d € R" tal que:
E(d)=0. (2.46)

O critério de convergéncia é entao “E(J)“ < tol, onde tol >0 é suficientemente pequeno.

Para solucionar tal problema serd aplicado o Método de Newton, o qual inicia-se com o

30 . 7 , . .
chute d” ; com isto o vetor d serd atualizado da seguinte forma:

(Zkﬂ — C_l’k, _|_ /IT}k, (2.47)




Capitulo 2 — Equacdo de Navier-Stokes

28

onde:
k — interagao atual;
d"'- & a estimativa (k+1)-ésima para solucio de (2.46);

d"- ¢ a estimativa (k)-ésima para solugao de (2.46);

w" - é a correcio para (k)-ésima estimativa de solugao de (2.46).

De maneira a determinar o termo @", impde-se que na convergéncia ocorra o seguinte:

R(d"") = R(d" +@") = 0.

(2.48)

Agora, expandindo (2.48) em série de Taylor até o termo de primeira ordem, em torno de

Tk
d”, tem-se:

Por (2.49) tem-se:

Ky Ja" = —R(d"),

(2.49)

(2.50)

(2.51)
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ie.,
o = _[Kk]—lé(dk)_ (2.52)
2.5.2 Determinagao de [K']

A matriz de rigidez tangente avaliada em d" , pode ser calculada da seguinte forma:

Tk o D[R(dk)]i
[K,(d")], _—D[Jk]]. , (2.53)
onde:
R(d") = [F(d")] - [K(d")d", (2.54)

e R(d) estd descrito em (2.45). Com a finalidade de se obter uma aproximacao para esta

matriz tangente, pode-se considerar:

[} = ([ (d",d ). (2.55)
na qual:
=k 7k Jk-1 D[:(Jkaf—l’kil)]i
[KHd",d" )], o (2.56)
e onde:
R(d*,d"™) = [F*(d* )] — [K(d*")d" . (2.57)

Definindo [K;”] a partir da substitui¢ao de (2.55) em (2.54), tem-se:
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—

[KMd*d* ) = [k (d ) = —[K(@d" ). (2.58)

Agora substituindo (2.56) em (2.51):

—

(K (d"H)a" = —R(d"). (2.59)
2.5.3 Algoritmo para Solugao do Sistema nao Linear

Com a finalidade de se resolver o problema representado pela equagao (2.46), serd
aplicado o Método de Newton, como ja havia sido mencionado anteriormente. Para um

e . 20 ~ L .
chute inicial, d”, prossegue-se entao, de forma tedrica:

1. Inicie com: d" , d" e erro;
para k=1: A" <=d" d"<d" erro= 1.0;
2. Enquanto (erro > tolerancia (tol)):
e Calcule R(d") pela equagio (2.54);
e Calcule [K” (d*1)] pela equagio (2.58);
e Solucione para w" pela equagdo (2.59);
e Determinacao de d"! pela equacao (2.47);

e C(alcule a medida do novo erro, onde é(a_l. "1) ¢ calculado pela equacdo (2.54),

I

e calcule o novo erro = HR(dk“)
e Proceder a atualizacoes de d* e d*™: d"' <=d* A d' =d"";

3. Fim Enquanto.

A medida do erro é dada por Hﬁ(&"‘“)

. Contudo a equagao (2.54) fornece o vetor

residuo discretizado exato. Como conseqiiéncia se o algoritmo converge, i.e. d" — JSOZ“C&",
entdo d°*" serd, a menos de uma tolerancia, a solucao exata do problema discretizado. A
unica aproximacao feita foi a respeito da determinacao da matriz tangente. A conseqiiéncia
desta aproximacgao é que a taxa de convergéncia pode decrescer ou o método pode nao

convergir. Note ainda que a determinacao exata da matriz tangente nao assegura que o
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algoritmo convergird, ja que o Método de Newton poderd falhar se o chute inicial d’ nio
estiver suficientemente préximo da solucao exata do problema discretizado. Devido a tais
problemas, neste trabalho se utilizarda o Método de Newton com busca linear (“line
search”), que encontra-se descrito no Apéndice D. Note ainda que o tnico passo a se
modificar no algoritmo anteriormente apresentado, é o modo como se obtém a parcela ",

que serd feito de forma mais eficiente, com a adicao da busca linear ao procedimento.

2.6 Problemas Aplicados

Aqui foram selecionados alguns problemas ja bem conhecidos da literatura para se
testar o codigo implementado.

Vale ressaltar aqui que nao serao apresentados resultados referentes a dissipacao
viscosa sobre o dominio. Isto se deve ao fato do interesse principal deste trabalho ser o de
analisar o valor da dissipagao viscosa integrada em todo o dominio, o que serd abordado de

forma mais consistente no capitulo trés desta dissertagao.

2.6.1 “Square Lid-Driven Cavity”

u=1.0

= > > > >

u=0.0 u=0.0
v=().0) v=0.0
1.0
X
u=0.0
v=0.0

Figura 4: “Square Lid-Driven Cavity”
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O problema configura-se como um escoamento incompressivel em uma cavidade
quadrada cuja face superior move-se com uma velocidade horizontal constante. Este
problema tem servido como modelo para teste e avaliacao de muitas técnicas numéricas,
principalmente devido aos seus dois pontos de singularidade situados nos vértices superiores
da cavidade. Aqui estes pontos sao considerados como se tivessem a velocidade da face
superior da cavidade, e os resultados sao comparados com os resultados apresentados em
Ghia et al (1982).

A malha, aqui utilizada, foi uma malha 90 X 90, estruturada e nao uniforme. O
dominio foi dividido em nove regioes e cada uma recebeu uma malha 30 X 30. As regioes
podem ser assim destacadas: quatro regides de dimensao 0.25 X 0.25, quatro regioes de
dimensao 0.5 X 0.25, e uma de dimensao 0.5 X 0.5. Quanto ao tipo de elemento utilizado,
foi o “quad — four” isoparamétrico. A divisao do dominio em nove regides estd apresentada

na figura logo abaixo.

e

Figura 5: Divisao do dominio nas nove regioes
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A malha aqui utilizada pode ser visualizada na préxima figura.

Figura 6: Malha 90 X 90 estruturada e nao regular

|Fluicke]]
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0.22221
01111
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Figura 7: Norma euclidiana do vetor velocidade (Re = 1000)




Capitulo 2 — Equacdo de Navier-Stokes

T R T A 1
HEE T A
ARl \\\'\n
///yx;,wi,/ PR R
A SRR

-

1.91
17848
1 6596
1.6343
1.4091
1.2838
1.1587
1.0334
0.90822
Y 0.783
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Figura 9: Campo de velocidade (Re = 1000)
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Figura 11: Vértice captado no canto esquerdo inferior da cavidade (Re = 1000)
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Sao apresentados agora os gréficos comparativos com Ghia et al (1982), onde
convenciona-se que de agora em diante uh, vh, puh e pvh representam respectivamente a
velocidade horizontal (u), a velocidade vertical (v) e os perfis do campo de pressao ao longo
das linhas de centro vertical (pu) e horizontal (pv) que foram calculados pelo cédigo
desenvolvido neste trabalho, enquanto que ug e vg representam respectivamente os perfis

das velocidades horizontal e vertical que sao apresentados em Ghia et al (1982).

ug

Figura 12: Perfil da velocidade horizontal ao longo da linha de centro vertical (Re = 1000)
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Figura 13: Perfil da velocidade vertical ao longo da linha de centro horizontal (Re = 1000)
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Figura 14: Perfil do campo de pressao ao longo da linha de centro horizontal (Re = 1000)
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Figura 15: Perfil do campo de pressao ao longo da linha de centro vertical (Re = 1000)
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Figura 16: Norma euclidiana do vetor velocidade (Re = 5000)
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Figura 17: Campo de pressao (Re = 5000)
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Figura 18: Campo de velocidade (Re = 5000)

\
\\
v
= W R T N
\\\ L T T
,Ir\\\ \\\\\ A L
i“\\ | I
[ A N
——————— NS -
e o

Figura 19: Vértice captado no canto esquerdo superior (Re = 5000)
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Figura 21: Vértice captado no canto direito inferior (Re = 5000)
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Figura 22: Perfil da velocidade horizontal ao longo da linha de centro vertical (Re = 5000)
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Figura 23
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Figura 24: Perfil do campo de pressao ao longo da linha de centro horizontal (Re = 5000)
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Figura 25: Perfil do campo de pressdo ao longo da linha de centro vertical (Re = 5000)
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Na abordagem do problema foram usados quatro passos de carregamento para
solucao do caso Re=1000 e seis passos para o caso Re=5000. O método de Newton foi
solicitado para solucao do sistema nao linear de equacoes. A precisao requerida para ambos
os casos foi de 10™, uma vez que testes realizados com tolerancias menores ndo mostraram
diferencas significativas. Quanto ao tempo de CPU o caso Re=1000 convergiu em
aproximadamente 17 min e o caso Re=5000 em aproximadamente 35 min.

Nas figuras de 5 até 11 estao apresentadas as caracteristicas de malha e do
escoamento para o caso Re=1000. Similarmente, para o caso Re=5000 ,tem-se as figuras de
16 até 21. J4 as figuras 12, 13, 22 e 23 apresentam graficos comparativos entre os
resultados obtidos neste trabalho e os resultados obtidos por Ghia et al (1982), isto para
ambos os casos (Re=1000 e Re= 5000). Os grificos mostram os perfis das componentes do
vetor velocidade ao longo das linhas de centro da cavidade. Nas figuras 14, 15, 24 e 25 sao
apresentados os perfis dos campos de pressao ao longo das linhas de centro, também para
ambos 0s casos.

Observando os gréficos apresentados nas figuras 12 e 13, caso Re=1000, nota-se que
os resultados do trabalho aqui apresentado tiveram uma boa concordancia com os
resultados de Ghia et al (1982), sendo que na regiao do fundo da cavidade observou-se pela
figura 12, que houve uma certa divergéncia quanto ao gradiente dos resultados, o que nao
se observa em qualquer outra regiao. Jia na figura 13, nota-se novamente uma boa
concordancia entre os resultados, além disto observa-se ainda que os perfis obtidos sao
bastante similares aos perfis resultantes de Ghia et al (1982). O caso Re=5000 (figs. 22 e
23) mostra também um comportamento bem similar no que diz respeito a comparagao de
resultados, sendo a regidgo do fundo da cavidade a principal zona de discordancia (fig. 22).
No que diz respeito a figura 23 nota-se também uma boa concordancia entre os resultados,
assim como observou-se que os perfis obtidos sao bastante similares aos perfis resultantes
de Ghia et al (1982).

Vale ressaltar também que a metodologia utilizada em Ghia et al (1982) nao fornece
os perfis do campo de pressao nas linhas de centro da cavidade. Tais perfis seriam de
grande importancia para a andlise dos resultados do campo de velocidade, uma vez que da
literatura sabe-se que o campo de pressao é mais suscetivel a instabilidades numeéricas que o

campo de velocidades. Entao as instabilidades numéricas sao bem mais facilmente
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7

visualizadas e perceptiveis no campo de pressao, o que nao é observado pelos graficos das
figuras 14, 15, 24 e 25.

Convém ainda observar que a malha usada neste trabalho para o referido problema
foi uma malha de 90 x 90 de elementos quadrilaterais “quad — four” em ambos os casos,
isto ¢ para Re=1000 e Re=5000. A malha (90 x 90) estruturada e nao uniforme com
elementos quadrilaterais “quad — four”, resultou de testes que foram feitos com outras
malhas para ambos os casos, onde nao se observou diferencas significativas nos resultados,
com relacao a malhas mais refinadas. Devido ao processo de otimizagao onde o escoamento
é resolvido védrias vezes, optou-se, entao, em se utilizar uma precisao mais elevada e uma
malha com menos nés, o que contribui para a diminuic¢ao do esfor¢co computacional durante

tal processo.

2.6.2 Difusor Divergente
v A

Fronteira de Simetria

Parede do canal (u=0ev=0)

Figura 26: Difusor Divergente

XX

(Re/3 , f(Re/3))
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O problema configura-se como um escoamento incompressivel em um canal cuja
geometria serd apresentada & posteriore, e onde os maiores detalhamentos ficam ao encargo
das condicoes de contorno a serem denotadas. Este problema bem como o anterior tem

servido como modelo para teste e avaliacao de muitas técnicas numéricas.

A malha aqui utilizada foi uma malha estruturada, a qual fez uso de elementos
isoparamétricos quadrilaterais (“quad — four”). O problema foi resolvido para nimeros de
Reynolds iguais a 10 e 100, que sao baseados nas condi¢oes de entrada do canal, sendo a

geometria do problema dependente deste nimero de acordo com a seguinte expressao:

y=f(x)= %[tanh(2 - 31({)—)() —tanh(2)] para 0<x< % , (2.60)
e

e as componentes cartesianas do vetor velocidade na entrada do canal sao:

2
u=3(y—y7) e v=0 para x=0 e 0<y<l. (2.61)

i) Caso Re = 10 : Visando comparar os resultados aqui obtidos com os de Perez (1987),

*
assume-se que o ,, = 0,046.

A malha aqui utilizada pode ser visualizada na figura abaixo.
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Figura 27: Malha 25 X 40
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Figura 28: Norma euclidiana do vetor velocidade (Re =10)

Figura 29: Campo de pressao (Re =10)
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Figura 30: Campo de velocidade (Re = 10)
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Apresentam-se agora os grificos comparativos dos resultados obtidos neste trabalho
com Perez (1987). Convenciona-se que de agora em diante Ph representa o perfil de pressao
que foi obtido por este trabalho, ao longo do fundo do canal (Pw), e. que CJG, H, R, WA2,
TEST1, TEST2 (¢ TEST3 em Re = 100 ) s@o resultados apresentados em Perez (1987), que

serao melhor especificados posteriormente.

0.4

0.2- i

Figura 31: Perfil do campo de pressio na parede do canal (Re = 10)
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ii) Caso Re = 100 : Visando comparar os resultados aqui obtidos com os de Perez (1987),

assume-se que o, = 0,019.

A malha aqui utilizada pode ser visualizada na figura abaixo.

Figura 32: Malha 25 X 80
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Figura 33: Norma euclidiana do vetor velocidade ( Re = 100 )
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Figura 34: Campo de pressao ( Re = 100 )
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Figura 35: Campo de vel cidade ( Re = 100 )
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0.1

0.05- .

NV = 21
oK1k

— Ph
CJG i

WA2
TEST3 _

0.9 1

Figura 36: Perfil do campo de pressao na parede do canal (Re = 100)




Capitulo 2 — Equacdo de Navier-Stokes 56

As caracteristicas dos métodos cujos resultados foram apresentados juntamente com

o do presente trabalho, sao as seguintes:

e CJG, Cliffe et al. (Perez (1987)) — Método de Elementos Finitos com elementos
isoparamétricos de nove pontos (quadrilateral quadrético), utilizando como varidveis
primitivas u, v e P, respectivamente, as componentes do vetor velocidade nas
diregoes x e y, e a pressao.

e H, A. G. Hutton (Perez (1987)) — Método de Elementos Finitos associado a
formulacao de Galerkin, com a equacao da continuidade incorporada através do uso
dos Multiplicadores de Lagrange. Também utiliza como varidveis primitivas u, v e
P.

e R, A. K. Rasgoti (Perez (1987)) — As equagbes de Navier-Stokes sao modeladas em
coordenadas curvilineas ortogonais por diferencas finitas. Emprega-se a integragao
elementar para a solucao das equacoes de continuidade e momento, além de
aproximagoes hibridas para os termos difusivos e convectivos. Também utiliza como
varidveis primitivas u, v e P.

o WA2, A. Wada & K. Adachi (Perez (1987)) — As equagoes de Navier-Stokes sao
modeladas por diferencas finitas, e em coordenadas cartesianas . Também utiliza
como variaveis primitivas u, v e P.

o Test 1, Test 2, Test 3, J. O. Perez (Perez (1987)) — As equagbes governantes sao
transformadas de um sistema de coordenadas cartesiano para um sistema de
coordenadas nao ortogonais, gerado este, a partir da solugao de um sistema eliptico
de equagoes. O Método dos Volumes Finitos é entao aplicado as equagoes, que sao

discretizadas no plano transformado. Também utiliza como varidveis primitivas u, v
e P.

As condicoes de contorno para a equacao de Navier-Stokes implicam na imposicao
nos contornos das varidveis principais (u — velocidade na direcao x, e v — velocidade na

direcdo y) prescritas e/ou a imposi¢cao das componentes da tensdo prescrita, como se pode
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observar na formulacao fraca deste problema. Lembrando-se agora que as componentes do

tensor tensao sao apresentadas da seguinte forma:

Ou, Ou,
o, =—po.+ u| ——+—=1,
i = P ﬂ(@x. le.]

J

onde J; é a fungao delta de Kroneker e w4 é o coeficiente de viscosidade cinemdtica,

conseqiientemente escreve-se:

i) Condicao de saida:

i=12 e k=1

on=(0,6,®8)-8 =0,(é,-8,)6, = 0,5,6, = 0,8, onde
-p+2u— U @+6_u -p+2u—
= . prett ox Oy (1] = A P
= = = =
au vy o 0 (a_“ﬂj
a oy Ox P 'uﬁy g Ox

Impoe-se as seguintes condigoes nesta face :

essencial:

v:0:>8_u+@:0:>8u

=0,
ox Oy ox

e como conseqiiéncia tem-se a natural:
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ii) Condigao de simetria:

;-ﬁz(ay”l.@éj)-ék=O'l.j(éj-ék)él.:(70.5].,(@[:0',.,(@[, onde i=12 e k=1
—p+2,ua—u o o ou
- . ox ox Oy (Oj = A ox Oy
=0 = —>o-'n
ou Ov ov |\1
—+—| —pH+2u— -p+2u—
oy Ox oy 0

Impoe-se as seguintes condigoes nesta face :

essencial:

e como conseqiiéncia tem-se a natural:

(0:4) =0= u LN
x Ox Oy oy

Impostas entao as condigoes de contorno, que sao resultados naturais das equacoes
de Euler-Lagrange (ver Apéndice C), o problema estd pronto para ser abordado. Foi usado
um passo de carregamento para solucao do caso Re=10 e trés passos para o caso Re=100.
O método de Newton foi novamente solicitado para solucao do sistema nao linear de
equacoes. A precisao solicitada para ambos os casos foi de 10", uma vez que testes
realizados com tolerdncias menores nao mostraram diferencas significativas. Quanto ao
tempo de CPU o caso Re=10 convergiu em aproximadamente 12 min e o caso Re=100 em

aproximadamente 16 min.
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Nas figuras 27, 28, 29 e 30 estao apresentadas as caracteristicas de malha e do
escoamento para o caso Re=10. Similarmente para o caso Re=100 tem-se as figuras 32, 33,
34 e 35. As figuras 31 e 36 apresentam gréficos dos valores da pressao ao longo da parede
do difusor que foram obtidos neste trabalho.

Observando os gréficos apresentados nas figuras 31 e 36, nota-se que para o caso
Re=10 (fig. 31) os resultados deste trabalho tiveram uma melhor concordancia com as
metodologias CJG, H, Test 1 e Test 2, sendo que no primeiro né a que obteve maior
proximidade foi a CJG. O caso Re=100 (fig. 36) mostra novamente um comportamento
bem similar no que diz respeito a comparacao de resultados, sendo as metodologias que
melhor concordaram com os resultados deste trabalho: CJG, H e Test 3.

Convém ainda observar que as malhas usadas no trabalho aqui presente foram as
seguintes: para o caso no qual Re=10 utilizou-se uma malha 25 x 40 de elementos
quadrilaterais “quad — four”, enquanto que para o caso no qual Re=100 utilizou-se uma
malha 25 x 80 também de elementos quadrilaterais “quad — four”. Vale ressaltar que as
malhas para ambos os casos resultaram de testes que foram feitos com outras malhas para
ambos os casos, e para cada caso nao se observou diferencas significativas nos resultados,
com relagao a malhas mais refinadas. Novamente devido ao processo de otimizacao onde o
escoamento é resolvido vérias vezes, optou-se, entao, em se utilizar uma precisao mais
elevada e uma malha com menos nds, o que contribui para a diminuicdo do esforgo

computacional durante tal processo.




Capitulo 3

Otimizacao de Forma

3.1 Introducao

capitulo aqui presente engloba desde a apresentagao da formulagao geral de um
problema de otimizacao, bem como a apresentacao das condigoes necessdrias de
otimalidade, e vai até a definicao da estratégia numérica adotada para minimizar
a funcao objetivo a ser definida. Primeiramente serd realizada a exposicao de um tipico
problema de otimizagao restrita. As demais consideragoes serao feitas tomando por base
este problema como “padrao”, quando por fim faz-se a conexao com a funcao objetivo e as

restricoes de interesse para as aplicagoes.
3.2 Otimizacao de Funcoes

O objetivo aqui consiste em solucionar problemas de otimizagao definidos na

seguinte forma padrao:

Determinar X e R" tal que seja solucao do problema abaizxo:

min f(X)

(X) < =1,...
g;(Xx)<0, onde j=1,..,m (3.1)

onde i=1,..,n.
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Note que as restricoes de desigualdades foram divididas em dois grupos:

(1) restrigoes gerais, i.e., g,(¥)<0, onde j=1,.,m;

inf sup

(2) restrigoes laterais, i.e., x;" <x, <x, onde i=1l,..,n.

inf sup

Seja agora o conjunto: X ={xeR":x" <x, <x", onde i=1,..,n}. O problema pode ser

entao redefinido da seguinte forma:

Determinar X € X tal que seja solugao do problema abaixo:

min f(X)

(3.2)
gj()?)SO, onde j=1,..m; VXelX.

3.2.1 Condicao Necessaria de Otimalidade

Definigao: Um ponto ¥ € X ¢ dito reqular se os vetores gradientes de todas as restricoes

ativas (g,(¥)=0), em X forem  linearmente independentes, ie., se
J=t{ke{l,.,m:g,(¥)=0} entdo o conjunto {%gk (X)), keJ} ¢ linearmente
independente.

Teorema (Kuhn - Tucker): Seja ¥ um ponto regular de X o qual é solucdo de

min f(X)

xes,

(3.3)

onde S={Xxe X:g,(X)<0, onde j=l,..,m}.Seja L(.) a fungao Lagrangeana definida por:

L(i,ﬁ):f(y?)+zri:ujgj(>?). (3.4)
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Entdo existe # eR” tal que:
VL(x" i) = V() + Y u' Vg, (i)=0,
j=1
onde, (3.5)
g/('i’:*) S 05
u'; >0, para j=1,..,m,
u*jgj(jé*) =0.
Para solugao de tal problema utiliza-se o Método do Lagrangeano Aumentado.
3.2.2 Método do Lagrangeano Aumentado
Considere entao como problema inicial:
Determinar X € X tal que seja solu¢ao do problema abaixo:
min f(X)
Lq.ﬁ ' ~ (3.6)
hj(x) =0, onde j=1,.,p;, VielX.
A funcao Lagrangeana associada ao problema seria:
—_ — — p —
L(Z,i) = f(X)+ ) 4k, (3). (3.7)
J=l
O problema pode ser entao reescrito da seguinte forma:
min L(¥, 1)
1. (3.8)

h(x)=0, onde j=1,.,p; VxelX.
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Note que como #/,(x)=0, para j=1,..., p, este problema ¢ equivalente ao anterior, e para a
solucao de tal problema aplica-se o Método de Penalidade Exterior, o que neste caso

fornecerd a funcao Lagrangeana Aumentada, que é dada por:

2 A,6)= f(F)+ i/ljhj(xwii[hj(;o]z . (3.9)

Nesta formulacao, dados lee>0 (parametro de penalidade), o Método do Lagrangeano

Aumentado consiste na aplicacao de um algoritmo para a solugao do seguinte problema:

Determinar ¥ €R" tal que X =lim¥,, onde X%, ¢ solugcio do problema: Dados & >0,
k—>o0

A eR? , determinar 56; tal que seja solugao de

min y(%, A%, &"
nin 2 ) (3.10)
xeX.

. — inf . .
Note ainda que como X ={¥xeR":x" <x,<x", onde i=l,.,n}, o problema acima

consiste na solucao de uma seqiiéncia de problemas com restricoes laterais, i.e. um

problema da seguinte forma:
Determinar ¥ € R" tal que para A eR” ¢ >0, ¥ seja solugao do problema abaizo:

min y(%,4%,&")
q. (3.11)
X" <x, <xM™, onde i=l,..,n.

O multiplicador de Lagrange 1*eR’ e o parametro de penalidade & >0 sdo entdo
convenientemente reajustados de modo a obter a solugao do problema original. Este
processo de reajuste é repetido até a convergéncia.

A atualizacio do parametro de penalidade (&* >0) ¢ feita de acordo com esquema

abaixo:
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(3.12)

crit crit

i |yt se £7'>¢&"", onde ye(0,1);
&< =
e se e <,

Escolheu-se para este trabalho y=10" e & =10". A atualizacio de A1 ¢é obtida
comparando-se a condicao necessaria de otimalidade de Kuhn — Tucker com a condicao de

. . - 7 —* .
estacionaridade de y(¥,4,¢) em (X,,4",£"), i.e. comparando-se:

- P " . -
VL(X', A7) = Vf () + 24, Vi, () =0,
Jj=1
e (3.13)

% A ok L 1 ok ok -
VG, Ak, = VIGED) + Z[/@k +€—khj(xk)}th(xk) -0,
Jj=1

o0 que permite considerar como férmula de atualizacdo para A*:
. 1, . .
/1;‘ ! :/1;‘+?hj(xk), onde j=1,..,p. (3.14)

No caso de problemas com restricoes de desigualdade, tem-se:

Determinar X € X tal que seja solugao do problema abaixo:

min f(X)

(3.15)
gj()?)SO, onde j=1,..m; VXelX.

Tal problema pode ser convertido em um problema de igualdade em X através da
introducao de “varidveis de folga”. Vale ressaltar que este procedimento nao fornece a
condicao de positividade dos multiplicadores de Lagrange.

Tem-se agora o problema:

Determinar (¥,Z) e R"xR", com X € X, e tal que seja solucao do problema:
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min f(X)
e (3.16)
gj()?)+zf:O, onde j=1,..m; VxelX.

A funcao Lagrangeana Aumentada neste caso é dada por:

2(%,2,1,8) = f(F)+ iﬁ,j[gj()z) +2] +2—lgi[gj(5e) +22F. (3.17)

Impondo entao a condicao de estacionaridade de y(.) em ()?*,2*,/?,8), pode-se eliminar as

varidveis de folga. Procede-se entao da seguinte maneira:

= 2z,(e4,+g,(¥)+2;)=0, onde £>0,

0 que permite concluir que Z? =0 v zjz. =—¢A; —g,(X), donde pode-se selecionar:

z; = max{0,—~[ed, + g ()]}, onde j=1,..m. (3.18)

Tal selecao satisfaz a condicao necessédria de otimalidade, e permite remover a varidvel de
folga da formulacao. Note ainda que:

g;(X)+z; =max{g (X),—&;}, onde j=1,...m. (3.19)

Substituindo a relagao acima, tem-se:

2(3.4,8) =f(f)+ii‘1’,(g,(f),8/1,), (3.20)

onde:
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g;(X)[g;(X)+2e4,], se g,(x)=-el;

_(6%],)2, se gj()_c')<_gﬂj_ (3.21)

‘Pj(gj(yc)“g/lj) :{

Note ainda que ¥ ,(%,.) € C'(R") caso g,(¥) o seja. Neste caso a férmula para a atualizagao

do vetor A fica:
v | - -
i;‘ ' = max{0, l;‘ +?gj(x)}, onde j=1,..m. (3.22)

Tem-se entao a seguinte formulacao final do problema:

Determinar ¥ €R" tal que )?*zll{im)?,:, onde X, é solugio do problema: Dados &' >0,
—>00

A eRr” , determinar X, tal que seja solugdo de

min y (%, 1%, &%)
t.q.
xelX,

onde

X={XeR" :x" <x <x™, onde i=1,..,n};

2 ANE) = f(R) + o Z‘P (g,(%),&°24));

2 k

g, (Dlg,(X)+26" A1), se g,(F)2-&A;

Y (g,(%),6 ) =
(g,(X).e°4;) { (2], se g (X)<-€"A,

. ~ k Py ~ .
e as atualizacoes de &' e A* sdo dadas respectivamente por:

crit

€k+1_{78k, se &M>¢ onde ye(0,1);

crit crit

e se £M<e
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k+1 k 1 - .
A; =max{0,/1j+?gj(x)}, onde j=1,...,m.

O algoritmo pode ser ilustrado da seguinte maneira:

Selecione:

AF=0 o £
v

Defina:
Erro=1
Tol=0.1d-03

v

Enquanto: (ndo) Imprima:
P Kuhn-Tucker ndo ———P» & 0,8)

satisfeita
l (sim)

Solucione o problema de minimizacao restrita:

Atualizagdo do vetor Multiplicador de Lagrange:

: = 7k .k + 1 = :
r?;p;((x,l’,g‘) Al 1:rnax{OJu:‘Jr?g,-(x")}, onde j=1,..,m

VieX

onde: ¢

I ~ ‘l m . ¢ .
23,25, = 1(%) +gZ‘I’/(g/(X),€' )
j=1

Atualizagdo do Erro:

com: Erro =H/fk” — 24 = max A —/11/"‘
e g DNg(® 265 2], se g (¥) 2" L
‘Pj(gj(x),skﬂj)= J /k s J ~ J o Jj
—(&"4;), se g, (¥)<-¢"4;.
€

) Atualizagdo do parametro de penalidade:
X={eR":x"<x,<x™, onde i=l,.,n}

)

crit crit

k+1
g™ se & <™,

v |7E', se '>e"", onde ye(0,1);
~ < i g =
Denote , ento, a solugio por X*.

v

Faca:

zk P zkﬂ

gk P ng

Figura 37: Algoritmo de otimizagao
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A esquematizagao da abordagem do problema de 6timo pode ser representado como se

segue:

Defini¢do inicial das variaveis do escoamento e de projeto, da fungdo objetivo e
da malha de elementos finitos.

Analise do escoamento. e

v

Determinagdo dos gradientes.

v

Atualizagdo das variaveis de projeto via técnicas de otimizagdo

v

Convergéncia

Figura 38: Vista global do esquema de solug¢do do problema de 6timo

Obs.: O célculo da matriz Hessiana estd mais detalhado no Apéndice E.

3.3 Geracao de Malha

O cédigo desenvolvido para a geracao de malha caracteriza-se por trabalhar com a
idéia de “macro-elementos”. A uniao destes macro-elementos por sua vez definem o
dominio a ser mapeado. A figura abaixo dard uma melhor compreensao a respeito,

consistindo de um dominio retangular mapeado com quatro macro-elementos:

=

Figura 39: Exemplo de abordagem do dominio via macro-elementos
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Os macro-elementos sao responsdveis por receber as condigoes de contorno em cada

uma das suas respectivas faces, que sao assim enumeradas:

[\

Figura 40: Descriminagdo das faces do macro-elemento

Entao suponha que se queira colocar as condicoes de contorno do problema da “Lead

Driven Cavity” no dominio apresentado na figura 39, tem-se entao:

ME 1 3
GL F1 F2 F3 F4 F1 F2 F3 F4 F1 F2 F3 F4 F1 F2 F3 F4
Velocida | Livre | Livre | Pres- | Fixo | Livre | Fixo | Pres- | Livre | Fixo | Fixo | Livre | Livre | Fixo | Livre Livre Fixo
de em x crito crito
Velocida | Livre | Livre | Fixo | Fixo | Livre | Fixo | Fixo | Livre | Fixo | Fixo | Livre | Livre | Fixo [ Livre Livre Fixo
de em y
Pressao | Livre | Livre | Livre | Livre | Livre | Livre | Livre | Livre | Livre | Livre | Livre | Livre | Livre | Livre Livre Livre

ME — Macro-Elementos

Tabela 1: Condi¢des de Contorno da “Lid-Driven Cavity”

GL - Graus de Liberdade F1 - Face 1

F2-Face2 F3-Face3 F4-Face4d

Os macro-elementos sao ainda quem fornecem as varidveis de projeto do problema

de 6timo, isto somente dependera do tipo de interpolagao (“serendipity”) escolhida para o

macro-elemento.

Esta poderd ser dos tipos

mais variados.

Neste trabalho foram

implementadas interpolacoes com quatro macro-nds, com oito macro-nés, com doze macro-

nos e com dezessete macro-nds. Tais configuracoes podem ser vistas na figura que se segue:
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EERSERNES S

Figura 41: Descriminagao das interpolagoes utilizadas nos macro-elementos ( da
esquerda pra direita: serendipity 4, serendipity 8, serendipity 12, serendipity 17)

Os macro-nés (“macro-nodes”) sao ainda divididos em nés-mestres (“master-nodes”)
e nos-escravos (“slaves-nodes”). Os nds-mestres sao responsdveis pela definicdo do contorno
do dominio, enquanto que os nds-escravos sao definidos como uma combinacao convexa dos
nés-mestres. Cada né-mestre pode ainda ser mével ou fixo, e os nds-mestres moveis sao
responsaveis pela definicao das varidveis de projeto, mais especificamente cada um dos
graus de liberdade de cada né-mestre mével serd uma varidvel de projeto. No caso, por
exemplo, de querer-se modelar o dominio do problema da cavidade (“Lid-Driven Cavity”),

pode-se utilizar dois macros-elementos, do tipo “seredipity” 17, como ilustrado na figura

abaixo:
—> > > —> > > —> > > > > >
000 000
o o
* o * o =>
] ]
y
| o on o o | o on o o
[ ) No-mestre ®  No-escravo L)

Figura 42: ““ Lid-Driven Cavity ” modelada com dois macro-elementos e serendipity 17
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Feito isto entra-se entao com o numero de divisoes, em cada direcao, para cada
macro-elemento. Com estes dados, a malha estruturada com elementos quadrilaterais é
entao gerada para cada um dos macro-elementos. Apés verifica-se a existéncia de ndés
coincidentes em ambas as malhas para que se possa colapsé-los e assim obter a malha-base
do dominio. Vale ainda ressaltar que tal malha gerada é transformada em uma malha com
elementos triangulares. Desta forma espera-se reduzir a possibilidade dos elementos da
malha final ficarem muito degenerados, e assim prejudicarem o mapeamento do dominio.
Este procedimento é feito de tal forma que cada elemento quadrilateral da origem a dois
elementos triangulares. Feita esta ultima etapa a malha definitiva do dominio é entao

alcancada. Observa-se a figura que se segue para uma melhor compreensao:

[~ [/

Elemento Quadrilateral Q4 Elementos Triangulares Lineares
Elemento Quadrilateral Quadratico Elementos Triangulares Quadraticos

Figura 43: Geracdo da malha em elementos triangulares

Uma importante observacao a ser feita ainda é que durante o processo de otimizacao
a malha resultante (ou melhor as varidveis de projeto que dardo origem a malha) gerada, a
partir de um passo de descida, terd as mesmas caracteristicas da malha imediatamente

anterior a este passo, tais como nimero de elementos, nimero de nds, a incidéncia destes,
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etc. A unica caracteristica a se alterar de um passo a outro serao as coordenadas dos nés
gerados a partir dos novos valores das varidveis de projeto. Este é o motivo principal pelo
qual se utilizou uma malha estruturada, i.e., a facilidade de se aproveitar o médximo de
parametros da malha anterior, tornando assim desnecessdrios um novo cédlculo destes. O
célculo do gradiente da funcao objetivo de forma numérica também tira proveito desta

caracteristica (ver Apéndice F).

3.4 A Funcao Objetivo

Nas aplicacoes deste trabalho a funcao objetivo a ser considerada serd a dissipagao

viscosa integrada no dominio Q:
£(@) = 20 (£(ii(@)). (@), = 2v [ [ (@) (@),

onde v ¢ a viscosidade dinamica, £(.) é o tensor deformacado, ¢ ¢é o vetor velocidade e Z ¢
o vetor posicao das varidveis de projeto. Tal funcao objetivo foi motivada por representar o

trabalho das forcas viscosas do escoamento, de uma forma global. Pode-se agora escrever:

_Vu+V'

e(u) 5

Y

todavia: e(ii) - (7)) = tr(c” (i)e(id)) = e(ii), (i), + (i), e(ii),, + e(ii), (@), + (i), e(ii), ,

mas lembre-se que £(.) é a parte simétrica do gradiente da velocidade, logo:

e(ii) - elii) = (i), e(ii),, + 26(ii), (i), + (i), e(ii),,

Tomando agora:
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pode-se entao escrever:

2v 0 O

2we(@) - (i)

0O 0 v
Note ainda que:
. ou . ou, .
i, =g =3 %W
onde:
Ou,
Oz,
0
Biy=1 &
Oz,
Ou, | Ou,
oz, Oz
Utilizando a notacao matricial, obtem-se:
o [any ] o, )
6(“)11 = 8—.’171 el; 6(”)22 = 8—372 e 25(“’)12 =
ON
el o) o
Il
v aNu — - —=u, =u, =p
[B ]: [0] ’ [0] qﬁ70nde qc:(qel’qcz7qc])‘
Oz,
ON, | |ON,
. | Do
T, Oz,

0 20 0|2(d)-2(@) = [H']E(@) 2(@).

0u1 8u2
12 oz, Oz ’
8Nu Uy + aNu
oz, % oz,

—u,

q.”
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O que acarreta:

2V<6(17)~5(17)>Q:<[H”]5(17)75(ﬁ)>s2 ((H")[B")..[B"]d.),

)o = | [) BV B9 3. = (K, .

[
—_—
%
Y
—
T
)

3.5 Aplicacoes
3.5.1 Problema Cléssico da Cavidade (“Square Lid-Driven Cavity”)

O objetivo deste exemplo é encontrar o formato da tampa superior da “Lid-Driven
Cavity” de modo a minimizar a dissipagao viscosa. As andlises de otimizacao de forma

serao feitas para Re=100 em duas situagoes distintas:

1.i) O caso em que ambas as extremidades da tampa superior da cavidade estao fixas.

1.ii) O caso em que apenas a extremidade direita encontra-se fixa.

u=0.0
Y A v=0.0
u=0.0 u=0.0
v=0.0 v=0.0
1.0

> > > > >

u=1.0
v=0.0

Figura 44: Dominio inicial
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Serao mostrados agora como ficaram os resultados para a cavidade no caso (1.i):

Figura 45: Malha da forma inicial da cavidade ( 1.1)

i

A7

[

AR RN
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R AAAﬁﬂuﬂEﬂmﬁmuﬂﬁﬂmnumr
._—ﬂﬂﬂﬂﬁ“&»ﬂwwﬂﬂﬂﬂqﬁﬁhﬁﬁﬁmmMmmmJ

R

A A LT

Figura 46: Malha da forma otimizada ( 1.1)
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Figura 47: Norma euclidiana do vetor velocidade ( 1.1)

B 7

Figura 48: Campo de pressao ( 1.i)
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Figura 49: Campo de velocidade ( 1.1)

Neste exemplo utilizou-se uma malha base 30 X 30 de elementos quadrilaterais “quad —
four”, que por sua vez deram origem a elementos triangulares lineares. Apenas um macro-

elemento de dezessete nés foi utilizado, e cuja configuracao pode ser observada abaixo:

1 2 3
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ) No-escravo <> No6-mestre fixo

[ ) No-mestre méovel

Figura 50: Macro-Elemento usado para abordagem do problema ( 1.i)
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As restrigoes aqui usadas foram do tipo caixa para os nés mestres livres, e restricao de drea,

como se pode observar a seguir:

0,23 <x,<0,27,
0,85<y, £1,2;
0,48<x,<0,52;
0,85<y,<1,2;
0,73<x,<0,77,
0,85<y,<1,2;
S<LIxS, =S,

Os valores encontrados para o resultado final, do formato otimizado da tampa superior da

cavidade, foram:

S =115
S=1,0121;
F =0,1612;
F=0,1609;
x, =0,23;
», =0,85;
x, =0,52;
v, =1,0442;
x,=0,73;
v, =12.

Onde S, é a drea inicial da cavidade, S

adm

é a &drea admissivel, § é a drea final da
cavidade, F, é a dissipacao viscosa inicial, F' é a dissipacao viscosa final, e os (x,,»,),
i=1,2,3 sao as coordenadas finais dos nés mestres livres. Os multiplicadores de Lagrange

nao nulos estao listados a seguir:

A =5,1321E-002;
A, = 2,4725E-003;
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A, =5,117E-003;
A, =8,9237E-003;
As =1,0439E-003.

Note ainda que os gradientes das restrigoes ativas sao linearmente independentes no
ponto de 6timo, uma vez que se tratam dos proprios eixos coordenados, ou seja se trata de
um ponto regular. Adicionalmente os multiplicadores de Lagrange para estas restrigoes sao
positivos e o ponto de 6timo se encontra dentro da regiao factivel. Desta forma todas as
hipéteses da condicdo necessdria de otimalidade ( Teorema de Kuhn — Tucker ) sado

satisfeitas, garantindo que o critério de convergéncia aqui adotado foi atingido.

Serao mostrados agora como ficaram os resultados para cavidade no caso (1.ii):

Figura 51: Malha da forma inicial da cavidade ( 1.ii )




Capitulo 3 — Otimizagdo de Forma

80

FAVAYY

VA

7~/
VAVAYS

RV

I~
A

SRS
A%

A

|
)
N

FAVAVAN

VAN,
AV AVAVANAVAN,
% AV

BN
YA

Y i
e e e e s e e e P
I
R RN R
ENENEY AVAVAVAS

/|/|/|é Z?
B ;g ;7 o)
s sazaziaiia:

AANAAA
A

Figura 52: Malha da forma otimizada ( 1.i1)
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Figura 53: Norma euclidiana do vetor velocidade ( 1.ii )
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Figura 54: Campo de pressdo ( 1.ii )
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Figura 55: Campo de velocidade ( 1.ii )
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Neste exemplo foi utilizada novamente uma malha base 30 X 30 de elementos
quadrilaterais “quad — four”, que conseqiientemente deram origem a elementos triangulares
lineares. Novamente utilizou-se apenas um macro-elemento de dezessete nés, cuja

configuracao pode ser observada na figura abaixo.

o o
® ( ®
o o
@<=
o No-escravo
[ ) No-mestre movel

<> No6-mestre fixo

Figura 56: Macro-Elemento usado para abordagem do problema ( 1.ii )

As restrigoes aqui usadas estao descriminadas a seguir:

x, =0;

0,85<y, <1,2;
0,23<x, 0,27,
0,85<y,<L2;
0,48 < x, <0,52;
0,85<y,<1,2;
0,73<x,<0,77;
0,85<y,<12;
S<1L1IxS =S,
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Os valores encontrados para o resultado final do formato otimizado da tampa superior da

cavidade foram:

S.m =L1;
S§=0,9981;
F =0,1612;
F=0,1607;
x, =0;

», =0,85;
x, =0,23;
v, =0,851;
x, =0,52;
v, =0,9938;
x,=0,73;
v, =12

Onde S, é a drea inicial da cavidade, S, ¢é a drea admissivel, § é a édrea final da
cavidade, F, é a dissipacao viscosa inicial, F' é a dissipacao viscosa final, e os (x,,7,),
i=1,2,3,4 sao as coordenadas finais dos nés mestres livres. Os multiplicadores de Lagrange

nao nulos estao listados a seguir:

4 =0,3053;

A, =8,7893E-003;
2, = 2,8756E-003;
2, =5,7537E-003;
Js =8,7753E-003;
A, =8,7472E-004.

Observe novamente que os gradientes das restricoes ativas sao linearmente
independentes no ponto de étimo, ja que se tratam dos préprios eixos coordenados, i.e., é
um ponto regular, além do que os multiplicadores de Lagrange para estas restricoes sao
positivos e o ponto encontrado estd dentro da regiao factivel. Logo tem-se que todas as

hip6teses da condigao necesséria de otimalidade ( Teorema de Kuhn — Tucker ) satisfeitas e
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como conseqiiéncia tem-se que o critério de convergéncia foi atingido. Um comentédrio final
para este exemplo, seria ressaltar que a malha (base de 30 X 30) usada em ambos os casos
resultou de testes que foram feitos com outras malhas, onde nao se observou diferencas
significativas nos resultados, com relacao a malhas mais refinadas. Uma questao que ainda
resta é com relacdo ao erro de discretizacao da malha final, uma vez que nao foram
utilizados “estimadores de erro” neste trabalho. Relacionado a isto tomou-se o cuidado de
se escolher “restrigoes de caixa” pequenas, de modo a nao permitir uma grande distorcao
na malha resultante, e também optou-se em trabalhar com nimeros de Reynolds nao

elevados.

3.5.2 Difusor Divergente

O objetivo deste exemplo é encontrar o formato da rampa do difusor divergente de
modo a minimizar a dissipagao viscosa. As andlises de otimizagao de forma serao feitas para

nimero de Reynolds igual a 10. As situagoes abordadas sao as seguintes:

2.1) O caso em que ambas as extremidades da rampa do canal estao fixas.

2.ii) O caso em que apenas a extremidade esquerda encontra-se fixa.

Y A Fronteira de Simetria
(5,335 1)
O;1)
_*
— -
u=1 - —T
—TT Entrada o
v=0 —p> -
T (1:0) Saida :: Escoamento
(0;0) > . Livre
_*
X — -
_*
_*
_)
_*
Parede do canal (u=0ev =0) ::
_*
(5.33:-1)

(4.33:-1)

Figura 57: Otimizacdo da rampa do difusor divergente
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Serao mostrados agora como ficaram os resultados para o difusor no caso (2.i):

TR

L
i

AT AN A AR AR R
SO I

Figura 58: Malha da forma inicial do difusor ( 2.1)
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Figura 59: Malha da forma otimizada ( 2.1)
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Figura 60: Norma euclidiana do vetor velocidade ( 2.1)

Figura 61: Campo de pressao ( 2.i)
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B

Figura 62: Campo de velocidade ( 2.1)

Neste exemplo utilizou-se uma malha base 50 X 30 de elementos quadrilaterais “quad —

four”, que por sua vez deram origem a elementos triangulares lineares. Os macro-elementos

utilizados sao de dezessete nds, cuja configuracao pode ser observada na figura abaixo.

O

No6-mestre movel

Figura 63: Macro-Elemento usado para abordagem do problema ( 2.1)

( Be o Be SN J L o L ( Be o Be SN J
o ® ®
o
1
( Be o Be SN J ® o ®
2
: ® ®
( Be o Be SN J
[ ) Noé-escravo
[ ) No-mestre fixo
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As restrigoes adotadas foram do tipo caixa para os nés mestres livres, e restricao de

area:

1,8133<x, <1,8533;
-0,4<y, <-0,15;
2,6466 < x, < 2,68606;
—-0,65< y, <-0,4;
3,4799 < x, <3,5199;
0,9 <y, <-0,65;
S<L1IxS, =8,

Os valores encontrados para o resultado final do formato otimizado da rampa do canal

foram:

S =8,7999;
S =8,4329;
F =1,1928;
F=1,1288;

x, =1,8133;
» =-04;

x, =2,6866;
v, = -0,65;
x;, =3.,48;

v, =-0,9.

Aqui, S, é a drea inicial do canal, S, ¢ a drea admissivel, S é a drea final do canal, F, ¢
a dissipagao viscosa inicial, F' é a dissipagao viscosa final, e os (x,,»,), i=1,2,3 sao as
coordenadas finais dos nés mestres livres. Os multiplicadores de Lagrange nao nulos estao

listados a seguir:

2, =7,293E-002;
2, =0,1484;

2, =9,5155E-003;
2, = 2,4989E-002;
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A =1,7997E-002;
J, =4,0423E-002.

Perceba que os gradientes das restrigoes ativas sao linearmente independentes no
ponto de 6timo, ji que se tratam dos préprios eixos coordenados, ou seja se trata de um
ponto regular, além do que os multiplicadores de Lagrange para estas restrigoes sao
positivos e o ponto de 6timo se encontra dentro da regiao factivel. Entao tem-se que todas
as hipdteses da condigdo necessédria de otimalidade ( Teorema de Kuhn — Tucker ) sao

satisfeitas e conseqiientemente que o critério de convergéncia aqui adotado foi atingido.

Serao mostrados agora como ficaram os resultados para o difusor no caso (2.ii):

TR
LA

AT AR AR R R kb p
L U L

s

Lk
T
VLI

FUP AN Ty ey

o
i
Hih

L oy
AR AR e AR TR R

Figura 64: Malha da forma inicial do difusor ( 2.ii )
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Figura 65: Malha da forma otimizada ( 2.ii )
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Figura 66: Norma euclidiana do vetor velocidade ( 2.ii )
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P

; 3.334
I 2832
25285
21287
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13202
081746

0451471
011196
-0.28076

Figura 67: Campo de pressao ( 2.ii )

] l

Figura 68: Campo de velocidade ( 2.ii )
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Neste exemplo utilizou-se uma malha base 50 X 30 de elementos quadrilaterais “quad —
four”, que por sua vez deram origem a elementos triangulares lineares. Os macro-elementos

utilizados sao de dezessete nés, cuja configuracao pode ser observada na figura abaixo.

() No-escravo

[ ) NoO-mestre fixo

<> No-mestre movel

Figura 69: Macro-Elemento usado para abordagem do problema ( 2.ii )

As restrigoes aqui adotadas foram do tipo caixa para os nés mestres livres, e restricao de

drea, como pode-se observar a seguir:

0,93<x, <1,07;
~0,15< y,<0,1;
1,8133 < x, <1,8533;
~0,4< y, <—0,15;
2,6466 < x, < 2,6866;
~0,65< y, <—0,4;
3,4799 < x, <3,5199;
~0,9< y, <—0,65;
S<11xS, =S

adm*
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Os valores encontrados para o resultado final do formato otimizado da rampa do canal

foram:

S.im =8,7999;
S =8,5234;
F =1,1928;
F=1,009;

x, =0,93;

v, =-0,15;

x, =1,8133;
v, = 0,4
x; = 2,6466;
v, =-0,6449;
x, =3,48;

v, =-09.

Note que S, é a drea inicial do canal, S,, ¢é a drea admissivel, S é a drea final do canal,

adm
F ¢é a dissipacao viscosa inicial, F' ¢é a dissipacao viscosa final, e os (x,,y,), i=1,2,3,4 sao
as coordenadas finais dos nés mestres livres. Os multiplicadores de Lagrange nao nulos

estao listados a seguir:

2, =0,1165;
2, =0,3436;
2, = 6,6393E-002;
2, =0,2381;

Js = 2,5324E-003;
A, =1,4196E-002;
A, =5,6894E-002.

Aqui mais uma vez os gradientes das restricoes ativas sao linearmente independentes
no ponto de 6timo, uma vez que se tratam dos préprios eixos coordenados, tratando-se
entao de um ponto regular, além do que os multiplicadores de Lagrange para estas

restricoes sao positivos e o ponto de 6timo se encontra dentro da regiao factivel. Entao
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tem-se que todas as hipéteses da condi¢ao necessdria de otimalidade ( Teorema de Kuhn —
Tucker ) sdo satisfeitas e com isto garantindo que o critério de convergéncia aqui adotado
foi atingido. Um fato que deve ser salientado, neste caso, diz respeito a um leve
deslocamento para cima na fronteira da configuracao otimizada do difusor, tal fato se deve
a interpolacao utilizada nos contornos dos macro-elementos que compoem o dominio.

Vale ressaltar ainda que é notéria a discrepancia das formas iniciais do difusor
(casos 2.i e 2.ii) tratado aqui com o difusor presente segao 2.6.2. Este fato é justificado pela
limitagdo da metodologia aqui utilizada para o mapeamento do dominio inicial (via macro-
elementos). Devido a este fato, a aplicagao abordada nesta segao é distinta da encontrada
na secao 2.6.2.

Um comentdrio final para este exemplo seria observar que a malha (base de 50 X 30)
usada em ambos os casos resultou de testes que foram feitos com outras malhas, onde nao
se observou diferencas significativas nos resultados, com relacado a malhas mais refinadas. A
questao a respeito do erro de discretizacao da malha final também é valida aqui.
Relacionado a isto tomou-se novamente o cuidado de se escolher “restricoes de caixa”
pequenas, de modo a nao permitir uma grande distor¢ao na malha resultante, assim como
preferiu-se trabalhar com escoamentos onde o nimero de Reynolds nao fosse elevado
(Re=10). Deve-se atentar ainda para o fato de que as formas finais do difusor, em ambos os

casos, estao inteiramente de acordo com a intuigao.

3.5.3 Comentdrios Adicionais

As argumentacoes feitas nos exemplos de aplicagao, da metodologia de otimizacao,

sugerem que alguns pontos ainda merecem ser melhor esclarecidos. Seriam eles:

e O erro de discretizacao da malha final do processo de otimizacao;

e A fungao objetivo (dissipagdo viscosa).

O erro com relacao a discretizacao fornecido pela malha final é realmente uma
questao séria. O tratamento desta questao, para que tal fator nao afetasse de maneira

significativa o valor da fungao objetivo, ficou ao encargo das escolhas que foram feitas tanto
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para as restricoes de caixa quanto para os numeros de Reynolds dos escoamentos
apresentados. Tomou-se a precaucao, em todos os exemplos apresentados, de se escolher
“restricoes de caixa” pequenas, de modo a nao permitir uma grande distor¢cao na malha
resultante, assim como preferiu-se trabalhar com escoamentos onde o nimero de Reynolds
nao fosse elevado. Devido a essas medidas nao é de se esperar que o valor da funcao
objetivo seja tao severamente afetado por esse fator.

Um outro ponto igualmente importante diz respeito ao comportamento da funcao
objetivo (dissipagdo viscosa) frente aos exemplos mostrados. Objetivando uma melhor
visualizagao dos perfis finais em relacdo aos perfis inicias para os casos 1.1 e 1.ii (secdo

3.5.1), seguem agora as figuras:

1.25 I
—%— inicial
—o— final
1.2 -

1.05- *

*
&
X*
N
4
*
*

L
X*
*
4
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*
4
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4
&
*
4
N
*
*

0.95 _

0.9r .

0.85 N

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 70: Posicionamentos inicial e final dos nds da tampa superior referente ao caso ( 1.i)
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Figura 71: Posicionamentos inicial e final dos nds da tampa superior referente ao caso ( 1.ii )

Nestes casos nota-se em suas formas finais que o canto direito da tampa superior
ficou abaulada para cima, reduzindo o gradiente da velocidade, naquela regiao, quando
comparado com o obtido na configuragao inicial. Outro fato interessante é a diminuicao do
campo de velocidades na regiao mais acima, ocasionado por um maior distanciamento desta
regiao da tampa motriz (inferior). J4 no canto esquerdo da tampa superior o que ocorre é a
tentativa, do processo de otimizagao, de estagnar o escoamento nesta regiao, ou seja,
fazendo com que o campo de velocidades seja baixo, e conseqiientemente contribuindo para

a diminuicao do valor da funcao objetivo. Tal efeito, evidenciado no caso 1.i, motivou a
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2 7

segunda aplicacao deste exemplo, isto é, o caso 1.ii, onde este comportamento é mais
perceptivel. Vale ainda frisar que este tltimo efeito se deve muito provavelmente a restricao
de drea imposta em ambos os casos.

A visualizagdo dos perfis finais em relacdo aos perfis inicias para os casos 2.i e 2.ii

(secao 3.5.2), s@o apresentadas nas figuras:

~ r—
~ —— inicial
BN —c— final

-1.21 -

1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

Figura 72: Posicionamentos inicial e final dos nos da rampa referente ao caso ( 2.i)
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—o— final
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Figura 73: Posicionamentos inicial e final dos nos da parede referente ao caso ( 2.ii )

Nestes exemplos nota-se um “afundamento” da regiao da rampa de maneira a
diminuir o campo de velocidade nesta regiao, e desta forma contribuir para a reducgao do
valor da fungdo objetivo em relagao & configuragao final. Um outro fator que também
merece atencao diz respeito a suavizagao das quinas de maneira a reduzir os gradientes de
velocidade. Este comportamento se torna bem evidente no caso 2.ii. Vale ainda ressaltar
que a nao suavizacao da quina superior da rampa, no caso 2.1, se deve ao tipo de polinobmio
utilizado para gerar a fronteira, que neste caso é um polindémio de quarta ordem.

Considerando-se os fatores acima citados, para os exemplos apresentados, conclui-se

entao que os resultados estao de acordo com o sentimento fisico dos fendmenos abordados.
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Conclusoes e Sugestoes

4.1 Conclusoes

s metodologias utilizadas no trabalho aqui presente mostraram-se bastante

eficientes no tratamento dos problemas de otimizacao de forma que aqui foram

propostos. Pode-se observar ainda que as formas finais das superficies sao bastante
suaves, e que as condigoes necessarias de Kuhn — Tucker (condigbes necessdrias de
otimalidade) sdo satisfeitas, e assim o critério global de convergéncia adotado foi atingido
em todos os exemplos.

Vale ressaltar ainda que o mapeamento do dominio via blocos (macro-elementos)
apesar de ter a vantagem de ter facil manipulacao e ser bastante versatil, tem se mostrado
limitado, por nao possibilitar o tratamento de superficies de geometria complexa, como no
caso da geometria apresentada na figura 26, no capitulo 2. Outra desvantagem que pode ser
citada, diz respeito a suavidade do contorno gerado. Quando se trabalha com mais de um
bloco, no processo de otimizacao, o que se percebeu foi o aparecimento de bicos na
fronteira. Tais bicos encontram-se nos macro-nds pertencentes a fronteira que estao na

intersecao de dois blocos. Tal infortinio pode ser contornado com a implementacao de *

)

splines ” ctbicas, que possibilitam a representacao da fronteira de forma mais suave.

Um outro fator relevante é o que diz respeito ao trabalho com malha estruturada, de
onde se tem a vantagem de se trabalhar com o mesmo nimero de elementos, a mesma
incidéncia e conectividade durante todo o processo de otimizagao. Contudo pode-se
encontrar problemas com relacao a degeneracao dos elementos da malha, que

conseqiientemente afetaria o mapeamento do dominio, e deste modo prejudicaria a
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performance da metodologia aqui utilizada. Neste caso poderia-se usar uma malha nao
estruturada aliada a um esquema de refino adaptativo, que com certeza melhoraria os

resultados. Isto se deve a uma captura, mais eficiente, das regioes de gradientes elevados.

4.2 Sugestoes

A continuidade deste trabalho seguird uma linha incremental, com a aplicacao das
ferramentas aqui desenvolvidas, para otimizacao de forma em escoamentos turbulentos,

compressiveis, assim como em escoamentos de fluidos nao newtonianos.

Outras idéias a serem exploradas em um trabalho futuro sao:

A implementagao/incorporagdo de uma metodologia sem malha (“free mesh
method”) para a abordagem do problema.,
e A incorporagdo do software MSC/PATRAN, nas fases de pré e pos

processamento do problema,

¢ 2

e A implementacao de “ splines ” cibicas para modelar a fracdo da fronteira a
ser manipulada,

e A implementacao do cédlculo semi-analitico do gradiente da func¢ao objetivo.
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Apéndice A

Derivadas de Segunda Ordem

O objetivo deste apéndice é expor a forma com que foram tratados os termos de

derivada de segunda ordem. Tem-se do mapeamento:

o) ~ o), ~ o).
o =Ju P + /i 877’
Q05 0,5 0

)
=7 =2y ,
oy Jai PE J» on

onde j;, 4,7=1,2, sao os elementos da matriz inversa da matriz Jacobiana [J]. Temos entao
que:

20 _8u20) 5 2 [00] 3220 5 0 [o0)
' ax of Voaxl|og| ax on “oxl|on|’

porém,

{@} = }11 ‘ (2) +j12 RO, )
o0& o0& onoé

{a(.)} ~ X)) A %)

IS + ,
n Ju 8&om Ji2 @7]2

9
Oox
9
Oox




Apéndice 109

logo:
o*()
20) o¢*
OO _[du|du\] 061 sa 2 23 5 ) OO
Py _<§E @ +<J11 Ji2 2]11]12> o
agon

Como resultado, pode-se exprimir {0°x} da seguinte forma:

0 x}=[L10sy +[T,]{0°¢)

onde,
2 2 2
o S A A i
ox oy oxoy
e =12, 2L
o5 on
{azéjr}_ 82 82 62
o0& on*’ oon|’
e?

[T,] = matriz(3x2);
[7,] = matriz(3x3).

A matriz [7,], para o caso particular de problemas bi-dimensionais, é dada por:

A2 ) A A

Ju Ji2 2juJn

) A A A
[T,]1=| Ju J» 2jy1Jn )

JuJa Jidyn  Jidnt Joia
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onde [j]1=[J]" ie.,

co_ Jzz . o J21 .
Jun = N
det(J) det(J)
A J A J
Ji2 = 12— J» p

Tdet) 72T det())

Por analogia, pode-se calcular a matriz [7}] como:

{825} = [cl] {Ox} + [cz] {62x} .

Porém,
tox} = j]togt,
logo:
0 =[c][7]10er+[e,] 10},
e ainda,
{0°x} =[T1HOE} + [T, )([e, 1] ] {01 +1c,140°x})
{0y = (1+ (L]l ]| ] iogt+(Lle, 10 ).
Dai tem-se:

[Llel=1 - [Ll=le];
[T1+[L1e][7]=10] -~ [1=—T1e][]]

Determinando entao a matriz [c,]:
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o\ _; 2, 20

o& ax Py
o*() _aJ, o0, , 0 {a(.)}Jrale o0, , o {@}

087 of ox Maclax | e oy o oy
mas,
o |o( o (. o (.
2[00}, 20,20,
o0& | Ox ox 0yOx
o0 |o( o°(. o°(.
o fo]_, 0, PO
o0& | oy oxoy oy
conseqiientemente:
o*()
a0 o
o*() _JaJ, |e],)\ | éx 2, 2 2°()
852—<a§ o2 o [ PR T
% ()
ox0y

Em particular para o caso bi-dimensional, tem-se:

0¢ o0&
[e]= % anz
n on

1 a]11_,_8‘121 1 8‘]12_,_8*]22
2lon  oc) 20an  o¢

Donde conclui-se a expressao de {0°x} .
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Apéndice B

O Teorema de Kuhn-Tucker

Definigao: Seja S um conjunto nio vazio em R”, e tome ¥ €S (fecho de S). O cone das
tangentes de S em ¥ , denotado por T, é o conjunto de todas as direcdes d tais que

d :llcim/Ik(?ck ~¥"),onde 4, >0, ¥, €S paracada k, e X, > X .

Teorema 1: Seja S um conjunto nido vazio em R”, e tome ¥ €S. Suponha ainda que
f:R" >R ¢ diferencidvel em ¥ . Se ¥ localmente resolve o problema de minimizar f(¥)
sujeito a X€ S, entdo F, (T =9, onde F, = {c?:@f(ic’)Tci<0}, e T é o cone das tangentes

de Sem X .

Dem.: Tome c?eT, entao c?z}imxik(fck—i*), onde 4, >0, X €S para cada k, e X, >X .

Tem-se agora que:
FGE) = fE) =V E) (=5 + |5, - ¥ r(35%, -5,
onde r(¥;¥,—%)—0, quando ¥, —2Z5%". Observando a otimalidade local de X", para k
suficientemente grande, tem-se f(¥,)> f(X¥"), logo:
VFE) (& - %)+ |7 - 2|5 -5 20.
Multiplicando tal resultado por A4, >0 e tomando o limite quando k — o0, a inequacao

acima implica que @f(f*)Tc?ZO. Mostrou-se entdo que d €T implica em ?f()?*)Tc?ZO,

logo dada a definicao de F,, tem-se F,(1T =2 .A
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Teorema 2: Seja S um conjunto nao vazio fechado e convexo em R", e y ¢S . Entao existe
L, . ok . . N . - L, . L, . %, L, .
um tnico ponto X €S cuja a distdncia a ¥ é minima. Além disto X é o ponto minimo se e

somente se (¥—% ) (¥ —=y)>0,V¥eS.
Dem.: Divide-se, didaticamente, esta demonstracao em quatro tépicos:

i)  FEmisténcia: Toma-se inicialmente inf {”)7 — 56” :XxeS } =y > 0.Existe uma seqiiéncia {fck}

—£2% 55 Sera demonstrado que {fck} tem limite ¥ €S, mostrando

em S tal que ||)7—)?k

que {)?k} é uma seqiiéncia de Cauchy. Como conseqiiéncia da regra do paralelogramo tem-

se:
% =%, =205 - 5 + 2|, - 3 -5 + %, - 23
- = 2
o Jmal =205 2, -5 -4
— - — - 2
Note que Xt X, € S, e por definicao X X, — 3| >4*, entéo:

% =%, <2[% = 3 + 2], - 7 - 47"

Escolhendo k& e m suficientemente grandes, de tal modo que ||)?k—)7|| e )?m—)”/” seja
. . L . ~ - - 12

suficientemente préximos de y, e entao fazendo com que ||xk—xm|| possa  ser

suficientemente préximos de zero. Entao {)?k} ¢ uma seqiiéncia de Cauchy e

. . . % , ~ ok
conseqiientemente tem um limite X , e como S é fechado entao X €S.

=y. Pela

it)  Unicidade: Suponha que exista um ieS tal que ij—f*v =||)7—)?*

ok o

convexidade 2% e§ , aplicando a desigualdade de Schwartz, tem-se:

L X +x
2

1
<
2
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Se a desigualdade for estrita viola-se a definicao de y . Entao a igualdade é assegurada e

tem-se ainda que:

2

%

y-x
2

— —*

j_F 43 2=||(y—x*')+(y—5e*)|
2 ] 2 |

2 2 e
_ +(y—X)z(y—X)

y-i
2

F-¥)(G-%)=r =@-¥)(G-F)=G-¥) (-5

Entao pode-se escrever:

{(;_;*)r[@_;*)_@_mo [(F-%) - =N -F)=(F-3)]=0
=

(=3 I-3)=(F-5)]=0 G-3)-G=5) =0

2 !
* *

Donde Hx G I RS SO IR o

iii) Necessidade: Seja X € S, entdo:

|53 =[5 +5 =3[ =75 +|7 -3 +26-3)VE -5,

como ¥ ~F[ 20 e (F' ~%)(7-%)20, por hipétese entdo [j- 3 >[5~ ,vieS e ¥

é o ponto de minimo.

i) Suficiéncia: Tomando X¥eS e notando que X +A(X—-X)eS para A>0 e

suficientemente pequeno, entao:

2

[5-5 -2 -3 =|p-% .

também,
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[7-5 - aG@-5) T+ 5-5 +22G -3 G-7).

=lp-s

«[|2 . % . ok . .
Entdo A’ ”55—)? ” +2AUX-X)(3-%¥)=0, para todo A>0 e suficientemente pequeno.

Dividindo-se por 4 e tomando A — 0, o resultado segue. B

Teorema 3: Seja S um conjunto nao vazio fechado e convexo em R", e y¢S. Entao existe

um vetor p e um escalar «, tais que p'y>a e p'X¥ <a para todo ¥eS.

. . L. L, . ok
Dem.: Pelo teorema anterior tem-se que existe um tnico minimo X €S tal que

(=¥ (3 -¥")<0 para cada ¥eS. Note que:

(- G-F) = (G- (- F),

-
mas,
X (G- <X (-3, VieS.
Entao:
PG-92|y-7|.vies,

R T ot e P - .
onde p=y—-Xx #0. Isto mostra que pTyZpTer”y—x ” para cada X € §. Entao para

completar a demonstracio basta que se tome a=sup{p'¥:X¥<S}.H

Teorema 4 (Teorema de Farkas): Seja A uma matriz m x n e ¢ um vetor de dimensao n.

Entao exatamente um dos dois sistemas que se seguem tem uma solugao:

Sistema 1: A¥<0 e ¢"¥>0, para algum ¥ eR";

—

Sistema 2: A"y =c e y>0, para algum yeR".
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Dem.: Suponha que o sistema 2 tenha uma solugao, entao existe um y >0 tal que Ay =c.
Tome X tal que AX'S@, entdo ¢'¥=735"4x<0, o que implica que o sistema 1 nao tem
solugao. Suponha agora que o sistema 2 nao tenha solugao, seja entao o conjunto
S={x:¥=A4"y,5>0}. Note que S é fechado e convexo e que ¢ ¢S . Entdo existe um vetor
peR" e um escalar a, tais que p'c>a e p'X¥<a para todo ¥eS. Como 0eS, entdo
0<a e p'e>0. Também a> p" A"y = 3" Ap para todo y>0. Como ¥ >0, pode-se fazé-lo
tao grande quanto se queira, entao a 1iltima desigualdade implica que Aﬁéa. Logo
construiu-se um vetor peR” tal que Ap<0 e p'c>0. Entdo sistema 1 tem uma

solucao.ll

Teorema de Kuhn-Tucker: Seja ¥ um ponto regular de X o qual é solucdo de

min f(X)

xes,

onde S={Xxe X:g,(x)<0, onde j=l,...,m}.Seja L(.) a fungao Lagrangeana definida por:
LX) = () + D u,g,(%).
j=1
Entdo existe # € R” tal que:

VL(E i) = Y/ (£) + D' Vg, (¥) =0,

j=1

onde,

g,(E)<0,
u'; >0, para j=1,..,m.

u*jgj(‘i:*) = 07
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Dem.: Pelo teorema 1 sabe-se que F,(NT=C, onde F, = {ci:@f(ic’)Tci< 0}, assumindo
T=G,onde G = {c?:ﬁgi()?)Tc;’. <0,iel} e I={i:g(¥)=0}, entdo F,NG =@ . Em outras

palavras o sistema que se segue nao tem solugao:

VI(E) d <0;
ﬁgi()?*)Tc? <0, onde iel.

Entao o resultado decorre diretamente do teorema de anterior (teorema de Farkas). Bl
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Apéndice C

A Equacao de Euler-Lagrange

Teorema Fundamental do Calculo das Variagoes: Seja
L= {f[xl,xz] —> R, J.xz 2 (x)dx < +oo} com o produto interno <g,f> = J.xz g(x) f(x)dx ;

L c L um sub-espaco de L equipado com a mesma norma de L, 4 < L um subconjunto de

L.Se A édenso em L entao vale: seja f €L tal que <f,g>=0, Vged = f=0.

Dem.: Como A4 é denso em L entao tem-se que Ve&>0, VfelL, 3geA tal que
||f—g||<g. Note ainda que:

|-l =(f-g./-g)
=(f.f-g)-(g.f-g)
=(f.1)-(/.g)-(g.f)+(g.8)
=(f.f)- < g)+(g.8)-

Entao,

2(f.8)={/:f)+(g:8) -/~ el

>0 <&

2(f.f)+(g.8)-¢
>(f,f)-=2(f,f)20, Ve>0.

=(f.0)=l/=0=]fl-0=s=-0m
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. . ~ 2 .
Funcionais envolvendo fungoes em R° e suas derivadas:
Serao considerados aqui funcionais do tipo:
I(w) = jQF(x,y,w, W Wy W Wy, W, W, QY

onde:

ow o*w o*w
Wx = _’ Wxx = 2 ’ ny = 9

ox ox oxoy

ow o*w o*w
w =, _

=—; W, =—; Ww_= )
Yoy »ooy? " Oyox

Obs.: Para que w,, =w, ¢é necessdrio que w seja duas vezes diferencidvel e sua segunda

derivada seja continua.

Sejam as seguintes consideragoes:
0Q - fronteira do dominio Q.
Sejam entao os conjuntos:

Kinu={w é suficientemente regular e satisfaz as condi¢oes de contorno em 0Q };

Varu={7 ¢é suficientemente regular e =0 em 0Q }.

Seja agora a fungdo arbitrdria W que pode ser expressa como

w(x,y)=w(x,y)+en(x,y), conseqiientemente:

L&) = [ FOr,p, 0,00, 0,10, W, 1, Q.
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A condicado necesséria de otimalidade para um caminho extremo (maximo ou minimo)

w(x,y) é dado por:

ﬂ
de

:hm(wj:o,

—0
=0 ¢ &

ou seja,

.1 M e e
lglir(}{;'[Q[F(x,y,w,wx,wy,w w wyx,wyy)—F(x,y,w,wx,wy,wm,wxy,wyx,wyy)]dQ =0

Obs.: Considera-se que F(.) seja suficientemente regular de tal forma que F,(.)—=2— F(.)

uniformemente.

| FLy, W W, W, W W W W ) = F (X Y, W W, W, W W W W) B
lim Q=0
Q 0

&

| lim oF + oF + oF + or + or + or + or +0(82) Q=0
ool aw g ow, s ow, Ty ow,, L ow,, oy ow,, Ty ow,, > £
oF oF oF oF oF oF oF
1 =n+ + + +——n,+t— Q=0, VpeVaru.
IQ|: ow n 8wx 1, 8wy 77y 8Wxx My awxy nxy awyx 77.% 8Wyy 77)0’ :|d n
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Note ainda que:

e pela aplicacao do Teorema de Green tem-se:

jg%(.)dg = I@Q(.)nxdl“;

IQ%(.)dQ = LQ(.)nde.

Como resultado pode-se escrever:
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Os termos associados as derivadas de segunda ordem podem ser determinados como:

ofor 7 _o[or] . oF
ox| ow,. T 1™ o ow,, LIPS

XX

ofofor] | _[aor]  ofor
ox | Ox | ow,, o ow,, T o ow,, e

ou seja,

oF _ofer 1 ofafer) ), o[ oF
ow. = " ax|ow. | ax x| ow, | a2 | ow_ |

XX XX xx

Por analogia,

oF ~_0|OoF | 0]0|0oF | |, &|0F
w, ™ "oy ow, | "oy || ow, |1 07| ow,, ||

O termo cruzado w,, pode ser determinado por:

ofor | ofor] o
dy| ow,, " dy| ow,, LMPWIRGE

xy

o]0 oF o' | oF d| oF
A ne= n+—| = |
ox | Oy| ow,, Ox0y | Ow,, oy | ow,,

ou seja,

OF 0| oF 0| o| oF o’ | oF
aw o aw el aw N axay | aw |
ny Y ny X Y ny xXoy ny
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Integrando estes termos em Q e aplicando o teorema de Green, obtem-se:

oF F 0| oF >| oF
LZ@W U _Im{—mm}”xdr— ma[%}?mdprj —Q{TJWQ,
i 2
Q;_Fn” = ;V—Fny}nydl"— agai{é_}nnydr+ LFV_F} dQ;
L pag y W y pag
i i ] 2
e [ Tuar [ 2] par i 2] 2
20w, x| ow,, 0y | ow,, | Q0x0y| 0
oF —n,dQ= I a—Fn nxdl“—-[ 9| 9F nn dF+I a—F
Qow, ol ow, Q0x| ow,, @ Jyox | Ow,

Finalmente:

I oF _olor| o|oF | &[oF | &|oF | & |oF | &
210w Ox| 0w, | Oy|ow, o’ ow, | oy ow,, | Oxdy|ow, | Oyox

x

B 8{6F

—|——|nyn dI' =0,
2 Ox éwyx}] g

para V7 e Varu.

+I a—Fny ndl' — 9| nn dl' — 9198 nn dI' — 9| oF nn dl’
| Ow : Q0x | ow,, Qoylow, |7 Q0oy| ow,,

[or ] oF oF OF oF
+I@Q 8W Eal IaQ {%n}nydr " -[aQ {me}%dr " J.aﬂ{%ny}nydr + IaQ {%nx}nydr
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Como =0 em 0Q e arbitrario no interior de Q, determinou-se entao a equacao de Euler-

Lagrage associada ao funcional:

OF 0| 0F | o|oF | O|0F | & |0F | 0 | oF | & |0oF | .
ow Ox|ow, | 0y|ow, x|l ow, | oy ow,, | Oxdy|ow,, 6y6x ow,, 7

para V(x,y)eint(Q).

Onde as condigoes de contorno (essenciais e naturais) sdo obtidas pela aplicacdo do
Teorema fundamental do Célculo das Variagoes nas parcelas do contorno, uma vez que

n eVaru.

Definindo agora:

I', - parte do dominio onde estao prescritas as condigoes de contorno essenciais.
I, - parte do dominio onde estao prescritas os fluxos / tensoes / etc.

0Q - fronteira do dominio Q, 6Q=T, UTI, e I, T, =9.

Sejam entao os conjuntos:

Kinu={v é suficientemente regular e satisfaz as condigbes de contorno em T, };

Varu={v é suficientemente regular e v=0 em T, }.

Assim tem-se para o caso da equacao de Navier-Stokes para fluidos Newtonianos e
em regime permanente, a obtencao é feita a partir da aplicagao da condicao de
estacionaridade no funcional caracteristico. Note que as parcelas convectivas sao

incorporadas de forma indireta. O funcional fica entao:

1
I(visd,'jsz—:jsp):_[g[(z(vi,j+v ) d j p.f;vl up+ Aykld dy:|d J- pthr
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onde v, é o vetor velocidade, d; ¢ o tensor deformagao, 7, é o tensor dado pela equagao
constitutiva para fluidos Newtonianos (T;=4,d, ), p ¢ a pressao e Q ¢é o domfnio

ocupado pelo fluido. As equacoes de Euler-Lagrange neste caso ficam:

[.1T,,=(pS)), = pfi19.dQ2=0= [ _{IT, - pS,In, - ph}$,dT =0
[[-7, + 44, d,dQ =0

1 A
.[Q (E (Vi,j + Vj,i) - diij Tl.'idQ =0

[ v.pd=o0.

Note que da primeira equacao de Euler-Larange fazendo a componente f; igual a

parcela da aceleragao convectiva vy, ;, tira-se a equacao de equilibrio (Navier-Stokes).

ijo
Perceba ainda que aqui desprezou-se o termo relativo as forcas de corpo, ou seja, tira-se
diretamente o problema apresentado em 2.1, com todas as condicbes de contorno. As
demais equagoes fazem referencia a imposicao, de forma fraca, das propriedades de

deformagao e tensao para fluidos Newtonianos, bem como de incompressibilidade. Vale

ressaltar ainda que c?wfjj, pel(Q) e v eVaru.
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Apéndice D

O Método de Newton

O método de Newton puro utilizado na solugao de sistemas de equacoes nao lineares
tem um grave inconveniente que é a tendéncia de nao convergir caso o ponto inicial nao
seja suficientemente proxima da solugao. Um método global é aquele que para todo ponto
inicial converge para a solucao. O essencial da idéia aqui usada é combinar a rédpida
convergéncia local do método de Newton com a estratégia de convergéncia global que
garantird que o processo siga para a solugao em cada interagao.

Recordando-se do passo de Newton para o conjunto de equagoes:
F(3)=0,
onde F(x,,..,x,)=0, com i=1,...,n, tem-se entao:

F(X+6%) = E(i)+2?§xj +0(5%%),
j=1 OX;

sendo a matriz das derivadas parciais a matriz Jacobiana:

-~
=
I
2|3

~.

Assim tem-se:
F(X+0%)=F(X)+J.0% +0(5%%).

Desprezando o termo de ordem 6%° e impondo F(¥+8%)=0, obtém-se o conjunto de

equagoes que serao responsaveis pela atualizacao de o :
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J.ox=-F,
onde o sistema acima é resolvido por decomposicao LU (J =LU ) :
LUSX)=-F=Ly=-F=UJdbXx=y.
As correcoes sao entao adicionadas ao vetor solucao, determinando assim o préximo passo:
X, =X,_,+0x,
na k — ésima interacao. Uma estratégia razodvel é requerer a minimizacao de f:

1
=—F.F.
/=3

Note porém que a solucdo para F(¥)=0 implica na minimizacio de f. Porém, pode
haver um minimo local de f que néao solucione F(¥)=0. Entdo a simples minimizacio pelo
passo de Newton puro de fnao é uma boa idéia.

Para desenvolver uma estratégia melhor, note que o passo de Newton ¢ uma diregao

de descida para a funcgao f:
Vf-6x=(F.J).(-J '\ F)=-F.F<0.

Entao a estratégia serd a seguinte: Sempre se tentard primeiro o passo de Newton
puro, porque uma vez préximo da solucao, o suficiente, tem-se garantida a convergéncia
quadratica, sob certas condigoes. Serd checado a cada interagao se o passo de Newton puro
reduz f, caso contrério faz-se uma busca linear (“backtracking”) sobre a diregdo de Newton
puro, até que se tenha um passo aceitdavel. Além do que a direcao de Newton puro é uma
direcao de descida para f, daf tem-se, entao, a garantia de se encontrar um passo aceitdvel

pelo “backtracking”.
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Perceba ainda que este método minimiza f por tomar passos de Newton que levam F
para zero (vetor nulo), o que nao equivale a minimizar f com passos de Newton que levem

o Vf para zero.

Tomando o passo de Newton puro por d =X, para uma interagao k£ tem-se:

X, =x_,+Ad, 0<A<1.

E necessario encontrar A tal que faca com que f (X,_, + Ad) decresca o suficiente. Daf vem

a pergunta: que critério(s) adotar para que o passo seja aceitdvel ?. Para isto tem-se as

chamadas condigoes de Wolfe:

i) Armijo: f(%) < f(X,)+ CAV/ (X, - X,);

ii) Curvatura: Vf(%,)'d, >C,Vf(%,_)'d,, 0<C<C,<l.

Todavia a segunda condigdo de Wolfe (curvatura), na pratica nao foi imposta. A busca
linear aqui utilizada foi baseada em interpolagoes de fungoes conhecidas e suas derivadas, as
quais fortalecerao a condi¢ao de “armijo”. Tais funcoes serao melhor descritas mais adiante.
Seguindo recomendacdes da literatura utilizou-se C,=10"". A estratégia na prética para o

“backtracking” foi:

gA):= (X, +Ad)= g'(A) = AV (X, )d],

onde tem-se que achar A, o qual minimiza o modelo que serd construido a seguir. Tem-se

ja calculados g(0) e g'(0), e como o primeiro passo é o passo de Newton puro, entao tem-
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se também g(4,=1). Inicialmente serd considerado A4, =1, para o qual serd avaliada a
condi¢ao de “Armijo”. Caso esta condi¢ao nao seja satisfeita é construido entao um modelo

quadréatico de g(A4):

o) z[g(%)—g%—ﬂogm)k + 2O+ (0).

donde encontra-se como minimo:

~ g'(0)4, _
2[g(4)—g(0)—2,g'(0)]

Em um segundo e subseqiientes “backtracks”, caso necessarios, utiliza-se uma aproximacao

cuibica para g, usando o valor prévio de g(4,) e um segundo mais recente g(4,):
g(A)=al’ +bA* + g'(0)A+g(0).

Obs.: Dado um intervalo [c,q] conhecido (para o presente caso [ 0,1 ; 0,5 |), que contenha os

comprimentos dos passos aceitaveis, tem-se que esta fungao cibica sempre existe e é unica.

“

Determina-se assim a e b, bem como 4,, e deste modo o processo se repete até que

Armijo 7 seja satisfeita. Caso A, seja muito préximo de 4, , ou muito menor que este,

N ~ 1 ~ o .
impoe-se entao que 4, = E/Ik_l. Tem-se entao para a minimizagao da cubica:

"(A)+s,—s
ﬂ’k+1=ﬂk_(ﬂ’k_/1kl)|: ,g( k), 2 };
g'(AX)—g'(A4)+2s,

onde,
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A —g(4
Slzg'(ﬂ’k—l)—i_g'(ﬂk)_:sg( k—l) g( k)’
/’i’k—l_/’i’k

Sy = [512 -g' (4 )g' (4 )]2

A interpolagao cubica é uma poderosa estratégia ja que pode produzir uma taxa de

convergéncia quadratica na interagao acima descrita para o processo de minimizagao de A.
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Apéndice E

A Matriz Hessiana

A idéia aqui utilizada é fazer uso de uma aproximagao Quase — Newton B, para a
matriz Hessiana da funcio Lagrangeana aumentada V2. ;((X'k,/ik,gk). A atualizagao da
aproximacao da matriz Hessiana é feita via BFGS que segundo a literatura tem alcancado
bons resultados.

A atualizacao para B, , que resulta do passo k, para o passo k+1 serd realizada com

o uso dos vetores p, e y,, que sao definidos da seguinte forma:

Pr = X — X5

Ve = 6;z;(()_élma Zkﬂagkﬂ) - 6;75(;‘/( 5 Zkﬂ’gkﬂ)'

Uma observacio importante que se deve fazer é quanto a positividade de V2. x(.),
caso esta seja positiva definida na regiao onde a minimizagao estd atuando, a aproximacao
Quase — Newton ( B, ) portard alguma informagao da curvatura do problema, e a interagao
convergiré robusta e rapidamente. Todavia caso V2. y(.) tenha autovalores negativos, entdo
a aproximacao BFGS aproximando-a como uma matriz positiva definida torna-se ineficaz.
De fato a atualizagao via BFGS requer que p, e y, satisfacam a condicao de curvatura
( ﬁij/k >0), que ndao pode ser assegurada pelas definigbes anteriores. Para superar tal

problema, poderia-se omitir a atualizacao via BFGS caso a condicao:
- T - - T —
Dy ¥, 20p, Bp,,

nio seja satisfeita. Onde @ & um parametro positivo (~107). Esta estratégia tem-se

mostrado boa quando utilizadas implementagdes do tipo SQP (¢ sequential quadratic
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program 7). Todavia em outros tipos de implementagao o seu desempenho tem-se mostrado
fraco.
Uma modificagao mais efetiva assegura que a atualizagao estard sempre bem

definida. Modificando a definicao de y, por 7 que estd abaixo descrito:

Fk = ‘9/()7/( +(1_0k)Bkﬁk )

onde,

1, se p,'3 20,2p, B.Db,;
Hk = 0, SﬁkTBkﬁk
(ﬁkTka?k _ﬁkTyk)

, Sé ﬁkrj}k<032ﬁkTBkﬁk'

Entao a atualizacao B, fica da seguinte forma:

BABB, T

B, =B — PPl i Tk
“ 7t BlBB, BT

Tal atualizagao garante que B,,, é positiva definida , desde que 6, #1 pois dai tem-se:
- T— - Ty —
P 1, =0,2p, B,p, >0.

Note ainda que quando 6, =0 tem-se B,,,=B,, e que 6, =1 produzird, uma matriz
possivelmente indefinida, pela a BFGS sem modificagoes (7 =y, ). O valor de 6, €(0,1)
produz uma matriz que interpola o valor da aproximacao atual B, e uma produzida pela
BFGS sem modificagoes. A escolha correta do valor de 6, assegura que a aproximacao
seguinte esteja proxima o suficiente da aproximagao atual B, para que a positividade esteja

assegurada. Todavia a estratégia aqui adotada toma um caminho um pouco diferente, ja
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que tem-se assegurado que V2. ;((55*,2*,8) é positiva definida para ¢ suficientemente

pequeno, e assim satisfazendo a condicao de suficiéncia de segunda ordem. Tem-se entao:

§GE A= G+ XA (45D T (DF

= V2x(%4,8)=VLL(Z,A) +1WZ (%) V. h(%).
&

Note ainda que o 1iltimo termo em )((fc,/{,g) acrescenta curvatura positiva a L(f,ﬂj) no
espaco das colunas de ?J;()?)T , enquanto que deixa a curvatura sem modificacoes no
espaco nulo de ﬁxh#(fc). Pode-se fazer agora a aplicagao do BFGS, para uma escolha
suficientemente pequena de ¢, e tal que a matriz Hessiana serd sempre positiva definida. O
método aqui adotado também tem suas imperfeigoes, pois caso ¢ seja demasiadamente
pequeno pode resultar que o tltimo termo de V2. Z(i,i,e) se torna dominante, e isto pode
algumas vezes prejudicar a performance da metodologia. J4 no caso em que ¢ for muito
grande a matriz Hessiana, da funcao Lagrangeana Aumentada, pode nao ser positiva
definida e Z(f,i,&‘) pode nao ser convexa, o que implica que a condicao de curvatura pode

nao ser satisfeita. Para o presente caso tem-se simplesmente:

BpplB  iJ
BB PV

W= 6%1(£k+1 s A1sEin) — 62}((@5 Aii»E) = By = B —

de onde tem-se a equagao secante ( ¥, = B,,,p, ) satisfeita. Aqui utilizou-se como valores

limites de &, os seguintes valores: e™ =g”" =10" e &™ =" =107.
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Apéndice F

O Gradiente

O gradiente da funcao objetivo, aqui neste trabalho, serd calculado numericamente
como ja comentado anteriormente. Dada entao a funcao objetivo f(X), onde XeR" é o
vetor das varidveis de projeto. A metodologia utilizada serd a diferenca finita central, e por

ela tem-se o gradiente da seguinte forma:

A ~ A s / -4
onde e, sao vetores da base canodnica e o escalar § é da ordem de 107".




