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Evangelho (Mt 5, 13-16):

Naquele tempo, disse Jesus a seus discipulos: ”Vés sois o sal da terra. Ora, se o
sal se tornar insosso, com que salgaremos ? Ele ndo servird para mais nada, sendo para
ser jogado fora e ser pisado pelos homens. Vés sois a luz do mundo. Nao pode ficar
escondida uma cidade construida sobre um monte. Ninguém acende uma lampada e a
coloca debaixo de uma vasilha, mas, sim, num candeeiro, onde brilha para todos que
estdo na casa. Assim também brilhe a vossa luz diante dos homens, para que vejam as

vossas boas obras e louvem o vosso Pai que estd nos céus”.
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Este trabalho trata os problemas de estabilizag@o e de posicionamento regional de pdlos em sis-
temas lineares continuos no tempo usando realimentacio estdtica de saidas. Os resultados apre-
sentados tém como ponto de partida o conceito de subespagos (C,A,B)-invariantes caracteriza-
dos algebricamente através de um par de equagdes acopladas de Sylvester, cuja solugdo pode ser
obtida, para sistemas que verificam a condi¢@o de Kimura (m+p > n), em duas etapas utilizan-
do o algoritmo de Syrmos e Lewis. No caso de sistemas normais, é demonstrado que subespagos
(C,A,B)-invariantes estabilizdveis por saidas podem ser caracterizados através de equagdes aco-
pladas de Lyapunov. Baseada nessas equagdes, € proposta uma condi¢@o necessaria e suficiente
para a existéncia de solucdo do problema de estabilizagdo por realimentacdo estética de saidas.
Para sistemas satisfazendo a condi¢do de Kimura, sdo propostos dois algoritmos (primal e dual)
para solucdo das equagdes acopladas de Lyapunov. A técnica de estabilizag@o é entdo adapta-
da para tratar o problema de posicionamento regional de p6los. Para uma classe de sistemas
descritores (regular, sem comportamento impulsivo e sem agfo direta de controle nas varidveis
algébricas), ¢ demonstrado que os problemas de estabilizagdo e de posicionamento regional
de pdlos por realimentacdo estatica de saidas podem ser vistos como problemas para um sis-
tema normal de ordem reduzida. Assim sendo, os resultados sobre existéncia de solugdo € o
algoritmo dual de solu¢do das equagdes acopladas de Lyapunov, desenvolvidos para sistemas
normais, sdo adaptados para serem aplicados diretamente no modelo de ordem completa do
sistema descritor. Para os sistemas descritores gerais, € introduzido o conceito de subespagos
(C,A,E,B) -invariantes fortemente estabilizdveis por saidas. A caracterizagdo algébrica destes
subespacos € obtida na forma de equagdes acopladas generalizadas de Sylvester € de Lyapunov.
Sao propostas condi¢des necessdrias e suficientes para a existéncia de solugdo do problema de
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This work deals with the problems of stabilization and of regional pole placement by static

output feedback in linear continuous-time systems. The results are based on the key notion
of (C,A,B)-invariant subspaces which can be characterized through a pair of coupled Sylvester
equations. Then, solutions to these equations can be obtained, for systems verifying Kimura’s
condition (m + p > n), into two steps using Syrmos and Lewis’s algorithm. In case of normal
systems, it is shown that output stabilizable (C,A,B)-invariant subspaces can be characterized
through a pair of coupled Lyapunov equations. Based on those coupled equations, necessary
and sufficient conditions for existence of a stabilizing output feedback are proposed. For sys-
tems verifying Kimura’s condition, two algorithms (primal and dual) are proposed to solve the
coupled Lyapunov equations. The stabilization technique is then adapted to treat the problem of
. regional pole placement. For a class of descriptor systems (regular, impulsive free and with no
direct action of control inputs on the algebraic variables), it is demonstrated that the problems
of stabilization and of regional pole placement by static output feedback can be viewed as pro-
blems for a reduced-order normal system. Thus, the previous results concerning the existence
of solution and the dual algorithm using coupled Lyapunov equations, are adapted to be direc-
tly applied to the full-order descriptor system. For general descriptor systems, the concept of
strongly output stabilizable (C,A,E,B)-invariant subspaces is introduced. An algebraic charac- -
terization those subspaces is obtained under the form of two coupled generalized Sylvester and
Lyapunov equations. Necessary and sufficient conditions for existence of a stabilizing output

feedback are proposed and an algorithm can be used to find stabilizing solutions.
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Notagao

e [,: Matriz identidade de dimensao n

e A’: Transposta da matriz A

e A~': Inversa da matriz A

e A> (>)0: Matriz simétrica, positiva (semi-)definida
e det (A): Determinante da matriz A

e A® B: Produto de Kronecker das matrizes A e B

e Ker(A): Espaco nulo da matriz A

e Im(A): Imagem da matriz A

e o(A): Espectro da matriz A

e LMI: Desigualdade Matricial Linear

e Re();): Parte real de \;, para \; € C

e Imag();): Parte imaginaria de \;, para \; € C

e A|V: Restricdo do mapa A ao subespago invariante V
e X/V: Espaco quociente de X restrito ao subespaco V
e A|X/V: Mapa induzido de A em X' /V

e o(FE,A): Espectro (pdlos finitos) do par (£, A)

e (E,A)|V: Restrigdo do mapa A ao subespago (E, A)-invariante V

e V& 7: Soma direta dos subespagos V e T
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Capitulo 1
Introducao (Geral

O controle de sistemas por realimentacéo de saidas €, reconhecidamente, um pro-
blema importante tanto do ponto de vista teérico quanto do ponto de vista prético.
Em aplicagOes reais, as varidveis internas do sistema a controlar nem sempre estéo
disponiveis para medigdo, fazendo-se necessario controlar o sistema com a informagéo
parcial disponivel. Deste modo, o controle pode ser feito através de uma realimentagao
estatica ou de uma realimentacao dindmica de saidas. Neste ultimo caso, o controle
pode ser realizado a partir de uma realimentacgio de estados estimados, com observador
de estados de ordem completa ou de ordem reduzida, ou utilizando-se diretamente um
compensador dindmico na malha de realimentacao. No caso de sistemas lineares, a
estrutura do tipo de compensador dinédmico é teoricamente equivalente & utilizagéo de
uma realimentacao estatica de saidas aplicada a um sistema aumentado.

Por outro lado, o controle por realimentacdo de saidas é ainda considerado um
problema tedrico aberto, muito embora vérios trabalhos tenham sido desenvolvidos
nas ultimas décadas nesta 4rea, especialmente no caso de sistemas lineares [Lew86].

Dentro do contexto brevemente descrito acima, esta tese considera o problema de
estabilizacdo e de posicionamento regional de pélos por realimentagéo estética de saidas
de sistemas lineares. Consideram-se sistemas cldssicos, na representacao por varidveis
de estado, e sistemas descritores, e faz-se uso de uma abordagem geométrica baseada na
invariancia de subespacos para o desenvolvimento tedrico. Mostra-se que esta aborda-
gem geométrica, que pode ser naturalmente traduzida na forma de equagdes acopladas
de Sylvester, também pode ser descrita por um conjunto de equagdes acopladas de
Lyapunov e que ferramentas de Programacgdo Convexa podem ser utilizados para sua
solugao [CHLOO], [CLT01], [LCS00], [CHL02] e [CSLTO02).

Os sistemas descritores também chamados de sistemas singulares, aparecem com

frequéncia na modelagem de vérios sistemas dindmicos comumente usados em apli-
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cagoes de engenharia, como sistemas elétricos de poténcia, sistemas sécio-econémicos,
engenharia aeroespacial, andlise de redes etc.. Um sistema descritor linear consiste
basicamente de uma mistura de equagdes algébricas e diferenciais [VLK81] [LewS86]

[Dai89], e pode ser representado por equagodes do tipo:

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cz(t)

Quando E = I, tem-se um sistema cldssico puramente diferencial, chamado de sistema
normal *. Os sistemas descritores considerados neste trabalho sdo caracterizados por
matrizes E singulares : posto(F) = ¢ < n.

O comportamento dindmico dos sistemas descritores apresenta certas caracteristicas
particulares que os diferenciam dos sistemas cldssicos, dentre elas: descontinuidades e
presenca de impulsoes em ¢ = 0. Assim, o problema bdsico de controle, normalmen-
te tratado na literatura, busca tornar o sistema descritor em malha fechada [Lew86]
[Dai89] regular, livre de impulsdes e assintoticamente estdvel. A propriedade de regu-
laridade garante a existéncia da solugdo tnica do sistema descritor. Se o ntimero de
autovalores finito do par (E, A) € igual ao posto(E) = ¢ < n, entao o sistema descritor
nao tém modos impulsivos.

No caso de sistemas normais, uma revisao de abordagens existentes e técnicas que
tratam diferentes versdes do problema de controle por realimentacao de saidas pode ser
encontrada em [SADGY7]. Outros resultados que néo sdo cobertos em [SADG97], sédo
encontrados em [KS95], [GOA97], [GdSS98], [CLS98], [CT99], [FMO00], [AC01], [RA99]
e [Tsu01]. No caso de sistemas descritores, o problema de estabilizagio por realimen-
tacéo de saldas é considerado em , por exemplo: [F1e88], [Dai89], [BGMN94], [VLNS94],
[CCH99] [Dua99]; e mais recentemente em [TK98], [GMO1] e [IT00]. Trabalhos relaci-
onados ao tema desenvolvido nesta tese e realizados no LCMI/DAS/UFSC, podem
ser encontrados em [Gom94], [San96], [Mol97] e [Pai0l] no caso de sistemas normais e
em [Men98] e [Bar99], no caso de sistemas descritores.

Uma caracteristica comum encontrada em diversos trabalhos é que os diferentes
métodos propostos para solugdo do problema de estabilizacdo usando realimentagao
de saidas s@o equivalentes & solugdo de equagdes matriciais acopladas: equagdes de
Sylvester, de Lyapunov, ou de Riccati [BGM97]. Esta caracteristica também pode

ser verificada no caso de sistemas descritores, onde algumas condigées complementares

lsistema normal : termo adotado a partir da literatura utilizada para o estudo de sistemas sistemas
descritores.
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devem ser garantidas para obter a regularidade e auséncia de modos impulsivos em ma-
lha fechada. Em particular, através do uso de equagdes acopladas de Sylvester [SL93a]
[SL94], o problema de controle usando realimentagéo de saidas pode ser resolvido em
duas etapas, associadas & determinagao e estabilizagio interna de um subespaco invari-
ante. Esta abordagem, de cunho geométrica, é utilizada principalmente para a solucéo
via posicionamento de autoestrutura. Para o caso dos sistemas descritores, Fletcher
(F1e88] foi um dos ‘primeiros a tratar o problema de estabilizacdo considerando dois
aspectos: a condigao de regularidade e o aspecto da sintese modal através do requisito
de posicionamento de pélos. A técnica usada em [Fle88] também é o posicionamento
de autoestrutura, onde a selegdo dos vetores que satisfazem segunda equagdo (associ-
ada a saida) e primera equacdo (associada a entrada) de Sylvester generalizada serd
determinante para garantir a regularidade em malha fechada.

Usando abordagens algébricas, o problema de estabilizacdo em sistemas descritores
é também estudado em [Dua92], [Dua9s], [DP97], [Duads] e [DPIS].

O presente trabalho visa estudar o problema de controle por realimentacio de saidas
de sistemas lineares, normais e descritores, via uma abordagem geométrica baseada
na invaridncia e estabilidade de subespacos, que se traduzem pela solucdo de duas
equagbes acopladas (generalizadas) de Sylvester. Esta técnica aparece principalmente
na literatura de posicionamento de autoestrutura. Desta forma, o trabalho visa in-
tegrar técnicas de otimizag@o convencionais ( Programacio convexa e LMIs ) a esta
abordagem geometrica, com énfase particular a sua aplicagdo aos sistemas descritores.

A abordagem geométrica para solucdo do problema de estabilizagao pof realimen-
tacdo de saidas é baseada no conceito de (C, A, B) invariancia. Este conceito geométrico
apresentado em [SL94] para o caso de de sistemas normais caracteriza, conjuntamente,
a (A, B)-invariancia e a (C, A)-invaridncia de um dado subespaco. Um objetivo é a
obtengdo da caracterizacdo quadrética via equagdes de Lyapunov para a construcao de
subespagos invariantes estabilizdvel pela saida. Uma caracterizacao algébrica aparece
naturalmente na forma de duas equagdes acopladas de Sylvester que, conjuntamente
com as restri¢des de estabilidade, descrevem completamente a existéncia de uma reali-
mentacdo de saidas estabilizadora para o sistema em malha fechada. Alguns algoritmos
existentes na literatura podem, assim, ser colocados no contexto da teoria desenvolvida
em [SL93a] para sistemas normais e em [Fle88] para sistemas descritores.

A técnica de estabilizagao é adaptada para tratar o problema do posicionamento
regional de pdélos por realimentacao de saidas. A referida técnica é baseada no conceito
de posicionamento de pélos em uma regido LMI [CG96], [CGA99], onde a a fungéo

LM de Lyapunov associada as equacgoes acopladas de Lyapunov posiciona os pélos da
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malha fechada em uma regiao LM previamente determinada. Em [GDB96] a técnica
do posicionamento regional de pélos por realimentacéo de saidas é baseada nas equacdes
de Riccati.

Também é estudado o problema de estabilizacdo, por realimentacio de saidas para
sistemas descritores que, similarmente aos sistemas normais, é decomposta em duas
etapas: 1) determinacdo de um subespago (C, A, E)-externamente detectdvel; 2) esta-
bilizacao interna deste subespaco.

Dentro do contexto descrito acima, o presente documento, descreve algumas con-
tribuigoes que devem permitir integrar técnicas convencionais de otimizacdo convexa
e de fécil utilizacao para especialistas em controle, para a solugdo do problema de es-
tabilizacao, e sua adaptagdo ao problema de posicionamento regional de pdlos. Sao

elas:

e uma caracterizacdo via fungdes de Lyapunov quadréticas para o conceito de su-

bespagos (C, A, B)-invariantes;

e uma aplicagdo da caracterizacdo acima para uma classe de sistemas descritores
[LCS00] [CSLT02]; e

e uma generalizagao para o caso geral de sistemas lineares descritores do conceito
de subespagos (C, A, E, B)-invariantes e relacao da caracterizacdo algébrica com

as equagdes acopladas de Sylvester e as equagdes de Lyapunov [CLTO1].

Este trabalho é apresentado da seguinte forma:

O Capitulo dois, no contexto da teoria linear para sistemas normais, apresenta o
problema da estabilizacao de sistemas lineares usando realimentacgéo de saidas. Mostra-
se como o conceito de subespagos (C, A, B) invariantes pode ser usado para resolver o
problema de estabilizagdo usando realimentagao de saidas.

No Capitulo trés, apresenta-se uma solugado do problema da estabilizacdo e para o
problema de posicionamento regional de pélos usando realimentacdo de saidas, fazen-
do uso das equagdes acopladas de Lyapunov para construir um subespago (C, A, B)-
invariante estabilizdvel pela saida. Baseado nestes resultados, apresentam-se os algo-
ritmos para calcular uma matriz de realimentacdo de saidas. Uma técnica de decom-
posicao ortogonal serd inicialmente usada para a elaboragao do algoritmo.

No Capitulo quatro, uma classe de sistemas descritores é estudada, considerando as
seguintes particularidades do sistema em malha aberta: auséncia de comportamento

impulsivo, regularidade e auséncia da acao direta da entrada de controle nas varidveis
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algébricas. Conceitos de base fundamentais para o entendimento do problema de con-
trole de sistemas descritores sao apresentados na forma de um apéndice. Considera-se
uma adaptagdo da caracterizagdo quadratica via equagdes de Lyapunov para esta clas-
se de sistemas descritores. Baseado nestes resultados, apresenta-se um algoritmo para
calcular uma matriz de realimentacao de saidas.

No Capitulo quinto sdo considerados os sistemas descritores na sua formulacio
geral. A partir da nogéo de (C, A, E, B) invaridncia e do uso das equacdes de Sylves-
ter/Lyapunov generalizadas para o sistema descritor apresenta-se resultados teéricos
e no uso de técnicas de otimizacao dois algoritmos baseados em posicionamento de
autoestrutura.

Exemplos numéricos sao apresentados ao longo desta tese com objetivo de ajudar
a entender melhor as formulacdes estabelecidas. Finalmente é apresentada a conclusao

geral.



Capitulo 2

Realimentacao de saidas,
(C, A, B)-invariancia e Equacoes

acopladas de Sylvester

2.1 Introducao

Seja o sistema linear invariante no tempo descrito por:

z(t) = Az(t) + Bu(t) (2.1)
y(t) = Cz(t) - _ - (2.2)

onde: € X ~R", ueld ~R",yeY ~RP. Assume-se que B é de posto completo
por colunas e que C é de posto completo por linhas. O problema de base considerado

neste trabalho é encontrar uma lei de controle do tipo realimentacao estitica de saidas
u(t) = Ky(t) , K e R™? (2.3)

tal que o sistema em malha fechada seja assintoticamente estével, isto é: 0(A+BKC) €
C~, onde 0(A + BKC) = {\, \a,..., A} é 0 conjunto de autovalores de A+ BKC.

Este capitulo apresenta os conceitos bésicos da teoria de controle geométrico que
fundamentam a abordagem adotada na tese para a solucdo do problema [SL94],
[Won79]. As equagdes acopladas de Sylvester sdo interpretadas com base na teoria
de controle geométrico. Assim, através dessas equagdes, o problema de estabilizagao
usando realimentagao de saidas pode ser decomposto em duas etapas [SL93a):

- determinagéo de um subespago (C, A)-externamente detectével;
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- estabilizagdo interna deste subespago.

Na busca de solugoes para o problema de estabilizagdo discutem-se e apresentam-se
procedimentos para a solugdo destas equagbes acopladas, com énfase em técnicas de
posicionamento de auto-estrutura [AP96] [SL93a).

Na secdo 2.2, introduz-se a nogdo de subespago O.S. (C, A, B)-invariante e
apresentam-se as equagoes acopladas de Sylvester. Na terceira e quarta secdes
apresentam-se os aspectos algoritmicos, ilustrando-os com exemplos numéricos. Al-

guns comentarios conclusivos sdo finalmente apresentados.

2.2 Subespacos invariantes e Equacoes acopladas de

Sylvester

Como em [SL94], usam-se alguns conceitos e defini¢des da teoria de controle ge-
ométrico [Won79]. Sabe-se que um subespago V C X é (A, B)-invariante se existe
F :X — Y tal que (A+ BF)V C V, ou equivalentemente , AY C V+ Im B. Por
dualidade um subespago 7 C X é (C, A)-invariante se existe L : Y — X tal que
(A+ LC)T C T, ou equivalentemente, 7 D A(7 N Ker (C)).

Definigao 2.2.1 [SL94] Um subespago V C X, de dimensdo v , € (C, A, B)-invariante
se V € (A, B)-invariante e (C, A)-invariante.

Seja V € RV*¥ tal que Im (V) = V e seja T € R™~)*¥ um anulador & esquerda de
V,i.e : Ker(T)=1Im(V). A definigio 2.2.1 é equivalente & existéncia de matrizes
(Hy € RV, W € R™Y) e (Hp € R0 Y U € R(™¥)*Y) solugdes para as seguintes
Fquagées acopladas de Sylvester:

AV - VHy, = —BW (2.4)
TA—-HT = —-UC (2.5)
TV = 0 (2.6)

A defini¢do 2.2.1 e as equagdes (2.4),(2.5) e (2.6) tém um papel fundamental
no tratamento do problema de controle usando realimentagdo estdtica de saidas,
principalmente por posicionamento de auto-estrutura [SL93a] [SL94]. O presente
estudo leva em conta as propriedades de estabilizabilidade e detectabilidade, através
das duas defini¢bes a seguir:

(1) um subespaco (A, B)-invariante V é (A, B)-internamente estabilizével se existe F
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tal que (A + BF)|V é assintoticamente estavel; e
(11) um subespago (C, A)-invariante V é (C, A)-externamente detectdvel se existe L tal
que (A + LC)|X/V é assintoticamente estavel.

Definicao 2.2.2 [SL94] Um subespago V, de dimensdio v, é (C, A, B)-invariante es-
tabilizdvel pela saida, (ou simplesmente O.S. (C, A, B)-invariante * ) se V € (A, B)-

internamente estabilizdvel e (C, A)-externamente detectdvel.

Assim, uma cbndigéo necessdria e suficiente para que um subespago V = Im(V) seja
0.S. (C, A, B)-invariante é que (2.4), (2.5) e (2.6) sejam verificadas com as condigdes

adicionais de estabilidade :

o(Hy) e C™ (2.7)
O’(HT) eC” (28)

O Teorema a seguir relaciona o conceito de subespagos O.S. (C, A, B)-invariantes
& existéncia de uma lei de controle do tipo realimentagao estatica de saidas (2.3) que

estabiliza o sistema em malha fechada.

Teorema 2.2.1 Existe uma matriz de realimentacdo de saidas K : Y — U tal que
oc(A+BKC) € C™, se e somente se as sequintes condigoes sdo verificadas para algumas
matrizes (V. € RV, Hy € R, W € R™), (T € R**" Hyr € Ry U ¢

RPVXY) e para algum escalar positivo v < n:

AV —-VHy = —BW , como(Hy)€C™ (2.9)
TA—-HfT = -UC, como(Hr)€eC™ (2.10)
TV = 0 (2.11)

Ker (CV) C Ker (W) (2.12)
Ker (B'T"Y C Ker(U) (2.13)

onde: posto(V) =wv eposto(T)=n—-v. O

E importante notar que estes resultados tém sido apresentados e explorados sob

diferentes formas na literatura relativa ao posicionamento de auto-estrutura usando

YEm inglés: Output Stabilizable (C,A,B)-invariant [SL94] [C’HLOO/
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realimentacio de saidas (ver [SADG97]). O enunciado apresentado corresponde ao
enunciado do Teorema 3.2 de [SL94]. Como visto, as Equagées acopladas de Sylvester
(2.9), (2.10) e (2.11) descrevem propriedades geométricas do subespago V = Im (V).
Sob a restricdo de estabilidade imposta & matriz Hy, a equagdo (2.9) significa que o
subespago V = Im (V) deve ser (A, B)-internamente estabilizavel; dualmente, (2.10)
significa que o subespago Ker (T') = V deve ser (C, A)-externamente estabilizdvel. As-
sim, sob a condicdo de acoplamento (2.11), tem-se que a existéncia de um subespaco
V = Ker (T) 0.5. (C, A, B)-invariante, com as condigbes adicionais (2.12) e (2.13) é
uma condic¢do necessdria e suficiente para a existéncia de solugéo do problema. conside-
rado. Note-se também que as condicdes (2.12) e (2.13) correspondem & existéncia de

uma matriz K € R™*P que verifica as duas igualdades seguintes:

KCV =W (2.14)
TBK =U (2.15)

E importante observar que garantida a existéncia de solugao para as equagoes de
Sylvester e que K tenha sido obtida tal que (2.14) (ou 2.15) seja verificada, os autova-
lores em malha fechada sao dados por: '

0(A+ BKC) =o(Hy)Uo(Hr)

2.3 Aspectosualgc')ritmicos

As condigbes matriciais estabelecidas no Teorema 2.2.1 sdo ndo-lineares em relagéo
as varidveis matriciais (V, Hy, W, T, Hr,U). Em particular, os termos néo lineares V Hy
e HrT presentes em (2.9) e (2.10), respectivamente , podem ser linearizados ao fixar-se
as matrizes Hy e Hr, ou equivalentemente ao definir-se os autovalores desejados para
o sistema em malha fechada.

Nesta se¢ao sdo apresentadas duas técnicas algoritmicas baseadas em procedimentos
de posicionamento de auto-estrutura para a obtengdo de uma realimentagéo de saidas.
A primeira delas, proposta por Syrmos e Lewis em [SL93a], soluciona as equagoes
acopladas de Sylvester em dois passos e pode ser diretamente aplicada a sistemas que
verificam a condi¢do m + p > n, conhecida como condi¢io de Kimura [Kim75]. A
segunda técnica, proposta por Alexandridis e Paraskevopoulos em [AP96], utiliza uma
representacao do sistema numa base adequada do espacgo de estados, para reescrever

as equagOes acopladas de Sylvester na forma de um conjunto de equagdes algébricas
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bilineares. Nas duas técnicas, assume-se que a dimensdo de V = Im (V) é igual ao
numero de saidas p, procurando garantir que a matriz CV € RP*P seja inversivel e,
portanto, que a matriz de ganhos de realimentacdo possa ser encontrada, a partir de
(2.14), sob a forma K = W(CV)~L.

Na seqiiéncia, considera-se que o sistema representado por (C, 4, B) é controldvel
e observével, condi¢do esta necesséria para a escolha arbitréria dos pélos a serem po-
sicionados em malha fechada. Esta condigdo pode entretanto ser relaxada para estabi-
lizabilidade e detectabilidade de (C, A, B), o que implica na utilizacdo dos autovalores
nao-controlaveis e nao-observaveis no espectro desejado para o sistema em malha fe-
chada.

Em ambas as técnicas a serem apresentadas, considera-se que o conjunto de pélos
desejados é denotado por A = {A1,..., Adnp, Anpiny -, An} = {Ar,Av} onde Az e
Ay sao auto-conjugados. Estes conjuntos estdo associados as matrizes Hy € RPXP e
Hy € R-P)*(2=P) ng forma seguinte: o(Hr) = Ar = {A,.. s ptec(Hy)=Ay =
{M=p+1s- -+, An}. Para simplicidade da apresentacédo, considera-se que os elementos de
A =o0(A+ BKC) sejam distintos.

2.3.1 Algoritmo de Syrmos e Lewis

Baseado nas condigoes expressas através do Teorema 2.2.1, o algoritmo seguinte,
proposto em [SL93al, geralmente leva a uma matriz de realimentacéo de saidas que esta-

biliza o sistema em malha fechada quando a condigio de Kimura n < m+p é verificada:

Passo 1: Escolhe-se uma matriz Hy € R*P*"7P tal que o(Hr) = Ar € C™ e
resolve-se a equagdo de Sylvester (2.10) para encontrar uma matriz T' € R"7P*" tal

que

posto ({g}) =n<= Ker TN Ker C = {0} (2.16)

Passo 2: Resolve-se a equagéo de Sylvester (2.9), para alguma matriz Hy € RP*P
tal que o(Hy) = Ay € C™ levando em consideracdo que a matriz V deve verificar a
condicao de acoplamento (2.11) e que o posto (V') deve ser igual a p.

Passo 3: Por construgéo, a relagéo (2.16) garante que o posto (CV) = p e a matriz
K pode ser calculada como solugo unica de (2.14).

e}
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Apresenta-se a seguir algumas observagdes com o duplo objetivo de mostrar
aspectos relativos & solu¢do numérica dos passos do algoritmo e de justifici-los
teoricamente.

Observagao 1.1 : Os passos 1 e 2 podem ser resolvidos utilizando-se técnicas padrdes
para posicionamento de auto-estrutura. Considerando-se as matrizes Hr e Hy na

forma diagonal de Jordan, pode-se adotar o procedimento seguinte:

Passo 1: Encontrar ¢t; € C™ e u; € CP, tais que:
j ]

A— NI

TN .

}:0 Vji=1,..n-p (2.17)

As linhas da matriz T € R™=P)*" denotadas por T;, séo formadas a partir dos vetores

t;, como segue:
~ .
e se \; € R, entdo T} = t;

T, = Re(t;)

e se A; € C, considera-se \j;1 = )] e .
Tj+1 = Imag (t;)

Passo 2: Determinar v; € C" e w; € C" tais que:

A-X\NI B
T 0

(%3

=0 Vi=n—-p+1,...,n (2.18)
W;
De forma similar ao caso anterior, as matrizes V e W utilizadas para o célculo de
K podem ser construidas somente com elementos reais. Em particular: se A; € C,
Vi = Re(v;), Vig1 = Imag ()

W, = Re (w;), Wiq = Imag (w;)
as colunas das matrizes V e W, respectivamente.

Observagao 1.2: [CHLO1] No passo 1, sob a condicao de observabilidade (detecta-

bilidade) é sempre possivel construir uma matriz T que verifica a condigdo (2.17) e

considera-se Ai;1 = A} e { , onde v; e w; denotam

que, portanto, garante a obtengdo de K via (2.14). Uma vez determinada a matriz
T, o passo 2 estd associada a solugdo conjunta das equagdes (2.9) e (2.11), ou seja a
(A,B)-invariancia de Ker (T). Esta propriedade estd associada entdo & ”equagdo de
zeros” (2.18) [CHO3]. Para garantir que os autovalores ); do passo 2 sejam livremente

A-AX B

alocdveis, o sistema matricial P(A\) = T

de dimenséo (2n — p) x (n +m),
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deve ter posto completo por linha VA. O algoritmo acima fundamenta-se no fato que
sob a condi¢do m +p > n, o sistema matricial P(A) néo tem perda de posto para quase
todos os triplos (A, B, T) [SL93b]. Assim a equagéo zero (2.18) tem solugbes para todo
Ai. Nos casos onde houver a presenga de zeros invariantes é possivel refazer o Passo 1
na busca de outras solugdes para a equagao de Sylvester (2.9).

Observagao 1.3: No caso menos restritivo m +p = n, o sistema P()\) de dimenséo
(2n — p) x (2n — p), é uma matriz quadrada e quase todos os triplos (4, B, T) tém p
zeros invariantes finitos estdveis [SL93a]. Neste caso, o procedimento bésico pode pro-
duzir uma matriz de realimentagéo de saidas que estabiliza o sistema em malha fechada
unicamente se a matriz 7', encontrada no passo 1, gera p zeros invariantes estiveis os

quais devem ser usados para resolver a equagdo (2.18) [CH93].

Exemplo 2.1 : Considera-se um sistema linear (2.1), (2.2), definidos por
[FKKN85] :

0100 [0 0]
4_| 1100 )leo
~10 0 0 00
| 000 0] (0 1|
1000
C=10010
00

O sistema correspondente € controldvel e observdvel e m +p = 5 > n. Os autovalores
a posicionar sdo dados por : Ar = {—4} U Ay = {-3, -2+ 25, -2 — 2j}.
Passo 1: Para A\ = —4, determina-se T que verifica (2.17) e tal que (A, B,T) ndo

tém zeros invariantes :

T=[-03148 0.0630 —0.2406 —0.2425 |;

Passo 2: Para Ay = =3, \3 = =2+ 2j e \y = —2 — 2j, determinam-se V e W
utilizando-se (2.18) :

0.0727  0.0564  0.0594 | |
—0.2182 —0.2315 —0.0061 W _ | 08000 0.6504 ~0.5041
0.0242 —0.0008  0.0289 0.5252 0.4797 —0.0502
| —0.1751 —0.1325 —0.1074
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Passo 3: Determina-se K tal que KCV =W :

—61.0000 -—-6.5685 —30.8197
—-19.7741 —-5.6724 —12.0000

A matriz em malha fechada Ax = A+ BKC' correspondente, cujo 0s autovalores sao

os desejados, €:

0.0000 1.0000  0.0000 0.0000
~60.0000 1.0000 —6.5685 —30.8197 |
—1.0000 0.0000  0.0000 0.0000
—19.7741 0.0000 —5.6724 —12.0000 |

2.3.2 Algoritmo de Alexandridis-Paraskevopoulos

A técnica apresentada a seguir baseia-se na utilizacdo de uma transformacio de
coordenadas, obtida a partir de uma decomposicao da matriz C, que permite resolver
a equagdo (2.17) via um sistema auxiliar de ordem reduzida n — p.

Este tipo de decomposicdo € utilizada na teoria de controle principalmente para
a construcdo de observadores de ordem minima [AP96] [Che96]. De um ponto de
vista geométrico, ela visa a construgdo de um subespaco V = Ker (T') externamente
estabilizdvel e a garantia da relacdo Ker (T) N Ker (C) = {0}.

Considere uma mudanga de base dada por

T = [ Ml MQ ] l: =1 } M1 € éRnxp, M2 € %nxnfp (219)
: Z2

onde M = [ M, M, ] ¢ uma matriz ndo singular tal que:
C[ My, M, ] = [ Cy 0 ] , com Cj € RP*? e posto(Cy) =p (2.20)

M,

i }  com M; € VP, M, € RM*"7P:
2

A inversa da matriz M é denotada por M = {

’

[ My Mﬁ[ﬁi}:[w
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Nessa base, o sistema em malha aberta toma a forma

Hfl(t) i A114 A12 Il(t) Bl .
{ () ] = | Ay A [ (1) + B, u(t) (2.21)
vt) = [ ¢ o] {28} (2.22)

onde, em particular, Ajg € RPX"P e Ayy € RVPXNTP,

Lema 2.3.1 Se (C, A) € observdvel, entdo sempre existe T € R*"P*P tal que a equacdo
(2.10) € verificada e Ker (T') N Ker (C) = {0}.

Demonstragao: ,

Como mostrado em [Che96], a observabilidade do par (C, A) é equivalente & observa-
bilidade do par (A;z, Az;) definido a partir da mudanga de base expressa em (2.19).
Sejam as matrizes Ty € RMPIX(=P) com posto (Tp) = n — p, e Ty € R PP solucdes

da Equacédo de Sylvester de ordem-reduzida

TyAg — HrTy = -TAyp , o(Hr)eC™ (2.23)

onde a matriz Hr € R"7P*"7P ¢ escolhida tal que o(H7) € C~. E importante observar
que geralmente é possivel encontrar T inversivel quando Hr ndo contém os autovalores -

da matriz Ay; [AP96]. Pode-se entdo, calcular U € R*P*P como a solucio tnica de:

UCl == - (T].All —+ T2A21 - HTTI) (224)

Conjuntamente, (2.23) e (2.24) verificam:

All A12

[Tl T2} A21 A22

~Hr [Ty T, |=U[C 0] (2.25)

que, na base original, corresponde & equagdo de Sylvester (2.10). Além disso, como 75

é inversivel, tem-se:

( T
posto

C
As equagdes (2.10) e (2.23) estdo relacionadas & construgio de observadores de
ordem minima [Che96} [AP96).

Ty Ty
¢, 0O

M
My

}) =n <= Ker (T)N Ker (C) = {0}.
a
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Pode-se, em particular, associar os autovalores de Hy aos autovalores de (Agy +
LyAis) onde Ly € R™P*P ¢ tal que

L, = Th (2.26)
Assim, substituindo-se (2.26) em (2.23) tem-se
TQ(AQQ + L2A12) = H7T, (227)

ou seja
O'(HT) = O'(AQQ + LQAlg) < C

E importante observar que a decomposi¢do M usada ndo € Unica. Em particular, ela
pode ser obtida computacionalmente através de transformacdes ortogonais, M = M’
[AP96] [CHLOO].

O Lema 2.3.1 pode, em particular, ser utilizado para realizar o passo 1 do algoritmd
de Syrmos e Lewis, apresentado na segdo anterior. Nesta secdo, ele serd utilizado
para enunciar o Teorema 2.2.1 numa forma alternativa apresentada originalmente por

Alexandridis e Paraskevopoulos em [AP96].

Teorema 2.3.1 Dado o sistema (2.1), (2.2), considere uma decomposi¢do na forma
(2.20). Seja K a matriz de realimentagdo de saidas expressa por K = W(CV)™L.
Entéo a matriz K verifica 0(A+ BKC) = o(Hy) U o(Hr), se e somente se

V = 0 (2.28)

onde as matrizes (W € R™P,V € R¥P) e (T1 € PP, Ty € RVP*"P) satisfazem
as equagdes de Sylvester (2.9) e (2.23), respectivamente, com det (CV') # 0.

A partir da formulacdo apresentada no Teorema 2.3.1 acima, o procedimento se-

guinte é sugerido em [AP96] para obter posicionamento de pélos quando mp > n.

Procedimento para a determinagido da matriz realimentacao de saidas

Considerando-se que Hy e Hr sejam matrizes na forma diagonal de Jordan, a partir

de (2.9) pode-se escrever W e V na forma

VV=[w1, wy, ..., wp] ; V=[X1w1, szgé cl X”wp] (2.29)
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onde
X'= (M —-A7B, para i=1,...,p (2.30)

Da mesma forma, a partir de (2.23) as matrizes T} e T3 tém a forma

/ ) Y b
p+1 p+1
’ ’
+2 +2
T1= p [& T2= p
/ ’
| dn ] L Y

onde ¥; , Vj =p+1,...,n, pode ser obtido de:
Y = ¢ Arp(\] — Agg) ™} (2.31)

A partir da notagao acima, a equagdo de acoplamento (2.28) pode ser escrita na forma
de um sistema bilinear de equagdes algébricas. Assim, substituindo (2.30) e (2.31) em
(2.28), tem-se:

, ] |
| I Aw] — Apl™ ] Mﬁ}Xwi:o (2.32)
2

para t=1,,...,p e J=p+1,...,n

Resolvendo a equagio (2.32), determinam-se os parametros para w; e QS;.. Entao, as
matrizes W e V sdo definidas a partir da equagdo (2.29) e a matriz K de realimentagéo
de saidas é diretamente calculada de (2.14).

A partir desta formulagéo, a justificativa a seguir é dada em [AP96] para a obtengéo
da condigdo menos restritiva mp > n para posicionamento arbitrario de pélos por
realimentacgéo de saidas: ” A equacéo (2.29) providencia p(m — 1) pardmetros livres (a
partir dos elementos arbitrérios de wy,ws,...,w,). Adicionalmente a equagédo (2.31)
providencia (p — 1)(n — p) pardmetros livres (a partir dos elementos arbitrarios de
Gp+1, Ppt2y - - -, Pn). Por outro lado a equacio (2.32) resulta em um sistema de p(n — p)
equacoes iﬁdependentes. Assim para a existéncia de solugdo, o nimero de equagoes
deve ser igual ou menor que a soma dos pardmetros livres. Depois de manipulagoes

algébricas obtém-se a condicdo mp > n”.

Exemplo 2.2 : A seguir, aplica-se o procedimento de Alexandridis e Paraskevopoulos

para obter o posicionamento de pdlos para o sistema definido por A e B, utilizado no
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exemplo anterior. Considera-se neste caso que apenas 2 estados sejam mensurdveis ou

C=0010
0001

O sistema correspondente € controldvel e observdvel sendo mp =4 =n, comp =2 e

seja:

m = 2. Os autovalores a posicionar sdo Ay = {—1,—-2} e Ar = {-3, —4}.

Em primeiro lugar encontra-se uma decomposicao

001 0]
w000

1000

(010 0]

utilizando (2.20) tal que:

e calcula-se

0 0
A M -1
1 7% = T AM, = 0
A22 Mé 01
L 0 0]
Para Ay = —=1,Xy = =2, fixamos os 2 pardmetros livres em [w1 wg] =
1.0 1.0
, para obter wia = ~—2.2 e wyy = 2.8. Por outro lado para A3 =
Wiz Wa2
/ 1.0000
-3, Ay = —4, firamos o0s 2 pardmetros livres em %3 = P52 , para obter
o 1.0000 ¢4

¢32 = —1.6364 e ¢yo = —1.8824. Desta forma determinam-se as matrizes (W, V) e
(11,13, T) que satisfazem as equagdes de Sylvester (2.9), (2.23) e (2.32), respectiva-
mente com det(CV) # 0:

0.6 —0.8 | |
yo |16 06 o [ 10 10
16 —1.2 —2.2 28
| 0.6 —04




2. Realimentagdo de saidas, (C, A, B)-invaridncia e Equacdes acopladas de Sylvester 20

1: =

1.0000 —1.8824

1.0000 —1.6364 |
’ —0.4706 0.1176

[ —0.5455 0.1818 }

T=.[-T1 Ty |

M; | | —0.5455 0.1818 1.0000 —1.6364
M; ~0.4706 0.1176 1.0000 —1.8824

O sistema (A, B,T) tem como zeros invariantes os autovalores estdveis: {—1,—2}. A

matriz de realimentacdo de saidas correspondente K € determinada por KCV = W :

—12. X
K= 5 35.0
—10.0 23.0
A matriz em malha fechada Ax = A+ BKC correspondente, cujo os autovalores

sao os desejados, é:

0.0 1.0 —12.5 35.0 |
0.0 00 1.0 00
0.0 00 —10.0 24.0
| -1.0 00 00 00|

Ag =

A

2.4 Conclusao

Foram apresentados neste capitulo alguns resultados de base que fundamentam
os resultados tedricos e algoritmos a serem apresentados nos préximos capitulos.
Apresentou-se o conceito de subespagos O.S. (C, A, B)-invariantes e sua relagdo com a
solucdo do problema de estabilizacio usando realimentacéo de saidas, via duas equagoes
acopladas de Sylvester.

Dois algoritmos de posicionamento de pélos via solugdo das equagdes acopladas de
Sylvester foram apresentados. Destaca-se o fato de o algoritmo de Syrmos e Lewis
permitir a solucdo do problema em 2 passos subsequentes, para sistemas que verificam
a condi¢ao de Kimura (m + p > n). O segundo algoritmo, baseia-se na solugdo de um
sistema de equacdes bilineares para a obtencdo de posicionamento de pdlos, podendo
ser aplicado a sistemas que verificam a condi¢ao menos restritiva mp > n.

O caréter de solucao em dois passos do primeiro algoritmo serd ainda explorado no
corpo da tese. E importante salientar que este procedimento também pode resolver

o problema de estabilizacdo em sistemas que ndo verificam a condi¢do de Kimura,
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utilizando-se compensadores dindmicos de ordem v > n — (m + p).



Capitulo 3

Realimentacao de saidas via

equacoes acopladas de Lyapunov

3.1 Introducao

Este capitulo demonstra que a abordagem geométrica baseada na solucdo das
equacgoes acopladas de Sylvester, pode ser também descrita num ”framework” que uti-
liza equacoes de tipo Lyapunov. Assim, equacdes acopladas de Lyapunov podem ser
usadas para a construgdo de um subespago O.S. (C, A, B)-invariante como um meca-
nismo intermedidrio no processo de sintese de uma realimentacdo de saidas. Log o,
através do uso de equagbes acopladas de Lyapunov [CHL0O], o problema de controle
usando realimentacgdo de saidas também pode ser decomposto em duas etapas:

- determinacdo de um subespago (C, A)-externamente detectdvel;

- estabilizacdo interna deste subespaco.

Demonstra-se que as solugbes para a primeira etapa podem ser obtidas como solugoes
de uma equagéo de Lyapunov de ordem reduzida.

Além disso, esta caracterizagdo quadratica de ambas as etapas por equacoes de Lya-
punov fornece uma estrutura conveniente para a solugdo numérica do problema através
de Programacao convexa e para a integracdo de requisitos adicionais de desempenho,
como posicionamento regional de pdlos por exemplo. Discutem-se e apresentam-se pro-
cedimentos para a solugdo destas equagoes acopladas de Lyapunov na busca de solugoes
dos problemas de estabilizagéo e do posicionamento regional de pélos [CHLOO].

Os resultados a serem apresentados neste capitulo contém vérios conceitos bésicos .
Seu contéudo é fortemente baseado no contetido de artigos apresentados em congressos.

Na secéo 3.2, apresenta-se uma formulacao genérica do problema de estabilizagdo na
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forma de equagoes acopladas de Lyapunov, ilustrada através de exemplo numérico. Os
algoritmos (primal e dual), ilustrados com exemplos numéricos, sdo também propostos
na secao 3.2. Na segdo 3.3, esta teoria e os algoritmos propostos sdo adaptados para
o problema de posicionamento regional de pélos (D-estabilizagdo), onde sdo conside-
rados regides do tipo LM Is [CG96]. Alguns comentérios conclusivo s sdo finalmente

apresentados.

3.2 Estabi_lizagéio via equacoes acopladas de Lyapu-
nov

Considere um sistema linear continuo no tempo descrito por

#(t) = Az(t)+ Bu(t) (3.1)
y(t) = Cz(¢) (3.2)

onde: € X ~R* ,ueld ~R",yeY ~ RP. Assume-se que B é de posto
completo por colunas, e que C' é de posto completo por linhas e que o sistema (C, A, B) é
estabilizdvel e detectdvel. Deseja-se encontrar uma, lei de controle do tipo realimentacéo

estatica de saidas
u(t) = Ky(t)  com K e R™P - (3.3)
tal que, o sistema em malha fechada
t(t) = (A4 BKC)z(t) (3.4)

seja assintoticamente estdvel, i.e. (A + BKC) € C™.

Mostrou-se no capitulo anterior que a solugdo deste problema de estabilizacao esté
associada & existéncia de um subespago V = Ker (T) O.S. (C, A, B)—invariante e, em
conseqiéncia & possibilidade d e solugéo das equagdes acopladas de Sylvester, reescritas

a seguir:

AV+VHy = —BW com o(Hy)€eC™ (3.5)
TA+ HT = -UC com o(Hr)€C~ (3.6)
TV = 0 (3.7)
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Esta segdo tem como principal objetivo, mostrar que Equages acopladas de Lyapunov
também podem ser usadas para descrever as propriedades geométricas requeridas para
a solugao do problema de estabilizagéo e técnicas de programacao convexas, também
podem ser usadas para a construcio de subespacos O.S. (C, A, B)-invar iantes como
mecanismo intermedidrio para o célculo da lei de controle. Os resultados desta secio

sdo fortemente baseados na referéncia [CHLOO].

3.2.1 Resultado principal

Uma caracterizagao quadradtica dos subespagos O.S. (C, A, B)-invariantes pode ser
obtida a partir da defini¢do 2.2.2 ao substituirem-se as condicdes de estabilizabilidade
expressa nas equagoes de Sylvester (3.5) e (3.7), o(Hy) € C~ e o(Hr) € C™, pelas duas
condicoes de estabilidade de Lyapunov a seguir [Che96] :

o(Hy)€C™ <= IN=1II'">0talque IH, + Hyll = —Qv,VQv = Q}, > 0
(3.8)

o(Hr)eC~ <= 3II'=I">0talque H ' +THr = -Qr,V Qr=Q%F >0
(3.9)

Teorema 3.2.1 : Existe uma matriz de realimentacdo de saidas K : Y — U tal que
c(A+BKC) € C~, se e somente se as condi¢bes sequintes sdo verificadas para algum
escalar 0 < v < n, e para algum par de matrizes V. € R™™V e T' € R*V*", ambas de
posto completo e tais que TV = 0:

()Y Qv =Q, >0, Qv € RV*Y, existem matrizes P=P' >0, P € " e Y € R™*"
tais que:

AP+ PA'+ BY +YV'B' = -V QyV’ (3.10)
VPV >0 ; TPT' =0 (3.11)
Y = WiV’ para algum Wy € R™ (3.12)

(it) VQr = QfF > 0, Qr € RV existem matrizes S = S > 0, S € RV e
Z € R tais que:

AS+SA+C'Z'+ZC = -T'QrT (3.13)
TST' >0 ; V'SV =0 (3.14)
Z =T'Ur para algum Upr € R*V*Y (3.15)
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(i)

Ker CP C KerY (3.16)
Ker B'S C Ker 7' (3.17)

Necessidade: Considera-se a existéncia de uma matriz de realimentacdo de saidas,
K € R™", que estabiliza o sistema em malha fechada e, portanto, que as equacdes de
Sylvester (3.5), (3.6) e (3.7) sdo verificadas, para algum escalar positivo v < n e para
um par de matrizes T' e V' que verificam a condigdo TV = 0.

Em primeiro lugar demonstra-se a necessidade da parte (). Para todo Qv = Q}, >

0, a condigdo de estabilidade quadratica expressa em (3.8) é verdadeira. Entéo:
V(IH, + HyI) V' = VIIH, V' + VH,IIV' = -VQy V' <0 - (3.18)
De (3.5) obtém-se AV + BW = V Hy, que pode ser usada em (3.18) para obter:
VIIV'A' + VIIW'B' + AVIIV' + BWIIV' = -V Qy V' (3.19)

Assim, definindo-se as matrizes P = P/ = VIIV' eY = WIIV’ e, considerando-se
V'VIIv'v > 0
que posto(V) =vell > 0 = , (3.19) pode ser equivalentemente
VTTITV =0
substituida por (3.10), (3.11) e (3.12).
Usando argumentos similares, demonstra-se a necessidade da parte (zz) Assim, a

partir das equagdes (3.6) e (3.9), para todo @7 = Q% > 0, obtém-se:
T(HiL +THr)T = ATTT + C'UTT + TTTA+TTUC = -T'QrT  (3.20)

Para as matrizes S = T'TT e Z = T'T'U, (3.20) pode ser substituida por (3.13) e (3.15).
TT'TTT >0
V'TTTV =0
As condigdes (3.16) e (3.17) da parte (ii7), sdo decorrentes das condiges (2.12) e

Além disso, desde que posto (T') = n—v el > 0, obtém-se também

(2.13) do Teorema 2.2.1, respectivamente, levando em conta as definigdes acima de P,
Y,Se Z.

Suficiéncia : Considerar que as partes (i), (i7) e (iii) sdo verificadas. Por definicdo, V

e T, s80 matrizes com postos completos. Assim, de (3.11) e (3.14), obtém-se:

VIPV=P=P >0 = P=V{V'V)IPVV)V (3.21)
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TST'=5=58>0 = S=T(TT)'3(TT)"'T (3.22)

Agora, demonstra-se que a verificagdo da parte (i) implica que V = Im (V) é um
subespago invariante (A, B)-internamente estabilizdvel; argumentos similares podem
ser usados para demonstrar que V = Ker (T'), o qual estd implicito pela condicio de
acoplamento, é também um subespaco (C, A)-externamente detectdvel.

De (3.21) e (3.22) tem-se:

V/
T

IT 0

P=[Vv T] 0 o

>0para N=1"= (VV)'P(V'V)! >0 (3.23)

De (3.16), existe uma matriz K tal que
KCP=Y (3.24) |

Assim, pela substitugdo de (3.24) em (3.10), tem-se:
P(A+BKC) 4+ (A+ BKC)P = -VQyV’ (3.25)

Agora, levando em consideragéo (3.23), a equagéo de similaridade

A,y A
(A+ BKC) [ v Tl=[v T } S (3.26)
. . Agl AQQ .
e o fato de que
’ QV 0 14
Voyw =V T >0 3.27
QV' =] [N A (3.27)
obtém-se a partir de (3.25):
[vr]( Ay TAy | [ Aull 0 ) v/ :_[VT,] Qv 0} v,
0 0 A Il 0O T 0 0 T
(3.28)

Portanto, de (3.28) pode-se concluir que:

o V=1Im(V)é(A+ BKC)-invariante, j& que Az, II = 0 se e somente se Ay = 0;
e

e V ¢ internamente-estabilizével, ji que ITA}, + 4,11 = —Qy < 0, implicando na
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estabilidade de (A + BKC)|V.

O

E importante relembrar que a verificacéio das condicdes (i) e (iz) do Teorema 3.2.1 &
equivalente a verificacdo das equagdes acopladas de Sylvester e, que portanto, tais con-
diges se cons tituem numa caracterizagdo quadrética para subespacos 0.S. (C, A, B)-
invariantes.

Da demonstracao dada acima, pode-se resgatar a condigdo de acoplamento entre as

partes (z) e (i7) do Teorema 3.2.1 na forma seguinte:

" Coroldrio 3.2.1 : SeV C X € um subespago O.S. (C, A, B)-invariante, entdo to-
do par de matrizes (P, S) solu¢do para as partes (i) e (it) do Teorema 8.2.1 verifica
~ Ker(S)=Im(V) = Im(P), ou e quivalentemente :

SP = 0 (3.29)

Os resultados tedricos prévios permitem também associar uma funcio de Lyapunov

quadratica ao sistema em malha fechada.

Proposigao 3.2.1 : Considere que as matrizes P, S, V e T tenham sido encontradas
tais que as condigoes no Teorema 3.2.1 sejam verificadas e seja K a matriz de reali-
mentagdo de saidas correspondente. Definem-se as matrizes T € RP*™ ¢ V € R<(n-p)

como !
T=WVVyW+DT=VI+DT; V=TTT)'-VD =T —-VD, (3.30)

onde Dy € tal que :

DHr — HyD, = VY(A+ BKC)T! (3.31)
Entao,
v(z) = 2'Sz, onde
_ ot 0 T _ Pt 0 %4
S = [T 1] N =lv V] o gllv (3.32)

¢ estritamente decrescente ao longo das trajetérias do sistema em malha fechada
i(t) = (A+ BKC)z(t), ou seja

U(z) =2 ((A+ BKC)S+S(A+ BKC))z <0 Vz#0.
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Demonstracdo : Pela definicio das matrizes T e V, pode-se verificar que:

_ I, 0
(v 7 ]=1]"7 (3.33)
Da equivaléncia entre os Teoremas 3.2.1 e 2.2.1, a seguinte equagéo ¢ verificada (ver

[SLO4]):
T
T

onde, a partir de (3.30), Hy, = V(A + BKC)T? = 0. Utilizando o produto de

Kronecker [HJ91}, a equagdo (3.31) pode ser reescrita na forma:

(A+BKC)| v T ]= (3.34)

Hy Hi
0 Hr

Ao = B (3.35)

onde A = [ (I®Hp)+ (—Hy®1) } € Rv-ppx(n=plp 3 = yec(Hyp) € ROPP ¢
a = vec(D;) € RP™P). Por construcdo, a matriz A é de posto completo. Portanto,
a equagdo a equacdo (3.31) sempre tem solugdo e a decomposicdo (3.34) pode ser
obtida. Isto demonstra que V e T definidas por (3.30) verificam (3.33) e implicam na

decomposi¢do (3.34), a qual pode ser escrita como:
T
T

De (3.8) e (3.9), obtém-se também :
-1 O

mt ol [H o] _[-Q o (337)
0 T 0 Hr 0 -Qr

onde : Qp = QF =TI7'QyII™! > 0.

Assim, levando em conta (3.36) e multiplicando (3.37) & esquerda e & direita, res-

T
T

Hy 0

(A+ BKC) =
Hr

" (3.36)

ot o

0 T

H, 0
0 H.,

. _ T .
pectivamente, por [ T T ] e St obtém-se :

ot o T

(A+BKC)’[T' T'] . ¢

(A+BKC) <0
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Portanto , v(z) = 2'((A+ BKC)S + S(A+ BKC))z <0 V z # 0. Além disso, S

pode ser escrito como :

1%
V/

]5—1

0
sv=[v T | -

O exemplo a seguir tem por objetivo verificar o cumprimento das condicdes do
Teorema 3.2.1, a partir de uma matriz K obtida pela técnica de posicionamento de
auto-estrutura. A utilizagdo do Teorema 3.2.1 para a sintese de realimentacdo de

saidas serd considerada na préxima subsecio.

Exemplo 3.1 : (continuagio do exemplo 2.1) Por construcdo, o subespaco V =

Im (V) € 0.5. (C, A, B)-invariante em relagdo ao sistema utilizado no Ezemplo 2.1.

Lembre-se
[ 0.0727  0.0564  0.0594 ]
v | ~0-2182 -0.2315 —0.0061 | i _ | 0-8000 0.6504 —0.5041
| 0.0242 —0.0008 0.02803 | | 05252 0.4797 —0.0502 |
| —0.1751 ~0.1325 —0.1074 | '
-3 0 0 6 0 0
Por construcdo, Hy = 0 -2 2|eparaQv=1|0 4 0| obtém-sell =1I3
0 —2 —2 00 4

como solugdo de (3.8). A partir das matrizes V e W correspondentes, obtém-se

0.0120 —0.0293  0.0034 —0.0266 |

—0.02 ; —0. . |

p oy _ | ~0:0203 01012 —0.0053  0.069 |
0.0034 —0.0053  0.0014 —0.0073

—0.0266  0.0695 —0.0073  0.0597 |

0.0138 0.0128 0.0040
};P:VPV’z 0.0128 0.0119 0.0037 |,
0.0040 0.0037 0.0012

0.064% -0.3220 0.0043 -0.1721

Y=WV' =
0.0622 -0.2253 0.0109 -0.1501

que verificam a parte (1) do Teorema 3.2.1,
Da mesma forma: Hr = —4 e para Qr = 8 obtém-se I’ = 1. A partir das matrizes
TeU=[uj]= [ 0.9556 0.9622 0.9701 } correspondentes, obtém-se
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0.0991
—-0.0198
0.0757
0.0763

S=TTT =

[ -0.3008
~0.0602

—0.2299
| 02318

—0.3029

0.0606
—0.2315
—0.2334

Z=TU-=

—0.0198

—0.0151
—0.0153

0.0040

—0.3054

0.0611
-0.2334
—0.2353

que verificam a parte (ii) do Teorema 8.2.1.

0.07572
—0.0151
0.0579
0.0583

0.0763
—0.0153
0.0583
0.0588

, §S=TST

= 0.0483

Utilizando os dados do Exemplo, determinam-se as matrizes V., T e D :

1075.6807 |
93.4707 |
-311.959506 |

D, =

296.9963
67.6143
—74.2416

T=WVV)'V'+DT =

Portanto

3958.4478
—253.9027
—5165.6041
—-92.6085

€ tal que:

44462.0390
—230378.1700
62988.6800
—144673.8900

(A+BKC)YS+S(A+BKC) =

A

; V=T(TTY'-VD, =]

—74.2491
—4.1815
27.5349

—~230378.1700
5945.5888
—39106.5850
122547.4100

—253.9027
3226.6972
—881.2126
2091.7306

318.1863
—33.1349
—100.8326

62988.6800
—39106.5850
20311.2400
14374.7530

63.5364
—254.1456
15.8841
| —168.3006

—5165.6041
—881.2126
7301.8276
—769.9300

254.2592
28.7112

—79.1194

—92.6085
2091.7306
—769.9300
1460.3183

—144673.8900
~122547.4100

14374.7530
—163980.5600

>0

<0

Para finalizar esta subsec&o, considere as seguintes equagoes acopladas de Lyapu-

nov que também podem ser usadas para o estudo do problema de estabilizagao por
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realimentagéo de saidas [CHLOO] [?]:

AP+PA +BW+WDE < 0, P>0 (3.38)
SA+AS+YC+CY < 0, S>0 (3.39)
SP = I, (3.40)

Estas equagdes sao obtidas a partir da condigdo de estabilidade quadratica do sistema
em malha fechada

S(A+ BKC)+ (A+ BKC)S < 0, S>0 (3.41)
que, para P = S~ ! pode ser reescrita na forma
(A+ BKC)P+P(A+BKC)Y < 0, P>0 (3.42)

A condigdo de acoplamento (3.29) é a diferenga central entre as condicdes de es-
tabilizagdo quadratica obtidas no Teorema 3.2.1 e as condigbes expressas acima. As
condigoes de estabilizagdo propostas no presente trabalho estdo diretamente relaciona-
das as propriedades geométricas Ker (S) = Im (V) = Im (P), enquanto as condigdes
acopladas (3.38), (3.39) e (3.40) estdo fundamentalmente relacionadas & invariancia e &
contractibilidade do conjunto elipsoidal definido a partir de uma funcgéo de Lyapunov
- na forma v(z) = 2'Sz. ,

Assim, entendemos que o Teorema 3.2.1 constitui-se, juntamente com o Corolério
3.2.1 e a Proposicao 3.2.1, numa ponte entre a abordagem geométrica e as abordagens
de estabilizacao quadraticas até entdo usadas para tratar o problema de estabilizagéo
via realimentacao estatica de saida. Isto é particularmente evidenciado nos algoritmos

da préxim a secao.

3.2.2 Algoritmos

O Teorema 3.2.1 fornece uma condicdo necesséria e suficiente para a existéncia de
uma realimentacdo de saidas que estabiliza o sistema em malha fechada. Entretan-
to, estes resultados envolvem equagdes ndo-lineares particularmente nas varidveis de
decisao T', V, P e S. Mas a caracterizacdo quadrética do Teorema 3.2.1 pode ser usa-
da adequadamente para construir subespagos O.S. (C, A, B)-invariantes, que levam ao
calculo da matriz de realimentacao de saidas K. Inspirado no algoritmo de Syrmos

e Lewis, apresentado no capitulo 2 isto pode ser realizado, por exemplo, levando em
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conta o requisito de acoplamento e resolvendo subsequentemente as partes (1) e (i) do
Teorema 3.2.1.

Antes de apresentar um procedimento de sintese baseado neste dltimo comentério,
formula-se um resultado que permite usar uma equacdo de Lyapunov de ordem re-
duzida para resolver a parte (ii) e considerar a condi¢do (3.16). A demonstracio do
proximo Lema é baseada na utilizagdo da decomposi¢do usada no capitulo 2 e coloca
em evidéncia algumas ligacoes entre as abordagens via equagoes de Lyapunov e equacd

es de Sylvester.

Lema 3.2.1 : Sob a hipdtese de que o par (C’, A) € detectdvel, sempre existem matrizes
S =S58">0e Z verificando (3.13), (3.14) e (8.15) para alguma matriz T € RV P*",
com posto (T') = n — p, tal que Ker (T) = V € (C, A)-externamente detectdvel e
Ker (T)N Ker (C) = {0}.

Demonstragao : Considerar a mudanga de base seguinte:

=M M) [11 } My € R, M, € RMmP (3.43)

Ta

onde [M; M,] é uma matriz néo singular tal que :

ClMy, My|=[C1 0], com C,eR*® e posto(Cy) =p (3.44)
. . [ ] _ i
A inversa da matriz M é denotada por: M = i com M; € R*™*P, My € RM*"P,
2
Nesta base, o sistema em malha aberta toma a forma
55'1(75) _ An A z1(t) n B, u(t) (3.45)
CEQ(t) Agl A22 SCQ(t) BQ
z1(1)
y(t) = | ¢ 0 (3.46)
[ 1 J {xg(t) }

onde as matrizes envolvidas tém as dimensdes apropriadas.

Como demonstrado em [Che96], a detectabilidade do par (C, A) é equivalente &
detectabilidade do par (A;q, Ags). Assim, considere uma matriz Qr = Q7 > 0 e sejam
as matrizes Spy € R"P* P com Sy = Sy, > 0, € Sp; € RVP*P solugdes da equagdo

de Lyapunov de ordem reduzida seguinte:

A'/22522 + 52'2/422 -+ AIIQSél -+ SQlAlQ = —QT (347)
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Seja Lo € R*7P*P tal que
SagLy = Sn (3.48)

Considere também a decomposi¢do de Choleski de S, = S35, > 0 dado por:
Sao = TyTy (3.49)
Assim, de (3.47) , (3.48) e (3.49), obtém-se
TyT; (Agy + LyAvs) + (A, + AL LY) TyTh = —Qr

onde, por construgdo, ¢ (A + LaApp) € C.
Ja que T; é, por construgao, nao-singular, pode-se definir a matriz Hy € R*P*"~P

a partir da relacao de similaridade
Tg (AQQ + L2A12) = HTT2 (350)

com o(Hr) = o (Ass + LyA1) € C™.
Definindo 77 = T3 L5 e ja que C; € inversivel, a matriz U € R*P*P pode sempre ser
calculada de :
UCy = — (TyLo Ay, + ToAs — HrTh) (3.51)

Entédo (3.50) e (3.51) podem ser substituidas por

All Al?

[T ] Az Ag

—~Hr [Ty | =U[C 0] (3.52)

’

M
Portanto, T = [ T, T ] ]\7[1 } é tal que

!
2

e Ker(T) é (C, A)-externamente detectdvel, ja que Hr = (A+ LC)|X/V ¢ estdvel
com o(Hr) € C~ para L =T'(TT")"'U;

o Ker(T) N Ker(C) = {0}, j& que a inversibilidade de 7; implica em
T T ||
posto = - =n.
C C, 0 M,

Além disso, seja I' =TV > 0 a solugdo dnica de

H}F-}-PHT = ’_QT ) (353)
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Para T' definido acima, as matrizes Z e S = S’ > 0 seguintes verificam (3.13), (3.14)
e (3.15):

. / S / Vi
Zz[]\/fl MQ] 1/ UF@S:[Ml MQ} " 521 ]\_4-1 UF,
T2 SQ]_ SQQ Mé
com B
S S5 M
1L D91 | _i I‘[T1 TQ}_
821 SQQ ]\/[2
a .
Da demonstracdo dada acima, pode-se verificar que V = [Ml ]\/[2] “f
2
com Im (V) = Ker(T) pode ser obtido como uma base do espago nulo de T' =
[ s s ] M|
21 ©22 i |
TV =0 (3.54)

Baseado nos resultados acima e também inspirado pelo algoritmo de Syrmos e
Lewis [SL93a], apresentado no capitulo 2, propde-se o seguinte procedimento bésico
para calcular a matriz de realimentacdo de saidas que estabiliza o sistema em malha

fechada quando m +p > n 1

Algoritmo Primal:
Passo 1:

1.1) Encontrar uma decomposi¢do C [ M, M, ] = [ C, 0 ] e calcular as matrizes

Aqg, Agy: .
| M
M;

1.2) Resolver a equagao de Lyapunov de ordem reduzida para encontrar Sg; e Sao:

Ar
A‘ZQ

M!
AM, onde | My M, | [M; } = I,
2

92522 + Sa0Agy + Allgsél + S91A1=—-Qr <0 (3.55)
M

M
instdveis entdo repetir o passo 1 para uma nova decomposi¢io de C; caso contrério ir

1.3) Calcular T' = [ So1 Sag ]

] . Se (A, B,T) tem zeros invariantes infinitos ou

ao passo 2.

18e m 4+ p = 7 < n, um compensador dinimico de ordem v > n — ¥ pode ser considerado para
reencontrar a condi¢do de Kimura
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Passo 2:
2.1) Calcular V' como uma base ortogonal de Ker (T) ie, V'V = L

TV = 0 (3.56)

2.2) Resolver as equagdes (3.10), (3.11) e (3.12) para encontrar P, Y e Wp;
Passo 3: Calcular a matriz de realimentacdo de saidas que estabiliza o sistema em

malha fechada, como a tnica solugédo de

KCP=Y < KCVP=Ws, jdque V'V =1,

Os comentdrios que seguem visam justificar os passos adotados no algoritmo:

Comentario 3.2.1 A decomposi¢@o usada no passo 1 ndo € iunica. Em particular,
ela pode ser obtida computacionalmente através de transformagées ortogonais [CHLOO]
[CHL02]. O conjunto de todas as decomposi¢ies (3.44) podem ser descrito a partir de

uma matriz M ortogonal inicialmente escolhida como

D, 0

CMD=C| M, MQ]{D21 D,

=[G 0] (3.57)
onde as matrizes Dy € RP*P e Dy € R*"P*™P sdo ndo-singulares . Por exemplo
nos casos pouco frequentes onde o passo 2 falha, uma nova base (ndo necesariamente

ortogonal) pode ser construida com o M™ = M D, onde o novo par detectdvel (AT, A%,)

satisfaz:
Ay Dt 0 Ao D, — D1 An Dy
= - 2 _— —
22 | —Dn D3* Ag D3t Az Dy — Doy Ay Dy

com Dy = Dy Dy DTt Desta forma outras solugdes para o passo 1 podem ser encon-

tradas.

Comentario 3.2.2 O passo 2 € usado para resolver o conjunto de condigdes (3.10),
(3.11) e (3.12) para Im (V) = Ker (T). E importante lembrar que essas condigdes sdo
A—)X B

T 0
de dimensao (2n — p) x (n + m) tem posto linha completo para quase todos os triplos
(A, B,T), quando m + p > n. O teste de factibilidade foi colocado no final do passo 1

geralmente soluciondveis no sentido de que o sistema matricial P(A) =
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para que o0s cdlculos envolvidos no passo 2 sejam efetuados somente quando uma solucdo
estdvel € factivel. Ezperimentos numéricos, relatados na préxima se¢do demonstram a

eficiéncia da abordagem proposta.

Comentdério 3.2.3 Técnicas padrdes de programacdo convera podem ser usadas para
éncontmr solugdes para as equagdes de Lyapunov envolvidas [BGFBY4]. No presen-
te estudo, a estabilidade assintética € o unico requisito em malha fechada. FExistem
graus de liberdade na abordagem quadrdtica dada aqui que podem ser exploradas para
consegquir outros requisitos como, por exemplo, posicionamento regional de pdlos a ser

estudado na se¢ao sequinte deste capitulo.

Comentario 3.2.4 O procedimento algoritmico dado ndo estd diretamente adaptado
para casos menos restritivos onde m+p < n, embora uma busca tipo "tentativa e erro”
poderia ser efetuado para encontrar um "bom”T usando, por exemplo, a definicdo da
decomposi¢do M. No caso m+p = n, P()\) de dimensdo (2n—p) x (2n—p) € uma matriz
quadrada e quase todos os triplos (A, B, T) tém zeros invariantes finitos [SLISb]. Neste
caso, o procedimento bdsico pode produzir solugoes estdveis, unicamente se a matriz T
encontrada no passo 1 gera p zeros invariantes estdveis, que devem ser usadas para
resolver (2.18) [CHQB/. Para casos onde m + p < n, o procedimento pode ser usado
sistematicamente para calcular um compensador dinémico de ordem v, para recuperar

a condigao de Kimura, com v >n — (m+p).

Finalmente é importante lembrar que solugdes podem ser também calculadas a
partir do sistema dual (A’,C’, B').

Algoritmo Dual

Passo 1:

-~ By :
1.1) Encontrar uma decomposicio B = [ M, M, ] 0 com as matrizes Aq;, Ao

tais que [ An Ax } = MQA[ M, M, ] onde Ay € RV Ay, € RN g
M/
[ My M, | { L =1
| M,
1.2) Resolver a equagdo de Lyapunov de ordem reduzida para encontrar Po € R™"7™
e Py = P2/2 >0, Py € Rr-mxn-m,

Py AYy + AgaPog + Pl Ay + A1aPia = —Qy < 0 (3.58)

P2

22

1.3) Encontrar V € R**"~™ tal que V = [ M, M, ] . Se (A,V,C) tem zeros
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invariantes infinitos ou instdveis entdo repetir o passo 1 para uma nova decomposicao
de B; caso contrario ir ao passo 2.
Passo 2:

2.1) Calcular T € R™*™ como uma base drtogonal do espago nulo & esquerda de V :
TV = 0 TT' =1,,. (3.59)

2.2) Resolver as equagdes (3.13), (3.14) e (3.15) para encontrar S, Z e Ur;
Passo 3: Calcular a matriz de realimentagéo de saidas que estabiliza o sistema em
malha fechada, como a tinica solugéo de

SBK = Z < STBK = Uy, jéque TT = I,,.

Comentario 3.2.5 A decomposi¢do usada no passo 1 nao € unica. O conjunto de
todas as decomposicoes podem ser descrito a partir de uma matriz M ortogonal inici-

almente escolhida como

Dy Dr
0 Dy

B,

B:[M1 Mg] )

(3.60)

onde as matrizes D; € R™™ e Dy € R*"™*"™™ 340 ndo-singulares . Por ezemplo
nos casos pouco frequentes onde o passo 2 falha, uma nova base (ndo necesariamente
ortogonal) pode ser construida com o M™ = M D, onde o novo par detectdvel (A%, AZ,)

satisfaz:

Dl D12

| A% A% | =Dy | Ap Azz][ o b

= [ D3'Ay Dy D3'Ag Dy + Dyt Ass Dy ]

com D1y = DI*Di3D5Y. Desta forma outras solugées para o passo 1 podem ser encon-

tradas.

Comentario 3.2.6 O passo 2 é usado para resolver o conjunto de condi¢des (3.13),

(3.14) e (3.15) tal que TV = 0. E importante lembrar que essas condi¢ées sio ge-
o : : - A-XV
ralmente soluctondveis no sentido que o sistema matricial P(A\) = de

C 0

dimensdo (n + p) x (2n — m) tem posto coluna completo para quase todos os triplos
(A, V,C), quando m +p > n. O teste de factibilidade foi colocado no final do passo
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1 para que os calculos envolvidos no passo 2 sejam efetuados somente quando uma

solucdo estdvel € factivel.

3.2.3 Exemplos

Os exemplos relatados nesta se¢do foram resolvidos usando-se o pacote Scilab (de-
senvolvido no INRIA, Franca). Em todos os testes, a matriz de decomposicio no passo
1 foi obtida primeiramente da decomposi¢do QR da matriz C. Técnicas padrdes de
programagcao convexa foram aplicadas para encontrar solugbes factiveis para as con-
digbes quadréticas acopladas sem requisitos adicionais. | | |
A- Exemplos gerados randomicamente: Primeiramente, 20 000 sistemas rando-
micos representados por (A, B,C) foram gerados, verificando a condi¢io de Kimura
m+p>mn,comn =295 m=7p=23. Usando o algoritmo primal com o procedimento
bésico, calculam-se solugdes estaveis em 99.6% de casos, sem necessidade de iteracoes
sobre o passo 1.

Nos exemplos nao solucionados pelo algoritmo bésico, somente uma iterac¢éo foi ne-
cessaria para obter uma solugdo estavel; esta iteracdo foi efetuada usando o comentério

I,
D21 -[n—p »
tisfeita a condigao de Kimura, o algoritmo proposto apresenta desempenho compardvel

3.2.1,com D = } , para uma matriz randomica Djy; estabelecida. Assim sa-

com o algoritmo proposto em [GOA97] (" The cone complementarity algorithm”).

No quadro 3.1 a seguir mostra-se um resumo dos calculos computacionais que fo-
ram feitos para os exemplos randémicos. Em particular, demonstra-se a eficiéncia do
algoritmo primal proposto para calcular solugoes estdveis q uando a condigdo de Ki-
mura é recuperada através dos compensadores dindmicos. Além disso, na tltima linha
do quadro demonstra-se que a abordagem poderia também ser usada para busca de
solucoes estdveis quando a condigao de Kimura nao € verificada.

B Exemplo nao-randémico: Considera-se os dados ja utilizados nos exemplos 2.1
e 3.1 anteriores [FKKN85];

010 0] [0 0]
1

a 00 ’leo

1000 0 0

| 000 0] 0 1|

Duas matrizes de saidas diferentes sdo consideradas. Em ambos o casos, os triplos

(C, A, B) correspondentes sdo controldveis e observaveis, e m + p = 5 > n. Também,
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Ord. do sistema || Ord. do compensador | Nro de exemplos Sucesso
Proc. basico | 1 iter. | 2 iteragdo
n=05 v =0 20000 19920 80 ;
m=p=3 »
=5 y=1 1000 984 16 i
m=2;p=3 |
n=>5
m=2:p=2 v=2 1000 991 9 -
n=4 v=0 100 27 21 16
m=p=2
Tabela 3.1: Resumo dos exemplos gerados randomicamente
para obter autovalores em malha fechada com parte reais menores que —a = —2,

os cédlculos sdo realizados usando (A + al) em lugar de A. Técnicas padroes de
programagao convexa sao aplicadas para encontrar solugoes factiveis para as equagoes
de Lyapunov, sem requisitos adicionais que poderiam melhorar a solu¢do numéric a ou

o desempenho em malha fechada.

1°.- Caso: Considera-se primeiro a seguinte matriz de saida :

1 001
C=10010
0 001

| —0.7071  0.0000  0.7071 0.0000 |
0.0000  0.0000  0.0000 1.0000

- A matriz ortogonal M = 00 é encontrada no
0.0000 —1.0000  0.0000 0.0000
| —0.7071  0.0000 —0.7071 0.0000
[ —0.7071 |
. A .0000 .
passo 1.1 que leva a calcular 2= 0 . Uma solucdo para a passo 1.2 é
: 92 0.7071

1.0000

[ So1 Sz } = [ 0.0006 0.0000 —4.9492 1.0000 ] , que resulta no passo 1.3:

T=[S S»] {%1 } = [ —3.5001 1.0000 0.0000 3.4992 ]
2
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O sistema (A, B, T) nao tem zeros invariantes. Isto implica no passo 2.1:

0.6930 0.0000  0.1980 |
—0.0811 0.0000 C.9768
0.0000 1.0000  0.0000
0.7163 0.0000 —0.0811 |

Uma solucao factivel para o passo 2.2 é entao encontrada:

2418.6331  —5970.9960 778.5635 4125.5761
—5970.9960  28753.8330 —1211.2143 —14189.5870
778.5635 —1211.2143 355.9045 1124.8840 |’
4125.5761 —14189.5870  1124.8840 8181.6056 |

v — 1916.6900 —85976.6890 —829.7399  22653.0220
| —4409.4721  46810.9550 —850.7372 —17790.5780 |

[ 21868.5220 -829.7399 —86200.8810
T 1 _10505.3740 —850.7372  46304.1850 |

A matriz de realimentacdo de saidas correspondente

g | ~79.0365  63.4020 112.9424
24.8017 —18.1188 =36.9913

fornece:
o(A+ BKC)={ -2.5001; —2.0906 ; —3.2994 + 4.40917 }

onde o autovalor —2.5001 corresponde ao passo 1, através de (3.48).

2°.- Caso: Considera-se agora a matriz de safdas usada em [FKKN85]:

1 000
=100 10
0 001
L .
: 0 Ly,
A matriz ortogonal M = o -1 00 é encontrada passo (1.1) e calcula-se
. 0 0 -1 0]
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~1
as matrizes Ajp = 0 | e Ayy =1 . Uma solucao para a passo 1.2 é:
. .
[ So1 Sy ] = [ 1.0000 0.0000 0.2857 0.2857 ] , que resulta no passo 1.3:

T=[S%n S| H—? } = [ ~1.0000 0.2857 0.0000 —0.2857 ]
2

O sistema (A, B,T) ndo tem zeros invariantes. Isto implica no passo 2.1:

[ —0.2649 0.0000 0.2649 |
0.0364 0.0000 0.9636
0.0000 1.0000 0.0000
0.9636 0.0000 0.0364 |

Uma solugao factivel para o passo 2.2 é entdo encontrada:

e — —13462.2110 —485.8837 —21674.8640
—44139.3730  100.2978 —39822.2320 |’

)

V= | —2175.4676 —21375.8320 —485.8837 —13761.2500
1143.8916 —39979.4670  100.2978 —43982.1340

523.5706 —1118.3001  167.3698 —2950.7590 |
—1118.3001  6994.3428 -167.5217 10908.2050

167.3698 —167.5217 76.3854 —753.3084
| —2950.7590  10908.2050 —753.3084  21235.5400 ]

A matriz de realimentacio de saidas correspondente,

—83.0701 85.2556 —9.1666
—90.8184 85.2536 —11.6664

conduz a: 0(A+BKC) = { —~2.5001 ; —2.3467 ; —2.9098+£5.2786; }, onde o autovalor
—2.5001 corresponde ao passo 1 através de (3.48).
A

Algoritmo Dual:

Exemplo 3.2 : Considerando os dados do exemplo anterior.
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0 0 01
. -1 00 01 .
A matriz ortogonal M = 0 010 € encontrada no passo (1.1) que leva
] 0 -1 0 0|
, 0 0 0 -1
a calcular calcular calcula-se as matrizes Agy = Lo e Aoy = 0 0 Uma

solugdo para a passo 1.2 €:
—0.0475 1.0000

0.0638 0.0638
=1 - , que resulta no passo 1.3:

0.0475 0.1091
0.1091 0.4841 |

P12
P22

0.1091  0.4841 |
0.0475 -1.0000
0.0475  0.1091
| —0.0638 —0.0638 |

O sistema (A,V,C) ndo tem zeros invariantes. Isto implica no passo 2.1:

0.4190 0.1546 0.0789 0.8912
—0.3314 —0.0634 0.9376 0.0838 |’

“ Uma solugdo factivel para o passo 2.2 € entdo encontrada :

_ | 56285.700 —64114.027 -—124677.070
3 135731.850 —280669.200 —350030.290 |’

[ —21399.1590 66152.1480 63763.5450 |
93.2309 7889.3942 2925.1376

131705.9600 —268219.5200  338032.5800

61537.1600 —80658.2320 —140446.4400 |

2280.2536 —161.0725 —16602.0100 —8582.4272 ]
—161.0725 45.8538 1758.4415  1068.1988
—16602.0100 1758.4415 130826.0600 70334.8120

—-8582.4272 1068.1988  70334.8120 38492.4340 |
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A matriz de realimentagao de saidas correspondente,

—99.5959 624.7714 420.8836
4.3626 —19.4334 —15.3286

conduz a : o(A+ BKC) = { —2.3780 &+ 2.5053; ; —2.6050 + 6.64335 }, onde os
autovalores { —2.3780 £ 2.5053;} corresponde ao passo 1 através de (3.48).
A

3.3 Posicionamento régidnal de pdlos

Nesta sec@o a técnica de estabilizagao formulada nas se¢bes anteriores é adaptada
para tratar o problema de posicionamento regional de pélos em regides do tipo LM T
[CG96].

Seja D C C~ uma regido qualquer do plano complexo. O problema a ser estudado
é encontrar uma realimentacdo de saidas u = Ky tal que ¢(A + BKC) € D, ou
equivalentemente, o sistema em malha fechad a é D-estavél.

Um par (A, B) é D-estabilizdvel se e somente se
posto([AI~—A BD =n, VA ¢D (3.61)

e um par (C, A) é D-detectdvel se e somente se

([ -4
0STO
postoil ¢

) =n, YA ¢&D (3.62)

3.3.1 Regioes LMI

As regides LM I descrevem regides convexas no plano complexo que sdo simétricas

com respeito ao eixo real.

Definicao 3.3.1 Um subconjunto D
D={)\eC: fp(N) <0} (3.63)

do plano complerxo é denominado uma regido do tipo LMI se existe uma matriz
simétrica A = (0)g € R™*™ e uma matriz © = (6)x € R™™" tais que

() = A+20+ 2@ (364
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com XX EC, onde C denota o semiplano complezo 2.

A funcdo caracteristica fp(A) toma valores no espaco de matrizes Hermitianas de di-
mensoes n X n. Desigualdades matriciais lineares, (LM Is), podem ser definidas a partir
de fp(\) para caracterizar as propriedades de que os autovalores de uma matriz real
pertencem a D [CG96.

Exemplos de interesse de regioes do tipo LM I com suas funcdes caracteristicas séo

apresentadas a seguir [CG96].:

e Um disco centrado em (—g¢,0) com raio r, cuja funcao caracteristica é:

(= ¢\ (00 00) ;
oo = (7)o (P 22)5 v

e Um setor conico centrado na origem com angulo interno 6, cuja fungdo carac-
teristica é:

sen(8/2) cos(8/2) )/\;( sen(8/2) cos(8/2)

—cos(8/2)  sen(6/2) —cos(0/2) sen(6/2) ) A (3.66)

folh) = (

o Uma faixa vertical definida por h; < Re(A) < hy. A fungdo caracteristica da

faixa é

. %hy 0 -1 0 1 0\«
A) = + A+ A 3.67
Jol) ( 0—2h2> ( 01) ( 0—1) (367
Considere o sistema, linear representado por

z2(t) = Hz(t), com He R (3.68)

O sistema (3.68) é D-estdvel, onde D é uma regido do tipo LMI, se € somente se

existem matrizes A e © € X"
fD(e) = A+0ORH+6'QH <0 (3.69)

onde ® representa o produto de Kronecker [HJ91].

E interessante observar que:

2(8)r1 ((8)x1) representam os elementos da matriz A (©)V 1< k,l<n
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e a equacdo (3.69) pode ser reescrita na forma

fo(0) = O+ OuH+O)H, V1I<kI<n (3.70)

e para duas regides D e D, do tipo LM I, e cujas funcoes caracteristicas associadas
sao fp, e fp,, respectivamente, a intersecdo D = D; N D, é uma regido do tipo

LMI com a funcdo caracteristica fp,np, = Diag(fp,, fp,)-

3.3.2 D-Estabilizacao por realimentagao de saidas

Lembre-se inicialmente que a existéncia de uma matriz de realimentacéo de saidas
que estabiliza o sistema em malha fechada, pode ser associada & solucdo das equagdes
acopladas de Sylvester (3.5),(?7) e (3.7). Pelo Teorema 2.2.1 do Capitulo 2, estas
equacoes podem ser interpretadas em termos de propriedades geométricas do subespaco
V = Ker (T). Uma vez encontrada a matriz de realimentacdo de saidas que estabiliza

o sistema, o espectro da malha fechada é dado por :
o(A+ BKC) = o(Hy) U o(Hr) (3.71)

Assim, na seqiiéncia considera-se que o posicionamento regional de pdlos desejados é

definido a partir de regites do tipo LM s associadas as matrizes Hy e Hr, como segue:

o(Hy) € Dy

= D=Dy UD 3.72
o(Hr) € Dr v (3.72)

Entao, assumindo-se que Hy € RP*P e Hr € RPP* P as condigbes de D-
estabilizabilidade em regides do tipo LM s sdo equivalentemente substituidas pelas

duas condigoes a seg uir:

o(Hy) €Dy «= 3N =1II">0tal que Ay @1 + O}, @ (IH{,) + Oy @ (Hyll) = —Qv <0
(3.73)

onde IT € RP>P

o(Hr)€Dr <=3 =0">0talque Ay @T + 0, Q (HyI') + 07 ® (THr) = -Qr <0 (3.74)

onde I € R—PX"—P,

O resultado seguinte pode ser obtido de uma forma similar ao resultado da segdo
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anterior, considerando-se como ponto de partida as equagdes acopladas de Sylvester
- sob o posicionamento regional de pélos restrito no espectro das matrize s Hy e Hyp

respectivamente. Para fins algoritmicos considera-se que v = p.

Teorema 3.3.1 Eziste uma matriz de realimentag¢ao de saidas K : Y — U tal que
0(A4+ BKC) = {A1,A2,..., A} €D, para D = Dy U Dy, onde {\,..., \—p} € Dr
e An—p+1,-- -1 A} € Dy, se e somente se existem matrizes (P = P’ > 0, P € R™*",
YeR™™, S=52>0,5€ R e Z € R"™P) tais que as sequintes condicées sdo
verificadas para algum par de matrizes V € R"*P e T € R*"~P*" yerificando TV = 0:

1)

AyQP + 0y @ (AP + BY )+ 0y, @ (PA +Y'B) = —(VQI,)Qvi(V® L) para Qv >0

(3.75)
V'IPV=P>0; TPT' =0 (3.76)
Y = WiV’ para algum Wy € R™P (3.77)
ii)
Ar®S +O1 ® (SA + ZC) + 0 @ (A'S + C'Z") = —(T'®In-p)Qr1(In-p ® T) para Qr1 > 0
(3.78)
TST =S >0;V'SV=0 (3.79)
Z =T'Ur para algum Ur € R™*P - (3.80)
i)
KerCP C KerY (3.81)
Ker B'S C KerZ' (3.82)

Demonstracgao:
Necessidade: Considere que as equagoes acopladas de Sylvester (3.5),(3.6) e (3.7)
sdo verificadas junto com as condigbes (2.12) e (2.13). Primeiramente demonstra-se a
necessidade da parte (i). Desde que a condigdo quadrdtica dada por (3.73) deve ser
verdadeira, e utilizando-se da definicdo do produto de Kronecker * :

6 (VIV') + 0V )i (VIIHL V') + (0v)(VHyIIV) = =V(Qv)uV' V1<kl<n  (3.83)

onde: (Qv)kl = (QV);cl € RP*P,

3Note-se que (3.73) pode ser equivalentemente substituida por: (v )wIl + (Ov)i(ILH{) +
Ov)(HvI) = —(Qv)a V1< kI <n
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De (3.5), obtém-se também que AV + BW = V Hy, que pode ser usada em (3.83)
para obter

(5v)kl(VHV') + (ev)[k(VHV/A/ + VHW/B/) + (ev)kl(AVHV' + BVVHV/) = —V(QV)HV’ (3.84)

Assim, colocando-se as matrizes P = P’ = VIIV' eY = WIIV’', e considerando-
VVIIV'V > 0
se que o posto(V) =peque Il > 0 = , entdo (3.84) pode ser
que o posto(V) = peq PYIV'T < (3.84) p
equivalentemente substituida por (3.75), (3.76) e (3.77).
Usando argumentos similares, demonstra-se a necessidade da parte (z). Assim, de

(3.6) e (3.74), obtém-se:

(00)ei(T'TT) + (07)u(T'H7LT) + (0r)(T'THTT) = =T'(Qr)uT V1< kI <n (3.85)

onde: (Qr)n = (Qr)), € RP*P,

Para as matrizes S = T'T'T e Z = T'TU, (3.85) pode ser substituida por (3.78)
e (3.80). Além disso, desde que posto(T) = ¢ —p e I' > 0, obtém-se também

TT'TTT >0

V'T'TTV =0

A necessidade da parte (%), (3.81) e (3.82), segue-se das condigdes Ker CV C
KerW e Ker B'T'" C Ker U’ respectivamente, levando em conta as defini¢des acima
de P,Y, S and Z.
Suficiéncia: Considera-se que as partes (2), (it) e (i42) sdo verificadas. Por definicao,
V e T, sao matrizes com postos coluna e linha completos, respectivamente. Assim, de
(3.76) e (3.79), obtém-se:

VIPV=P=P >0 = P=V{V'V)'PWV'V)V (3.86)
TST' =5=8>0 = S=T/(TT)'S(TT)'T (3.87)

Agora demonstra-se que a verificagao da parte (z) implica que o subespago V = Ker (T)
é (A + BK(C)-invariante e que o mapeamento que representa (A + BKC)|V é tal que
seu espectro pertence a Dy.

De (3.86) e (3.87) obtém-se:

ITo
00

V/

P=[v 1] .

} >0 para I =1 = (V'V)"'B(V'V)™* >0 (3.88)
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De (3.81), pode-se afirmar que existe uma matriz K tal que

KCP=Y (3.89)
Assim, pela substituicdo de (3.89) em (3.75), obtém-se

(vt P+ (6v) i P(A + BKC)I + (0v)(A+ BKC)YP = —V(Qv)le’ Vi<kl<n (3.90)

Agora, levando em conta (3.88), a equagdo de similaridade

A, A
(A+BKC) [V T |=[V T ]| O (3.91)
‘ Ay Ao
e o fato que
o |V
(v 1] (@v)u <0 (3.92)
0 0 T
De (3.90), obtém-se V1 < k,l <n :
ool v 1 [ may, ma, [ v
(6v )k [ vV T ] 0 0 T + (6v) [ v T ] 0 0 |: T +
, AnIl 0 v’ _ , (Qv)ir O v’
(0v)k,[v T | anollel= (v 1] el I
, I o A}, TIA, Al 0 12
[V T ]((5V)kl 0 0 +(0v)i, 0 0 +(0v )i AnIl 0 ) T |7
, Qv 0 v’
_[ v } o o|| T
[V T’] (‘Sv)le‘F(eV)lkH%&l+(0V)kl1411n (6v )1k145, ) Vi
(Ov ) kiAol 0 T
, Qv) 0O 14
-[vor ]| Y 0] o |(3:99)

Considerando que por construcdo I1 > 0 e que (8y )i # 0, tem-se de (3.93) que:

e V= Ker (T) é um subespaco (A + BKC)-invariante, j& que (fy)uAanIl =0se e

somente se Ay; =0; e
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o V = Ker(T) é D-estabilizdvel, ja que (6v)uIl + (8y)IlA); + (Ov)AnIl <
0, V1 <k ! <n implica a D-estabilidade de (A + BKC)|V.
O

Note-se que, também neste caso, se as matrizes P, S,V e T tenham sido encontradas
de modo que o Teorema 3.3.1 é verificado, com a matriz K de realimentagio de saidas

correspondente, entdo a condicdo de acoplamento entre as partes (i) e (#4) pode ser
descrita por SP = 0 [CHL00].

Comentario 3.3.1 A aplicacdo do resultado acima para uma regido circular de raio
unitdrio, denotada por C* = {\ € C;|\| < 1}, corresponde & estabilidade no caso de
sistemas discretos no tempo [CHLO2J:

Existe uma matriz de realimentagdo de saidas K : Y — U tal que o(A+ BKC) €
C*, se e somente se existem matrizes (P =P >0, Pe RV, Y ¢ R™", S = 5" >0,
S € RV e Z € R™*P) tais que as sequintes condigdes sdo verificadas para algum par
de matrizes V. € R™*P e T € R"P*" yerificando TV = 0:

)V Qv =@y >0, Qy € R

P PA+Y'B Voo Vo0
- Qv , (3.94)
AP+BY  -P 0V %
(3.11) e (3.12)
@)Y Qr = Qb >0, Qr € R2xn |
S SA+2ZC T 0 T 0
’ 171 = y QT (395)
AS+C'z -8 0 T 0T

(3.14) e (3.15)

i)

(3.16) e (3.17)

3.3.3 Aspectos algoritmicos

Algoritmo Primal
Baseado no algoritmo primal proposto na secao anterior, o procedimento basico seguinte
pode ser usado para calcular a matriz de realimentagdo de saidas que D-estabiliza o
sistema em malha fechada quando a condi¢do m + p > n é verificada:

Passo 1:
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1.1) Encontrar uma decomposigéo
clm My|=[C 0] ‘ (3.96)
onde: Cy € RP*P, posto(Cy) = p. Calcular as matrizes Aqy,Azs:

A
A22

M;
M,

M!
AMy onde[ M; M, ] {Mﬁ } —I (3.97)
2

1.2) Resolver a IL]\/[I para encontrar So; € Sgs = Sh, > 0: |

AT & (SQQ) + @T & (SQQAQQ -+ SglAlg) + @;I‘ & (AI22522 + A’mSél) < 0. (398)

1.3) Calcular T = [ So1 Sao } ]\7; . Se (A, B,T) nédo tem zeros invariantes, ir ao
2

Passo 2; caso contrario, repetir o Passo 1 usando uma nova decomposic¢ao para C'.
Passo 2: '

2.1) Calcular V' como uma base ortogonal de Ker (T):
TV =0 com V'V=I, . (3.99)

2.2) Resolver a equagdo seguinte, sob as restrigoes (3.76) e (3.77), para encontrar P e -
Y:

Ay®P +Oy®(AP + BY) + O, ®(PA' +Y'B") = —(V®I,)Qvi(V® L) <0 (3.100)

Passo 3: A matriz de realimentag@o de saidas que D-estabiliza o sistema em malha

fechada correspondente verifica

KCP=Y <= KCVP =Wy, jique V'V =1,

o}

Comentério 3.3.2 Na primeira parte do Passo 1, um par de matrizes auziliares
(Agy € R-oIX(n=p) A, € RP*"P) ¢ calculado a partir da decomposicdo (3.96).
Assume-se que o sistema em malha aberta é D-estabilizdvel, entdo o par (Aijg, A2)
¢ D-detectdvel. Portanto existem (Sag, Sa1), solugdes para (8.98), tais que: o(Ag +
(S99) 1891 A12) = o(Hy) € Dr (para detalhes, ver [CHLOO]). Note-se também que a
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equagdo (3.98) € uma LMI nas varidveis So; e Saa. Entdo, técnicas de programacdo

conveza podem ser usadas para encontrar solugées factiveis [BGFBY4]. Como teste de

factibilidade para o passo 2, deve-se verificar se o sistema (A, B,T) ndo tem zeros in-

variantes que pertencam a Dy entdo ir ao prozimo passo. As condigoes sao geralmente

A- M, B
T

(n +m) x (2n — p) deve ter posto linha completo YA. Assim o Passo 2 somente €

soluciondveis no sentido que o sistema matricial P, = de dimensdo

efetuado com solugdes estdveis factiveis [CHLOO.

Algoritmo Dual Passo 1:

1.1) Encontrar uma decomposicao
M;
My

onde: B; € R™*™, posto(B;) = m, [ M, M, ] € R**". Calcular as matrizes Ay,
Aggl

B= (3.101)

[Am Agg}:MéA[Mrl Mz] onde[]\/fl Mg][ﬂffi
2

} =I,  (3.102)

1.2) Resolver a LM para encontrar Py e Pyy = Py > O:
Ay ® (Pa) + Oy ® (AgePaa + A2 Pi2) + Oy ® (Pag Ay + Py Ay ) < 0. (3.103)

ISP

22
exterior da regiao Dr, ir ao Passo 2; caso contrario, repetir o Passo 1 usando uma

1.3) Calcular V = [ M, M, ] Se (A,V,C) n&o tem zeros invariantes no

nova decomposi¢ao para B.
Passo 2:
2.1) Calcular T tal que
TV =0 com TT' =1, (3.104)

2.2) Resolver a equagdo seguinte, sob as restrigdes (3.79) e (3.80), para encontrar S e
Z:

Ar®S + Or®(SA+ZC)+ 0n0(A'S+C'Z") = —(T'®In)QT1(In ®T) <0 (3.1085)

Passo 3: A matriz de realimentagdo de saidas que D-estabiliza o sistema em malha
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fechada correspondente verifica a equagdo

SBK =7 < STBK =Ur, jique TT = L,.

3.3.4 Exemplos

Considerar o sistema (A, B, C) dos ja utilizado nos exemplos anteriores [FKKN8&5] ;

0100 00

a_| Troop g fLo0

~10 0 0 0 0

| 0000 (0 1
1001
C=[0010
0001

O sistema (C, A, B) correspondente é controldvel e observédvel, e m+p =15 > n. Os
pdlos de malha aberta sao: 0.0000, 0.0000,1.6180, —0.6180.
A) Algoritmo Primal:

A regido D7 do tipo LM é uma faixa vertical definida por: Dr = {z + jy €
C; -5 <z < —1}. A regido Dy do tipo LMT é déﬁnida a partir da intersecao
dos setores conicos e um disco definido por: {z +jy € C; =z < =5, |z + jy| <
10 e tan45°z < |y|}. Assim, técnicas de programagdo convexa sdo aplicadas para
encontrar solugoes factiveis para as equacoes de posicionamento regional de pélos sem
requisitos adicionais.

[ —0.7071  0.0000  0.7071 0.0000 |
A matriz [ M, M, } _ 0.0000  0.0000  0.0000 1.0000 encontrada no
0.0000 —1.0000  0.0000 0.0000
| —0.7071  0.0000 —0.7071 0.0000 |
—0.7071
passo 1.1 leva a: Ay = 1.0000 Ay = 0.0000

0.7071

Uma solug@o para o passo 1.2 é:

Sp» = 333.3318, Sy = [ 0.0000 0.0000 —2080.8778 |,
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que resulta no passo 1.3:

T = -1471.4028 333.3318 0.0000 1471.4028 | .

Esta solucao ndo tem zeros invariantes e implica, no passo 2.1:

0.6982 0.0000  0.1582 |
—0.0650 0.0000  0.9853
0.0000 1.0000  0.0000
0.7129 0.0000 —0.0650 |

Uma solugao para o passo 2.2 é entao encontrada:

Y - 10887.2550 150744.2000  304.1292  45036.8680
—4945.7042  52669.6190 -336.9173 —16877.4870

_ 49513.0880  304.1292 —149730.1600
" —18910.8790 —336.9173 52208.9740

585.8797 —3033.8726  88.1286  1273.1736 |
—3033.8726  23055.7690 —320.7086 —8256.9297
83.1286 3207086  16.9370  160.7819
| 12731736 —8256.9207  160.7819  3143.6997 |

A matriz de realimentagdo de saidas correspondente que estabiliza o sistema em

malha fechada é:
—218.6662 348.0591 303.7491

52.7244 —78.8494 -75.4133
que resulta : (A + BKC) = { —3.4142, —-5.7409, —6.2669 £ 4.62105 } C Dy. Onde

o autovalor —3.4142 C Dr corresponde ao passo 1.
B) Algoritmo dual:

A regido Dy do tipo LM é definida a partir da intersegao dos setores conicos e um
disco definido por: {z+jy € C; z < —6, |z + jy|] < 16 e tan45°x < |y|}.

A regiao Dr do tipo LM é definida a partir da interse¢do dos setores conicos e um
disco definido por: {z+jy e C; z < -2, |z + jy| < 3.5 e tan45%z < |y|}.

Assim, técnicas de programagdo convexa sao aplicadas para encontrar solugdes

factiveis para as equacgGes de posicionamento regional de pdlos sem requisitos adici-
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O O =

0

, técnicas de programacao con-

vexa néao produzem uma solucdo factivel no passo 2, devido ao fato de que a matriz

onais. i
0 00
-1 00
Usando a matriz [ M; M, ] =
0 01
0 -1 0
1.7120  7.5928
0.7449 —15.6857
V selecionada no passo 1 V =
0.7449 1.7120
| 0.0000  0.0000 |

instavel: 5.7561.

, € tal que (A,V,C) tem um zero

Entretanto, existem solugdes que estabilizam o sistema em malha fechada (ver

[CHLO0]). Assim define-se uma nova decomposi¢do no passo 1 a partir de

[ 1.0000

Dy Dy | | 0.0000
[ 0 D, } | 0.0000
| 0.0000

Calcula-se Ay = [ (1) 8 } , Agg = [

Uma solugao para o passo 1.2 é:

0.0000 0.0000

—2.1677 9.5400
Py = [ } , Pao = [

que resulta no passo 1.3:

1.7120
0.7449
0.7449
| —1.7856

0.0000

1.0000
0.0000
0.0000

0.0000
—0.1035

7.5928 |
—15.6857
1.7120

~7.2383 |

0.1035
0.4280
1.0000
0.0000

0.7861 |
0.0568
0.0000

1.0000 |

—1.0000
—0.7861 |

0.7449 1.7120
1.7120 7.5928

Esta solugdo ndo tem zeros invariantes e implica, no passo 2.1:

0.6891 0.0160 0.1150 0.7153

—0.2695 0.0761

0.9539 0.1078 |
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Uma solugéo para o passo 2.2 é entao encontrada:

225135.7200 1093080.3000 486238.9400

r= —299223.1800  235312.9700 146795.0100 |’
[ 235767.9300 689781.4200 295487.2700 |
7 26370.9230  —400.5034 -—3382.7842

—259523.7300 350276.0300 195993.6100
128787.0300 807282.4600 363647.3700

L

—-39751.453  995.0800 —34092.5110 —51918.4220
995.0800 -136.9332 2456.1519 1921.4859
—34092.5110 2456.1519 —52169.4840 —53424.0430
| —51918.4220 1921.4859 —53424.0430 —71261.1720

.

A matriz de realimentacao de saidas correspondente que estabiliza o sistema em malha

fechada é:
—350.5961 —251.0160 —75.4515

—11.2607 —18.0969 —7.1375 |’

que resulta : (A + BKC) = {—2.3780 £+ 2.50537 , —6.3211 + 14.8048i} C Dr. Onde
os autovalores {—2.3780 + 2.5053i} C Dy corresponde ao passo 1.
JAN

3.4 Conclusao

Este capitulo focalizou aspectos tedricos e algoritmicos; acentuando-se alguns
vinculos com abordagens das equagdes acopladas de Sylvester. O presente capitulo
tem duas partes importantes: Na primeira parte foi apresentada uma abordagem qua-
drética para a construgdo dos subespagos O.S. (C, A, B)-invariantes que leva ao célculo
da matriz de realimentacdo de saidas. Em particular, uma condigao nece sséria e sufici-
ente para existéncia de uma realimentacdo de saidas que estabiliza o sistema em malha
fechada foi obtida em termos das equagdes acopladas de Lyapunov. Assim mostrou-
se que as Equagoes acopladas de Lyapunov também podem ser usadas para descrever
as propriedades geométricas requeridas para a solugdo do problema de estabilizacao.
Também foram propostos dois algoritmos (primal e dual), que solucionam as equagoes
acopladas de Lyapunov em dois passos e é diretamente aplicada a sistemas que verificam

a co ndi¢cdo m + p > n (condigdo de Kimura).
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Na segunda parte, para resolver o problema de posicionamento regional de pdlos, a
teoria e os algoritmos propostos forom adaptados para tratar o problema considerado.
O cardcter de solugdo em dois passos dos algoritmos serd ainda explorado no capitulo
seguinte. E importante salientar que os algoritmos podem resolver o problema de
estabilizacdo e o posicionamento regional de pélos em sistemas que nao verificam a

condigio de Kimura, utilizando-se compensadores dinamicos de ordem v > n—(m+p).



Capitulo 4

Realimentacao de saidas para uma

classe de sistemas descritores

4.1 Introducao

Os sistemas descritores originam-se naturalmente do modelamento de muitos siste-
mas tais como redes de circuitos elétricos, sistemas de poténcias, processos quimicos
e outros sistemas interconectados [Dai89] [VLKS81]. Embora uma representacdo pura-
mente diferencial para estes sistemas possa usualmente ser obtida, existemn vantagens
na manuten¢do do modelo original na forma de sistema descritor. No caso de sistemas
de poténcia, sua modelagem. como sistema descritor aparece naturalmente e, também,
a redugdo a uma forma puramente diferencial pode apresentar restrices computacio-
nais devido as grandes dimensdes que os sistemas de poténcia podem apresentar. Em
particular a alta esparsidade encontrada nas matrizes do sistema é perdida quando da
reducdo a um sistema puramente diferencial. Técnicas de analise tém sido desenvolvi-
das para tratar de modelos de sistemas de poténcia na forma de sistemas descritores,
preservando esparsidade. Por outro lado, poucas técnicas de projeto de controladores
que usam a formulagdo de sistema descritor podem ser encontradas [FSoC95] [FSoC97].

Este capitulo trata o problema de estabilizagcdo usando realimentagio de saidas de
um modelo descritor algébrico-diferencial particular. Este modelo apresenta como ca-
racteristicas: regularidade, auséncia de comportamento impulsivo e agdo nao-direta de
entradas de controle nas varidveis algébricas. Embora estas hipéteses possam parecer
restritivas, alguns modelos fisicos, como modelos de sistemas de poténcia, concordam
com elas. Neste capitulo mostra-se inicialmente que a estabiliza¢do usando realimen-

tacdo de saidas do sistema descritor considerado pode ser vista como um problema
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cldssico de estabilizagdo usando realimentacdo de saidas de um sistema normal de or-
dem reduzida, para o qual muitas técnicas de estabilizacdo usando realimentacdo de
safdas podem ser aplicadas [SADG97]. Além disso, é mostrado como estas técnicas
podem ser diretamente aplicadas ao modelo na forma de sistema descritor de ordem
completa. Para ilustrar este ponto, utiliza-se a abordagem do capitulo 3 baseada na
solucdo de duas equagoes acopladas de Lyapunov. Considera-se entdo o problema de
posicionamento regional de pélos, ou de D-estabilizagdo, via realimentacao de saidas
para o modelo descritor algébrico-diferencial [CSLT02].

O presente capitulo é organizado como segue. A segao 4.2 apresenta o problema de
estabilizacdo a ser tratado e alguns resultados preliminares. Na sec¢ao 4.3, a abordagem
via equagoes acopladas de Lyapunov ¢ apresentada e adaptada para o sistema descritor
considerado. Na secdo 4.4, uma abordagem para D-estabilizacao usando as equacdes de
Lyapunov é apresentada. Alguns comentdrios conclusivos sdo finalmente apresentados.
Conceitos bdsicos da teoria de sistemas descritores, necessdrios para o entendimento

do presente capitulo, sao apresentados no apéndice.

4.2 Apresentacao do problema e resultados preli-

minares

Estuda-se neste capitulo a classe de sistemas descritores descritos por um conjunto
de equacoes algébricas-diferenciais na forma:
Iq 0 Cbl(t) Jl J2 [ xl(t ] + 31
0 0 Si?g(t) J3 J4 iEz(t
(
(

| ) (4.1)

yt) = [0 G ] (4.2)

onde: z; € R?, 2o € R*9, v € R™ e y € R?; I, é a matriz identidade de dimensao
ge Jy € R 7 ¢ njo-singular. As outras matrizes envolvidas sao de dimensoes
apropriadas e também assume-se que posto(B;) = m.

Modelos de sistemas dinamicos como sistemas descritores na forma algébrica-
diferencial originam-se naturalmente quando estes sistemas sdo formados de subsiste-
mas interconectados. Os sistemas descritores na forma algébrico-diferencial podem ser
usados, em particular, para aproximar o comportamento dinadmico de sistemas elétricos
de poténcia e outros sistemas perturbados singularmente [VLK81]. As particularidades

estruturais do sistema (4.1), (4.2) sdo as seguintes:
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e a matriz Jy € inversivel, o que implica na auséncia de comportamento impulsivo

na resposta dindmica do sistema e também na sua regularidade [BL97];

e auséncia de agao direta da entrada de controle nas varidveis algébricas, enfatizada

B
pela estrutura da matriz de entrada [ Ol } .

O problema bésico a ser resolvido é encontrar uma lei de controle de realimentacio

estatica de saidas para o sistema descritor (4.1), (4.2) da forma

ut) = Kyt)=K| G, @][28} (4.3)

onde K € R™*P § tal que o sistema malha fechada expressado na forma

I, 0| @1(t)| | h+BKC Jo+ BKGC,
0 0| 22(2) Js Ja

[ z1(t)

$2(t

} (4.4)

é assintoticamente estdvel.
As proposigoes seguintes dizem respeito a estabilizabilidade e & detectabilidade
de sistemas descritores considerados, propriedades estas necessirias para solucdo do

problema de estabilizagao.

Proposigao 4.2.1 : O sistema (4.1), (4.2) € estabilizdvel se e somente se

sosto [ | Ma—h =T By
~J;  —J; 0

> = n ,Y )\ finito €CT (4.5)

Proposigao 4.2.2 : O sistema (4.1), (4.2) € detectdvel se e somente se

My — 1 —J;
posto S - = n ,V\ finito € C* (4.6)
Ch Coy
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4.2.1 Estabilizacao usando o sistema normal de ordem redu-
zida

A estrutura particular do sistema descritor (4.1), (4.2) conduz a alguns resultados
de interesse para o desenvolvimento e uso de técnicas de estabilizagdo usando realimen-
tacao de saidas.

Mostraremos inicialmente que, sob as hipdteses de estabilizabilidade e detectabi-
lidade do sistema (4.1), (4.2) o problema de estabilizagdo usando realimentagdo de
saidas pode ser visto como um problema classico de estabilizacao usando realimen-

tacdo de saidas de um sistema normal de ordem reduzida. Para isto, serdo consideradas

I
as matrizes @ = I, e P = ql 0 e, a mudanca de coordenadas z = Pz:
"J4— J3 Inrq
t I 0 t
al | () (4.7)
.’Eg(t) —J4 Jg In_q Zg(t)

Assim, o sistema (4.1), (4.2) é equivalente a

I, 0| &) | | hi—dditds Jo || 2u(t) | B u
{ 0 o} [zg(t)] - [ 0 JJ [ZQ(t) Tl M0 6
W) = [ G- G {Zl“)} | (49)
Zg(t '

Portanto, aplicando u(t) = Ky(t) para (4.8), (4.9), obtém-se a representagdo equi-

valente do sistema em malha fechada nas novas coordenadas definidas na (4.7):
I, 0 z1(t) _ JI(K) J2(K) 21 (t) (4.10)
0 0] 2@ 0 Ji 2(t)

Jl(K) = (Jl — JQJi—ng) 4 BlK(Cl — CQJZng)
LK) = Jo+ BKC,

onde:

A partir da estrutura das matrizes envolvidas na representagio (4.10) (ver relagdo

(A.5)) , os pdlos finitos em malha fechada correspondem ao conjunto de autovalores da

matriz J;(K) e sdo dados pelas raizes da equacio caracteristica (A, — J1(K)) = 0.
Do desenvolvimento acima, conclui-se que a matriz K deve ser tal que o espectro de

J1(K), o qual fornece os pélos finitos da malha fechada, seja estavel. Entéo, o problema
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a ser resolvido neste passo pode ser visto como o de estabilizagdo usando realimentacao

de saidas, considerando u(t) = Kwv(t), do sistema normal de ordem reduzida:

G@) = (J1 — JoJ7s) Ci(t) + Byu(t) (4.11)
U(t) = (Cl — CQJ4~1J3 ) Cl(t) » (412)

Sejam A = J, — J2J4“1J3, B =B eC=006 - C'QJ4‘1J3. Entao as condigbes
necessarias para estabilizar o sistema normal de ordem reduzida (A, B, C) usando rea-

limentagdo de saidas sdo conhecidas e relativas a estabilizabilidade e a detectabilidade
dos pares (A, B) e (C, A) (ver por exemplo, [SADGIT]).

Lema 4.2.1 : O sistema de ordem reduzido (4.11), (4.12) € estabilizdvel e detectdvel

se e somente se o sistema descritor (4.1), (4.2) € estabilizdvel e detectdvel.

Demonstracgao:
i) O sistema descritor (4.1),(4.2) é estabilizdvel se e somente se

pOStO Jl—/\Iq J2 B1 :posto Iq —Jg(J4)_1 Jl—/\Iq Jg B1
0 In—q Js Js 0

) _ 419)

J3 Jg 0
— — -1 _
posto Ni= Mo = ()™ 0 By =nV A finitoe Ct (4.14)
Js3 Jy O
0 que é equivalente a
posto ([ A-X, B ]) = q. (4.15)

ii) O sistema descritor (4.1), (4.2) é detectdvel se e somente se

Ji— M, J Ji =AMl J.
! ¢ vz I, ~Jo(Jy)? ' ¢ I 0
posto Js Ja = posto 0 I J3 Jq OAS AN
C’l : CQ ne Cl C12 ! ? e
(4.16)

Ji — /\Iq — JQ(J4)—1J3 0
posto 0 J4 =nV X\ finitoe Ct (4.17)
Ci — CQ(J4)—1J3 Cs

0 que € equivalente a
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4.2.2 Discussao

Os desenvolvimentos anteriores podem ser resumidos pela seguinte metodologia
para estabilizagdo usando realimentacao de saidas de sistemas descritores (4.1), (4.2)
via sistema de ordem reduzida. Assume-se que o sistema a ser controlado ¢é estabilizdvel

e detectavel.

e Passo 1: Calcular X € R("=9%4 tal que J,X = J; e fazer :

A = Jl - JQX
B = B]_
C = C1—-0CX

e Passo 2: Calcular K € R™*? tal que o(A+ BKC) € C™.

O passo 1 do algoritmo se resume basicamente a solucao de um conjunto de sistemas
de ¢ sistemas de equagoes lineares, que podem ser resolvidos, por exemplo, a partir
da decomposi¢do LU da matriz J; [Men98]. Dependendo da estrutura, dimensédo e
esparsidade das matrizes envolvidas, técnicas de célculo particulares podem também
ser utilizadas para solu¢do eficiente e numericamente robusta deste passo [Bar99].

-Comenta-se agora o passo 2 do algoritmo. J4 que o sistema descritor é estabilizdvel
e detectdvel, os pares (A, B) e (C,A) envolvidos no passo 2 sdo estabilizdveis e de-
tectaveis. Assim; as condigOes necessarias para resolver o problema de estabilizacao
usando realimentagdo de saidas no passo 2 s@o cumpridas. Além disso, ndo existe uma
solugdo fechada para o problema de estabilizacao de sistemas lineares normais usando
realimentacdo de saidas, mas diferentes técnicas propostas na literatura para tratar
este problema podem ser candidatas a serem usadas no passo 2. A escolha de uma
técnica apropriada depende, em muitos casos, da estrutura das matrizes envolvidas e
do conhecimento e experiéncia do projetista [SADGI7].

A metodologia descrita acima faz uso do sistema de ordem reduzida, correspon-
dente & utilizacdo de técnicas de eliminacao de varidveis. Entretanto, como jé citado,
o uso do modelo de ordem completa pode ser atrativo do ponto de vista numérico e
computacional, principalmente para sistemas de dimensdo alta onde as matrizes en-
volvidas tém alguma estrutura (esparsa) que é perdida no sistema de ordem reduzida
(A, B,C) [FSoC95] [FSoC97]. Neste sentido, embora diferentes técnicas para a estabi-
lizacdo usando realimentagido podem ser consideradas para serem aplicadas ao sistema
de ordem reduzida, agora demonstra-se que a técnica escolhida pode ser diretamente

aplicada ao sistemas descritores de ordem completa (4.1),(4.2). Isto serd mostrado
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considerando a técnica particular apresentada no capitulo 3, que traz junto elementos

das abordagens geométrica e quadrdtica para estabilizac@o via realimentacao de saidas.

4.3 Uma abordagem para estabilizacao

Primeiramente apresenta-se uma condicdo necessédria e suficiente para a estabili-
zagao do sistema de ordem reduzida (4.11), (4.12). O resultado a seguir é uma aplicacao

direta do Teorema 3.2.1 ao sistema de ordem reduzida.

Corolario 4.3.1 [LCS00] : Existe uma matriz de realimentacdo de saidas K € R™*v

tal que o sistema em malha fechada de ordem reduzida
{(t) = (A+BKC){(t) (4.18)

€ assintoticamente estdvel se e somente se existem matrizes Py = P >0, P, € RI*9,
Y e R™, 5 =85 >0, 5 € R ¢ Z € R tais que as seguintes condigées sGo
verdadeiras para algum par de matrizes V3 € RV e Ty € RV vertficando T1V; = 0:
(i) ¥V Qv =Qy >0, Qy € RV tem-se:

AP+ PA+BY +Y'B = -ViQyV] (4.19)
ViPbVi=P, >0 ; T\PT/=0 (4.20)
Y = WnV] para algum Wy € R™ - (4.21)

(11))¥ Qr = Q7 > 0, Qr € RI™VXI~Y tem-se:

AS +S$1A+C'Z'+2C = -TIQrTh (4.22)
TS T =58>0 ; VSVi=0 (4.23)
Z =T{Ur para algum Up € RI™VXY (4.24)
(i)
KerCP, C KerY (4.25)
Ker B'S; C KerZ' (4.26)

O

Para efeitos algoritmicos, assumiremos neste capitulo v = ¢ — m, o que permitird

utilizar a relagio (4.26) (em lugar de (4.25), como no capitulo 3) para o célculo da
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matriz de realimentacdo de saidas K.
Também observa-se que se matrizes P, 51, Vi e T forem encontradas tais que o

Corolério 4.3.1 é verdadeiro e K é a realimentag@o de saidas correspondente, entdo:

e a condigdo de acoplamento entre as partes (i) e (i) pode ser descrita por :

e a fungdo de Lyapunov : v,((1) = ({S1(;, com

Pt oo
0 S5

“/'1/

51=[V1 ‘71] 7
1

Ti=(WVVi)""W{+ DTy =V '+ DTy ; Vi = T)(TWT)) 'V} = WD, = Tt =V, D, ,

é estritamente decrescente ao longo das trajetdrias do sistema de ordem reduzida
em malha fechada (4.18).

Lembrando que A = J, — J,J; ' J; B=5B e C = C — CoJ;'J;, pode-
se reformular a condi¢do necessdria e suficiente fornecida no Coroldrio 4.3.1 diretamente
em termos do modelo descritor (4.1), (4.2).

Proposicao 4.3.1 [LCS00] : Eziste uma matriz de realimentacdo de saidas K € R™*P
tal que o sistema em malha fechada (4.4) € assintoticamente estdvel se e somente se
eristem matrizes (P = P > 0, Py, e S; = 51 > 0, So e Z) tais que as seguintes

condigcoes sao verdadeiras para algum par de matrizes Vi e Ty verificando T1V; =0

)V Qv =Qy >0, Qv € RV tem-se:
J1Py+ JoP+ P J+ PyJs+ BY +Y'B' = —ViQuvVY (4.28)

JsPy+ JyPy =0 (4.29)
(4.20) e (4.21)

W)V Qr = QF >0, Qr € RI™VXIY tem-se:

SiJi+ Sods + J1S1+ 3SL+ ZCy+ C1Z' = -TQrTh (4.30)
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SlJQ -+ SQJ4 + ZCQ = 0 (431)
(4.23) e (4.24)
i11)

KerCP C KerY (4.32)
Ker B'S C Ker Z' (4.33)

Demonstracao : Desde que Jy é inversivel, as equagdes (4.29) e (4.31) fornecem,

respectivamente:

P2 = “‘J4_1J3P1 (434)
Sy = —(SIJZ -+ ZCQ>J4—1 (435)

Assim substituindo (4.34) e (4.35) em (4.28) e (4.30), respectivamente, obtém-se as

equagcdes (4.19) e (4.22) do Coroldrio 4.3.1; o inverso também ¢ verdadeiro. O

4.3.1 Aspectos algoritmicos

O Corolério 4.3.1 e a Proposigao 4.3.1 fornecem condigbes necessérias e suficientes
equivalentes para a existéncia da matriz de realimentagdo de saidas K que estabiliza o
sistema em malha fechada. Como no capitulo anterior, a caracterizagdo quadrética do
Coroldrio 4.3.1 e do Teorema 4.3.1 pode ser usada para calcular matrizes de realimen-
tacao de saidas K que estabilizam o sistema em malha fechada. Isto pode ser realizado
levando em conta o requisito de acoplamento e resolvendo subsequentemente a parte
(1) e a parte (i¢) de tal modo a obter via (4.33) a matriz de realimentagio de saidas
que estabiliza o sistema em malha fechada.

A escolha do algoritmo dual é devido basicamente a que a transformacdo de co-
ordenadas que leva ao sistema de ordem reduzida n&o interfere na matriz B = Bj.
Baseado nos resultados prévios e no algoritmo dual proposto no capitulo 3, o seguinte
procedimento bésico é proposto para calcular uma matriz de realimentagdo de saidas
que estabiliza o sistema em malha fechada quando m +p > g 1:

Passo 1:

1.1) Encontrar uma decomposigao :

1Se m +p = ¥ < ¢, um compensador dinimico de ordem v > ¢ — U pode ser considerado para
reencontrar esta condigdo
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Vi B _ _ Y1
]\_41 B, = ! , onde By € R™™ | posto(By) = m e ]\_41 € R4
M} M;
inversivel. )
. « M :
Seja [Ml MQ] € R onde [Ml M, ] | I,. Calcular a matriz
2
[ My M, ] como a solugéo unica de
Jo [ My My| = =l M M| (4.36)
Calcular
— My M,
An A =M, J J .
[ 21 A ] 2[ J1 J2 } M, M,

1.2) Resolver a seguinte equagdo de Lyapunov generalizada de ordem reduzida para
encontrar P e Py = Py, > 0:

PQQAIQQ 4+ A22P22 -+ P{QAIQI —+ A21P12 = -—QV < 0. (437)

1.3) Calcular V; = [ M, M, ]

12 . .
} € sejam as matrizes
22

1 C?

zeros invariantes, entao ir ao Passo 2; caso contrario, repetir Passo 1 usando uma nova

A=J,B=[-hW] C= [-‘Jg’} W

g } . Se (A,B,C,£) néo tem

decomposicao para Bj.
Passo 2:

2.1) Calcular 7Ti como uma base ortogonal do espago nulo & esquerda de V; , isto é :

TWVi=0 com T'T| =1Ip,.

2.2) Resolver as equagoes (4.30),(4.31),(4.23) e (4.24) para encontrar S, Z e Ur.
Passo 3: Calcular a matriz de realimentacao de saidas que estabiliza o sistema em

malha fechada, como solugdo Unica de

SlBlK =7 < STlBlK = U[', Jé que TlTll = Im.
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Comentario 4.3.1 Na primeira parte do Passo 1, as matrizes auziliares Ayy €
Rle—m)x(a=m) ¢ A, € RE—™*™m 550 calculadas sem a necessidade do cdlculo da matriz
A = (J; — JoJy " J3) do sistema de ordem reduzida. Como as matrizes Ay, Aay devem

satisfazer
[ A Ag | =MGA[ M, M, | (4.38)

Pode-se definir [ Ms M, ] = —J7; [ M, M, ] Portanto [ My M, ] pode ser
obtida pela solugdo da equagdo linear (4.36) e o par (Ag1, A) pode ser calculado por
(4.88). Desde que o sistema em malha aberta € por hipdtese estabilizdvel, seque-se que
o par (Agg, As1) € estabilizdvel. Assim as solugdes (Pao, Pi2) para (4.87) existem e sdo
tais que: o(Agx + AnPia(Pa)™t) = o(Hy) (para detalhes, ver [CHLOO] e capitulo 3).
Note-se também que a equagdo (4.87) é uma LM I nas varidveis Py e Pyy. Entdo, as
técnicas de programacgao convezra podem ser usadas para encontrar solugdes factiveis
para esta desigualdade matricial [BGFB94].

Comentéario 4.3.2 Da teoria apresentada na se¢ao 3.3 do capitulo 3 pode-se demons-
trar que os zeros invariantes do sistema de ordem reduzida corresponde aos zeros in-

variantes de (A,B,C,&). Assim, se (A, B,C,E) ndo tem zeros invariantes, o sistema

J=Ay, J, W _
matricial Py = J3 Js 0 | tem posto coluna completo, igual an+q—m.
- Ch Cy 0 ,
A seguinte equivaléncia de matrizes pode ser utilizada para a demonstracdo:
I, —JJ' 0 I, 0 0 J1—JJi -, 0 -V
0 Inyg O {P| —-J7'Js I, O = 0 Jy 0
0 —CoJit I, 0 0 Inom Cy — CoJi s 0 0
(4.39)

Portanto, fazendo uso do sistema normal de ordem reduzida, tem-se

posto = Jdi 3=, -V,
C, —:CQJZIJg 0

> =2¢-—m<<=posto(P\) =n—q+m (4.40)

Logo, o Passo 2 somente € efetuado com solugdes estdveis factiveis. Em geral, a
existéncia de zeros invariantes infinitos ou instdveis nao permite resolver o Passo 2.
Além disso, em casos ndo frequentes onde zeros invariantes poderiam aparecer, outras

solugoes para o Passo 1 poderiam ser geradas de uma nova decomposi¢Go expressa por:
Dy D .
MD = [ M, M, ] ' Du onde Dy e Dy sao matrizes nao-singulares.
2
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Assim determina-se os novos valores de M3 e My que satisfazem:

Dy Da

~Js | My M, | 0 D

= Ji| Mz My |

4.4 D-Estabilizacao por realimentacao de saidas

Nesta secdo apresenta-se a formulacdo do problema de estabilizagdo via posicio-
namento regional de pdlos para a classe de sistemas descritores considerada. Neste
contexto sao usados alguns conceitos e o algoritmo dual para D-estabilizacdo j4 estu-
dados no capitulo 3, assim como alguns conceitos referenciados no apéndice.

As condigdes seguintes dizem respeito a D-estabilizabilidade e a D-detectabilidade
de sistemas descritores (4.1), (4.2):

O sistema (4.1), (4.2) é D-estabilizdvel se e somente se

o ([Me=h —n B
P Ty -, 0

> = n ,V A\ finito €D (4.41)

O sistema (4.1), (4.2) é D-detectdvel se e somente se

My—Ji —Jy
posto —J3 —Jy = n ,VA finito €D (4.42)
. L Cl . CQ L

Lembrando que A = J; — JoJilJs e RC B =B, e R*™ e C = C, ~ CoJ;' T3 €

RP*4 o Teorema 3.3.1, toma a forma seguinte:

Corolario 4.4.1 [CSLT02] Exziste uma matriz de realimentagdo de saidas K € R™*P
tal que o(A+BKC) = {\, Ay, ..., A} € D, para D = Dy UDr onde {\, ..., \q—p} €
Dr e {A—pi1,--- A} € Dy se e somente se existem matrizes (P, = P >0, P, € RI*e,
Y e R™¥9, 5 =85 >0,8, € R e Z € RI*P) tais que as sequintes condigdes G0
verificadas para algumas matrizes Vy € RI*P e T} € RI7P*? verificando T1V, = 0:
(1)
Av®P, + Oy ® (AP + BY) + 0, ® (PLA' + Y'B') = (Vi ® I,)(Qv1)(Vi ® )’ (4.43)

vipVi=P >0; AT, =0 (4.44)

Y = WnV{ para algum W € R™*P (4.45)
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(i)
AT®Sl -+ eT ® (SIA + ZC) + e,T ® (AISI + C/Z,) = _(Tll ® Iq—p)(QTl)(Iq—p 2 Tl) (4‘46)
ST =8, >0; V'SV =0 (4.47)
Z =T|Ur para algum Ur € R™*P (4.48)

(111)
KerCP, C KerY (4.49)
KerB'S, C KerZ (4.50)

[

Da mesma forma que na sec¢éo anterior, as condi¢des do Corolério anterior podem
ser reescritas utilizando-se diretamente as matrizes do modelo descritor. Em particular
a equacdo (4.46), pode ser equivalentemente substituida por:

AT®51 + @T@(SlJl + SQJ3 + ZCl) + @%@(J{Sl + JéSé + C;Z’) = '—(TII X Iq—-p)(QTl)(Iq—p & Tl)
(4.51)

S1Jy + SaJy + ZCy =0 (452)

Assim, o procedimento bésico seguinte pode ser usado para calcular a matriz reali-
mentacao de saldas que posiciona os pélos numa regido D = Dy U Dr do tipo LM
quando a condigdo m + p > q é verificada:

Passo 1:

1.1) Encontrar uma decomposicio:

M; B
B =]t (4.53)
Mj 0
. - My o . y
onde: B, € R™*™ posto(B;) = m, W € R inversivel. Seja [ M, M, ] € R1x9
2
M . o
onde [ My, M } i = I,. Calcular a matriz [ Ms M,y ] como solugdo unica de
2
Jo [ My M) = —Js[ My M, ] (4.54)

Calcular

[ An A |=M3[J 2 |[ M M, ] (4.55)
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1.2) Resolver a LM para encontrar as matrizes Pj; e Py = Py, > O:

Ay ® (Pag) + Oy @ (A2aPog + A Pi2) + O @ (PagAly + Py AY) = Qv >0
(4.56)

| P
1.3) Calcular V; = [ M, M, ] [ P12 e sejam as matrizes A= J,, B=[-J, — V;],
22
_J ~J. 0
= { 03 e = { 04 } . Se (A, B,C, £) ndo tem zeros invariantes no exterior
—Ch. —Cy

de Dr, entdo ir ao Passo 2; caso contrario, repetir Passo 1 usando uma nova decom-

posicao para Bj.
Passo 2:
2.1) Calcular T} tal que
T'Vi=0 com TN\T|=I, (4.57)

2.2) Resolver as duas equages seguintes, sob as restrices es (4.47) e (4.48), para
encontrar S e Z:

Ar®81 +Or®(S1J1 + S2J3 + ZCh) + O7@(J1 51 + 553 + C12') = —(T7 @ I )(Q71) (Im © T1)
(4.58)

S1Jo+ Sody +2C5 =0 (459)

‘A matriz de realimentacdo de saidas D-estabilizante correspondente verifica

$1BK =7 <= ST\B1K =Ur, jadque T\T| = In.

Comentario 4.4.1 Desde que o sistema de ordem reduzida em malha aberta € por
hipéte-se D-estabilizdvel, seque-se que o par (Asg, A21) € D-estabilizdvel. Assim a so-
lugdo (Paa, Pra) para (4.56) existe e € tal que: o(Ag + AnPia(Pag)™) = o(Hy) € Dy
(para detalhes, ver [CHLOO] e capitulo 3). Note-se também que a equagdo (4.56)
é uma LMI nas varidveis Py e Pyy. Entdo, as técnicas de programagao Convera
podem ser usadas para encontrar solugdes factiveis para esta desigualdade matricial
[BGFBY4]. Note-se também que a desigualdade (4.58) € obtida de (4.46), definindo
Sy = —(S1Ja + ZCo)J7, que € equivalente a (4.59).

E possivel mostrar que os zeros invariantes do sistema de ordem reduzida (A,V,C)

corresponde aos zeros invariantes de (A, B,C,E). Assim, se (A,B,C,E) ndo tem zeros
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Ji—-AM, Jo -V
invariantes na regido Dy, o sistema matricial Py = Js  Jy 0 | tem posto
C, Cy 0 |
coluna completo, igual an+q—m, VA € Dr. Asstm, o Passo 2 somente € efetuado
com solugdes Dr-estdveis factiveis. Em geral, a existéncia de zeros invariantes Dr-
instdvets nao permite resolver o Passo 2. Além, disso, em casos ndo freqiientes onde
zeros invariantes poderiam aparecer, outras solugoes para o Passo 1 poderiam ser gera-
das de uma nova decomposi¢io (4.53), ndo necessariamente ortogonal, eipressa como
‘MD = [ M, M, ] 01 21 onde Dy e Dy sao matrizes nao-singulares. Assim

D, |
determina-se os novos valores de M3 e My, que devem satisfazer:

T My M| = —Js| M, MQ][% 1;12}
. 2

4.5 Exemplo

Considere os dados correspondente a [Dua99]:

00 1 (1 0|
1 1 ~1
a_|100 B
010 0 1
(001 1] 0 0
(100 0]
1
p_|0to0) o, [100
0010 010 -1
1000 0|

O sistema correspondente (C, A, E, B) é fortemente controldvel e observivel e m+p =

4 > q. Os pélos de malha aberta séo

o(E, A)={0.755 ; —0.877 + 0.745i — 0.877 + 0.745;}

A) Algoritmo dual:
Para obter os pdlos de malha fechada com partes reais menores que —a = —1, 0s
célculos usando (A+al) em substituicio a A. Assim, técnicas de programagao convexa

padrao sao aplicadas para encontrar solugoes factiveis para as equagoes quadraticas
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acopladas, sem requisitos adicionais que melhoram a solu¢ao numérica ou o desempenho
em malha fechada.

A matriz
—~0.7071 0.4082 —-0.5774

[ My My | =| 07071 —0.4082 0.5774
0.0000 0.8165 0.5774

encontrada no passo 1.1 leva a calcular M3 e My como a solugdo tunica de:

S My M) =—R] M My

[ M; M4]=[o.oooo ~0.8165 —0.5774 |

Calcula-se
Agy = —0.6670 Ay = [ —1.1790 —0.4080 ] . Uma solugdo para o passo 1.2 é: Py =

1
1aP12= .

} que resulta no passo 1.3 :

—0.4080 0.7070 —-0.5770 1 —0.9860
Vi=| -0.8160 0.0000 0.5770 01 =1 -0.2390
- 0.4082 0.7071  0.5770 1 - 0.9860

Esta solugéo néo tem zeros invariantes. Isto implica no passo 2.1:

o _ | 0697 0069 0714
YT 20169 0.983  0.069

Uma, solugao factivel para o passo 2.2 é entdo encontrada:

0.0478 0.1518 0.0847 —0.1414
S, = | 01518 0.4959 02722 | , S»= | —0.4215
0.0847 0.2722 0.1507 —0.2437
0. 0.2
5 82232 37231 —0.4416 —0.5579
I e e » YT 06198 —0.7635

—0.3583 —0.4512

A matriz de realimentacdo de saidas correspondente que estabiliza o sistema em malha
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fechada é:

—2.0919 —4.4084
—3.1958 -9.2350

que resulta:

o(E,A+ BKC)={ —1.845; —1.2297+0.57235 — 1.2297 — 0.57235}

onde o autovalor —1.845 corresponde ao passo 1.

B) Algoritmo dual na regidgo D do tipo LMI:

A regido Dy do tipo LM é uma faixa vertical definida por: Dy = {z + jy €
C; =35 <z < —25}. A regio Dy do tipo LMI é definida a partir da intersecédo
dos setores conicos e um disco, definido por: {z +jy € C; = < =25, |z + jy| <
5 e tan45°c < |y|}. Assim, técnicas de programagdo convexa sao aplicadas para en-
contrar solugoes factiveis para as equagoes de posicionamento regional de pélos sem

requisitos adicionais.

[ 07071 0.4082 —0.5774

M, —-0.7071 —0.4082  0.5774
= encontrada no passo 1.1
0.0000 0.8165  0.5774

| 0.0000 —0.8165 —0.5774

leva a calcular: Ag = —0.6667 Ay = [ —0.8165 —0.9428 |.
Uma solug@o para o passo 1.2 é:

M
A matriz !
My M,

' 2.6616 a
Py=1, Po= , que resulta no passo 1.3:

22 7| 0.0011 } 4 P

—0.9860

Vi=| —0.2390

0.9860

Esta solugdo ndo tem zeros invariantes e implica, no passo 2.1:

0.2034 0.0501 0.9778
—0.4590 0.8870 0.0501

I

Uma solugao para o passo 2.2 é ent@o encontrada:
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546.5093 26024.2050
Z = | —25080.3660 —156113.2600 | ; Ur =
—54283.3750 —241688.3500

—54223.7730 —238850.1900
—25214.8880 —162519.0800 {

1092.1903 —4276.1339 —5006.9700 30484.6650 |
[Sl Sg]= —4276.1339 33000.0840  56298.632 —187331.5300

5006.9700 56298.6320 105776.5400 —293181.5100
" A matriz de realimentagdo de saidas correspondente que D-estabiliza o sistema em

malha fechada é:

o | 01052 -9.2545
| —1.2062 4.7089 |’

que resulta : 0(A+ BKC) = { —2.8409, —3.0511 £ 1.51065 } C Dr. Onde o autovalor
—2.8409 C Dy corresponde ao passo 1.
JAN

4.6 Conclusao

Neste capitulo foram estudados o problema de estabilizacao e posicionamento regio-
nal de pélos para uma classe de sistemas descritores. A estrutura particular do modelo
foi explorado para propor uma abordagem baseada na solugao do conjunto de equagoes
acopladas de Lyapunov.

A principal contribuicdo foi apresentar uma adaptagdo da caracterizagdo quadrética,
das equacdes de Lyapunov para resolver o problema de estabilizacao e posicionamento
regional de pélos para uma classe de sistemas descritores. Na primeira segdo foi usado
o algoritmo dual para tratar o problema de estabilizaciio via solugdo das equagoes
acopladas de Lyapunov. Na segunda segéo se fez a adaptagdo desta abordagem para
tratar o problema de posicionamento regional de pdlos.

Sistemas descritores cuja a matriz C de saida apresenta a estrutura na forma C' =

[ Cy 0 } podem ser tratados de forma similar a partir do algoritmo primal.



Capitulo 5

Caracterizacao e uso de subespacos

invariantes em sistemas descritores

5.1 Introducao

Estuda-se nesta capitulo o problema de estabilizagao usando realimentagao estética
de saidas para o sistema descritor linear. Lembre-se que um sistema descritor consiste
basicamente de uma mistura de ¢ equacoes diferenciais e n — ¢ equacdes algébricas
[VLKS81] [Lew86] [Dai89]. Devido a esta caracteristica, a estabilizagdo de sistemas des-
critores requer, além da garantia da estabilidade assintética em malha fechada, outras
duas propriedades importantes: regularidade e auséncia de impulsées. O problema de
calcular uma realimentacdo de saidas apropriada para o qual estas propriedades em
malha fechada sdo verificadas, é denominado de estabilizagdo forte ou, simplesmente,
S-estabilizacdo 1. Diferentemente do capitulo anterior, o sistema descritor em malha
aberta ndo possui nenhuma estrutura ou propriedade particular. Requer-se apenas
que o sistema seja fortemente estabilizdvel e fortemente detectdvel, propriedades estas
necessdrias para existéncia de solucao (veja apéndice A).

As trés propriedades desejadas podem ser descritas em termos da autoestrutura do
sistema em malha fechada: (i) a estabilidade assintética é equivalente a que todos os
pélos finitos estejam no semiplano esquerdo; (ii) a auséncia dos modos impulsivos é
equivalente a ter g pélos finitos em malha fechada; e (iii) a regularidade é garantida se
o sistema é livre de impulsoes.

Da interpretacdo dada acima, condigbes necessdrias e suficientes para a existéncia

de uma realimentaco de saidas S-estabilizdvel podem ser encontradas como um con-

Do inglés Strong Stabilization
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junto de Equagdes acopladas de Sylvester generalizadas [Dua99], {Fle88]. Como no
caso do sistema normal, estas equagoes de Sylvester podem ser interpretadas em ter-
mos geométricos e também serem usadas para resolver o problema considerado. Em
particular, introduz-se a nogédo de subespagos fortemente O.S. (C, A, E, B)-invariantes
e mostra-se como este conceito pode ser usado como mecanismo intermedidrio para a
construcdo da realimentagdo de saidas.

Como consequéncia mostra-se que equacoes acopladas de Lyapunov generalizadas
podem também ser usadas para obter um conjunto de condigdes necessérias e suficien-
tes para a existéncia de uma realimentagao de saidas que S-estabiliza o sistema. Faz-se
entdo uma extensao para o caso de sistemas descritores dos procedimentos algoritmicos
dos capitulo 2 e 3 utilizando equagoes de Lyapunov generalizadas. Como ficard eviden-
ciado neste capitulo, é notdvel o fato que mesmo no caso geral considerado, a solugdo
do problema ainda pode ser associada a um sistema normal de ordem reduzida ¢, o
qual pode ser obtido a partir de uma transformacéo especial de coordenadas.

Na se¢do 5.2, introduz-se a nogdo de subespago fortemente O.S. (C, A, E, B)-
invariante e a equivaléncia bésica entre a existéncia deste tipo de subespaco fortemente
e as equagOes acopladas de Sylvester generalizadas associadas a existéncia de uma reali-
mentacao estdtica de saidas para o sistema. Na terceira secdo apresenta-se as condigoes
de existéncia de solugdo do problema de S-estabilizacdo através das equacoes acopla-
das de Sylvester e de Lyapunov generalizadas. Baseado nos algoritmos apresentados
nos capitulos anteriores, propoe-se na secdo 5.4 um algoritmo para resolver o proble-
ma de S-estabilizagdo; um exemplo numérico ilustra a aplicagdo do algdritmo. Alguns

comentérios conclusivos sao finalmente apresentados.

5.2 Preliminares

Seja o sistema descritor invariante no tempo descrito por:

Ez(t) = Axz(t)+ Bu(t) (5.1)
y(t) = Ca() (5.2
onde: EX ~R* ,uclUU~R™,yeV~RPeE € R, posto(E) = q<n;as

demais matrizes tém dimensdes adequadas com posto (B) = m e posto(C) = p.

O problema a ser estudado é encontrar uma lei de controle do tipo realimentagéao
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de saidas u(t) = Ky(t) tal que o sistema em malha fechada
Ez(t) = (A+ BKC)z(t) (5.3)

é S-estdvel: regular, assintoticamente estavel e livre de impulsoes.

Apresentam-se a seguir, os conceitos e defini¢bes bésicos da teoria de controle ge-
ométrico para sistemas descritores, necessarios para a extensao dos resultados anteri-
ores [Lew86], [OL89], [OL90]. Um subespago V C X é (A, E, B)-invariante se existe
F X — Y tal que (A+ BF)Y C EV, ou equivalentemente , AV C EV + Im (B).
Dualmente, um subespaco 7 C X é (C, A, E)-invariante se existe L : Y — X tal que
(A+ LC)T C ET, ou equivalentemente, E7 D A(7 N Ker (C)).

Definicao 5.2.1 [CLT01] Um subespagfo YV C X, de dimensao-v , é (C,A E,B)-

invariante se V € (A, E, B)-invariante e (C, A, E)-invariante.

Baseado no capitulo 2, as propriedades de estabilizabilidade e detectabilidade,
podem ser consideradas através das duas definigoes a seguir:
(1) um subespago (A4, F, B)-invariante V é (A, E, B)-internamente estabilizdvel se
existe F' tal que (E, A+ BF)|V é (assintoticamente) estavel; e
(i) um subespago (C, A, E)-invariante V é (C, A, E)-externamente detectdvel se existe
L tal que (E, A+ LC)|X/V é (assintoticamente) estdvel.

A partir das definigdes (1) e (zz) obtém-se a seguinte defini¢do :

Definigao 5.2.2 [CLT01] Um subespago V, de dimensdo-v, é O.S. (C, A, E,B)-
invariante, se V é (A, E, B)-internamente estabilizdvel e (C, A, E)-externamente de-

tectdvel.

Observe, entretanto, que um subespaco V pode ser O0.S. (C, A, E, B)-invariante mas
o sistema em malha fechada associado ser ndo regular ou possuir modos impulsivos.
Uma definicdio mais forte que a definicio 5.2.2 e que permite considerar, em particular,

a propriedade de regularizabilidade [OL90], segue:

Definicao 5.2.3 [CLT01] Um subespaco V C X, de dimensdo-v, € fortemente O.S.
(C, A, E, B)-invariante se ele € O.S. (C, A, E, B)-invariante e Ker ENVY = {0}.

Seja V € R tal que Im(V) = V. Entdo a condi¢do Ker ENVY = {0} pode ser

equivalentemente substituida por [OL90]:

posto(EV) = v (5.4)
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Assumindo que (5.4) é verificado, a matriz T € R@~)*" § um anulador & esquerda
de EV,se TEV =0e Ker (T) N Im(FE) = {0}.

Assim, um subespaco V = Im(V) é fortemente O.S. (C, A, E, B)-invariante se e
somente se existem matrizes (Hy € RV, W € R™) e (Hy € R [ ¢

Rla-v)xv) solucdes para as seguintes Equagies acopladas de Sylvester generalizadas :

AV —EVH, = —BW, o(Hy)eC™
TA-HTE = -UC, o(Hr)eC™
TEV = 0

As defini¢es apresentadas neste capitulo e as equagdes (5.5), (5.6) e (5.7), sdo uma
extensdo para sistemas descritores, das defini¢des e das equagdes (2.9),(2.10) e (2.11)

apresentadas no capitulo 2.

5.3 (C, A, E, B)-invaridncia e realimentacao de
saidas

O Teorema 5.3.1 a seguir relaciona o conceito de subespacos fortemente O.S.
(C, A, E, B)-invariantes & existéncia de uma lei de controle de realimentacéo de saidas
u(t) = Ky(t) que S-estabiliza o sistema em malha fechada. Este resultado extende pa-
ra o caso de sistemas descritores o resultado formulado pelo Teorema 2.2.1 apresentado

no capitulo 2.

Teorema 5.3.1 [CLT01] Eziste uma matriz de realimentagdo de saidas K : Y — U
~tal que o(E,A+ BKC) € C~ e o sistema em malha fechada € regular e livre de
impulsdes se e somente se as sequintes condigdes sdo verificadas para algumas matrizes
(Ve R Hy € RV W € R™Y), (T € RV Hy € RV U € RPV7) e

para algum escalar positivo v < n:

AV —EVH, = —BW, o(Hy)eC" (5.5)
TA—H,TE = —-UC, o(Hy)eC™ (5.6)
TEV = 0 (5.7)

Ker (CV) C Ker (W) (5.8)
Ker (BT") C Ker(U') (5.9)

onde: posto(EV) = posto(TE)=gq.
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Demonstragao : A demonstragdo, mostrada no apéndice B, utiliza argumentos de
posicionamento de autoestrutura. Ela leva em consideracao apenas a estrutura finita
do sistema descritor em malha fechada, que define o subespago invariante associado
aos pélos finitos, dados por: o(E, A+ BKC) = o(Hy)Uo(Hr) O

Como no capitulo 2, uma caracterizagdo quadratica dos subespacos fortemente O.S.
(C, A, E, B)-invariantes pode ser obtida a partir da definicdo 5.2.1 através das condices
o(Hy) € C~ e o(Hr) € C™, ao substituirem-se as condicoes de estabilizabilidade ex-
pressa nas equagoes de Sylvester (5.5), (5.6) pelas duas condigdes de estabilidade de
Lyapunov [Che96] :

o(Hy) €C~ <= IM=1>0 tal que [IH, + Hyll = -Qu,VQy = Q) > 0
(5.10)

o(Hr) €eC~ <= 3IT'=0">0talque H ' +THr=—-Qr,YVQr=Q->0
(5.11)

Teorema 5.3.2 [CLT0I] : Existe uma matriz de realimentagdo de saidas K : Y — U
tal que o(E, A+ BKC) € C, se e somente se as condi¢bes sequintes sdo verificadas para
algum escalar positivo v < n e para algum par de matrizes V. € RV e T € RI~V*"
tais que TEV = 0, onde posto (EV) = posto (TE) = q: : :

(1) ¥ Qv =Q\y >0, Qv € RV*Y, existem matrizes P= P >0, P& R™" eY € ™"

tais que

APE' + EPA' + BYE + EY'B' = —EVQV'E’ (5.12)
V'PV >0 ; TEPE'T =0 (5.13)
Y = WnV' para algum Wy € R™*Y (5.14)

(i) ¥V Qr = Qy > 0, Qr € RIVXIY, existem matrizes S = S’ > 0, S € R e
Z € RV tais que

A'SE+E'SA+C'Z'E+EZC = —E'T'Q;TE (5.15)
TST' >0 ; V'E'SEV =0 (5.16)
Z = T'Ur para algum Up € RI7V*Y (5.17)
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KerCP C KerY (5.18)
Ker B'S'C Ker Z' (5.19)
Demonstracao : A demonstracao, apresentada no apéndice B, é tecnicamente

similar & demonstragao do Teorema 3.2.1. O

Como no capitulo 3, pode-se resgatar a condigdo de acoplamento entre as partes (7)

e (i1) do Teorema 5.3.2 na forma seguinte:

Corolério 5.3.1 Se V C X ¢ um subespago O.5. (C, A, E, B)-invariante, entdo para
todo par de matrizes (P, S), solugdo para as partes (i) e (31) do Teorema 5.3.2 , verifica-

se ;
SEP = 0 (5.20)

com: posto (SE) = posto(EP) = q.

5.4 Aspectos algoritmicos

As caracterizagdes algébricas dos Teoremas 5.3.1 e 5.3.2 podem ser usadas para
construir subespagos fortemente O.S. (C, A, E, B)-invariantes que levam ao célculo da
matriz de realimentagéo de saldas K. Como no caso de sistemas normais (capitulo 3
[CHLOO0], [SL93a]), isto pode ser realizado, por exemplo, levando em conta o requisito
de acoplamento e resolvendo subsequentemente as equagdes acopladas de Sylvester ou

de Lyapunov generalizadas.

5.4.1 Extensao do algoritmo de Syrmos-Lewis

Baseado no algoritmo apresentado no capitulo 2, propde-se o seguinte procedimen-
to bésico para calcular a realimentagdo de saidas que estabiliza o sistema em ma-
lha fechada, quando m + p > g. Os autovalores de malha fechada sdo posicionados
arbitrariamente préximos ao conjunto A = Ap U Ay, onde Ap = {A1,..., A\g—p} €
Ay = {Ag—p+1,---,Aq} sdo conjuntos simétricos de autovalores pré-especificados. O
sistema (E, A, B, C) é considerado fortemente controldvel e fortemente detectével (ver

apéndice A).
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Passo 1: Escolhe-se uma matriz Hy € R977*97? tal que o(Hr) = Ar € C~ e resolve-se

a equagdo de Sylvester (5.6) para encontrar uma matriz T' € RI7P*" tal que

posto (

Passo 2: Resolve-se a equagdo de Sylvester (5.5), para alguma matriz Hy € RP*P

TE

) =q (5.21)

tal que o(Hy) = Ay € C~ levando em consideragdo que a matriz V deve verifi-
car a condigdo de acoplamento (5.7) e tomando em conta que posto(EV) = v (ou
Ker (TE) = Ker (E) ® Im (V), onde @ representa a soma direta) 2.

Passo 3: Por construgio, a matriz V' deve verificar que posto (CV) = p e a matriz K

pode ser calculada por:

K = W(Cv)™? , (5.22)

Comentério 5.4.1 Os passos 1 e 2 podem ser resolvidos utilizando-se técnicas padroes
para posictonamento de auto-estrutura. Considerando-se as matrizes Hy € RI7PXI7P ¢
Hy € RP*P:;

Passo 1: Encontrar t; € C* eu; € CP, tais que:

“;w][A—&E

; o =0 YV j=1,...,9—p (5.23)

As linkas da matriz T € RUP*"  denotadas por Tj, sio formadas a partir dos vetores

t;, como seque:
e se A € R, entao T; = t};

T, = Re(t))

e se A\, € C, considera-se hii1 = A% €
J : j+1 J { Tj+1 —_ Imag (t;)

Passo 2: Determinar v; € C"* e w; € C™ tais que:

A-NE B
TE 0

(%

}r—O Vi=¢g—p+1,...,q (5.24)

W;

2A condigao (5.21) garante, em particular, que posto (TE) = q
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De forma similar ao caso anterior, as matrizes V. e W utilizadas para o cdlculo de

K podem ser construidas somente com elementos reais. Em particular: se A\; € C,

. { Vi=Re(v;), Viy1 = Imag(v;)

considera-se Aiy1 = A , onde V; e W; denotam

' W; = Re (w;), Wiy = Imag (w;)
as colunas das matrizes V e W, respectivamente.

No passo 1, sob a condigao de que o sistema seja fortemente observavel (detectavel) é
sempre possivel construir wma matriz 7" que verifica a condigdo (5.21). Como serd visto
posteriormente, graus de liberdade existentes na escolha de V' que satisfaca a condigéo
de acoplamento TEV = 0, também podem ser usados para garantir a obtencdo de K
tal que KCV =W.

Para garantir que os autovalores A; do passo 2 sejam livremente alocéveis, o sistema

A-)E B .
matricial P(A) = TE 0 de dimensao (n + ¢ — p) X (n + m), deve ter posto

completo por linhas VA e deve-se garantir a possibilidade de encontrar os vetores v;, a
partir de (5.24), que néo pertengam a Ker (E).

Se o par (F, A) é ndo regular entdo o posto (AE — A) < n VA finito ou, equivalen-
temente, dim (S = Ker (F)NKer (A)) =d > 1. Assim, para todo vetor s € S, s # 0,

tem-se:

A-MNE B
TE 0

S
0

] =0 VNeC (5.25)

Supondo que o vetor s seja utilizado para compor a matriz V isto implicaria em
(A+ BKC)s = Es=0 (5.26)

ou seja, o sistema em malha fechada correspondente seria néo regular. Deste modo,
quando o sistema em malha aberta for néo regular (porém fortemente controldvel e
observével) o procedimento via posicionamento de autoestrutura acima, e em particular
a utilizagdo da equagao de zeros na forma (5.24) pode ser realizado somente se m+p >

g +d. No caso (E, A) regular, d = 0 e reencontra-se a condi¢do m +p > g¢.

Exemplo 5.1 :
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Considere os dados correspondente a [CCH99] :

[ 0.00 0.00 —0.82 0.00 0.00 [ 0.00 0.00 1.23 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.10 0.00 0.00 0.00 0.00
E =000 000 0.00 0.00 0.00 ; A= 000 1.56 0.00 0.00 1.01
1.72 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.98 0.00 0.00
| 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 | | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 ]

[041 —664 —234 |
0.00 000 045 oo -1
B=1{000 000 000]| ; C=[ ]
172 1548  0.00

| 700 0.00 —1.00 |

O sistema descritor correspondente € nao regular (d = 1) e seus pdlos finitos sdo dados
por: o(E,A) = {0.0,0.0, —1.5}. O sistema (C,E, A, B) € fortemente controldvel e
fortemente detectdvel e, m +p=>5> q+d.
A) Algoritmo por posicionamento de autoestrutura:

Os autovalores a posicionar sdo dados por : Ar = {1} U Ay = {-2+2j, —2—2j}.
Passo 1: Para A, = —1, determina-se T que verifica (5.23) e tal que (5.21) é também

verificada e (A, B,T, E) ndo tém zeros invariantes :
T = [ —0.4731 0.2819 0.0000 0.0980 —0.4786]

Passo 2: Para My = —2+2j e A3 = —2 — 2j, determinam-se V e W utilizando-se
(5.24):

-

[ 02051 —0.0523

0.0678  0.2729 0.2220  0.1088
V =1 —-0.0401 —-0.4973 ; W= -0.0377 —0.0176 |;
0.3262  0.0381 _ 0.5014  0.1279

| —0.1048 —0.4216 |
Passo 3: Determina-se K tal que KCV =W

—2.5232 —0.3776
K= 0.4237  0.0616 |;
—-5.0962 —0.5232
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[ —8.0773 0.0000 1.2300 —7.4167  0.6606 ]
3.3933  0.000 0.0000 2.0578 —0.2354
A+ BKC = 0.0000 1.5600 0.0000  0.0000  1.0100
10.8984 0.0000 1.9800  9.2957 —1.6027
12.5665 0.0000 0.0000 10.4468 —2.1198

O sistema em malha fechada (E, A + BKC) correspondente tem os autovalores gene-

ralizados desejados.

Exemplo 5.2 : Considere o resultado obtido no exemplo anterior. Por construgdo o
subespaco V = Im V ¢ fortemente O.S. (C, A, E, B)-invariante em relagdo ao sistema

(5.1), (5.2) utilizado no exemplo 5.1.

-2 2

Neste caso Hy = , € pode-se utilizar II = I3, o que implica em Qv =

4 0
[ RE A partir das matrizes V e W correspondentes, obtém-se :

0.0448 —0.0282  0.0342 —0.0689  0.0435 |
—-0.0282 0.0791 -0.1385  0.0325 —0.1222
P=VV'= 0.0342 -0.1385  0.2489 -0.0320  0.2139 ;
—0.0689  0.0325 -0.0320  0.1079 —0.0502

0.0435 -0.1222  0.2139 -0.0502  0.1887

—0.0512  0.0447 -0.0630 0.0765 —0.0691
Y=WV'= 0.0086 —0.0074 0.0102 -0.0130  0.0114
—0.1095 0.0689 -0.0837 0.1684 —0.1065

que verificam a parte (i) do Teorema 5.8.2. Neste caso Hr = —1, podendo-se uti-
lizar T = I, o que implica em Qr = 2. A partir das matrizes T e U = [uj] =
[ 0.4786 0.4786 ] correspondentes, obtém-se:

0.2238 —0.1334 0.0000 —0.0463  0.2264
—0.1334  0.0795 0.0000 0.0276 —0.1349
S=TT= 0.0000  0.0000 0.0000  0.0000  0.0000 {,
—0.0463  0.0276 0.0000  0.0096 —0.0469

0.2264 —0.1349 0.0000 —0.0469  0.2290
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[ 02264 —0.2264
0.1340  0.1349
Z=TU=| 00000 0.0000 |;
0.0469  0.0469
| —0.2290 —0.2290

que verificam a parte (i1) do Teorema 5.8.2.
A

Exemplo 5.3 : O ezemplo numérico nesta parte, mostra como a caracteriza¢do qua-
drdtica pode ser usada para encontrar um controlador fortemente estabilizdvel.
Considere os dados do exemplo anterior e considera-se a matriz B formada pela

primetra e terceira entradas de controle a sequir:

[ 0.41 —2.34
0.00 0.5
B=1000 0.0
.72 0.00

| 7.00 —1.00 |

O sistema descritor correspondente € nao regular e seus pdlos finitos sdo dados por:

o(E,A) = {0.0, 0.0, —=1.5}. O sistema (C,E,A,B) é fortemente controldvel e forte-
mente detectdvel e, m +p =4 = q + d.

No primeiro passo, resolve-se a equagdo de Sylvester (5.6) pam encontrar uma ma-

trizT para A = —1 e tal que (5.21) é também verificado.
T= [ —0.3142 -0.3547 —-0.7228 0.0368 0.0000 ]

Note-se também que, de Hr = =1, Q7 = 2 e ' = 1, a parte (i) do Teorema 5.3.2 €

verificada para

0.0987 0.1115 0.2271 —0.0112 0.0000
0.1115 0.1258  0.2564 —0.0131 0.0000
S=TTT = 0.2271  0.2564 ~ 0.5224 —0.0266 0.0000 | ; S =TST" = 0.5600
—0.0112 —0.0131 —0.0266  0.0014 0.0000
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 0.0000
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[ —0.1115 —0.1115
—0.1258 —0.1258
Z=TUr=|-02564 —02564 | ; Ur=[0.3547 0.3547 |
0.0131  0.0131
0.0000  0.0000 |

Da matrizT acima definida, coloca-se V' como uma matriz ortogonal tal que TEV =
0OeKer(TE)=Ker(E)®Im(V):

[ 0.8363 —0.4104 |
~0.2517  0.8765
V=1| 04871 —0.2517
0.0000  0.0000
0.0000  0.0000

No segundo passo, técnicas de programagao convexa sdo aplicadas para encontrar uma

solugdo factivel para as equagdes da parte (it) do Teorema 5.3.2:

388.0134 —327.6484 —7.8867 231.0341 —22.8114 |
—327.6484  2821.1594 —1242.2123 —1989.2791 —304.7180
P= —7.8867 —1242.2123 613.1257 875.9189  159.4782

231.0341 —1989.2791 875.9189  19286.532  299.0262
—22.8114 - —=304.7180 - 159.4782  -299.0262 12950.852 |

P=V'PV =
—-967.2713 3053.5637 —600.9586 —1086.4158

768.7349 —967.2713} —— { —397.5889 -1392.0117]

v - 903.8387 —1119.9507 156.7155 0.0000 0.0000
| 948.4773 800.9183 ~—19.2785 0.0000 0.0000

A matriz de realimentagdo de saidas correspondente que estabiliza fortemente o sistema
em malha fechada verificando KCV P = Wy é:

2.4444  0.0000

2.2110 —0.1402 }

Os pdlos finitos do sistema em malha fechada correspondente sdo: o(E, A+ BKC) =
{ —1.8462 4 2.18655 , —1.0000 } onde o autovalor —1 corresponde ao passo 1.
A
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5.4.2 Subespagos (C, A, F)-externamente detectaveis

Os resultados a seguir permitem a construgdo de uma matriz 7" com propriedades
adequadas para a obtengdo da realimentagdo de saidas desejadas. Sem perda de gene-
ralidade, assume-se na seqiiéncia que as matrizes que descrevem o sistema descritor em

malha aberta tém a forma ( ver apéndice A Forma algébrica diferencial):

J1 Jo

J3 Js

E =

e RV A=

J ERV"eC = C, Gy | € RN,

com posto (C) =p < q.

Lema 5.4.1 Seja (C, A, E) fortemente detectdvel. Considere qualquer matriz in-

_ R _ _
versivel R=| ' , onde Ry € RIn-0x(n=9+p) ¢ R, € RP*("=94P) 540 tais que
2
R J J.
i =] (5.27)
Ry Cy 0

com Jg € R4 inyersivel. Defina:
Js |
C1

C = [ C, C, ], ¢ fortemente detectdvel.

Demonstragao:

Por hipétese, (C, A, E) é fortemente detectdvel o que é equivalente a

posto ( )\ECT A }) = n, VAfinito € C* (5.29)
E

posto | | LeoA =n , (5.30)
C

onde Lo € R"79" € tal que LooE =0 postoLe, =n —q.
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J. _
De (5.30) tem-se que posto ([ 04 }) = n — g e uma matriz inversivel R €
2 .

RN-a+PXN—0+P oxiste tal que a decomposicéo (5.27) é verificada.
Assim, de (5.29), obtém-se '

Ji— A, Js I, 01 [ h=r, |
posto J3 Ja = posto 0 Ry J3 A =n Y ) finito € C*(5.31)
Gy 0 0 R o Ca

Por outro lado,

E I, 0
posto | | Lo A | | =posto | | J3 Jy =n (5.32)
C_yl Cl 0

0 que completa'a demonstragao.
O

E interessante salientar que a matriz R utilizada acima n#o caracteriza exatamente
uma transformacado de coordenadas, como definida no apéndice A . Entretanto esta
transformacdo permite definir o sistema descritor auxiliar (C, 4, E), onde a estrutura
particular das matrizes A e C permitem utilizar técnicas similares as do capitulo an-
terior para a definicdo dos algoritmos. Note, em particular, que a partir do sistema
(C, A, E) é possivel determinar um sistema ”auxiliar” de ordem reduzida ¢, representa-
do pelo par (C, A), onde

A=Ji— L(J) T eR? O =C e wPx (5.33)

E interessante verificar que o par (C, A) é detectével:

A— I _
posto([ & q}) = q, VIeCt (5.34)

Comentario 5.4.2 : Por construgao

_ 4 —1 -
J3 J4 Rl J3 J4
0sto = posto _ _ <n-gqg+ 5.35
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Desde que J; € inversivel, seque-se que posto(C1) = p se e somente se

osto| | % Y|} =n_ + 5.36
D c. G q+p (5.36)

Assim, para simplificar a apresentagdo, assume-se na sequéncia que a condigéo (5.36)

€ verificada.

Proposigao 5.4.1 Se (C, A, E) € fortemente detectdvel, entdo existe uma matriz T =

[ T Ty } € RI7PX™ com posto (TE = [ 7, 0 D =q—p tal que, paraV = Yle
2
R*P verificando TEV = T1V, = 0 e posto(EV = Vi) = p, o subespagco V = Im(V), é
TE 7, 0
(C, A, E)-externamente detectdvel e posto LA | =1 J3 Jj =n.
C Cy Cs

Demonstracgao:

A demonstracao é construtiva e faz uso de mudancas de coordenadas que permitem
colocar em evidéncia as propriedades desejadas.

Considere o sistema auxiliar (C, 4, E) fortemente detectdvel obtido do Lema 5.4.1.

Seja M = [ M, M, ] € RN7*9 uma matriz ndo singular tal que
M M| =[G 0] - (5.37)
com Cy € RP*P, posto(é’l) = p. Considere a matriz [ My My ] € R"9%9 que verifica:

T My M| = T My M, | (5.38)
- M! | M
Seja M = ~§ € R"9%*""9 3 matriz inversa de M, onde [ M, M, J Y } = I,.
2
Ent&o, define-se as matrizes ndo-singulares

M 0
M, e P
0 I,

N~ =~

Q=
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para obter o sistema (E, A, C) = Q(E, A, C)P, onde:

I, 0 0
E=QEP = |0 I, 0 (5.39)
0O 0 0
~11 j12 j13 .
A = QAP == 21 J22 J23 -, J33 == J4 (540)
0 0 Jsg
C=CP = [(}1 0 0} (5.41)

O sistema representado por (E VA, é) é fortemente detectavel. Isto particularmente

posto (

Portanto, da estrutura das matrizes envolvidas, tem-se

implica que

A—\E

) =mn, VY \finito €C* (5.42)

| Je2 — A, _
posto([ 2 qu|>=q—p,\f/\ﬁnito ect (5.43)

J12

0 que é equivalente a que o par (jm e RPxa-p) J,, € RI-Px2-P) é detectavel. Entéo, é

possivel encontrar matrizes T1; € RI7P*P e Ty, € RI"P*I7P pjo-singular, tais que

TiaJay — HrTig = =Ty Jip Hp € RIPXP, o(Hr)=AreC” (5.44)
e
Tn The
osto - = q. 5.45
p ( & 0 ) q (5.45)

Além disso, a inversibilidade das matrices Cie j33 permite calcular Ue Tg tais que

UC, = —(TuJy + Tiadar) (5.46)
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Todsy = —(TuJu+ Ti2Ja) (5.47)

Colocando T' = [ Ty Tis T, } e escrevendo conjuntamente com as equagdes (5.44),
(5.46) e (5.47), tem-se

TA—-HTE = UC (5.48)

Nas coordenadas do sistema auxiliar (£, 4, C), a equacéo (5.48) toma a forma

TA- HTE = UC - (5.49)
My
Ol’ldeT’:[Tl TQ]Z[T]_]_ Tm TQ} Mé ,comT2=T2eU=U.
0 I
Segue-se de (5.49) que:
T o I, 00 |
(L & O||J J|-H[Ti T, Of|0 00]|=0 (5.50)
Ci 0 0 00

Js J
A partir da definicdo da matriz [ 03 } (; } no Lema 5.4.1 e usando o particiona-
) .

mento seguinte para a matriz R

Ry
R,
com Ry; € R9%""9 ¢ Ry, € RP*P, a equacdo de Sylvester associada ao sistema original
C, A, F) é dada por
(C, P

Rll RlQ
R21 R22.

(5.51)

J1 Jo

T T ] P

}—HT[T1 Ty |

Lol |
. 0}_ vic ¢ (552

onde:

T = [ Tl T2 ] com Tl = T] s T2 = TgR]l + URQ] y U= (Tgng + ﬁRgg).
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v
Assim, para toda matriz V = " |, onde V; € R?*P verifica TiVy = 0, com
2

posto(V}) = p, segue de (5.52) que V = Im (V) é (C, A, E)-externamente detectavel.

_ ~ - M! _
Por outro lado comsiderando (5.45), com T = [Tu le] ]\7;} e C =
. M! -
[ C, O ] [ ~1 }, e Jy inversive], tem-se:
v
T, 0 | Ii—p O || Ty O
posto | | J3 Ju = posto 0 R J3  Jy =n (5.53)
C 0 0 R ||Ci Gy
Portanto,
TE 77 O
posto Lo A = posto Jy Jy =n (5.54)
C Cr Gy

que implica em:

TE

T1 O .
o o, D =q (5.55)

posto (

Do ponto de vista algoritmico é necessdrio apenas calcular as matrizes 71 , 112

0

resolvendo a equagédo (5.44), pois

T1=T1=[T11 Tl?]

Obtencao via Equagoes de Lyapunov

A matriz T € R7P*" também pode ser obtida baseando-se na solucdo da equagao de
Lyapunov associada ao sistema de ordem reduzida, pois a detectabilidade de (C’ , A, E’)
é equivalente a detectabilidade do par (J~12> jgz). Assim, sejam as matrizes Sp; €

RI“PXP Spy € RITPXITP com Sey = Sy, > 0, solugbes da equagdo de Lyapunov de
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ordem reduzida
j§2522 + SoaJay + j{QSél + Sz < 0 (5.56)
Seja Ly € RI7PXP ta) qug
SaoLs = Sn (5.57)
Considere-se também a decomposigao de Choleski de Sop = S5, > 0 dado por:
Saz = T}, Th (5.58)
Assim, de (5.56), (5.57) e (5.58), obtém-se
TioTia(Jos + LaJia) + (Jag + Jio L) T{3The < 0

onde, por construgao, U(jgg + Lleg) eC.
J4 que Ty é, por construcdo, ndo-singular, pode-se definir a matriz Hy € RI-P*1-P
a partir da relagdo de similaridade

Tlg (jQQ -+ L2j12) = HTTH (559)

com o(Hr) =0 (jgg + ngl-g) € C~. A matriz T}; correspondente, que satisfaz (5.44)

verifica
T = Tl (5.60)
Comentdrio 5.4.3 A partir de (5.57) (5.58) e (5.60), tem-se

TiyT11 = T{,Tia Ly = SpLy = S (5.61)

e T}, € inversivel, tem-se:

M D (5.62)

Entao como Ty = [ Tu T ]

Ker(T)) = Ker(Tl'QTl) = Ker ([ So1 Sap ] I
2
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A relacdo (5.62) pode ser utilizada para o cdlculo de V' tal que:.

TEV =T,V; =0 (5.63)

5.4.3 Algoritmo utilizando as equagoes de Lyapunov

Baseado nos algoritmos propostos em [SL93a] [CHLOO] e no capitulo 4, o procedi-
mento bésico seguinte pode ser usado para calcular a matriz de realimentacio de saidas
que estabiliza o sistema quando a condigdo m + p > g € satisfeita:

Passo 1: A -
1.1) Expressar o sistema (E, A, B, C) na forma algébrica diferencial:
I, O

E—— QER=
< J3 Ji

,A«—QAR{““ JQ},

Be—QB e C—CR=[C G],

onde @ e R sdo matrizes ndo singulares.

1.2) Determina-se a matriz {gl 1 tal que: [ 21 } [ o Ja } = { {3 /s }

2 2
Passo 2:

2.1) Encontrar uma decomposigéo:
Ci M M |=[C 0] (5.64)

onde: Cy € RP*?_ posto(Cy) = p, [ M, M, ] € RIx9,

Calcular a matriz [ My M, ] que verifica:

Ji[ My My| = —Jo[ My My ] (5.65)

!

M
Seja [ My M, | € 79, onde [ My M, | { M% ] = I,, calcular;

2
Ji2 _
J22

M! - - M
A [ : ] (5.66)
2.2) Resolver a LM I de ordem reduzida para encontrar Si1, S12 = Sj > 0:

M;

M,

JyoSag + Saoday + J15S5) + SarJiz < 0
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2.3) Calcular

Sejam as matrizes

—J5 | ~J; O
A=J,B=[-J0],C= T3 e5={ 04 0 . Se (A, B,C, ) nao tem zeros
—41

invariantes, entao ir ao Passo 3; €aso contrério, repetir o Passo 2 usando wma nova
decomposicio para Cj.
Passo 3: : . . o
Vi
3.1) Calcular V = vl que verifique TEV = T}V = 0 e posto(CV) = p.
2
3.2) Resolver equagdo (5.12), sob as restrigdes (5.13) e (5.14), para encontrar as matrizes

P, Y eWnr:
Passo 4 A matriz de realimentacao de saidas que estabiliza o sistema em malha fechada

correspondente verifica

KCP=Y «— KCVP=Wy, se V'V=1I,

Vi
No passo 2, deseja-se calcular V = { Vl tal que: TEV = T1V; = 0 e tal que
2

Vi

posto(CV) = posto ([ C: Gy ] v
S 2

) = p. Como V, € R*~9%P ¢ livre:

e se posto(C1V1) = p, entdo considera-se V5 = 0;

e se posto{(C1V]) < p, entdo V5 ndo nula ( V2 # 0) para garantir que o posto(CV)
seja completo.

Exemplo 5.4 Considera-se os dados do exemplo anterior.

No Passo 1 determina-se as matrizes nao singulares @@ e R a sequir:

[ 0.0000 0.0000 0.0000 —0.5814 0.0000 ]
0.0000 0.0000  0.0000  0.0000 1.0000

Q= { 12195 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 |,
0.0000 1.0000  0.0000  0.0000 0.0000
| 0.0000 0.0000 —1.0000  0.0000 0.0000 |




5. Caracterizacdo e uso de subespacos invariantes em sistemas descritores 96

[ —1.0000

0.0000 0.0000 0.0000 |

0.00 ]
0.00

0.00 |,
0.00
0.00

000 —1
100 11|

. Assim conside-

0.0000 |
—1.4142

0.0000

0.0000 |

0.0000
0.0000 0.0000  0.0000 1.0000 0.0000
R=| 0.0000 0.0000 —1.0000 0.0000 0.0000 |,
0.0000 0.0000  0.0000 0.0000 1.0000
| 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 |
I; 0
tais que E — QFER = .
q ) 0 0],
[ 000 000 115 0.00
0.00  0.00 0.00 0.00
A=—QAR=| 000 000 —150 0.00
~1.10 0.00 0.0 0.00
| 0.00 ~1.10 0.00 —1.56
[ —1.0000  0.0000 |
7.0000 —1.0000 X
B— QB=1{ 05000 —28537|, C+«—— CR= [0
0.0000  0.4500 '
| 0.0000  0.0000 |
[ 0.0000 1.0000 0.0000  0.0000 |
: R, | . i 7071 —=0.
1.2) Determina-se Ry | _ | 00000 1.0000 0.7071 —0.7071
R, 0.7071 0.0000 0.5000  0.5000
| —0.7071 0.0000 0.5000  0.5000
rando E = FE e
©0.0000 —1.1000 0.0000 —1.5600
Js Ju| | 07071 —0.7071 0.0000  0.0000
C; 0 —0.2778  0.5000 0.0000  0.0000
| 1.2778  0.5000 0.0000  0.0000
A matriz
—0.4857 —0.8741 0.0000
[M1 M2]= 0.8741 —0.4857 0.0000
0.0000  0.0000 1.0000
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encontrada no passo 2.1 leva a calcular M3 e My como a solugcdo unica de:

C’alcula-s_e [

0.3425 0.0000
—0.1942 0.0000

j4[M3 ]V.[4] = —j3[M1 Mg]
—0.6164
| s M| = [ ~0.6799
5 ~0.5586
j” } = | —1.0052
2 ~1.5000

Uma solucao para o passo 2.2 €:

[ Soi Sz | =[06213 03455 0.2804 |

que resulta no passo 2.3 :

T, = [ Sa1 522}

M;
M

} = | —0.6038 0.3753 0.2894 ]

TE=[T, 0]=[—0.6038 0.3753 0.2894 0.0000 0.0000 |

Esta solugao nao tem zeros invariantes. Isto tmplica no passo 3.1:

[ 0.3770  0.4889
~0.1032  0.8662

V=1| 09204 —0.1032
0.0000  0.0000

| 0.0000  0.0000

Uma solugdo factivel para o passo 3.2 é entao encontrada :

1906.2914
3549.0662
—625.2525
~2502.5467
0.0000

3549.0662
11431.039
—7419.5297
—8060.3483
0.0000

—625.2525
—7419.5297
8317.5769
5231.7197
0.0000

—2502.5467
—8060.3483
5231.7197
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
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P_VPY— 8529.3783 —7086.2327
—-7086.2327  13516.325

)

v - 1449.0571 606.61385 2236.7134 0.0000 0.0000
4659.8234 8675.4952 —1528.395 0.0000 0.0000

[ 2542.4049 1003.1718
"7 | —545.0746 9950.7314

A matriz de realimentacdo de saidas correspondente que estabiliza fortemente o sistema
em malha fechada verificando. KCV P = Wy é:

2.4444  0.0000

1.5673 —0.4335 }

Os pélos finitos do sistema em malha fechada correspondente séo: o(E,A+ BKC) =
{ —1.1013 +2.29825 , —3.8994 } onde o autovalor —3.8994 corresponde ao passo 2.
A

5.5 Conclusao

Considerou-se o problema da existéncia e calculo da matriz de realimentacdo de

saidas que estabiliza fortemente um sistema descritor.

Introduziu-se o conceito de (C, A, F, B)-invariincia a caracterizagao algébrica de um .-

subespago fortemente O.S. (C, A, E, B)-invariante, foi obtida sob a forma de equagdes
acopladas de Sylvester e equacoes acopladas de Lyapunov. Mostrou-se que o conceito
de subespagos fortemente (C, A, E, B)-invariantes tem um papel fundamental na esta-
bilizacdo usando realimentacao de saidas em sistemas descritores e foram apresentados
algoritmos para o cdlculo da matriz de realimentacdo de saidas, baseados em posicio-
namento de autoestrutura ou programacao convexa. Foram apresentadas somente as
versoes primais destes algoritmos. E importante salientar que o algoritmo de estabili-
- zagdo baseado na solugdo de Equacdes de Lyapunov também pode ser adaptado para
obter-se posicionamento regional de pdlos , como nos capitulos anteriores.

Pontos importantes que podem também ser salientados sao:

e A transformacdo especial que permite obter um sistema auxiliar descritor

(C, A, B), regular e com estrutura particular da matriz C,

e o fato que a partir de (C, A, B) o problema pode também ser visto como o de
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estabilizagdo de um sistema normal de ordem reduzida g.



Capitulo 6
Conclusao Geral

Neste trabalho apresentou-se técnicas para a solugao dos problemas de estabilizacdo
por realimentacao estdtica de saldas para os casos de sistemas normais e de sistemas
descritores. A partir do conceito de subespagos (C, B, A)-invariantes, que podem ser
expressos través de um par de equagoes acopladas de Sylvester, a solugdo do problema
de estabilizacdo de sistemas normais pode ser obtida, para sistemas que verificam a
condicdo de Kimura m+p > n, utilizando-se o algoritmo de Syrmos e Lewis que resolve
o problema em duas etapas. Um segundo procedimento, que baseia-se na solugéo de
um sistema de equagOes bilineares para a obtencdo de posicionamento de pélos, em
sistemas que verificam a condigdo mp > n, também foi apresentado.

A seguir, fazendo uso de equacgdes acopladas de Lyapunov, foi desenvolvido um pro-
cedimento para a solugdo dos problemas de estabilizacdo e do problema posicionamen-
to regional de pdlos usando realimentacdo de saidas, via construcao de um subespago
(C, A, B)-invariante estabilizdvel pela saida. Baseado nestes resultados, apresentou-se
os algoritmos para calcular uma matriz de realimentacgéo de saidas. Os algoritmos apre-
sentados resolvem o problema em duas etapas. Uma técnica de decomposigéo ortogonal
foi inicialmente usada para a elaboragao do algoritmo.

Uma adaptacao foi realizada, para resolver o problema de posicionamento regional
de pélos para uma classe particular de sistemas descritores (regular, sem comporta-
mento impulsivo e sem acdo direta de controle nas varidveis algébricas). Resolveu-se
o problema via as equagbes acopladas de Lyapunov. Uma técnica de decomposigao
ortogonal foi apresentada.

Para os sistemas descritores em sua forma geral, introduziu-se o conceito de subes-
pagos (C, A, E, B)-invariantes para tratar o problema de estabiliza¢do por realimen-
tacao estatica de saidas destes sistemas. Mostrou-se que o conceito de subespagos

fortemente (C, A, E, B)-invariantes admitem uma caracterizagio algébrica de equagoes
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acopladas de Sylvester e de Lyapunov. Baseada nestas equagoes acopladas foi en-
contrada uma condi¢do necessaria e suficiente para a existéncia de uma matriz de
realimentagdo estédtica de saidas estabilizador para sistemas que verificam a condicao
m + p > ¢q. Foram apresentados algoritmos para o céculo da realimentacdo de saidas.
Os algoritmos de estabiliza¢ido baseado nas equagoes de Lyapunov podem ser adaptados
para obter-se posicionamento regional de pdlos para os sistemas descritores.

Como sugestoes de futuros trabalhos que podem ser desenvolvidos a partir do ma-
terial desta tese, destacamos:

o tratamento de casos menos restritivos: m+p > n, no caso de sistemas normais,

e m+ p > g, no caso de sistemas descritores;

adaptacao da teoria e dos algoritmos para a consideracdo de outros critérios de

desempenho ( H, e H., , por exemplo) ou de robustez;

estudo e solugdo do problema de controle descentralizagéo,

consideragdo de restricoes sobre varidveis de controle.



Apéndice A

Breve revisao da teoria de sistemas

descritores

Considere o sistema descritor linear :

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t) (A1)
y(t) = Cz(t) (A.2)

onde : z € R", u € R™, y € R e E € ™" verifica posto(E£) = ¢ < n; as demais
matrizes tem dimensées adequadas com posto(B) = m e posto(C) = p. O objetivo deste
apéndice € revisar alguns resultados de interesse na resolugdo do seguinte problema de
estabilizagdo usando realimentagdo de saidas: |

Dado o sistema descritor (A.1), (A.2), deseja-se encontrar uma lei de controle usando

realimentacao estdtica de saidas.
u(t) = Ky(t) = KCxz(t) (A.3)
onde K € R™*P tal que o sistema em malha fechada dado por
Ei(t) = (A+ BKC)z(t) ' (A.4)

é regular, livre de impulsoes e assintoticamente estavel.
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A.1 Conceitos de base

A fim de entender melhor e resolver o problema de estabilizagéo usando realimen-
taglo de saidas, primeiro apresenta-se alguns conceitos da teoria de sistemas descritores
[VLK81] [YS81] [Cob4a] [Lew86] [Dai89].

O sistema descritor (A.1), (A.2) é denominado regular se det(AE — A) # 0. Se
assume-se que ele é regular, o conjunto de pélos deste sistema (finito e infinito) repre-
senta o conjunto de autovalores generalizados do par (E, A). Os pdlos finitos de (F, A)

sdo as raizes da equagdo caracteristica
A(E,A) =det (A\E — A) =0 (A.5)

Se o numero de pdlos é menor que bosto(E) = @, entdao o sistema descritor tém
modos impulsivos. O sistema é livre de impulsos se ele tem exatamente ¢ pdlos finitos.
Se diz que o sistema é assintoticamente estével se todos os seus pdlos estdo em C~, o
semiplano complexo aberto. Quanto as propriedades estruturais das triplas (E, A, B)
e (C, A, E) que serdo usadas na seqiiéncia, se diz que o sistema descritor (A.1), (A.2)

¢é estabilizavel se e somente se
posto([ \AE~A B|) = n , Vfinito A €C* (A.6)

e é detectdvel se e somente se

posto (

onde C* representa o semiplano complexo direito fechado. As duas seguintes propo-

AE — A
C

) = n , Vfinitod €C* (A7)

si¢oes abaixo introduzem um conceito de estabilizabilidade e detectabilidade mais fortes

adaptado as caracteristicas dos sistemas descritores.

Proposigao A.1.1 O sistema (A.1), (A.2) € fortemente estabilizdvel se e somente se

as duas sequintes condi¢des sao verificadas.

posto([\E — A B]|) = n,VX finito NeC”* (A.8)
posto([E, ASs, B]) = n, (A.9)

onde as colunas de Sy, geram o espaco nulo de F.
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Proposicdo A.1.2 O sistema (A.1), (A.2) € fortemente detectdvel se e somente se as

duas sequintes condi¢des sdo conferidas.

AE—A ]
posto( c ) = n,V\A finito €C* (A.10)
.
posto(| LcA|) = n, - (A.11)
C

onde as colunas de Lo, geram o espago nulo de E’.

Considera-se também a lei de controle de realimentagdo de saidas (A.3) e assume-se
que (A.6) ndo é verificado para algum finito A € C*. Isto é equivalente a existéncia
de um vetor ndo nulo ¢ € R tal que ¢ AE—-A) =0 e ¢'B = 0. Assim pré-

multiplicando-se a matriz de saidas da malha fechada (A + BKC) por ¢7, consegue-se
¢T(A+ BKC)=q¢"A=q¢"\E

que significa que \ é necessariamente um poélo finito da malha fechada. Portanto, a con-
trolabilidade dos pélos finitos inst4veis da malha aberta é uma condicéo necesséria para
a estabilizacdo de sistemas descritores usando realimentacao de saidas. Pela dualidade,
a observabilidade dos pdlos finitos instdveis da malha aberta é uma condi¢ao necessaria
pafa a estabilizacao de sistemas descritores usando realimehtagéo de saidas. Os siste-
mas regulares que satisfazem as equages (A.8) , (A.9) sdo usualmente chamados de
sistemas controldveis no infinito. Dualmente, os sistemas regulares que satisfazem as
equagdes (A.10) , (A.11) sdo usualmente chamados de sistemas observéveis no infinito
[VLK81]. Pode-se também mostrar que (A.9) e (A.11) sdo condigdes necessdrias para
a obtencdo de um sistema em malha fechada , livre de impulsdes e, consequentemente
regular [Dai89)].

A.1.1 Equivaléncia

Sejam @ € R™*" e P € $™*" duas matrizes néo singulares e considere o mudanga

de coordenadas z = PZ. Entéo, o seguinte sistema é uma representacio equivalente do
sistema (A.1), (A.2) :

Ei(t) = AZ(t)+ Bu(t) (A.12)
y(t) = Ci(t) (A.13)
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onde : E=QEP, A=QAP, B=QB e C = CP. Além disso j& que matrizes Q e P
s&0 néo singulares pode ser demonstrado que as seguintes propriedades sdo preservadas
sob mudanga de coordenadas [BGMN92]:

1. A(E,A) = QA(E,A)P, que implica que os pdlos finitos de (E,fl) e (E,A) sao

0S Inesmaos.

2. (E, A, B) é controlével (estabilizdvel) se e somente se (E, A, B) é controlavel

(estabilizdvel).

3. (C, A, E) é observével (detectdvel) se e somente se ((:’,./1, E’) é observével (de-

tectavel).

As duas formas equivalentes, a seguir sdo de interesse particular para apresentacéo

e desenvolvimento de alguns conceitos e resultados [Dai89].

A.1.2 Primeira forma equivalente

A primeira forma equivalente, chamada Decomposi¢cao Padrao, baseia-se no Lema

seguinte [Dai89]:

Lema A.1.1 : (E, A) € regular se, somente se, existem duas matrizes nao singulares,
LeRY™ e S € R, tais que:

! |
pes=|" % . pas— (A.14)
0 N

A O
I

onde l+s=mn e N € R ¢ uma matriz nilpotente talque N* =0, sendo h seu indice

de milpoténcia.

. Desta forma, se (E,A) é regular existe uma transformacgdo de coordenadas z(t) =
t
S [ xlgt; ] , tal que o sistema (A.1), (A.2) é equivalente ao sistema
) .
Il 0 l’l(t) _ Al 0 [ z t) ] + B1
0 N || (@) 0 I, | | zot)
)
)

5 |0

(A.15)
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L
onde S = [ S1 S ] e L= Ll } sdo matrizes que satisfazem as condigbes do lema
2
A.l.1,com S; € R e Sy € R e L) € R, Ly € R¥*™. Entdo,
z1(t) Bi(t) L,
z(t)=1 5, S e = B(t A6
=15 2][@@} s | = | 1, | B (A.16)

Esta decomposi¢do ndo é unica. As matrizes S e L podem ser obtidas por exemplo a
partir da autoestrutura do par (E, A) [Lew86]. Na forma padréo a resposta do sistema

¢ dada por: a estrutura finita e a estrutura no infinito do sistema.

A.1.3 Segunda forma equivalente: Forma algébrica-diferencial

Seja g = posto(E). Sabemos que existem matrizes ndo singulares @) e R, de di-
menséo n, tais que QER = diag(l,,0). Portanto, utilizando a transformacéo de coor-

denadas

.’E(t)—_— [ R1 RQ:]

z1(%) }

l‘g(t)

O sistema (A.1), (A.2) é equivalente a:

I; 0 ﬂ'cl'(t) | An Axy B,
{ 0 0:| [i‘Q(t) :l - Aoy .A22' z(t) + B, } u(t) (A.17)
o - Lo el ) =
onde
el g Qz[g:} Z z[g: B (A.19)

com R; € R™*9, Ry € R4 Q) € RI*" e Qg € RIX7,

A equagdo (A.17), (A.18) representa a segunda forma equivalente para o sistema
(A.1), (A.2), e pode ser obtida a partir de Decomposigdo em Valores Singulares ou da
Decomposicao "QR” da matriz E [Str88] [Str93]. Assim, as matrizes () e R nao sao
unicas. Pode-se também observar que para a obtengdo destas matrizes nao é necessario
supor a regularidade do sistema original, sendo assim de interese para o desenvolvi-

mento de resultados praticos.
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Sob esta decomposicéo, o sistema é representado por equagdes algébricas e equacdes
diferenciais dando origem a uma Forma algébrica-diferencial. A parte diferencial re-
presenta um subsistema dindmico e a parte algébrica representa a conexdo entre os
subsistemas. Assim, observamos que os sistemas descritores podem ser vistos como um
sistema composto formado por alguns sistemas interconectados.

Por outro lado o sistema (A.1), (A.2) dado pode ser expresado na forma A.17,
A.18 dada anteriormente, e as propriedades fundamentais podem ser expresadas como
[BLO7]: se Ay existe, entdo, o sistema de malha fechada é livre de impulsos regular e
0s autovalores o(Agy + BaKCs) pertencem a uma regido estdvel do plano complezo e

as trajetorias convergem ao origem.

A.1.4 Estrutura de um sistema descritor

o Autovalores finitos(infinitos)/Autovetores finitos (infinitos) [Lew86].

Usaremos o(E,A) = {A/A € C, X finito, |AE — A| = 0} para determinar o

conjunto de autovalores finitos do sistema.

o Para os autovalores distintos, os autovetores correspondentes sdo representados

por u e definidos por:

ME—A = 0 (A.20)

e Para os autovalores finitos iguais, de multiplicidade k£ > 1, os autovetores corres-

pondentes sio representados por u* e definidos por:

(AE — At = Euf k>1 (A.21)
e A estrutura de autovalores infinitos é determinada pelos zeros de (AE — A) no
infinito, o que corresponde a ( %E — A) para A =0.

e Os autovalores infinitos de grau 1, os autovetores correspondentes representados

por u¥ e definidos por:

Eutit = 0 (A.22)

o0

e Para os autovalores infinitos de multiplicidade &, os autovetores correspondentes



A. Breve revisdo da teoria de sistemas descritores 108

representados por u*, e definidos por :

Eut' = Euf k> 1. (A.23)

Forma compacta finita:

Para um sistema em malha fechada com ¢ pélos finitos ( portanto regular e livre de

impulsGes) :
AV =EVH (A.24)
TA=HTE (A.25)
TEV =1, (A.26)

onde T € RI*™ V € R4 H € R posto(V) = ¢, e posto (EV) = posto (TE) = g,
o(H) € C~. Os autovalores finitos do sistema estdo diretamente ligados & estabilidade

da resposta do sistema.

Forma compacta infinita:

EVe = 0, posto(Ve)=n—gq ' (A.27)
TwE = 0, posto(Te)=n—q (A.28)

T
ondeposto([V Voo})=n,eposto(I:T ) =n.
o0
Os autovalores infinitos do sistema estao diretamente ligados a presenga de modos

impulsivos na resposta transitéria do sistema, como serd visto a seguir.

A.1.5 Resposta temporal

Estando o sistema escrito na forma padrédo (A.15), e considerando o fato de que
N =0 (A.29)

pela definicio de matriz nilpotente, o sistema pode ser dividido em dois subsistemas e

a solucao destes podem ser representadas como segue:

e 0 subsistema lento, corresponde a um sistema normal de ordem ¢ associado aos
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autovalores finitos do par (£, A) , cujas trajetdrias sdo descritas unicamente por :
t
2 () = M1z, (0) + /O M=) By (r)dr (A.30)

e o subsistema rapido, associado aos autovalores infinitos do par (E, A), cuja so-

lucdo tunica é dada por :

h—1 h—1
Zz(t) = Z (S(i—l)(t)NiZQ(O) - Z Nngu(z) (A31)
i=1 ) 1=0

sendo u* a i-ésima derivada de u(t) e §(t) a funcdo impulso unitério.
L .

O subsistema lento corresponde a uma equagao diferencial ordindria, a qual possui
uma unica solugédo para uma condigao inicial z;(0) e para qualquer func¢éo parcialmente
continua u(t) [Dai89]. Os termos impulsivos na resposta dependem da multiplicidade
dos autovalores no infinito. Assim se tivermos A > 1 na relacdo (A.29), tal que os
autovalores infinitos possuam multiplicidade & > 1, existirdo valores de 25(0) tal que
a resposta possua termos impulsivos em 25(t). Por outro lado, se tivermos N = 0,
o que corresponde a h = 1, a resposta do sistema ndo possui termos impulsivos e o
sistema é livre de impulsdes. Logo podemos constatar que os autovalores infinitos e

consequentemente os termos impulsivos, estdo diretamente relacionados ao subsistema
rapido [Lew86] [Dai89] [Men98].

A.1.6 Condicao inicial consistente

Nos concentraremos no caso onde o sistema nao possua impulsoes, ou seja, N = 0.

No instante inicial, a resposta do sistema é dada por:

2 (t) = e*12(0) 2y = hz::l SCD (1) Nt2,(0) (A.32)

com

2(0-) = { 2(0-) } . (A.33)
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Para t > 0, 2o(t) = 0. Logo,

(A.34)

o04) = { limy o121 (t) } _ [ %(0-) }

limy—04+22(t)

Assim, se z(0—) # 0, podemos observar que z(0+) # 2(0—), o que implica na incon-
sisténcia da condicéo inicial, e o sistema possui descontinuidades no instante inicial. A
referéncia [LYT95], pode se consultada para uma melhor compreensao de como estes
saltos sdo influenciados pela lei de controle e como tais influéncias podem ser exploradas

para reduzi-los através de uma realimentacao apropriada.

A.1.7 Estabilidade

Por simplicidade, consideraremos apenas a estabilidade assintética do sistema des-

critor autébnomo:
Ei(t) = Az(t) , com z(0) = zo. (A.35)

Aplicando a transformagéo de coordenadas z = Rz, o sistema (A.35) é equivalente

a0 sistema autoénomo na forma padrao:

L ollam]
0 N || 40|

Al (0) _ 210
207 _[=]. o

Para ¢t > 0, o sistema (A.36) tem como solugdo:

onde

z1(t) = eM'z(0) (A.38)
z(t) = 0 (A.39)

Como, para t > 0 apenas o subestado 2z; determina a dinamica do sistema, teremos a

condigao

lz(®)ll2 < IRz e ]|2(0)]l2 , &8> 0
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verdadeira se, e somente se, z;(¢) satisfaz

la@®)ll2 < [|1Rll7 ae™]|2(0)ll2 , t>0,

o que é equivalente a 0(A4;) = o(E, A) € C~ [Dai89].

Pode-se escrever o seguinte teorema, que define a estabilidade do sistema (A.1),
(A.2) [Dai89)]. '

Teorema A.1.1 O sistema (A.1), (A.2) € assintoticamente estdvel se todos os auto-
valores finitos definidos pelo conjunto o(E,A) = {A/XA€C,\ finito, |AE — A| =0},

estao no semiplano esquerdo do plano complexo C~ para sistemas continuos.



Apéndice B
Demonstracoes

Demonstragao do Teorema 5.3.1:
Assume-se que as Equacdes de Sylvester generalizadas (5.5) , (5.6) e (5.7) sdo verificadas
com posto(EV) = v e posto(T'E) = ¢ — v. Entéo as Equagdes (5.8) e (5.9) podem ser

equivalentemente substituidas pela existéncia de um K : Y — U tal que:

KCV =W (B.1)
TBK =U (B.2)

Necessidade: Assumindo-se o sistema em malha fechada é regular, livre de impulsoes
e assintoticamente estdvel, as seguintes equagdes sdo verificadas para algum escalar
v > 0 (ver [Dua99)):

_ _ [ H, 0
(a+BrC)[v V] = B[V V]I HT} (B.3)
_ _
"\ (a+BKC) = [HV o1 T g (B.4)
T 0 Hr || T
[T _ I, 0
E Elv V] = {0 . (B.5)

onde: Hy € RV*V e Hy € R-*v) g30 tais que o(E, A+BKC) = o(Hy)Uo(Hr) €

_ T
C,e [ vV Vv ] € R e { T } € RI*™ sdo duas matrizes posto completas.
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As equages (B.3), (B.4) e (B.5) sé@o relativas a autoestrutura finita da malha
fechada [Fle88]. Da regularidade da malha fechada segue-se que posto (EV) = w.
Assim, colocando KCV = W em (B.3) e TBK = U em (B.4), pode-se deduzir que o
subespaco V = ImV de dimensgo-v é fortemente O.5.(C, A, E, B)-invariante.

Suficiéncia: Substituindo as Equagdes (B.1) e (B.2), respectivamente nas
Equagoes (5.5), (5.6) obtém-se:

(A+ BKC)V = EVHy, | (B.6)
T(A + BKC) = HyTE (B.7)

Ja que posto(EV) = v e posto(TE) =q — v definem-se duas matrizes T € RV*" e
V € R4V 4 seguir:

T=(V'EFEVYW'E ; V=FET(TEET)™! (B.8)

Pela definicdo das matrizes T e V, pode-se verificar que:

T _ I, 0
, Elv V] = {0 Iq_v} (B.9)
posto( E) = posto(E [ vV vV ]) =q (B.10)

Das equagoes (B.6), (B.7), pode-se expressar o seguinte :

_ — Hy Hy,
(A+BKC)[v V| = E[V V| . HVJ (B.11)
T H T
(A+ BKC) = n 0 E (B.12)
T Hrs Hr T

T _
Pré-multiplicando (B.11) por [ T } e pré-multiplicando (B.12) por [ V Vv ] observe-
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se que:
Hy Hyo _ Hr, 0 (B.13)
0 Hys Hr; Hrp
Isto implica que :

(A+BKC)|[V V| = E[Vv V] (B.14)

Hy O
0 Hr

Utilizando argumentos de andlise modal para sistemas descritores conclue-se que o
sistema em malha fechada é regular, livre de impulsoes e assintoticamente estével ji
que, por construgdo, (£, A+ BKC) tem g autovalores finitos assintoticamente estéveis

tais que :

o(E,A+BKC) = o(Hy) U o(Hr) (B.15)

Demonstracao do Teorema 5.3.2:
Necessidade: Considera-se que K € R™*Y é uma matriz de realimentacao de saidas
que estabiliza o sistema em malha fechada e, portanto, que as equactes de Sylvester
(5.5), (5.6) e (5.7) sdo verificadas.

Em primeiro lugar demonstra-se a necessidade da parte (¢). Para algum Qv = Q}, >
0, a condigdo de estabilidade quadrética expressa em (5.10) é verdadeira, e usando a
equagao (5.5) onde AV + BW = EV Hy, obtém-se entdo :

EV (IH, + HyII)V'E' = EVIIH,V'E' + EVHyIIV'E' = —EVQyV'E' <0
(B.16)
De (5.5) obtém-se que AV + BW = EV Hy, que pode ser usada em (B.16) para
obter

EVIIV'A' + EVIIW'B’ + AVIIV'E' + BWIIV'E' = —EVQyV'E’ (B.17)

Assim, definindo-se as matrizes P = P/ = VIIV' ¢ Y = WIIV’ e, e considerando que
V'VIIV'V > 0

, (B.17) pode ser equivalente-
V'E'T'TITEV =0

posto(EV) =vequell >0 = {
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mente substituida por (5.12), (5.13) e (5.14).

Usando argumentos similares , demonstra-se a necessidade da parte (47).

As necessidades da parte (ii2), (5.18) e (5.19), segue-se das condiggdes Ker CV C
KerW e Ker B'T' C Ker U’ respectivamente, levando em conta as defini¢oes acima
das matrizes P, Y, Se Z.

Suficiéncia
Considerar que as partes (i) e (iz) sdo verificadas. Por defini¢ao, EV e TE, sdo matrizes

com postos completos. Assim, de (5.14) e (5.17), obtém-se:

VIPV=P=P >0 = P=V({V'V)'P(VV)*V (B.18)
TST =S85=58>0 = S=T(TT)'S(TT)'T (B.19)

Agora demonstra-se que a verificagdo da parte (¢) implica que V = ImV é um su-
bespago fortemente invariante (A, E, B)-internamente estabilizdvel. Assim, argumen-
tos similares podem ser utilizados para demonstrar que V, é também um subespago
(C, E, A)-externamente detectivel.

De (B.18) e (B.19) obtém-se:

Ir o
0 0

VI

P=[v 1] .

>0para H=0I'= (V'V)"'P(V'V)™!' >0 (B.20)

De (5.18) pode-se afirmar que existe uma matriz K tal que
KCP =Y (B.21)
Assim, pela substitucdo de (B.21) em (5.12), obtém-se
EP(A+ BKC) + (A+ BKC)PE' = —~EVQyV'E’ (B.22)

Agora, levando em conta (B.20), a equagio de similaridade ” generalizada” :

All Al?
A+ BKC "|l=E{V T _ - B.23
( v r]=elv ] 23 (B.23
e o fato de que
Qv 0 %4
EVQuWE' =E|V T E >0 B.24
Qv [ ] 0 o T > (B.24)
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obtém-se a partir de (B.22):

A}, TIA; AnIl 0 Vv’
Elv T 11 21 * E =
oV '
~E[v 1| { QO" ol g [E20 (B.25)

Portanto, de (B.25) pode-se concluir que:
e V=ImV é(E,A+ BKC)-invariante, j4 que Ay II = 0 se e somente se Ay; = 0;
e

e )V ¢é internamente-estabilizavel, ja que H/_l’n + Al = —-Qy <0 implicando na
estabilidade de (E, A+ BKC)|V. -
O



Referéncias Bibliograficas

[ACO01]
[API6]
[Bar99]

[BGFB94]
.{BGMQH

[BGMNY2]
[BGMNY4]

[BLOT]

A. Astolfi and P. Colaneri. An algebraic characterization of the static
output feedback stabilization problem. In American Control Conference,
pages 1408-1413, Arlington VA, 2001.

A. T. Alexandridis and P. N. Paraskevopoulos. A new approach to eigens-
truture assignment by output feedback. IEEE Trans. Automatic. Control,
41(7), July 1996.

K. A. Barbosa. Técnicas LMI para Sistemas com Restri¢ées Algébricas
no Estado. Dissertacao de Mestrado em Engenharia Elétrica UFSC, Flori-
anoépolis, 1999.

S. P. Boyd, L. El Ghaoui, E. Feron, and V. Balakrishhnan. Linear Matriz
Inequalities in System and Control Theory. Philadelphia SIAM, 1994.

R. Byers, T. Geerts, and V. Mehrmann. Descriptor systems without con-
trollability at infinity. STAM J. Control Optim, 35(2):462-479, 1997.

A. Bunse-Gerstner, V. Mehrmann, and N. K. Nichols. Regularization of
descriptor systems by derivative and proportional state feedback. Stam J.
Matriz Anal. Appl., 13(1):46-67, January 1992.

A. Bunse-Gerstner, V. Mehrmann, and N. K. Nichols. Regularization of
descriptor systems by output feedback. IEFEE Trans. Autom. Control,
39(8):1742-1748, 1994.

D. J. Bender and A. J. Laub. The linear quadratic optimal regulator for
descriptor systems. IEEE Trans. Automatic. Control, AC-32(8):672-688,
1997.



Referéncias Bibliograficas 118

[CCHY9)]

[CGY6)

[CGA9Y]

[CHY3]

[Che96)

[CHLO00]

[CHLO1]

[CHLOZ]

[CLS98]

[CLTO1]

[Cobda)

D. L. Chu, H. C. Chan, and D. W. C. Ho. Necessary and suficient conditions
for the output feedback regularization of descriptor systems. IEEE Trans.
Automatic. Control, 44(2), 1999.

M. Chilali and P. Gahinet. ho, design with pole placement constraints: An
lmi approach. IEEE Trans. Automatic. Control, 41(03):358-367, 1996.

M. Chilali, P. Gahinet, and P. Apkarian. Robust pole placement in Imi
regions. IEEFE Trans. Automatic. Control, 44:2257-2270, 1999.

Eugénio B. Castelan and J. C. Hennet. Eigehstructure assignment for
state constrained linear continuos time systems. Automatica, 28(3):605—
611, 1993.

C. T. Chen. Linear System Theory ans Design. Holt, Rinehart and Wins-
ton, 1996.

Eugénio B. Castelan, Jean C. Hennet, and Elmer R. Llanos Villarreal.
Quadratic characterization and use of output stabilizable subspaces. In
Proceedings (CD) of the 8th Mediterranean Conference on Control and Au-

tomation, page 5, Greece, 2000.

Eugeénio B. Castelan, Jean-Claude Hennet, and Elmer R. Llanos Villarreal.
Quadratic characterization and use of output stabilizable subspaces. Artigo
submetido ao IEEE Trans. Automatic. Control, 2001.

Eugénio B. Castelan, Jean C. Hennet, and Elmer R. Llanos Villarreal.
Output feeedback design by coupled lyapunov-like equations. In aceito ao
15 th IFAC World Congress on Automatic Control, page 6, Spain, 2002.

Y. Y. Cao, J. Lam, and Y. X. Sun. Static output feedback stabilization:
an Imi approach. Automatica, 34:1641-1645, 1998.

Eugénio B. Castelan, Elmer R. Llanos Villarreal, and Sophie Tarbourie-
ch. Quadratic characterization and use of output stabilizable subspaces in
descriptor systems. In Proceedings (CD) 1st IFAC Symposium on System
Structure, page 5, Prague, 2001.

D. J. Cobb. Controllability observability and duality in singular systems.
IEEE Trans. Automatic. Control, AC-29:1076-1082, 1984a.



Referéncias Bibliogréficas 119

[CSLT02]

[CT99]

[Dai89)]

[DP97]

IDP9S]

[Dua92]

[Dua9s]

[Dua9s]

[Dua9g]

[FKKN85]

[Fle88]

Eugénio B. Castelan, Aguinaldo S. Silva, Elmer R. Llanos Villarreal, and
Sophie Tarbouriech. Regional pole placement by output feedback for a class
descriptor systems. In aceito ao 15 th IFAC World Congress on Automatic
Control, page 6, Spain, 2002.

C. A. R. Crusius and A. Trofino. Suficient Imi conditions output feedback
control problems. IEEE Trans. Automatic. Control, 44(5):1053-1057, 1999.

L. Dai. Singular Control System. Springer-Verlag, 1989.

G. R. Duan and R. J. Patton. Eigenétructure assignment in descriptor
systems via proporcional plus derivative state feedback. Int J. Control,
68:1147-1162, 1997.

G. R. Duan and R. J. Patton. Eigenstructure assignment in descriptor
linear systems via state feedback. a new complete parametric approach.
Int J. of Systems Science, 29:167-178, 1998.

G. R. Duan. Solution to matrix equation av+bw = evf and eigenstructure

assignment for descriptor systems. Automatica, 28:465-469, 1992.

G. R. Duan. Parametric approach for eigenstructure assignment in des-
criptor systems via output feedback. IEE Proceedings-Control Theory and
Application, 142:36-41, 1995.

G. R. Duan. Eigenstructure assignment and response analysis in descriptor
linear systems with state feedback. IEE Proceedings-Control Theory and
Application, 142:36-41, 1998.

G. R. Duan. Eigenstructure assignment in descriptor systems via output
feedback: a new complete parametric approach. Int J. Control, 72(4):345-
364, 1999.

L. R. Fletcher, J. Kautsky, G. K. G. Kolka, and N. K. Nichols. Eigenstruc-
ture assingment by output feedback in descriptor systems. IEEE Trans.
Automatic. Control, 42:1457-1468, 1985.

L. R. Fletcher. Eigenstructure assingment by output feedback in descriptor
systems. IEFE Proceedings, 135(4):302-308, 1988.



Referéncias Bibliograficas 120

[FMOO0]

[FSoC95]

[FSoC97]

[GDBYS]

(GdSS98]

(GMO1]

[GOAYT]

[Gom94]

[HI91]

[IT00]

G. Franzé and P. Muraca. Eigenvalue assignment by static output feedback:
Minimizing of the control effort. In American Control Conference, pages
406—407, Chicago, 2000.

F. D. Freitas, A. S. Silva, and A. J. A. Sim oes Costa. Coordinate setting of
stabilizers for synchronous generators and facts devices in power systems.

In CIGRE Symposium on Power Electronics in Power Systems, pages 320—
323, Tokyo, May 1995.

- F. D. Freitas, A. S. Silva, and A. J. A. Sim oes Costa. Design of descentra-

lized controllers for large power systems considering sparsity. IEEFE Trans.
on Power Systems, 12(1):144-152, 1997.

G. Garcia, J. Daafouz, and J. Bernussou. Output feedback disk pole assign-
ment for systems with positive real uncertainly. IEFFE Trans. Automatic.
Control, 41(09):1385-1391, 1996.

J. C. Geromel, C. C. de Souza, and R. E. Skelton. Static output feedback
controllers: Stability and convexity. Automatica, 43(1):120-125, January
1998.

L. Gou and M. Malabre. Output feedback pd h. controller design for
descriptor systems. In Proceedings (CD) 1st IFAC Symposium on System

Structure, page 5, Prague, 2001.

L. El Ghaoui, F. Oustry, and M. AitRami. A cone complementarity linea-
rization algorithm for static output-feedback and related problems. IEEE
Trans. Automatic. Control, 42(8):1171-1176, August 1997.

J. M. Gomes da Silva. Aplicagao do Posicionamento Parcial de Autoestru-
tura ao Problema de Reagula¢do sob restri¢ées nas Varidveis de Contro-
le. Dissertacdo de Mestrado em Engenharia Elétrica UFSC, Florianépolis,
1994.

R. A. Horn and C. R. Jhonsons. Topics in Matriz Analysis. Cambridge
University Press, 1991.

J. Y. Ishihara and M. H. Terra. Continuous-time hy optimal control pro-

blem for descriptor systems. In American Control Conference, pages 1894~
1898, Chicago, 2000.



Referéncias Bibliogréficas 121

[Kim75]
[KS95]

[LCS00]

[Lew86]
[LYT95)

[Men98]
[Mol97]

[OL89]
[OL90]

[PaiO 1]
[RA99]

[SADG97]

H. Kimura. Pole assignment by gain ouptup feedback. IEEE Trans. Auto-
matic. Control, 20:509-516, 1975.

V. Kucera and C. C. De Souza. A necessary an sufficient condition for
feedback stabilizability. Automatica, 31:1357-1359, 1995.

Elmer R. Llanos Villarreal, Eugénio B. Castelan, and Aguinaldo S. Silva.
Output feedback for stabilization of a class descriptor systems. In Anais do
XI1II Congresso Brasileiro de Automdtica, pages 423—-428, Floriandpolis,
Brasil, 2000.

F. L. Lewis. A survey of linear singular systems. Circuits Systems Signal
Process, 5(1):3-36, 1986.

W. Q. Liu, W. Y. Yan, and K. L. Teo. On initial instantaneous jumps of
singular systems. IEEE Trans. Automatic. Control, 40(9):1650-1655, 1995.

R. A. M. Mendonga. FEstabilizacdo em Duas Etapas de Sistemas Descrito-
res. Dissertacdo de Mestrado em Engenharia Elétrica UFSC, Florianépolis,
1998.

J. C. M. Molina. Controle Centralizado e Descentralizado por Realimen-
tagcdo de Estados via Controle Otimo e Programagdo Linear. Dissertagao
de Mestrado em Engenharia Elétrica UFSC, Florianépolis, 1997.

K. S. Ozcaldiran and F. L. Lewis. Geometric structure and feedback in
singular systems. IEEE Trans. Automatic. Control, AC-34:450-455, 1989.

K. S. Ozcaldiran and F. L. Lewis. On the regularizability of singular sys-
tems. IEEFE Trans. Automatic. Control, 35(10):1156-1160, October 1990.

Cristiane C. Paim. Andlise e Sintese de Sistemas de Controle Multiva-
ridveis sujeitos a Saturagcdo. Exame de Qualificio em Engenharia Elétrica
UFSC, Florianépolis, 2001.

A. Rehm and F. Allgower. A linear matrix inequality approach towards
heo control descriptor systems. In 7th Mediterranean Conference on Control
and Automation, pages 103-113, Israel, 1999.

V. L. Syrmos, C. T. Abdallah, P. Dorato, and K. Grigoriadis. Static output
feedback - a survey. Automatica, 33(2):125-137, 1997.



Referéncias Bibliograficas : 122

[San96]
[SL93a)

[SLO3D)]

[SL94]

[Str88]
[Stro3]
[TK98]

[Tsu01]

[VLK81]

[VLNS94]

[Won79)

[YS81]

M. M. D. Santos. Regulagdo sob Restricoes com Alocacao de Pdlos Abor-
dagem por Invaridncia Positiva e Programagdo Linear. Dissertacdo de
Mestrado em Engenharia Elétrica UFSC, Florianépolis, 1996.

V. L. Syrmos and F. L. Lewis. Output feedback eigenstructure assignment
using two sylvester equations. IEEE Trans. Automatic. Control, 38(3):495—
499, March 1993.

V. L. Syrmos and F. L. Lewis. Transmission zero assignment using des-
criptions. IEEE Trans. Automatic. Control, 38(7):1115-1120, 1993.

V. L. Syrmos and F. L. Lewis. Bilinear formulation for the output feedback
problem in linear system. IEEE Trans. Automatic. Control, 39(2):410-414,
February 1994.

G. Strang. Linear Algebra and its Aplications. Harcourt Brace Jovanovich,
1988.

G. Strang. Introduction to Linear Algebra. Wellesley Cambridge Press,
1993.

K. Takaba and T. Katayama. hy output feedback control for descriptor
systems. Automatica, 34:841-850, 1998.

C. Chi Tsui. A design algorithm of static output feedback control design for
eigenstruture assignment. In American Control Conference, pages 1669-
1674, Arlington, 2001.

G. C. Verghese, B. C. Levy, and T. Kailath. A general state space for
singular systems. IEEE Trans. Automatic. Control, 26:811-831, 1981.

D. L. Powers V. Lovass-Nagy and R. J. Schilling. On regularizing descriptor
systems by output feedback. IEEE Trans. Automatic. Control, 39(7):1507—
1509, 1994.

W. M. Wonahm. Linear Multivariable Control, a Geometric Approach.
Springer-Verlag, 1979.

E. L. Yip and R. F. Sincovec. Solvability, controllability and observbility
of continuos descriptor systems. IEEFE Trans. Automatic. Control, 26:702—
707, 1981. '



