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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns exemplos de trajetéria cen-
tral mal comportada em otimizagao convexa. Nés trabalhamos numa
regiao extremamente simples de R? e construimos funcoes objetivo com
grau de complexidade crescente. Primeiro exibimos uma fun¢ao convexa
continua com uma trajetoria central parecida com uma antena de TV,
contendo uma infinidade de segmentos horizontais de comprimento cons-
tante. O segundo exemplo é obtido perturbando suavemente o anterior,
o que resulta numa trajetéria em forma de ziguezague com variagao in-
finita. Posteriormente suavizamos ambas as func¢oes e obtivemos os mes-
mos comportamentos, nao s6 para func¢oes objetivo diferenciaveis como

até para funcoes C*°.

Apresentamos também, nesta tese, um algoritmo de filtro para
programacao ndo linear e provamos sua convergéncia global para pontos
estacionarios. Cada iteracao é composta de uma fase de restauracao, que
reduz uma medida de inviabilidade, e uma fase de otimalidade, que re-
duz a funcao objetivo numa aproximagcao tangencial do conjunto vidvel.
Essas duas fases sao totalmente independentes, e o Uinico acoplamento
entre elas é estabelecido pelo filtro. O método é independente dos al-
goritmos internos usados em cada iteracdo, desde que esses algoritmos
satisfacam hipéteses razodveis sobre sua eficiéncia. O algoritmo principal
nao usa regioes de confian¢a e nenhuma propriedade dos modelos lineares.
Sob hipéteses padroes, nés mostramos dois resultados: para o filtro com
um tamanho minimo, o algoritmo gera um ponto de acumulacao esta-
ciondrio; para um filtro levemente maior, todos os pontos de acumulacao

sao estacionarios.
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Abstract

We present some examples of ill-behaved central paths in con-
vex optimization. We work with an extremely simple region in R? and
construct increasingly complex objective functions. First, we exhibit a
continuous convex function giving rise to an “antenna-like” central path,
containing an infinite number of horizontal segments of constant length.
The second example is obtained by slightly perturbing the first one and
results in a zig-zagging central path with infinite variation. We proceed
by smoothing both functions, and produce the same behaviors as before

for a differentiable objective function, and finally for a C* function.

In this work we present also a filter algorithm for nonlinear pro-
gramming and prove its global convergence to stationary points. Each
iteration is composed of a restoration phase, which reduces a measure of
infeasibility, and an optimality phase, which reduces the objective func-
tion in a tangential approximation of the feasible set. These two phases
are totally independent, and the only coupling between them is provided
by the filter. The method is independent of the internal algorithms used
in each iteration, as long as these algorithms satisfy reasonable assump-
tions on their efficiency. The main algorithm uses no trust regions, and
no properties of the linear models. Under standard hypotheses, we show
two results: for a filter with minimum size, the algorithm generates a sta-
tionary accumulation point; for a slightly larger filter, all accumulation

points are stationary.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos dois resultados inéditos. O primeiro deles con-
siste de alguns exemplos de trajetdrias centrais com comportamentos indesejaveis
em otimizacao convexa. Foi motivado por discussoes que se iniciaram em agosto de
1999 quando meus orientadores, Clovis Caesar Gonzaga e Jean Charles Gilbert, e
eu, nos encontravamos na Franca, no “Institut National de Recherche en Informa-
tique et en Automatique” (INRIA) e estuddvamos os trabalhos de McLinden [56]
e de Monteiro e Zhou [60]. McLinden mostra, entre outras coisas, que quando o
problema tem complementaridade estrita, os pontos limites de qualquer sequéncia
convergente de pontos centrais sao centros analiticos do conjunto 6timo. Monteiro e
Zhou garantem que se as funcoes envolvidas na definicdo do problema sao analiticas,
além de outras hipdteses razoaveis, entdao a trajetoria central primal é uma curva
que converge para um unico ponto no conjunto 6timo. Tentando entender a necessi-
dade de uma hipétese forte como analiticidade, construimos exemplos, numa regiao
bastante simples do R?, de problemas convexos em que todos os pontos do conjun-
to 6timo sao pontos de acumulacdo da trajetoria central primal. Estes exemplos
sao apresentados no Capitulo 2, que é praticamente a tradugao do nosso trabalho
[35], publicado inicialmente como “Rapport de Recherche” do INRIA e submetido
posteriormente a revista “Mathematical Programming”.

O segundo resultado consiste de um algoritmo de filtros globalmente con-
vergente para programacao nao linear. Interessados em propor um algoritmo para
resolver problemas nao lineares, estudamos varios trabalhos. Byrd, Gilbert e No-
cedal [9] e Byrd, Hribar e Nocedal [10] propéem um algoritmo de pontos interiores
para programacao nao linear. A resolucao de cada problema de barreira é baseada
nas técnicas de programagao quadrética sequencial (PQS) com regiao de confianca.
Cada iteracao de resolucao de um subproblema quadratico decompoe o passo em

duas componentes: normal e tangencial, seguindo a estratégia de Byrd [8] e Omo-
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jokun [66]. O passo normal ou de restauragio estd relacionado com a reducdo da
inviabilidade, e o passo tangencial com a melhora da otimalidade. Em problemas
de programacao nao linear com restrigoes geralmente nos deparamos com estes dois
objetivos conflitantes: otimalidade e viabilidade. Estas fases tornam-se mais inde-
pendentes, mas nao totalmente, nos métodos de restauracao inexata propostos por
Martinez [51], Martinez e Pilotta [52, 53], os quais, na fase de otimalidade, centram a
regiao de confianga no ponto intermediario obtido depois da fase de restauragao. Em
julho de 2001, Clévis Gonzaga retornou da Italia, onde havia participado de alguns
congressos na area, muito entusiasmado com as idéias dos algoritmos de filtro intro-
duzidos por Fletcher e Leyffer [29]. Foi quando entao surgiram as idéias norteadoras
do algoritmo proposto nesta tese: um algoritmo de filtro em que cada iteracao é
decomposta em duas fases, de restauracao e de otimalidade, totalmente indepen-
dentes. O algoritmo é apresentado no Capitulo 3, que é praticamente a traducao do
trabalho [40], escrito originalmente em inglés por Clévis Gonzaga, Marcia Vanti e
eu.

Feita esta breve introducgao, explicaremos um pouco mais o nosso trabalho,

inserindo-o no contexto das pesquisas desenvolvidas na area.

Métodos de pontos interiores e PL. O método simplex desenvolvido por Dantzig
[21] hd 50 anos é, ainda, o algoritmo mais amplamente utilizado para resolver prob-
lemas de programacao linear (PL). O método simplex é eficiente e elegante, mas
possui complexidade exponencial. Na verdade, um problema elaborado por Klee e
Minty [45] for¢ca o método simplex a executar um nimero de operagdes aritméticas
que cresce exponencialmente com o niumero de varidveis do problema, conferindo ao
método uma complexidade exponencial no pior caso.

O primeiro algoritmo polinomial para programacao linear foi publicado por
Khachiyan [44] em 1978, e tinha um limite de complexidade de O(n*L) operagdes
aritméticas, onde n é a dimensao do espaco, e L é o comprimento em bits dos dados
de entrada. Esse limite foi baixado por Karmarkar [43] em 1984, num paper que
tornou-se um marco, pois abriu um novo campo de pesquisa conhecido hoje como
“métodos de pontos interiores”.

Em 1986, Renegar [70] descreveu um algoritmo com a mesma complexidade
de Karmarkar mas baseado em métodos de centros e seguiu pela primeira vez a
trajetéria central (que descreveremos adiante). Em 1987, Gonzaga [38] e Vaidya [79]

obtiveram, simultaneamente, algoritmos com complexidade de O(n3L) operagoes.
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O algoritmo de Gonzaga baseia-se na funcao barreira logaritmica, enquanto que o
de Vaidya é uma extensdo dos resultados de Renegar. A complexidade atual de
O(n?/lnn L) operagoes é devida a Anstreicher [3].

A partir de entao vérios algoritmos foram desenvolvidos. Inicialmente, al-
goritmos primais fundamentados nas trés linhas mencionadas acima: métodos de
reducao potencial que usam a funcao potencial de Karmarkar, métodos de centros
abordados por Renegar e métodos que seguem a trajetéria primal baseados na func¢ao
barreira.

A partir de 1987, com um artigo de Kojima, Mizuno e Yoshise [47], os
algoritmos primais-duais roubam a cena. Esses métodos sao elegantes, eficientes e
facilmente estendidos para uma classe grande de problemas de complementaridade
linear e programacao quadratica.

A evolucao deste campo é descrita por Todd [77], Gonzaga [39], den Hertog
[23] e, em [73], por Roos, Terlaky e Vial.

Métodos de pontos interiores e PNL. As abordagens de penalizagao foram
centrais na evolucao das técnicas de otimizacao. Problemas com restri¢oes sao fre-
quentemente resolvidos por uma sequéncia de problemas penalizados, que dependem
de um tnico parametro de penalizacdo u. Os otimizadores associados com cada val-
or de i definem uma “trajetéria de otimizadores”, que deve ser bem comportada e
conduzir a uma solucao do problema original.

O primeiro estudo profundo de trajetéria de otimizadores, hoje conhecida
como “trajetéria central”, é devido a Bayer e Lagarias [5] e a Megiddo [57], que d&o
uma caracterizacao definitiva da trajetoria primal-dual.

Os métodos de penalidade interna, também conhecidos como métodos de
barreira, tiveram um desenvolvimento explosivo nos ultimos 15 anos, devido ao
sucesso dos métodos de pontos interiores para problemas lineares e de complemen-
taridade linear (veja [22, 42, 46, 64, 73, 76, 86]).

A funcao barreira logaritmica foi utilizada pela primeira vez em otimizacao
por Frisch [33]. O método de fungdo penalizada barreira logaritmica é estuda-
do extensamente no cléssico livro de Fiacco e McCormick [26]. Na verdade, eles
descrevem, de modo geral, métodos de penalidade externa, interna e mista para
programagao nao linear.

Todos os métodos de pontos interiores seguem a trajetoria central, ou pelo

menos geram pontos em alguma vizinhanca, possivelmente grande, da trajetoria. O
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sucesso desses métodos em programacgao linear despertou o interesse em estender
tais abordagens para o caso ndo linear (PNL).

Usualmente, as restrigoes de desigualdade nao lineares sao transformadas
em igualdades pela inclusao de varidveis de folga. Os métodos de pontos interiores
em cada passo devem resolver um problema de centralizacao, minimizando uma
funcao penalizada, normalmente com barreira logaritmica sobre as folgas. Para
tanto, usa-se um algoritmo de programagao nao linear. Estudam-se estratégias de
globalizacdo para a resolucdo desses problemas de centralizacao. As estratégias de
globalizacao visam garantir convergéncia global do algoritmo, ou seja, convergéncia
mesmo a partir de pontos iniciais distantes da solugao 6tima. Ha basicamente duas
formas de globalizacao: métodos de regiao de confianca e de busca linear.

Yamashita, Yabe e Tanabe [88] usam um método de regido de confianga
com derivadas segundas exatas. As restricoes de igualdade sao tratadas por uma
penalidade ¢;. Por outro lado, Forsgren e Gill [32] adotam uma busca linear que
usa para manipular, respectivamente, as restri¢oes de igualdade e desigualdade, uma
penalidade quadratica classica e a barreira logaritmica, aumentadas por termos que
medem a proximidade a trajetdria central. El-Bakry, Tapia, Tsuchiya e Zhang [25]
usam uma busca linear e manipulam as desigualdades com varidveis de folga. Os
resultados computacionais sao apresentados com uma funcdo de mérito que é a nor-
ma ¢, dos residuos para as condigoes necessarias de primeira ordem. Com este
procedimento, hd uma tendéncia de convergéncia para pontos criticos que nao sao
minimizadores. Por causa disto, Vanderbei e Shanno [80] preferem usar uma funcao
de mérito que manipula as restricoes de igualdade como penalidades quadraticas e
as folgas com termos barreira. Seu contexto também é de busca linear e as hessianas
indefinidas sdo modificadas através de perturbacoes da diagonal. Gay, Overton e
Wright [34] encaixam-se neste mesmo contexto. A fun¢ao de mérito é uma funcao
barreira classica com um lagrangeano aumentado para manipular as restricoes de
igualdade. Finalmente, Byrd, Hribar e Nocedal [10] e Byrd, Gilbert e Nocedal [9] us-
am, como discutimos anteriormente, programacao quadratica sequencial com regiao
de confianca e uma funcao barreira. Essencialmente, as restricoes de desigualdade
sao transformadas em igualdades que sao manipuladas explicitamente e as varidveis
de folga sao incorporadas a funcao de mérito como termos da barreira logaritmica.
Eles retomam os trabalhos de Byrd [8] e Omojokun [66]. Todos os trabalhos que

citamos acima usam uma funcao de mérito para avaliar cada passo.
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Recentemente, Ulbrich, Ulbrich e Vicente [78] e Wichter e Biegler [82] pro-
puseram métodos de pontos interiores para programacao ndo linear que utilizam a
técnica de filtros em substitui¢ao a fun¢ao de mérito. Em [78], o algoritmo decompoe
o passo primal-dual obtido das condicoes de KKT perturbadas em um passo normal
e um tangencial, cujos tamanhos sao controlados por um parametro tipo regiao de
confianca. Em [82], o algoritmo proposto usa busca linear na dire¢do de Newton
obtida a partir das condi¢des de KKT do problema. Além de provar convergéncia

global, o que ambos os trabalhos fazem, [82] mostra também convergéncia local.

Trajetoria central. Sabemos que, para programacao linear, a trajetdéria é bem
definida, infinitamente diferenciavel e tem um comprimento limitado, associado com
a complexidade dos métodos de trajetoria central. O comportamento limite das
derivadas da trajetéria é descrito por Monteiro e Adler [59], que mostram que a
trajetoria se aproxima da face étima com uma inclinacao bem definida. Resultados
similares sao obtidos para problemas convexos por McLinden [56]: ele mostra que
sob hipdteses razoaveis, que incluem complementaridade estrita, a trajetoria central
converge para o centro analitico do conjunto 6timo do problema. Vavasis e Ye
[81] mostram que, para programacao linear em R", a trajetéria central é composta
de uma sequéncia de no maximo n? curvas alternadas de setores “quase-retos”.
A partir destes resultados, é razoavel esperar conjuntos de otimizadores calmos e
suaves em problemas convexos. Neste trabalho, mais especificamente no Capitulo
2, entretanto, mostramos que isto nao é necessariamente verdade. No&s exibimos
exemplos de problemas convexos para os quais a trajetoria associada com qualquer
funcao penalidade tem um comportamento indesejavel.

Trabalhamos numa regiao extremamente simples de R? e construimos funcoes
objetivos de grau crescente de complexidade. Primeiro, exibimos uma funcao con-
vexa que da origem a uma trajetoria central em forma de antena de TV, contendo
um numero infinito de segmentos horizontais de comprimento constante. O segundo
exemplo é obtido perturbando suavemente a primeira funcao, o que resulta numa
trajetéria em forma de ziguezague com variacao infinita.

Nos, entao, suavizamos ambas as fungoes objetivo sem modificar o layout das
trajetérias, obtendo os mesmos comportamentos, nao sé para funcoes diferencidveis
como até para funcgoes de classe C*°. Usamos, para tanto, uma técnica de suavizacao
inspirada nos trabalhos de Chen e Mangasarian [15, 16]. Cabe observar, no entanto,

que nao é possivel construir trajetérias em forma de antena de TV ou ziguezague
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com fungodes analiticas. Monteiro e Zhou [60] garantem que se as fungdes envolvidas
na definicao do problema sao analiticas, juntamente com outras hipéteses razoaveis,
entao a trajetoria primal é uma curva que converge para um inico ponto no conjunto
6timo (resultados relacionados sio dados por Cominetti [19] ¢ Champion [14]). E
surpreendente, portanto, que suavizagdo C*° ainda nos permita construir trajetorias
centrais com comportamento indesejavel.

Mostramos com estes exemplos que convexidade, mesmo que aliada a difer-
enciabilidade em qualquer grau, nao ¢ suficiente para impedir formas patolégicas da

trajetéria central.

Métodos que usam fungao de mérito. Ao resolver um problema de programacao
nao linear, é necessario, simultaneamente, reduzir uma funcao objetivo e obter vi-
abilidade. Esses dois objetivos sao conflitantes, e o balanceamento dos esforgos
em viabilizagao e otimizacao sao, normalmente, a maior dificuldade nos algoritmos.
Uma maneira de fazer isto é através de funcoes de mérito. De modo geral, a funcao
de mérito é uma combinacao convexa de uma medida de otimalidade e de uma
medida de inviabilidade. Os métodos discutidos por Byrd, Gilbert e Nocedal [9],
Byrd, Hribar e Nocedal [10], Gomes, Maciel e Martinez [36], que sdo algoritmos
de programagao quadratica sequencial (PQS) com regidao de confianca, usam uma
fungdo de mérito para avaliar o passo a ser dado em cada iteragao. A estratégia
para o calculo do passo tentativo é inspirada em Byrd [8] e Omojokun [66]. O passo
é decomposto em duas componentes: normal e tangencial. O passo normal é obtido
minimizando-se a norma da aproximagao linear das restricdes na regiao de confianca.
O passo tangencial, por sua vez, é calculado minimizando a aproximacao quadratica
do lagrangeano no espago nulo da Jacobiana das restricoes e sujeito ainda a regiao
de confianca. Se o passo tentativo produz um decréscimo suficiente numa funcao
de mérito, entao o passo é aceito. Caso contrario, o raio da regiao de confiancga é
reduzido e o passo recalculado, repetindo-se todo o processo. Em geral, a direcao
do passo muda quando o tamanho da regido é alterado.

Os algoritmos de restauragio inexata propostos por Martinez [51] e Martinez
e Pilotta [52, 53] também usam uma funcao de mérito para avaliar o ponto tentativo.
Cada iteracao é decomposta em duas fases: a primeira, dita fase de restauracao,
procura reduzir a inviabilidade e a segunda procura reduzir a otimalidade. Na fase
de otimalidade, os algoritmos de restauragao inexata usam um método de regiao de

confianca, porém a regiao de confianca é centrada no ponto intermediario obtido na
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fase de restauracdo, e nao no ponto corrente. O ponto obtido na fase de otimalidade
é o ponto tentativo que é avaliado através de uma funcao de mérito. Se ele ndo
for aceito, a regiao de confianga é reduzida e recalcula-se um novo ponto tentativo.
Assim, apenas a fase de otimalidade é repetida ap6s uma reducao da regiao. Esta é
uma diferenca importante em relacao aos métodos de PQS com regido de confianga,
acima expostos.

Por outro lado, os métodos apresentados em [25, 34, 75, 80] aplicam o
método de Newton as condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) do problema, e
fazem uma busca linear, tipo Armijo, na direcdo assim calculada para obter uma,
reducao suficiente numa funcao de mérito.

Nao ha consenso nas medidas de otimalidade e inviabilidade a serem usadas
na funcdo de mérito. Mas o ponto ainda mais critico é a atualizacao do parametro
de penalidade, ou em outras palavras, do cdlculo da combinacao dessas medidas.
Dependendo da escolha do parametro de penalidade, o algoritmo pode ficar bastante

lento ou pode, por outro lado, recusar uma solucao 6tima.

Métodos de filtro. Recentemente, Fletcher e Leyffer [29] propuseram métodos
de filtro, oferecendo assim uma alternativa as funcoes de mérito como ferramenta
para garantir convergéncia global para programacgao nao linear. Com este trabalho,
Fletcher e Leyffer estabeleceram uma nova classe de métodos.

O primeiro resultado de convergéncia para essa classe de métodos foi pro-
posto por Fletcher, Leyffer e Toint [30], em que a fun¢do objetivo é localmente
aproximada por uma fungao linear, conduzindo, em cada iteragao, a solugao (exata)
de um problema linear. Ou seja, este algoritmo é uma mistura do uso de filtro com
programagao linear sequencial (PLS). Esta abordagem foi generalizada por Fletcher,
Leyffer e Toint [31] e Fletcher et. al. [28], nos quais a fung¢do objetivo é aproximada
por um modelo quadratico, que resulta na técnica de PQS com regiao de confianca.
Em cada iteracdo o passo é decomposto em duas componentes: normal e tangencial,
como sugerido por Byrd [8] e Omojokun [66] e utilizado em [9, 10, 36]. Uma fase
de restauracao da viabilidade é requerida quando o problema de PQS com regiao de
confianca nao satisfaz uma certa condicao de compatibilidade, que depende do raio

da regiao de confianca e do modelo linear das restrigoes.

Algoritmo proposto. Noés propomos neste trabalho, mais especificamente no
Capitulo 3, um método de filtro para programacgao nao linear em que a fase de

restauracao é naturalmente incorporada ao algoritmo. Cada iteragdo é composta
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de uma fase de restauragao, que reduz uma medida de inviabilidade, e uma fase de
otimalidade, que melhora o valor da funcao objetivo numa aproximagao tangencial
do conjunto viavel. Essas duas fases sao totalmente independentes, e o 1inico acopla-
mento entre elas é estabelecido pelo filtro. O método é independente dos algoritmos
internos usados em cada iteragdo, desde que esses algoritmos satisfacam hipéteses
razoaveis sobre sua eficiéncia. O algoritmo principal nao usa regioes de confianca
e nenhuma propriedade de compatibilidade dos modelos. Sob hipdteses padroes,
mostramos dois resultados: para o filtro com um tamanho minimo, o algoritmo gera
um ponto de acumulacao estacionario; para um filtro levemente maior, todos os

pontos de acumulacao sao estacionarios.

Organizacao dos capitulos. Durante os anos de doutoramento fizemos véarios
semingrios (e foram muitos, o que foi realmente 6timo). No Capitulo 1 aproveita-
mos para apresentar uma colegao de frutos colhidos em alguns destes seminarios.
Fazemos uma revisao de conhecimentos direta ou indiretamente relacionados com
este trabalho. No Capitulo 2 construimos alguns exemplos de trajetorias centrais
mal comportadas em otimizacdo convexa. No Capitulo 3 propomos um novo al-
goritmo de filtros para otimizagdo nao linear e provamos sua convergéncia global.
Ao final apresentamos algumas conclusées gerais e estabelecemos perspectivas de
trabalhos futuros. No apéndice provamos algumas propriedades de convergéncia de

transformacoes ponto-conjunto que usamos no Capitulo 3.



Capitulo 1

Revisao de conceitos

Durante os anos de doutoramento fizemos varios semindrios, o que foi bas-
tante enriquecedor, pois acredito que é quando expressamos nossos conhecimentos
aos outros que eles tornam-se mais claros para nés mesmos. Aproveito para ap-
resentar neste capitulo uma colecao de frutos colhidos nestes semindrios, fazendo
uma revisao de conceitos basicos que pode ser posta de lado por um leitor mais
experiente. De qualquer forma, peco desculpas se me excedi nos detalhes, mas fiz
deste texto, antes de tudo, um guia de referéncias para mim. Inicialmente, fixamos

a notacao e estabelecemos alguns conceitos basicos.

Notacao. Nés trabalhamos com vetores colunas e matrizes denotados, respecti-
vamente, por letras minuisculas e maitisculas. Vetores diferentes sao denotados por
superindices. Subindices denotam as componentes de um vetor. Denotamos a trans-
posta de uma matriz A por AT e o produto escalar de dois vetores u, v € R* por
uTv. Para economizar espaco, frequentemente, escrevemos o vetor de componentes

u e v como

o | = (u,v).

Para um vetor u, a letra maitscula correspondente U denota a matriz di-
agonal formada pelas componentes daquele vetor. As operacoes componente a com-
ponente de vetores sdo denotadas pelas notagoes usuais para nimeros reais. Assim,
por exemplo, uv denota o vetor de componentes u;v;. Note que uv = Uv e, se A é
uma matriz, entdo Auv = AUv, mas em geral Auv # (Au)v. Dado um vetor u € R”
de componentes nio nulas, a notagio v~ ' é usada para o vetor de componentes u; !
d

i=1,---,n. Aletra e denota o vetor de uns, e = [1 - - - 1]", cuja dimensdo é indicada
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pelo contexto.
Usaremos a seguinte notagdo para o primeiro octante e para os vetores de

R" estritamente positivos:
R ={z e R" |z > 0},

R, ={z €R" |z >0}

Normas. A um vetor z € R" podemos associar uma infinidade de normas distintas.
No entanto, duas normas quaisquer |- | e || - || em R™ sdo sempre equivalentes [27,

pag. 30], ou seja, existem « > 0 e § > 0 tais que, para todo z € R"
afz| < ||zl < Blzl. (1.1)

Usaremos com frequéncia a norma euclidiana ou /s,

n 1/2
lz|lz = VaT z = (Zw?> :
=1

a norma do supremo, norma infinito ou £,

||#][oo = max [z;],
i=1,,n

e, eventualmente, usaremos a norma, /1,

n
e[y = lail.
i=1

As seguintes relacoes entre essas normas sao importantes:

|7lee < lzfla < 2]l e

IESIR

Vn

Uma norma arbitraria serd denotada simplesmente por || - ||. Usando as relagoes

IA

lzll < V7 ]|
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anteriores e a equivaléncia de normas (1.1) temos que

lllz = allz], (1.2)
onde o = 1 se || - || é a norma euclidiana ou a infinito, e « = 1/y/n se || - || é a norma
t.

A Figura 1.1 mostra os pontos de R? com normas /;, euclidiana e infinito
iguais a 1.

—— L —

=L

// RIS
J =1\
/ \
-1 0 1
\\ /“'
\\ /
AN 4
~_ e

_l//

Figura 1.1: Vetores de R? com normas iguais a 1.

Transformacgao linear. Uma transformacao linear A: R* — R™, definida em R”
com valores em R™, é representada por uma matriz A € R™*". Com este fato bem
entendido, pode-se confundir a notacao e falar de uma “transformacao A € R™*"”.
A uma transformacao A € R™*™ associam-se dois espagos importantes, o espaco

imagem de A, definido por
R(A) ={yeR" |y=Az,z € R"},

e 0 espaco nulo de A,
N(A) ={z e R | Az = 0},

o conjunto dos pontos de R" que sdo mapeados na origem. O espago nulo e o
espaco imagem de uma transformacao A € R™*™ estdo, respectivamente, em R" e
R™. Cabe observar, porém, que o espago nulo de A, N'(A), e o espaco imagem da
transposta de A, R(AT), sdo subespacos ortogonais de R* e geram o espago todo.
Qualquer vetor d € R pode ser decomposto, de forma tnica, como d = dp + dp,
onde dp € N(A) e dp € R(AT). As componentes dp e dp sdo, respectivamente, a
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projecdo de d sobre N (A) e seu complemento ortogonal R(A?). Como o operador
projecao ¢ linear, ele pode ser representado por uma matriz Py, tal que d, = Pad.
O complemento ortogonal serd Jp = PAd, onde ]5,4 =1 — P,. Se A é uma matriz de

posto completo, entao existe uma férmula explicita para a matriz projecao:
Py=1—-AT(AAT) A,

A projecao de d sobre N (A) é o ponto em N (A) com a minima distancia a d. Esta

é de fato a definicao usual de projegao:
dp = argmin{||z — d|| | z € N(4)}.

Ordem. Dadas duas fungoes positivas g1, ¢> : X C R* — R, dizemos que:

e g1(z) = O(ge(z)) em I' C X se existe M > 0 tal que para todo z € T,
g1(x) < Mga(x).

e gi(z) = Qg2(z)) em I' C X se existe N > 0 tal que para todo z € T,
g1(z) = Nga(z).

e gi(z) =0(g2(z)) em ' C X se lim 9:(z) =0

g2(z)—0+ go ()

e g1(z) = O(g2()) (g1(z) = Q(g2(z))) perto T € X se existe uma vizinhanga V'

O(92(x)) (91(x) = (g2(2)))-

Note que, em geral, para x € I':

de Z, na qual ¢;(x)

91(2) = O(ga2(x)) = @a(a) = Qg1 (),

Q(g1(z)) + O(91(2)) = 2g1(2)),
0(91()) + 0(g1(2)) = O(g1(x)).

Perto de um ponto Z € X, tal que ¢;(Z) = 0, temos que:

Q(g1(2)) + o(g1(z)) = Qg:1(x)).
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1.1 Meétodo de regiao de confianca

O desenvolvimento dos métodos de regiao de confianca remonta aos trabal-
hos de Levenberg [48] e Marquardt [50] para problemas ndo lineares de minimos
quadrados. Powell [67, 68] foi o primeiro a estabelecer convergéncia dos métodos de
regido de confianga para otimizacao irrestrita. Moré [61, 62| faz um tratado sobre
o desenvolvimento dos métodos de regido de confianga. Para um tratamento mais
moderno sobre o assunto, veja, por exemplo, [65].

Um método de regiao de confianca é um processo iterativo que computa,
em cada iteragdao, um passo tentativo minimizando um modelo da funcao objetivo
numa regiao em que confiamos no modelo. A dire¢do e o comprimento do passo
sao obtidos simultaneamente. Se o ponto tentativo nao é aceito, entao reduzimos
o tamanho da regiao e encontramos um novo minimizador. Em geral, a direcao do
passo muda quando o tamanho da regiao ¢ alterado.

Aplicaremos o método de regiao de confianga ao problema irrestrito

minimizar f(z)

1.3
r € R, (1.3)

onde f: R® — R é duplamente continuamente diferenciavel.

Considere k € N e 2 € R* um ponto corrente. O indice £ € N ser4 util

mais adiante. Considere um modelo quadratico de f em torno do ponto corrente
k
x 7

me(@) = f(&*) + V(@) (@ — 2*) + %(m _ Y B =), (1.4)

onde By é uma matriz n x n simétrica. Esta matriz pode ser uma aproximacao da

hessiana V2f(z*), ou qualquer outra matriz simétrica que satisfaca

1Bl < B, (1.5)

para algum 8 > 0, independente de £.
Como o modelo quadrético (1.4) deixa de ser representativo & medida que
z se afasta de z*, podemos confiar em aproximar f(-) por my(-) numa vizinhanga

de z*, ou seja, no conjunto:

{r eR" | |lz —2*|| < A}, (1.6)
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onde A > 0 ¢ dito raio da regido de confianca e || - || ¢ uma norma qualquer em R".
Dessa forma, uma solug¢dao z € R para o problema
minimizar my(x)

1.7
sujeito a ||z — zF|| < A .7

seria uma boa aproximagao para o minimizador de f na regido (1.6). O passo de
regido de confianca d = 7 — z* depende do raio A da regido e serd denotado por
d(z*, A) para evidenciar esta dependéncia. A direcao do passo muda quando o raio
da regido é alterado. Definimos a redugdo predita produzida pelo passo d(z*, A)
como

pred(z®, A) = my(2F) — my (2 + d(z", A)), (1.8)

e a reducdo verdadeira como
ared(z¥, A) = f(aF) — f(a* + d(2F, A)). (1.9)

Note que, como o ponto z = z¥ + d(2*, A) é obtido minimizando-se o
modelo m;, sobre uma regido que inclui o ponto z¥, a reducio predita serd sempre
nao negativa.

Um passo d(z*, A) somente é aceito se a condi¢io de decréscimo suficiente
é satisfeita:

ared(x®, A) > n pred(z*, A), (1.10)

para um dado n € (0,1). Se o passo d(z¥, A) nao é aceito, ou seja, se a condigio
acima nao é verificada, entao reduzimos o raio A e definimos um novo subproblema
da forma (1.7) com o dominio menor. O raio inicial em cada iteragdo é sempre
maior ou igual a um raio fixo A,;,. Isto representa a necessidade de, pelo menos na
primeira tentativa, sermos suficientemente arrojados para nao ficarmos com passos
muito curtos. Mais ainda, o requisito A > A, facilita as provas de convergéncia,
mas nao é essencial na metodologia de regides de confianca.

Em cada iteracdo basta resolvermos aprorimadamente o problema (1.7).

Consideramos que Z € R* é uma solu¢ao aproximada de (1.7) se ||Z — z*|| < A e

o Erorm e ) IV
m(a¥) = m(@) 2 SV @) min {8, SLEN
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para alguma constante £ € (0, 1] que depende da norma utilizada. A importancia
desta estimativa se tornard clara na Secao 1.1.2.
Agora estamos aptos para escrever o algoritmo de regiao de confianga para

resolver o problema (1.3).
Algoritmo 1.1 Regido de confianga.

Dados: 7 € (0,1), Apin > 0, 2° € R,

k=20

REPITA
Escolha A > A,in
REPITA

Calcule d = d(z*, A) tal que ||d|| < A e

pred(z*, A) > gHVf( )||min{A, IV )”}

|| Bl
Calcule ared(z*, A) = f(a*) — f(z* + d).
Se ared(z*, A) > n pred(z¥,A), entdo pare com sucesso,

sendo A = A/2.
faca oFtl' =2* +d, Ay = A, k=k+ 1.

A Figura 1.2 mostra uma iteracdo do algoritmo de regido de confianca.
As curvas de nivel da fun¢do do problema original estao representadas por linhas
tracejadas. As linhas cheias representam as curvas de nivel do modelo em z*. O

ponto z*¥*! é a minimizacdo do modelo na regidao de confianca centrada em z*.

mk: constante

Figura 1.2: Um passo de regiao de confianca.
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1.1.1 Propriedades do algoritmo
Discutiremos agora algumas propriedades do algoritmo acima. O préximo
lema estabelece uma relacao entre a reducao predita e a verdadeira.

Lema 1.2 Considere ¥ € R* e d(z*,A) € R* gerados pelo Algoritmo 1.1 numa

iteracao k. Entao

ared(z*, A) = pred(z*, A) + o(z*, A), (1.12)
onde (%, A)
. o(z®,A)
Jm TR =0

uniformemente em =¥ € R".
Prova. De (1.8)

—pred(zF,A) = Vf(a*)Td(z*, A) + d(z*, A)T Byd(a*, A)
= Vf(@@*)Td(z*, A) + 0(A?),

pois ||d(zF, A)|| < A e ||Bi|| < B Por (1.9)

—ared(z®, A) = Vf(a¥)Td(zF, A) + o(zF, A),

o(zk, A)

onde lima_ o+ = 0. Este limite é uniforme em z*¥ € R" pois Vf(-) é

continua em R". Entao
ared(z®, A) = pred(z*, A) + O(A?%) — o(z", A),

completando a prova. O

Lema 1.3 Considere Ay > 0 gerado pelo Algoritmo 1.1 numa iteragao k. Entdo
(i) ared(zF, Ay) > n pred(x®, Ay).
(1) Ap > Apin 0w o0 passo d(x*,2A}) foi rejeitado pelo algoritmo.
Prova.
(z) Imediato da condigao de aceitacao do passo.
(17) Imediato da condi¢do de redugao do raio da regiao de confianca e do fato de

que o Algoritmo 1.1 inicia com A > Ap;,.
O
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Regiao de confianca e busca de Armijo. Discutiremos agora uma interessante
relacdo entre um passo de regido de confianga e a busca unidirecional de Armijo.
A busca de Armijo é uma busca linear inexata bastante popular que estipula
que o tamanho do passo A > 0, a partir de z¥ € R", na direcio unitria h € R",
é qualquer valor positivo que satisfaca uma condicao de decréscimo suficiente na

funcao objetivo f, medido pela seguinte desigualdade:
fl@® +AR) < f(@*) +n A Vf(E*)Th, (1.13)

para alguma constante 1 € (0,1). Para detalhes, veja por exemplo [65].

A desigualdade acima é chamada “condicao de Armijo” e é ilustrada na
Figura 1.3. O tamanho do passo A, > 0 satisfaz a igualdade em (1.13). Assim,
qualquer A < A, satisfaz a condi¢ao de Armijo.

A A h

a
I ¥
|
|
|
|
|
|
|
|
|

ared(xk, D)
ared(xk,Aa):n pred(xk,A )

f (x*+4 h)
|

pred(xk, D)

fxXY+n A O F(x)" h

m (X“+A h)

Figura 1.3: Método de Armijo

Por outro lado, observe que se o modelo my, definido em (1.4) é linear, ou
seja, Br = 0, entdao um passo de regiao de confiancga coincide com a busca de Armijo
numa direcao fixada.

Entao vejamos, dado z*¥ € R® e B, = 0, o modelo m;, em torno do ponto

z* reduz-se a
my(z) = f(z*) + V(") (z — 2*).

Neste caso, a direcao de minimizacao do modelo linear nao altera quando diminuimos

o raio da regido de confianca. Fixando a direcdo de busca h € R™, com |h| =
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1, tal que Vf(z¥)T h < 0 (por exemplo, a direcio oposta ao gradiente h =
=V (@) /IIVf(@*)]]), temos que

T = argmin{my(z) | ||z — 2F|| < A} = 2F + A,

ou equivalentemente d(z*, A) = Ah. Tendo em vista as defini¢des (1.8) e (1.9), a

condigao de aceitacao do passo ared(z*, A) > n pred(z*, A) pode ser reescrita como
f(@* + Ah) < f(@*) +n A VF(@E")Th,

que ¢é exatamente a condigdo de Armijo (1.13).

1.1.2 Ponto de Cauchy

k

¢, como o minimizador de

Definimos o ponto de Cauchy, denotado por x
mg(-) ao longo da diregao oposta ao gradiente —V f(z¥), na regido de confianga

{z €R" | [lz — 2*|| < A}, ou seja,
2¥ = argmin{my(z) | ||z — 2*|| < A,z = 2F — AV f(2*), X € (0,1]}. (1.14)

Sabemos que o método de regiao de confianca (veja por exemplo [65]) é
convergente se, em toda iteragdo k, o ponto ¥+ = 2% + d(z*, A}) é pelo menos tao

bom quanto o ponto de Cauchy z¥, no sentido de que
pred(z® Ay) > (my(a*) — mi()). (1.15)

A Figura 1.4 mostra o ponto de Cauchy numa iteracao k. As elipses rep-
resentam as curvas de nivel do modelo my(-). A &rea hachurada corresponde ao
conjunto de pontos que satisfazem (1.15).

A partir da condicao acima pretendemos clarear a necessidade da imposi¢ao
da condigao (1.11) no célculo de cada passo no Algoritmo 1.1. Portanto, estamos
interessados agora em obter um limitante inferior para a redu¢do no modelo con-
seguida pelo ponto de Cauchy, ou seja, um limitante para o lado direito da expressao
acima. Sera util, para tanto, o lema seguinte que é um resultado devido a Powell
[68].
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Figura 1.4: Ponto de Cauchy

Lema 1.4 Considere o problema unidimensional

minimizar $(z) = 1az® — bz

sujeito a  z < t,

onde b>0 et > 0. Entdo o valor étimo * satisfaz

1/)*§—émin t,i :
2 |al

Prova. Considere primeiro o caso em que a > 0. Entdo b/a > 0 é o minimizador

irrestrito de 1. Se b/a < t, entdo o minimizador irrestrito resolve o problema e

. by
¢—¢(a)—‘%-

Por outro lado, se b/a > t, como 9 é decrescente em [0,b/a] e at < b,

* _1 2 _@
U= (t) = sat’ — bt < — <.

No caso em que a < 0, 1 é concava e

1
P =1(t) = iatQ—th —bt < — %

completando a prova. O
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a=>0 e k at a=0 e b=at

Figura 1.5: Ilustracao do Lema 1.4

O préximo lema estabelece o limitante que desejamos.
Lema 1.5 Considere k € N. O ponto de Cauchy z¥ € R, definido em 1.14, satisfaz

1975 fmin { o, IELEM,

k k
my (") — my(x7) >
|| B ||

£
2

onde & > 0 depende da norma usada na definicao da regido de confianga. Se a

norma usada é a norma euclidiana ou infinito, entdo & =1, e se é a norma 1, entdo

£E=1/n.

Prova. Pela definicao de ponto de Cauchy,

z¥ =2k — AV f(2F),

c =
onde A > 0 resolve o problema

1
minimizar —\||V f(2*)|]2 + EAQVf(xk)TBka(xk) (1.16)
sujeito a A < f .

IV.f(z¥)]]

Observe também que, por (1.4)

i (4) — (o) = XV STV () — SRV R BT (),
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que é o oposto do valor 6timo do problema acima.
Aplicando o Lema 1.4 ao problema (1.16), temos que

oo IVAEE A IV £
me(e) —me(re) 2 T {nww)n’|Vf<xk>TBka(xk>\}
VA L f A 1
z { NCIINEN } ’ (L17)

onde usamos que |V f(z*)T B,V f(z*)] < ||[Vf(=*)T||3 ||Bx]l- Na expressio acima
configuram duas normas: a norma euclidiana e uma norma arbitréria || - || usada na

definigao da regiao de confianga. Por (1.2), existe a > 0 tal que,
IV f(z*)llz > | V£ ()],

onde o = 1 se || - || é a norma euclidiana ou a infinito, e « = 1/y/n se || - || é a norma

1. Usando isto em (1.17), temos o resultado com & = o?. O

Substituindo o resultado do lema anterior em (1.15), temos a condicao (1.11)

que impusemos para a solu¢ao aproximada do problema de regiao de confianca.

1.2 Pontos interiores e PNL

Considere o problema de programacao ndo linear com restricoes de desigual-

dade
minimizar fy(x)
sujeito a  fi(r) <0 (1.18)
T € R",
onde f; : R* — R para i = 0, ..., m sao fungoes duplamente continuamente diferen-
cidveis.

Os métodos de pontos interiores que discutiremos introduzem inicialmente

varidveis de folga s; a cada uma das restri¢ées do problema (1.18) reformulando-o

como
minimizar fy(z)
sujeito a  f(z)+s=0 (1.19)
s> 0,

onde f(x) e s representam os vetores de R™ com componentes f;(z) e s;, respecti-
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vamente.

Dado p > 0, considere o problema de barreira associado a (1.19)

minimizar fo(z) — p Z log s;
i=1

1.20
sujeitoa  f(z)+s=0 (1.20)

s> 0.

O algoritmo dos métodos de pontos interiores que discutiremos para resolver

o problema (1.18) é apresentado a seguir.
Algoritmo 1.6 Pontos interiores.

Dado p > 0.

REPITA
Resolva aproximadamente o problema (1.20).
Reduza p.

Até convergéncia.

Para a solugao do problema penalizado (1.20) podem ser empregados difer-
entes métodos de programacao nao linear. Discutiremos basicamente dois métodos:
programagao quadratica sequencial com regido de confianca [9, 10, 17, 18, 20] e apli-
cagao do método de Newton as condigdes de KKT do problema (1.20) [25, 75, 80].
Nos referimos as iteracoes utilizadas internamente nestes algoritmos como inter-
nas, enquanto que a cada vez que diminuimos o valor do parametro de barreira p

contamos uma iteracao externa.

1.2.1 Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker

Para que fique clara a relagdo existente entre os problemas (1.18), (1.19) e
(1.20), apresentamos a seguir as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) de cada

um deles.

Dado z € R", considere A(z) € R™ x R" a matriz jacobiana da funcao f,
calculada em z. Isto é, A(z)" = [V fi(z), Vfa(z),- - -, V fiu(x)]. Consideraremos que

a matriz A é de posto completo.
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Problema

Condigoes de KKT

(1.18)
minimizar fo(z)
sujeitoa  f(z) <0

Se x é uma solucao para o problema
(1.18) entdo existe A € R™ tal que

Vfo(z) + A(x)" A
A (z)
f(z)
A

vV IA
c o o o

(1.19):

minimizar fo(z)
sujeitoa  f(z)+s=0
s>0

Se (z, s) é uma solugao para o problema
(1.19), entdo existe (A, w) € R™ x R™
tal que

A—w

|
o o o o o o

S
Vi)
I

fz) +s

w

AVANYS

S

(1.20):
minimizar fy(z) — ,uZlog S
i=1

sujeitoa  f(z)+s=0
>0

Se (x, s) é uma solugao para o problema
(1.20), entao existe A € R™ tal que

Vi(z) + A(z)" X =
—psTh A+ A
f@) +s =

A

I
o o o o o

ARV
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O vetor A é conhecido como o vetor dos multiplicadores de Lagrange. Ob-
serve que as condicoes de KKT de (1.18) e (1.19) sdo exatamente as mesmas. Para
ver isto, basta fazer s = —f(z) e w = A nas condigoes de (1.19).

1

Escrevendo A — pus™' = 0 como sA = pe nas condiges de (1.20), temos a

versao perturbada das condiges de KKT do problema (1.18) com varidveis de folga,

Viz) + A=) X = 0

SA = pue
flz)+s = 0 (1.21)
A >
>

Discutiremos mais adiante o efeito de fazer tal transformacao.
De modo geral, a primeira condi¢ao de KKT em (1.21) se refere a otimali-

dade, a segunda a complementaridade e a terceira a viabilidade.

1.2.2 Reducao do parametro de barreira

Dada uma sequéncia (u*)ieny de valores positivos convergente para zero,
a sequéncia de solugoes de (1.20) deve convergir para um ponto estaciondrio do
problema original (1.18). A questao dificil é como obter essa sequéncia (u*)en, ou
seja, decidir sobre a redugao de p em cada iteracao externa do Algoritmo 1.6.

Em [9, 10], o parametro de barreira p é atualizado de maneira linear de
uma iteracio externa para outra. Ou seja, dados k£ > 0, u* > 0, o novo p denotado
por ! é dado por

P = gk,

onde # € (0,1). Em [10], os autores sugerem § = 0.2. Eles usam, também, reduzir
o valor da tolerancia do problema de barreira do mesmo fator # a cada vez que
reduzem o valor de p.
A escolha do parametro de barreira em [25, 34, 80] é baseada na comple-
mentaridade. Dado s* € R”, e \* € RT, a escolha de p* é dada pela expresséo
. (sF)T Ak

W=t —,
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onde o € (0,1) pode variar em cada iteragdo externa. Em [25],
0= min(nlaUQ(Sk)T)‘k)a

onde 7; = 0.2 e o = 100. Em [34], a escolha de o é semelhante a apresentada acima,

mas os autores permitem que p fique constante por até 10 iteracoes externas. Em

[80], \
o = ymin ((1 —r)1g€,2> ,

onde 0 < r < 1 denota o parametro de comprimento do passo, que os autores adotam

0.95, e v é um fator de escala, adotado como sendo 0.1, e

min; sFAF

$= T m

Claramente, 0 < £ < 1e & = 1 se e somente se s

A¥ é constante sobre todos os valores
de i. Observe que se v = 0.1, pela escolha de [80] o valor de u* é no maximo 80%
de (s*)"\¥ /m, enquanto que esta porcentagem cai para 20% na escolha apresentada

em [25].

1.3 Resolucao do problema barreira

Para a solugao do problema penalizado (1.20) podem ser empregados difer-
entes métodos de programagao nao linear. Discutiremos basicamente dois métodos:
programagcao quadratica sequencial com regiao de confianca [9, 10, 17, 18, 20] e apli-
cagdo do método de Newton as condigdes de KKT do problema (1.20) [25, 32, 34,
75, 80].

1.3.1 Meétodo de programacao quadratica sequencial

A idéia do método de programacao quadrética sequencial (PQS), para re-
solver um problema com func¢ao objetivo e restricoes geralmente nao lineares, con-
siste em substituir, em cada passo, a fun¢ao objetivo por uma aproximagao quadratica
e as restricoes por equacoes ou inequacoes lineares. Dessa maneira, o subproblema
a ser resolvido em cada iteragao é um problema de programacgao quadratica que, em

comparagao ao problema original, pode ser considerado simples. Como trabalhamos
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com modelos, associamos aos subproblemas uma regido de confianca.

A primeira proposta de um método de PQS foi feita por Wilson em 1963,
em sua tese de doutorado [84], para problemas convexos. A partir de entao, varios
pesquisadores tém se interessado pelo tema. Em [7], Boggs e Tolle fazem um estudo
bastante detalhado sobre o assunto. Uma referéncia basica em portugués é [54].

Aplicaremos o método PQS ao problema (1.20). Para simplificar a notagao

denotemos:

2 = (28)
fz) = [flz)+s

m
pu(z) = folz) - MZ log si.
i=1
Assim, para um dado g > 0, o problema de barreira (1.20) pode ser reescrito como

minimizar p,(z)

sujeito a  f(z) =0 (1.22)
s> 0.

Modelo. Em cada iteracao, construimos a aproximacao quadratica do lagrangeano

que definiremos a seguir. O lagrangeano associado ao problema (1.22) é definido por
(2,0) € R* X R, X R — 1y(2,X) = p(2) + ATf(2), (1.23)

onde A € RT ¢é dito o vetor dos multiplicadores de Lagrange.
Dado k£ > 0 e tendo estimado o vetor \¥ € R, o modelo quadrético do

lagrangeano no ponto corrente z¥ € R" x R}, ¢ dado por
. - 1
deR" xR, —1,(d) = lu(zk, ) 4 (Vpﬁ)Td + AT Akq + idT Hd, (1.24)
onde Vpﬁ é o gradiente da funcao barreira p,,

Vil = Vpu(2*) = (Vfola"), —u(s")7) (1.25)

a matriz A* de ordem m x (m 4 n) é formada pela matriz A(z*) jacobiana de f

k

calculada em z” e a matriz identidade I de ordem m,

AF = A(2%) = [A(z) 1] (1.26)
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e H* ¢ uma matriz quadrada de ordem m + n,

Wk 0

, 1.27
_— (1.27)

H* = H(Z* \F) = [

formada pelas matrizes W* e ¥ que sdo as hessianas do lagrangeano em relacdo a
T e a s, calculadas em (2¥, A\F), ou aproximacoes disto, conforme discutiremos mais
adiante.

De modo geral, o superindice k refere-se aos indices das iteracoes e f* denota
f(zF), f* significa f(2*),etc.

Passo. Tendo estimado os multiplicadores de Lagrange e estando no ponto z¥ €
R xRT, , determinamos o passo d = (dz, ds) utilizando as técnicas de programacao
quadratica sequencial e de regiao de confianca. Ou seja, obtemos d minimizando o

modelo quadratico do lagrangeano (1.24) sujeito & aproximagao linear das restrigoes
Abd 4 fF =0 (1.28)

e a uma regido de confianga. Levando em consideragio que, em (1.23), [, (2", A¥) é

constante e A* d est4 fixado por (1.28), formalmente, o passo d é uma solu¢ao do

problema
minimizar (Vpk)'d+ 1d" H* d
d
sujeito a  A¥d+ fF =0 (1.29)
deT,

onde T é um conjunto compacto que depende do ponto corrente z*. Esse conjun-
to determina a regiao de confianca e deve acoplar dois objetivos. Primeiro, deve
restringir o passo a uma regiao onde o modelo quadrético (1.24) é uma boa aproxi-
magcao do lagrangeano (1.23) e onde a equacao linear (1.28) é uma boa aproximagao
das restri¢oes. O segundo objetivo do conjunto 7" é garantir que as varidveis de folga
permanecam positivas.

Dissemos que o passo d¥ é formalmente uma solugao do problema (1.29),
pois suas restricoes podem ser incompativeis. O passo d que satisfaz a linearizagao
das restrigoes pode estar fora da regiao de confianca. Ver Figura 1.6.

Encontramos na literatura varias propostas de modificacoes do problema,

(1.29) para tornar as restri¢oes consistentes [8, 11, 13, 66, 69]. A estratégia de Byrd
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A+f (2)=0

Figura 1.6: Problema (1.29) incompativel.

[8] e Omojokun [66] decompde o passo em duas componentes: normal e tangencial.
Calculamos o passo normal ignorando a fungao objetivo e investigando o quanto
podemos satisfazer a linearizagdo das restri¢coes (1.28), permanecendo no interior
da regido de confianga 7. O passo tangencial é calculado minimizando-se o modelo
quadratico do lagrangeano no espaco nulo da jacobiana das restrigoes no ponto
corrente e sujeito ainda a regiao de confianca.

Se o passo obtido como soma das duas componentes produz um decréscimo
suficiente numa, fun¢ao de mérito, entao aceitamos o passo. Caso contrario, reduzi-

mos a regiao de confianca e o recalculamos.
Hessianas do lagrangeano. No modelo do lagrangeano (1.24) aparece a matriz

Wk 0
0 XF

?

H" = H(Z*, \F) = [

onde W* ¢ a hessiana do lagrangeano em relacio a x,

WE = V2, 1,(2F,\F) = V2 fo(a%) + D M V2 fi(ah)
i—1
e ¥ é a hessiana do lagrangeano em relagao a s, calculada em (2%, \¥), ou uma
aproximacao disto.

A escolha da matriz ©* pode estabelecer caracteristicas primais ou primais-
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duais ao algoritmo, o que ficard claro a partir do lema 1.8. Em [9], os autores

consideram a prépria hessiana do lagrangeano em relacdo a s, ou seja,
YF = V21,(s%, \F) = p (S%) 2, (1.30)

onde S* é a matriz diagonal de ordem m formada pelo vetor de folgas s*. Tal escolha
para a matriz ©.* determina caracteristicas primais ao algoritmo. Em [10], os autores

sugerem uma escolha alternativa que estabelece caracteristicas primais-duais
vk = (S%)71 AF, (1.31)

onde A¥ é a matriz diagonal de ordem m cujos elementos diagonais sdo os multi-
plicadores de Lagrange Af. As duas escolhas estdo obviamente relacionadas. Se
fizermos \* = i (s*¥)~! em (1.31), obtemos (1.30).

1.3.2 Meétodo de Newton

Nosso foco de interesse é a resolucdo do problema de barreira (1.20), para

um dado p > 0,
minimizar fo(z) — p Z log s;
i=1
sujeitoa  f(z)+s=0
s> 0.

Nesta secao discutiremos uma outra classe de métodos com este proposito: aqueles
que aplicam Newton as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), discutidas na
Secao 1.2.1.

Considere F': R* — R? uma func¢ao continuamente diferencidvel. O método

de Newton aplicado ao sistema
F(z) =0, (1.32)

a partir de um ponto inicial z° € R", gera uma sequéncia de pontos definida por
o* = 2% 4 da,

onde dx é tal que
F'(z%) dz = — F(2") (1.33)
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e F'(z*) é a matriz ¢ X n jacobiana de F' calculada em z*. Sob algumas hipéteses,

a sequéncia (z¥)gen converge para uma das solugdes de (1.32).

Caracteristicas primais ou primais-duais. Vimos na Secao 1.2.1 que, se z e
s > 0 sdo 6timos para (1.20), entdo existe A > 0 tal que as condigbes de KKT sdo

satisfeitas, ou seja,

Vfo(l‘) + A(m)T)\
F(z,s,)\) = —usTt+ A =0. (1.34)
flz)+s

Aplicando o método de Newton descrito acima para resolver (1.34), a partir de um

ponto inicial (2%, 5% A% com s° > 0 e A’ > 0, obtém-se uma sequéncia de pontos
($k+1,8k+1, /\k+1) — (:L‘k, Sk,)\k) + (dz,ds,d,\),

onde d = (d,, ds, dy) satisfaz

wk 0 (AR dy VfE+ (AF)T A
0 wu(SH2 I ds | = — | —p(H)T+ 0 |,
Ak I 0 dx IF+ s
onde .
Wk =V2fo(z¥) + 3 M V2 fi(ah), (1.35)
=1

conforme j4 visto na Secdo 1.3.1. Como dy = A\ — \* o sistema acima pode ser

reescrito da seguinte forma:

wk 0 (ART dy — VfE
0 u(SH?2 I ds = p(sk)~! . (1.36)
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Note que o valor corrente A\*¥ dos multiplicadores de Lagrange interferem
no sistema acima somente no cdlculo de W*. Se o problema original é linear, ou
seja, a funcao objetivo e as restricoes sao lineares, entao W = 0, e assim o passo
d obtido por (1.36) nao depende do valor corrente dos multiplicadores. Por esta
razdo, referimo-nos a um método baseado em (1.36) como método de ponto interior
primal.

Equivalentemente, desenvolveremos abaixo um método de ponto interior

primal-dual. Multiplicando a segunda linha de (1.34) por s, obtemos o sistema

Vfo(z) + ATX

SA—pu = 0. (1.37)
f(@)+s
Aplicando o método de Newton ao sistema acima e considerando que dy = A1 — )k,
temos que
Wh 0 (AR d, vk
0 Ak gk i, | = i
Ak I 0 pLas _(flc + Sk)

Multiplicando o bloco referente & segunda linha do sistema acima por (S¥)~1, obte-

mos
Wk 0 (ART d, - Vik
0 (SH7IAF T ds = w(sk)~t . (1.38)
A 0 ARt —(f* + ")

Note que agora o valor corrente \* influencia o passo d, através das matrizes A* e

Wk, Referimo-nos ao sistema (1.38) como primal-dual.

Algoritmo. O algoritmo proposto em [25, 32, 34, 75, 80|, para resolver o problema
(1.18), determina basicamente a dire¢do de Newton, resolvendo-se o sistema (1.36)
ou (1.38), para um dado p > 0. O comprimento do passo nesta diregdo é obtido
de forma a garantir que as folgas permanecam positivas e tenha-se um decréscimo
suficiente numa fungao de mérito. O parametro p é atualizado a cada passo. O

algoritmo geral é esquematizado abaixo.



Revisao de conceitos 32

Algoritmo 1.7 Newton com busca.

Dados: (z°,5% A?%), com s >0, \° > 0. >0
k=0.
REPITA
Resolva o sistema (1.36) ou (1.38) com o dado u e obtenha d = (d, ds, d)-
Calcule o comprimento do passo a.
Atualize o ponto:
(zh+1, sh+1 ARHL) = (25 58 \F) 4 o d.
Diminua pu
k=Fk-+1.
Até convergeéncia.

Os artigos que citamos variam entre si na forma de resolver o sistema, no
calculo do comprimento do passo, na escolha da fun¢ao de mérito ou ainda na regra
de atualizacdo do parametro de barreira.

Em [75], os autores comentam que quando usamos métodos de pontos in-
teriores para resolver problemas de programacao linear, o maior trabalho computa-
cional em cada iteracao reside na formacao e fatoracao da matriz KKT, e métodos
sao usados na tentativa de usar cada fatoragao mais que uma vez (veja, por exem-
plo [2, 12, 37, 58]). Em programacao nao linear, é de se esperar que os custos de
formacao e fatoracao da matrix KKT sejam ainda maiores, pois a matriz contém
derivadas segundas da funcdo objetivo e derivadas de primeira e segunda ordem das
restricoes. Como utilizar essa fatoracdo o maximo possivel é uma questdo sobre

eficiencia do método e foge ao escopo desta discussao.

1.3.3 Equivaléncia entre o método PQS e Newton

Suponha que o problema (1.29), com a restrigao de regido de confianca
inativa,
minimizar (Vpk)"d+ 1d" H* d

. R (1.39)
sujeitoa  A¥d+ fF=0

é estritamente convexo, isto é, que H* é definida positiva no espaco nulo de AF.
Nestas condigoes, a solucao de (1.39) coincide com o passo gerado pelo método de

Newton discutido na secao anterior.
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Lembrando que zF = (2%, s*), d = (d,,ds) e usando (1.25), (1.26), (1.27)

podemos reescrever o problema (1.39) como

minimizar Vf§ dy — p(s*)7! dy + 3dT W d, + dT SF d

(1.40)
sujeitoa  A¥ dy +d,+ fF+ sk =0.

O lema abaixo mostra que o método PQS (1.40) com ¥ = 4 (S*)~2 dada
por (1.30) é equivalente a uma iteracio primal de (1.36), enquanto que se Xf =
AF (S*)~! dada por (1.31), entdo o método PQS é equivalente a uma iteracdo primal-

dual de (1.38). Vérios pesquisadores, incluindo [87], notaram essa equivaléncia.

Lema 1.8 Considere que o problema (1.40) é estritamente convero. Se ¥F =
p (S*)~2 em (1.40), entdo resolver exatamente (1.40) é equivalente a resolver (1.36).
Por outro lado, se ¥ = (S*)™1 A¥, entio resolver (1.40) ¢ equivalente a resolver
(1.38).

Prova. As condigoes de KKT para o problema (1.40) garantem que, se d = (d, ds)

é 6timo para o problema (1.40), entdo existe AT > 0 tal que

VI +WFrdy + (AT AT =
—pu(sF) P+ Sk d, + T AT =
Abd,+d, + fF+sF = 0.

Observe que com AT = \F1 se $F = 14 (§%)72, entdo o sistema acima é equivalente
a (1.36). Por outro lado, se ¥¥ = (S¥)~1A* entdo o sistema é equivalente a (1.38),

completando a prova. Il

A partir desta equivaléncia ficam claras as caracteristicas primais e primais-
duais estabelecidas em 1.3.1, quando da escolha da aproximacao da hessiana do

lagrangeano em relagao a s.



Capitulo 2

Exemplos de trajetoria central mal

comportada

O presente capitulo é praticamente a traducdo do trabalho [35], intitula-
do “Examples of ill-behaved central paths in convex optimization”, publicado ini-
cialmente como “Rapport de Recherche” do “Institut National de Recherche en
Informatique et en Automatique” (INRIA) e submetido posteriormente a revista
“Mathematical Programming”. E um trabalho realizado com meus orientadores e
foi motivado por discussoes que se iniciaram em agosto de 1999, quando nos en-
contravamos, os trés, no INRIA, e estuddvamos os trabalhos de McLinden [56] e de
Monteiro e Zhou [60]. McLinden mostra que, quando hd complementaridade estrita,
os pontos limites de qualquer sequéncia convergente de pontos centrais sao centros
analiticos do conjunto 6timo. Monteiro e Zhou garantem que, se as fungoes envolvi-
das na definicdo do problema sao analiticas, além de outras hipéteses razodveis,
entdo a trajetdria central primal é uma curva que converge para um unico ponto no
conjunto 6timo.

Tentando entender a necessidade de uma hipodtese forte como analiticidade
das fungoes envolvidas, construimos exemplos, numa regiao bastante simples do R2,
de problemas convexos em que todos os pontos do conjunto 6timo sao pontos de
acumulacao da trajetéria central primal. No primeiro exemplo, a funcao objetivo
é convexa continua e a trajetéria central tem a forma de uma antena de TV com
uma infinidade de segmentos horizontais de comprimento constante. O segundo
exemplo é obtido perturbando suavemente a funcao objetivo do exemplo anterior.

A trajetoria central obtida é um ziguezague com variagao infinita. Entao suavizamos
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ambas as fungoes, tornando-as diferencidveis, e até mesmo C'°, sem contudo alterar
o comportamento da trajetéria central. Obviamente, as funcoes C'*° que construimos

nao sao analiticas.

2.1 Introducao

As abordagens de penalizacido foram centrais na evolucao das técnicas de
otimizacao. Problemas com restrigoes sao frequentemente resolvidos por uma se-
quéncia de problemas penalizados, que dependem de um tnico parametro de penal-
izagao p. Os otimizadores associados com cada valor de p definem uma “trajetéria
de otimizadores”, que deve ser bem comportada e conduzir a uma solucao do prob-
lema original.

Esta abordagem é extensamente desenvolvida no classico livro de Fiacco e
McCormick [26], que descreve métodos de penalidade externa, interna e mista para
programacao nao linear. Os métodos de penalidade interna, também conhecidos
como métodos de barreira, tiveram um desenvolvimento explosivo nos ultimos 15
anos, devido ao sucesso dos métodos de pontos interiores para problemas lineares e de
complementaridade linear (veja [22, 42, 46, 64, 73, 76, 86]; veja também as extensoes
para programagao nao linear em [9, 20, 24, 32, 34, 80]). O primeiro estudo profundo
de trajetoria de otimizadores, hoje conhecida como “trajetdria central”, é devido
a Bayer e Lagarias [5] e a Megiddo [57], que dao uma caracterizacao definitiva da
trajetéria primal-dual. Uma introducao aos métodos que seguem a trajetoria central
é dada por Gonzaga [39]. Sabemos que para programacao linear a trajetéria é bem
definida, infinitamente diferencidvel e tem um comprimento limitado associado com
a complexidade dos métodos de trajetoria central. O comportamento limite das
derivadas da trajetéria é descrito por Adler e Monteiro [2] e Witzgall et al. [85],
que mostram que a trajetoria se aproxima da face 6tima com uma inclinacao bem
definida. Resultados similares sao obtidos para problemas convexos por McLinden
[56]: ele mostra que sob hipGteses razodveis, que incluem complementaridade estrita,
a trajetoria central converge para o centro analitico do conjunto 6timo do problema.
Vavasis e Ye [81] mostram que para programagio linear em R" a trajetéria central é

2 curvas alternadas de setores “quase-

composta de uma sequéncia de no maximo n
retos”.

A partir destes resultados, é razoavel esperar conjuntos de otimizadores cal-
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mos e suaves em problemas convexos. Neste capitulo, entretanto, mostramos que
isto ndo é necessariamente verdade. Nés exibimos exemplos de problemas convex-
os para os quais a trajetéria associada com qualquer funcao penalidade tem um
comportamento indesejavel.

Trabalhamos numa regiao extremamente simples de R? e construimos funcoes
objetivos de grau crescente de complexidade. Primeiro, exibimos uma func¢ao con-
vexa que da origem a uma trajetoria central em forma de antena de TV, contendo
um numero infinito de segmentos horizontais de comprimento constante. O segundo
exemplo é obtido perturbando suavemente a primeira funcao, o que resulta numa
trajetoria em forma de ziguezague com variacao infinita.

Nos, entao, suavizamos ambas as fun¢oes, sem modificar o padrao das tra-
jetérias, obtendo os mesmos comportamentos para funcoes objetivo diferenciaveis,
e finalmente para funcoes de classe C'*°.

A conclusao que tiramos destes exemplos é de que convexidade, ainda que
adicionada diferenciabilidade em qualquer grau, nao é uma propriedade suficiente-
mente forte para garantir trajetorias centrais razoavelmente atraentes.

Finalmente, estudamos o efeito destes resultados na complexidade dos al-
goritmos. Nés provamos que nenhuma funcdo penalizada construida como neste
trabalho pode ser auto-concordante, e assim nao é possivel provar polinomialidade
de qualquer algoritmo usando a teoria de Nesterov e Nemirovskii. Supondo que ex-
ista um bom algoritmo que segue a trajetoria, percorrendo cada volta do ziguezague
em um nuimero fixado de iteragoes, entao este algoritmo serd polinomial para nossos
exemplos, mas uma leve mudanca na definicio do problema faz o algoritmo que
segue a trajetéria convergir num tempo infinito para um conjunto nao étimo.

Considerando o problema no formato de Nesterov-Nemirovskii e definin-
do a trajetoria central por meio de uma barreira auto-concordante, mostramos os
seguintes resultados: para os exemplos em que obtemos a trajetoria central em for-
ma de antena, a trajetoria serda agora um segmento de reta. Para os exemplos em
ziguezague, a trajetdria serd um ziguezague amortecido em alguns casos, mas con-
jecturamos (e expomos nossas razoes) que no exemplo mais simples em ziguezague
(Exemplo 3), a barreira auto-concordante gerara ainda um ziguezague com compri-
mento infinito, para o qual um bom algoritmo que siga a trajetdria serda polinomial,

0 que é surpreedente.
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2.2 Problema

Estamos interessados em problemas de programagao nao linear da forma

minimizar f(z)

sujeito a ¢;(x) >0, i=1,...,m,

onde f:R* -5 R e (—¢) : R* — R sdo fungdes convexas fechadas.
Um método de penalidade é baseado em alguma funcao de penalidade p :

R™ — R U {+00} e resolve problemas da forma

min f(z) + pp(c(z)), (2.1)

para algum parametro de penalidade pu > 0. Se esses problemas sdo bem definidos,
a imagem da transformacdo ponto-conjunto (R,, denota o conjunto dos nimeros

reais positivos)

p € Ry = x(p) :=argmin {f(z) + pp(c(z))}

é chamada trajetoria central. Existe também uma trajetoria central dual, mas neste
trabalho sé consideramos a trajetéria central primal como definida acima.
Métodos de ponto interior usam a fungdo barreira logaritmica, definida para

€ R, (o conjunto dos m-vetores com componentes positivas) por
Yy 4+ X

p(y) = —Zlog Yi-
i=1

Neste caso, x(u) = argmin {f(x) — “Z log (¢;(x)) | c(z) > O}. Nossos exemplos,
=1

entretanto, nao dependem da funcao pe_nalidade usada.

Cabe observar que a fungao barreira logaritmica foi utilizada pela primeira
vez em otimizagao por Frisch [33].

Uma maneira simples de visualizar a trajetéria central é a seguinte. Supon-

ha que T € x(u), para algum g > 0. Entao Z também resolve

minimizar f(z) + pp(c(z))
sujeito a p(c(x)) = p(c(x)),



Exemplos de trajetorias centrais mal comportadas 38

ou equivalentemente

minimizar{ f (z) | p(c(x)) = p(c(Z))}-

Geometricamente, isto significa que os pontos centrais sdo aqueles em que f e (poc)
tém curvas de nivel tangentes.

Vamos particularizar isto para um exemplo bidimensional bastante simples.
Seja F': 2 = (z,y) € R2 — R uma fungao convexa fechada. Estudamos problemas

da forma
minimizar F(z
o ( 7y) (22)
sujeitoa y > 0,

e suponhamos que suas solugbes estdo no eixo Oz={(z,0) : x € R}. Para este
conjunto vidvel extremamente simples, a maioria das fun¢bes penalidades (isto é,
aquelas estudadas em [4]) d4 o mesmo conjunto de minimizadores, aqueles descritos
por

argmin{ F'(z,y) | y = constante}. (2.3)

T€R
Dependendo da penalidade usada, quer seja interna ou externa, y poderd assumir
valores positivos ou negativos. Nés consideramos aqui o caso de métodos de pontos

interiores cuja trajetoria central é parametrizada por y > 0:

y € R, — x(y) = arg Iﬂrgin F(z,y). (2.4)
T€
Denotamos {e', e’} a base canonica de R? e N o conjunto dos niimeros

naturais.

2.3 Exemplos com funcoes objetivo continuas

Esta secao ¢ dedicada a construcao de exemplos de trajetorias centrais mal-
comportadas associadas a funcoes objetivo convexas continuas. Apds apresentar
dois exemplos triviais, construimos o Exemplo 3, que tem uma trajetéria central em
forma de cruz. As construcoes feitas para este exemplo sdo entdo usadas em blocos
no Exemplo 4, um dos mais interessantes deste trabalho: nés geramos trajetdrias
centrais com a forma de uma antena de TV com uma infinidade de ramos ou com a

forma de ziguezague com um nimero infinito de oscilagbes (veja Figura 2.3).
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Exemplo 1 A funcdo F é definida por (z,y) € R? — F(x,y) =ay+b, onde a > 0
e b € R. Neste caso, x(y) = R para qualquer y > 0. O

Exemplo 2 A fungio F é definida por (z,y) € R? — F(z,y) =ay + b+ ez, onde
a>0,bee€eR come#0. Agora, x(y) = 0 para qualquer y > 0. O

Agora perturbamos as funcdes nos Exemplos 1 e 2 para obter o primeiro
exemplo nao trivial. Considere y, > 0 um nimero dado (o indice £ € N serd 1til

mais adiante) e defina a fungao g por

(I =z +ll =20 -2),  (25)

N —

2= (2,y) €K = gi(a,y) =
onde || - || denota a norma euclidiana, e
e =(=Ly) ez =(1,u).
A fungao g} é convexa. Seu conjunto de minimizadores é o segmento
[z, 2] = {(1=t) 2z, +tzf 1t €[0,1]},

em que gy toma o valor 0. Esta fun¢io é também diferencidvel, exceto nos pontos z, e
2. Note que, como ||-]| < ||-|l; (a norma 1), g2(z,y) < %(|x—1\+|x+1\+2|y—yk\—2),
e

|y — Yrl se |z <1,
gr(@,y) < - (2.6)
lz| + |y — yx| — 1 caso contrério.

Em nossas construcoes, usamos func¢oes convexas g que sao suavizacoes de

g%, satisfazendo
0 < gr(2) < gp(2), (2.7)

para z numa regiao grande.

Podemos, agora, apresentar nosso primeiro exemplo nao trivial, a funcao f.
Ela é obtida adicionando-se & fungao do Exemplo 2 (com a, b, e € indexados por k)
a constante —ayy; € a funcao perturbacao convexa g, acima descrita, multiplicada

por uma constante positiva cy.
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Exemplo 3 Considere os parametros reais dados ay, bg, ¢k, yi € €x. Entdo, a funcado
fx € definida por

2 € R fi(2) = ar(y — yr) + be + cegr(2) + ex, (2.8)
onde a fungdo convexa g, : R* — R satisfaz (2.7) com gp dada por (2.5). O

Para nos familiarizarmos com a funcao fi, que serd usada constantemente,

considere dois casos particulares com gy = gp.

e Se g; = 0, temos o Exemplo 1 com uma perturbagao adicionada cxgl(-). Con-
sidere ¢, positiva, mas suficientemente pequena tal que o problema (2.2) tenha
suas solugdes no eixo Oz. Vemos, facilmente, usando (2.4), que para qualquer
y >0, x(y) = {0} se y # yx, e x(yx) = [—1, +1]. A trajetéria central é a cruz

da imagem esquerda da Figura 2.1.

e Suponha, agora, que ¢, é nao nulo, mas pequeno em médulo, digamos |eg| < ¢k.
Para y # yg, * — fr(z,y) é estritamente convexa com conjuntos de nivel
compactos, assim x(y) é um dnico ponto. Suponha agora que y = y,. Observe

que

K(zp3—€) = ok — e,
fulzisel) = ex
w5 —e') = —er,
fi(z5e) = o +e

Portanto, a desigualdade [ex| < ¢ implica que x(yx) = {1} se e, > 0 e
X(yx) = {+1} se ex < 0. A trajetdria central é perturbada para o lado, como
na imagem da direita da Figura 2.1: a trajetdria desvia para a esquerda ou

para a direita respectivamente se &, > 0 ou g, < 0.

Os principais exemplos deste capitulo sao construidos com uma infinidade de
copias da funcao fi, definida no Exemplo 3, com vérias coordenadas ¥y e coeficientes

ag, bg, cx, € €. Essas fungoes sdo tangentes a uma funcdo suporte (z,y) € R X
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y=0 y=0
0 0

Figura 2.1: Trajetdria central para o Exemplo 3 com g = g e &, = 0 (esquerda)
ou g > 0 (direita).

[—0.5,1] — 9(y), onde ¢ : [-0.5,1] — R tem as seguintes propriedades:

¥ é continuamente diferencidvel,

w(y) = Oa para y € [_057 0]7 (29)
y € [0,1] — ¢ (y) é estritamente convexa.

Claramente, essas propriedades implicam que ¥(y) > 0 e 9'(y) > 0 para todo
y € (0,1]. As fungoes fr sdo tangentes a uma funcdo suporte ¢ no sentido de que os
coeficientes ay e by sao escolhidos usando a inclinacao e o valor de 1 em y;, como

abaixo:
e =275 ap='(y), e by =v(yk) (2.10)

A partir das hipdteses (2.9) feitas para 1, as sequéncias {yx}, {ar}, e {bx} so

positivas, decrescentes e convergem para zero quando k — oo.

Temos ainda alguma liberdade na determinagao de cada fi, devido aos
parametros nao especificados ¢, > 0, ¢, e a funcao gx. Os parametros c; e &g
serao fixados para controlar a sobreposicao de duas funcgoes consecutivas fr e fr_1
e dar propriedades particulares a trajetéria central, enquanto a fungao g, sera uma

modificacio apropriada de g) para fornecer propriedades de suavidade.

O controle fino da funcao objetivo nos préximos exemplos precisa ser feito

somente num retangulo fechado de R? definido por

Q={(z,y) eR?||z| <15, —05<y<1}. (2.11)
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Por exemplo, resultados de suavidade serao provados, somente, para pontos em
). Essas propriedades podem facilmente ser estendidas a todo espaco R?, por um
procedimento mostrado na Secao 2.7. Prestaremos atencao nas propriedades par-

ticulares satisfeitas nas faixas horizontais de €2, definidas para £k = 1,2,... por
Q= {(z,y) € Q| y € [y, yo—1]}- (2.12)

Nosso principal objetivo agora é definir os parametros de perturbacao ¢ e
€x. Vamos examinar duas fungoes consecutivas fr_; e fx, para algum indice k£ > 1
(veja Figura 2.2).

Queremos que as fungoes fr_1 e fr se “cruzem” na faixa {2, com uma folga
positiva 7 em yi e yx_1 entre os modelos linearizados (veja Figura 2.2). A folga ry

deve satisfazer

IN

b — (bk—1 + ar—1(Yk — Yk—1)) ,
e < b1 — (bk + ar(Yk—1 — Uk)) -

Tk

Essas desigualdades sao compativeis com a positividade de 7, pois os lados direitos
sdo positivos devido a convexidade estrita de 1 em [0,1]. Nossa escolha para 7y,
k>1,é:

1.
Ty = 5 min {br — (bk—1+ar—1(Ye—yr-1)) , br—1 — (bxtar(ye-1—yx))} - (2.13)

Portanto, {ry} é positivo e tende para zero quando k — co. Agora, consid-

eramos para k > 0 (para iniciar a indugao, considere ry = 400 € £_1 = +00):

1
cp = 1 min{r, rx11} para todo k (2.14)

ou ¢, = 0 para todo k
(2.15)
ou & = (—1)*|ex| para todo k, com 0 < |gx| < min{c/4, |ex_1|}-
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f1 A0y )

Figura 2.2: Escolha dos coeficientes da funcao fy.

Portanto, ou a sequéncia {|ex|} é identicamente nula, ou é positiva e ndo crescente.
Note que 7, < bg_1/2. Entao rpq < bg/2 e

(=

Ck Tk+1
< =< —
lexl < 7 = g

; (2.16)

k
5
Podemos, agora, especificar nosso quarto exemplo de fungao objetivo.

Exemplo 4 Seja ¢ : [-0.5,1] — R uma fungio satisfazendo (2.9) e considere as
funcoes fi, k € N, definidas como no Exemplo 3, com ¥ e os coeficientes ay, b, ¢, €k
satisfazendo (2.10) e (2.13)(2.15). As fungbes convexas g ndo estdo especificadas,
mas devem satisfazer (2.7) em 2. A funcdo objetivo F' é entao definida para z € Q

por

F(z) = sup fu(2). (2.17)

g

No resto desta se¢cao explicitamos algumas caracteristicas interessantes da
funcao objetivo F' introduzida no Exemplo 4, incluindo a forma de sua trajetéria
central. Comecamos com uma propriedade de sobreposicao de duas fungoes consec-

utivas fy_1 e f, o que implica que essas funcoes cruzam-se na faixa 2.
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Lema 2.1 Considere as fungoes fr e os parametros r como no Exemplo 4. Entao,
para k > 1 e (z,y) € Q:

fkf1($,y)
fe(z,y)

Je(@,y) — e se Yy <Y

(2.18)
Je1(z,y) — 1% se Y2 Yp1-

<
<

Prova. Considere (z,y) € Q, comy < yi. Como gx_1 < gp |, |z] <1.5e|y—yp_1| <
1.5, (2.6) nos da gx_1(z) <2, e

fe1(z,y) < ap1(y — Yr—1) +be—1 + 2,1 + 1.5 g1l (2.19)
Por outro lado,

fe(z,y)

v

ar(y — Yx) + bk — |ex] 7|
ak—1(y — Yr) + b — 1.5 |eg], (2.20)

v

pois ar < ax_1, ¥ < Yy € gr(+) > 0. Agrupando (2.19) e (2.20):

fk(xay) - fk*l(xay)
> ap—1(Yk—1 — Yk) + bk — bp—1 — 2¢k—1 — 1.5 |eg| — 1.5 |eg_q].

Temos que |ex| < [ex—1| < & e ¢g—1 < 7. Entdo, usando (2.13),

1

3
fr(z,y) — fimi(z,y) > 27 — 5Tk~ 16T > 7.

Isto completa a prova da primeira desigualdade de (2.18). A prova da segunda

desigualdade é similar. O

Observe que o Lema 2.1 implica que em (2

f<h<faL. .. < fra para y < yr_1
e > fot1 > fope > o para y > y.

Lema 2.2 Considere as fungées fy, e F' definidas como no Exemplo4 e z = (z,y) € €.
Entao limy_, fr(2) = 0. Além disso:

(1) F(z,y) =0, sey <0;

(17) F(z) = max{fr_1(2), fr(2)}, se z € Q;
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(1it) F(x,yx) = fr(z,yx), se (x,yx) € Q.

Prova. Considere z = (z,y) € Q. Entao limg_, fr(2) = 0, pois g satisfaz (2.7) em
Q, ¢g? ¢ limitada por 2 em 2, e todos os coeficientes de f; convergem para 0.

(i) Se y < 0, pelo Lema 2.1, fx(z) cresce com k. Entao
F(z) = sup fi(z) = lim fi(z) = 0.
k k—o00
(ii) e (iii) seguem imediatamente do Lema 2.1. O

Lema 2.3 A funcdo objetivo F' definida no Exemplo 4 € convexa e continua em €.

Considere k > 1 e suponha que gy, = gY. Entdo

—-1,1 =0
arg min F(z,y;) = =1, 1] ek =" - (2.21)
z|<1.5 {(=1)**1} caso contrdrio.

Além disso, para y € (Yr, Yr—1), argming, o, 5 F'(x,y) € reduzido a um dnico ponto.

Este ponto € x =0 quando e = g,_1 = 0.

Prova. A funcao F' é claramente convexa, pois é o supremo de fungoes convexas
fr- Por outro lado, as fungoes fy sdo limitadas em Q (por 1.5ag + by +2¢+ 1.5¢,
onde ¢ é um limitante para {c}), entdo F também é. Sendo uma func¢éo convexa
limitada, F' é continua.

Quando g = ¢Y e y = yg, podemos usar as propriedades da fungao f; dadas
depois do Exemplo 3 (note que |ex| < ¢x). Se e = 0, x(yx) = [-1,+1]; se g > 0,
X(ye) = {—1}; e se e < 0, x(yx) = {+1}. Isto nos leva a férmula (2.21).

Considere agora o caso quando gx = g2 e y € (Yg, Yx_1)- Se ex = ;1 = 0,
fe(-;y) e fe—1(-,y) sdo ambas minimizadas em z = 0, entdo F(-,y) é também. Se
ex # 0, como F(-,y) é estritamente convexa (maximo de duas fungdes estritamente

convexas), ela tem, ainda, um tinico minimizador em algum z € (—1.5,1.5). O

Teorema 2.4 Suponha que gr, = gp no Ezemplo 4. Entdo a trajetdria y € (0,1] —
x(y) satisfaz as sequintes propriedades:
(¢) Os pontos z; = (=1,27%) para k par e z = (1,27%) para k impar pertencem

a trajetoria.
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(i¢) Se e, = 0 para todo k € N, entdo os segmentos de reta [z, , 2 | pertencem a
trajetoria.

(i17) Para qualquer y € (0,1] tal que y # 27% para todo k € N, x(y) é um tinico
ponto.

(iv) Se €x # 0 para todo k € N, entdo x(-) € uma curva continua.

Prova. Os itens (i) a (i) seguem diretamente do Lema 2.3. Vamos provar (iv).

A transformagao y € (0, 1] — x(y) é semi-continua superior (no sentido de
Rockafellar e Wets [71, Section 5.B]) por causa do seguinte: se y — 5 > 0 e algum
zy € x(y) — z, entdo z € x(y), como podemos ver tomando o limite quando z, — &
na desigualdade F'(z,,y) < F(z,y) para todo z tal que |z| < 1.5.

Agora, se ¢ # 0 para todo k € N, entao o Lema 2.3 implica que x(y) é um
tinico ponto. Isto e os fatos de que a trajetéria estd no conjunto limitado Q e x(-) é
semi-continua superior implicam que y — x(y) é uma curva continua, completando

a prova. ]

A partir deste teorema podemos reconhecer o comportamento da trajetoria,
como mostra a Figura 2.3: se ¢, = 0, entao a trajetéria se parece com uma antena
de TV com uma infinidade de ramos (figura da esquerda). Se €, # 0, entdo a curva
é continua e visita alternadamente os pontos z; , quando k é par, e z;, quando k é

impar, resultando num ziguezague com variagao infinita (figura da direita).
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Figura 2.3: Antena e ziguezague para funcdo objetivo C°.
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Este exemplo mostra que um problema convexo continuo pode gerar tra-

jetorias y — x(y) mal-comportadas. Construimos uma trajetéria que nao é uma
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curva, com X(y) alternando entre um ponto e um segmento de reta um nimero
infinito de vezes, e outra que é uma curva que faz um ziguezague com variagao
ilimitada.

As solugoes 6timas neste exemplo nao satisfazem a complementaridade estri-
ta, pois F'(z,y) = 0 se y < 0. As trajetérias centrais ndo devem mudar, entretanto,
se um termo ay, com a > 0, for adicionado a F. Entao, vale a complementaridade
estrita. Note que a forma das trajetorias centrais é compativel com o resultado
de McLinden [56], de acordo com quem, quando vale complementaridade estrita,
os pontos limites de qualquer selecao convergente de pontos centrais sao centros
analiticos do conjunto 6timo. Aqui, o centro analitico coincide com o conjunto
6timo, pois a Unica restricao é sempre ativa nas solugoes.

Neste exemplo, F' é convexa mas ndo suave. As trajetdrias centrais obtidas
nao sao curvas suaves. As Secoes 2.5 e 2.6 serao dedicadas a obtencao de trajetdrias
similares para problemas suaves. Mas antes disto, estabelecemos algumas ferramen-

tas técnicas que serao uteis na suavizacao da funcao F' do Exemplo 4.

2.4 Suavizacao do maximo de duas funcoes

Esta é uma secao auto-contida em que mostramos como suavizar o maximo
de duas funcgoes convexas, com valores reais. Esta operacao serd necessaria nas
proximas secoes para gerar exemplos com fungoes objetivo suaves similares as do
Exemplo 4.

Considere duas funcées fi, fo : R* — R, ambas convexas de classe C'?, onde

g é um inteiro ndo negativo ou ¢ = co. O maximo de f; e fo é denotado por fi4z:

2 € R" = fra(2) = max{fi(z), f2(2)}.

Em geral, esta funcao é somente continua, mas pode ser suavizada de uma maneira
simples, arredondando suas emendas, sem mudar longe delas. Como, para t; e 5 €
R, max{t;, {2} = 5(t1+1t2+|t1 —t2]), a fungio-max pode ser suavizada introduzindo
uma aproximacao suave do valor absoluto. Isto é explicado abaixo.
Considere ¢ : R — R uma funcao convexa de classe C'?, com a seguinte
propriedade:
o(w) = |w|, para|w| > 1. (2.22)
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Um exemplo de tal funcdo é dado na imagem da esquerda da Figura 2.4, e a con-
strucdo concreta é detalhada mais adiante.

A fungao ¢ é uma aproximagao C'? da fungao valor absoluto que nao a
modifica para |w| > 1. Serd necessirio fazer esta aproximag¢ao mais e mais precisa.
Considere 7 > 0 um escalar medindo a precisao da aproximacao, que aumenta

quando r — 0, e considere a funcao convexa ¢, : R — R definida por

or(w) =1 (E) , para todo w € R. (2.23)
r

De fato ¢, é convexa e ¢,(w) = |w| para |w| > r. Segue da convexidade de ¢, que,
para qualquer w e w' € R:
w| < ¢r(w) < @r(w') + [w—w'l. (2.24)
Dado r > 0, introduzimos uma funcao M, : R? — R

1
Mr(tl, tz) = §(t1 + t2 + QDr(tl - tz)), (2.25)

que é uma versao suave da funcdo-max. E portanto natural aproximar a funcao

fmae POr (veja a imagem da direita na Figura 2.4):

2z €R" = f(2) = M, (f1(2), f2(2)). (2.26)

0 0

Figura 2.4: Suavizacao da funcao valor absoluto e do mdximo de duas fungoes
convexas.

O préximo lema mostra que M, é convexa e crescente, enquanto o Lema 2.6

mostra em que sentido a fungdo f definida por (2.26) é uma suaviza¢io convexa da
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func¢do méximo.

Lema 2.5 A funcio M, definida por (2.25) é convezra e crescente: se t; < t| e
ty < ty, entdo M, (t1, 1) < M, (t,,1)).

Prova. A convexidade de M, segue da convexidade de ,. Para a monotocidade,
usamos (2.24):

1
Mt = S+ b+l —1)
1
> 5(75'1 +ty + oty — t2) — (1) — ty) — (t1 — 12)])
1
> 5(771 +ty + or(ts — t2) — (B — t1) — (t5 — t2))
== Mr(tl,tz).

0

Lema 2.6 Considere fi e fo duas funcoes convexas de classe C1, com 0 < g < o0, €
fmae = max{fi, fo}. Considere a fun¢dio f definida por (2.26), onde M, é construida
como acima, com a funcdo ¢ de classe C1. Entdo
(1) f € conveza,
(it) f € de classe C1,
(1i1) z € R, |f1(2) — fo(2)| > 7 = f(2) = frnaz(2),
(1) para todo z € R", frae(2) < f(2) < finae(2) +7/2.
Prova. (i) A convexidade de f segue da convexidade de f; e f» e da convexidade e
monotonicidade de M, proveniente do Lema 2.5.
(ii) Isto segue do fato que fi, fa, @, ¢, € M, sdo todas de classe CY.
(iii) Considere z € R" e Af = f1(2) — f2(2). Se |Af| > r, entao da defini¢ao
de @, temos que ¢, (Af) = |Af|. Entao

1) = 5 (1) + £2(2) + 1(2) = ol)) = Fas2)

(iv) Por (2.24) com w' =0 e w € R, |w| < ¢.(w) < |w|+ r. Entdo, de
acordo com (2.26):

(fi(z) + fo(2) + [Af] +7),

N~

%(fl(z) + fo(2) +[Af]) < f2) <

que prova (iv). O
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2.4.1 Exemplos de funcoes de suavizacao

Agora discutiremos a construcao de uma classe de fungoes de suavizacao,
integrando duas vezes uma funcao densidade de probabilidade. Esta técnica de
suavizac¢ao é proposta por Chen e Mangasarian em [15, 16]. Comegamos com uma

fungao densidade de probabilidade w € R — o(w) € R com suporte compacto:

o(w) >0, / N o(w)dw =1 e o(w) =0, para w ¢ (0,1).

—00

Defina ¢ integrando o duas vezes:

wERi—)@(w):/_i/_;J(T)det.

Considere ¢ = 1 — ¢(1). Como ¢@'(w) = 0 para w < 0 e ¢'(w) < 1 para todo
w € [0,1], entdo @(1) < 1 ec > 0. A funcdo de suavizacdo ¢ : R - R é a

simetrizacao de ¢, definida por

p(w) = @(jw|) +c. (2.27)
Esta fungio é convexa e satisfaz (2.22). Sua suavidade depende de o.

Fornecemos agora dois exemplos.

Exemplo de suavizagao C'.

O primeiro exemplo é baseado na func¢ao pulso definida abaixo e serd usado

a(w)z{ 1 sew€[0,1],

0 caso contrario.

na Secao 2.5:

Integrando duas vezes esta funcao pulso, obtemos uma funcao de suavizagao contin-

uamente diferencigvel

1,.2 1

Lw? + 1 e [~1,1],

pw)=q 2 Fa e r el (228)
lw| caso contrario.

Exemplo de suavizacao C'*°.
O segundo exemplo, que serd usado na Sec¢ao 2.6, ¢ uma funcao de suavizacao

de classe C'* mas nao analitica. Para obté-la, considere inicialmente um exemplo
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. Fungao densidade .. Integral segunda .. Fungao suavizagao
1 4 1t d 1k i

o5l {1 os} 1 osh 1
R o 1 2 R o 1 2 Sl— o -

Figura 2.5: Funcdo de suavizacio obtida pela dupla integracao da fungao pulso.

cldssico de uma fun¢io nao analitica de classe C* (veja [27, pag. 51]) definida por

—1/w? >0
weRm hw) =4 © ew = (2.29)
0 se w < 0.

Para w # 0 e ¢ € N, as derivadas de ordem ¢ de 0, 69 (w), podem ser computadas
por calculos elementares. Para w < 0, 89 (w) = 0; enquanto para w > 0, 09 (w) é

1

um polinémio de grau 3¢ em w™', vezes #(w). Sabe-se que

1
lim —f(w) =0, VpeN, (2.30)

w—0 WP

assim 69 (0) = 0, para qualquer ¢ € N. Agora, definimos
we€R— o(w) = LO(w)d(1 —w), (2.31)

onde § > 0 é tal que fj;o o(w)dw = 1. A funcdo assim definida é uma fungao
densidade de probabilidade, com derivadas de qualquer ordem nulas fora de [0, 1].
Finalmente, a funcao de suavizagao nao analitica ¢ de classe C'*° é obtida pela dupla

integracao desta funcao densidade.
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2.5 Exemplos continuamente diferenciaveis

Nossa tarefa agora é suavizar a funcao objetivo F' introduzida no Exemplo
4, sem modificar o padrao da trajetéria central obtida para e, = 0 (antena) e g # 0
(ziguezague). Uma andlise da construcio de F' mostra que, para atingir este objetivo,
é necessario suavizar as fung¢oes elementares f; introduzidas em (2.8), que por sua
vez requerem a suavizagao de gy e do operador “sup” que aparece em (2.17).

Enquanto suavizar gy é muito facil, suavizar o operador sup requer o uso dos
resultados da secao anterior. Comecamos mostrando como efetuar essas operagoes
de suavizacdo e apresentamos o Exemplo 5, em que a trajetoria central exibe os
padrdes de antena e ziguezague. Mas o ziguezague é ainda uma curva nao suave.

Entao, melhoramos a suavizagao para obter um exemplo CY com ¢ > 1:
novamente temos trajetdrias centrais com o mesmo padrao, mas agora o ziguezague

é (¢ — 1) vezes diferencidvel.

2.5.1 Um exemplo de classe C!

Suavizagdo de gj.

Vamos considerar, inicialmente, a suavizacao das fungoes elementares fy.
Para isso, construimos g na férmula (2.8) como uma aproximagcao suave da funcdo
continua g) dada por (2.5). Uma andlise da Segio 2.3 nos mostra que os lemas en-
volvendo g permanecem verdadeiros se esta funcao toma valores nao negativos nao
excedendo aqueles de g (veja condi¢do (2.7)). Em outras palavras, esta operagio
de suavizagao precisa ser feita a partir de baixo, decrescendo gy. A razdo é que,
para € = 0, o segmento horizontal da trajetéria central permanecera central, en-
quanto que, para € # 0, a trajetéria central fard voltas ainda maiores. Portanto, o
comportamento padrao das trajetérias centrais anteriores serd preservado.

Para este exemplo, definimos g5 : @ — R, para k € Ne z = (z,y) € , por

ar(2) = = (2(2))". (2.32)

e~ =

Lema 2.7 A funcio gx definida por (2.32), com gy dada em (2.5), é conveza, con-

tinuamente diferencidvel e satisfaz (2.7) em €.

Prova. A fungao g) é convexa e toma valores nao negativos, e t € Ry > t2/4 ¢

convexa e crescente. Portanto, g, é convexa.
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Por outro lado, gj) ¢ de classe C™ perto de qualquer z € Q\{z, z; }. Entéo,
o mesmo ¢ verdadeiro para g. Analisamos agora a suavidade de g, em 2, saben-
do que o argumento é andlogo em z;. A funcdo g é diferencidvel em 2} se seu
subdiferencial é reduzido a um tnico ponto (veja [41, Secao VI.2.1]). De [41, teo-
rema VI.6.3.1], sabemos que 69(2,‘:) é a envoltoria convexa do conjunto dos limites
de sequéncias convergentes Vg(z/) para 2/ — 2z, 27 ¢ {z,,2}. Considere uma
sequéncia (z7) C Q. Temos que Vgi(27) = g9(27)Vgp(z?). Como ||[Vgp(z7)|| ¢ limi-
tada por 1 e gp(z7) — 0, deduzimos que lim;,»Vgi(z?) = 0. Entao dgx(z;") = {0}.
A diferenciabilidade continua de gy segue de um resultado de andlise convexa con-
hecido (veja [41, observagao V1.2.2.6]). Para concluir, note que g satisfaz (2.7) em
Q, pois para (2.6), g2(z) < 2 naquele conjunto. O

Agora descreveremos nosso quinto exemplo.
Exemplo 5 A fungao F': 2 — R é feita a partir dos seguintes ingredientes.

e A fungao suporte 1 : [—0.5,1] — R é definida para y € [—0.5, 1] por

P(y) = = (max{0,y})”. (2.33)

N —

As condigbes em (2.9) sdo satisfeitas.

e Para k € N, g; é uma fungao definida por (2.32), onde g} é dada por (2.5). De
acordo com o Lema 2.7, gy ¢ uma fun¢io convexa C' satisfazendo (2.7).

e As fungdes elementares f, k € N, sdo entdo definidas por (2.8) (como no
Exemplo 3), com coordenadas y; e coeficientes ay, b, ¢ € € satisfazendo
(2.10) e (2.13)—(2.15).

e A fungao de suavizagdo ¢ é dada por (2.28).
A funcao objetivo F' é agora construida por um processo recorrente.
e Considere Fy(z) = fo(z), para todo z € Q.

e Para k=1,2,..., considere
Fy(2) = My, (fi(2), Fr-1(2)), para todo z € €, (2.34)

onde 7y ¢ definido por (2.13), e M,, é definida por (2.23) e (2.25).
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Entao F' é obtida como o limite pontual das fungoes F:

F(z) = lim Fi,(z), Vze. (2.35)

k—00

0

O préximo lema da algumas propriedades elementares das fungoes Fy e F'.
Denotamos por intQ = {(z,y) € R? : |z| < 1.5, —0.5 < y < 1} o interior do

conjunto €.

Lema 2.8 Considere k € N. A funcao F, definida no Fxemplo 5 é convexa e
continuamente diferencidvel em int Q). Além disso:
(i) F(2) = Fyyi(2), sei € Nez=(z,y) € Q comy > yg;
(1) Fiu(z) = fu(z), se z = (z,y) € QL ey <yp;
(7ii) F(2) =0, se z=(z,y) € Q ey <0
) F(z) = Fi(2) = My, (fi(2), fo—1(2)), se z € Q.

(1w

Prova. Convexidade e diferenciabilidade sao provadas por indugao. De acordo com
(2.8) e 0 Lema 2.7, Fy = f, é convexa e C'. Suponha agora que k > 1 e que F;_;
seja convexa e Ct. Como f; é convexa e C! (como fy), entdo (2.34), o fato que ¢ é
C! e 0 Lema 2.6 mostram que F} é também convexa e C*.

(i) Do Lema 2.6(iv) e defini¢do (2.34) temos que Fy > fi. Para z € Q com
Y > Yk, 0 Lema 2.1 nos déd

Fy(2) 2 fe(2) > feq1(2) + rpqa-

Com base no Lema 2.6(iii) e definicdo (2.34) temos Fi11(2) = Fi(%).

Para o mesmo z € (), temos que y > yr > yg+1, assim o resultado que
acabamos de provar mostra que Fy.9(z) = Fyy1(2) = Fy(z). Por indugao, Fi,;(z) =
Fy(z), para qualquer i € N. A defini¢do (2.35) de F' agora nos conduz ao resultado.

(ii) Provamos por indugdo. Por defini¢do, Fy = fy. Suponha agora que (ii)
vale para k — 1, com k£ > 1, e considere z € () tal que y < y,. Por inducao e pelo
Lema 2.1:

Fr1(2) = fu1(2) < fu(z) — 7%

Entéo, de acordo com o Lema 2.6(iii) e a defini¢do (2.34), temos que Fi(z) = fr(2)-
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(iii) Para z = (z,y) € Q com y < 0, F(z) = lim Fi(z) [por (2.35)] =
lim fi(z) [pelo item (ii)] = 0 [pelo Lema 2.2].
(iv) Considere z € €. Entao y € [yk, yk—1]. Pelo item (ii) e y < ye1,

Fy_1(2) = fr-1(2), assim a definigao (2.34) nos leva a

Fi(2) = My, (fi(2), fi-1(2))-
Por outro lado, F'(z) = Fi(2) pelo item (i). O

O lema acima mostra que a construcao recorrente nao é de fato necessaria.
A fungado F pode ser definida simplesmente aplicando-se (iv) para £ € N. Denote
por f = sup,en/r @ funcao objetivo do Exemplo 4, com os dados do Exemplo 5.

Entao os Lemas 2.8(iv) e 2.6(iv) garantem que

f(z) < F(2) < f(2) +71/2, paraz € Q. (2.36)

Isto mostra que a funcao F' é uma suavizacdo de f. O processo de suavizacdo
arredonda as emendas em cada faixa (), mas a suavizacao de cada emenda nao

afeta as demais.

Lema 2.9 A funcdo F construida no Exemplo 5 é convexa e continuamente difer-

encidvel em int ).

Prova. Sabemos do Lema 2.8(iii) que F(z,y) = 0 se y < 0. Entdo F' é convexa e
Clem Q_ ={(z,y) €intQ |y < 0}.

Vamos mostrar agora que F' é convexa e C' em Q, = {(z,y) € intQ |y >
0}. Considere £k € N. Pelo Lema 2.8, F(z) = Fi(z) no conjunto aberto Oy =
{(z,y) € intQ | y > yx}, assim F' é convexa e suave neste conjunto. Como k é
arbitrario e ), = UgenOyg, F' € convexa e suave em ().

Note que F é continua em Q. De fato, pelos Lemas 2.2 e 2.3, f se anula
em € e é continua em (2, assim (2.36) implica na continuidade de F' em qualquer
ponto (x,0) € . Para mostrar a convexidade de F', considere dois pontos z € Q_ e
z' € Qy, e um escalar t € [0,1]. Como F' se anula em ), é suficiente mostrar que
F((1-t)z +t') < tF(%'). Esta desigualdade claramente vale se (1—t)z +t2' € Q_,
pois entdo o lado esquerdo se anula e F(z') > 0 (use (2.36) e a ndo negatividade

de f em Q). Caso contrério, considere 2 o ponto em [z, 2'] tal que (2")7e? = 0.



Exemplos de trajetorias centrais mal comportadas 56

Entéo (1—t)z + tz' = (1—t')2" + t'2' para algum ¢’ € [0,¢]. Como F é nio negativa
e convexa no fecho de Q, [41, proposigdo IV.1.2.6] e F(z") = 0, deduzimos que
F(1-t)z+1t2) = F((1-t")" +t'2") <t'F(¢) < tF(#).

Temos ainda que provar que F' é C' em um ponto arbitrdrio z = (z,0),
com —1.5 < z < 1.5. Para tanto é suficiente mostrar que 0F(z) = {0}. Considere
d € 0F(z). Ao longo de qualquer dire¢do h = (hq, hy), tal que hy < 0, temos que
F'(z,h) =0, por que F se anula no fecho de 2 . Para h = (0,—-1), 0 = F'(z,h) >
§'"h = —6,. Entdo 6, > 0. Para h = (£1,0), 0 = F'(z,h) > 6"h = +4,. Entao

91 = 0. Concluimos que § = (0, d2), com &5 > 0. Pela convexidade,
F(z,yp) > F'((,0); (0, yx)) > 2 Y- (2.37)

De acordo com o Lema 2.8, F(x,yr) = fi(z,yx) < bx + ckgr(x,yx) + 1.5]ex|- De
(2.16) e do fato que gi(z,yx) < 0.5, segue imediatamente que F(z,y;) < 2by = y3.
Entéo, o limite em (2.37) implica que § = 0. O

O Lema 2.9 mostra que a funcao F' construida no Exemplo 5 é realmente
convexa e suave. Vamos examinar sua trajetoria central.

Para €, = 0, o padrao da antena da trajetéria central é preservado, como
no exemplo 4. Isto é essencialmente uma consequéncia do Lema 2.8. De fato,
cada segmento [z, ,z; | pertence & trajetdria central, porque F(z) = fix(z) quando
z = (z,yx) € Q. Paray € (yx,yx—1), sabemos que ambas fx(-,y) e fr—1(-,y) sdo
unicamente minimizadas em z = 0. Entao, isto é também o caso para F(-,y) =
M, (fe(-yy), fi-1(-,y)), pela propriedade de monotocidade de M,, (Lema 2.5).

Considere agora o caso quando g # 0 é computado como em (2.15). Para
v € (Y, Yx—1), F (-, y) tem um tnico minimizador (pelas mesmas razdes acima). Para

Y=Yk, F(,yx) = fr(-, yx), e um célculo facil usando (2.8) e (2.32) nos fornece

argmin F(z,y;) = {(=1)*"' (1 +73,)},
z€R
onde 0 < 7, = 2|gg|/cx < 0.5. Como no Exemplo 4, a trajetéria central é uma
curva continua (para y > 0) formando um ziguezague, no entanto, com voltas ainda
maiores.
As trajetérias centrais em forma de antena e ziguezague para a funcao ob-

jetivo C! do exemplo 5 sdao apresentadas na Figura 2.6 (o ziguezague é a curva
g g g
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tracejada).
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Figura 2.6: Trajetdria central em ziguezague para funcoes objetivo C! e C2.

2.5.2 Um exemplo de classe C? com g > 1

E f4cil modificar os ingredientes que determinam a funcao F' no Exemplo 5
para obter uma funcao objetivo mais suave. Considere ¢ > 2 um inteiro que especi-
fica o grau de suavidade desejado (¢ = 1 no Exemplo 5). As modificagoes a serem

feitas sdo as seguintes. Primeiro, em vez de definir g5 por (2.32), considere

9k (2) = (@)QH, para z € (. (2.38)

A fungao suporte 9 : [—0.5,1] — R em (2.33) é agora definida por

1 g+1
P(y) = | (max {0,y})*", paray € [-0.5,1], (2.39)

e a funcao de suavizagdo ¢ : R — R, em (2.28) é agora obtida como na Segao 2.4.1,

comecando com a funcao densidade de probabilidade

o (w) = { Oﬁwq_ (1—w)"' sew€][0,1], (2.40)

caso contrario,

onde 3 > 0 ¢ tal que [ o(w)dw = 1. Pode-se mostrar, usando argumentos andlogos
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aqueles das Secoes 2.5 e 2.6 que, com essas modificagoes, a funcao objetivo no

Exemplo 5 é convexa e de classe C'7.

Suavidade da trajetéria central.
O préximo lema da condigoes que garantem a suavidade da trajetoria central
em ziguezague. A trajetéria correspondente & funcio objetivo C?, obtida com g = 2

nos dados acima, é a curva cheia na Figura 2.6.

Lema 2.10 Considere o Exemplo 5, em que gy = v o gy, onde v : R — R € duas
vezes diferencidvel e satisfaz 7' (0) = 0, assim como ¥'(t) > 0 e v"(t) > 0 quando
t > 0. Suponha também que a fungao de suavizacdo ¢ é duplamente diferencidvel e
que a funcdo objetivo F' € convexa e de classe C1, com q > 2. Entao, a trajetoria

central em ziguezague é uma funcao de classe C1~t de y > 0.

Prova. A trajetéria central é definida por (2.4), onde x pode assumir a priori
multivalores. Como F' é convexa e diferencidvel, um ponto z = (z,y) estd na

trajetoria central se, e somente se, ele satisfaz a condi¢ao de otimalidade
V.F(z,y) =0.

Queremos mostrar que x ¢ injetora e é de classe C9~!. Como VF é C97!, isto é uma
consequéncia clara do teorema da fun¢io implicita se V2, F(z,y) é ndo nula ao longo
da trajetéria central em ziguezague. De fato, vamos mostrar que V2 F(z,y) > 0, o
que concluird a prova.

Considere z = (z,y), com y > 0, um ponto arbitrario na trajetéria central

em ziguezague. Observe que quando g, > 0:
F'(z;;—€') = filzgs—€') = ' (0)(g2) (25 —€') —ex = —ex < 0.

Analogamente, quando ¢, < 0: F'(z;e') = ¢, < 0. Portanto, z ¢ [z ,%],
g)(z) > 0, e g)é C™ em torno de z.
Vamos mostrar que V2_fi(z) > 0 ou, equivalentemente, como ¢ > 0, que

V2,gr(z) > 0. Pelas hipéteses e pela suavidade de g em torno de z:

V2,96(2) = 7'(90(2) V2,02(2) + 7" (92(2)) (Vag2(2))”.

Como g)(z) > 0, temos que 7'(g2(z)) > 0 e v"(g2(z)) > 0. Também, como
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z¢{zk_,2,j}

1 x+1 x—1
V.d%(2) = = .
9 (7) 2<||z—zk|| ||z—z;:||>

Esta derivada se anula somente se x = 0. Por outro lado, para z = 0:

N2
V2l = AL
KO = Ty = P

Esta quantidade se anula somente se y = y;. Como (0, yx) ndo estd na trajetéria
central em ziguezague, deduzimos que V2, gx(z) > 0, entdao V2, fr(z) > 0.

Se y = yi, F(2) = fr(z) e V2, F(z,y) = V2, fe(z) > 0.

Suponha agora que y € (yx, yx—1)- Entéo, de acordo com o Lema 2.8(iv),

F(2) = Moy (fu(2), fir(2)) = 5 (+(2) + Fia() + 00, () = finr(2))).

Portanto,

V2F@y) = o([1+ 6l (k) = fir ()] V(o) +
(1= @, (u(2) = fer(2))| VoS (2) +
(i) fimr()[Vafi(2) — Vafima(2)] ).

Pela construgao de ¢ em (2.22), |¢.L(t)] < 1 para qualquer t € R. Entao, os trés
termos no parentéses principal acima sao todos nao negativos. Por outro lado,
mostramos que V2, fi(z) > 0 e V2 fr 1(z) > 0, e como os fatores dessas duas

quantidades ndo podem se anular, deduzimos que VZ_F(z,y) > 0. O

2.6 Um exemplo de classe C*

Esta secao é razoavelmente técnica, mas resolve nossa ultima questao: con-
struir um exemplo infinitamente suave. A construcao é similar a desenvolvida na
secdo anterior, mas agora todas as funcdes envolvidas na construcao e suavizacao de
F' devem ser de classe C*°. Novamente nés obtemos trajetérias em forma de antena e

ziguezague, mas a trajetoria em ziguezague é uma curva infinitamente diferenciavel.
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Exemplo 6 A funcao F' : {2 — R é construida da mesma maneira que no Exemplo 5,

com as seguintes modificacoes.

e A fungao suporte 1 : [—0.5,1] — R é agora definida para y € [—0.5, 1] por

Y
Py) =10 (5) ) (2.41)
onde 6 é a funcdo C* dada em (2.29).

e As funcgoes perturbacdes g : 2 — R, para k£ € N, sao agora obtidas pela

suavizacdo com 6 das fungoes gp definidas em (2.5): para z = (z,y) € Q,

1

n(e) =g =0 (able) ) .42

e A funcao suavizagao ¢ é agora a funcao C'™ dada no final da Secao 2.4, usando
a funcao 6 e a funcao densidade de probabilidade definidas por (2.31).
O

Vamos motivar as escolhas feitas no Exemplo 6. E facil verificar (calculando
derivadas segundas) que 6 é estritamente convexa em (0, \/%) Portanto, a fungao
suporte v satisfaz as condigoes em (2.9). Por outro lado, sabemos por (2.6) que,
para z € Q, 0 < g)(z) < 2. Entdo, gi° é convexa em €, como uma composi¢ao de
uma func¢ao convexa nao decrescente e uma funcao convexa. Também é ficil verificar
que, para w > 0, 0 < f(w) < w. Entéo, para z € , temos que 0 < g2°(z) < gP(2) e
(2.7) é satisfeita.

Nosso principal trabalho nessa secao é provar que F' é de classe C* (sua
convexidade e o comportamento das trajetérias centrais sao obtidos a partir de ar-
gumentos andlogos aqueles da Secdo 2.5). Para tanto, usamos o seguinte resultado
citado por Fleming [27, pdg. 50] como um caso especial de um teorema de Whit-
ney [83].

Lema 2.11 Considere I' C RP o fecho de um conjunto aberto I'y e suponha que T’
¢ convero. Considere ¢ de classe C1 em 'y, para algum q € N, e continua em I.
Além disso, suponha que, para cada m > 0 en > 0, com m + n = q, existe uma

fungao Q_Smn continua em I tal que

_9%

Bnnl?) = G ()

para todo z € T'y.



Exemplos de trajetorias centrais mal comportadas 61

Entdo eziste uma fungdo ¢ de classe C? em RP tal que ¢(z) = ¢(2) para todo z € T.

Em particular, ¢ € de classe C?1 em I.

A grosso modo, este lema garante que, se toda derivada parcial de ordem ¢ de ¢
em ['y pode ser continuamente estendida a I', entao ¢ é de classe C? em I'.

De acordo com o Lema 2.11, temos que olhar para as derivadas parciais
das funcgées envolvidas na definicdo de F', e controlar seu comportamento perto de
possiveis pontos singulares. Entdo, faremos isto para g3, 0, g2°, fx, ¢ e finalmente
para F'.

Derivadas de gp. O préximo lema estabelece um limitante para essas derivadas.

Lema 2.12 Para todo g € N, existe uma constante positiva N, tal que, para todo

k, m,neN comm+n=gq etodoz€el com g}(z) >0, vale

Nq
(gr(z))

Prova. Quando ¢ = 0, o resultado é verdadeiro com Ny = 1. Agora vamos fixar k,

q ,0
‘% (2.43)

oxr™ oy

(z)‘ <

m, n € Ncom m+n=g>0. Para z € Q com g}(z) > 0,

P90 1 & ) o1 N
dx™oy™ (2) = 2 ((%maynnz zll =+ 8xm8y"”2 Zll)-

Calculando essas derivadas, obtemos

g2
ox™oy™

Qi) Qu()

Iz = zgIPt - Jlz =z [Pt

(2) =

onde Q;F’k (nesta sentenca, a ordem dos superindices + e — importa) é uma soma de
produtos de uma constante (dependente de m e n) vezes ¢ fatores escolhidos entre
(x+1) e (y—yx). Como |z+1|e |y— yxl sdo limitados por ||z — z||, existe uma

constante N, , independente de k tal que

g2 1 1
—5 < N, —+ )
‘axmayn(z) AN TS R TEi

Usando a desigualdade triangular e ||z, — 2, || = 2, temos que

(lz =zl + 12 = 2 + 2, =21 =2) < llz = %

N —

gr(z) =
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Analogamente, gj(z) < ||z — z;||. Disto segue que

g2 2N,
Ik < mn
dzmdyn (Z)‘ = (22)

O resultado segue com N, := max {2N,,, | m +n = ¢, m, n € N}. d

Derwadas de uma fun¢do composta. Considere a funcao composta ¢ = yon,
onde v : R - Ren: R — R sdo fun¢oes de classe C?. Considere m, n € N tais

que ¢ = m+n > 0. A derivada parcial ¢ pode ser escrita como uma soma finita da

forma s
dzmdyn (2) = ZJ: a; /9 (1(2)) Py, (2.44)
onde «; sdo inteiros, [; € {1,2,...,¢} e P; sdo produtos de [; derivadas parciais de

1 em z, com soma das ordens igual a gq.
Derivadas de 6. A derivada de ordem [ € N de 6, definida em (2.29),
calculada em w, é dada por

0(w) Py (= se w >0
00 (w) = { . it () w0 (2.45)

onde P : R — R é um polinémio de grau 3l.
Derivadas de gg°. Agora aplicamos os resultados acima para obter um
limitante para as derivadas de g¢g° definida em (2.42). O préximo lema também

mostra que g;° é de classe C*, o que estende o Lema 2.7 para o Exemplo 6.

Lema 2.13 As funcdes g;°, k > 0, sdo convezas e de classe C* em Q. Além disso,
para qualquer ¢ € N, existe uma constante positiva K, tal que, para todo k, m,

n € N com m+n = q e para todo z € €, vale

9 ) <K (2.46)
z ) .
ox™y" -1

Prova. Considere k, m, n € N fixados, ¢ = n + m. Para ¢ = 0, o fato que g9 ¢
limitado por 2 em 2 implica (2.46) com Ky = 0(2). Por outro lado gg° é claramente
continua em €. Portanto, podemos supor que ¢ > 0. Para simplificar a notacao

consideramos ¢(-) = ¢2(+)/3, entdo g* =0 o g.
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Sabemos que g é C™, exceto nos pontos z; e z;, onde ela é ndo difer-
encidvel. Portanto, gi° é C*° em todo ponto z € Q\{z; ,7}. Para mostrar sua
suavidade em z,:ct provamos que toda derivada parcial de ordem ¢ de ¢ converge
para zero quando z — z,:f e aplicamos o Lema 2.11.
Vamos calcular as derivadas de ¢gi° em um ponto z € Q\{z;, 2 }. Como

acima:

g5° (1 )
R ay Za ol ) P, (2.47)
onde o sdo inteiros, I; € {1,2,---, ¢} e P; sdo produtos de [; derivadas parciais de

g, com soma das ordens iguais a q.
Sabemos por (2.45) que, se g2(z) = 0, entdo 8%) (g(z)) = 0 para todo j,

aijngg; ~(2) = 0. Considere agora o caso quando g%(z) # 0. Entao, a partir de

(2.45), novamente

assim

00 (9(2)) = 0 (9(2)) Pu, (i) | (2.48)

9(2)
onde Py, : R — R é um polinoémio de grau 3/;. Por outro lado, cada derivada de g
satisfaz (2.43), entao
I =
N, Ng
;] < e <
=11 (9(z))x (9(2))"
onde N, := max {1, Ny,...,N,} e r; < ¢g. Combinando isto com (2.48) e (2.47)

temos

g o] 5200 Zos P (335) s =000 P (55)

onde l54q : R — R é um polindmio de grau < 4q. Mostramos que para z €
N\ {2, 2 }:

01gp°

0x™ Ay (2.49
2.49
8qg,$° QO(Z) ~ 3 L.
dxmyn (2)‘ <0 ( ks ) Py, (gg(z)) caso contrario.
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Agora vamos provar que gi° é C™ em z; (a prova é andloga em z; ). Pelo
Lema 2.11, é suficiente mostrar que
. 0lgp°
lim i(z) = 0.

Considere uma sequéncia {z;} em Q\{z, , 2 } tal que z; = z;. Entdo gy(z;) — 0 e
o limite acima segue de (2.49) e (2.30).
Temos ainda que provar (2.46). De (2.30), a funcao

R { 0(w) Py (1/w) se w > 0

sew <0

é continua e g toma seus valores no conjunto compacto [0,2]. Portanto, de (2.49),
existe uma constante positiva K, dependente somente em g, tal que para qualquer

z € Q:
09g;°

ox™oy™

(z)‘ < K,.
]

Relembramos que fy é definida por (2.8), onde gy = g;° é agora dada por
(2.42). Como gg° é convexa e de classe C* em 2 (Lema 2.13), assim é f;. A fungéo

de suavizacao ¢ também é convexa e C'°. E, entdo, possivel estender o Lema 2.8.

Lema 2.14 Para todo k € N, a funcao Fy do Exemplo 6 é conveza e de classe C*°

e todas as propriedades (i)-(iv) no Lema 2.8 valem.
Prova. A prova é analoga a do Lema 2.8. O
Para prosseguir, precisamos de um resultado técnico.

Lema 2.15 Para k suficientemente grande,

Y(Yr-1)

Tk

S
ES
L

2< <3 e

Sl
VAN
VAN

sl es

Tk

Prova. Para simplificar a notagao, considere

ar = YY) = [V (Wr-1) + ¥ (Ye—1) Wk — Yr-1)),

(2.50)
Be = U(yr—1) = [V () + ¥ (Ye) (k-1 — y)]-
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Por (2.10) e (2.13), r, = 5 min {cy, Bi}-
Vamos provar inicialmente que Sy < a, para k > 1. Como % é positiva e

crescente em (0, 1), temos a partir de (2.41):

Br < (Y1) = 0(ys)-

Agora considere (2.50) para k > 1, e use os seguintes fatos: 1(yx) > 0,
Yk — Y1 = Yk, ¥ (Y1) = V(Ur—1) /Y Y(Yr-1) = 0(yx) € yx < 1/2. Obtemos

o >V (Ye—1)Ye — V(Yp—1) = (ig - 1) O(yk) > O(y)-

Yk

Entdo 8y < ag. Consequentemente 7, = B;/2. Assim, usando novamente yx —yx_1 =
—Yk e Y(Yp) = 6_3/y’%¢(yk71), obtemos

Ty = % (Tﬁ(ykq) - @D(yk)—@b'(yk)yk)
= 3 (¢(yk—1) - (1 + %) ¢(yk))
= 3 (1 — e (1 + %)) V(Y1)

Como e3/% (14 8/y?2) é positiva e tende a zero (por (2.30)), temos para k suficien-

temente grande

Y(Yr-1) N 2

2< =
Tk 1 — e 3/% (1 + y%)
k

<3

— J

provando a primeira expressdo. Para a segunda, basta observar que, por (2.10) e
(2.41), ag—1 = ¥ (yr—1) = P (Yyr-1)/ - 0

Derivadas de fi. As primeiras derivadas em z € €2 sao

Ofx 995 Ofx

_ 99’
ox (2) = e ox dy

(Z) =aqag + Ck—(Z). (2.51)

(2) + €k e o

Suas derivadas de ordem superior para m, n, ¢ € N, tal que m +n = ¢ > 2, sao

9 fi gy’

Gy (2) = ¢ dam oy (2). (2.52)
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Lema 2.16 Considere m, n € N, tal que ¢ := m+n > 1. Para todo k > 0:

lim 2k
k—oco Qx™OY"

(2) =0, wuniformemente para z € €. (2.53)

Além disso, existe constante positiva Ry, tal que para z € Q) e k suficientemente

grande:
0 fx
oxr™moy™

0k

Tk
< —. 2.
axmay"(z) <R ( 54)

q ,.3
Yk

()

Prova. A primeira proposicdo do lema segue imediatamente das férmulas de f; e
suas derivadas (veja (2.51) e (2.52)), do limitante (2.46) obtido no Lema 2.13, e do
fato que ag, bg, ck, € €x tendem a zero.

O segundo resultado é provado examinando trés casos, dependendo dos

valores de g, m, e n.

e Caso 1: ¢ > 2. Usando (2.52), o limitante (2.46) e o fato que ambos ¢, 1 e ¢

nao excedem a 7y /4 (veja (2.14)), obtemos para qualquer k£ > 1:

0 fx ) 0" fr—1
ox™oy™ oxr™oyn

(2)| < (er + k1) K < o K,

Entao, (2.54) segue com R, = K,/2, pois y;, < 1.

e Caso 2: ¢ =m = 1. Usando (2.51), o limitante (2.46), o fato que ambos c,_1
e ¢, nao excedem a /4 e |eg| < |ep_1| < 1/16 (veja (2.16)), temos para

qualquer £ > 1:

Ofe , _ s
ox ox

Tk Tk 1
< =K1 +2g1| < — | K1+ - ).
() < ri+ 2ol < (Ki+g)

A desigualdade (2.54) segue como no caso 1.

e Caso 3: ¢ =n = 1. Usando (2.51), o limitante (2.46), o fato que ambos c;_; e
cx nao excedem a ri/4 e ay < ap_1 < 3r1/y; (veja Lema 2.15), obtemos para

k suficientemente grande:

Of O0fk-1 Tk 6ry Tk Tk K,
— — < 2ap_ K< =4+ =K <=6+ —
dy (Z) 9y (Z) < 2ap_1+ 9 1 < yl?; + 9 1 < y,i + 9 ,

pois y; < 1. De onde segue a desigualdade (2.54).
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g

Derivadas de ¢: Nao precisamos de uma expressao explicita para as derivadas
da fungao de suavizacdo ¢, apenas limitantes. De (2.22), se |w| > 1, entao ¢'(w) =
+1 e o (w) = 0 para [ > 2. Portanto, como ¢ € C*, para qualquer inteiro [ > 1,

existe uma constante positiva Sj, tal que
¥ (w)| < S, para qualquer w € R. (2.55)
O principal resultado desta secio é o seguinte.
Lema 2.17 A funcdo objetivo F' do Exemplo 6 € convexa e de classe C* em ().

Prova. Usando os mesmos argumentos do inicio da prova do Lema 2.9, temos que F
se anula em Q_ = {(z,y) € intQ |y <0} e é C® em Q, = {(z,y) €intQ |y > 0}.
Ela é também convexa e continua em (2.

Ainda temos que mostrar que F' é C* em (2, sabendo que ela é suave em
Qo = Q_UQ,. Para tanto, aplicamos o Lema 2.11: ¢ suficiente mostrar que toda
derivada parcial de F' tem uma extensao continua de €2, para €.

Esta extensdo em um ponto (z,y) € Q\Qp, com y # 0, é direta, por isso con-
centramos nossa aten¢io naqueles pontos da forma Z = (z,0), com z € [—1.5,1.5].

Considere m, n € N fixos, tais que ¢ :=m-+n > 0. E suficiente mostrar que

91F
Oxr™ Iy

supor que y; > 0, pois caso contrario a derivada parcial se anula (um caso ficil).

(z;) converge para zero quando z; = (z;,y;) € €y converge para Z. Podemos

Para todo ¢ € N, existe k; € N tal que z; pertence a faixa €),. Para

simplificar a notacgao, considere, para z € €,

hy; (2) = AC) _kakil(z).

1

Do Lema 2.14,

(fr: (2i) + fri1(20) + o0 (B (20))) -

N | —

F(zl) = MTki(fki(z’i)’ fki*l(zi)) =
Portanto,

0F

07 f. 0% fr._1 0%(p o hy,
W(zz) = % (i(zz) + L(zz) + Tk M(z,)) ) (2.56)

ox™oy™ ormoy™ or™oy™
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Quando z; — Z, k; — 00, e assim o Lema 2.16 implica que os dois primeiros termos
m (2.56) tendem a zero.

Usando (2.44), o 1ltimo termo em (2.56) pode ser escrito como

9(¢ o hy,)
T pgmayn () = T Z% o® (b, (1)) Pj, (257)
onde o sao inteiros, I; € {1,2,...,q} e P; sao produtos de [; derivadas parciais de

hk; em z;, com soma das ordens igual a ¢g. Por (2.55), para todo [; € {1,2,---, ¢},

[ (b, (20))] < S, (2.58)

onde S, := max {1, S4,...,S5,} é independente de i. Vamos examinar o produto P;:

L

6‘]! fk
ox™ ay"l

aQI fki —1
ox™ Qy™

l.
J amhk
‘P ‘ - H axml aynl 'i o Z) - (zz) :

J
7'1%1 1

Pelo Lema 2.16, para i (e consequentemente k;) suficientemente grande,

1 _
1 ! Tk R 1
! ri‘]i E ! yzl ygl

onde Rq = max {1, Ry,..., Ry} é independente de 7. Combinando esta estimativa
com (2.57) e (2.58), temos

q

R
q
<7k Sy mg D% 3

ki Yk,

onde K é uma constante independente de i. Do Lema 2.15, ry, < ¥(yg,-1)/2 =

0(yx,)/2. Entdo

3q(§0 © hkz)

———(2)
o™y

e(ykl) )

< K 2
Yy,

7‘]%

Por (2.30) e yx, — 0, o lado direito desta desigualdade converge para zero. O

Para concluir, vamos olhar a trajetéria central (2.4), associada com a funcao F

no Exemplo 6. Isto depende dos valores de ¢, satisfazendo (2.15).
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Se ¢, = 0 para todo k£ € N, a trajetoria central exibe um padrao de an-
tena, como antes. De fato, para y € (yk, Yx—1), fe(,¥) € fr_1(-,¥) tém um tnico
minimizador em z = 0 (gp(+,y) é positiva e estritamente convexa e f é estritamente
convexa em (0,2/3)), assim F(-,y) também o é (veja Lemas 2.14 e 2.8). Para y = y;,
F(-,yx) = fi(-, yx), que é minimizada para x € [—1, +1].

Se € # 0 e |eg| é suficientemente pequeno, para todo k € N, a trajetéria
central exibe um padrao de ziguezague com variagdo infinita. De fato, F(-,yx) é
minimizada em um tnico ponto = ¢ [—1,+1] caracterizado por

OF afy Bge®

a(fb‘,yk) = %(x,yk) = Cka—ali(xayk) +e,=0.

Temos que

0g° 18 0¢° 1
%(ﬂ%yk) = T 0/ W3 gk(x,yk)e (‘92(%%))

(gg(x,yk))3a—$ 3

ﬁ O(|z+1|/3) sex < —1

ﬁ 0(|z—1[/3) se x > +1.

Entao um célculo simples mostra que, se g > 0 é suficientemente pequeno, o min-
imizador x € [—1.5,—1); e se —¢; > 0 é suficientemente pequeno, o minimizador
z € (1,1.5]. Por outro lado, devido a convexidade de g e Lemas 2.14 e 2.8, a tra-
jetoéria central estd inteiramente em (2 e, pelo Lema 2.10, ela é uma funcao C* de
y > 0.

Notas complementares

Nos ultimos exemplos provamos resultados de suavidade para F em Q C R?.
E f4cil modificar estes exemplos de forma que a trajetoria central nao mude muito

e F' torne-se suave ou C'™ no espago todo. Defina a seguinte funcdo convexa suave:

z=(z,y) € R = q(2) = a (2 — (1.4)%) + ¢(y),

onde a > 0 é grande e 9 é a funcao suporte usada para construir F', e considere
F(-) = max{F(-),q(-)}. Esta fun¢do coincide com F na regido de interesse (para
lz| < 1.4 ey € [-0.5,1]). Suavizando F pelo método da Segdo 2.4 tornamo-la tao

suave como F', e a trajetoria central permanece praticamente a mesma.
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Como vimos no final da Se¢ao 2.3, a complementaridade estrita serd satis-
feita em todos nossos exemplos se adicionarmos um termo linear ay a F'.

Nao é possivel construir trajetorias centrais com padroes como da antena ou
do ziguezague com uma fungao objetivo analitica. Monteiro e Zhou [60] garantem,
na verdade, que se as fun¢oes envolvidas na definicdo do problema sao analiticas,
juntamente com outras hipéteses razoaveis, entao a trajetéria central primal é uma
curva que converge para um unico ponto no conjunto étimo (resultados correlatos
sdo dados por Cominetti [19] e Champion [14]). E portanto notdvel que suavidade

(C*° ainda nos permita construir trajetérias centrais com comportamento indesejavel.

2.7 Consequéncias algoritmicas

Agora discutiremos as consequéncias destes exemplos na complexidade dos
algoritmos que seguem uma trajetéria central. Esta discussao foi levantada por um
dos revisores do nosso trabalho [40] quando da sua submissao & Revista “Mathe-
matical Programming”.

Aqui a dimensao do problema é fixada e visamos resultados de complexidade
em termos da precisao de uma solucao. Iremos estabelecer polinomialidade para
algum algoritmo no sentido que para qualquer ¢ > 0 dado, o algoritmo alcanca
pontos (z7,y?) tais que ¢/ < y* + ¢ em h = O(|In¢]) iteracdes, quando y* é o valor
6timo de y.

Estabeleceremos os seguintes fatos:

(1) No formato usado aqui, nenhuma fungao penalizada pode ser auto-concordante
e, entao, nao pode-se provar polinomialidade dos algoritmos que seguem a tra-
jetoéria.

(17) Se considerarmos que um esquema preditor-corretor necessita somente um
nimero fixo de passos para cobrir cada volta do ziguezague, entao o algoritmo
sera polinomial.

(737) Uma ligeira mudanca na defini¢do do problema destréi a propriedade acima
e, pior, faz o método preditor-corretor convergir para um conjunto nao 6timo
em tempo infinito.

(iv) Usando a formulagdo Nesterov-Nemirovskii do problema com uma barreira
auto-concordante, a trajetéria serd uma linha reta para ¢, = 0 e um ziguezague

para o caso |eg| > 0. Este ziguezague serd amortecido com as mudancas intro-
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duzidas em (7i7), e explicamos por que acreditamos que ele pode ter variagio
ilimitada.
Considere qualquer funcdo F de classe C?, construida como na Secdo 2.5

ou 2.6, e qualquer funcdo penalidade (z,y) — p(y).

Resultado (i): falta de auto-concordéancia das funcoes penal-

izadas.

Para provar (i), usamos os seguintes resultados extraidos de Nesterov e
Nemirovskii [64, Coroldrio 2.1.1].

Lema 2.18 Considere ® auto-concordante em (Q C R™. Entdo o subespaco
{h e R" | W'V?®(z)h = 0}

¢ independente em = € Q.
O item (i) acima segue do seguinte lema.
Lema 2.19 A funcdo z = (z,y) € Q — ®(z) = F(2)+p(y) néo é auto-concordante.

Prova. Considere z = (0,27%), para algum k£ € N. Entao, por construcio, F é afim
ao longo de z + Ah, para h = (1,0), A € [—1,1]. Entdo hTV2F(z)h = 0 e também
hTV?®(z)h = 0, porque p independe de z. Para qualquer z = (z,y) tal que y # 2%
k e N, h”"'V2®(z)h # 0. O resultado segue do Lema 2.18, completando a prova. [

Resultado (ii): polinomialidade de um algoritmo preditor-

corretor ideal.

Imagine que um método preditor-corretor (possivelmente usando um oraculo
para executar passos corretores perfeitos) segue a trajetéria central para algum de
nossos exemplos em ziguezague de forma que cada volta do ziguezague é coberta
em, no maximo, P passos, para algum P € N fixado. Assim, comegando a partir de
z=(0,1), um ponto z = (z,y) com y < 27L L > 0, serd atingido em nio mais que

PL passos e, entao, o algoritmo sera polinomial.
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Resultado (ii7): exemplos sem convergéncia.

Os exemplos tornam-se mais interessantes com a definicao abaixo. Sejam
a>0e0<d<<1 constantes dadas, F' qualquer uma de nossas fung¢oes com uma

trajetéria central em ziguezague e considere o problema

minimizar F(z2) 4+ ay

sujeito a y > —4.

A funcio F é plana numa regido grande T C {z € Q |y € [-4,0]}. Os
pontos centrais para y > 0 estdo nos mesmos ziguezagues como em nossos exemplos.
Embora nao estejamos interessados nos pontos centrais para y € [—d, 0], é facil ver
que todos os pontos em Y s3o centrais.

Agora vamos examinar o comportamento de um algoritmo preditor-corretor.
Ele serd o mesmo que para o caso (i), mas agora a sequéncia (z¢,y’) gerada pelo
método terd y* — 0 e, consequentemente, nenhum ponto de acumulacido da sequéncia

poderd ser 6timo: a sequéncia converge para o conjunto nao ¢timo {z € R? |y = 0}.

Resultado (iv): Barreira auto-concordante.

Agora discutiremos as trajetérias centrais para nossos problemas usando
uma barreira auto-concordante. Esta discussao nao sera rigorosa e deve ficar como
proposta para trabalhos futuros.

Vamos definir o problema de acordo com Nesterov e Nemirovskii:

minimizar ¢
sujeito a G(z,y) —t <0
Yy Z _53

onde G(z,y) = F(z,y) +ay, 6 > 0, a > 0 e F é a funcdo objetivo em qualquer
um de nossos exemplos. Considere z* = (z*,y*) uma solu¢do 6tima e defina G* =
G(z*,y*). Parametrizamos a trajetéria central como um conjunto de centros: para

cada T € (G*, 1], considere os conjuntos

Ar = {(z,y,t) eR®|G(z,y) —t <0,y > -6, t <T},

AT = int AT.
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o
Para T € (G* 1], considere pr(z,y,t) :Ar— R uma familia de barreiras auto-
concordantes. Aqui supomos que pr é a barreira universal definida por Nesterov

e Nemirovskii [64, pdg. 50] para o conjunto Ar. Entdo os pontos centrais sdo

w(T) = (2(T),y(T), {(T)) = arg min pr(w).

o
wWEAT

Agora comentaremos o comportamento da trajetéria central em alguns casos. Note
que T — w(T) é uma curva continua.

(a) e, = 0: neste caso, pr(z,y,t) é simétrica em relacdo a = para quaisquer
y, t. Isto significa que z(7T") = 0 para todo T € (G*, 1], e a trajetdria central para o
problema original problema é a linha reta {(0,y) | v € (=6, 1]}. Os ramos da antena
desaparecem.

(b) ex #0,5 >0,a>0.

Dado T, considere w(7T) um ponto central e y*(7T') tal que G(0,y" (7)) =T,
como na Figura 2.7. Pela defini¢do de w(7T), obviamente temos: supondo que z(7T’) é
conhecido, (y(7),t(T)) é o minimizador da restri¢gao de pr no conjunto bidimensional
definido por z = z(T'), representado na Figura 2.7 da esquerda. Similarmente, dado
y(T), (z(T),t(T)) é o minimizador de pr na fatia y constante de Ar, representada
na Figura 2.7 da direita.

0.81 1 0.8
0.61 1 0.6
T T
0.4+ E 4 0.4F
- ~W(T) : - ~W(T)
0.2 E E 1 0.2 :
of : L 1 of : .
s y(T) y' (M 5 y(T) y (T)

-0.2 R -0.2

-0.4 70‘.2 6 012 O.‘4 0.‘6 O‘.B i -0.4 7012 6 0‘.2 0‘.4 016 018 i

y y

Figura 2.7: Dois cortes bidimensionais de Ar.

Para relacionar com centros analiticos, vamos usar as seguintes hipdteses
intuitivas: os centros de ambos os conjuntos bidimensionais acima sao bem aproxi-
mados pelos centros analiticos desses conjuntos considerados como bidimensionais,
isto é, usando a barreira universal definida para esses conjuntos bidimensionais.

Entao podemos enunciar alguns palpites razoaveis relacionados aos centros.
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Suponha que y(T) = 2% para algum k € N.

Da Figura 2.7 da direita, vemos que se ¢, < 0, entdo z(7) > 0; e se g, > 0,
entao x(T) < 0 e a trajetéria faz um ziguezague.

O valor |z(T)| depende da relacao entre |gx| (a inclinagdo na base do con-
junto) e a altura T — G(0,27%).

Vamos supor que 6 = 0. O caso 6 > 0 é mais simples e o comentamos
abaixo.

Como T se aproxima de zero (lembre-se que 7' € (0,1]), arelagio y(T)/y™(T)
deve tender a uma constante. Devido a forma simples do conjunto na Figura 2.7 da
esquerda, esta constante deve ser positiva. Pelos mesmos argumentos, como 7" — 0,

a seguinte relagao também convergira para uma constante:

G(0,y(T))
T —G(0,y(T))

—ce(0,1).

Vamos examinar a sequéncia 7% — 0 escolhida tal que y(T*%) = 27* (as
voltas do ziguezague). Defina z;, = (0,y(T*%)). Temos que G(zx) = ¥(27%) + 27%aq,
onde v é a funcdo suporte definida por (2.9). Entao

PY(27F) + 27%a
T — G(Zk)

(2.59)

Temos dois casos a considerar:

a > 0. Em todos nossos exemplos, lim, o+ %(y)/y = 0. Entdo ¢(27%)/27%* - 0 e
concluimos, a partir de (2.59), que

P(27F)
_ 0.
T — G(Zk) -
Como ¢ < 9(27%) por construcio,
Ek
_ 0.
T—Gl)

Isto significa que o ziguezague é amortecido.
Sed >0ea>0,comoT — —§, o ziguezague também serd amortecido por
uma ligeira adaptagao dos mesmos argumentos. A iltima parte da trajetéria, para

T < 0, serd um segmento de reta.
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Existe outra maneira de provar que a trajetoria serd um ziguezague amorte-
cido. O algoritmo preditor-corretor desenvolvido em Nesterov e Nemirovskii [64,
Segao 3.5] tem complexidade polinomial. Vimos que, se o ziguezague nao é amorte-
cido, entao o algoritmo preditor-corretor convergird para um ponto ruim em tempo

infinito.

a = 0. Este é o caso mais interessante, para o qual s6 temos um palpite no presente
estado de nossa pesquisa. Suponhamos que estejamos usando a fungao objetivo mais
simples, como no Exemplo 3. Entdo ¢ é da ordem de (27%) e concluimos, a partir

de (2.59), que
€k

7T—G(zk) —c>0,

onde ¢ é uma constante. Entdo, chegamos & surpreendente conclusdo (se nossos pal-
pites estdo corretos): neste caso a trajetéria serd ainda um ziguezague com variagio
infinita. Mas o algoritmo preditor-corretor serd polinomial, como vimos em (7i), e é

provado por Nesterov e Nemirovskii.



Capitulo 3

Um algoritmo de filtros baseado

em restauracao

Este capitulo é praticamente a traducdo do trabalho [40], intitulado “A
globally convergent filter method for nonlinear programming”, escrito originalmente
em inglés, em colaboragao com Clévis Gonzaga e Marcia Vanti. Neste trabalho, nés
apresentamos um algoritmo de filtro para programacao nao linear e provamos sua
convergéncia global para pontos estacionarios. Cada iteragao é composta de uma fase
de viabilidade ou restauragao, que reduz uma medida de inviabilidade, e uma, fase de
otimalidade, que reduz a fun¢ao objetivo numa aproximagao tangencial do conjunto
viavel. Essas duas fases sao totalmente independentes: o tunico acoplamento entre
elas é estabelecido pelo filtro. O método é independente dos algoritmos internos
usados em cada iteracao, desde que esses algoritmos satisfacam hipdteses razoaveis
sobre sua eficiéncia. O algoritmo principal ndo usa regioes de confianga e nenhuma
propriedade dos modelos lineares. Sob hipdteses padroes, mostramos dois resultados:
para o filtro com um tamanho minimo, o algoritmo gera um ponto de acumulagao
estaciondrio; para um filtro levemente maior, todos os pontos de acumulagao sao

estacionarios.
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3.1 Introducao
Estudaremos o problema de programacao nao linear

minimizar fo(z)
(P) sujeito a  fe(z) =

0
fz(z) <0

IN

bl

onde os conjuntos de indices £ e 7 referem-se as restricoes de igualdade e desigual-
dade, respectivamente. Considere a cardinalidade de £ UZ sendo m, e suponha que
as fungoes f; : R* - R, para ¢ = 0,1,...,m, sao continuamente diferenciaveis. As
matrizes Jacobianas de fg e fr sdo denotadas, respectivamente, por Ag(-) e Az(-).

Definimos a funcao f* : R* — R™ por

filz se 1€€&

fHa) = T . (3.1
max{0, f;(x)} se i€ 7.

A i-ésima restricdo, para i = 1,...,m, é satisfeita em z € R" se f;'(z) = 0.

Consideramos uma medida de inviabilidade das restrigdes z € R" — h(z), que é

uma penalidade exata aplicada as restricoes. Usualmente esta medida é dada por

h(z) = I @), (3.2)

onde || - || denota uma norma arbitréria.
Um algoritmo de programacgao ndo linear deve trabalhar com dois critérios
conflitantes, fy e h, que devem ser simultaneamente minimizados, com preferéncia

dada para a medida de inviabilidade A, que deve ir para zero.

Otimalidade e viabilidade podem ser combinadas usando funcoes penalidade
ou Lagrangianos aumentados, ou podem ser tratadas mais ou menos independentes.
Os métodos estudados neste trabalho pertencem a classe em que fy e h sao tratadas
como dois objetivos independentes. Cada iteracao desses métodos é composta de
duas fases: uma fase de viabilidade, que decresce h, seguida de uma fase de otimal-

idade, que decresce fj.



Algoritmo de Filtros 78

Tais métodos remontam ao método de gradiente projetado de Rosen [74] e
GRG de Abadie e Carpentier [1]. Eles foram estudados, recentemente, por Martinez
e Pilotta [53]. Combinando as idéias de programacao quadratica sequencial e algo-
ritmos de regiao de confianga para problemas com somente restricoes de igualdade,
Celis, Dennis e Tapia [13] comegaram uma linha de pesquisa que levou ao método
de Byrd e Omojokum [8, 66]: cada iteracdo deste método trabalha em uma regido
de confianca centrada na iterada corrente z*, e é composta de um passo normal
(passo de viabilidade) seguido de um passo tangencial (passo de otimalidade). O
passo tangencial deve seguir uma direcao no espaco nulo da Jacobiana das restrigoes

em z*.

As fases de viabilidade e otimalidade tornam-se mais independentes nos al-
goritmos de restaura¢do inexata descritos por Martinez [51] e por Martinez e Pilotta
[52, 53], que centram a regiao de confianga em cada iteragdo no ponto obtido depois
da fase de viabilidade. Qualquer método para reduzir h pode ser usado na fase de vi-
abilidade: eles descrevem um algoritmo para problemas com restri¢coes de igualdade
nao lineares e restricoes de desigualdade em caixa. O método para a fase de viabili-
dade pode usar também as idéias de Byrd, Gilbert e Nocedal [9] e de Byrd, Hribar e
Nocedal [10], que reescrevem o problema usando restrigées de igualdade e varidveis
de folga nao negativas. Tolerancias relacionadas a viabilidade sao discutidas por
Mukai and Polak [63]. Rom and Avriel [72] usaram o esquema Mukai-Polak para
provar teoremas de convergéncia para algoritmos classicos de restauragao usando

reducao progressiva da tolerancia de viabilidade.

Nesses algoritmos, o progresso é usualmente medido por uma funcao de
mérito Y = fo + vh, onde v é um peso positivo. Na iteracao k, os pontos em
{z € R* | ¢(z) > (z¥)} sao proibidos, e o passo tenta diminuir o valor de ¢. A
escolha de v é delicada: pequenos valores de v podem proibir solucoes 6timas; valores
grandes de v podem tornar o algoritmo muito lento. Veja o exemplo mostrado na

Secao 3.5, onde nos exibimos estes diferentes comportamentos.

Como regra geral, os algoritmos devem incluir algum procedimento para au-
mentar v quando necessario, aumentando a importancia de A em 1. Esta escolha de
v depende, normalmente, de ambos os passos: viabilidade e otimalidade, reduzindo

a independéncia entre eles.
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Algoritmos de filtro. Algoritmos de filtro definem uma regiao proibida de uma
maneira inteligente, memorizando os pares (fo(z¥), h(z¥)) bem escolhidos nas it-
eracoes anteriores, e entao evitando pontos dominados por eles pela regra usual de

dominacao de Pareto:
“x domina y se, e somente se, fo(y) > fo(z) e h(y) > h(z) 7.

Nao podemos construir o conjunto de pontos proibidos, mas é muito facil
verificar quando um ponto pertence a ele, fazendo um pequeno nimero de com-
paracoes em R2.

Esses métodos foram introduzidos por Fletcher e Leyffer em seu importante
artigo [29], e uma prova de convergéncia global foi obtida por Fletcher, Gould,
Leyffer, Toint e Wéchter [28]. Esta abordagem foi também aplicada a algoritmos de
pontos interiores por Ulbrich, Ulbrich e Vicente [78]. Nesses artigos, cada fase de
viabilidade deve reduzir h até que uma propriedade chamada compatibilidade seja
verificada, a qual depende do raio da regido de confianca e do modelo linear das
restricoes.

Nosso método é um algoritmo de restauragao inexata no sentido de Martinez

e Pilotta [52], que usa um filtro. O método tem as seguintes caracteristicas:
e Cada iteracdo comeca com um filtro e sua regido proibida associada.

e As fases de viabilidade e otimalidade sao totalmente independentes, e podem
ser baseadas em qualquer algoritmo que satisfaca algumas hipéteses razodveis.
A tnica conexao entre ambas as fases é que elas nao permitem gerar pontos

proibidos.

e Diferentemente dos algoritmos de filtro citados acima, nenhuma compatibil-
idade é exigida depois do passo de viabilidade: a tunica exigéncia é que h

decresca de pelo menos uma razao fixada.

e Em nosso primeiro algoritmo, o nimero de pares (h(z*), fo(z*)) introduzidos
no filtro talvez seja o minimo possivel para garantir a existéncia de um ponto

de acumulacao estacionario.
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Convergéncia local. Neste trabalho nés nos detivemos na andlise da convergéncia
global dos algoritmos de filtro, sem discutir detalhes dos algoritmos internos. Fletch-
er e Leyffer [29] comentam que os algoritmos de filtro podem sofrer do efeito Maratos
e propoem uma correcao de segunda ordem para remediar essa deficiéncia. Wachter
e Biegler, em seu recente trabalho [82], propdem um método de filtros usando buscas
lineares e também discutem o uso de uma corre¢ao de segunda ordem. Em nossa
abordagem geral, é facil mostrar que o efeito Maratos pode ocorrer quando o método
é aplicado ao exemplo de Powell [68]. Embora acreditemos que esquemas de corre¢ao
de segunda ordem possam ser arquitetados para esta abordagem, nao discutiremos

isto neste trabalho.

Estrutura do capitulo. Nesta secdo nds apresentamos algumas defini¢oes e hipé-
teses gerais. A Secdo 3.2 descreve o principal algoritmo e prova que, sob hip6teses
bastante gerais relacionadas ao comportamento de um passo completo do algorit-
mo, toda sequéncia gerada por ele tem um ponto de acumulacao estacionario. Esta
secao discute também como quebrar estas hipéteses gerais em hipéteses para as fas-
es de viabilidade e otimalidade razoaveis e independentes. A Secao 3.3 descreve os
algoritmos internos e mostra como satisfazer as hipéteses usadas na Secao 3.2. A
Secao 3.4 aprofunda a andlise de convergéncia mostrando que os valores da funcao
objetivo sempre convergem sob as hipéteses da Secdo 3.2, e apresenta dois melho-
ramentos nos algoritmos: primeiro, usando um filtro ligeiramente maior, provamos
que todos os pontos de acumulagao sao estaciondrios; segundo, discutimos um passo
de otimalidade simplificado, usando as matrizes Jacobianas ja calculadas na fase
de viabilidade. A Secao 3.5 exibe um exemplo grifico mostrando o mecanismo de

funcionamento do algoritmo.

Hipé6teses. Desenvolvemos algoritmos que geram sequéncias (z¥) e (2F) em R".

Aqui estao as hipdteses gerais usadas neste capitulo.

(H1) Asiteradas (z*) e (2*) permanecem num dominio convexo e compacto X C R".

(H2) Todas as fungdes f;(-), parai =0, 1,...,m, sdo Lipschitz continuamente difer-

enciaveis num conjunto aberto contendo X.

(H3) Todo ponto de acumulacio vidvel z € X de (z*) satisfaz a condicdo de qual-

ificacdo de Mangasarian-Fromovitz (M-F), ou seja, os gradientes V f;(Z) para
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1 € &€ sao linearmente independentes, e existe uma direcao d € R" tal que
Ag(z)d=0e Az(z)d < 0,onde Z = {i € T | f;(z) = 0}.

A primeira hipétese é razoavelmente usual. Ela pode ser cumprida adicio-
nando-se uma restri¢cao de caixa, suficientemente grande, ao problema. Se o conjunto
{zx € R* | h(z) < H} é limitado para algum H > h(z°), entdo o filtro pode comecar
com um par (—oo, H) (veja adiante a estrutura do filtro), proibindo para sempre
pontos z com h(z) > H. Analogamente, se {z € R" | fo(z) < F} para algum limite
superior F para o valor de uma solucio 6tima, entdo o par (F, —oo) no filtro garante
(H1). De fato, ambas as entradas podem ser usadas se {x € R* | h(z) < H, fy(z) <
F} é limitado.

De (H2) concluimos que, para z,y € X e i =0,1,...,m,

fily) = filz) + Vfi(2)" (y — ) + o(x, ), (3-3)

onde |o(z,y)| < M||z — y||* e M > 0 é uma constante de Lipschitz.

Os conjuntos linearizados. Associamos a cada z € R" uma linearizacao do
conjunto {z € R" | fe(z) = fe(2), fz(z) < fF(2)}:

L(z) ={z € R" | A¢(2) (v = 2) =0, fz(2) + Az(2) (- 2) < ff (2)}. (34

Num ponto vidvel z, L(z) é uma linearizagao do conjunto vidvel. A Figura
3.1 mostra o conjunto vidvel definido por restricoes de desigualdade e o correspon-
dente conjunto linearizado associado ao ponto z, invidvel para apenas uma das
restrigoes. Observe que as restricoes nao sao necessariamente convexas.

Os seguintes fatos sao facilmente vistos:

e A condicao de Mangasarian-Fromowitz em um ponto viavel z é equivalente
ao seguinte: Ag(z) tem linhas linearmente independentes e o conjunto L(z)
satisfaz uma condigdo de Slater, isto é, L(z) tem um ponto interior, ou seja,
um ponto y € L(z) tal que fz(z) + Az(2)(y — 2) < f{ (2).

e As condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para (P) em z coincidem com
as condigoes KKT em z para o problema de minimizar fy(-) em L(z). Essas
condigoes sao também equivalentes a inexisténcia de uma direcao de descida

vidvel a partir de z em L(z).
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Figura 3.1: Exemplo de conjunto linearizado.

Condigoes de Otimalidade. Teceremos aqui alguns comentarios sobre as con-
dig¢oes de otimalidade e nosso uso da expressao ponto estaciondrio.

Vamos definir a direcdo de Cauchy projetada ou direcdo do gradiente proje-
tado associada com cada z € R”

de(z) = Pry (2 — Vfo(2) — 2, (3.5)

onde Pr(w) denota a projegao ortogonal de w € R™ sobre o conjunto fechado I' C R”.

A direcao do gradiente projetado é bem conhecida (veja por exemplo Bert-
sekas [6]). Ela satisfaz d.(z) = 0 se, e somente se, ndo existe direcdo de descida
vidvel a partir de z em L(z). Concluimos a partir dos fatos acima que, em um ponto
vidvel z, as condi¢oes de KKT sdo equivalentes a d.(z) = 0. Se d.(z) # 0, entdo
Vfo(2)Td.(z) < 0.

De fato, esta direcao é a principal construcao usada por Martinez e Svaiter

[65] para definir uma condigao de otimalidade que estd entre KKT e Fritz-John em

generalidade: um ponto viavel z satisfaz a condicao de otimalidade Martinez-Svaiter
se, e somente se,

liminf ||d.(z)|| = 0. (3.6)

r—T
Esta condicao de otimalidade é na verdade razoavelmente construtiva. O que iremos
provar neste trabalho é que nossos algoritmos produzem pontos vidveis satisfazendo

(3.6). Esses pontos serao chamados de estaciondrios.
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Aqui temos dois caminhos possiveis: ou levamos isto em consideracao no
nosso trabalho e ndo usamos a condi¢do de Mangasarian-Fromowitz, ou a usamos
e lembramos que, neste caso, KKT e Martinez-Svaiter sao condicoes equivalentes.

No6s escolhemos a segunda opgao.

Para a completude, provamos agora esta equivaléncia, usando propriedades
de continuidade da transformagao ponto-conjunto L(-) que sdo mostradas no apéndice.
Incluimos este tratamento no trabalho pois acreditamos que isto pode ter algum in-

teresse em si proprio.

Lema 3.1 Considere T um ponto vidvel satisfazendo a condi¢cdo de M-F. Entdo:
(i) A transformacdo (3.5) € continua em .
(1) T satisfaz as condi¢ies de Karush-Kuhn-Tucker se e somente se ele satisfaz as

condigoes de Martinez-Svaiter.

Prova. (i) segue diretamente dos Lemas A.1 e A.2: sob a condicao M-F, z — L(2)
é uma transformacao continua em = pelo Lema A.1, e Lema A.2 garante que z +—
Pr,(z — V fo(z2)) é continua porque V fy(-) é continuo.

Para provar (ii), note que para uma transformacao continua d.(-), (3.6) é equivalente
a d.(Z) = 0, que como vimos acima é equivalente as condigdes de KKT, completando

a prova. ]

3.2 O algoritmo

Nesta secdo apresentaremos o método, sem qualquer especificacdo dos algo-
ritmos internos usados nos passos de viabilidade e otimalidade. Mais adiante impo-
mos algumas hipdteses na performance desses passos, e provamos que toda sequéncia
gerada pelo algoritmo tem um ponto de acumulagao estacionario. Na proxima se¢ao
mostraremos que métodos razoavelmente usuais para os passos internos satisfazem

essas hipoteses.
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Algoritmo 3.2 Algoritmo de filtro.

Dados: z° € R, Fy =0, Fy =0, a € (0,1).
k=20
REPITA
(fosh) = (fo(z*) — ah(a*), (1= a)h(zh)).
Construa o conjunto Fy = Fy, |J {(fo,h)}-
Defina o conjunto F, = F; | {z € R* | fo(z) > fo, h(z) > h}.
Fase de viabilidade:
se h(z¥) = 0, entdo faca 2F = x
sendo, calcule 2* ¢ F tal que h(z*) < (1 — ) h(zF).

se impossivel, entao pare com insucesso.

k

Fase de otimalidade:

se z* e estaciondrio, entdo pare com sucesso

sendo, calcule ¥+t ¢ Fy tal que 2%+t € L(2F) e fo(z*t1) < fo(2).
Atualizacao do filtro:
se fo(x* ) < fo(z¥), entdo
Frp1=Fy, Frp=Fk (iteracao- fo)
senao,
Fopr=Fy, Frp=F (iteragao-h)
k=k+1.

A Se¢ao 3.5 mostra um exemplo grafico, onde cada passo do algoritmo é
representado. A principal caracteristica do algoritmo é a construgao do filtro: no
fnicio de cada iteragdo, o par (fo(z*) — 6, h(z*) — §), com 6 = ah(z¥), a € (0,1), é
temporariamente introduzido no filtro. Depois de completar a iteracao, esta entrada

torna-se permanente no filtro somente se a iteracao nao produz um decréscimo em
Jo-

O algoritmo trabalha com o filtro e com o conjunto proibido associado com
ele. Devemos ter em mente que o conjunto proibido nunca é construido, mas nos

ajuda a entender o processo.
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Regras de parada. O algoritmo pode parar em duas situagoes:

() Um ponto estaciondrio é obtido. Neste caso ndo hd nada para provar.

(i) O algoritmo da fase de viabilidade falha. Isto pode bem acontecer, dependendo
do método usado para a fase de viabilidade. Uma condi¢ao comum que pode causar

a falha é a existéncia de um ponto estaciondrio Z para h(-), com h(Z) # 0.

7

Eliminacao das entradas do filtro. Sempre que uma nova entrada ( fg Jh7) 6
introduzida no filtro, podemos eliminar todas as entradas dominadas por esta que
acabou de entrar. Isto evita comparacgoes desnecessarias na verificagao de quando

um ponto é proibido. Veja o exemplo na Secao 3.5.

A partir de agora, iremos supor que o algoritmo gera sequéncias infinitas
(z¥) e (2*). Supomos também que as Hipéteses (H1-H3) sdo satisfeitas, e faze-
mos agora a principal hipétese sobre a performance do algoritmo em cada iteragao.
Adiamos a discussao sobre esta hipdtese para o final desta secdo, onde ela serd
completamente analisada e substituida por outras mais simples. Na préxima secao

estabeleceremos métodos que satisfazem essa hipétese.

A principal hip6tese. Dada uma iterada z*, comecamos definindo a folga do filtro

em .Iki

Hy = min {1, min{#? | (f{,#’) € Fy, f§ < fo(z*)}}, (3.7)

ilustrada na Figura 3.2.

z indica (fo(z), h(z))
h
permanente temporario
® x k
Hy # +\d zK
f

Figura 3.2: Exemplo do conjunto F}, e da quantidade Hj.
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Nossa principal hipétese é:
(H4) Dado um ponto vidvel ndo estaciondrio € X, existe uma vizinhanga V' de
tal que para toda iterada z* € V,

fo(@*) = fo(a**1) = Q(V/Hy). (3.8)

Note que (H4) é uma condicdo local. A relacdo (3.8) significa que existe

M > 0 dependente em 7 tal que, sempre que z* estd perto de Z, fo(z*) — fo(z*+1) >

My/H,.

Alguns fatos. Os seguintes fatos seguem diretamente das hipéteses e da construcao

feita pelo algoritmo.
Fato 3.3 Dado k € N, 2P ¢ F, 1, para todo p > 1.

Fato 3.4 Dado k € N, pelo menos uma das duas sequintes situagcoes ocorrem.
(i) h(zF*) < (1 —a) h(z").
(1) fo(a*) < fo(a*) —a h(z*).

Fato 3.5 Dado k € N, b/ > 0 para todo j € N tal que (f,h7) € Fy. Consequente-
mente, H, > 0 para todo k € N.

Pelo Algoritmo 3.2, o par ( o, /~z) é incluido no filtro no final da iteracao se,
e somente se, ela é uma iteracio-h. Se h = h(zF) = 0, entdo 2% = z* e fo(z**!) <
fo(2F), assim a iteragdo k é uma iteracdo-f; e seguem ambas proposi¢des do fato

acima.

Lema 3.6 Considere z € X um ponto ndo estaciondrio. Entdo existe k € N e
uma vizinhanca V de T tal que sempre que k > k e ¥ € V, a iteracdo k é uma

iteracao-fo.

Prova. Se T € X é um ponto vidvel, entao por (H4) e Fato 3.5, existe uma vizinhanga
V de z tal que para todo zF € V,

fo(@®) = fo(a**1) = Q(V'Hy) > 0,

e k é uma iteragao- fj.
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Suponha que Z é invidvel, isto é, h(Z) > 0. Suponha, por contradigdo, que
existe um conjunto infinito X C N tal que z* X 7 e todas as iteracoes em K sdo

iteragoes-h. Como h e fy sao funcoes continuas, temos
W) S n@) e foldh) B fol@).

Entao deve existir k; € K tal que para todo k € IC, k > ky

B = (@) < 5hE") e [f@) = hE)] < 5 A (39)
Para dado ko € K tal que ko > kq,
h(?) —h(@) < ShE") e [foe) - fo@)] < G hER). (310)

Usando a desigualdade triangular, (3.9) e (3.10), temos
[h(@*) = h(z™)] < ah(@™) e [fo(a™) = fola™)] < ah(z").

Portanto, z*2 € F,,,1, contradizendo o Fato 3.3 e completando a prova. Il

Lema 3.7 Suponha que (x*)ren ndo tem ponto de acumulagdo estaciondrio. Entao,

para k suficientemente grande, todas iteragoes sdao iteracoes-fy.

Prova. Suponha, por contradi¢ao, que existe uma infinidade de iteragoes-h. Entao
existe um conjunto infinito IC; C N tal que para k € Ky, a iteracao k é uma iteracao-
h. Pela Hipétese (H1), (2¥)gex, € limitado, e entdo existe Ky C Ki e 7 € R” tal
que z* X 4. Do lema anterior, £ deve ser um ponto de acumulacdo estacionario,

contradizendo a hipotese e completando a prova. ]

Teorema 3.8 A sequéncia (z*) tem um ponto de acumulacdo estaciondrio.

Prova. Suponha, por contradi¢ao, que (z*);cn ndo tem ponto de acumulagio esta-
ciondrio. Entao, do Lema 3.7 para k grande (digamos, k£ > ki), todas iteragoes sao

iteracoes-fo, fo(z*) decresce e entdo

fo(@**1) = fo(z*) — 0. (3.11)
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Para todo k > kq, Fj, = F}, por construgao, e usando o Fato 3.5, H, = Hy, > 0.

A sequéncia (z*) ndo pode ter um ponto de acumulagdo vidvel, pois, por
(H4), se existe K; € N e um T € X viavel, tal que z* Ky Z, entao para k € K
grande (digamos k > ko > ki),

fola®) = fo(a"*) = Q(\/Hy,) > 0,

contradizendo (3.11).

Agora provamos a seguinte afirmacdo: para k € N grande,
h(z") < (1 — a) h(z"). (3.12)
Suponha, por contradi¢do, que em algum conjunto infinito Ky C N,
h(zFt) > (1 — a) h(zF).
Usando o Fato 3.4, para k € Ko,
fo(z*1) < fo(2®) — o h(a").

Usando (3.11), concluimos que h(z¥) 3 0, o que contradiz o fato de que (z*) nao
tem ponto de acumulacao viavel.

Entdo (3.12) vale e h(z*) converge linearmente para zero. Isto novamente
contradiz o fato de que (z*) ndo tem ponto de acumulagdo vidvel, completando a

prova. l

A hipétese (H4). Esta hipétese refere-se a cada iteragdo completa. Embora possa
ser dificil verificd-la para algoritmos especificos, sua interpretacao é simples: perto
de um ponto nao estacionario, o passo de otimalidade domina, e a reducao de f;
é grande. A folga do filtro Hy indica o quanto é permitido a A aumentar no passo
tangencial e, sendo tangencial, é esperado que A mude com o quadrado da variacao
de x. Em um passo tangencial eficiente, f; variard linearmente com a variacao de
x, e entao (H4) serd verdadeira.

Agora mostramos como (H4) pode ser substituida por hipéteses mais sim-

ples, feitas separadamente para os passos de viabilidade e otimalidade.
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Condicao do passo de viabilidade.

(H5) Em toda iteragdo k € N, o passo de viabilidade deve satisfazer
h(z*) — h(z*) = Q(|[2* — 2*]). (3.13)
Isto pode também ser escrito como
12 — 2*|| = O(h (%)), (3.14)

pois h(z¥) > 0. Note que, como Vfy(-) é limitado em X, pelo teorema do valor

médio, para todo k£ € N,
[fo(z) = fo(a®)] = O(ll2" — 2*|)).
Usando isto e (3.14) temos

[fo(2*) = fo(a*)| = O(h(a")). (3.15)

Condicao do passo de otimalidade.
(H6) Dado um ponto vidvel nao estaciondrio € X, existe uma vizinhanga V' de

tal que, para qualquer iterada z* € V,

fo(2*) = fo(a*1) = Q(V/Hy). (3.16)

A hipétese (H5) é usada por Martinez [51], e é uma condicao global. Isto
significa que o passo de viabilidade deve ser eficiente no sentido que a direcdo z* —z*
deve ser uma boa direcao de descida para h. Martinez discute esta hipétese e mostra
que ela é satifeita sob condigbes razodveis. A hipé6tese (H6) isola o passo tangencial,
e é local (associada com cada ponto vidvel nao estaciondrio). Sua interpretacao é a

mesma que aquela dada para (H4), mas sem a influéncia do passo de viabilidade.

Observacao. Note entretanto que a condigdo (H5) ndo é completamente indepen-

dente da fase de viabilidade porque ela usa Hy, que é uma quantidade associada a

z¥. Além disso, a condicio é expressa para z¥ € V, e ndo z*¥ € V, mas isto ndo

é importante pois ||z% — 2*|| = O(h(2*)): se z* estd perto de Z, entdo o mesmo é

verdadeiro para z*.
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Antes de provar que (H5) e (H6) implicam (H4), vamos estabelecer mais
uma hipdtese, que ndo é necessaria aqui mas € bastante razoavel e sera util mais
adiante. Ela é similar a (H5), mas aplicada a funcao objetivo.

(H7) Dado um ponto vidvel nao estaciondrio Z € X, existe uma vizinhanca V' de

tal que para qualquer iterada 2% € V,
fo(2") = fo(a™1) = Q(lla* = 2*])).

Com esta hipétese, a interpretagio de (H6) torna-se razoavelmente simples:
ela pode ser estabelecida como ||z* — z**Y|| = Q(v/Hy), e serd verdadeira quando a
variacao de h for da ordem de ||2¥ — zF*1||2, 0 que é bastante razodvel num passo
tangencial. A Figura 3.2 ilustra a trajetéria do par (fo(z* + Ad), h(z* + \d)) quando

k+1 _ ok

Acresce ed =x
Finalmente, provamos dois lemas, estendendo para o passo completo as

propriedades do passo tangencial perto de um ponto vidvel nao estaciondrio.
Lema 3.9 (H5) e (H6) implicam (H/).

Prova. Seja Z um ponto vidvel nao estacionario, e seja V; a vizinhanca definida por
(H6). Como ||z* — 2*|| = O(h(z*)), existe uma vizinhanca V; C Vi de Z tal que para
z* € Vi, 2F € V4. Considere uma iterada zF em V; . Usando (H5) e (H6), existem

constantes positivas M e N tais que

fo(a®) = fo(z™") = fo(z®) — fo(2") + fo(2") — fo(a"TT)

> M+/Hy — Nh(z")
> (M- NVh(H)

onde usamos o fato que h(z*) < H;. Por continuidade de h em Z, existe uma

vizinhanca V C V; tal que para qualquer z € V, vh(z) <0.5M/N. Para qualquer

iterada z* nesta vizinhanca, fo(z¥) — fo(2F*1) > 0.5M/H}, completando a prova.
Ul

Lema 3.10 Considere que (H5-H7) valem. Entio dado um ponto vidvel néio esta-

ciondrio T € X, existe uma vizinhanca V de T tal que para qualquer z* € V,

fo(a®) = fo(&*h) = Q(lla**" = *])).
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Prova. Sejam V; e V; vizinhancas de um ponto vidvel ndo estaciondrio z provenientes
respectivamente de (H6) e (H7). Como na prova do Lema 3.9, em alguma vizinhanga

Vi C Vi de Z, temos que
fo(@®) = fo(@®*1) = fo(a®) = fo(2") + fo(") = fo(z*TT),

com | fo(z*) — fo(2%)| = O(h(z¥)) por (3.15) e fo(2*) — fo(x*T!) = Q(V H*). Deduz-
imos facilmente desses dois fatos que para z* suficientemente perto de Z, digamos
b € Vs C Vi, | fo(a¥) = fo(2*)] < 0.5(fo(2*) = fo(a**)). Segue que

fo(z®) = fo(z* ) > 0.5(fo(2%) — fo(z")). (3.17)

Podemos também escrever
o — 2 < Jla = K|+ ]2 —

com [|z% — 2*|| = O(h(z*)) por (H5) e [[F — 2" = Q(fo(2*) — fo(z**)), pela
continuidade Lipschitz de fy;. Novamente pelo mesmo raciocinio usado na prova do
tltimo lema, para 2¥ € V, C V3, 2% € V3, e temos por (H6) que ||2F — z**1|| =
Q(v/Hy). Como acima, deduzimos que para z* suficientemente perto de z, digamos

2k € Vy C Va, ||lzF — 2%|| < ||2F — 2Ft1|, e entdo
||$k _ $k+1|| S 9 ||Zk _ $k+1||_

Usando na sequéncia (3.17), a Hipétese (H7) e esta expressio na vizinhanga V =
V3 N V4, obtemos

fo@®) = fo(a™1) > 0.5(fo(2") = fo(a™*1))
= Q(||2* — 2"

= Q(lla" —2*)),

completando a prova. O
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3.3 Algoritmos internos

Nesta secao discutiremos os passos internos usados em cada iteracao do
algoritmo principal. Supomos que o Algoritmo 3.2 gerou sequéncias infinitas (z*) e

(2%), e que as Hipdteses (H1-H3) sio satisfeitas.

Algoritmo do passo de viabilidade. O objetivo da fase de viabilidade é encontrar
um ponto z* tal que h(zF) < (1 — a)h(a¥) e 2% ¢ F.

O procedimento para esta restauracao da viabilidade pode ser, em principio,
qualquer algoritmo iterativo que diminua h, e que atinja uma terminacao finita, pois,
como vimos acima, todas as entradas do filtro (f{, h7) € F; tém h? > 0.

O passo de viabilidade estudado por Martinez [51] satisfaz a hipitese (H5) e
aplica-se diretamente ao nosso caso. Assim ndés nao iremos descrever, neste trabalho,
o procedimento da fase de viabilidade em detalhes.

Note que o algoritmo da fase de viabilidade pode falhar, se h(-) tem um

ponto estaciondrio inviavel. Neste caso, o método para com insucesso.

3.3.1 Algoritmo do passo de otimalidade

O passo de otimalidade deve encontrar £ no conjunto linearizado L(z*)
tal que fo(zF*1) < fo(2*), e de modo que zF*! ¢ F;. Iremos descrever, para isto,
um método de regido de confianga bastante geral, e entdo mostraremos que o passo
resultante satisfaz as hipéteses (H6) e (H7).

A ferramenta principal para a andlise (ndo necessarimente para a con-
strugdo) de tais algoritmos é a dire¢do de Cauchy projetada descrita na introdugao,

no inicio do capitulo.

O método do gradiente projetado. Um método bastante simples (mas imprat-
icdvel) para o passo tangencial é o seguinte: a partir de z*, calcule a direcio de
Cauchy projetada d.(z*) = Ppu) (2" — Vfo(2*)) — 2* e faga uma busca de Armijo
ao longo de 2* + A\d.(z¥), A € [0,1]. A busca deve evitar pontos proibidos, o que

pode ser conseguido usando na busca de Armijo a funcao objetivo

60 = fo(2F + Md.(2F)) se zF+ A (2F) & Fy,
B 400 caso contrario.

Nao provaremos a eficiéncia deste passo tangencial, pois ele é um caso par-
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ticular da iteracdo de regidao de confianca que descreveremos a partir de agora. A
principal exigéncia do passo de regido de confianca serd que ele produza um ponto
pelo menos tao bom quanto o chamado “ponto de Cauchy”, que esta na direcao do
gradiente projetado.

A Figura 3.3 mostra a dire¢gao de Cauchy projetada d.(z*) a partir de um
ponto z¥. As curvas elipticas representam as curvas de nivel da funcdo objetivo. A

drea delimitada por uma poligonal é o conjunto linearizado L(z*).

Figura 3.3: Direcao de Cauchy projetada.

O modelo quadratico. Dado z* € X gerado pelo Algoritmo 3.2 na fase de via-

k

bilidade, o algoritmo de regiao de confianca associa a z® um modelo quadratico de

Jo,
v € R o mi(x) = foleh) + V() (@~ ) + 50— ) Bela— ), (3.18)

onde By é uma matriz n X n simétrica. Esta matriz pode ser uma aproximacao de
V2fy(2*), ou qualquer outra matriz, desde que a hipétese (H8) abaixo seja verificada.
Usualmente, By serd uma aproximacao da Hessiana de alguma funcao Lagrangiana,
e entao my, deixa de ser um modelo de fy para incorporar a curvatura das restrigoes.
Embora isto possa ser essencial num algoritmo eficiente, esta discussao foge do

escopo deste trabalho.

(H8) Existe 8 > 0 tal que o modelo quadratico (3.18) satisfaz || B|| < 8 para todo
ke N
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O passo de regido de confianca usa um raio A > 0 e calcula um passo
d(zF,A) € R™ tal que ||d(z*, A)|| < A. Definimos a reducdo predita produzida pelo

passo d(z¥, A) como
pred(2F, A) = my(2F) — my(2F + d(2F, A)), (3.19)
e a reducao verdadeira como
ared(2¥, A) = fo(2*) = fo(2" + d(2", A)). (3.20)

Lembramos que o Lema 1.2 garante que

ared(2*, A) = pred(2*, A) + o(2*, A), (3.21)
onde (2 A)
o(z
li ’ =
ASor A 0

uniformemente em 2* € X.
No algoritmo do passo de otimalidade que serd discutido abaixo, fazemos

as seguintes escolhas que simplificam o tratamento:

(1) Cada célculo de regido de confianga comega com um raio A > A,;,, onde
Apin > 0 € fixado. A escolha de A é irrelevante para a teoria, e ele normal-
mente vem da iteracao precedente.

(2) Um passo d(z*, A) somente é aceito se a seguinte condigao de decréscimo sufi-
ciente é satisfeita:

ared(2", A) > n pred(2*, A), (3.22)

para um dado 7 € (0,1).

(3) O célculo de regiao de confianga resolve aproximadamente o problema

minimizar my(x)
sujeito a  x € L(zF) (3.23)
lz = 2"l < A,

onde || - || é qualquer norma em R".
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Agora explicaremos o que significa “resolver aproximadamente”. Dado z €

X e o conjunto L(z), a dire¢do do gradiente projetado é definida por
de(2) = Pry(z — Vfo(2)) — 2. (3.24)

Defina
T dC(Z) _
|de(2) ||

Entao ¢ é a taxa de decréscimo de f; ao longo de d.. Como usual, denotamos

p(2) = = Vfo(2)

d¥ = d.(2F), ¢* = ¢(2F). Como dissemos na introdugao, no inicio do capitulo,
©(z) > 0 sempre que z é um ponto vidvel nao estaciondrio.

Agora usamos os resultados conhecidos sobre minimizac¢ao de my(-) ao longo
de uma direcdo (veja a discussdo do ponto de Cauchy na Secao 1.1.2). Definimos
o ponto de Cauchy generalizado como o minimizador de mg(-) ao longo de d., na
regido de confianga {z € R" | ||z — 2*|| < A},

z. = argmin {mg(z) | |z — 2*|| < A,z = 2% + MdE, X € [0,1]}.

Sabemos que

k k
K 3% .{w !
my(2") — mg(xz.) > =— mins —— ||d ,A}
() = mufw) > °f ming g2 )
onde ¢ depende da norma usada. Usando a Hipétese (HS8), isto pode ser reescrito
como

my(2%) — my(z,) > iik min {%k, %], A}. (3.25)

Aceitamos como uma solugao aproximada de (3.23) qualquer solugao vidvel
para este problema satisfazendo a desigualdade de (3.25).

Na Figura 3.4, as curvas elipticas representam as curvas de nivel da funcao
objetivo. A &rea delimitada por uma poligonal é o conjunto linearizado L(z*). A
area hachurada contida no conjunto linearizado é o conjunto dos pontos melhores
que o ponto de Cauchy, ou seja, o conjunto dos pontos que consideramos como

solugdo aproximada de (3.23).
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Figura 3.4: Ponto de Cauchy e melhores que ele.

Depois de estabelecer o passo de regiao de confianca, estudaremos suas

propriedades.
Algoritmo 3.11 Passo de otimalidade.

Dados: 7 € (0,1), Apin > 0, 28 & Fpy A = A > A .

REPITA
Calcule d = d(zF, A) tal que ||d|| < A, 2¥ +d € L(z*) e
A " k
pred(zF, A) > min ldell, A g
2 || Bl

Calcule ared(z%, A) = fo(2¥) — fo(2* + d).

se 2 +d & Fi e ared(z*, A) > 1 pred(z*F,A), entdo
faca 2%t = 2F + d, Ay, = A e pare com sucesso

sendo, A = A/2.

Nossa tarefa agora é provar que este algoritmo satisfaz as hipdteses (H6,H7)

feitas para o passo de otimalidade.

Lema 3.12 Para todo z € X, d € R" tal que (z + d) € L(z),
[h(z + d) — h(z)| = O(lld||*).
Prova. De (3.3), paratodo z € X, d € R",i=0,1,...,m

filz+d) — fi(2) < Vfi(2)Td+ O(||d*]).
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Como (z +d) € L(z), por defini¢do de L(z) dada em (3.4), temos parai=1,...,m
fil2) + Vfi(2)"d < [ (2),

e entao

filz +d) < fif (2) + Ol d]).

Devemos provar que
fH(z+d) < f(2) + O(l|d])). (3.26)

Se fi(z+d) < 0, isto é verdadeiro, pois o lado direito é positivo. Se nao, f; (z+d) =
fi(z + d). Usando (3.26) na defini¢do de norma, temos

174z + )l = 11742 + odld?),

completando a prova. O

Agora estudaremos o passo de otimalidade perto de um ponto vidvel nao
estaciondrio £ € X. O primeiro lema diz que se ignorarmos o filtro, entao o passo

de regiao de confianca sera grande perto de 7.

Lema 3.13 Considere T € X um ponto vidvel ndo estaciondrio satisfazendo uma
condicdo M-F. Entio existem uma vizinhan¢a V de T, A € (0, Apin) € uma con-
stante é > 0 tal que para todo z* € f/,

(i) para todo A >0, pred(z*, A) > ¢ min{A, A},

(i1) para todo A € (0,A), ared(z*,A) > npred(z*, A) > né A.

Prova. Da condicao de decréscimo de Cauchy generalizado (3.25), que é satisfeita

por construcao em cada iteracao,

pred(z,2) > S22 min {EE) . n}.

dc(2)
i [de(2)l
sao continuas em z. Entdo, existe uma vizinhanca V de z tal que para z*¥ € V,

0(2%) > p(2)/2 e ||do(2*)]| > ||de(Z)]|/2- Assim, para 2F € V,

K Eo(@) . [o(@) |ld(z)]|
pred(z,A)szm{ 28 2 ,A}.

Do Lema 3.1, deduzimos que z — ||d.(2)|| e 2 = ¢(2) = — Vfo(2)"
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Isto pode ser escrito como pred(z¥, A) > ¢ min{A;, A}, provando (3).
De (3.21), para quaisquer k € Ne A > 0,

ared(zF,A) = pred(2*,A) + o(2F, A)
= npred(zF,A) + (1 —n) pred(z*, A) + o(2*, A),

o(zF, A)

A= 0 uniformemente em zF. Para A < Ay, pred(zF,A) > ¢ A

onde lima_,q+
e entao
ared(z", A) > n pred(z*, A) + (1 — n)é A+ o(z*, A).

Para A suficientemente pequeno, digamos, A < A< A,
(1 —n)éA+o(zF,A) >0,

completando a prova. O

O Algoritmo 3.11, na iteracido k, comeca com A > A .. e itera fazendo
AV = 279A% j =0,1,---, e calculando para cada A7 o passo d(z*, A7). Sempre
que A7 < A, a condigio ared(z*, A7) > n pred(z*, A7) é satisfeita: o raio A7 pode
somente ser rejeitado se 2 + d(2*, A7) € F.

Por construcdo, z* ¢ F;, pois h(zF) < (1—a)h(z*). Como F}, é um conjunto
fechado, para A’ suficientemente pequeno, z¥ + d(z*, A7) ¢ F;. Isto mostra que o
algoritmo sempre termina.

Mostramos abaixo que o Algoritmo 3.11 proposto para o passo de otimali-
dade satisfaz as Hipéteses (H6) e (HT).

Lema 3.14 Considere T € X um ponto vidvel ndo estaciondrio satisfazendo uma
condi¢cdo M-F, e suponha que (3.13) vale. Entdo existe uma vizinhanca V de T tal

que para z* €V,

fo(2*) = fola**h) = Q(VHy), (3.27)
fo(e*) = fo(@®h) = Q(lla™" = 24)), (3.28)

onde ¥+t = 2F + d(2*, A) € calculado pelo Algoritmo 3.11.

Prova. Por um argumento usual, é suficiente mostrar que, para qualquer subse-
queéncia (z¥)gex convergindo para z, (3.27) e (3.28) sao verdadeiras para k € K

grande.
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Suponha que z* X z, onde K C N. Segue que z* LY Z, pois, por (3.14),
le* — 2¥[| = O(h(a*)) = 0.

Considere V C X e A > 0, respectivamente, a vizinhanca de 7 e raio dados
pelo Lema 3.13. Para k € K grande, digamos k € K1 C K, z¥ € V. Vamos
considerar uma iteracdo k € Ky, e denotar (fo, h) = (fo(z*) — ah(z*), (1 — a)h(z*))
a entrada temporéaria no filtro.

O Algoritmo 3.11 comega com um raio A® > A, e calcula d(2%, A7), AV =
279A% § =0,1,---, até que 2* + d(2¥, AY) ¢ Fi e ared(2*, AV) > n pred(2F, AY).

Entdo A, = AJ. Vamos definir A como o primeiro A’ tal que

ared(2*, A7) > npred(zF, A7) e (3.29)
K rd(F A ¢ F ou  fo(2F +d(2F,AY)) > fo. (3.30)

Para simplificar a notacdo, denotemos d = d(zF, A) e 2 = 2F+d. Note que A > Ay,
e A > Ay acontece somente quando fo(Z) > fo. Iremos deduzir as propriedades
deste passo CZ, e entdo provar que esta situacdo nao pode ocorrer quando z* estd
suficientemente perto de 7.

Primeiro, provaremos que & satisfaz os limites no lema.
Escolha A < A/2.

(4) Primeiro, o caso facil: suponha que A > A. Ento, pelo Lema 3.13,

pred(z*,A) > émin{A, A} > éA.

~

Pela defini¢do de A, (3.29) vale, e entdo

fo(Z%) = fo(2) > néA = Q(1).
Segue trivialmente que fo(2*) — fo(2) = Q(VHg) e fo(2%) — fo(2) = Q(||z* — 2|)),
porque, em ambos os casos, o lado direito é limitado em X.

(i4) Agora suponha que A < A. Entfio o raio 2A < 2A < A < Apy, néo
satisfaz (3.30) (e foi rejeitado pelo Algoritmo 3.11). Pelo Lema 3.13,

ared(z®, d(2F,2A)) > n pred(2*, d(2*,2A)),

e segue de (3.30) que 2F + d(2*,2A) € Fy e fo(2* + d(2*,2A7)) < fo. Pela definicio
de Hy, devemos ter h(zF + d(z¥,2A)) > Hj.
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Por construcao, h(z*) < (1 — a)h(z*) < (1 — a)Hy. Assim,
h(2F + d(2*,2A)) — h(z*) > aHj.
Pelo Lema 3.12,
h(zF + d(2%,2A)) — h(zF) = O(||d(z*, 2A)]|?) = O(A?), (3.31)

pois ||d(z*,2A)|| < 2A. Combinando esses dois resultados, obtemos oHj, < O(A?),

A = Q(/Hy). (3.32)

Usando novamente o Lema 3.13 com A < A < A,

fo(2%) = fo(@) > néQ(v/Hy) = Q(v/Hy), (3.33)

fo(2%) = fo(2) > néA = Q(A). (3.34)

Assim, o passo d satisfaz as condicoes no lema.
Para finalizar a prova, devemos mostrar que, para k € Ky grande, fo(2) <
fo, que implica & ¢ Fy, e assim & = zF+L.

De (3.23) e (3.15), existem constantes positivas M e N tais que

N

fold) < fol2") — M\/Hy
fo@*) < fo(a*) + Nh(z).

7.

Somando membro a membro, temos que fo(2) < fo(z*) — M+/Hy + Nh(z*). E
imediato verificar que, para k € Iy tal que y/h(z*) < M/(N+«) (digamos, k € K3),
fo(2) < fo(z*) — ah(z¥) = f,, completando a prova. O

3.4 Melhoramentos

Nesta se¢ao apresentamos trés melhoramentos para nossos algoritmos. Pri-
meiro, melhoramos a andlise de convergéncia mostrando que, sob as hip6teses (H5,H6),
a sequéncia de valores da fun¢do objetivo sempre converge, reduzindo bastante a
possibilidade de alcancar pontos de acumulacao nao estacionarios, especialmente

quando (H7) é adicionada. Entdo mostramos como uma pequena mudanc¢a no algo-
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ritmo principal exclui totalmente a possibilidade de gerar pontos de acumulagdo nao
estacionarios. Terceiro, discutimos um passo de otimalidade simplificado usando as
matrizes Jacobianas ja calculadas na fase de viabilidade em vez de recalculd-las em

2k,

3.4.1 Convergéncia dos valores da funcao objetivo

Continuaremos a analise das sequéncias (z¥) geradas pelo algoritmo feita
na Secao 3.2. Comecamos mostrando que fy nao pode crescer muito em uma tnica

iteragao.

Lema 3.15 Suponha que as hipdteses (H5, H6) valem. Entdo eziste uma constante

M > 0 tal que em qualquer iteracao k,
fo(le_H) S fo(xk) + Mh(l'k)

Prova. Note que fy(-) somente pode crescer em uma iteracdao-h. De (3.15), existe
uma constante M > 0 tal que em qualquer iteragao k, fo(2F) < fo(2¥) + Mh(z*).

Por construcio, f(z*¥*1) < f(2*), completando a prova. O

Agora mostramos que fy nao pode crescer muito em uma sequéncia de

iteragoes.

Lema 3.16 Suponha que as hipdteses (H5, H6) valem. Considere uma sequéncia
finita de iteragées I = {k,k+1,..., K} tal que para k € I, f* = fo(z*) > fo(zF)!
e seja M > 0 dado pelo Lema 3.15. Entdo

h(z").

e
(8]

Prova.
Denotemos f* = fy(z*), h¥ = h(z*), para k € I e h = h*. Vamos também

definir os seguintes valores, representados na Figura 3.5:

¢ = f*
o1 = ¢0+M71
pr = 1 +MA—a)h=¢o+[1+(1—a)]Mh

INote que (f*) nio é necessariamente crescente, mas k é uma iteracio-h.
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Viabilidade A

Objetivo fy

Figura 3.5: Geometria dos valores usados na prova do Lema 3.16

j—1 M-
¢ = ¢+ _(1-a) Mh<¢0+—h
=0

Mostraremos que a sequéncia (f*).er tem pelo menos um elemento em cada intervalo
(b7, j11], 7 = 0,1,..., até seu tltimo elemento. Consequentemente fX serd menor
que ¢g + Mh/a.

— Primeiro intervalo: a iteracdo k é uma iteracao-h. O par (¢o—ah, (1—a)h) entra no
filtro permanente, e entdo h¥ < (1—a)hparak = k+1,..., K e fF! < ¢o+Mh = ¢,
pelo Lema 2.7.

— Segundo intervalo: Considere k; o maior k € I tal que f* < ¢, (varias iteracoes-h
e iteracdes- fy podem ter ocorrido entre k e k;). Agora k; é uma iteracio-h, e como

para o primeiro intervalo,

(ff* —ah!, (1= a)h') < (41, (1 - a)’h)

entra no filtro. Entdo h* < (1 —a)?h para k = k1 +1,..., K e ¢, < fhtl <
bk, + M(1 — a)h < ¢, pelo Lema 3.15.

Seguindo o mesmo processo, detectamos uma iteragao-h ks, a tdltima no segundo
intervalo, e f*2*! estard no terceiro intervalo, e assim por diante até que f¥ seja
atingido. Entdo f¥ < ¢y + Mh/a, completando a prova. 0

Podemos agora provar o principal resultado desta anélise:
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Teorema 3.17 Suponha que as hipdteses (H5, H6) valem. Entdo a sequéncia (fo(z*))

converge.

Prova. Vamos denotar f* = fy(z*) para k € N. A sequéncia (f*) é limitada por
hip6tese. Usaremos o seguinte fato, que é um exercicio simples em sequéncias:
Dada uma sequéncia (f¥) tal que limsup(f*) > liminf(f*) + 4, § > 0, é possivel
extrair duas subsequéncias (f*)zex e (f¥9%)rex, K C N tal que, para qualquer
ke,

fk+jk 2 fk + 5

fEr >k parar =1,..., j.

Na verdade, para provar este fato é suficiente tomar uma subsequéncia convergente
para lim sup(f*) e associar a cada indice (digamos, ) o tltimo indice | — j;, tal que
fimin < f1 -6, se ele existe. Para [ grande, a construcao estard sempre bem definida.

Suponha, por contradi¢do, que limsup(f*) > liminf(f*) + §, para algum
§ > 0, e considere a subsequéncia (f¥)ex dada pela construgio acima. Entdo, pelo

Lema 3.16, concluimos que, para todo k € K, a iteracao k£ é uma iteracao-h e
k k+j k, M,
fE s < i < R Zp(ah), (3.35)
«

Tomando subsequéncias se necessario, assuma que (z%)zcx converge para um ponto
_ - . K,
7. Entdo z deve ser estaciondrio pelo Lema 3.6, e consequentemente h(z*) = 0.

Isto contradiz (3.35), completando a prova. O

Agora incorporamos a hipdtese (H7) e mostramos que, perto de um ponto
vidvel ndo estaciondrio, a funcdo objetivo sempre muda de uma grande quantidade,

excluindo a possibilidade de pontos de acumulacao vidveis nao estacionarios.

Lema 3.18 Suponha que as hipdteses (H5-H7) valem. Considere T € X um ponto
vidvel ndo estaciondrio. Entao existe uma vizinhancaV de Z e § > 0 tal que, quando
zF €V, emiste I, € N tal que

Jo(a®) < fo(a®) — 6. (3.36)
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Prova. De (H4) e Lema 3.10, existe uma vizinhanca V; de Z e constantes 51, 82 > 0

tais que para todo z* € V,

fo@®) = fo(a™) = By [la™ —aH], (3.37)
fola@¥) = fo(@¥*) > By \/Hy, (3.38)

e a iteracdo k é uma iteracao-fy. Considere € > 0 tal que
B(z)={z eR" |||z — 7| <e} C W,

e defina V' = B,(z).
Considere k € N tal que z* € V. Enquanto ¢, i = 1,2, ... permanece em

B.(Z), as iteragbes (k + i) sdo iteragoes- fy, e o filtro ndo muda, isto é,
Fy ., =F; e Frvi = Fx parai=1,2,....

Consequentemente, de (3.38), fo decresce de pelo menos uma quantidade constante
B2/ Hy. Entdo, existe [, € N finito tal que z¥t% ¢ B.(z), ¥ € B.(z), para
1=20,1,...,l — 1. Temos que

[t — 2F|| > (3.39)

DO

pois z¥ € Be»(Z). Usando (3.37), (3.39) e a desigualdade triangular,

fo(l“k) _ fo(xk+lk) — Z fo(SCkH) _ f0($k+i+1)
-1
51 Z ”xk—l—z’—l—l . xk—l—z”
i=0
By ”xk _ xk+l’°||

ﬁ1€/2:

v

AVARRYS

completando a prova. 0

Agora ¢ trivial provar (e isto sera feito adiante) que pontos vidveis nao esta-
ciondrios nao podem ser pontos de acumulacao da sequéncia. A presenca de pontos
de acumulacao nao estacionarios é entao reduzida a uma possibilidade aparente-

mente improvavel: existir um ponto de acumulacdo invidvel atingido por pulos
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grandes a partir de pontos arbitrariamente préximos de uma solucao estaciondria,
e que os valores da fung@o objetivo convirjam. Agora nds mostramos como uma

pequena mudanca em nosso algoritmo evita esta possibilidade.

3.4.2 O algoritmo modificado

A tnica mudanga esta no critério usado para introduzir um ponto no filtro,

que agora torna-se:

Atualizagao do filtro: Dados € > 0
se fo(x*) < fo(xF) — min{(h(x*))%, e}, entdo
Foiin=F,, Frpi=Fk (iteragao- fy)
senao,
Foon=Fy, Fro=Fp (iteragao-h)

Isto implica que, potencialmente, mais pontos serao introduzidos no filtro.

Perto de pontos vidveis nao estacionarios, o critério para entrada no filtro

torna-se

fo(a®) = fo(@**h) > (h(a*))? = o(h(2*)) = o(H).

O termo o(Hj},) se anula quando adicionado a fo(z*) — fo(2*™1) = Q(v/Hy), e entdo o
Lema 3.6 permanece verdadeiro. O Lema 3.7 e o Teorema 3.8 também permanecem
verdadeiros; é imediato verificar que as mesmas provas aplicam-se ao algoritmo mod-
ificado. Entao todos os resultados da Secao 3.2 permanecem validos, e a sequéncia

tem um ponto de acumulacao estacionario.

Teorema 3.19 Todo ponto de acumulagdo de (z*) é estaciondrio.

Prova. Por contradicdo, suponha que z* X Z, T nao estacionario. Do Lema 3.6,
sabemos que, para k € K grande, todas iteragoes sao iteracoes- fj.
Se h(z) > 0, entdo, para k € K grande, h(z¥) > h(z)/2 e, consequente-
mente, fo(zF*1) < fo(zF) — 61, com §; = min{e, (h(Z))%/4} > 0.
Se h(Z) = 0, entdo o Lema 3.18 garante que, para k € K grande, existem
02 > 0 e jr € N tais que
Jo(@™7%) < fo(a*) — 6s.
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Em qualquer caso, construimos uma subsequéncia (z¥17%),cx tal que, para k € K,
fo(@F k) < fo(z*) -,

onde § = min{dy,d2} > 0.
Segue que a sequéncia fy(z*) nao é uma sequéncia de Cauchy, contradizendo o

teorema 3.17 e completando a prova. 0

3.4.3 O passo tangencial simplificado

Em nosso algoritmo, os passos de viabilidade e tangencial sdo independentes.
Isto significa que as Jacobianas As e A7 devem ser calculadas ambas em z* e z*.
Na maioria dos algoritmos baseados nos passos de viabilidade e otimalidade, o passo

k

tangencial usa em z* o modelo linear calculado em z*, reduzindo os calculos.

Isto faz sentido se ¥ est4 perto de 2*, e se 0 algoritmo de viabilidade efetuou

k. Se véarios passos foram usados,

somente um passo para atingir z* a partir de z
entdo o passo tangencial pode ser simplificado aproximando as Jacobianas pelas
recém calculadas no procedimento de viabilidade.

Iremos agora mudar o passo tangencial e usar a seguinte transformacao, que

associa a cada (z,z) € R* o conjunto
L(z,z) ={y € R" | Ae(x) (y — 2) =0, fz(2) + Az(z) (y — 2) < f7 ()} (3.40)

e 0 ponto
de(2,2) = Py (2 — Vfo(2)) — 2. (3.41)

Assim, L(2*,2*%) é o mesmo que L(z¥) dado por (3.4), com Ag(zF), Az(2*) substi-
tuidas por Ag(z*), Az(zF).

Quando ¥ 55 z, 7 € X vidvel, K C N, é também verdade que z*¥ % Z, pois,
por (3.14), ||z* — 2*|| = O(h(z*)). Assim, precisamos da continuidade de (3.40) e
(3.41) em um par (Z,Z): isto é garantido por mudangas diretas na prova do Lema
Al

A tnica mudanca no tratamento estd no Lema 3.12, que agora torna-se:
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Lema 3.20 Para quaisquer z,x € X, tais que ||z — z|| = O(h(z)) e d € R tal que
(z +d) € L(z,z),

|h(z + d) — h(z)| = h(z) O([ldll) + O([|d]*).
Prova. Por (3.3), para qualquer z € X, d € R*,i=0,1,...,m,
filz + d) — fi(z) < Vfi(2)"d+ O(||d*]).
Pela condicao de Lipschitz em Vf;, 1 =0,1,...,m,
IVfi(z) = Vfi(x)|| = O(l|z — z[]) = O(h(z))

Vii(z)'d = Vfi(z)"d+ O(h(x)) [|d]l + O(||d[|*)
= V/fi(2)Td+ h(z) O(ldll) + O(lldI]*).

Agora, procedemos como na prova do Lema 3.12, e temos que
1F G+ )l = [lF7 )]l + h(z) Old]]) + O(||d|]*),

completando a prova. O

O Lema 3.13 nao é afetado pelas mudancas, e somente precisamos mudar a
prova do Lema 3.14.

O tnico lugar onde o Lema 3.20 é usado na prova é nas expressoes (3.31) e
(3.32). Mostraremos agora que, com uma boa escolha do valor A (definido naquela
prova), (3.32) é ainda valido.

Vamos modificar (3.31), usando o Lema 3.20:
aHy, < h(2* +d(2*,24)) — h(2*) = h(z¥) O(||d(*, 24)|)) + O(||d (=", 2) *).
Como d(z*,2A) < 2A e h(z*) < Hy,
Hy, < cH,A + 0(A?),

onde ¢ > 0 é uma constante dependente somente de z. Para uma escolha de A tal
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que cA < 1/2, obtemos
1 ~
§Hk - O(AQ),

o que implica (3.32).
A partir deste ponto, a prova é idéntica, provando que o algoritmo simpli-

ficado tem as mesmas propriedades de convergéncia do algoritmo original.

3.5 Um exemplo grafico

Nesta se¢ao apresentaremos um exemplo grafico do mecanismo dos algorit-

mos. Considere o problema bidimensional

minimizar o

sujeito a  f(x) = 2 + (2 + z1)cos(z1) = 0.

A Figura 3.6 (bem como todas as figuras que seguem) mostra as curvas de
nivel de h(z) = |[f(x)| e um minimizador local. A figura da direita mostra os pares
(f (@), h(z)).

Usando uma fungio de mérito (z) = f(z) + vh(z), com v = 0.5, a Figura
3.6 mostra os pontos proibidos associados com o ponto (1,—4), isto é, os pontos z
tais que ¥(z) > 9((1,—4)). Note que o otimizador local estd proibido para este
valor de v. Isto acontece porque v é muito pequeno, menor que os multiplicadores
de KKT 6timos.

Regido proibida Fungédo de mérito f(x) + vh(zx)
8

inviabilidade

-1 0 1 2 3 4 -4 -2 0 2
objetivo

Figura 3.6: A fungao de mérito proibe o otimizador local.

A Figura 3.7 mostra a mesma situacao para v = 1.5, e agora o otimizador
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local nunca é proibido. Isto é na realidade verdadeiro para qualquer valor v > 1,

maior que o valor do multiplicador étimo.

Regiao proibida Fung¢ao de mérito f(z) + vh(z)
8
7
<5}
e
5
s
Za
s
>3
=
8,
1
0
-4 -2 0 2
objetivo

Figura 3.7: Agora o otimizador nao é proibido.

As préximas figuras mostram algumas iteragoes do método de filtro, progra-
mado em Matlab e usando algoritmos internos que sao intencionalmente imprecisos
mas satisfazem todas as hipéteses. A Figura 3.8 mostra a primeira iteragdo. Na
esquerda, a regiao temporariamente proibida associada com a primeira iterada, e
um passo de viabilidade seguido de um passo tangencial. A figura da direita mostra
o filtro: agora Fy = () e Iy contém somente o ponto (fy(2°) — ah(x?), (1 — a)h(z?)).
Os pares resultantes dos passos de viabilidade e tangencial sao também mostrados.
Para o passo tangencial, mostramos os pares correspondentes a 2k + )\(:10’”rl — zk),
A€ 0,1].

Regiao proibida Filtro
8
7
(<)
<6
<
Ts
B4
<
=,
=
. p— 2
1
0
-4 -2 0 2
objetivo

Figura 3.8: Primeira iteracao de um método de filtro.

A primeira iteragao foi uma iteragao-h, pois fo(z') > fo(2°). Assim,
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(fo(z%), h(z%)) torna-se uma entrada permanente no filtro. A Figura 3.9 mostra a

segunda iteracdo, onde os pontos e pares permanentemente proibidos estdo na regido

escura.
Regiao proibida Filtro
6 1 8
7
4 @
<
) \ &
s
0 2 N 24
=
>3
_2 4
=,
_4 l
-6 : : : : : 0
- 0 1 2 3 4 -4 -2 0 2

objetivo

Figura 3.9: Pontos temporaria e permanentemente proibidos depois da primeira
iteracao.

A segunda iteragdo foi também uma iteracdo-h, e o filtro permanente tem

dois pontos. A terceira iteracao é uma iteracao- fj.

Regiao proibida Filtro

8
7

(<)
s

&
Ts

S =
B4

=
> 3

_2 q
g,

-4
1
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Figura 3.10: Terceira iteragao: uma iteragao- fo.

Depois mais uma iteragao-h (iteracao 4), entradas dominadas pelo novo par

podem ser eliminadas do filtro. A tltima figura mostra a quinta iteragao.
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Figura 3.11: Quinta iteragdo: dois elementos do filtro foram eliminados.



Conclusoes

Concluimos apresentando algumas questoes que abrem perspectivas para
trabalhos futuros.

Exemplos de trajetérias centrais mal comportadas.

Nos apresentamos, no Capitulo 2, alguns exemplos de problemas convexos
bidimensionais para os quais as trajetdrias centrais primais, associadas com qualquer
funcdo penalidade, sdo mal comportadas. Ou seja, algumas tém a forma de uma
antena de TV com uma infinidade de segmentos centrais de comprimento constante,
e outras tém a forma de ziguezague com variacao infinita. Nestes exemplos, o
conjunto 6timo é um segmento de reta e o conjunto de centros analiticos coincide
com o conjunto 6timo.

Os primeiros exemplos apresentados naquele capitulo sao construidos com
funcoes continuas, mas nao diferenciaveis. Nos, entao, os suavizamos através da
composicio com funcoes de suavizacao e construimos exemplos convexos C! e até
mesmo C*, cujas trajetorias centrais exibem aqueles comportamentos.

Concluimos, assim, que convexidade, mesmo com diferenciabilidade em
qualquer grau, ainda que as fungoes envolvidas no problema sejam C°°, nao é sufi-
ciente para impedir formas patolégicas da trajetoria central. O resultado é de fato
surpreendente, pois Monteiro e Zhou [60] garantem que, se as fungdes envolvidas
na definicao do problema sao analiticas, juntamente com outras hipéteses razoaveis,
entao a trajetéria central primal é uma curva que converge para um tnico ponto no
conjunto 6timo.

Finalmente, estudamos o efeito destes resultados na complexidade dos algo-
ritmos. Provamos que nenhuma func¢ao penalizada construida como neste trabalho
pode ser auto-concordante, e assim nao é possivel provar polinomialidade de qual-
quer algoritmo usando a teoria de Nesterov e Nemirovskii. Supondo que exista um

bom algoritmo que segue a trajetéria, percorrendo cada volta do ziguezague em um
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numero fixado de iteracgoes, entdo este algoritmo serd polinomial para nossos exem-
plos, mas uma leve mudanca na defini¢do do problema faz o algoritmo que segue a
trajetéria convergir num tempo infinito para um conjunto nao étimo.

Algumas questoes, no entanto, sao levantadas por estes exemplos e merecem

atencao futura.

Barreira auto-concordante.

Considerando o problema no formato de Nesterov-Nemirovskii [64] e definin-
do a trajetéria central por meio de uma barreira auto-concordante, mostramos al-
guns resultados. Esta questao foi sugerida por um dos revisores do nosso trabalho
[35], quando da sua submissao a revista “Mathematical Programming”. Para os
exemplos em que obtemos a trajetoria central em forma de antena, a trajetoria sera
agora um segmento de reta. Para os exemplos em ziguezague, a trajetéria serd
um ziguezague amortecido em alguns casos, mas conjecturamos (e expomos nossas
razoes) que no exemplo mais simples em ziguezague (Capitulo 2, Exemplo 3), a bar-
reira auto-concordante gerara ainda um ziguezague com comprimento infinito, para
o qual um bom algoritmo que siga a trajetoria sera polinomial.

O resultado é surpreendente e nao foi apresentado de forma suficientemente
rigorosa, pois, além de ser um assunto dificil, foge ao escopo deste trabalho. Merece,

sem sombra de divida, nossa ateng¢ao num proximo trabalho.

Método de filtro.

No Capitulo 3 apresentamos um algoritmo de filtro para programagao nao
linear e provamos sua convergéncia global para pontos estacionarios. Cada iteragao
é composta de uma fase de restauracao, que reduz uma medida de inviabilidade, e
uma fase de otimalidade, que reduz a funcao objetivo numa aproximacao tangen-
cial do conjunto vidvel. Essas duas fases sao totalmente independentes, e o tinico
acoplamento entre elas é estabelecido pelo filtro. Informacoes sobre as iteracoes sao
acumuladas através do filtro, impedindo que se retorne a proximidade de pontos
ja pesquisados. O método é independente dos algoritmos internos usados em cada
iteracao, desde que esses algoritmos satisfagam hipdteses razodveis sobre sua efi-
ciéncia. O algoritmo principal ndo usa regioes de confianca, e nenhuma propriedade
dos modelos lineares. Sob hipéteses padroes, mostramos dois resultados: para o filtro
com um tamanho minimo, o algoritmo gera um ponto de acumulagao estacionario;

para um filtro levemente maior, todos os pontos de acumulacdo sao estacionarios.
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Acreditamos que esse trabalho abre espago para novas pesquisas. Salienta-

mos algumas delas.
Efeito Maratos.

Vimos na Secao 1.3.3 que ha uma equivaléncia na resolucao do problema de
PNL (1.18) pelos métodos PQS e Newton quando as hessianas do modelo quadratico
sao as hessianas do Lagrangeano com os multiplicadores 6timos. Sabemos, por outro
lado, que o método de Newton tem propriedades de convergéncia local quadratica
quando a Jacobiana das restricoes na solugao é nao singular. Como este método
é localmente rapido, é desejavel que, arbitrariamente préximo a uma solucao local
estrita do problema, um passo completo de Newton seja aceito. Apesar de o novo
ponto se aproximar de uma solugao 6tima local, ele é rejeitado por alguns algoritmos
por causa do critério utilizado para aceitacao do passo. Isto é conhecido como
efeito Maratos [49] e pode nos levar a passos curtos, em pontos arbitrariamente
proximos de uma solugao 6tima, fazendo com que o método tenha mas propriedades
de convergéncia local.

Muitos métodos que utilizam funcoes de mérito para avaliar o passo sofrem
do efeito Maratos, e recomendam rejeitar um ponto, arbitrariamente préximo a uma
solucdo local, essencialmente bom. Martinez e Santos [54] fazem uma interessante
relacdo de fungoes de mérito utilizadas na literatura, comentando quais sofrem ou
nao do efeito Maratos.

Fletcher e Leyffer [29] comentam que os métodos de filtro podem também
sofrer do efeito Maratos, ainda que sejam menos restritivos em termos de aceitacao
de passos que os métodos com funcoes de mérito. Para remediar isto, os autores
propoem uma modificagao no algoritmo introduzindo uma correcao de segunda or-
dem.

Wiichter e Biegler, em seu recente trabalho [82] de algoritmo de filtros com
busca linear, também propoem uma corregao de segunda ordem e mostram resulta-
dos de convergéencia local do algoritmo.

No formato atual, o nosso algoritmo de filtros sofre do efeito Maratos, como
se mostra facilmente usando o exemplo de Powell [68]. Como proposta de trabalho
futuro, devemos discutir como evitar o efeito Maratos e analisar as propriedades de
convergencia local do algoritmo. Esta discussao foi levantada por Andreas Wachter

quando da sua leitura do nosso trabalho [40].
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Pontos interiores com filtro.

O algoritmo de pontos interiores para programagao nao linear proposto por
Byrd, Gilbert e Nocedal [9] e Byrd, Hribar e Nocedal [10] faz uso de uma funcao
de mérito para avaliacao de cada passo. Como vimos, a atualizacao do parametro
de penalidade da funcdo de mérito é bastante delicada, podendo fazer com que
o algoritmo fique bastante lento ou recuse pontos préximos da solucao. A nossa
sugestao ¢ entao estudar a possibilidade de estender nosso algoritmo para o caso
de métodos de pontos interiores, mesclando as idéias de [9, 10] com o algoritmo de
filtro proposto neste trabalho.

Ulbrich, Ulbrich e Vicente [78], Wachter e Biegler [82] propuseram métodos
de pontos interiores para programacao ndo linear que utilizam a técnica de filtros em
substituigdo a fungdo de mérito. Em [78], o algoritmo decompde o passo primal-dual
obtido das condi¢oes de KKT perturbadas em um passo normal e um tangencial,
cujos tamanhos sao controlados por um parametro tipo regiao de confianca. Cada
entrada no filtro é um par ordenado, cuja primeira componente é resultante da
viabilidade e centralidade e é associada com o passo normal; a segunda resulta da
otimalidade (complementaridade e dualidade) e relaciona-se com o passo tangencial.
Em [82], o algoritmo proposto usa busca linear na dire¢do de Newton obtida a
partir das condigoes de KKT do problema. A fase de restauracdo ¢ incorporada ao
algoritmo de uma forma que nos parece artificial. Ela é exigida se o sistema a ser
resolvido para obter a dire¢do de Newton é (quase) singular, ou se o comprimento

do passo naquela direcao se torna muito pequeno.

Implementacgao.
Temos a intencao de implementar o algoritmo proposto, inicialmente em
Matlab, e testa-lo para comparar seu desempenho com outros métodos. Nosso in-

teresse particular é utiliza-lo em problemas praticos de fluxo de poténcia étimo.
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Propriedades de continuidade de transformacoes

Considere L : R* — P(R") a transformagao definida em (3.4),
2€R" = L(z) ={z € R" | Ag(2)(x — 2) =0, fz(2) + Az(2)(z — 2) < f{(2)},

onde z — Ag(z) e z — Az(z) sdo continuas.

Dizemos que z € R" é um ponto interior de L(z) se x € L(z) e fz(z) +
Az(2)(z — 2) < f£(2).

Lema A.1 Considere Z € R" tal que Ag(Z) tem linhas linearmente independentes e
L(Z) tem um ponto interior (isto é, a condi¢do de qualificacio M-F é satisfeita em

Z). Entao a transformagdo ponto-congunto L(-) € continua em Z.

Prova. Considere a sequéncia (z*), tal que zF — 2, e os conjuntos L(z*).

(1) Semi-continuidade superior: Considere z*¥ € L(z¥), k € N, tal que
zF — 7. Usando a continuidade de todas as fungdes envolvidas na definigao de L(-),
o fato que Z € L(z) é direto.

(2) Semi-continuidade inferior: Considere um ponto arbitriario Z € L(2).
Devemos exibir uma sequéncia z* € L(z*), k € N, tal que z* — 7.

Defina ¥ = Pr,x(z), onde Pr(w) denota a projegao ortogonal de w € R”
sobre o conjunto fechado I' C R”.

Por contradicao, suponha que existam um conjunto infinito  C Ne e > 0,
tais que, para todo k € K, ||zF — z|| > . Nés iremos estabelecer a contradicdo
obtendo k£ € K e um ponto w* € L(z¥) tal que ||w* — z|| < e.

Considere y € R* um ponto interior de L(Z). Entao, para todo A € (0, 1),

y,\=)\y+(1—)\)i



Apéndice 117

é um ponto interior de L(z). Escolha A tal que ||yy — Z|| < £/2, e defina w*

como a
projecdo de yy sobre {z € R* | A¢(2¥)(x — 2*) = 0}. Para z* suficientemente perto

de z, A¢(2*) tem linhas linearmente independentes, e a projecao é dada por

(yr — w¥) = Ag(F)T (Ae(2*) Ae(2)T) ™ Ag(2) (yr — 2°).

A projecdo é continua em Z e entdao y, — w*¥ — 0, pois Ag(Z)(yy — 2) = 0. Da
continuidade de Az e fr(2) + Az(2)(yr — 2) < f{(Z), e os fatos que z 5 ze
w* 5 y,, para k € K grande,
fr(2") + Az(2F) (w* — 2%) < £ (2F).
Assim, para k € K grande, temos w* € L(z*) e ||w* — y,|| < £/2. Para tal wF,
17 — wk]| < 12— uall + lya — w¥] <,
completando a prova. O

Lema A.2 Considere a transformacgdo ponto-conjunto z € R* — L(z) € P(R") e
uma fungdo z € R* — p(z) € R* continua em zZ € R*. Entdo z € R* — Py, (p(2))

€ continua em Z.

Prova. Considere uma sequéncia z¥ — zZ € R*, ¥ = Py,u) (p(2¥)). Nés devemos
provar que z¥ — I = Prg (p(Z)).
Da semi-continuidade inferior de L(-), existe uma sequéncia y* € L(z*) tal

que y* — z. Por definicdo de projecio,
Ip(2*) = 2*|| < lIp(z*) = *|I. (A.42)

Entao (p(2*) — #¥) ¢ limitado e, consequentemente, (z*) é limitado. Con-
sidere 7 € R" e K C N tais que (z¥) % . Usando a semi-continuidade superior de

L(-), € L(z) e entao por defini¢do de projegao,
12 —p(2)l = Iz - p()]]-
Tomando limites em (A.42) para k € K, k — oo,

Ip(2) = 2|l < llp(2) — z].



Apéndice 118

Segue que ||p(z) — Z|| = ||p(z) — ||, e assim Z = Z por unicidade de proje¢do sobre
um conjunto convexo. Isto prova que Z é o tnico ponto de acumulacio de (z*),

completando a prova. (Il
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