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- RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre o comportamento do algoritmo LMS
Filtrado (FXLMS) quando o caminho secunddrio (saida do filtro adaptativo) é modelado
por um sistema Wiener-Hammerstein. Essa configuragdo € de especial interesse em
aplicagBes de controle ativo de ruido acistico e vibragdes, onde a caracteristica nio-linear
do tipo saturaéﬁo representa as distorgdes introduzidas pelos transdutores e amplificadores
de poténcia. Sdo obtidas equag¢des deterministicas para o comportamento médio dos
coeficientes, erro médio quadrético ¢ momentos de scgundé ordem para sinais gaussianos.
A partir dessas, solugdes para o regime permanente sdio obtidas. Simulagdes Monte Carlo
demonstram excelente concordincia com o comportamento previsto pelos modcelos
tedricos. Os resultados analfticos e as simulagdes apresentados neste trabalho demonstram
o impacto significativo que caraterfsticas ndo-lineares podem ter sobre o comportamento

do sistcma adaptativo.
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ABSTRACT

This work presents a statistical analysis of the Filtered LMS algorithm behavior
when the secondary path (output of the adaptive filter) is modeled by a Wiener-
Hammerstein system. This system is of special interest for active acoustic noise and
vibration control, where the saturation nonlinearity models the nonlinear distortion
~ introduced by the power amplifiers and transducers. Deterministic nonlinear recursions are
derived for the mean and second order moments of the adaptive weights and for the mean
square error for Gaussian inputs. Steady-state conditions are derived from these results.
Monte Carlo simulations show cxcellent agreement with the behavior predicted by the
theoretical models. The analytical and simulation results presented show the significant

impact that even little nonlinearities can have on the adaptive filter behavior.
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Introdugdo 1

1. INTRODUCAO

O objetivo desta segdo € introduzir os principais conceitos necessdrios 3
compreensdo do trabalho. Basicamente quatro t6picos sdo abordados: filtragem adaptativa;
controle ativo de ruido acistico e vibragdes (ANC); ndo-linearidades em sistemas ANC; e

algoritmos adaptativos sujeitos a ndo-linearidades.

A partir dos tdpicos abordados na revisio da bibliografia descrita acima, sdo
tracados os objetivos do trabalho, suas justificativas e relevancia. Finalizando, ¢

apresentada a estrutura sob a qual analisamos os problemas levantados.
1.1 Filtragem Adaptativa

0 processamento adaptativo de sinais teve um grande impulso a partir da década de
60 através do desenvolvimento do algoritmo LMS (WIDROW e HOFF, 1960). Desde
entdo essa técnica tem sido amplamente explorada em um grande niimero de aplica¢des em
diferentes dreas, como: sistemas de transmissio de dados (MODEMS, telefonia mével,
comunicaéﬁes por satélite); processamento de sinais bioldgicos; radar e sonar; exploragio
geofisica; compressio de voz; cancelamento de eco; equalizagdo; filtragem; controle;
estimagio espectral; e, mais recentemente, na 4rea de controle ativo de ruido acdstico ¢ de

vibragdes (WIDROW ez al., 1975, HAYKIN, 1991, KUO ¢ MORGAN, 1996).

A filtragem adaptativa tem cativado a atengiio de inimeros pesquisadores por sua
capacidade intrinseca de otimizagdo de desempenho, usando pouca informagdo a priori
sobre as caracteristicas do sisiema. Essa propriedade ¢ espccialmente vantajosa quando o
sistema em questdo ndo ¢ completamente descrito ou conhecido em termos de suas

caracteristicas fisicas ou dinimicas (MITRA e KAISER, 1993).
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Processamentos off-line permitem a utilizagdo de algoritmos matematicamente mais
sofisticados, possibilitando uma busca mais apurada da solugio 6tima. Entretanto, em

algumas aplicagBes em tempo real esse tipo de sofisticagiio torna-se praticamente invidvel.

Basicamente um autdmato (ou filtro) adaptativo‘é uma estrutura ajustdvel de tal
modo que seu desempenho possa ser otimizado por um algoritmo numérico. De uma forma
geral, pode-se entender esse autdmato como um filtro (geralmente digital) cujos
coeﬁéientes sdo modificados de forma a minimizar uma fungfio objetivo (geralmente

determinada em fungfo do sinal de safda desse filtro).

Segundo WIDROW e STEARNS (1985), os sistemas adaptativos possuem todas ou

algumas das seguintes caracterfsticas:

* adaptagio automdlica & medida que ocorre a modificagio do ambiente e/ou

alteragGes do sistema (auto-otimizacio);

® podem ser treinados para desenvolver uma tarefa especifica de filtragem ou
decisdo, ou seja, podem ser programados através de um processo de treinamento

(autoprogramaveis);

e em decorréncia do item anterior, ndo necessitam procedimentos elaborados de

sintese, sdo basicamentc autoprojetaveis;

e podem extrapolar o espago de conhecimento e lidar com novas situages ap6s o
treinamento com um pequeno conjunto de padrdes de -entrada (auto-

-aprendizado);

e até certo ponto podem reparar a si mesmos, ou seja, podem adaptar-se em
regides proximas da 6tima mesmo quando sujeilos a certos tipos de defeitos ou

limitagOes (auto-regeneraveis);
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® geralmente sdo mais complexos e dificeis de analisar que sistemas ndo-
adaptativos, mas oferecem a possibilidade de um desempenho substancialmente
melhor quando as caracteristicas do ambiente sdo desconhecidas ou variantes no

tcmpo.

A parlir do exposto pode-se concluir que os autOmatos adaptativos s#o
essencialmente sistemas ndo-lineares ¢ variantes no tempo. Entretanto, os pardmetros de
uma certa classe desses filtros tornam-se aproximadamente constantes apés algum tempo
de funcionamento. Quando isso ocorre, sua agio sobre o sistema torna-se linear. Tais
sistemas, chamados de filtros adaptativos lineares, sdo bastante tteis, tendem a ser
matematicamente tratdveis e geralmente sdo mais faceis de analisar que a maioria dos

autdmatos adaptativos.

Em termos de identificagdo de sistemas lineares pode-se dividi-los em duas classes
quanto a forma de sua resposta ao impulso: resposta finita ao impulso (FIR - finite impulse
response) ¢ resposta infinita ao impulso (IIR - infinite impulse response). Existem
diferentes estruturas de implementagio, conforme a classe a que o sistema analisado
pertence (OPPENHEIM e SCHAFER, 1989).

Tratando-se da classe de sistemas adaptativos lineares, podem ser encontrados
inimeros trabalhos de andlise, projeto e aplicagdes. Apenas para citar alguns dos

algoritmos mais utilizados, tem-se (GLENTIS ez al., 1999):

o LMS;
e LMS Filtrado (FXLLMS);
e Leaky LMS;

e - L. MS Normalizado;

e RLS e suas variagdes.
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Atualmente os esforgos encontram-se direcionados para a procura de estruturas
alternativas e de novos algoritmos. Entretanto, diversas questdcs permanecem ndo

resolvidas com relagdio & dindmica e desempenho desses sistemas, entre clas:

e cfeitos de precisdo finita (quantizagdo);

e caracteristicas do sinal de excitagdio (as andlises sdo geralmente baseadas em

consideragdes de ruido branco gaussiano);

¢ influéncias dc componentes associados (caracteristicas ndo-lineares de
transdutores associados, atrasos associados ao sistema analisado, distorgdes de

sinais devido ao hardware, etc).
1.1.1 O Algoritmo LMS

Embora escape ao propdsito deste trabaltho uma descrigdo ¢ andlise detalhada dos

diferentes algoritmos adaptativos, faz-se necessdria uma introdugio rdpida ao algoritmo

que serd a base de nosso estudo: o LMS. Havendo a necessidade de um maior rigor em sua

| descrigdo € em seus derivados (FXLMS, NLMS, Leaky LMS, ...), diversas referéncias

podem ser utilizadas: MANOLAKIS et al. (2000), HAYKIN (1991) e WIDROW e
STEARNS (1985). |

O algoritmo LMS foi desenvolvido por WIDROW ¢ HOFF em 1959 na
Universidade de Stanford e se popularizdu por sua simplicidade computacional. Este
algoritmo adaptativo utiliza uma estimago instantinea da superficie de desempenho para
produzir sucessivas atualizages dos coeficientes através do método do gradiente
descendente. Devido a essa caracterfstica o LMS ¢ dito pertencente 2 classe de algoritmos
baseados no méfodo do gradiente cstocdstico e € considerado como padrdo na comparagio

de desempenho entre algoritmos adaptativos.
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O LMS pode ser considerado como um sistema de controle realimentado e

basicamente consiste na combinagfo de dois processos bésicos:

® processo adaptativo: consiste no ajuste automdtico de um conjunto de

coeficientes:

® processo de filtragem: envolve (a) o cdlculo do produto interno entre o vetor de
sinais de entrada e o vetor de cocficientes, formando assim um sinal de saida e
(b) a geragdo de um sinal de erro através da éomparagio entre o sinal produzido
pelo algoritmo e um sinal dito desejado. Esse sinal de erro € utilizado em

conjunto com o sinal de entrada para atualizar o processo adaptativo.

A figura 1.1 apresenta o diagrama em blocos de um problema de
identificagdo/controle onde o objetivo é minimizar a poténcia do sinal de saida e(n) através

da especificagdo do controlador W.

z(n)

d(n) ++

x(n) e(n)

y(n)

Figura 1.1 — Diagrama em blocos do problema analisado

A figura 1.1 apresenta um sistema | W?, considerado lincar, excitado por um sinal
x(n) (onde “n” representa o instante de tempo), produzindo um sinal de saida d(n). W é o
controlador que, sujcito a0 mesmo sinal de excitagdo x(n) ou a um sinal de alguma forma
correlacionado a este, produz uma safda denominada de y(n). O sinal z(n) corresponde ao
rufdo dc medigdo. O objctivo do problema € determinar o controlador étimo W, ecm um

sentido médio quadratico, de forma a minimizar a saida e(n).
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O sistema W* ¢ considerado possuindo resposta finita ao impulso (FIR) e portanto
pode ser representado por um filtro transversal, ou, como comumente é chamado, por um

combinador linear. Portanto, a saida d(n) pode ser avaliada através da seguinte equagéo:

N-1
d(n) =3 wx(n-j) (L1)
/=0
ou, na forma vetorial, por:
d(n)=W°X(n) (1.2)
onde
° T
we =[w§ W wN_,] (1.3)

X(n)=[x(n) x(n-1) ... x(n—N+l)]T

Ou seja, o vetor W* ¢ constituido por uma série ordenada de coeficientes que

corresponde A resposta ao impulso do sistema. O vetor X(n) é o vetor de amostras
P p p

atrasadas do sinal de excitagdo (ou, como comumente é chamado, sinal de referéncia). No
proximo instante de tempo “n+1” todas as amostras de X(r) s#o deslocadas para a direita,
a amostra mais antiga ¢ descartada e a nova amostra do sinal de excitagdo ocupa a primeira

posigdo do vetor.

Da mesma forma, tem-se que

N-1
J’(")=§W1x("“1)=wr (n)X(n) (1.4)
=
e, conseqilentemente, o sinal de erro instantineo ¢ dado por

e(n)=d(n)-y(n)=WX(n)- W' (n)X(n)+z(n) 1.5
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O erro médio quadritico pode ser avaliado elevando-se (1.5) ao quadrado e

tomando-se seu valor esperado. E fécil demonstrar que esse resultado € uma fungdo

quadrética do vetor de coeficientes do controlador W. Portanto, E{e*(n)} ¢ um hiper-

paraboléide no espago dos coeficientes de W. Essa superficie denomina-se superficie de

desempenho do problcma analisado.

Para determinar o conjunto de coeficientes que minimiza (produz o minimo valor) a

superficie de desempenho, pode-se utilizar o0 método do gradiente descendente:

W(n+1)=W(n)—yoVE{e2 (n)} (1.6)

onde p, = /2 é uma constante de adaptagdo denominada de passo de convergéncia.

Ou seja, partindo-se de um valor inicial arbitrdrio para W (0), a cada iteragdo do

algoritmo pequenos passos sdo dados em dire¢@o ao conjunto dtimo de coeficientes.

O LMS utiliza uma estimativa do gradiente da superficic de desempenho para
realizar a adaptacfo. Ao invés do erro médio quadrético ele utiliza o erro instantdneo, ou

seja:

VE{e’ (n)}= Ve (n)= 2"(”)5?\;—((% =-2¢(n)X(n) 1.7

Substituindo (1.7) em (1.6) tem-se como resultado a equagio de atualiza¢do dos

coeficientes do LMS:

W(n+1)=W(n)+ue(n)X(n) (1.8)

Ao longo deste trabalho serd utilizada a seguinte notagio:

e pgrandezas escalares: letras minisculas;

e grandezas vetoriais: letras maidsculas em negrito.



Introdugdo 8

1.2 Controle Ativo de Ruido Aciistico e Vibracdes
1.2.1 Introdugdo

Dentro do contexto de abrangéncia de filtros adaptativos encontra-se a técnica de
controle ativo de ruido (LE'ITCH ¢ TOKHI, 1987, STEVENS e AHUJA, 1991, MORGAN,
1991, ELLIOT e NELSON, 1993, FULLER e FLOTOW, 1995, NELSON e ELLIOT,
1995, KUO e MORGAN, 1996, HANSEN, 1997, KUO e MORGAN, 1999).

Basicamente, pode-se descrever o processo de controle de ruido acistico (ANC)
como sendo o cancelamento das ondas de pressdo (som) em um determinado ponto ou
regido no espago, através da criagio de um campo acistico artificial de mesma intensidade,
porém com fase inversa. A sobreposigio de ambos os efeitos ocasiona a diminui¢do ou o
cancclamento dos niveis sonoros, dependendo do desempenho do sistema utilizado

(NELSON e ELLIOT, 1995, KUO ¢ MORGAN, 1996).

Os fundamentos desta técnica foram idealizados na década de 30 por Paul Lueg
(GUICKING, 1990), porém apenas nos anos S0 uma maior atengfio foi dada ao assunto.
Atualmente, com o advento dos sistemas dedicados ao processamento de sinais, o controle

de ruido acistico tem sido cada vez mais explorado (KUO e MORGAN, 1996, KUO ez al.,
1996).

Até o surgimento do ANC, o controle de ruido era realizado apenas por meios
passivos, como: forragdcs, espumas, amortecedores de absorgdo e reflexdo, isoladores e
. . . . .
silenciadores, entre outros. Porém, as técnicas passivas funcionam bem apenas para médias
¢ altas freqiiencias (acima de 500 Hz). Além disso, quando utilizadas para baixas
freqiiéncias, solugGes passivas podem ser volumosas ¢ possuir peso considerdvel. Em
contraposigdo, sistemas ativos sdo eficientes apenas abaixo de 1000 Hz (KUO et al., 1996,

ERIKSSON e ZUROSKI, 1997).

Os mecanismos ffsicos pelos quais a técnica de cancelamento de ruido pode ser
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entendida sdo a interferéncia destrutiva ¢ a variagdo da impedancia de acoplamento. O

cancelamento das ondas de pressdo ndo € trivial e depende tanto da posicio espacial como

do instante de tempo.

De forma pritica, o controle ativo do som ¢ realizado através de sistemas
eletroacisticos. Em sua forma mais simples, um sistema de controle (geralmente
microprocessado) aciona um alto-falante de forma a produzir um campo sonoro que é uma
imagem espelhada (antifase) exata do rufdo do ambiente. Essa imagem espelhada é criada a
partir da amostragem do rufdo através de microfones, ou a partir de um sinal de referéncia
obtido com o auxilio de outros transdutores. Na realidade essa tarefa ¢ mais complicada e

exige um grande esfor¢o computacional, na maioria das vezes sem gerar o cancelamento

completo do ruido.

Existem dois tipos bdsicos de enfoque para o controle ativo de rufdo: cancelamento
ativo de rufdo acistico e controle ativo acistico-estrutural. No cancelamento de ruido
acustico, os atuadores sdo fontes acusticas (alto-falantes) que produzem um sinal de som
em antifase ao do ambiente, como j4 explicado. No caso do controle estrutural os atuadores
sdo geralmente transdutores piezoelétricos que modificam o modo de vibragio de uma
estrutura, alterando, dessa maneira, o rufdo irradiado (NELSON e ELLIOT, 1995, KUO e
MORGAN, 1996).

O controle ativo de rufdo tem um melhor desempenho para sons que possuem um
comportamento cspacial simples. Um exemplo cldssico seria o de ondas de som de baixa
freqiiéncia propagando-se através de um duto, um problema . cssencialmente
unidimensional. O controle completo de sons com caracteristicas espaciais complicadas
ainda ndo € possivel nos dias de hoje (GUO e PAN, 1995). Porém, as técnicas atuais sdo
bastante eficientes para o controle de ruido em espagos fechados (NELSON ez al., 1987,
BULLMORE et al., 1987, ELLIOT et al., 1987b), tais como em cabines de aeronaves e de
vefculos, ¢ em dutos por onde fluem gases (BURGESS, 1981, MASSARANI, 1990,
OSORIO ¢ NOBREGA, 1995, NELSON ¢ ELLIOT, 1995, BERNHARD, 1995, KUO ¢
MORGAN, 1996, KUO et al., 1996, KIM et al., 1997). Além do comportamento espacial
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do ruido, outro fator de importincia é o posicionamento adequado dos transdutores (BAEK
¢ ELLIOT, 1995).

Um dos grandes problemas da redugdo de ruido em regides de localizagdo
especifica € a amplificagdo do ruido nas imediagdes do local em questdo. Os sistemas de
controle tendem a reduzir o rufdo localmente ao invés de globalmente. Geralmente, a
redugdo global € obtida apenas para campos sonoros simples, onde 0 mecanismo primdrio é
0 acoplamento de impcdﬁncias. Entretanto, o cancelamento direcional € possfvel mesmo a

elevadas freqiiéncias se os atuadores € o sistema de controle estiverem aptos a isso.

Na maioria das aplicagdes, a descri¢do completa do sistema a ser controlado ndo é
possivel. Além disso, tais sistemas sdo freqiientemente ndo-estaciondrios devido a
mudangas de temperatura cm tubos de cxaustdo ou a modiflicagdcs do ambiente causadas
pcla movimentagdo de pcssoas ou mdquinas. Assim, uma grande parte dos sistemas
implementados faz uso de filtros adaptativos ao invés de técnicas de controle convencional.

Dentre os algoritmos adaptativos mais utilizados pode-se citar o algoritmo LMS ¢ sua
variag@o, 0 FXLMS (KUO e MORGAN, 1996).

Diversas aplicagtes desta técnica 1€m sido sugeridas na literatura. Dentre essas

pode-se citar:

e dutos de ventilagdo (BURGESS, 1981, MASSARANI, 1990);

¢ sistemas de ar-condicionado;

e cletrodomésticos (aspiradores, maquinas de lavar, reﬁ*igeradérc_s,...);

e sistemas automotivos (ELLIOT ez al., 1988, BERNHARD, 1995, LY, 1997);
e estruturas espaciais (WOODARD e NAGCHAUDHURI, 1998);

e ambientes industriais;

e cquipamentos de ressonancia magnética (PLA et al., 1995, CHEN ez al., 1999).
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1.2.2 Tipos de Sistemas ANC

Pode-se classificar os sistemas ANC em quatro tipos principais, dependendo da

forma de construgdo e dos objetivos que se propdem (NELSON ¢ ELLIOT, 1995, KUO ¢
MORGAN, 1996, KUO et al., 1996):

® sistemas ndo-realimentados de banda-larga;
¢ sistemas ndo-realimentados de banda-estreila;

* sistemas realimentados;

sistemas de miltiplos canais.

Apresenta-se a seguir um pequeno resumo sobre cada um dos tipos de sistema

ANC, assim como scus diagramas em blocos.
® Sistemas néio-realimentados de banda-larga

A figura 1.2 apresenta o diagrama simplificado de um cancelador néo-realimentado
de banda-larga. A fonte de ruido é amostrada por um microfone, produzindo um sinal
elétrico de referéncia denominado x(n). O controlador produz um sinal elétrico que aciona
um alto-falante para pro&uzir o cancelamento do sinal aciistico indesejdvel. A resposta do
controlador € ajustada a partir de x(n) e do sinal de erro e(n) (captado pelo microfone de

erro) de modo a aumentar a eficiéncia do cancelamento.
¢ Sistemas nao-realimentados de banda-estreita

Em aplicagbes onde a fonte de rufdo é periédica (ou quase periédica), como é o
caso de ruidos produzidos por méquinas rotativas, o microfone de entrada pode ser
substituido por sensores ndo-aciisticos, como tacdmetros, acelerdmetros ou sensores
6pticos. A figura 1.3 mostra essc tipo de implementagdo. O sensor ndo-acdstico fornece um
sinal sincronizado com o rufdo, permitindo a determinagio de sua reqiéneia fundamental.

O sinal de erro permite o refinamento (adaptagio) do sistema.
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Ruido primério

Alto-falante

Microfone I \Q{

Fonte de de referéncia e(n) | Microfone
rufdo de erro

y(n)

x(n)

Figura 1.2 - Sistema de controle de ruido néo-realimentado de banda-larga em um duto

Fonte de
ruido

Ruido primério

Alto-falante
£\
I \;( Microfone
PN

Sensor ndo-acistico de erro

y(n)

e(n)

Figura 1.3 - Sistema ANC ndo-realimentado de banda-cstreita
o Sistemas realimentados

Este tipo de configuragio faz uso de apenas um transdutor acidstico, o qual fornece
o sinal de erro (figura 1.4). Em alguns casos, a redugdo do ruido indescjdvel requer um
elevado ganho na matha dc realimentagdo. Assim, os atrasos de fase podem tornar o
sistema instdvel. Essa configura¢do € mais facilmente controldvel no caso de controle de

ruido de banda-estreita (KUO ¢ MORGAN, 1996).
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Fonte de
ruido

Ruido primério

Alto-falante
I \EE( Microfone
. de erro

e(n)

Figura 14 - Sistema realimentado de cancelamento de ruido
¢ Sistemas de miltiplos canais

Quando a geometria do problema é complexa, a utilizagdo de apenas uma fonte
secunddria para o cancelamento do rufdo nio é suficiente. Nesse caso devem ser utilizados
conjuntos de fontes associadas. Um sistema de mailtiplos canais é apresentado na figura
1.5. Nesse caso existem diversos sinais de erro que devem ser combinados em uma fungdo

objetivo a ser minimizada (ELLIOTT e al., 1992).

Sistema acustico

” —"[[ ' O—

o 173

2 2 ]
g g 5 O— &
8 s 2 3
2 g =2 , 8
g g < . S
= A : E

)’i(")

Sensor ndo-acustico

Figura 1.5 - Sistema de cancelamento de ruido de mdltiplos canais
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1.2.3 Algoritmos Adaptativos para Sistemas ANC

Diversas técnicas 1&m sido exploradas para a implementagio de sistemas ANC.

Entre elas pode-se citar:

® 1técnicas de controle convencional (controladores PID);

* técnicas de controle robusto (TOKHI e LEITCH, 1991);

¢ filtros adaptativos lineares (VIPPERMAN e BURDISSO, 1995);
¢ algoritmos genéticos (HANSEN et al., 1996);

¢ redes neurais (HAYKIN, 1999).

Embora resultados satisfatérios possam ser obtidos em certas aplicag¢des utilizando-
se técnicas convencionais de controle, as formas adaptativas t8m-se mostrado de grande

valia, vislo que a maioria dos sistemas ANC néo pode ser complctamente descrita em

termos analiticos ou sfio ndo-estaciondrios.

A complexidade estrutural das redes neurais e dos algoritmos genéticos necessdrios
a solugio de problemas préticos dificulta sobremaneira a andlise da dindmica de seu

funcionamento. Assim, 'apcsar de fornecerem resultados relevantes, esses podem ser de

~ dificil otimizagao.

Grande partc dos sistemas ANC € baseada em filtros adaptativos lineares. Essa
popularidade deve-sc & baixa complexidade estrutural ¢ computacional desses filtros, as
quais facilitam a andlisc de sua dindmica, permitindo a compreensiio, pelo projetista, das

diversas varidveis envolvidas na obtengio da solugdo 6tima.

Filtros adaptativos lineares 1IR tendem a modelar sistemas fisicos complexos com
um nimero menor de coeficientes que os equivalentes FIR, resultando em menor custo
computacional por iteragdo do algoritmo adaptativo. Enirctanto, como grande revés,
possuem caracteristicas indesejdveis, como: convergéncia lenta, existéncia de minimos

locais e regides de instabilidade. Em especial, em aplicagdes de controle de ruido acustico,
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dependendo da aplicagdo, tanto estruturas FIR como IIR podem possuir um grande nimero
de coeficientes em decorréncia das caracteristicas do meio acistico de propagagdo. Devido
a esses fatos, a maioria das aplicagdes faz uso de filtros FIR (ERIKSSON et al., 1987,
LIAVAS e REGALIA, 1998).

Embora existam diferentes estruturas de implementagio de filtros FIR (cascata, fase
linear, lattice, entre outras), com diferentes propriedades, a forma transversal é a mais

utilizada em decorréncia de sua menor complexidade (custo computacional).

Diversos algoritmos podem ser encontrados na literatura para a implementagiio de
sistemas ANC baseados em filtros adaptativos lineares com estrutura transversal. Dentre
eles pode-se citar: o LMS, FXLMS e Leaky FXLMS. O presente trabalho restringe-se a
andlise do algoritmo FXLMS. O LMS é tratado como um caso particular do FXLMS.

Caminho primdrio

x(n)

Sinal de
referéncia

y(n)

Sinal de
- @rro

e(n)

Controlador

Figura 1.6 - Sistema bdsico de controle ativo de ruido acistico baseado no algoritmo LMS

A figura 1.6 apresenta o diagrama bdsico de um sistema de controle bascado no
algoritmo LMS. O sistema utiliza um filtro adaptativo W(n) para minimizar o erro médio
quadrdtico na saida do médulo somador. Isso ocorre através da estimagdo da resposta do

caminho primdrio W? existente entre os sinais de referéncia e de erro.
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De uma forma simplificada, a safda do filtro adaptativo deve convergir para um

sinal préximo ao sinal na safida de W°. Quando ambos os sinais sio combinados, o erro

residual tende a anular-se.

Visto que o cancelamento se dé4 por superposi¢do das ondas de pressdo, o sinal da

segunda parcela da equagio de atualizagio dos coeficientes (1.8) deve ser negativo.

Um grande problema desse modelo no caso de aplicagdes ANC ¢ a existéncia do
chamado caminho aciistico secunddrio (CHEN e al., 1996). O sinal gerado pelo filtro
adaptativo € sujeito a uma série de modificagdes antes de ser utilizado para cancelar o ruido
sonoro. Essas modificagdes sfo decorrentes da atuagio do conjunto: conversor digital-
analGgico, pré-amplificadores, filtro de reconstrugio, amplificadores de poténcia, alto-
falantes, meio de propagagdo, microfones, filtros, amplificadores ¢ conversor analégico-
digital (KUO e MORGAN, 1996). Uma descrigio mais representativa do sistema

mencionado pode ser apreciada na figura 1.7.

Caminho primdrio

d(n)

x(n)

Caminho secundério

Controlador

Figura 1.7 - Diagrama em blocos de um sistema bésico de controle de ruido levando-se em

consideragdo a influéncia do caminho actstico secundério.

Com o intuito de compensar a influéncia de S, o algoritmo FXLMS utiliza uma

fung@o S, a qual representa uma estimativa do caminho secunddrio S (KUO e MORGAN,
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1996, ZHANG, et al., 2000). Basicamente, sua fungdo ¢ filtrar o sinal de excitagio x(n)
antes de este ser utilizado na atualizagio dos coeficientes. Tanto melhor serd o desempenho

~ desse algoritmo quanto mais préxima for § de S. Esse artificio ¢ utilizado pelo fato de a

fungéio S ndo ser sempre fase minima, ou seja, ndo existe necessariamente a fungfio inversa

S™'. Dependendo da aplica¢do, S pode ser estimada antes da etapa de controle, ou pode

ser estimada em tempo real durante a atuagfo do sistema de controle.

O diagrama em blocos da implementagio prética de um sistema de controle ativo de

ruido acdstico em um duto, utilizando o algoritmo FXLMS, pode ser visto na figura 1.8.

Ruido primério Alto-falante

>

Microfone de referéncia |
x(n)

Microfone
de erro

e(n)

Controlador

Figura 1.8 - Sistema de controle de ruido em um duto acistico utilizando 0 FXLMS
Supondo-sc que S ¢ linear, entdo quando S =8 as caracteristicas do sistema em
regime permancntc scriam cquivalentes ds de um sistema sem meméria no caminho

. N s . . . ~ . -1
secunddrio, cujo caminho primdrio ¢ definido pela convolugiio entre os sistemas W ¢ §7,

e sinal de excitagdo filtrado por S.

1.3 Nao-Linearidades em Sistemas ANC

O comportamento de sistemas de controle de ruido baseados nos algoritmos LMS e



Introdugdo : 18

FXLMS pode ser estudado através da teoria de filtragem adaptativa. Diversos trabalhos
estabelecem critérios de desempenho e estabilidade a partir de modelagens analiticas do
comportamento desses sistemas. A maioria desses trabalhos assume que a propagag¢ao do
som no ar ou de vibragdes em estruturas pode ser descrita, em uma primeira instdncia,
como um problema puramente linear. Entretanto, esses sistemas podem incluir
componentes com caracteristicas substancialmente ndo-lineares. Fungdes do tipo zona-
morta, quantiza¢do ou saturagdo, entre outras, podem ser identificadas no meio fisico, em

transdutores ou no hardware associado (SUTTON e ELLIOT, 1995, TAO e
KOKOTOVIC, 1996). '

Para exemplificar, muitos dos transdutores (acisticos e de vibmgﬁo) utilizados em
sistemas ANC caracterizam-se por possufrem comportamento ndo-linear (KLIPPEL, 1990,
KLIPPEL, 1992, SCOTT et al., 1996, HEINLE et al., 1998). Esse problema geralmente é
minimizado, limitando-se as excursdes de sinal relativam_cnte a capacidade dos atuadores.
(ELLIOT e NELSON, 1993, SUYKENS et al., 1995, HANSEN, 1997, KUO ¢ MORGAN,
1999, DOUGLAS, 1999). Entretanto, por razdes econémicas é de grande interesse que as
especificagdes do sistema ndo sejam superdimensionadas. Um outro elemento ndo-linear de
interesse € a etapa de amplificagdo de poténcia do sinal a ser entregue aos transdutores.

Essa etapa pode acatretar distorgfio ou até mesmo saturagio do sinal de controle.

Da mesma forma que sistemas ANC sd3o afctados por cssas ndo-lincaridades,
também diversas outras aplicagdes de controle/identificagdo adaptativa que utilizam os
mesmos transdutores o sdo; por exemplo: cancelamento de eco (NOLLET e JONES, 1997,
STENGER e¢ RABENSTEIN, 1998, STENGER ¢ KELLERMAN, 2000) e aplicagdes
biomédicas (MELO ez al., 1998, MELO et al., 2000).

Considerando a cxisténcia dessas influéncias ndo-lineares, torna-se importante o
aprimoramento dos modclos analiticos cxistentes. Os novos modelos devem permitir a
determinagdo dos cfcitos de ndo-lincaridades representativas do comportamento do sistcma

fisico.
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1.4 Filtros Adaptativos Sujeitos a Nao-Linearidades

O estudo dos efeitos de ndo-linearidades no comportamento de algoritmos
adaptativos ainda ¢ incipicnte. Entretanto, a influéncia de elementos ndo-lineares com

caracteristicas como saturagfio ¢ quantizagdo é de grande interesse por parte do projetista.

Freqiientemente, efeitos ndo-lineares sdo modelados por aproximagdes linearizadas
(GITLIN er al., 1973, CARAISCOS e LIU, 1984, ALEXANDER, 1987). Alguns trabalhos
recentes descnvolvem rﬁodc‘los ndo-linearcs que consideram a natureza exata da nio-
linearidade envolvida (BERMUDEZ ¢ BERSHAD, 1996a ¢ 1996b, BERSHAD e
BERMUDEZ, 1996a ¢ 1996b). Uma técnica eficiente de andlise utiliza ndo-linearidades do
tipo saturagio como aproximagdo analftica de n#o-linearidades reais (DUTTWEILER,
1982, BERSHAD, 1986, BERSHAD, 1988, SHYNK ¢ BERSHAD, 1991, BERSHAD er
al. 1993a e 1993b, BERSHAD et al., 1999). Outros trabalhos que devem ser mencionados
sio: ROWE (1982), DOUGLAS ¢ MENG ( 1994a) e (1994b).

A utilizagdio de fung¢Ses ndo-lineares do tipo saturagio possibilita uma adequada
modelagem das distor¢des por limitagio de excursdo de sinal, tanto em nivel de software
(overflow) quanto de hardware. Fungdes desse tipo s@o tteis também na andlise de redes
neurais. Muitas dessas redes podem ser entendidas como filtros adaptativos com ndo-
linearidades em suas saidas. A facilidade de manipulagio analitica de fungbes de saturagdo

pode viabilizar a andlise de estruturas bastante complexas.

A utilizagdo dessa técnica produziu interessantes conclusdes. na andlise do
comportamento do ncurdnio artificial (SHYNK e BERSHAD, 1991, BERSHAD ez al.,
1993a ¢ 1993b, BERSHAD er al., 1996, BERSHAD er al. 1997), na identificagio de
sistemas ndo-lineares com memdria (BERSHAD ez al., 1999, BERSHAD et al., 2000) e no
LMS sujeito a saturagdes do sinal de erro (BERSHAD, 1988). |

Apesar de todos esses trabalhos, até o momento desconhecem-se esfor¢os no

sentido de desenvolver modelos analiticos capazes de prever a degradagio de desempenho



Introdugdo 20

em sistemas ANC baseados no algoritmo LMS decorrente da influéncia de ndo-

linearidades.

1.5 Objetivos deste Trabalho

Estudar o comportamento de algoritmos adaptativos baseados no algoritmo LMS
sujeitos a influéncia de ndo-linearidades através de uma metodologia de andlise capaz de
fornecer modelos analiticos que possam prever, com adequada precisdo, o comportamento
de sisternas reais tanto em regime transit6rio como permanente. Em um segundo momento
determinar figuras dc mérito capazes dc qualificar/quantificar o desecmpenho desses

sistemas em condig3es determinadas, auxiliando o projetista de sistemas adaptativos.
1.6 Justificativa e Relevincia

Diversos sistemas de interesse do ponto de vista da filtragem adaptativa possuem
caracterfsticas ndo-lineares; dentre esses pode-se citar: sistemas biolégicos, controle ativo

de ruido aciistico, redes neurais e sistemas de identificagdo e controle de um modo geral.

Principalmente nas dreas de controle ativo de ruido e identificagdo de sistemas, a
presenga de componcntes ndo-lineares (transdutores ¢ amplificadores) é uma constante. A
modelagem analitica usual do comportamento de algoritmos adaptativos desconsidera a

influéncia dessas ndo-linearidades, o que produz resultados nem sempre condizentes com a

situagdo real.

A literatura técnica cspecializada apresenta  diversos  estudos  sobre 0
comportamento de sistemas ndo-lineares. No entanto, poucos desses estudos podem ser
utilizados (ainda que aproximadamente) para modelar a influéncia de ndo-lincaridades em

sistemas de controle ativo de ruido e vibragGes que utilizam algoritmos baseados no LMS.

A metodologia utilizada pode ser de grande valia também para o estudo de redes
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neurais artificiais.
1.7 Estrutura do Trabalho

Inicialmente, foi apresentada a fundamentagdo te6rica necessdria a andlise do
problema. No capitulo 2 ser4 feita a defini¢do formal do problema genérico abordado neste
trabalho. Dessa formulag@io geral podem ser extraidos, como casos particulares, uma série

de problemas de filtragem adaptativa extensivamente estudados na literatura.

O capftulo 3 apresenta a andlise da superficie de desempenho do sistema de controle
sob o ponto de vista de um problema de estimagio média quadrdtica nio-linear. Os
capftulos 4, 5 e 6 apresentam a andlise estatistica propriamente dita, resultando na obtengdo
de modelos analiticos para 0 comportamento médio dos coeficientes, evolugio do erro
médio quadrdtico ¢ momentos de segunda ordem do vetor de coeficientes. Mostra-se que
para o caso limitc em que a influéncia da ndo-lincaridade é dcsprcziv,el, as cxpressdes
obtidas neste trabalho reduzem-se as expressdes jd descritas na literatura para 0s ¢asos
particularcs analisados, supondo-sc sistemas puramente lineares. Nesse sentido, o presente

trabalho generaliza a modelagem do comportamento estocédstico de uma grande classe de

sistemas adaptativos lineares ¢ nfio-lincares.

No capitulo 7 sdo avaliados os modelos analiticos e apresentadas confrontagdes
entre os resultados tedricos € os resultados de simulagdes computacionais. No capitulo 8
sdo feitas observagdes gerais sobre o trabalho e apresentadas concluses e propostas para
sua continuagdo. Nos anexos encontram-se varios desenvolvimentos matematicos descritos

a0 longo dos capitulos.
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2. DEFINICAO DO PROBLEMA

Neste capftulo € formalizada a descrigio do problema a ser analisado. Sio
apresentados os modelos analiticos ¢ as principais considerages cstatisticas ¢ funcionais

que serdo utilizados ao longo do trabalho.
2.1 Introducéo

Como jé descrito no capitulo 1, o algoritmo LMS € o algoritmo mais popular cm
aplicages de tempo real ¢ tem sido utilizado com sucesso cm indmeras dreas. Entretanto,
certos sistemas caractcrizam-se por introduzir operagdes de filtragem no caminho de
realimentagdo do algoritmo (safda do filtro adaptativo). Em aplicagdes de controle ativo de
ruido acistico isso ocorre devido a presenga do sistema de atuagdo acdstica (caminho

actistico secunddrio).

Os clementos do caminho acistico secundério criam atrasos que podem causar a
degradagdo do desempenho ou até mesmo a instabilidade do processo de adaptagio. Para
resolver esse problema foi desenvolvida uma versdo modificada do LMS denominada de
algoritmo LMS Filtrado (Filtered-X Least Mean Square), também chamado de FXLMS
(BURGESS, 1981, WIDROW et al., 1981, BJARNASON, 1995, KUO ¢ MORGAN,
1996).

Nesse algoritmo, o sinal de referéncia € filtrado de modo a compensar os filtros que
se encontram dentro do lago de realimentagdo eletroacistico. Essa filtragem adicional no
sistema adaptativo gera correlagdes entre os sinais e, por conseguinte, complica de forma
significativa o comportamento e andlise do algoritmo adaptativo. Essas cotrelagdes
invalidam o uso da teoria da independéncia (MAZO, 1979), muito utilizada para
simplificar a andlise estatistica do comportamento do algoritmo LMS. Portanto, a anélise

desse algoritmo torna-se bastante complexa.
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Diversos trabathos tratam da an4lise do algoritmo FXLMS. SNYDER ¢ HANSEN
(1994) avaliaram o comportamento médio dos coeficientes €, posteriormente,
BJARNASON (1995) desenvolveu expressdes para os momentos de primeira e segunda
ordem para o caso de estimagdo correta do caminho sccunddrio, especializando seus
resultados para o caso do algoritmo Delayed LMS (caso particular do FXLMS). Entretanto,
essas andlises basearam-se na teoria da independéncia. Recentemente, TOBIAS (1999)
desenvolveu um modelo analitico mais acurado para o comportamento médio ¢ para os
momentos de segunda ordem dos cocficientes do algoritmo FXLMS sem recorrer a teoria

da independéncia.

Outra importante caracteristica de sistemas ANC ¢ a existéncia de efeitos ndo-
linecares no lago de realimentagdo do algoritmo em decorréncia do comportamento dos
amplificadores ¢ transdutores utilizados. Em termos de andlise, essa caracteristica é
freqiicntemente  desconsiderada, supondo-se que o sistema scja puramente linear
(BERNHARD et al., 1997). Para isso, uma série de precau¢des deveria ser tomada, como:
limita¢do das excursdes dos sinais dentro da regido linear dos amplificadores de poténcia e
escolha de atuadores estritamente lineares. Entretanto, isso nem sempre ¢ possivel, devido

tanto a aspectos econdémicos como a operacionais.,

N

(b) Sistema Hammerstein

(c) Sistema Wicner-Hammers(cin

Figura 2.1 — (a) Sistema Wiener; (b) sistema Hammerstein ¢ (c) sistema Wiener-

Hammerstein. g(-): fungiio ndo-linear; S, : sistema linear
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Em decorréncia desses [atores, uma modelagem mais adequada de um sistema ANC

seria a utilizagio de um Sistema Wiener-Hammerstein (BERSHAD er al., 2000) para o

caminho acustico secunddrio.

O sistema Wiener-Hammerstein (WH) constitui-se da composi¢io de dois modelos
dinamicos lineares interpostos por uma fungfo estética ndo-linear (AGUIRRE, 2000). Um
sistema desse tipo recebe tal nome devido ao fato de que no modelo de Hammerstein a
n3o-linearidade precede a parte linear, enquanto que no de Wienef ocorre O contrdrio

(figura 2.1).

A figura 2.2 apresenta o diagrama em blocos de um sistema ANC utilizando o

algoritmo FXLMS e um sistema WH no caminho aciistico secundério.

x(n)

Figura 2.2 - Topologia analisada: algoritmo FXLMS Wiener-Hammerstein (FXLMS-WH).

Os sinais ¢ sistemas envolvidos na descrigdo do algoritmo FXLMS-WH (figura 2.2)

sdo apresentados a seguir:
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n: instante de tempo.
x(n): sinal de referéncia ou de excitagfo.
x, (n): sinal de referéncia filtrado.

e(n): sinal de erro.

d(n): sinal desejado (sinal primério ou saida da planta).

z(n): ruido de medigio (aditivo).

y{n): saida do filtro adaptativo (sinal de controle).
y, (n): saida do filtro adaptativo filtrada (sinal de controle filtrado).
¥, (n): saida da fungo ndo-linear.
d (n): estimativa do sinal descjado (sinal de cancclamento).
,
W= [w(‘; Wy w‘,’,_,] : resposta ao impulso da planta.

T . . . . .
S,=[sl,0 Spp 0 e Sl,M,-l] : primeiro (iltro do caminho sccunddrio.

S, = [sz,o $20 o Spmy- ]T : segundo filtro do caminho secundério.
S= [§0 § o g ]T : estimativa da parte linear do caminho secund4rio.
W(n)=[wy(n) wn) ... wy_ ()] vetor de cocficientes adaptalivos.

X(n)=[x(n) x(n-1) ... x(n-N+1)] "+ vetor de dados obscrvados.

~ T
X,(n)z[xf(n) x, (n-1) ... xf(n-—M+1)] : vetor de dados observados
filtrados.

¢ (+): fungdo ndo-linear.

Os vetores W(n) ¢ W* sio considerados dc mesma dimensio N. Quando de

diferentes comprimentos, podem ser acomodados com a inser¢do de zeros.
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Na figura 2.2, o sistema S, representa a influéncia da “parte elétrica” do sistema
(filtros, amplificagdo, conversio D/A), enquanto que S, representa os efeitos do caminho
de propagagio do sinal no meio fisico, assim como da “parte elétrica” de aquisigéo
(amplificagdo, filtros, conversdo A/D). O sistema g(+) representa cfcitos ndo-lincares do

tipo saturacdo.

Modificagbes impostas ao sinal de erro, desde que lineares, podem ser

representadas de forma artificial através de sua inclusio como parte dos sistemas W° e S,.

A expansido do modclo apresentado para o estudo de sistemas multicanal também é direta

(ELLIOT ez al., 1987a, SNYDER ¢ HANSEN, 1992, WANG ¢ REN, 1999).

A vantagem do modelo proposto € que, com a popularizagio de sistemas ANC,
implementagGes de baixo custo poderiam ser mais bem projetadas, tanto do ponto de vista
operacional como econdmico, visto que atualmente a maioria dos projetistas que utilizam o
algoritmo LMS e seus derivados despreza efeitos ndo-lineares na andlise de seu

comportamento.

A partir do modelo descrito pretende-se estudar o comportamento do algoritmo
FXLMS na existéncia de efeitos ndo-lineares no caminho acustico secund4rio. A influéncia
da ndo-linearidade é modelada como uma fungfio ndo-linear de saturagdo atuando sobre o

sinal de controle filtrado.
2.2 Algoritmo FXLMS Sujeito a um Sistema WH

A equagdo de atualizagdo dos coeficientes do algoritmo FXLMS ¢ dada por
(HAYKIN, 1991, KUO ¢ MORGAN, 1996):

W(n+1)=W(n)+pe(n)X, (n) 2.1
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ondc p € denominado de passo dc convergéncia ou constante de adaptacio (mantido

constante durante todo o processo de adaptagdo) ¢ o vetor de dados filtrado é definido

como

M-1
X, (n)=) 8X(n-)) Q.2)

J=0

Portanto, o sinal de erro é dado por

e(n)=d(n)+ z.(n)— d (n)

M,—1 M1 (2'3)
= WX (n)+z(n)- 2 szjg[z s, W' (n-i-j)X(n-i- ])]
=0 i=0
Substituindo-se a cquagio (2.3) ecm (2.1), tem-se:
W(n+1)=W(n)+p{W"X(n)+z(n)
24

My M-t ’
T . . . 3
—z szjg[}: 5, W (n—z—])X(n—z—])]}X, (n)
=0 i=0

A equagdo (2.4) € a equagiio de atualizagdo dos coeficientes do algoritmo FXLMS

para o caso de um caminho sccunddrio modcelado por um sistema Wiencr-Hammerstein.
2.3 Caracteristicas dos Sinais e Dindmica do Sistema

Consideragdes simplificadoras sfio freqiicntemente necessdrias para asscgurar a
tratabilidade matemdtica do problema dé andlisc cstatistica do comportamento  de
algoritmos adaptativos. Entretanto, as experiéncias de vdrios autores nos mostram que os
resultados obtidos usando certas consideragdes podem ser utilizados para prever o
comportamento desses algoritmos em condi¢Oes reais de operag#o. Logo, os resultados
assim obtidos servem como confidveis guias de projeto (DUTTWEILER, 1982, SHYNK e
BERSHAD, 1991, HAYKIN, 1991, BERMUDEZ ¢ BERSHAD, 19964 ¢ 1996b). |
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Segundo DUTTWEILER (1982), uma andlise sob condigdes mais restritivas
permite desenvolver o sentimento do projetista quanto ao desempenho de algoritmos

adaptativos sob condigdes reais, ¢ portanto de maior complexidade de anélise.

Ao longo destc trabalho, as scguintes hipGteses simplificadoras serdo impostas

progressivamente:

® 0 sinal de excitagdio x(n) é estaciondrio, gaussiano com média zero e varifincia

o’:

x?

e o ruido aditivo z(n) é estaciondrio, branco, gaussiano com média zero e

variancia Gf ¢ independente de qualquer outro sinal;

® o passo de convergéncia € suficientemente pequeno de modo que o processo de

adaptacdo ocorra de forma lenta;

* as correlagdes entre X(n-k) ¢ X(n—1) para quaisquer k e / sio muito mais

relevantes que as correlagdes entre X(n —k) ¢ W(n ~ p) para quaisquer k e p.

Embora a andlise realizada neste trabalho utilize a consideragio de que os sinais
possam ser correlacionados, o caso particular em que se supde que os sinais sejam brancos

também € de especial interesse.

A suposigdo de sinais brancos ¢ comum na andlise do comportamento de algoritmos

adaptativos. Como justificativa para o uso do ruido branco, BERSHAD (1988) cita:

® a caracterfstica de rufdo branco é representativa de sistemas analégicos de
banda-larga amostrados a taxas préximas da de Nyquist ¢ adaptados de forma

discreta, como ocorre em sistemas de radar e sonar adaptativos;
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* os resultados analiticos dessa suposi¢do sdo representativos do desempenho
relativo de algoritmos para cancelamento de cco em sinais de voz, apesar de os

mesmos ndo serem brancos;

® cm transmissdo digital de dados, a scqiiéncia de digitos bindrios pode ser
considerada independente e, conseqiientemente, o modelo de ruido branco é

representativo.

A suposi¢io de distribuicdo gaussiana justifica-se freqiientemente através do
tcorema do limite central (PAPOULIS, 1991).

Virios autores (WIDROW et al., 1975, BERSHAD, 1988, HAYKIN, 1991) fazem
mengdo & Teoria da Independéncia (MAZO, 1979). Essa teoria supde que o vetor de
amostras X(n) seja estatisticamente independente ao longo do tempo (embora, em
implementagdes que utilizam um filtro transversal operando como linha de retardo, a cada
iterag@o apenas uma amostra seja atualizada ¢ as outras deslocadas de posigio ao longo do
vetor). Em decorréncia dessa suposigo os vetores X(n) e W(n) seriam estatisticamente

independentes no algoritmo LMS, acarretando uma grande simplificagdo do processo de

analise.

Essa hipdtese simplificadora produz bons resultados na previsdo do comportamento
do algoritmo LMS com passo de adaptagio pequeno. No entanto, scu emprego na andlise
de outros algoritmos deve ser avaliado cuidadosamente. Em alguns cabsos, 0 emprego da
tcoria da indcpendéncia podc levar a modelos analiticos bastante imprecisos. Este é o caso,

por exemplo, do algoritmo FXLMS (TOBIAS, 1999 ¢ TOBIAS er al., 2000).

Neste trabatho ndo se utiliza a teoria da independéncia, visto que se considera a

correlagio entre X(n—~k)c X(n—1).
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2.4 Influéncia Linear do Caminho Secundirio

A existéncia de operagdes de filtragem no caminho secunddrio acarreta um aumento
na correlagio do sinal dc cancelamento (d(n)), modificando o comportamento do

algoritmo LMS. Andlises realizadas & luz da teoria da independéncia desprezam essas
correlagdes. Embora os resultados obtidos ainda mantenham alguma informagdo accrca da
dindmica do processo de adaptagdo, TOBIAS (1999) demonstrou que resultados muito

mais acurados sdo obtidos quando essas correlagdes sdo levadas em consideragéo.

No caso de uma implementagio utilizando um filtro transversal, a correlagdo entre
dois vetores de dados de entrada quaisquer pode ser entendida intuitivamente através da

comparagdo cntre dois vetores consccutivos:

x(n-1) | x(n)

x(n-2) X(n)= x(n-1)

X(n-1)= (2.5)

' x(n—N) x(n—.'I.V+l)

Através de (2.5) verifica-se que ambos os vetores compartilham N-1 componentes e
‘portanto possuem um alto grau de similaridade. A medida que o intervalo de tempo entre
os dois vetores aumenta, diminuirdo progressivamente os elementos comuns a ambos 0s

vetores. De uma forma geral tem-sc que

x(n~1) x(n—k)
X(n-t)=| 770 X(n-k)=| """ i"_k) 26)
x(n-N+1-1) x(n—-N+1-k)

A correlagdo cntre os vetores em (2.6) € especificada pela matriz de correlagio:

R, = E{X(n-1)X" (n-k)} (2.7)
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ou, na forma expandida:

R, =
E{x(n-1)x(n-k)} E{x(n-1)x(n-1-k)} E{x(n-)x(n—-N+1-k)}
E{x(n-1-1)x(n-k)} E{x(n-1-0)x(n-1-k)} ... E{x(n-1-0)x(n-N+1-k)}
E{x(n—Nﬁ-.i.-l)x(n-—k)} E{x(n'—N+l.:l)x(n—1—-k)} E{x(n—N+1—.I.).x(n-—N+1—-k)}

2.8)

Considerando a estacionaridade de x(n) em (2.8), as seguintes caracterfsticas da
matriz de correlagdo R. podem scr verificadas para ¢=k—-1, a partir da matriz dec
autocorrelagio R, :

e R =RT;

[+ -

e sc ¢>0 cntio R, pode scr obtida através de ¢ deslocamentos das colunas de

R, para a esquerda, preenchendo-se¢ as novas colunas com o0s préximos

elementos da fungdo de correlagdo em cada linha;

® sc ¢c<0 entdo R, pode scr obtida através de ¢ deslocamentos das colunas de

R, para a dircita, preenchendo-se as novas colunas com os préximos elementos

da fungio de correlagiio em cada linha.

Scgundo a tcoria da independéncia, matrizes de correlagio R seriam nulas, exceto
para ¢ =0. Ou seja, a suposigdo de que os vetores de dados de entrada sdio independentes
para instantes de tempo diferentes faz com que informagio acerca do comportamento do

sistema scja desprezada, mesmo quando o sinal de entrada ¢ branco.

Como exemplo, para uma ordem igual a 4, apresentam-sc as scguintes matrizes de

correlagdo:
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L h KL n L L o

LR KN h o h K
RO = ; l{1 =

n n K K KL n h rn

nn K n L K K N

2.9)

n n n L K K K

n r. T, r, F, I, n 1A

\ h 3 L K5
R2 = , ]{__2 =

h K L n nhn n n 4

h n n n 5 o5 on

onde n, =E{x(n-1)x(n-k)}.

TOBIAS (1999) demonstrou que a informagdo pertinente A correlagfo entre vetores
de dados de entrada ¢ importante para a descrigio da dindmica do algoritmo FXLMS. De
forma inversa, devido & complexidade do tratamento matemadtico, as correlagdes entre
vetores de dados e vetores de coeficientes foram desprezadas. Diversas simulagdes foram
realizadas ¢ demonstraram a validade dessa proposi¢do para passos suficientemente

pequenos.
2.5 Modelo Analitico da Nao-Linearidade

Diversas formas de modclagem para sistemas ndo-lincarcs tm sido propostas na
literatura (SCHETZEN, 1989, TAO ¢ KOKOTOVIC, 1996, HAYKIN, 1999). Do ponto de
vista de modelégcm matemdtica, ¢ descjdvel que a fungdio (modcelo) analftica(o) que

represcnta a no-lincaridade possua as scguintes caracter{sticas fundamentais;

e afungio g(+) deve estar relacionada ao fendmeno fisico que pretende modelar.
Neste trabatho deve representar analiticamente as caracteristicas ndo-lineares

impostas por um transdutor (por exemplo um alto-falante) e/ou devidas a

saturagio ¢ distor¢@o decorrentes da operagiio de amplificadores de poténcia em
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regides ndo-lincarcs, ou ainda a fungio de ativagiio de um neurdnio artificial
(SHYNK ¢ BERSHAD, 1991);

* afungdo g(+) deve ser construida de tal forma que possibilite a tratabilidade

matemadtica necesséria dentro do conjunto de técnicas utilizadas.

Uma fungdo ndo-linear bastante difundida ¢ amplamente utilizada para representar

o tipo de caracterfstica fisica requerida é uma varia¢io da funcfio erro (BERSHAD, 1988,
BERSHAD, 1990), determinada pela equagéo:

onde ¢* é denominado de coeficicnte de ndo-linearidade.

2

yooE_
g(y)=[e **az
0

(2.10)

Essa fungdo atende aos dois requisitos necessdrios (representagio do fendmeno

fisico e tratabilidade matemdtica). Isso pode ser constatado através da figura 2.3, onde se

pode verificar a variagdo de seu comportamento desde linear até altamente ndo-linear em

fungdo do pardmetro o2 ¢ pelas seguintes caracterfsticas:

A

.

lim g(y)=y

- r
lim =g —=sinal
lim ¢(y) 7 Snal(y)

2

ag(y)ze—z—{;
[ 9y

(2.11a)

(2.11b)

(2.11¢)

onde sinal(s) ¢ a fungio sinal (1 sc p>0 ou —1 sc p<0). Outras caracteristicas

convenientes de g (+) sdo:
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¢ ndo alterar o valor médio de varidveis com média zero;
* ndo possuir memoria;

e facilitar a determinagio de csperangas estatisticas envolvendo fungGes

densidade de probabilidade gaussianas.

10 T . T T T L 1 Ll
81 4 L X R
@)
6}- --------
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I ()
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= e
> (4] 4 K
(o]
2k 3z s
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61 . 4
) S T, W
_10 A i L " A A i A
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 8 8 10

Figura 2.3 - Gréﬁco da fungdo crro para: (a) o’ =1000; (b) c’=16¢ (c) 02 =2.

Note que para o caso particular (2.11a), onde 6> — 0, a equagio (2.4) torna-se

idéntica a do algoritmo FXLMS convencional (HAYKIN, 1991).

A multiplicagdo de g(+) por uma constantc arbitrdria (cscalamento) permite que
essa fungdo possa ser ajustada da melhor forma possivel ao comportamento real da ndo-
linearidade do sistema, tornando-a mais representativa do fendmeno estudado. Um caso
interessante é quando essa constante multiplicativa é fungiio de o*. Denominada neste

trabalho de fungdo erro modificada f (), sua equagdo é dada por
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1 [m ¥ ’2“22
W)==y=[e *°d (2.12)
cV2,

Como resultado desse escalamento, tem-se que

Jm fy)= \/- c | (2.13a)

11m f(y) = smdl(y) 2.13h)

'-af 0)_ \f
Ty ’ : (2.13¢)

Como pode ser verificado através do conjunto das equagdes (2.13) ¢ da figura 2.4, a

A

escolha do parimetro 6> permite que o comportamento da {ungdo erro modificada varie do

caso linear até o de uma fung¢do sinal (+1).

L ST -
OB - - rr sl T
. . . . .| ) ®) . .
X I R DI G RIS
A N Iy AR
N R TEEE RS b7 S RO L
(@)
3 0 -~ $ o -
02k e T O
0l
B e R RS
08 - - T J
1 : ‘; L P R A YRR

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 2.4 - Gréfico da fun¢do erro modificada para:

(@) 6% =1000: (b) 62 =16¢(¢c) 6 =0,1.
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No trabalho de SHYNK ¢ BERSHAD (1991) ¢ apontada como importante
caracterfstica da fungfio crro modificada também o fato de cla, para uma escolha adequada
de pardmetros, produzir resultados bastante similares aos da fungdio tangente hiperbélica,

comumente utilizada como fungfo de ativa¢do na 4rea de redes neurais (figura 2.5).

A fungdio erro modificada aparece em diversos trabalhos que tratam da andlise do
comportamento de redes neurais do tipo Perceptron de uma camada (SHYNK e

BERSHAD, 1991, BERSHAD et al., 1993a, BERSHAD et al., 1993b).

0.2

Saida da nao-linearidade

o
P

0.6

0.8

4 -3 -2 R 0 1 2 3 4
Entrada da ndo-linearidade

Figura 2.5 - Comparagio entre (a) fungdo erro modificada e (b) tangente hiperbélica:

y= tanh[—l—‘[gx} para 6% =1,
cVn

Neste trabalho, a caracteristica ndo-linear do sistema ANC serd modelada pela
fungdo erro (equagdo (2.10)). Essa fung¢do € a mais adequada para modelar condi¢des de

nio-linearidade relativamente reduzidas, as quais constituem a situagdo mais importante
. ~ ,yo . ~ . . 2
em aplicagOes prdticas. Sistemas com alto grau de nio-linearidade (6° — 0) podem ser

estudados, multiplicando-sc a fungio g (+) por uma constante do tipo Afo , onde Ae R*.
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Tal artificio evita o aparccimento do fator de atenuagiio o na equagio (2.11b). Nesse caso,
as equagdes desenvolvidas ao longo deste trabalho sdo facilmente modificadas através da

propagac¢do dessa constante ao longo dos equacionamentos.
2.6 Grau de Nio-Linearidade do Sistema ANC

Esta se¢do apresenta a defini¢io do chamado grau de néo-linearidade do sistema
adaptativo. Esta figura de mérito, utilizada posteriormente, avalia quantitativamente o

quanto o processo de adaptagio € influenciado pela caracterfstica ndo-linear intrinseca ao

sistema.
O grau de nio-linearidade do sistema adaptativo € assim definido:

Supondo-se que (1) a func@o ndo-linear seja suprimida do sistema adaptativo, de
Jorma que este se torne completamente linear, (2) que exista convergéncia dos coeficientes
e (3) que o sistema adaptativo esteja em regime permanente; o grau de ndo-linearidade é
definido como a raz@io entre a poténcia do sinal no ponto em que foi suprimida a Jungdo

ndo-linear e a mdxima poténcia de satda possivel da funcdo analitica que modela a néo-

linearidade.

Ou scja:

£{y; (n)}....

G oo = (2-1 4)

max{y; ()}

2

_r
=3

Os sinais envolvidos na equag@o (2.14) podem ser identificados na figura 2.2,

Essa definigdo permite que o numerador de n” esteja associado a parte linear do

sistema, € 0 denominador, 2 parte ndo-linear.
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Portanto, a equago (2.14) estabelece uma relagio entre a maxima poténcia possivel
na saida da fungio ndo-linear e a poténcia do sinal que seria necessdria para a minimizagdo
do sinal de erro em um problema de estimagido média quadritica linear. Qu seja, n°

permite inferéncias sobre a limitagio de poténcia sofrida pelo sinal de cancelamento devido

ao efeito de saturag@o.

No caso em que a fungio erro g(s) ¢ utilizada, entdo

2

max {y; (n)} = max{g* (y, (n))} = }i_ggfe_ Wz = 12[-0 i (2.15)

E portanto:

2 _ 1 2
n = pun E{yf (n)}l:',?:m (2.16)
O grau de ndo-linearidade do sistema ANC serd utilizado, ao longo deste trabalho,

para estudar o comportamento ¢ estabilidade do algoritmo em diferentes condi¢des de

operagdo.

No ANEXO 9 € apresentada uma metodologia para a determinagio de 7)° em

sistemas reais.
2.7 Casos Particulares de Interesse

A modelagem do caminho secunddrio por um sistema WH ¢é bastante complexa e
representativa de uma grande variedade de aplicagdes. Entrctanto, diversos sistemas
adaptativos de interesse prético tém sido modelados na literatura através de estruturas mais

simples. Dentre as vérias configuragdes, duas delas s¢ destacam:
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2.7.1 Sistema Wiener

O primeiro caso de interesse ocorre quando a influéncia do sistema S, pode ser

desconsiderada. Nessa situagfio, 0 caminho secundério seria modelado por um sistema

Wiener, conforme a figura 2.1a.

O modelamento do caminho secundério de sistemas ANC por um sistema Wiener ¢
- de grande interesse em aplicagbes em que as modificagSes no sinal de cancelamento
impostas pelo caminho de propagagdo sdo despreziveis frente a introduzida pelos
dispositivos eletrﬁﬁicos de controle. Um cexemplo desse tipo de aplicagdio € o projeto de

protetores auditivos ativos utilizados em avia¢do militar ou de resgate ¢ salvamento.

A andlise desse caso ¢ possivel pela simplifica¢do do sistema apresentado na figura

2.2, através da seguinte substitui¢io: S, =[1 0 --. O]T e da troca de varidveis S, — S .

Devido & existéncia de operagdes de filtragem decorrentes de S, é utilizado o

algoritmo FXLMS para a atualizagdo do vetor de cocficientcs.

Recorrendo-se a equagio (2.11a), verifica-se que para ¢ — o a fungdo g(+)
comporta-se de maneira puramente linear. Portanto, a utilizagdo dessa condi¢@o no sistema

Wiener resulta no caso particular do algoritmo FXLMS convencional (TOBIAS, 1999;
TOBIAS et al., 2000).

2.7.2 Sistema Sem Memoria

Um segundo caso de interesse seria quando as influéncias de ambos os sistemas
lineares do caminho secunddrio (S, e S,) sdo despreziveis. Isso acontece quando o periodo
dec amostragem do sistema de comrol.e ¢ grande frenle as constantes de tempo de
propagagdo do sinal no meio ¢ do hardware associado. Nessa situagio o sistema serd

denominado de sem meméria (caracteristica referente ao caminho secunddrio).
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Dada a inexisténcia dc opcragdes de filtragem no caminho secundério, é utilizado o

algoritmo LMS para a atualiza¢io dos coelicientes.

A andlise desse sistema € possivel através da utilizagdo dos seguintes pardmetros no
sistema descrito na figura 2.2: § = S =S,=[1 0 - O]T . Essa consideragio equivale a

supressdo dos sistemas S,, S, ¢ S no diagrama em blocos analisado.

Da mesma forma que para o sistema Wiener, quando ¢ — o o0s efeitos nio-
lineares da fungiio g(+) tornam-se nulos e o0 equacionamento obtido deve representar o

comportamento do algoritmo LMS convencional (HAYKIN, 1991).

No desenvolvimento deste trabalho, expressdes gerais sdo desenvolvidas para o
sistema FXI.MS-WH apresentado na figura 2.2. Em seguida, expressSes especificas sdo
determinadas para os dois casos particulares descritos acima, por simplificagio das
expressdes gerais. E demonstrado também que no caso de o — oo as equagdes obtidas
concordam com os modelos convencionais descritos na literatura para sistemas puramente

lineares, caracterizando a generalidade dos modelos desenvolvidos.
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3. ANALISE DA SUPERFICIE DE DESEMPENHO

Neste capitulo serd analisada a superficie de desempenho do sistema ANC sob a

Gtica de um problema de estimagdo média quadrdtica ndo-linear (PAPOULIS, 1991).

A andlise da superficie de desempenho possibilita um maior entendimento sobre os
fatores envolvidos que afetam o comportamento do sistema, possibilitando a otimizagdo
das varidveis de controle. O problema do projeto do controlador dtimo consistev na
determinagdo do vetor de coeficientes de controle W que minimize a fungio objetivo, neste
caso o erro médio quadritico (EMQ) na saida do sistema. A figura 3.1 apresenta o

diagrama em blocos do sistema de controle estudado.

z(n)
x(n) d(n) X eln)

y(n) Y, (n) d(n)

)

Figura 3.1 — Diagrama em blocos do sistema cstudado
A nomenclatura utilizada na figura 3.1 € descrita na se¢do 2.1.

Posteriormente, os resultados aqui obtidos serfo utilizados para avaliar o

desempenho do algoritmo FXLMS aplicado ao controlador W.
3.1 Determinacio Analitica da Superficie de Desempenho

Dado um controlador fixo W na figura 3.1, o sinal de erro é dado por
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e(n)=d(n)+z(n)~d(n)
WX () 2(n) »32:—"521 [MZ':,IS.,-WTX("’ i j)] 3.1)

i=0

Elevando-se a equagio (3.1) ao quadrado e tomando-se o valor esperado obtém-se:

E{e* (n)}= WTE{X (n)X" (n)}W* + 2WE{z(n)X (n)}+ E{2 (n)}

—2w“3§1s2,.5{g[” 5 WX (n—i— j)]X(n)}

=0 i=0
My M, -1 3.2)
—22 ssz{z(n)g t s“WTX(n—-i—j)]}
j=0 | i=0 |
M,~1 My-1 [ My -1 My-1
+2 z s2ks2,E{g Z $,WX(n-p —k)]g[z s,qWTX(n—q—l)}}
k=0 =0 . p=0 g=0

Alguns' dos valores esperados de (3.2) sfo de f4cil determinagdo quando

consideradas as propricdades do ruido z(n), de forma que:

(E{X(n)X"(n)} =R, (3.30)
E{z(n)X(n)}= E{z(n)} E{X(n)}=0 @33
VE{*(n)} =0 (330

{z(n)g[z W X(n—»—»]}= Efe(n)}- E{s ()} =0 330

i=0

Os valores esperados (3.3b) e (3.3d) decorrem do fato de o ruido de medigio z(n)
possuir média zero e de ndo ser correlacionado com o sinal de excitagio x(n). As

equagdes (3.3a) ¢ (3.3¢) s@o respectivamentc a matriz de autocorrelagio do sinal de

refer€ncia e a varidncia do ruido de medigdo.

A determinagdo dos dois valores esperados restantes em (3.2) é mais complicada, j4

que ambos envolvem operagdes ndo-lineares sobre o sinal de referéncia. A solugio desse
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problema pode ser encontrada através do Teorecma Modificado de Price (BUSSGANG,
1952, PRICE, 1958, PAWUIA, 1967).

O valor esperado no quarto termo da cquagdo (3.2) pode ser escrito na forma
E{g(»)Y,}. onde

y, = Z 5, W' X(n—-i-j) (3.4)
Y, = X(”)

sdo varidveis aleatdrias gaussianas de média zero, devido as propriedades de x(n).

No ANEXO 1 € demonstrado que, para a fungdo g(») definida em (2.10),

E{g(5)Y,} = L2t

S 3.5)
,’?E{yf}ﬂ

A partir de (3.4), mostra-se facilmente que

M= My~

E{ylz}= WT Z Z SlpslqRq—pw

p=0 g=0

3.6)
M,-L
E{le2}= Z SliRj+iw

i=0

Note-se que a equivaléncia entre varidveis, em (3.4), é possivel somente no caso de

o sinal de referéneia ser considerado gaussiano ¢ média zcro ¢ os vetores W e S, serem

fixos. Substituindo (3.4) ¢ (3.6) cm (3.5), obtemos o scguinte rcsullaid():

My~

E{g[fslfw’x(n—i—j)}X(n)}_ ;S“RMW

i=l B 1 g
0 JFWTRS@W-’.]

QA.7)
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onde

Slsl ZIMX: slksl. zluilslkShE{X(n k XT (n——l)} (3.8)

k=0 =0 i=0

A matriz. R pode scr entendida fisicamente como a matriz de autocortrelagio do

sinal de referéncia filtrado pelo sistema §,.

Resta ainda um dltimo valor esperado em (3.2) a ser avaliado. Esse termo pode ser

escrito como E{g(y)g(y,)}. onde

|n=), s,WX(n—p-k)

- (3.9)
5, W'X(n-gq-1)

ES

Y, =

q

iME 1

sdo varidveis alcatOrias cscalares gaussianas de média zero.

4

No ANEXO 2 demonstra-se, usando (2.10), que

E{g(3,)g(5, )= 02 arcsen by} (3.10)

(Vebi} oYebils o?)

Os valores esperados em (3.10) sdo iguais a

E{yf}z E{yZz}z Wrﬁsl&wv

M-I M, -1
E{yy,}=W' 2 t 81,5, R, W (3.11)

p=0 g=0

Portanto, substituindo-se (3.9) e (3.11) em (3.10), obtém-se:
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E{g[M _lslprx(n—p-—k)}g[M _lsquTX(n —q—l):l} =

p=0 g=0
Hast ! (3.12)
7 o .
w Z Z ‘slp‘slquk—q-IW
=oarcsen g2 ;zg ;
W R W+o

Substituindo-se os resultados (3.3), (3.7) ¢ (3.12) em (3.2), obtém-se finalmente:

E=E{e*(n)}=WTR,W +07 -2 lwﬂR;S'w
\/;i WR W+
T (3.13)
I W’ Zo Y s8R, W
+0? kg’) ; Sy 8y arcsen £ "w‘;'}%s's'w_mz '

onde Rs,s. também € chamada de matriz de correlagdo filtrada, porém esta pode ser

interpretada como sendo a matriz de correlagdo cruzada entre o sinal de referéncia filtrado

por S, e o sinal de referéncia filtrado pelo sistema S, . Ou seja:

Ry = izsz,h. R, szz,sn,E{X(n—l—J)XT(")} (3.14)

j=0 =0 i=0

A cquagiio (3.13) descreve a superficic de desempenho do sistema ANC sujeito a

uma nio-lincaridade (figura 3.1).
3.1.1 Sistema Wiener

De acordo com a segfio 2.7.1, a solug@o para o sistema Wiener pode ser encontrada

substituindo-se S, =[1 0 ... O]T e S, =S em (3.13). Esse procedimento resulta em:
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W'RIW

£y =WTRW" +62-2 ——
\/BTW"RSSW-H |

(3.15)

. W'R W
+a arcsen = 3
WRW+o

onde

M=M= 3.16)

sdo as matrizes de correlagdo filtradas desse caso particular.

O caso particular cm que 0 — o corresponde 2 supcrficic de desempenho de um

problema de estimagio média quadritica linear. Nesse caso,

Swin =W RW° +02 —2W'RIW + W R W 3.17)

A equacdo (3.17) concorda com o resultado obtido por TOBIAS (1999) para a

superficie de desempenho do algoritmo FXLMS convencional.
3.1.2 Sistema Sem Memdria

De acordo com a sego 2.7.2, a solugo para o sistema sem memoéria é dada por

oT D e
£, =WTR,W° +Gz2 _2 W R, W +olarcsen __T‘X&V_V_Z (3.18)
1 re W RW+o
6_’2“ W ROW +1 )
Caso 0 — oo, entio
gxMH” — wn’[~R0wo _zwo'l-l‘iow + wlﬁ(,w+(,22 (3.19)

A equagio (3.19) concorda com o resultado obtido por HAYKIN (1991).
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A partir desses resultados, verifica-se que o equacionamento derivado em (3.13) é

uma gcnefalizagﬁo dos modelos convencionais existentes na literatura.
3.2 Pontos Estacionarios

A partir da equagio (3.13) que descreve a superficie de desempenho do problema

estudado, € de grande interesse detcrminar os pontos de minimo da mesma, ou seja, o

conjunto de vetores W que minimizam o erro médio quadrético E {e2 (n)}

Para a determinagdo dos pontos estaciondrios deriva-se a equagiio (3.13) em relagdo
ao vetor de coeficientes de controle, igualando-se o resultado a zero. Através dos vetores
_ \% que satisfazem essa condigdo sio encontrados os pontos de gradiente nulo da
superficie. Esses pontos podem corresponder a situég:ﬁcs de médximo, mfnimo ou pontos de
sela. A avaliagdo posterior do Hessiano da superficie de desempenho indicard em qual

dessas situagdes os pontos W serdo classificados.

Em TOBIAS (1999), a superficie de desempenho do algoritmo FXLMS aplicado a
um sistema linear € avaliada, e, da mesma forma que para o algoritmo LMS (WIDROW e
STEARNS, 1985), essa também possui o formato de um hiperparaboléide, existindo
apenas um ponto de minimo. Para o caso ndo-linear estudado neste trabalho sio esperadas
alteragdes com relagdo aos resultados obtidos para os sistemas puramente lineares.
Entrctanto, como a fungio ndo-lincar utilizada varia suavemente desde a situagdo linear até
um alto grau de ndo-lincaridade, € esperado quc também as altcragdes da superficie de

descmpenho ocorram de forma suave.,

Derivando-sc a equagio (3.13) e igualando-se o resultado a zero, tem-se:
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M, -1 M -1
T
a WOTRZS W M,-1 M,—1 w - z_:oslpslquk-q—lw
= =0’ Z 8,08, ——arcsen e -
aW \/7 WTRS W+] = =0 a w RSISIW+O'
w W
3.20)

Inicialmente procede-se i andlise da parcela & esquerda da igualdade de (3 20)
Segundo ZWILLINGER (1996):

—a—AX=AT

oX

d

—X"AX = AX
‘ax A AX+ATX (3.21)
o1 __ nodu

oxu"  u™ dx
| Lov=Uy,udY

LdX dX dX

Portanto
LE a w‘)T Rgls w = 2 (WT RS‘Slw + 62 )ﬁs’lsl wo (w°l R:IY‘LS w)ﬁ Isl.W
a - _ 3/2
W \/——WTRSSWH | (%w"kmwn]
W W o
3.22)
onde foi utilizada a propriedade de que R 5,5, € simétrica.
Analisando a parcela a direita da igualdade de (3.20):
M-I M,
T
Myl My w Z‘) Z(:, $1p814 R pakcgut W
LD=0¢" Su Sy S aresen P 4= (3.23)
g‘ = WR, Wio’

w=W
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e utilizando-se as seguintes relagdes (ZWILLINGER, 1996):

du

-a-ar‘csen(u) I
Ou V1-u?

0 0 1%;
“5x—f(")=j£f(“)“5xl““

(3.24)

chega-se a

1

< 1
(—ZWTRS‘S]W +1)M“W—(

(o) 0'2

k=0 1=0 1 wrs 2 1 wr 2\V2 1 .
(—7W Rs,leH) -—(—7W M,,_,W) (—2WTRS‘SlW+1)

wTMUw)ﬁ&&w

o o o
3.25)
onde
M-t M -1
M, = . zoslpanR,»k-q-l (3.26)
p=v g=
Substituindo-se (3.22) € (3.25) em (3.20), chega-se a
V' e w | - < Ve V wrir
Mot Mot EZ—WTRSISIWH)M,,,—(;EWTM,“,W)R&SI (?wmg&w) L
2 Zsusﬂ ' -t 7 Rss, (W=
=0 10 Lwrk wotl o L wrm w) LW, W
(—7W &S‘W+1) ~(—5W Mk_,W) o2 Res W
L o :
l e B 1/2 .
=('0—_-2-WIRS|SIW+1 st|wo
3.27)

A equaglio (3.27) determina as condigdes para a existéncia do(s) minimo(s) da
superficie de desempenho. Devido & sua complexidade niio foi possivel obter uma solugio
analitica para o caso geral. Entretanto, algoritmos de busca numérica podem ser utilizados
para a determinag@o do(s) ponto(s) e valor(es) do(s) minimo(s). Inimeros testes utilizando
a equagdo (3.13) indicam a existéncia de apenas um minimo para a superficie de

desempenho para uma ampla gama de pardmetros.
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Para o caso particular em que o sistema é puramente linear: 0> >, S =8 e

S,=[1 0 .. O]T, a equacdio (3.27) torna-se:

W, =RZIR W° (3.28)

~ A equagio (3.28) expressa o ponto de minimo da fungdio objetivo quando o sistema
€ considerado puramente linear. Esse resultado concorda com a equagiio (2.21) apresentada

por TOBIAS (1999).
3.2.1 Solugdo Aproximada para o Caso Geral

Embora uma solugfo geral para a equagfio (3.27) nfio tenha sido possivel, pode-se
achar uma solugio aproximada para sistemas com grau de ndo-linearidade reduzido, ou

seja, para o muito elevado.

Esse caso ¢ de grande interesse, pois a maioria dos sistemas ANC sdo projetados de
modo a ter a maior linearidade possivel, embora nem sempre sejam completamente lineares.
Através de uma solugfio aproximada pode-se realizar inferéncias acerca das alteragdes
ocasionadas por pequenas influéncias nfo-lineares, permitindo ao projetista o ajuste de seus

parametros de projeto.

Supondo-se que o’ seja suficientemente elevado para que o argumento da funcgdo
arco-seno na equacdo (3.13) seja suficientemente pequeno de tal modo que este se encontre

na regido linear dessa fungéo, pode-se aproximar (3.13) por

‘ WTRL W WR, W
E=WIRW® +07 -2 l JS’S‘ + Tf’s’s‘s‘ (3.29)
J—;W’RS,S,WH ST W R Wl
g

onde:

. M, -1 M,-1 M,~1 M, -1
Rosss = X 2 Z 2 24525151 R pek-g-t (3.30)

k=0 I=0 p=0 ¢=0
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Para obter os pontos estaciondrios da equagfo (3.29), devemos igualar seu gradiente

a zero, resultando em

) WRY W | Wy W

=0 (3.31)

- +
dW 1 ~ aw| 1 TH
\I?WTR&SIWH - FW R W+l

O primeiro termo de (3.31) foi resolvido em (3.22), enquanto que o segundo termo

(chamado de T, )b pode ser calculado utilizando-se (3.21), resultando em

1 ~
2 ~ 21“0_—2 wTRszs,S,s, w ) .
T, = 1 ' Rsis,s,s. W- : 2 Rs,s, w 3.32)
D -
[?W Rs,s,w"']) (—(?WIRS,SIW+1]
Substituindo-sc os resultados em (3.31) chega-se a
W = [k‘f{szszslsn + k2ﬁ5|5| ]—l RSIS, we (3.33)
onde -
,k ) 1 |
1= L e 77 (3.34a)
(;;W RSlSlW+1) '
‘ . o ; Lo 12 1o )
o r , :
[?W Rszle){;z—W Rs,s,w+1) _(Fw RszszS.S.W_] (3.34b)
k, = - " 7
t (E;WTR&S‘W+1)

A equagdo (3.33) ¢ uma primeira aproximagdo para o(s) ponto(s) estaciondrio(s) da
superficie de desempenho. Entretanto, mesmo supondo-se que exista a matriz inversa,
pouco pode ser concluido a partir de (3.33). Portanto, é necessério ainda algum tipo de

simplifica¢@o para que o resultado possua alguma utilidade para fins de projeto.
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Substituindo-se (3.34a) cm (3.34b) chega-sc a scguinte relagdo:

1 caar w ¥ D owrs w Y (1 cns -
[—;W TRQSIWI—;WTRSISIWH) —L—Z—WTRSZstlSlWJ
kl‘ g o o

k, = ]
[FWTﬁS,S,W-Fl)

(3.35)

Visto que utilizamos a premissa de que ¢ ¢ muito elevado, pode-se' tirar duas

conclusdes: (a) k, =1e (b) o numerador da fragdo que multiplica o pardmetro &, em (3.35)

¢ muito pequeno, enquanto que o denominador € pré6ximo da unidade. Como conclusio,

tem-se que, para ¢~ muito elevado, k, >k, .

Portanto, se os elementos da matriz de correlagiio filtrada ﬁs’,s, ndo forem muito

maiores que os clementos de R s.5.5.5, » Pode-sc fazer a scguinte simplificagdo:

D D 0 I « X /2 - D o
R 555 Rss WO = ('_2 WiR, W1 ) Risss R W (3.36)

—

(o}
Portanto o ponto estaciondrio possui a seguinte forma:

~ -~

W= Ry Ry W (3.37)

onde ¢ =1/k, ¢ um escalar. Substituindo-se (3.37) em (3.36), chega-se a seguinte relagio:

c=(cp* +1)” (3.38)

onde
1 o orar =_ ~ ~ o 3.39
ﬂ ?= '(;2_ w TR;s. Rsiszs.s| Rs.sl Rsiszs,sl Rszs, W ( )

Por (3.38), sabe-se que ce R*. Elevando-se ambos os lados ao quadrado, a vnica

resposta possivel é
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1

€=

\/f_—ﬂz v (3.40)

Substituindo-se (3.40) em (3.37), chega-se finalmente a

1 & & o .
l"‘ﬁz Rszszs,s,Rszs.W _ (3.41)

W=
A equagdo (3.41) € uma aproximagio para a localizagio do ponto de minimo da

superficie de desempenho quando o sistema é quase lincar, ou scja, 62 é muito clevado

frente as correlagdes envolvidas nesse desenvolvimento.

Para demonstrar que esse ponto estacionério é realmente de minimo seria necessdrio
provar que o Hessiano da superficie de desempenho nesse ponto é definido positivo. Em
decorréncia da complexidade matemdtica e de o ponto estaciondrio determinado ser apenas
uma aproximacfio, essa tarefa ndo foi realizada. Entretanto, indmeras simulagfes

demonstraram ser essa uma estimativa razodvel para o aparente Gnico ponto de minimo da
superficie de desempenho. Além disso, para f>=0, S=S§, ¢ §, = ft o .. O]T, a

equagdo (3.41) coincide com a solug@io desenvolvida para o ponto de minimo da superficie

de desempenho do FXLMS linear (TOBIAS, 1999).

3.2.2 Sistema Wiener

Quando as alteragbes provocadas por S, sdio despreziveis com relagiio ao restante

dos componentes do sistema ANC, ¢ possivel calcular a solugdo exata para o dnico ponto
estaciondrio da superficie de desempenho. Essa solugiio ¢ de especial interesse na andlise

de protetores auditivos ativos.

Para S, =[1 0 ... O]T e S, =8, aequagdo (3.27) torna-se:
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3.42)

onde WW ¢ o ponto de minimo quando o caminho secunddrio € modelado por um sistema

Wiener, e R, e Ry, sdo definidas em (3.16).

Portanto, pode-se concluir que a solugio possui a seguinte forma (onde ¢, ¢ um

escalar real):

Ww =Cy ﬁ;;ﬁvwo (3.43)

Substituindo-se (3.43) em (3.42) e definindo

1 ITPRTD-I D o
Ba ==z W "R{RRW (3.44)

obtém-se, ap6s algumas simplificagdes,

’ i B +1
Cy 5 — =1
W 2¢2 B +1 3.45)

Elevando-se ambos os lados de (3.45) ao quadrado, chega-se a uma equagiio bi-
quadrdtica, e utilizando-se a férmula de bdscara podem ser determinadas as quatro solugdes
numéricas pertinentes. Entretanto, pode ser mbstrado que duas delas serdo complexo-
conjugadas, ¢ uma lerceira serd real negativa. Como ¢, € R* (segundo (3.45)), existe

apenas uma solugio possivel. Substituindo-a em (3.43), chega-se a

~ 1 ’ 1 = | =
W, = [l-———+ [—+!1 - RIR . W*°
| w J 213:' 4B;' ss g (3.46)
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A equagio (3.46) € a solugdo para o tnico ponto estaciondrio da superficie de
desempenho quando o caminho secunddrio € modelado por um sistema Wiener. A prova
matemdtica de que esse ¢ um ponto de minimo serd desenvolvida na se¢io 3.3 deste

capftulo.
3.2.3 Sistema Sem Memdria

Muitos sistemas ANC e outros sistemas - ndo-lineares podem ser modelados
supondo-se que o sinal de controle (y(n)) ndo ¢ afetado pelo meio de propagagdo e
hardware associado (S, =S, =[1 0 ... ()]T ). Esse caso corresponde ao algoritmo LMS

com uma ndo-lincaridade na saida do filtro adaptativo. Para tais casos, a equagio (3.46)

pode ser simplificada de tal forma que

~ 1 1

W, =, J1- + +1-W° - (3.47

o \/ 285, \ 4B, (3.47)
onde

2 ] ol o
ﬂSM ""(‘)_Tw Rxxw (3.48)

Para 6° —> o0 0 sistema comporta-se de maneira linear, ¢ (3.47) tende para o vetor

de cocficientes da planta, de acordo com HAYKIN (1991).
3.3 Hessiano da Superficie de Desempenho

Para provar que a equagdo (3.46) é um ponto de mfnimo, ¢ necessdrio o cdleulo do
Hessiano da superficie de desempenho e demonstrar que este € definido positivo no ponto
W. Como j4 mencionado, a determinagdo do Hessiano para o caso geral WH é muito

complexa, se possivel. Portanto, a demonstragdo apresentada refere-se ao caso particular do

caminho secundédrio modelado por um sistema Wiener.
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A equagdo da superficie de desempenho para o sistema Wiener pode ser obtida

supondo-se S=S, e S, =[1 0 ... ()]T na equagﬁov (3.13), resultando em

2
éw =W RW® +0?2 -

.
W'RIW + 067 arcsen ,YY R W — |
WR_W+o

\/;15 W R, W+1 |
(3.49)

Para obter-se o Hessiano € necessdrio calcular a derivada segunda de (3.49).
Aproveitando os resultados obtidos em (3.22) e (3.25) para S=S, ¢ S, =[1 0 ... O]T,

chega-se a

(3.50)

Utilizando-se as relagdes descritas em (3.21) e sabendo-se ainda que

d _(da\,r,  dY
ﬁ(av){&-)v radX | 351

onde a ¢ um escalar ¢ X ¢ Y sfio vetores, apds um pouco de esforgo matemadtico chega-se a
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2 ~ TG T
Vg, (W)= ! 32 [Rssww "RY +R,W°W’ Ry
02(~—2W7ﬁSSW+1)
G .
[ 2 oTHT
[——2—W RSW)
o 2 7
+ " 3 372 + 5 3 72 . ) Rss
-(;TWTRSSW“J) (87WTRSSW+1) (EEAerSSw_Fl)
‘(fiw“ﬁgw) ( WIR W+ 8)
_ 7 — 1 = IR WW'R
02(‘&7W1R“w+1) o [——WTRSSW"'I) (_2" 99w+])
L
3.52)

Para verificar a concavidade da superficie de erro no suposto ponto de minimo

temos de avaliar o Hessiano na posi¢do dada por (3.43). Substituindo esse resultado em
(3.52), resulta:

vZE, (W, )=aR, s+—7 b RWOWTR?

(3.53)
onde |
2c, B2 (20&, B} -i—l)v2 + 2(ch B2+ 1)1/2
a =
(2ci Bo + 1)1/2 (c3 Br+ 1)3/2
(3.54)
_(26h By +4cy ) (2ca By +1) = (1263 B3 +8¢ )(ch B2 +1)”
(2c2 B2 +1)" (2 B2 +1)"

Através de (3.54) € f4cil verificar que o parimetro “a” é positivo para todo B .
Entretanto, a avaliagio numérica de “b” demonstra quc 0 mesmo € sempre negativo para

todo B, . Em decorréncia disso, a verificagdo da positividade do Hessiano ndo ¢ dircta e

temos de recorrer a um procedimento alternativo.

HORN e JOHNSON (1999) apresentam sob o nimero 4.3.4 o seguinte teorema:

“Seja Ae M, uma matriz hermitiana, ze C" um dado vetor ¢ se os autovalores de A e
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Atz forem arranjados cm ordem creseenie, lem-sc que
A (M)A, (Atz')< A, (A), k=1,2,...,N-2" (onde N & 0 nimero de autovalorcs)”.

Mapeando-se essas varidveis, para o caso analisado, obtém-se as seguintes relagdes:

A=aR
bl .

L - (355)
(o)

Supondo-se que R, seja definida positiva, 0 que é razodvel, visto que RSS éa

matriz. de autocorrelagio do sinal de referéncia (iltrado por S, ¢ sendo o parimetro “a”
.. 2 . . [

positivo para todo B, cntdio a matriz A possui apenas autovalores positivos. Portanto

temos de nos preocupar apenas com a prova de positividade de um dnico autovalor da

matriz V2¢, (W,, ).

Sabendo-se que o determinante de uma matriz € igual ao produto de seus
autovalores (HORN e JOHNSON, 1999) e que existemn N-1 autovalores positivos, entdo o
sinal do determinante da equagfio (3.53) serd dado pelo sinal do autovalor restante.

Procedendo-se 2 avaliagdo do determinante, ap6s certo desenvolvimento matemético

chega-se a

det{v¢, (W, )} = dcl{al +—0’32—A“’ "Q'R,WWRIQA™ } -det{R;} (3.56)

onde Ry =QAQ" em decorréncia de sua positividade, ¢ det{A -B} = det {A}-det{B}.

~

O segundo determinante do lado direito de (3.56) € positivo, visto que R, ¢

definida positiva; portanto resta apenas avaliar o primeiro determinante.

Sabendo-se que os autovalores da matriz no interior do primeiro determinante de
(3.56) sdo
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a multiplicidade N ~1

b . (3.57)
Y=a+bfy =a+— W RIRGR,W° multiplicidade 1
o

€ que o determinante dessa matriz € igual ao produto de seus autovalores, tem-se como

resultado:

dcl{al +—b;A"/ZQ"f{SW“W""ﬁﬁQA"’z } =a""(a+bpy)
o

(3.58)
Substituindo-se (3.45) e (3.54) em (3.57), obtém-se:
( _ 2
- /2
] (hu+1) (3.59)

y= 4cy By +4ch BL +2 2
U (B2 +1) (2¢282 +1)

Visto que a,y>0 V B2, podemos concluir que o Hessiano serd definido positivo

no ponto Wy, , caracterizando um mfnimo da superficie de desempenho.

A relagdo obtida € vdlida para qualquer S, mesmo para o caso em que ndo existem
alteragdes do sinal de controle (S=[1 0 ... O]T), ou seja, para o caminho secunddrio

modelado por um sistema ndo-linear sem meméria.
3.4 Minimo Erro Médio Quadritico

O objetivo de um sistema ANC ¢ a diminuigio dos niveis sonoros ou vibracionais
de um determinado sistema. Portanto, o conhecimento da méxima atenuagdo possivel,

scgundo uma determinada fungdo objetivo (no caso o crro médio quadrdtico), para um

dado sistema, ¢ de grande importincia.
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Nesta segdo sdo utilizados os resultados referentes aos pontos de minimo da
superficie de desempenho para avaliar o médximo cancelamento possivel para a topologia
analisada (figura 3.1) e seus casos particulares.

3.4.1 Solugd@o Aproximada para o Caso Geral

Substituindo-sc a equagdo (3.41) em (3.13) tem-se como résullado:

Evmn = WTRW® +07 —2WRE (RY( R W

535, 85,5, 5,5,
Mz—le-—l M-1m-t
ol T —T -1 N [
+0 Z Z 52"52’arcsen w Rszsl 8282515 Z Z s‘Pslq P“’“Q‘ R.S}S;S,S, Rszsnw
k=0 1=0 p=0 g=0

3.60)

A equagdo (3.60) avalia, de forma aproximada, 0 méximo cancelamento possivel
(minimo EMQ) obtido pelo controlador.

3.4.2 Sisterma Wiener

No caso em que o caminho sccundédrio é modelado por um sistema Wiener,

substituindo-sc (3.46) em (3.13) para S=§, ¢ S, = [l 0 ... ()]T , resulta:

o 1 ¢l B2 2¢
=WIR,W°+02 + WTRIR}R _W°| —arcsen| —¥Lw _|_ W
§WMIN (4] 4 SERSS s. B;’ Cvzyﬁ:' +1 cz ﬂz +1
. wrHFw
3.61)

No caso de auséncia de efeitos ndo-lineares (By —0), a cquagiio (3.61) concorda

com a equagdo (2.26) de TOBIAS (1999).
3.4.3 Sistema Sem Memdoria

O méximo cancelamento possivel, no caso do caminho secundério ser modelado
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por um sistema ndo-lincar sem meméria, é obtido substituindo-sc S=[1 0 ... 0] em
(3.61):
2 2 .
G = WRL W arosen| —Subar | P 100 (3.62)
Bsu Csu Bow 'fl \/ch B, +1

No caso de ndo existirem efeitos nfo-lineares ([5;,” —0), a equagdio (3.62)

concorda com os resultados de HAYKIN (1991).
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4. COMPORTAMENTO MEDIO DOS COEFICIENTES

Neste capitulo ¢ analisado o comportamento médio dos coeficientes do sistema
adaptativo apresentado na figura 4.1, tanto durante o perfodo de adaptagio como em
regime permanente. O sistema S, permite levar em consideragdo a influéncia da parre
elétrica de atuacdo (filtros, amplificagdo, conversdo digital-analGgica), enquanto que S,
representa os atrasos introduzidos pela propagagdo do sinal de controle no meio e pela
parte elétrica de aquisicdo (amplificadores, filtros, conversdo analégica-digital). A fungdo
g(») representa os efeitos ndo-lineares do tipo saturacdo causados pelos.transdutorcs e

amplificadores utilizados. O vetor de coeficientes de adaptagdo € atualizado a cada iterago

pelo algoritmo LMS Filtrado.

x(n)

Figura 4.1 - Topologia analisada: algoritmo FXLMS com o caminho secunddrio modelado

por um sistema Wiener-Hammerstein.
As definigOes das varidveis da figura 4.1 sdo encontradas na segio 2.1.

No decorrer desse texto sdo apresentadas cquagdes recursivas para o

comportamento médio dos coeficientes em termos de momentos de até segunda ordem.
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Através desses resultados sdo obtidas as condi¢des em regime permanente.
4.1 Analise do Comportamento Médio dos Coeficientes

A cquacgdo de atualizag@io dos coeficientes do sistema analisado & dada pela equagio

(2.4), transcrita a seguir:

W(n+1)=W(n)+u{W'X(n)+z(n)

_Miilszjg [hiils,;WT (n—i—vj)X(n—i-—j):l}Xf (n) “.1)

j=0 i=0

Em decorréncia do comportamento ndo-lincar de g(+), a avaliagio direta das
esperangas necessdrias para a determinagdo do comportamento médio dos coeficientes ndo

¢ de fécil realizagfo. Portanto, inicialmente sdo avaliadas as esperangas condicionadas no

conjunto de vetores dado por

w={W(n),W(n-1),..., Wr-M +1)} 4.2)

onde M =M +M, —1. Tomando-se o valor esperado condicionado em % da equagdo

(4.1), obtém-se:

E{W(n+1)|2}=W(n)+uE{ X, (n)X" (n)|w}W° + uE{z(n)X, (n)|%} |

—ﬂzlssz{g[bilsliWT (n—-i——j)X(n—j_j)]xf (n) 70} B “.3)

i=0

Na avaliag¢do dos valores csperados em (4.3), considera-se, conforme discutido na
scedio 24, que as. corrclaghes cntre diferentes vetores de cntrada sdo muito  mais
importantes do que as correlagdes entre vetores de entrada ¢ vetores de coeficientes para a
determinag@io do comportamento do algoritmo. Com essa consideraglio, os dois primeiros

valores esperados em (4.3) sdo de {4cil soluglo, segundo a metodologia cldssica de andlise
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de filiros adaptativos (HAYKIN, 1991). Portanto

E{X, (n)X" (n)|2}=R, (4.42)
E{z(n)Xf (n)|7(/}=0 | (4.4b)
onde
" M-l M~
R§ = §§IRJ = Zo§jE{X(n— ])XT (n)} 4.5)

O primeiro valor espcrado de (4.4) representa a matriz de correlagiio cruzada entre o
sinal de referéncia filtrado pela estimativa da parte lincar do caminho secundério e o
préprio sinal de referéncia. O scgundo valor esperado de (4.4) resulta do fato de o ruido de
- medigdo ser independente do sinal de referéncia e possuir média zero. Note-se quc sdo

desprezadas as correlagdes entre o vetor de coeficientes € o vetor de dados observados.

O tltimo valor esperado de (4.3) pode ser escrito na forma E { g(y, )Yzlw} , onde

M~

y=Y s,W (n-i-j)X(n—i-j) (4.68)
i=0
M-1

Y, =5 8, X(n-k) (4.6b)
k=0

sdo varidveis aleatérias gaussianas de média zero quando condicionadas em % (BENDAT
¢ PIERSOL, 1986).

No ANEXO 1 é demonstrado que

E{)’le}

E{&’(Y\)Yz}: .
|/;17E{y12}+1 “




Comportamento Médio dos Coeficientes 65

Desprezando-se as correlagdes entre os vetores de dados observados e vetores de
cocficientes em comparagio com as correlagdes entre vetores de dados observados, pode-sc

determinar as seguintes correlagdes condicionadas em % :

M, -1 M,-1 ;
E{y!|w}= z ;s”s_lpw (n—i- /)R, . W(n-p-j) 450
ML M 1 .
E{)’1Y2|W}= Z %:SufkRM_kW(n—i-—j) (4.8b)
=0 k=0

Substituindo-_se (4.6 74.8) em (4.7), chega-se a

E{g[ufs,,.w’ (n - »-j)X(n—i—j)]X, (n)

e 4.9
ZzsuskRjﬁ—kw("_i"j) ( )
=0 k=0
| MM — '
| \/“72:2:sn.-sl,,w’(n~z—1>R,,-.-w<n—p—n+1
0 D p=

Utilizando-se os resultados (4.4) ¢ (4.9) em (4.3), obtém-se como resultado o

comportamento médio do vetor de coeficientes condicionado em % :

E{W(n+1)%}= W(n);k MR W

M~ a1 ‘
My Z Z 5'1i§kRj+i—kw(n —i=J) ' ' (4.10)
3 Z 5 =0 k=0 )
g j=0 H i T P
8’72 ZS“S“,W (”—I*J)Rp-iw(n-p_j)-k]
=0 p=0

Para retirar-sc o condicionamento em % cm (4.10) deve-se calcular o valor
esperado da equagdo levando-se em consideragdo a estatistica dos W(n-k) (para
k=0, 1,...., M -1). Entretanto, a fungdio densidade de probabilidade dos vetores de

coeficientes ndo é conhecida.
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Utilizando-se a suposigdio de que p seja suficientemente pequeno, pode-sc assumir

que os cocficientes variam lentamente. Assim, as flutuagdes dc W(n—k) em tomo de sua

média E{W(n-k)} possuem um efcito desprezivel no comportamento médio dos

coeficientes ao longo do tempo. Portanto, faz-se a seguinte aproximag#o:

if%bk R kE{w("“‘l)}

E{W(n+1)}= E{W(n)}+uR W° -qu -

- M-
=0 JLZZ 2 shslptr{Rp K, (n- 1)}+1

i=0  p=0

(4.11)
onde

K, (n-j)=E{W(n-p-j)W" (n-i-j)} 4.12)

sdo as matrizes de correlagdo dos vetores de coeficientes em diversas iteragbes. Esses
momentos serdo desenvolvidos no capftulo 6. O operador tr{s} corresponde a0 trago da

matriz argumento.

A cquagdo (4.11) é o modclo analitico para o comportamento médio dos

coeficientes do sistema apresentado na figura 4.1, supondo-se sinais gaussianos de média

nula.

4.1.1 Sistema Wiener

No caso em que as alteragdes sofridas pela propagagio do sinal de controle no meio
[isico scjam desprezfveis (S=S,, S, =[1 0 ... ()]T ), a equagdio (4.11) reduz-sc a

Z s SR E{W, (n-i)}
E{Ww(n+1} E{W, (n)}+uR,W° L2 4.13)

\/—12— s,sptr{Rp_,KWp, (n)}+1

onde
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Kwp,i ("'):E{ww (""p)wv: (”_i)} “.14)

sdo as matrizes de correlagdo do vetor de coeficientes quando o caminho secunddrio é

modelado por um sistema Wiener.

Caso 6? — o0, 0 sistema pode ser considerado puramente linear ¢ portanto (4.13)

reduz-se a

E{W, (n+1)}=E{W, (n)} -1} Y 85, &, E{W, (n-i)}+ uR , W° (4.15)

=0 k=0
a qual concorda com a equagio (2.37) de TOBIAS (1999).

4.1.2 Sistema Sem Memdria

Nas situag0cs em que o sinal de controle estd sujeito apenas as alterages causadas

pelo sistema ndo-linear, o equacionamento do comportamento médio dos coeficientes pode

ser simplificado substituindo-se S=[1 0 ... ()]T em (4.13):
_ ; o
E{wsu (’H'l)}: I-pu 1 R, E{WSM (n)}+,uR0W 4.16)
\[—(Ftr{RoKsM (n)}+1
onde
Koy (n) = E{wsM (n)WS'M (")} » . (4.17)

¢ a equagdo dos momentos de segunda ordem quando o caminho sccundério ndo possui

mcmoéria.

Caso 0> — oo, 0 sistema pode ser considerado puramente linear ¢ portanto (4.16)

tende para
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E{W,, (n+1)}= [1-uR, | E{W,, (n)}+ R, W° (4.18)

que concorda com os resultados obtidos para o algoritmo LMS convencional em HAYKIN
(1991).

4.2 Coeficientes em Regime Permanente

Calculando-sc o limite quando n — oo da cquagdo (4.11) ¢ supondo-sc a existéneia
de convergéncia de tal modo que W, =lim E{W(n)}, entdo, apés certa manipulagio
. n—00
algébrica, obtém-se

1 - 2 .
W;, =(—6_—-2— W;PRS,S. W, + ]) Rs:ss. W (4.19)

onde

o, & |
&=k, =5 Efx (0% ()
j=b j=0
o M-I M~ —1 M~
4 Rslsl = Z Z SR, Z Z Susl,E{X n— k)x (n—l)} 4.20)
k=0 i=0
M ]M“ ~1 M1
SZSSl 2 szlsl,sk i+jk = 2 S: ZSZJSIISI:E{X(” k)xT (n_l“‘])}
J=0 j=0 i=0 k=0

Entretanto, (4.19) pode secr representada da seguinte forma:

W, =k- R;2SSIR§W° 4.21)
onde k € um escalar real positivo. Substituindo-se (4.21) em (4.19) ¢ igualando-se as

parcelas escalares, chega-se a

k=(kn"+ l)l/2 (4.22)
onde:

7 =(—rl-2-W""R R R Ry RW?

8,85,

(4.23)
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O parémetro 77” é analisado na se¢do 4.5. Resolvendo-se (4.22) para k e sabendo-se

que ke R*, entdo existe apenas uma solugdo possivel: k = 1/ 1-7 . Substituindo-se esse

resultado em (4.21), chega-se a

LR R.wWe

o sss8 (4.24)

A equagio (4.24) representa o valor médio dos coeficientes em regime permanente,

lim E{W ()} =

supondo-se que exista convergéncia, para o sistema ANC descrito na figura 4.1.

4.2.1 Sistema Wiener

No caso em que a influéncia do sistema S, é desprezivel, entfio (4.24) torna-se

A e (4.25)
1=
onde
| e s Sad
Ty = WIRRGRGR R§W | w26
e
L M M : .
RS‘ =) 5R ;= SkE{X(n——k)X (n)}
=0 o
M1 M- M= A1-1
RSS = Zzsis"kknj—k = S,-.§kE{X(n—k)XT (n—i-j)} 4.27)
i=0 k=0 i=0 k=0

Se 775, — 0 (caso linear), entfio (4.25) reduz-se & expresso (15) de TOBIAS ef al.
(1998), que trata do regime permanente do algoritmo FXLMS convencional. Se, em
conjunto, §=8 (perfeita estimagfio do caminho secundério), entdo R & = R SS's R §= R s
e (4.25) reduz-se a expressdo dos coeficientes de Wiener com restri¢do, descrita na equacﬁé
(18) de TOBIAS et al. (1998). Portanto, para S=S e 7 #0 o vetor dos coeficientes

médios tende para uma versdo escalada dos coeficientes de Wiener restringidos.
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4.2.2 Sistema Sem Memoria

Quando o caminho secunddrio ndo possui memoéria, a equacdo (4.25) ¢

simplificada, resultando:

. _ 1 o
lim E{Wy, (")}"\71-_757“’ (4.28)

onde:

1 .. . - 4.29
T’:M =;2’w TROW ( )

A equago (4.28) nos mostra que para um sistema sem meméria o valor médio do
vetor de coeficientes em regime permanente ¢ uma versdo escalada da resposta da planta a
ser controlada. Para o caso em que o sistema ¢ lincar (n2, —0), entdo a cquacdo (4.28)

concorda com o resultado obtido para o regime permanente do algoritmo LMS
convencional (HAYKIN, 1991). |

4.3 Modelo Simplificado

As equages que descrevem o comportamento médio dos coeficientes ao longo do
proceéso de adaptagio sdo dadas por (4.11), (4.13) e (4.16). Pode-se verificar que, embora
significantemente distintas, essas equagGes sofrem basicamente a mesma influéncia
decorrente da existéncia da ndo-linearidade presente no caminho secunddrio. De maneira
ainda mais cxpll’cita, 0 mesmo ocorre com o valor médio dos cocficientes em regime
permanente (equacgdes (4.24), (4.25) e (4.28)), onde a influéncia da ndo-linearidade resume-
se a um escalamento das respostas que seriam obtidas se os sistemas fossem puramente

lineares.

Em aplicagbes praticas de sistemas ANC, sdo utilizados um grande ndmero de
coeficientes (chegando em algumas aplicagdes até 5000), fazendo com que os modelos
analiticos descnvolvidos aqui possuam uma grande carga computacional em sua

implementag@o (vide capitulo 6). Portanto, um modelo analitico simplificado de baixa
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complexidade computacional mas que ainda assim mantenha informagdes relevantes sobre
os efeitos ndo-lineares € de grande interesse para o projetista de sistemas ANC, de modo

que diversos testes e avaliagSes poderiam ser realizados em um curto espago de tempo.

Nesta se¢io sdo feitas consideragbes mais restritivas sobre as caracterfsticas dos
sinais ¢ sistemas envolvidos no sistema ANC de modo a obter-se um modelo de baixa

carga computacional mas ainda assim representativo dos efeitos ndo-lineares.

Conforme ji descrito no capitulo 2, a consideragdo de sinais gaussianos brancos
(ndo-correlacionados) é comum em vdrias aplicagdes e, embora muitas vezes ndo
corresponda  realidade, ainda assim os modelos obtidos mantém importantes propriedades

do sistermna analisado.

N,

Supondo-se, entdo, que (a) o caminho secunddrio do sistema ANC possa ser
considerado sem memoria, (b) que o sinal de referéncia seja considerado branco ¢
gaussiano e (c) que o passo de convergéncia seja suficientemente pequeno de tal modo que
as flutuagbes dos coeficientes sejam despreziveis com relagdo aos valores médios, a

equacdo (4.16) pode ser aproximada por

o,

[T ——

E{W (n+1)}=|1-p E{W,, (n)}+1o>W*  (4.30)

Considerando-se ainda que a inicializag¢@o do vetor de coeficientes scja realizada na
origem W(0)=[0 ... O]T (consideragdo usualmente utilizada), entdio pode ser
verificado de (4.30) que j4 na primeira iteragdo o vetor E{Wy, (n)} ¢ colinear com a

planta (W°®) ¢ sc mantém nessa dire¢do durante todo o processo de adaptagio:
E{W,, (1)} = uo2W". Visto que o termo que multiplica E{W,, (n)} ¢ um escalar, entdo

(4.30) pode ser escrita da seguinte forma:
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E{W,, (n)}=k(n)W* | 4.31)

onde k(rn) ¢ um escalar. Substituindo-se (4.31) em (4.30), obtém-se uma equagio
recursiva escalar dada por:

0.2

k(n+1)= 1——#m k(n)+/10‘f (4.32)
BR :

onde

. 2 _ o-f onwo
e =5 (4.33)

¢ o grau de ndo-linearidade, correspondente 4 equagdo (4.29) para R, = o’l

Assumindo-se que exista convergéncia em (4.32), definindo-se &, =limk(n) e

n-—yo0

substituindo-sc o resultado em (4.31), chega-sc a

lim E{W,

1 . '
fim ”(n)}_—_l__l—an w 4.34)

Ou seja, 0 modelo simplificado, descrito por (4.31), (4.32) ¢ (4.33), ainda mantém

informac@o acerca dos efeitos ndo-lineares do sistema.

A equagdo recursiva escalar (4.32) permite que 0 comportamento de um grande
niumero de coeficientes seja avaliado com um minimo de gasto computacional. Entretanto,
a informagdo sobre os efeitos das correlagdes do sinal de referéncia e de atrasos intrinsecos
ao sistema niio é¢ mantida. Nessc caso, € neeessdria a compreensdo de que a diminuigio da

velocidade de convergéneia do algoritmo estd relacionada ao aumento de correlagio.
4.4 Analise da Estabilidade

Da mesma forma que para os algoritmos FXLMS ¢ LMS aplicados a sistemas
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lineares, as equagdes recursivas do comportamento médio dos coeficientes para o caso nio-
linear estudado neste trabalho também t€m sua estabilidade governada pelo passo de
convergéncia (HAYKIN, 1991), como pode ser observado através de (4.11) (4.13), (4.16) e

(4.32). Pode-se interpretar u como o fator de realimentagio do sistema.

Entretanto, para o caso ndo-lincar um novo fator pode ser identificado como

corresponsdvel pela estabilidade do algoritmo. Observando-se as equagdes (4.24), (4.25),

(4.28) e (4.34), pode-se verificar que & medida que N> — 1 o valor médio dos coeficientes

cresce sem limites, e para n2 >1 a equagio do comportamento médio dos pesos ndo possui

pontos estaciondrios, independentemente da escolha do passo de convergéncia.

Esse fator toma-se mais importante quando se considera que na maioria das
aplicagdes préticas faz-se uso de um passo de convergéncia pequeno, de forma a minimizar
o desajuste em regime permanente e sua variabilidade, j4 que o algoritmo estard sendo
aplicado a apenas uma realizagio do processo que define o sinal de entrada. Além disso,
fatores econdmicos evitam o superdimensionamento dos componentes do sistema de
controle. Portanto, alto-falantes ¢ amplificadores podem scr utilizados a0 maximo de suas
especificagdes, o que pode acarretar efeitos altamente ndo-lincares. Dessa forma, a
influéncia de n° sobre a estabilidade do algoritmo pode ser preponderante sobre g em

aplicacOes préticas.
4.5 Interpretacio do Pariametro n’

Nesta se¢do ¢ demonstrado que o pardmetro 7%, responsdvel pela estabilidade do

algoritmo, € o denominado grau de ndo-linearidade do sistema adaptativo.

Segundo a equagio (2.16) do capitulo 2, o grau dc nido-linearidade do sistema

adaptativo € determinado por
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T == B} (1))

. (4.35)

Supondo-se que os sistema esteja em regime permanente, equacionando-se o sinal
de controle filtrado y,(n) (na cntrada da ndo-linearidade), clevando-se ao quadrado e

tomando-se seu valor esperado, chega-se a
E{y} (n)}= Wy R, W,, (4.36)

onde ﬁs.s. ¢ a matriz de autocorrelagdo do sinal x(n) filtrado por S,.

A equagio (4.36) pode ser interpretada como a poténcia do sinal de referéncia x(n)

filtrado pelo sistema S, e em seguida por W,,. Como ambos os sistemas sio lineares, a

ordem de filtragem n#o altera o resultado.

Supondo-se ainda que o sistema adaptativo seja linear, entfio o vetor de coeficientes
em regime permanente é dado pela equagdo (4.24), para 7)* =0. Substituindo-sc esse

resultado e (4.36) em (4.35) chega-se a

1 oTHRTD-T D -1 D o
n* =FW TRgRsszs,RS.S.Rszs‘s. R,W 4.37)
A equagdo (4.37) € idéntica a equagdo (4.23), responsdvel pela estabilidade do
algoritmo. As equagdes (4.26), (4.29) e (4.33) descrevem casos particulares de (4.23).

A partir desse desenvolvimento, conclui-se que a figura de mérito denominada de
grau de ndo-linearidade do sistema adaptativo (descrita no capitulo 2) é responsdvel ndo
apenas pela determinagdo dos efeitos da ndo-linearidade sobre o desempenho do algoritmo
adaptativo como também representa um papel chave nas condigdes de estabilidade do

mesmo.
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No caso em que houver a correta estimag@o da parte linear do caminho secunddrio
(§ =8, *#8,), entdo a equagdo (4.37) torna-se idéntica a equagdo (3.39). Portanto, 82 em

(3.39) corresponde ao grau de ndo-linearidade no caso de estimagio perfeita da parte linear

do caminho secundario.
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5. ERRO MEDIO QUADRATICO

Neste capitulo € analisado o comportamento do erro médio quadritico do sistema

adaptativo apresentado na figura 4.1, tanto durante o perfodo de adaptagdo como em

regime permanente.

Sdo desenvolvidas equagdes recursivas para o erro médio quadrético em termos de
momentos de até segunda ordem para sinais gaussianos. Através desses resultados sio

obtidas expressdes que modelam o comportamento do algoritmo em regime permanente.
5.1 Anadlise do Erro Médio Quadritico

A equagdo do sinal de erro (2.3) do sistema apresentado na figura 4.1 é reproduzida
a seguir:
e(n)=d(n)+ z(n)—d(n)

=WTX(n)+ z(n)—Milszjg[Mf:suwT (n-i-j)X(n-i- ])] (5.1)

j=0 i=0

Elevando-se (5.1) ao quadrado e tomando seu valor esperado, condicionado no

conjunto de vetores de coeficientes atrasados % (equagio (4.2)), obtém-se:

E{e2 (n) 7{/} =
= WE{X(n)X" (n)w}W* +2W E{z(n) X (n)|20}+ E{2* ()}

g

My-1 : [ M, -1 _ 1
-2 ssz{z(n)g Y s W' (n-i-j)X(n-i- j) 70}
i=0 L =0 .

5.2)

1

M- M- ]
—2W*T t’ssz{g Zsh.WT (n—i-j)X(n=-i-j)|X(n)
Jj=0 i=0

L .

w
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Os quatro primeiros valores esperados de (5.2) sdo facilmente avaliados em fungio

das caracteristicas dos sinais envolvidos:

(E{X(n)X" (n)w} =R, (5.3n)
E{z(n)X(n)|%}=E{z(n)} E{X(n)}=0 (5:3b)
) E{22 (n)l?(/} = E{z2-(n)} =0’ (5.3¢)
tE{z(n)g[gls‘“WT (n—i—-j)X(n—i—j)] 7{/} =E{z(n)|w} E{g(\w}=0 (63d)

A primeira equagdo em (5.3) corresponde 2 matriz de autocorrelagdo do sinal de
referéncia. O segundo € o quarto valores esperados sdo nulos em decorréncia da
independéncia entre o rufdo de medigdo € o sinal de referéncia. O terceiro valor esperado

corresponde a varidncia do ruido de medigdo.

Da mesma forma que para a anélise do comportamento médio dos coeficientes, as
correlagdes entre vetores de coeficientes e vetores de dados observados s3o desprezadas

frente as correlagGes entre vetores de dados.

O quinto termo de (5.2) pode ser resolvido através do Teorema Modificado de Price
(BUSSGANG, 1952, PRICE, 1958, PAWULA, 1967). Esse valor esperado é semelhante
a0 utilizado na avaliagdo do comportamento médio dos coeficientes (equagio (4.7)), com a

diferenga de que o vetor aleatério Y, e sua correlagfo com a varidvel y, sdo dados por

Y, = x( n) | (5.4a)

E{yY,|W(n)}= wils,,.R wW(n=i-j) (5.4b)

i=0

Substituindo-se (5.4a), (5.4b), (4.6a)> e (4.8a) em (4.7), chega-se a
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-

M-l

\ . (3.5)
) s,R,,W(n—i-j)

i=

1 M -1 M -1 A
\/ ZZ‘I-%WT(”—‘— )R w(” p- J) +1

i=0

{ [Zw (n-i-] >X(n—t—1)}><(n)

O- i=0 p=0
O dltimo termo de (5.2) pode ser descrito por E {g (»)e(», )i?(/}, onde

M,
Y, = Z s, W' (n—i-j)X(n—i-j)

=0

M -1 ' (5.6)
Y. = ZSUWT (n_l—Q)X(n_l_Q)

=0

sdo varidveis alcatdrias gaussianas de média zero quando condicionadas em %/.

No ANEXO 2 ¢ demonstrado que

E{g(y)2(y, )}= 0 arcsen EDny,} ' | (5.7

VebiteoNebile o)

Negligenciando-se as correlagdes entre vetores de dados e vetores de coeficientes
em comparago as correlagdes entre vetores de dados, as seguintes correlagdes podem ser

avaliadas:

M-t M, -1
E{y.l’«/} Y Y sus, W (n=i= )R, W(n-p-J) (5.8a)
i=0 p=0
~I M
VE{y2|w}= 35 s, W (0 ~1-g)R,,W(n-r~gq) (5.8b)
1=0 r=0 .
-1 M
E{y,y,|%}= Zz.shs”w (n——l IR, W(n-1-q) (5.80)
; i=0 =0
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Substituindo-se (5.6), (5.8a), (5.8b) e (5.8¢c) em (5.7), chega-se a

i=0 =0

E{g[‘t’sﬂwr(n-i~j)X(n—i—j)]g[“fs,,WT (1-1-0)X(n-1-0)|

My—1M;-1 _ .
Z Z 5, W (n=i-j)R,, . W(n-1-q)

=02 arcsen =0 /=0

M1 M1 v2
Z Z 58, W' (n—i—j)Rr,W(n—p—j)+02] (5.9)
=0 p=0

. 1

£ My=1 M;-1 1/2

[ 3% s w (n—z—q)R,‘,ww—r—q)wz]

1=0 r=0

* Substituindo-se 0s resultados (5.3), (5.5) e (5.9) em (5.2), obiém-se:
E{e* (n)|w}=WTR,W° +5°

M -
_2;5‘2" ] MM A
5 A ———

o i=0 p=0

M-t
L zsliwuerww(”_i_j)

i=0

M1 M, -1

T OM—1IM,-l Z Z -5'1.'5'uwr (n '“i - j)Rl+q—i—jw(n “l—q)
+o° Z Z 8,;8,, arcsen =0 10
j=0 ¢=0 v Mool My

172
Z Z SnsmwT (n——i~—j)Rpﬂ.W(n-—p—j)+O'2 ]

=0 p=0

1
My ML . \/2
(Z Zsllslrwl (”—l—q)Rr—lw("—r”q)+02]
10 r=0

(5.10)

A equagio (5.10) modela o comportamento do erro médio quadritico condicionado

em 7. Visto que a cstatistica dos vetores de coeficientes ¢ desconhecida, alguma
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aproximagio deve ser feita para retirar-se o condicionamento de (5.10) em % e obter-se

um modelo para o comportamento do erro médio quadrético.

Utilizando o mesmo raciocinio usado na modelagem do comportamento médio dos
coeficientes, ou seja, supondo-sec que o passo de convergéneia scja suficicntemente

- pequeno, uma possivel aproximagio para o valor esperado de (5.10) é a seguinte:

M1
- . , Y s, WR , E{W(n—i- j)}
E(n)=W'RW +0.-2) s, (=0

= e .
\/EZ_ Z Z Slislptr{Rp—iKp,i (n_ j)}+1 _

=0 p=0

M-I M1
Z Z SliSlltr{Rl+q—i—jKI+q.i+j (n)}

My=1 M-I
+o’ z Z $,;8,, arcsen =012 R G1D
& 4 M, M -1 "
( z Z Slislpl_‘r{Rp-iKp,i (n - j)}+6 ]
i=0 p=0
1
R 2
( Z sllslrtr{Rr—lKr,I (n-—q)}+0’2 )
1=0 =0

onde

Koy (1) = E{W (n—L~g) W (n—i~ )}

(5.12)
K, (n-j)=E{W(n-p-j)W (n-i-j)}

s30 as matrizes de correlagdo dos vetores de coeficientes. Esses momentos de segunda

ordem serdo determinados no capitulo 6. Os vetores E {W(n—i— ])} sdo determinados

através da equag@o do comportamento médio dos cocficientes (4.11).

A equagdo (5.11) descreve o erro médio quadritico ao longo do processo de
adaptagdo quando € utilizado o algoritmo FXLMS, ¢ o caminho secunddrio € modelado por

um sistema Wiener-Hammerstein, supondo-se sinais gaussianos.
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5.1.1 Sistema Wiener

Quando o caminho sccundédrio pode ser modclado por um sistema Wicner, a

equagdo (5.11) reduz-se a

2bfs,.w4TR~,.E{ww (n-i)}

£, ()R ot
”(;? Z Z Sjsitr{Rj-iKWi,j (”)}+ I
j=0 iz (5.13)
T OM-IM-
Zzsjsitr{Rj-iKWi,j (n)}

+0° arcsen| =22
'Eo ;Sjsitr{Rj-iKWi,j (”)}‘*‘GZ
=t

onde K, (n)=E{W(n-i)W" (n- j)} sio os momentos de scgunda ordem.

- No caso de ‘um caminho secunddrio linear (0% > ), ¢ facil verificar que a
equacgdo (5.13) reduz-se a equagio (3.'52) de TOBIAS (1999), que determina o erro médio

quadrético para o algoritmo FXLMS convencional.

5.1.2 Sistema Sem Memoria ‘

No caso em que 0 caminho secunddrio ndo possua meméria, a equagio (5.13) pode

ser resumida a
2W 'R, E{W,, (n)}

Egy (N)=WTR W’ +07 — -
\/?tr{R“KSM (n)}+1

+0?
arcsen[ r{R Ky, (n)}+0?

tr{RiszM (n)} )

5.14)

onde K, (n) ¢ a matriz de momentos de segunda ordem.
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Para 0> — oo, 0 sistema sem memoria reduz-se & equagiio (5.14) que é a expressdo

do erro médio quadrético do algoritmo LLMS convencional (HAYKIN, 1991).
5.2 Erro Médio Quadratico em Regime Permanente

Nesta segdo serd avaliado o erro médio quadrético em regime permanente para as

diferentes modelagens do caminho secunddrio.

Na se¢do 4.2 foi determinado o valor médio dos coeficientes em regime permanente
(equagdo (4.24)). Substituindo esse valor em (5.11) e assumindo-se que as oscilagbes

(momentos de scgunda ordem) scjam despreziveis frente ao valor médio dos coeficientes,

lim E{W W,
am { (n)}=W, (5.15)
|lim E{W (n)W" (n} W, Wr,

n—o0

chega-se a:
- 01‘~7;~—:1‘:_-ﬁ..ﬁ__1:‘ﬁ~w0
hmé(n) wﬂl R wu +O_ 2wol R; ;IR;‘SS‘R wu 878,88, n;..\ 585§ .
' M
bflbfl WOTRT ;jssl Z(:, l—zo‘sh“ll 1+q—i—j S;SS.R wo )
.j=0 2, S, j$2,aTCSEN onRTR;TSS ﬁs.s, ;iss,R W° ‘n
(5.16)
onde
- 1»“1~1A M-l .
R, = ZskR_k §E{X(n-k)X (n)}
j=0 j=0
5 M-1M, -1 M,~L M- .,
Rs.s, = Z Z SRy Z Z slkSuE{X(n k)X (n_‘)}
k=0 =0
3 M M G.17
Rgs 2 2: ‘SZJsh —i-j 2 Z s‘2151:E{X(n_’ - J)XT (n)}
j=0 =0 j=0 =0
Myt M- M1 L M-lM-1
sm. 2 2 Z.szrshs R«+J—k 2 2 282151 § E{X(" k)xl (n""_ )}
j=0 =0 k=0 j=0 =0 k=0
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A cquagio (5.16) modela o erro médio quadritico cm regime permancnie, para o

sistema ANC descrito na figura 4.1.

Através de (5.16) verifica-se que 0 EMQ em regime permanente, ou seja, o nfvel de
cancelamento do sistema ANC, depende dirctamente do grau de ndo-lincaridade do

sistema.
5.2.1 Sistema Wiener

Quando o caminho secunddrio puder ser representado por um sistema Wiener, o

erro médio quadrético cm regime permanente (5.16) torna-se

im&, (n) =W R,W° +07 - 2WR{R R, W°

(5.18)
+WTRIRER R, R W° [;12— arcsen (1, )]
w
onde:
~ M M-
R, =S'sR, =34 B X (n-0)x ()
J Jj=0 (5.19)

M-1M-1|

-1
=0

. M1 M-

R = ZZ 585 R = szs,(E{X (n—-k)X" (n—‘l-’j)}
i=0 k=0

i=0 k=0

. . . . . 2
Caso o sistema possua um caminho secund4rio puramente linear (7, —0),

situagdo que corresponde ao algoritmo FXLMS convencional, entdo (5.18) reduz-se & soma
das expressdes (2.26) e (2.45) de TOBIAS (1999), que trata do regime permanente do

algoritmo FXLLMS convencional.
5.2.2 Sistema Sem Memdoria

Se o caminho secunddrio pode ser considerado como um sistema sem memoria, a

equacdo (5.18) é simplificada, resultando em
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. 1 P |
ll_rgﬁw (n)=|:172 arcscn(nSZM )—1:|W "R,W° +0? (5.20)
SM .

A andlise da cquagio (5.20) permite concluir que o cancelamento obtido para o
sistema sem memoria € diretamente dependente do grau de ndo-lincaridade do sistema

adaptativo. Para o caso em que o sistema é linear (11;, —0), entdo a equagio (5.20)

concorda com o resultado obtido para o regime permanente do algoritmo LMS

convencional (HAYKIN, 1991).
5.3 Modelo Simplificado

No caso do modelo simplificado, discutido na se¢do 4.3, onde se supde que o sinal
de referéncia scja branco e a inicializag@o seja feita na origem (W(0)=0), a equagiio do

erro médio quadritico € obtida substituindo-se

R, =01 521)
E{W, (n)}=k(n)W° )
K (n)=k* (n) WTW°
em (5.14), de tal forma que
2 k?.
Epn(n)=02WTW|1- 2k(n) + 12 arcsen ~—?—"i‘7—(—n—)- +o? (5.22)
\/U;sz (n)+1 T Naxk” (n)+1

onde

0_2

k(n+1)=| 1 pmeZe |k (n) 4+ po? (5.23)

O erro médio quadratico em regime permanente é obtido substituindo-se



BR

(5.25)
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limie (n) == (5.24)
1- nBR )
em (5.22), resultando em:
imé&,, (n)=c’WTW" [—lz—arcsen (2 )- 1]+ o’



Momentos de Segunda Ordem 86

6. MOMENTOS DE SEGUNDA ORDEM

Neste capftulo sio derivadas equagdes recursivas determinfsticas para 0s momentos

- de segunda ordem do vetor de coeficientes adaptativos do sistema ANC apresentado na

figura 4.1.

6.1 Anilise dos Momentos de Segunda Ordem

~ Analisando-se as equagdes que descrevem o comportamento médio dos coeficientes
(4.11) e o erro médio quadrdtico (5.11), verifica-se a necessidade da avaliagdo dos

momentos de segunda ordem, na seguinte forma:

K,,(n~c)=E{W(n-a-c)W (n-b-c)} 6.1

Notem-se as seguintes propriedades da notagio utilizada:

@) K,,(n-c)=E{W(n—a-c)W" (n-b~c)}=
| =[E{W(n—b—-c)WT (n—a—c)}]T =K}, (n—c)
®) K, 4, a(n—c=A)=E{W(n-a+A-c-A)W" (n-b+Aa-c-A)=K,,(n-c)
6.2)
Ou scja, (@) a troca dos indices da matriz K corresponde 2 sua transposicio, ¢ (b) a

subtrag@io dec uma constante de ambos os seus indices, associada a um atraso de mesmo

modulo, ndo acarrcla modificagdes na matriz.

Considerando-sc as propriecdades apresentadas em (6.2), pode-se entdo escrever o

scguinte:
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K, (n—a-c) se (b>a)
K,,(n—c)={K,,(n-a-c) se (b=a)

., ) | 6.3)
K, ,(n-b-c) s¢ (b<a) .

Note-se que a matriz K_, (n—c¢) pode ser obtida, para quaisquer fndices a, be ¢, a
partir das matrizes Ko'(; (n) e K, (n) calculadas para diferentes atrasos de tempo. Em

decorréncia desse fato, scrio determinadas cquagdcs recursivas para essas duas matrizes.
¢ Determinagio do Comportamento de K, (n) para k >0

A equagdo de atualizagfo dos coeficientes (2.4) ¢ descrita por

W(n+1)=W(n)+p{W7X(n)+z(n)

_Mi szjg[gl sWH (n—i—j)X(n-i- j)]}x, (n) ©6.4)

j=0

P6s-multiplicando-se a equagio (6.4) por w’ (n—k+1) e aplicando-se a esperanga

condicionada em % (equagdo (4.2)), tem-sc como resultado

vE_{W(n+1)WT (.n~k+1)‘7(/}=W(n)WT (n-k+1)

+HE{X, (n)X" (n)| %} W W' (n -k +1) (6.5)
—uMg ssz{g ‘:gls,,.WT (n-i-j)X(n—-i- j)]Xj (n) W}WT (n—k+1)

Para a obtengio da cquagdo (6.5) utiliza-se a suposi¢do de que o sinal de excitagdo €

independente do rufdo de medigdo, ¢ ambos possuem média zero.

As esperangas encontradas em (6.5) jd4 foram avaliadas em (4.4a) e (4.9);

substituindo esses resultados, obtém-se
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E{W(n+1)W (n-k+1){23 = W(n) W’ (5 -k +1)+ uR, W W (n—k +1)
M-17-1
M- Zzslp Sq J*HW(n—p—j)W’(n—-k+1) (6.6)
-,UZSZI M,-l » .
z slpslqwr (n"p_j)Rq—pw(n“q—j)*'l

Supondo-se ‘it suficientemente pequeno e substituindo-se¢ a notagdo na forma de

(6.1), aproxima-se o valor esperado de (6.6) por

Ko, (n+1) =Ko, (n)+ uR, W E{W (n-k +1)}
M, -1A7-)

Mol Z ZS‘P SgM jip-q J+p,.&-l (n) (6.7)

H “~ 52 My~ lM,—l
J z Z slpSlqtr {Rq—qu P (n J)}

onde K., (n) e K, {n-j) sio obtidas a partir de (6.3).

Examinando-se a equagdo (6.7), verifica-se que a partir de K, (n) ¢ possivel

obter-se as matrizes K, (n+1) para k>0.

A equagdo (6.7) € a solugdo final para a primeira equagfo recursiva necessdria para

a avalia¢do dos momentos de segunda ordem.
Supondo-se que o —>®, a equagio (6.7) reduz-se & equagio de K, (n), que
descreve o comportamento dos momentos de segunda ordem do algoritmo FXLMS

convencional (TOBIAS, 1999).

e Determinagio do Comportamento de K, ,(r)

O primeiro passo para obter-se uma equagio recursiva para K,,(n) ¢ pos-
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multiplicar a equagdo dos coeficientes (2.4) por sua transposta ¢ tomar-se a esperanga

condicionada em % . Procedendo-se dessa maneira, chega-se a

E{W (n+1)W" (n+1)|#} = W(n) W' (n)

+u E{X, ()X (n)| 2} Wow" (n)] - (T1)
+i E{x ; ()X (n)| 2} Wew” (n)]r (T2)
+u| E{z(n)X, (n)#}W" (n)] | (T3)
+u E{z(n)X, (w)|}W" (n)] | (T4)
20 E{z(n) WX (n)X,, (1) X7, (n)| 2} | (T5)
o el Eaw (=i Xta=i-) [, (e 6)
~H M): 8;,E {gﬁ; sy W' (n—i-j)X(n-i- J‘)]X, (n) W}W" (n)T (T7)
+y;E{x, ()X (n) W WX (n)X] (n)w} - (T8)
+?E{Z ()X, (n)X] (n)| 2} | (T9)
—2u2§lssz{g[glslin (n—i—j)x(n—i—j)]w“x(n)x, ()X (n)?(/} (T10)

"‘“Z.OE{(”[{?W (1=i= D)X (== )|, ()5 0

Mp—lMy-1 M-
+”2 Z Z Szjsqu{g‘[Zs“WT (""i"j)x(”“i"j):l

j=0 =0 i=0

w} (T11)

-g[hfsuwT (n-1-9)X(n-1 —q)}xf (n)Xj (n) W} . (T12)

1=0

- (6.8)

O valor esperado em (T1) corresponde 4 matriz R ¢ definida na equagio (4.5), e por

conseguinte (T2) é sua transposta. Os valores esperados (T3), (T4), (TS), (T9) e (T11) sdo

nulos, visto que o ruido de medigdio e o sinal de excitagdo sdo ndo-correlacionados e de
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média zcro, de forma quc

[E{X, (n)X" (n)|2} =R,

E{z(n)Xf (n)l?{/}=0

E{z(n)W"X(n)X, ()X (n)|w}=0

1E{*(n)#}=0? o ©9)

E{X, (n)X] (n)%}=Ry

onde

(6.10)

A avaliago de K,,(n) depende de muitos termos, e, portanto, de forma a reduzir o

tamanho das expressdes, serd utilizada a seguinte notagdo até o final do capitulo:

[ . .
= Zslin (n—‘_J)X(n—’_])
i=0
Y, =X, (n) (6.11)
y; = WX(n)
M=) )
Yo = Z sy W' (n—l—q)X(n—l—q)
1=

Utilizando-se o Teorema Modificado de Price (ANEXO 1), obtém-se os valores

esperados em (T6) e (T7). As expressSes de (T6) e (T7) podem ser escritas em termos da

convengdo expressa em (6.11), na seguinte forma:

E {leZIW}

E{g(yl)Y2|W}= 72
(ng{yﬂw}ﬂ)

(6.12)
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O termo (T8) pode ser obtido através do ANEXO 3:

E{X, (n)X" (n) W W' X (n)X" (n)|w}=
=2E{X, (n)X" (n)| 2} W*W" E{X (n)X] (n)|2} (6.13)
+WTE{X(n)X" (n) %} W° - E{X, (n)X" (n)|2}

Determinando-se as correlagdes presentes em (6.13),

E{X, (n)X" (n)|w} =R,
E{X, (n)X] (n)|#} =Ry | (6.14)
E{X(n)XT (n)l?(/} =R,

pode-se obter o scguinte resultado para (T8):
E{X, (n)XT (n) WWX(n)X} (n)|w}=2R, W W'RE + WTR,W°R (6.15)

O valor esperado de (T10) pode ser determinado utilizando-se a seguinte expressdo
desenvolvida no ANEXO 4:

E{s(» )yJYZY;'Iw}_—_[E{y,y3l7(/}E{Y2Y2'l‘l7y}+ E{yY,|#}E{»Y]|%}
E{g(3)n|w}
E{yi|w}
E{g(yl)Y3I70}_3E{g(yl)yll7ﬂ}

e} (st}

+E{nY,|w}E{y Y] |w}]

+E{)’1)’3IW}E{)’lelw}E{)’ler |W}
(6.16)

Os valores esperados dc fungbes ndo-lincares cncontradas em (6.16) sdo

determinados segundo o ANEXO 5.
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E{g(»)y|w}= aticd +2 aticd

3/2 172
(%E{y?lw}+l] (%E{yf_l?{/}+l) 617
¢ do ANEXO 1.
Eiyl|lw
E{g(»)y|w}= 1 bil} - (6.18)
Substituindo-se (6.17) € (6.18) em (6.16), obtém-se a solugdo para (T10):
E W\|E Y. wVE{y Y%
' E{g()’l))ﬁYzYlew}:’ {y1y3| }1 {yl 2| } {y3l/2 : I }
GZ(FE{yflw}H) )

L[E{yl w| @} E{YY] | %)+ E{y Y, |0} E{y,Y] |w}+ E{y,Y,| %} E{yY] |w}]

1 2
(;;E{yfl?{/}%rl)

Substituindo-se os resultados (6.9), (6.12), (6.15) e (6.19) em (6.8), chega-se a

E{W(n+1)W" (n+1)2} = W(n)W" (n)+uR ,W°W' (n)+uW () WR]
—uM)f,lsz [E{yYo|#} W (n)+ W( n)i{le’l’r’(/}] o
j=0 [.55E{yl !70}+1\J
S E{y |} E{nY.|#} E{yY; |%}
> $2; 32
- ( E{y |7{/}+1)
B R o O S A G B R A U i)
= | (?.%E{y,zl'é’{/}%-ll/
+szfbf szjsqu{g()’l)g()a)YzYI}

j=0 g¢=0

+U'WTR WR . + 0 R +21

278§

(6.20)
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Falta ainda avaliar o iltimo valor esperado de (6.20). Para tanto, utilizamos o
ANEXO 6, que estabelece trés modelagens diferentes, dependendo das propriedades dos

sinais envolvidos:

e casol:se E{yf}zO ou E{y§}=0;v
® Caso 2:se E{ylz}E{y:}——E{yly4}2 =0;

e caso 3:se E{yf}E{y‘f}—E{y,y4}2 #0,

A necessidade de diferentes solugdes para diferentes caracteristicas das varidveis de
entrada decorre da complexidade matemdtica para a avaliagio dos valores esperados

envolvidos. Portanto, a andlisc do problema por partcs simplifica o desenvolvimento das

solugdes.

e Caso 1: A primeira condigdo acima apenas informa a inexisténcia de um dos
sinais escalares envolvidos (poténcia nula). Nesse caso, o resultado da fungio

serd nulo.

® Caso 2: Se ambos os sinais y, e y, possuirem poténcias niio nulas e a seguinte

condigﬁo for verificada, E { ylz}E { yf} - E{ N Ya }2 =0, mostra-se no ANEXO 6

que

E{nY.|%}E{y Y] |%}
£{y|w}

E{nY|#}E{yY]|w}

E{yi|w}

E{g(3)8(5)Y, Y} |w}= E{g(3)e(y.) ! |%}

(6.21)

+| E{Y,Y]|%}-

E{g(3)g(y,)|%}

e Caso 3: Se E{yf}E {»: } ~E{yy,} #0, entéo a solugdo para o valor esperado
desejado € dada por (ANEXO 6):
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E{g(»)g () V.Y] |w}=| E{Y,Y}|%}
) E{yf|W}E{y4Y2|w}E{y4Y{|w}+ E{yjlw}E{y,Y2|w}E{y,Y{|w/}
E{y|w}E{yi|#}- E{y .2}
+E{y,y4|7(/}[E{y,Y2|W}E{y4Y2’|7l/}+E{y4Y2|7l/}E{le27|7ﬂ}]
ey |w}e{y|a}-E{ny |}

+[ E{|w} B Yufw) E{y ¥ |w)

(ptm)Elilm)- . w) )
) E{yfl?l/}E{yly,,|W}[E{le2|7(/}E{y4YZTIW}+ E{y4Y2|7a}E{y,Y{|7a}]

(E{yfIW}E{yflw}_E{yly4|w}2)2 |

}E{g(yl)g(n)W}

. E{yy.|#} E{yY.|w}E{y.Y]|w}
(eDilm)epilm)-Ebim) |
+[ Bl E{n Y, %) E{y, Y] |w)
(i} efstlw}- £ )
) E{yfIW}E{yly4IW}[E{y,Yzlw}E{y4Y{|7ﬂ}+ E{y4Y2|W}E{y,Y2T|7ﬂ}]
 (EDilwlepiie)- o)) |
. E{yyi|#) E{yY,|%}E{yY!|w}
(Bt @}e{i @)= E{nyda) )
+[E{yf|70}l£{y}|7(/} (=Xt} s ) v im (]} ]
({2 |w)eilm)-E{yw) ) |
_zﬂ{y, y4|w}[ﬁ:{yf|w}h'{y4v2|w}15{y4Y{|w}+ E{yi|w) lg{y,v2|7a}15{_)»,\({]70}]
(e{st(m}e @)= £ (ow) )
. E{y.y4|W}2[E{.v.YzIW}E{.VAYZ'IIW}+ E{y Vi w}E{yY|#} |

2\2 ' E{g()’l)&’()’A))’u)’«a 70}
(E{v2|@}{y2 |} £{py.| %) ) } |

} E{g () (y.)y|%}

} E{e (n)e ()|}

(6.22)
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As equagdes (6.21) e (6.22) expressam E{g(yl)g(y4)Y2Y2T I?(/} em termos de

valores esperados de no mdximo duas varidveis aleatérias diferentes. Os termos que

envolvem expresses ndo-lincares podem ser encontrados nos ANEXOS 2, 7 ¢ 8 e sdo

descritos a seguir:

. E{yy,|w} (6.23)
E \ A =0~ arcsen 7 72
i T ey ]
E{g(yl)g(y4)yfl?(/}=0'2E{yf|?#}arcsen E{?’;y“lw} >
| (E{yfl?{/}+02)/ (E{yf|w}+az)v

o' EpiwlElyyw({y|w}+ o* )(Efsi|w)}+ o)

| +(E{yf|w}+o?)(E{yi|w}+02)[(E{yflw}wz)(E{yi|70}+02)—E{yly4|70}2]
. 04.E{y12|7¢}E{y1y4l?#}.[E{yfl?(/}+O’2]—[0'4+02E{y12|7(/}]E{y1y4l7({}3 2
(EDi ) Epilo (BT« el eo” ) el ]

(6.24)

2

| ({ifw}eo?)" (EDifw} o)
+02E{y3|W}E{y3|W}[(E{y12Iw}“’z)(E{y‘flw}J“Gz)_E{yly4|7”}2]+"6E{yly4|7”}2

R S (R EE g e

(6.25)

E{g()’n )g ()’4))’1}'4|7‘/}=°'2E{}’1Y4l7”}arcsen[ E{y1y4|7{/} 72 ]

Para obter-se 0s momentos de scgunda ordem deve-se caleular o valor esperado da
equagdo (6.20), levando-se em consideragdo a cstatistica dos W(n-k). Entretanto, a

fun¢do densidade de probabilidade dos vetores de coeficientes ndo € conhecida. Utilizando-
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se a suposig¢do de que o passo de convergéncia é suficientemente pequeno, pode-se obter a

seguinte aproximagdo para a equagio (6.20):

Koo (n+1) =Ko (n)+uR ;W E{W" (n)}+ uE{W (n)} W*'R}
o E{E{yY,|w}W" (n)}  max W(n)E{yY, |%
¥, { llzl 1 ¢ }—u};sz,. {1 i}

(aetin] F T (Gepipa)]
4 E -E{E{yY,|%}E{y,Y!|%
+'WTR WR; + 4 osts+2u’Mfsz,- b} { l{yl did {3,yzl | }}
=0 02[87E{yf}+])
Ml F E{y. Y’ wet  EVE{yY,|%}E{y,Y] |%
"2#225‘21' {i’lyi*} { : 1;2}_2”22:‘92] { ; 2| { : 1/22‘ }}
7 (wEbe) GG

Myl E{yY, E IYT 1M
~2u22.s2, { {)’] IW/} {)’ IW}} Z 2 Szjsqu{A(Y.)& (%,)Y,Y] }
=0 [ = £ {}’1 } + ]) =0 =0

+21°R W°W'R]

(6.26)
onde |
{0 seE{yf}:OouE{yzz}:O
E{g(»)g(».)Y,Y] } ={Eq. (6.28) se E{y’ }E{y;}- E{y 3.} =0 6.27)
Eq. (6.29) se E{y; }E{y;}- E{y.y,} #0
Portanto |
E\EWWY.| % E(Y, _.
E{E{g(y)2(3)V.Y] |w}}= =0 L{}z}z{y IW}}E{E{g(M)g(n)yﬂW}}
~ E E{le |%w}E{yY; %
ot L oo
(6.28)
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E{E{s (5)8 ()Y [w}} = E{E{e (3.) s @)} [ E{Y, Y7}
) E{y}}E{E{y.Y.|#}E{y,Y; |w}}+ E{y}E{E{nY.| %} E{y Y] |2}
E{y }E{yi}-E{y.3.)
. E{‘yly,,}[E{E{y,Y,IW}E{»Y{ |%}}+ E{E{y. Y, |2} £{y¥] |W}}]}
E{y}E{yi}-ElyY
+[E{yf}2 E{E{yY,|%}E{yY] %}
(E( (2} -EOm Y

_ E{)’:}E{}ﬁ Ya ’}[E{E{)'1Y2 'W}E{%er lw}}'*' E{E{y4Y.2'7(/}E{le2T|70}}]

(DR EGE-ED.Y) |
E{yy.} E{E{y.Y,|%}E{y,Y] %]}
+ ; E{E\&(»)g(v:)y!|%w
(E{yf}E{yi}—E{y1y4}2) { {g e yl }} ‘
N ' E{)’lz}z E{E{}’thz‘W}E{y:thTIW}}
(E{)ﬁz}E{yg}" E{)’l)’4}-2_)2

_ E{)’lz}E{yl}’4}[E{E{nyZIW}E{y:tY;zTIW}}"' E{E{Y4Y2IW}E{-Y1Y2T|W}}]

(EpR} e} - B )
E{)’l)’4}2 E{E{}’lY2IW}E{y'YZT|W}} 2
+ ) 718 ( ) ( 4) Vs
(£} E{n}- YY) }E{F{g e yv i)
N E{)’lz}E{}’:} [E{E{)ﬁYzIW}E{}’a,YleW}}"’E{E{y«zYle}E{i)’xY”W}} ]
(E{R}E(}-EinT)

E Do) EDE{ED Y} E (] [} + E{y2} E{{y Vil E{ Y] |2 }]

(2 }El2}- Bl )
+E{)’1y4}2 [E{E{lezlw}E{}%YzTIW}}*‘E{E{)"‘YAW}E{XYJI?{/ } ] '
(0} ED2}-EDw.Y)

E{E{g()’l )g(y4))’1y4lw}} :

97

(6.29)
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Os valores esperados ndo-lineares de (6.28) e (6.29) sdo aproximados da seguinte

forma:
‘ =02 arcsen E{ny.}
E{E{s ()5 (v )|7}} [ o] (& {y:}wz)m] ©30)
' 2 P 2} arcsen E{}’1)’4}
E{E{g(yl)g(h)yl lw}} E{yl } {(E{)’f}ﬂrz )vz (E{)’f}ﬂrz )1/2 ]

s o’ EQ Y EQy N ED}+ 0 )(E{yi}+0?)
(Eb}+o?) B0 (DT o7 )(EDE o) By ]

. E{ym}[GZE{yf}[—E{xxF+62[E{yf}+02]]—0“E{y.y4}2]
(E{yf}+02)(E{y§}+cr2 )[(E{)’f}ﬂfz )(E{Yf}+02)' E{ym}:]vz

(6.31)

E{E{g(yl)g(n)y:|w}}=ozE{y:}msen[- E{yy.} ]

(Epi}+o?)” (Ehi}or)”
. o’ E{y; }E{yy. Y(E{y'}+0°)(E{y:}+0?)
({2 }+o?) (B2} o) (EDI}+07)(ED2 +07) - £} ]
. E{yly4}[02E{yf}[—E{yly4}2+02[E{yf}wz]]—a‘lf{yln}z}
(E(ye}+o?)(E o (Bl + 0% ) ({3} +0?) -l ]

(6.32)

E{E{g()'n)g()’4)YL)’4|7(/}}=O'2E{y1y4}arcsen{ E{yl)’4} ]

(Epi+a?)" (Epsi}+o?)”
+0'2E{y12}E{yf}[(E{yf}+0'2)(E{)’f}+0'2)"E{)’n)’4}2]+06E{)’:}’4}2

O ey e EE R

(6.33)
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A partir desses resultados, podemos verificar que os momentos de segunda ordem
do vetor de coeficientes sdo definidos em termos de correlagdes simples entre varidveis

aleatdrias gaussianas. Essas correlagSes sdo facilmente avaliadas através das relagles de
(6.11):

M,

_E{MIW} lesm.sxp”{Rp-.W(n p—Ji)W" (n-i- j)}

i=0 p—

E{leZIW} 2 Z‘shserH—kw(n_l—J)

i=0 k;’ .
E{ny,|#}=WT"Y s,R, W(n-i-j)
it M:_o (6.34)
1E{y,y,|%}= Y. ) susur{R,,, . W(n-1-q)W" (n-i-j)}
=0 I=0

E{Y,Y]|w}=R;
E{y,Y |} =R W°

il = ):)‘:slm,rr{n,,Wn —r-g)W (n-1-g)}

_ r_
M-l pf-1

E{y4 ZIW} ZZSIISquHkW(n l- ‘1)

1=0 k=0

Entretanto, preferimos organizar as correlagdes envolvidas da seguinte forma (para

facilitar as aproximagdes que serdo necessdrias):
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( M~ M1
E{yi|a}=Y ¥ sus,r{R, W(n-p—j)W' (n-i-j)}
i=0 p=0
’ M-1p-1 _
EpY[w}W (n)=Y ¥ 5,5,R 0, W(n—i= )W (n)
i=0 k=0
M-l
E{)’l)’slw} =W Z sl.‘ij‘W(” —i- J)
] i=0
M,-1M,-1
E{yly4|W(n)} = Z Z s“s”tr{RHq_,._jW(n—l -q)W' (n—i- ])}
=0 1=0 _
E {Y2Y2T |7(/}= R
' M1 M-
E{}’:IW} = Z Z sllslrtr{Rr—IW(n _r_‘I)WT (n-1 “(1)}
=0 r=0
) Myl jj LML pf -1
EGY Y ELY @)=Y Y Y ¥ 55,8, R 0 W(n—i- [)WT (n1 )R,
i=0 k=0 1=0 p=0
Mi~ipM-1 )
E{yY,|w}E{5Y]|#}= Y ¥ 5,6,R,, W(n-i- JWR]
. i=0 k=0
. MMMt
E{leZIW}E{y,,YZT 7(/} = 2 Z Z Zsli§ks,,§pRj+,._kW(n —i=j)W'(n-I-g)RC,,
i=0 k=0 I=0 p=0
M~ pM -1
E{nY|w}E{yY]|%}=RW°Y Y 5,8, W' (n—i- j)R,,
: i=0 k=0
ML -LM -1 gL
E{y4Y2|7(/}E{y1Y; {7(/} = g, kZ; Zo, Zosllgksli§qu+l-kw(n ~l-g)W' (n-i- j)R§+,_,,
. =0 k=0 i=0 p=
M M-I M-I M-
E{)’4Y2|7(/}E{y4Y2T|W}= Z Z Z Zsll§ksli§qu+I—kw(n -1 "q)wT (n_i "q)R:+i-p
| 1=0 k=0 i=0 p=0
A (6.35)

Tomando-se o valor esperado de (6.35) e supondo-se que o processo de adaptagdo
ocorre de forma lenta, obiém-se as seguintes aproximagdes para os valores esperados

necessarios:
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1 My~
E{yl} 2 Z‘s"‘slptr{R K pii n_j)}
i=) p=0
M~1p-1
E{E( Y, [2}W (n)} =Y Y s.5R K0 (n)
i=0 k=0
M
E{yy,}=W" ):,Sl.RmE{W(ﬂ —i-j)}
-IM
E{y1y4} 2 Z slaslltr{Rq-H—J—: q+l, j+i (n)}
i=0 120
E{Y,Y;}=R,,
-1 M-
E{}’4} Z Xsusutr{Rr K, (n- q)}
) & M-I M-1M-|
E{E{YlY lw}E{lele}}= Z Shs‘ sll pR]+l—th.l (n -’)Rﬁ-l-p
i=0 k=0 =0 p=0
M-l a1
E{E{yY,|w}E{y,Y! [#}}=Y ¥ iR, E{W(n-i- J)}w“ R’
i=0 k=0
M-t 1M=L L
E{E{leZIW}E{)’.ngTlW}}: 88, S, §pRj+l—IzK1+l gH (n)Rq+I—p
i=0 k=0 1=0 p=0
o M- A -1
|E{E{nYal2} ey Y] |w}} =R WY ¥ 5,8, E{W" (n—i- j)}R",,,
i=0 k=0
M~ I M~ M)
E{E{3Y.|w} E{y Y] |[w}}= DPIETIR SN S ()
1=0 k=0 =0 p=0
. M= 4L Myt Mt
E{E{yatY'ZIW}E{y-iYZTlW}}: Sllsksh‘squH kKll(n q)RqH—
{ 1=0 k=0 i=0 p=0
(6.36)

Como resultado final, K,,(n) pode ser obtido através da substitui¢do de (6.27),

(6.28), (6.29), (6.30), (6.31), (6.32), (6.33) € (6.36) em (6.26).

Note-se que K,, (n) ¢ K,,(n) sfo acopladas através da relagdo em (6.3). Essas

trés equagOes permitem a avaliagdo dos momentos de segunda ordem do algoritmo FXIMS

quando o caminho secunddrio é modelado por um sistema Wiener-Hammerstein.
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6.1.1 Sistema Wiener

No caso em que o caminho secunddrio possa ser modelado por um sistema Wiener,
os momentos de segunda ordem podem ser bastante simplificados, diminuindo em muito a
carga computacional. Evitando-se 0s passos intermedidrios, os resultados finais para os

momentos de segunda ordem sdo dados por

Koo (n+1)=Kyo, (n)+ LE{W, (n)} W R, + uR ;W E{W;, (n)}
+ U0 R +2u"R W' W R}

y[il‘fspquq_pK‘Tyop(n)'*' Z—mz_:‘-s wo,p (n)R:—p]

p=0 q=0 p=0 ¢=0

; 1 M-1M-
J‘?Z Y s,s.r{R, qKqu(n)}+1

o p=0 ¢=0

+1*WTR, WR

2u’ Y 5,5,8,5,5,E{W, (n-r)}R, WR_K}, ()R,
r=0

+ p=0 g=0 k=0 =0
) 1 M-IM-i /2
c [?Pﬂ) L, 5,5, tr{Rp qKW”(n)}+1J
. 2u? R
N Lt {Zs E{WT (n—r)}R,W°R
\lyggsps tr{RP Ky, (n)}+1
P
M=1M-1 . M-1M-1
* =0 =OSP qRq pE{WW (n p)}wo R} +Zzspquson{w‘: (n_p)}R”“q}
pP= q p=0 ¢=0
M-1M-1
Zspsqtr{RP-qKWq,p (n)}
+u*c? arcsen| 2212 R
Z;sl,s tr{Rp_q War (n)}+02
p=0
2M AM-IM-i M-l '
2“ ZZ SP —p Wp,r (n)Rr—k
+ p=0 g=0 r=0 =0
M-I1M-1 2 M-1M-1 ‘ R
;qgs tr{Rp_q wep (M}H1 = ;qgospsqtr{ Ky, (n)}+1

(6.37)
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Kyo, (n+1)=K,,,  (n)+ 4R, W E{W] (n—k +1)}
M~1M-1
pZO Zspquq- KWp,k—l (") (6.38)

—u — = .
\/_2,,2,,2 str{Rq_pKwp’q(n)}+1

As aproximagdes necessdrias para a avaliagio de (6.37) e (6.38), através da

suposi¢do de um processo de adaptagdo lento (sem o conhecimento da estatistica do vetor

de coeficientes adaptativos), s3o as seguintes:

(W, (n-r)= E{W, (n~r)}

W, (n—a)Wj (n~b)=K,,, (n)

Wy (n—-a)R,_ W, (n-b)=er{R, K, ,(n)}

Wy (n=r)R,W'R W, (n—a)W, (n—b)R, = E{W] (n— r)IR,W R K, (n)R,

(6.39)

Para 6% — e (caso linear), e expressando-se (6.37) e (6.38) em termos do vetor

erro dos coeficientes, essas equagdes reduzem-se s equagdes (3.56a) e (3.56b) de TOBIAS
(1999) desenvolvidas para FXI.MS convencional.

6.1.2 Sistema Sem Memoria

No caso de um caminho secunddrio sem memdria, os momentos de segunda ordem
podem ser expressos por apenas uma equagdo. Simplificando-se (6.37) e utilizando-se as

seguintes aproximagdes (suposigdo de passo de adaptagio pequeno),

(W(n)= E{W(n)}
‘ W(n)W' (n)=K(n)
W' (n)R W (n)=r{RK(n)}
(W (n)R,WR,W (n)W' (n)R, = E{W" (n)}R,W°RK (n)R,

(6.40)

chega-se a
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Ky (n+1)=Kg, (n)+u E{W,, (n)} W R, + 1 RyOW E{Wy, (n)}

- et Ry (1)+ Ko (1)R]
J;{"’{RoKsu (n)}+1
+u® o2 Ry+2u° RyOWW R, +u” WTR,W° R
z 0 0 0
2 E{Ws, ()} R,WRK,, ()R,
: 32
0(81_ r(RKy, (n)}+1)

K5 (E{WL, (n)}R,W°R, + R,E{Wy, (n)} W'R, + R,W E{WL, (n)}R,)
(gﬁr{noxw (n)}+1)l/2 |
tr{ROKSM (n)} ] R,

r{R K, (n)}+0?

+u* o’ arcsen{

21 RK g, ()R,

_+ (%tr{ROKSM (n)}+1] \/%tr{ROKSM (n)}+1

(6.41)

No caso em que o sistema puder ser considerado como linear (6% — ), entdo a
equacio (6.41) reduz-se ao resultado obtido para os momentos de segunda ordem do LMS

~ convencional (HAYKIN, 1991).
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7. RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados resultados de simulagdes e procedimentos
numéricos que demonstram a validade dos modelos analiticos desenvolvidos nos capitulos
anteriores. Os pardmetros utilizados nos exemplos foram escolhidos com o intuito de

apresentar, de forma clara e concisa, a influéncia da no-linearidade no algoritmo.

Virias outras confrontagdes entre resultados analiticos e de simulagdo podem ser

encontradas nos artigos descritos no ANEXO 10.
7.1 Andlise da Superficie de Desempenho

Nesta se¢io sdo realizadas simulagdes e procedimentos numéricos com o intuito de
demonstrar a validade ¢ extrair informagfo dos modelos teéricos obtidos durante a anglise

da superficie de desempenho (capitulo 3).
7.1.1 Distorg¢des da Superficie de Desempenho

A equag@o (3.13) representa o modelo analitico para a superficie de desempenho do
sistema estudado. A partir de (3.13) podem ser realizadas inferéncias sobre os efeitos da
ndo-linearidade no sistcma adaptativo, ou seja, sobre as distorgdes que podem influenciar a

dindmica do processo de adaptagdo ¢ os niveis de cancelamento em regime permanente.

Uma forma de verificar essas distor¢des ¢ avaliar (3.13) em (ungdo dos coeficientes. -
Visto que esse procedimento resulta em uma figura multidimensional, é comum restringir-
se o nimero de coeficientes a dois, de modo a possibilitar sua visualizagdo, permitindo
assim uma estimativa das caracteristicas de um sistema com maior nimero de dimensdes.
No caso de vdrios coeficientes podem ser utilizadas proje¢des bidimensionais da superficie

de desempenho.
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Seja o seguinte sistema (figura 3.1): 62=10"; §,=[0,6 0,4 -0,2 0,1]’;

S,=[08 02 01]; W° =[1 1]'; sinal de excitagio correlacionado de poténcia

unitéria e disperséo de autovalores da matriz de correlagio igual a 3,8.

A figura 7.1 apresenta quatro superficies de desempenho (mesmos pardmetros mas
diferentes o) tracadas em um mesmo grifico. Note que o efeito da ndo-linearidade

aumenta com a diminuigdo de 0.

40
354
30
25

EMQ (dB)
>
1

~ 100
a 50" 100 -100
wi w2

Figura 7.1 - Superficies de desempenho (equagdio (3.13)) para: (a) ¢>=5-10'; (b)
0>=500; (c) 6> =50 e (d) 6° =10, '

Através da figura 7.1 pode ser notado que, & medida que ¢ diminui, ocorre uma
deformacdo de tal forma que as regides mais distantes da posi¢do do minimo sofrem um‘a
maior diminui¢do de seu gradiente. Essa deformagio ndo ocorre de forma simétrica ao
redor do ponto de minimo (figura 7.1d) mesmo quando se supde a inexisténcia de memdria

no caminho secunddrio e que o sinal de excitagio ¢ ndo-correlacionado.

De uma forma geral, para coeficientes de controle muito distantes do ponto de
minimo da superficie, 3 medida que o diminui, o erro médio quadrético diminui, como

pode ser visto nas regides de paralisia (gradiente reduzido) da figura 7.1. Isso deve-se ao
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fato de que para coeficientes muito distantes dos dtimos, a poténcia do sinal 7 (n) (figura

3.1) é muito elevada. Quanto mais ndo-linear for o sistema (mais baixo o limiar de

satura¢@o) mais essa poténcia serd limitada.

Em aplicagdes de acionamento de equipamentos elétricos de grande poténcia é
comum a utilizagdo de sistemas ndo-lineares do tipo saturagdo na saida da malha de

atuacd@o. O objetivo € limitar o sinal de controle em casos de instabilidade.

Procedimentos de otimizacdo aplicados ao sistema analisado podem ter seu
desempenho prejudicado em fungdo de sua inicializagdo, caso ocorra em uma regido de

baixo gradiente.

A figura 7.2 apresenta trés superficies de desempenho avaliadas em uma pequena
regido no entorno de seus pontos de mfnimo. Os parimetros do sistema sfio 0s mesmos

descritos para a figura 7.1. Os valores de ¢® foram escolhidos de forma a facilitar a

visualizagdo.

EMQ (dB)

Figura 7.2 — Superficies de desempenho (equagdo (3.13)) para: (a) o’ =5-10"; (b)
¢’ =50 e (c) o =30.
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A partir da figura 7.2 pode-se verificar as alteragdes sofridas pela superficie de
desempenho em regides préximas de seu minimo. O aumento da nio-linearidade provoca
um aumento do valor do minimo erro médio quadratico, assim como um deslocamento da

posi¢do do ponto de minimo.

Analisando-se ambas as figuras 7.1 ¢ 7.2, pode-se verificar que a superficie de
desempenho € uma fungdo bem comportada, isto €, aparentemente nio apresentando
minimos locais. As alteragdes sofridas pelo sistema, decorrentes da nao-linearidade,
ocorrem de maneira suave ¢ .conu’nua, mantendo a caracterfstica de unimodalidade do caso

linear.

O aumento da caracterfstica ndo-linear do sistema, ou seja, a diminui¢do do limiar
de saturagllo, acarrcta um achatamento assimétrico da superficic de desempenho. Essc
achatamento ndo se restringe apenas as altas poténcias, mas afeta também o erro médio
quadritico (EMQ) no ponto de minimo. De uma maneira informal, mas bastante
elucidativa, poderfamos dizer que a superficie de desempenho & “comprimida tanto por

cima como por baixo” e de forma assimétrica.

As observagbes aqui realizadas sdo vdlidas para os trés lipos de modelagem

utilizadas para o caminho secundério.

No caso em que o nimero de coeficientes é maior que dois, podemos entender a
influéncia da ndo-linearidade ndo apenas como um fator limitador da poténcia do sinal de
controle, mas também como um fator de perturbacio do procedimen_to de otimizagdo
utilizado. A medida que essa influéncia ndo-linear se torna mais significativa, maiores sdo

as alteragdes dos nfveis possfveis de cancelamento.
7.1.2 Pontos Estaciondrios

Nesta se¢do sdo apresentados exemplos ilustrativos que demonstram a validade dos

modelos te6ricos em regime permanente para o ponto de minimo da fungfio objetivo.
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Suponha os seguintes parimetros para o sistema apresentado na figura 3.1:

S, =[0,5505 0,4954 0,4404 (,3853 0,3305]7'; S, =[0,9759v 0,0976 0,1952]T;
W“ =[O,6288 0,5031 0,4192 0,3354 0,2515]7; sinal de excitagdo correlacionado

de poténcia unitdria e dispersio de autovalores da matriz de correlagio do sinal de

 excitagdo igual a 16,24; 62 =10,

Tabela 7.1 — Resultados tedricos segundo as equacdes (3.41) e (3.60)

o2 EMQ (dB) Coeficientes

10'° -25.8 [1158 -0,237 -0,258 0,051 0,053]
100 25,7 [L164 -0,238 —0,259 0,051 0,053]
10 -22,6 [1,218 0,249 0,271 0,054 0,056]
5 -18,5 [1.272 0,26 -0,283 0,056 0,058]
2 116 [1,387 -0,284 0,309 0,061 0,063]
1 -6,7 [1482 -0,301 -0,33 0,065 0,068]
0.1 13 [L619 —0,331 0,360 0,071 0,074]

Tabela 7.2 — Resultados de busca numérica utilizando o método simplex

o2 EMQ (dB) | Coeficientes

10" -25.8 [1.158 -0,237 -0,258 0,051 0,053]
100 25,7 [1,164 ~0,238 -0,259 0,051‘0,053]T
10 -22,6 [1.218 0,249 -0,267 0,052 0,055]
5 -18,6 [1,273 -0,258 —0,27 0,052 0,054]
2 -12 [1,407 -0,268 -0,270 0,0767 0,029]
1 -4 [1,537 -0,239 -0,217 0,061 0,008]
0,1 1 [2.189 0,13 -0,073 0,167 -0,056]
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Nas tabelas 7.1 e 7.2 encontram-se os valores teéricos (equagio (3.41) ¢ (3.60)) e os
obtidos através de busca numérica (método simplex - Nelder-Mead) para o ponto e valor de

minimo da superficie de desempenho para diferentes valores de 2.

Comparando-se as tabelas 7.1 e 7.2 pode-se verificar que para valores grandes de
o? (caso mais comum em sistemas ANC reais), os modelos tedricos possuem uma boa
concorddncia com os valores obtidos através da busca numérica. Note-se que as equagdes

(3.41) e (3.60) sio apenas aproximagdes em decorréncia da grande complexidade

envolvida em sua obtencgéo.

Diversas simulagSes demonstraram que o minimo valor de o> para o qual os
modelos sdo védlidos depende do tipo e da duragfo das respostas dos sistemas envolvidos
no caminho secundério. Entretanto, a estimativa do méximo cancelamento demonstrou ser

bastante robusta mesmo para 6> muito pequenos.

O procedimento de busca numérica utilizado apresentou problemas de convergéncia
para ¢° muito pequenos, dependendo do ponto de inicializagio. Esse fato pode ser
esperado como conseqiiéncia das regides de paralisia. Entretanto, para os diversos sistemas
analisados, para uma grande variedade de pardmetros, ndo foram encontrados minimos
locais, e a andlise numérica da superficie de desempenho concorda com a andlise teérica no
sentido da existéncia de apenas um minimo global (demonstrada para os casos Wiener e

sem memoria).

Embora a equa¢do (3.41) indique como conseqiiéncia da presenga da ndo-
lincaridade no sistema apcnas o escalamento da solug@io 6tima para o caso linear, sabe-se

. . ~ 2
que essa propriedade € apenas uma aproximagio para o° pequeno.

Através das tabelas 7.1 ou 7.2 pode-se verificar que, & medida que 6> diminui, as
modificagdes dos cocficientes ndo ocorrem de forma proporcional. Ou seja, a equagio

(3.33) seria uma aproximagio mais adequada (se fosse possfvel sua solugdo), em vista de
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que a influéncia da ndo-linearidade é mais adequadamente modelada como uma matriz de

transformag@o sobre o vetor de coeficientes.

Uma outra forma de se verificar essa propriedade € a anélise do caso particular em
que se utilizam apenas dois coeficientes. Supondo-se um sistema com 0s mesmos

parametros utilizados para a construgdo das tabelas 7.1 e 7.2, mas com uma dispersdo de
autovalores igual a 5,29 ¢ W* =[0,8944 0,4472]7' » pode-se tragar grificos das posi¢oes

dos coeficientes 6timos, para diferentes valores de o’ (figura 7.3), a partir do

procedimento numérico anteriormente descrito.

-1.05} - - -

g -1

-1.16

1.2 i 1 - . )
14 15 16 1.7 1.8 1.9
wi
Figura 7.3 — Posigdo dos pontos de mfnimo para: (a) o> =10"; (b) 6> =5; (c) 6% =2; (d)
o’ =1 e (e) 6> =0,5. Os segmentos de reta unem o conjunto 6timo de coeficientes para o

caso linear (6° — o) com os demais pontos de minimo para os diferentes o>.

Na figura 7.3 sdo tragados segmentos de reta que unem o conjunto 6timo de
coeficientes para o caso linear (6> —c0) com os demais pontos de minimo para oS
diversos ¢ analisados. A variagio angular dessas retas decorre da existéncia de meméria

no sistema S,. Os eixos horizontal e vertical correspondem ao primeiro ¢ segundo

coeficientes, respectivamente. A medida que ¢ diminui, ¢ alterada a distincia entre a

posi¢do do caso em questdo ¢ o ponto de minimo para o caso linear. Entretanto, esse
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distanciamento ndo € proporcional para todos os coeficientes. Conforme ¢ diminui

percebe-se claramente uma variagfo angular dos segmentos de reta apresentados na figura
7.3, |

No caso aproximado (6 pequeno, equagdo (3.41)), o escalamento (idéntico para

todos os coeficientes), pode ser visualizado na figura 7.4 em fungdo de B* (equagdo

(3.39)).

1.45 T T T
14 ' l
135} - - - - -
1.3

1.256

1.2

I E R S S e

1.05F - - - - SRR IR R R

ﬂ2
Figura 7.4 — Fator de amplificagio dos coeficientes para o sistema Wiener-Hammerstein.

Solugio aproximada (equagdo (3.41)).

A equagdo (3.41) fornece uma aproximagio para o ponto de minimo da superficie

de desempenho para valores pequenos de B° (o clevado).

Em sistemas que ndo possuem memdria na saida da ndo-linearidade (em S,) é

possivel determinar uma solugdo exata para o ponto de minimo da superficie de

desempenho (equagles (3.46) e (3.47)). Supondo-se os mesmos pardmetros do exemplo
anteriore S, =[1 0 ... O]T, pode-se verificar que a posi¢do dos minimos encontra-se

sempre na mesma direcdo (figura 7.5).
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0.23[ - - - - -
0.22

0.21

"

09 0.95 1 105 11 115 12 125 13
wi

Figura 7.5 - Posi¢do dos pontos de minimo (equagdo (3.46)) para: (a) o> =10"; (b)
62=5;(c) 62 =2;(d) 02 =1 e (¢) 6 =0,5. |

A figura 7.5 demonstra que a influéneia da ndo-lincaridade para sistemas que niio
possuam memdria na saida da ndo-linearidade pode ser caracterizada por um escalamento
simples dos coeficientes em fungdo de B2 ou B2, (cquagdes (3.44) ou (3.48)). Esse fator

de amplificago, dnico para todos os coeficientes, pode ser visualizado na figura 7.6.

Na figura 7.6, a linha continua é o fator de amplificagio te6rico para o ponto de
minimo da fungio objetivo, segundo (3.46) e (3.47). Os asteriscos correspondem ao fator

de ganho determinado através do procedimento de busca numérica. O sistema analisado
possui uma planta W° com 5 coeficientes, S, com 10 coeficientes, S, ndo cxiste, ¢ a

dispersdo de autovalores da matriz de correlagdo do sinal de excitagiio igual a 16,24.

Confrontagdes entre os resultados do procedimento de busca numérica e modelos
. A . 2 . . A . .
teéricos demonstraram excelente concordéncia, para todo f°, na inexisténcia de memoéria

apos a safida da nfo-linearidade.
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1.4

135

1.05

Figura 7.6 — Fator de amplificagdo dos coeficientes para sistemas sem meméria apGs a nio-
linearidade. A linha continua representa o modelo tedrico (fator escalar das equages (3.46)

e (3.47)), e os asteriscos sdo resultados obtidos por busca numérica.
7.1.3 Erro em Excesso Devido a Ndo-Linearidade

O célculo do erro médio quadritico em excesso relativo ao caso linear (perda no
mdximo nivel possivel de cancelamento em decorréncia exclusiva da nio-linearidade)
depende dos paridmetros do sistema. Embora cada situagio especifica (WH, Wiener ¢ sem
memoria) possa ser avaliada através das equagBes pertinentes, a andlise de um caso
simplificado permite um primeiro sentimento acerca do erro em excesso para as diferentes

formas de implementagio.

A figura 7.7 apresenta o erro médio quadrético em excesso relativo ao caso linear
_ 2 T . L .
(EMQE,,, =&, —O,) Para a situagio em que o caminho secunddrio ndo possui

meméria, € a poténcia do sinal desejado (4 (n)) € unitdria (equagdo (3.62)).
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Figura 7.7 - Erro em excesso (EMQE,,, =&, ... —G}) em fungio do grau de ndo-

linearidade para um sistema sem meméria e poténcia unitdria do sinal desejado.

Pode-se notar que uma pequena influéncia ndo-linear altera significativamente o
nivel de cancelamento. Portanto, verifica-se a importdncia da consideragio das

caracteristicas nfio-lineares do sistema ANC pelo projetista..
7.2 Comportamento em Regime Transitério

Nesta se¢do sdo abordadas diversas caracteristicas ¢ propriedades das configuragdes
estudadas com relaglo ao comportamento do algoritmo adaptativo durante o regime

transitério, ou seja, durante o periodo de adaptagéo.
7.2.1 Coeficientes e Erro Médio Quadrdtico

Seja um sistema ANC cujo caminho secunddrio é modelado por um sistema
Wiener-Hammerstein (figura 4.1), descrito pelos seguintes pardmetros: 012 =107; sinal de
excitaglio: rufdo corrclacionado com varidncia unitdria ¢ dispersdo dos autovalores igual a

51; S, =[0,7809 0,6247]'; S,=[0,8111 0,4867 0,3244] ; §'S=1; §'§=1;

$=[0,7692 0,5385 0,3077 0,1538]"; p,. =0,1 (méximo passo de convergéncia
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para o sistema linear determinado de forma empirica); WY W° =1:

W° =[0,7756 0,5171 -0,3620]"; n* ={0,0001 0,2 0,5} e ={0,001 0,02}.

A influéncia da ndo-lincaridade ao longo do processo de adaptagdo pode ser
avaliada qualitativamente pelos histogramas da figura 7.8. Nesta, sdo comparados o

comportamento da fung¢io ndo-linear com o histograma de amplitudes do sinal aplicado em

sua entrada (y, (n) na figura 4.1). O valor n* =0,0001 ¢ considerado como caracteristico

de um sistema quase linear, enquanto que 7> =0,2 e.7” =0,5 referem-se a sistemas com

elevado grau de ndo-linearidade. Esses grificos mostram que os sinais empregados

apresentam excursdo suficiente para que os efeitos néo-lineares afetem o comportamento

do algoritmo adaptativo.
5 : Sf - -
of of -
5 S

S N A O @

Figura 7.8 - Histogramas do sinal y, (n) (figura 4.1) e caracteristica ndo-linear de

g(y, (n)) para p=p,,. /5.@ n° =0,0001; (b) n* =0,2 ¢ (¢) N* =0,5.

As figuras 7.9 até 7.12 apresentam grificos do processo de adaptacio referentes ao

comportamento do erro médio quadritico e coeficientes para trés valores do grau de nio-
lincaridade 1* ={0,0001 0,2 0,5}. O passo de convergéncia ¢ considerado pequeno

M =l /100 =0,001 ¢ sdo realizadas 500 promediagdes para os resultados simulados. A
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linha continua € o modelo tedrico obtido através das equagdes (4.11), (5.11), (6.7) e (6.26),

e a curva espiculada, o resultado da simulagfio. De modo a facilitar a visualizagio é tracada
1 a cada 100 amostras.
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lteragoes x10*

Figura 7.9 — Erro médio quadrético para p =y, /100. (a) n*> =0,0001; (b) n’°=0,2 ¢
(¢) n* =0,5. Linha contfnua: modelo te6rico obtido através das equacdes (4.11), (5.11),

(6.7) e (6.26). Curva espiculada: simulagdo (média de 500 realizacGes).

Cosficiente 1

1 1.5 2 25 3 3.5
lteragdes x10*

Figura 7.10 — Comportamento médio do primciro cocficiente para p =g, /100. (a)

n? =0,0001; (b) n* =0,2 e (¢) n* =0,5. Linha continua: modelo (e6rico obtido através
das equagﬁeé 4.11), (6.7) e (6.26). Curva espiculada: simula¢do (média de 500

realizagdes).
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Coeficiente 2

05 1 15. 2 26 3 35
lteragdes

Figura 7.11 — Comportamento médio do scgundo cocficiente para p=p,,, /100. (a)

n° =0,0001; (b) n* =0,2 e (c) n* =0,5. Linha contfnua: modelo te6rico obtido através

- das equagdes (4.11), (6.7) e (6.26). Curva espiculada: simulagio (média de 500
rcalizagdes).

Coeficiente 3

-0.8 i L L 1 s L L )
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
lteragdes

Figura 7.12 - Comportamento médio do terceiro cocficicntc para u=p_, /100. (a)

n? =0,0001; (b) n* =0,2 ¢ (c) n° =0,5. Linha contfnua: modelo teérico obtido através

das equagdes (4.11), (6.7) e (6.26). Curva espiculada: simulago (média dc 500
realizagdes).
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Através das figuras 7.9 a 7.12 pode-se verificar que o modelo tedrico composto
pelas equagbes (4.11), (5.11), (6.7) e (6.26) é capaz de prever adequadamente o
comportamento do sistema para diferentes graus de ndo-linearidade ao longo de todo o

perfodo de adaptagio. No caso dos coeficientes, o modelo teérico estd superposto 2

simulagio.

Como previsto pelo modelo, 2 medida que o grau de ndo-linearidade aumenta,
aumenta o erro médio quadrético em regime permanente. Da mesma forma, os coeficientes

em regime permanente sdo amplificados.

De forma a verificar a validade dos modelos para o caso de um passo dc
convergéncia elevado, utilizaram-se os mesmos pardmetros descritos no teste anterior,

porém com u=pu__ /5‘ =0,02 e 5000 promediagdes. Os resultados sdo apresentados nas

figuras 7.13 a 7.16, onde € tragada uma a cada 10 amostras.

EMQ (dB)
[+

. . : . ;  (a)
o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 -
lteragdes

Figura 7.13 — Erro médio quadrdtico para g =y, . /5. (a) 71° =0,0001; (b) ° =0,2 e (c)
112 =0,5. Linha continua: modelo teérico obtido através das cquagdes (4.11), (5.11), (6.7)

e (6.26). Curva espiculada: simulacdo (média de 5000 realizagGes). E desenhada uma a

cada 10 amostras.
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Figura 7.14 — Comportamento médio do primeiro coeficiente para H=H[5. @)

?=0,0001; (b) n° =0,2 e (c) n* =0,5. Linha contfnua: modelo teérico obtido airavés
das equagdes (4.11), (6.7) e (6.26). Curva espiculada: simulagdo (média de 5000

realizagdcs). E desenhada uma a cada 10 amostras.
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- Figura 7.15 - Comportamento médio do scgundo cocflicicnte para p=p_. /5. (a)
n* =0,0001; (b) n*> =0,2 e (c) n* =0,5. Linha continua: modelo teérico obtido através
das equagdes (4.11), (6.7) e (6.26). Curva espiculada: simulagdo (média de 5000

realizagdes). K desenhada uma a cada 10 amostras.
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Figura 7.16 ~ Comportamento médio do terceiro coeficientc para p = Mo /5. (@)

Tf =0,0001; (b) 172 =0,2 e (¢) 1]2 =0,5. Linha continua: modclo te6rico obtido através
das equagdes (4.11), (5.11), (6.7) e (6.26). Curva espiculada: simula¢do (média de 5000

realizages). E desenhada uma a cada 10 amostras.

As figuras 7.13 até 7.16 demonstram que, embora os modelos analiticos compostos
pelas cquages (4.11), (6.7) e (6.26) tenham sido construfdos através da suposi¢do de que o
passo de convergéncia deva ser suficientemente pequeno (de modo que o processo de
adaptagdio ocorra de maneira lenta), neste exemplo, essa restricdo ndo compromete 0$

resultados para u elevado.

7.2.2 Efeitos dos Momentos de Segunda Ordem

Em decorréncia da elevada carga computacional necessdria para.a utilizagdo dos
modelos de segunda ordem pelo modelo analitico, é de grande interesse verificar seu
impacto sobre os resultados obtidos. Na figura 7.17 é apresentado um recorte da figura

7.13, onde também € tragado o modelo tedrico utilizando a seguinte aproximagio para os
momentos de segunda ordem: E{W (n—k)W" (n-!)}= E{W(n—k)}- E{W" (n-1)}. Ou
seja, aproximam-se os momentos de segunda ordem pelo produto dos momentos de

primeira ordem (modelo simplificado). Nessa figura ¢ desenhada uma a cada 10 amostras.
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EMQ (dB)

500 1000 1500 2000 2500 3000
lteragdes

Figura 7.17 — Erro médio quadrético para: (a), (b) e (c) modclo completo (equagdes (4.11),
(5.11), (6.7) e (6.26)) ¢ (A), (B) ¢ (C) modelo simplificado (cquagdes (4.11), S.1) e

E{W(n—k)WT(n—l)}sE{W(n—k)}-E{W"(n—l)}) para p=p_ /5. (& ¢ (A)

n* =0,0001; ) e B) N> =0,2 ¢ (c) ¢ (C) n® =0,5. As linhas espiculadas representam

os resultados de simulagdo.

Na figura 7.17, o modelo simplificado encontra-se um pouco abaixo do modelo
completo para todos os graus de ndo-linearidade testados. Pode-se concluir que, nesse caso
em especial, a influéncia dos momentos de scgunda ordem é pouco significativa.

Entretanto, isso nem sempre ocorre.

Como contra-exemplo a baixa significincia da influéncia dos momentos de segunda

ordem no comportamento transitério do algoritmo, é apresentado o seguinte exemplo.

Suponha-se o seguinte sistema: §=8, =8, =[1]; 62 =10°; u=0,05; sinal de
excitagdo gaussiano correlacionado de média zero e com dispersio de autovalores de

x =18,3; n* =0,0001; 200 realizagdes e 13 coeflicientes para W°.
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A figura 7.18 apresenta 0 EMQ simulado (linha espiculada) e os modelos teérico

completo (equactes (4.16), (5.14) e (6.41)) e tebrico simplificado (equagdes (4.16), (5.14)
e E{W(n)W" (n)}= E{W (n)}- E{W™ (n)}).

EMQ (dB)

100 200 300 400 500 600 700
lteragdes :

Figura 7.18 - Erro médio quadrético para n* =0,0001. (a) modelo completo (equagdes
(4.16), (5.14) e (6‘41)), ¢ (b) modelo simplificado (equagdes (4.16), (5.14) e

E{W(n)W" (n)}= E{W (n)}- E{W™ (n)}).

Através desse resultado verifica-se que em determinadas aplicagdes os efeitos dos
~ momentos de segunda ordem s3o muito significativos para a descrigdo do comportamento

transitério do algoritmo, justificando, assim, sua utilizag#o.
7.2.3 Efeitos do Passo de Convergéncia

Seja o seguinte sistema: o, =107 ; excitagdo ruido branco gaussiano com varidncia

ol=1; S, =[0,9356 0,2807 0,1871 0,0936 0,0468] ; S,=[1]; S'S, =1;

X

§§=1; WTW°=1; §=[0,8922 0,3965 0,1487 0,1487 0,0496] ; p,. =0,05
(maximo passo de convergéncia para o FXLMS convencional determinado de forma

empirica); # = {luw /10 U /100}; n° ={0,0001 0,1 0,5} e 15 coeficientes para W°.
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As figuras 7.19 ¢ 7.20 referem-sc ao erro médio quadrdtico ¢ ao comportamento
médio do terceiro cocficiente scgundo as cquaghes (4.13), (5.13), (6.37) ¢ (6.38) para o
sistema descrito com g =y /10. Os demais cocficicnics apresentam comportamento

semelhante,

EMQ (dB)

0 500 1000 1500 2000
lteragbes

Figura 7.19 — Erro médio quadratico para u =y, /10. (a) 7 = 0,0001; (b) n*=0,1¢e ()

n* =0,5. Linha continua: modelo teérico segundo as equagdes (4.13), (5.13), (6.37) e

(6.38). Curva espiculada: simulagio (média de 1000 realizag¢des).
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lteragGes
Figura 7.20 — Comportamento médio do primeiro coeficiente para u =y, /10. (a)
n’ =0,0001'; () n° =0,1 e (c) n* =0,5. Linha continua: modelo tedrico segundo as
equagdes (4.13), (6.37) e (6.38). Curva espiculada: simulagio (média de 1000 realizagdes).
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Na figura 7.19 pode-se observar que para n* =0,0001 o modelo teérico utilizando
as equagdes (4.13), (5.13), (6.37) e (6.38) ndo consegue predizer corretamente o
comportamento do sistema em questdo. Entretanto, o comportamento médio dos

coeficientes possui uma adequada concordéncia.

O desajuste apresentado pode ser compreendido através das figuras 7.21 e 7.22,
onde € utilizado o mesmo conjunto de pardmetros das figuras 7.19 e 7.20, porém com um
passo de convergéncia dez vezes menor. Para methor visualizagio é desenhada uma a cada

50 amostras.

EMQ (dB)

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
lteragdes

Figura 7.21 — Erro médio quadrdtico para pu =y, /100. (a) n°> =0,0001; (b) n°> =0,1 ¢
(¢) n* =0,5. Linha continua: modelo teérico segundo as equagdes (4.13), (5.13), (6.37) e

(6.38). Curva cspiculada: simulagido (média de 1000 rcalizagdes).

A partir dos resultados obtidos, verificamos que o modelo teérico composto pelas
equagdes (4.13), (5.13), (6.37) ¢ (6.38) reproduz tanto methor o comportamento do sistema
quanto menor for o passo de convergéncia. Esse fato ndo constitui uma grande limitagio,
em vista de que, em aplicagBes préticas de passo fixo, o projetista, interessado no mdximo

cancelamento possivel, geralmente faz uso de passos pequenos.
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Diversas simulagdes demonstram que os modelos desenvolvidos sdo bastante

robustos com relagdo & escolha do passo de convergéncia. Entretanto, essa caracterfstica

depende dos pardmetros envolvidos.

Os resultados obtidos indicam que, quanto maior for o grau de ndo-linearidade do

sistema, mais robusto serd o modelo tedrico, para passos de convergéncia elevados.

0.2

0.15

01} - ;

Coeficiente 3

0.05

0 2000 4000 6000 v8000 10000 12000 14000 16000
lteragbes

Figura 7.22 — Comportamento médio do primeiro coeficiente para H=p,, /100, (a)

*=0,0001; () 7” =0,1 e (¢) n*> =0,5. Linha contfnua: modelo teérico segundo as
equagles (4.13), (6.37) e (6.38). Curva espiculada: simulagﬁo.(média de 1000 realizagdes).

7.2.4 Efeitos do Grau de Correlagio e da Duragdo da Resposta da Planta

Imagine-se o seguinte sistema: o =10 ; excitagio rufdo gaussiano correlacionado

. A . N . . . ~ A T
com variancia unitdria, média zero ¢ dispersdo de autovalores de 32,22; S =8, =8, = 0y
WW® =1; p... =0,033 (méximo passo de convergéncia para o FXLMS convencional

determinado dc forma cmpirica) ¢ 30 cocficientcs para W° (de wg =0,252 até

wy = 0,103 em passos de-0,005)e u=p_. /2.
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As figuras 7.23 e 7.24 apresentam confrontagoes entre modelos analiticos (equagdes
(4.16), (5.14) ¢ (6.41)) c simulages para o crro médio quadritico ¢ comportamento médio
do décimo coeficiente para diferentes graus de ndo-linearidade. E desenhada uma a cada
cinco amostras. As curvas simuladas foram adiantadas em 30 amostras para compensar o
tempo necessdrio para o preenchimento do vetor de dados, visto que o modelo teérico

pressupde uma distribuigdo gaussiana para o vetor X(n) desde n=0.

EMQ (dB)

500 1000 1500 2000
lteragoes

Figura 7.23 — Erro médio quadrético para p=p,,, /2. (a) n* =0,0005; (b) n* =0,05 e

(¢) 7* =0,5. Linha continua: modelo teérico segundo as equacdes (4.16), (5.14) e (6.41).
Curva espiculada: simulagio (média de 500 realizagSes). As curvas ‘simuladas foram
adiantadas em 30 amostras para compensar 0 tempo necessdrio para o preenchimento do

vetor de dados.

Esse exemplo demonstra a capacidade do modelo teérico -em predizer o
comportamento do filtro adaptativo em condigbes extremamente desfavordveis: passo de
convergéncia elevado, vérios atrasos no caminho primério e alta correlagdo do sinal de

excitagio.
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Figura 7.24 - Comportamento médio do décimo cocficiente para p=p /2. ()
n* =0,0005; (b) 7> =0,3 ¢ (¢) n* =0,5. Linha continua: modelo te6rico segundo as
equagﬁe_s (4.16) e (6.41). Curva espiculada: simulagdo (média de 500 realizagbes). As

curvas simuladas foram adiantadas em 30 amostras para compensar o tempo necessdrio

para o preenchimento do vetor de dados.
7.3 Comportamelito em Regime Permanente

Nos exemplos apresentados nesta sc¢io, supde-se a perfeita estimagio do caminho
secunddrio. Em decorréncia disso obtém-sc a seguinte simplificagio: n° = B2. Esse caso é

especialmente importante, pois prevé o melhor desempenho possivel do algoritmo.

A andlise da influéncia de erros na estimativa do caminho secundério pode ser
realizada de forma independente do grau de ndo-linearidade e é encontrada em TOBIAS
(1999). Os diversos exemplos apresentados nas se¢bes anteriores também ilustram a

qualidade dos novos modelos no caso de estimagio imperfeita.

Diversas simulagdes demonstram que os resultados obtidos a partir de casos mais
simples, como para o caso particular do caminho sccundédrio sem memdria, possibilitam o

sentimento pclo projetista das caracteristicas aqui analisadas, secm perda de generalidade.
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7.3.1 Polarizacd@o dos Coeficientes

Uma figura de mérito adequada para medir a influéncia da ndo-linearidade sobre a
identificagdo dos parimetros dtimos do problema de minimizagio do erro médio quadratico
¢ a polarizagdo dos coeficientes. Essa grandeza relaciona os coeficientes em regime
permanente obtidos ao final do processo de adaptagdo com a posi¢io do minimo da

superficie de desempenho ( POL; = wy,, [W; ).

Como demonstrado através dos modelos analiticos, a influéncia da nio-linearidade
sobre os coeficientes adaptativos, assim como sobre a posigdo do minimo, & apenas o de
um escalar multiplicando a solugio do caso linear. Portanto, podemos avaliar a polarizagdo

cm termos de um tnico pardmetro que ird influcnciar todos os coclicientes.

No caso do sistema cujo caminho secundério é modelado por um sistema Wicner-
Hammerstein, a posi¢do teérica do minimo (equagio (3.41)) coincide com o regime
permanente do filtro adaptativo quando B2 (§=Sl *S,) € suficientemente pequeno
(equagiio (4.24)). Nesse caso ndio hd polarizagio dos coeficientes. A medida que B2

aumenta, este resultado ndo é mais confidvel.

Entretanto, na inexisténcia de memoria na saida da fung@o ndo-linear, os resultados

tericos sdo vdlidos para todo B2, e a polarizagio (multiplicativa) dos coeficientes

(POL =k, [c, ) é obtida a partir de (3.46) ¢ (4.25) para S =S e 12 = 2

12
ki, 2B, (1.1)
POL=-¥= :
| (1-83)(1-48y )" - 285 +38; -1

A figura 7.25 representa a polarizac@o dos coeficientes para esse caso.
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Figura 7.25 - Polarizago multiplicativa dos coeficientes w,, RPi / Wy, Vi, B ? supondo a
inexisténcia dc memdria ap6s a nfo-linearidade (auséncia de S,) ¢ a correta estimativa do

caminho secunddrio (§ =8).

Note-se que 2 medida que B — 1 os coeficientes crescem sem limite. Para B2 21
ndo existem pontos estaciondrios, entretanto o vetor de coeficientes mantém-se na diregdo

da solugdo 6tima (relag@o de proporcionalidade entre os coeficientes).
Esses resultados s@o vdlidos também para o sistema sem memoria.
7.3.2 Erro Médio Quadradtico.em Excesso

O erro médio quadrdtico em excesso (EMQE) do algoritmo LMS corresponde 2 -
degradagio do mdximo cancclamento possivel, quando o algoritmo LMS ¢ utilizado para
adaptar o vetor de coeficientes. Ou seja, 0 EMQE ¢ dado pela diferenga entre 0 EMQ em
regime permanente € 0 minimo EMQ da superficie de descmpenho para um determinado

grau de nﬁo-linearidade..
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A figura 7.26 apresenta o grifico do EMQE do algoritmo LMS para diferentes

graus de ndo-linearidade, quando o caminho secunddrio ndo possui meméria (equagdes
(3.62) e (5.20)).

EMQ em Excesso do LMS (dB)

-20f - - - - - R e e R

-140 . : — :
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5
Grau de nédo-linearidade

Figura 7.26 — Erro médio quadrdtico em excesso do LMS (EMQE,,, =&, .. — &, ) em

fungo do grau de ndo-lincaridade (equagdes (3.62) e (5.20)).

Verifica-se que mesmo sistemas com grau de ndo-lincaridade reduzido sofrem uma

significativa degradagdo de desempenho.
7.3.3 Desajuste em Regime Permanente

O desajustc pode scr-obtido normalizando-sc 0 EMQE pclo valor do minimo erro

médio quadrdtico da superficic dc desempenho (M = EMQE/E, ).

Na figura 7.27 encontra-se o grafico do desajuste quando o caminho secundério ndo

possui memdria (equagdes (3.62) e (5.20)), supondo-se poténcia unitdria do sinal desejado.
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Figura 7.27 —~ Desajuste do erro médio quadrético (M = EMQE, [ s ) €M fungdo do
grau de ndo-linearidade (equagdes (3.62) e (5.20)). '

7.3.4 Estabilidade

Para todas as topologias estudadas, a estabilidade do algoritmo adaptativo ¢ regida

por um novo critério de éstabi]idade em fungdo do grau de nfo-lincaridade: n* <1.

Essa nova condi¢fo ndo invalida a dependéncia do algoritmo com o passo de

convergéncia, mas vem a constituir-se em mais uma restrigfo.

" Na figura 7.28 sdo apresentadas trajet6rias dos cocficicntes (linhas cspiculadas)
sobre curvas de nivel (equagfo (3.18)) representando a superficie de desempenho (linhas
continuas). A partir dessas pode-se verificar que para n° >1, embora ainda exista um

minimo para a superficie de desempenho, o algoritmo adaptativo nio converge.

Os parimetros de simulagiio utilizados na figura 7.28 foram: o =107,

W* =[0,707 0,707]7‘; $=S,=8,= [1], e sinal de excitagio gaussiano correlacionado

com dispersdo de autovalores igual a 24.
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Figura 7.28 — Contornos da superficie de desempenho e trajet6ria dos coeficientes. [J:
W, O: W,,, ¢ inicializagio dos coeficientes. Linhas espiculadas: trajetéria dos
coeficientes. Linhas contfnuas: curvas de nfvel da superficie de desempenho (equagio

(3.18)). (@) n* =107; ) 7> =0,5; () * =0,8 e (d) n* =2
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8. DISCUSSAO E CONCLUSOES

Neste trabalho foi realizada a anélise estatistica do algoritmo LMS Filtrado
(FXLMS) quando o caminho secunddrio (sistema que conecta a saida do filtro adaptativo
a0 ponto de cancelamento) possui propriedades nfio-lineares. A estrutura mais geral
analisada (e da qual se derivam as demais estruturas como casos particulares) corresponde
a0 caso em que o caminho secundario é modelado por um sistema Wiener-Hammerstein
(WH). Esse sistema ¢ composto por dois modelos dinAmicos lineares interpostos por uma
funcdo estatica nio-linear. A fun¢fio ndo-linear em questdo modela efeitos de saturacdio. A
topologia estudada € representativa de uma série de aplicagdes do algoritmo FXIMS. Em
especial, em aplicagdes de controle ativo de ruido actistico e vibragdes, onde a fungdo ndo-
linear representa os efeitos de saturagio dos amplificadores de poténcia e transdutores
associados (alto-falantes e atuadores piezoelétricos). Os sistemas lineares associados
representam os processos de filtragem decorrentes da propagagio do sinal no meio

aclistico-estrutural e na parte elétrica do sistema de processamento.

Primeiramente foram estudadas as propriedades da superficie de desempenho do
sistema proposto.. Este estudo resultou na determinagdo de modelos matematicos do erro
médio quadritico em fungdio do vetor de coeficientes de controle. A partir do modelo
tedrico foi demonstrado que o aumento da nfo-linearidade do sistema acarreta distorgdes
significativas da superficie de desempenho. Essas distor¢des incluem o aparecimento de

regides de baixo gradiente que podem ocasionar paralisia em algoritmos de otimizagéo.

Foram determinadas expressdes analiticas para os pontos estacionarios das
superficies de desempenho relacionadas as diversas modelagens do caminho secundério.
Com excegiio de uma configuragfo, foi possivel determinar a solugfio exata para o ponto de
gradiente nulo dessas superficies. Nesses casos também foi possivel demonstrar que esse
ponto corresponde ao minimo da superficie do erro médio quadrético. Para a situagfo
particular em que inexistem operagdes de filtragem na saida da fungio nfo-linear, foi

demonstrado que o ponto de minimo da superficie de desempenho corresponde a uma
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versdo escalada do ponto de minimo do caso linear. Como conseqiiéncia, a ndo-linearidade

causa uma polarizagdo do vetor 6timo de coeficientes.

Para o caso geral (sistema Wiener-Hammerstein), apenas uma solucdo aproximada
foi encontrada devido & complexidade matemdtica do problema de determinagdo dos
pontos estaciondrios. Entretanto, essa solugdo aproximada modela adequadamente o

comportamento do sistema para graus de ndo-linearidade reduzidos, o caso mais comum

nas aplicagdes préticas visadas.

Utilizando-se os resultados anteriores foi possivel determinar o médximo
cancelamento possivel para o problema de estimagdo ‘média quadritica ndo-linear em
questdo. Os resultados demonstram que o aumento da ndo-lincaridade acarreta uma
diminui¢iio do méximo cancelamento possivel. Essa diminuigio é quantificada, sendo
expressiva mesmo em sistemas com reduzido grau de ndo-lincaridade. Em decorréncia
desses resultados, verifica-se a importancia de uma modelagem nfo-linear mesmo para o

estudo de sistemas dc cancelamento com caracterfsticas quasc lincares.

Em um segundo momento, supondo-se a utilizagio do algoritmo FXLMS para a
determinagdo do vetor de coeficientes de controle, foram derivadas equagdes recursivas
ndo-lineares deterministicas para o comportamento médio dos coeficientes, momentos de
segunda ordem e erro médio quadrdtico para sinais de entrada gaussianos. Estas equages
permitem predizer importantes caracterfsticas do processo de adaptagiio e cancelamento.
Em decorréncia da complexidade matemdtica envolvida, diversas consideragdes
simplificadoras foram realizadas. Entretanto, indmeras simula¢gbes demonstraram a

validade das mesmas nas mais diversas situagdes.

Foi definida a figura de mérito denominada de grau de nfo-linearidade, que
quantifica o nivel de influéncia da ndo-linearidade sobre o comportamento do algoritmo

adaptativo. Um método para a sua determinag@o em sistemas reais € sugerido.



Discussdo e Conclusdes ' 136

Foi também estudado o comportamento do algoritmo em regime permanente, tendo
sido demonstrado o profundo impacto dos efeitos ndo-lineares sobre o méximo nivel de
cancelamento que pode ser obtido. A par disso, condigdes de estabilidade foram obtidas em

fungdo do grau de ndo-linearidade do sistema.

Modelos simplificados foram determinados de tal forma que, para diferentes
cohﬁguragées do caminho secunddrio e caracterfsticas dos sinais envolvidos, a carga
computacional fosse minimizada. Entretanto, mesmo os casos mais simples ainda mantém
informagdes relevantes sobre a influéncia da ndo-linearidade, de tal modo que podem ser
utilizados para uma compreensdo geral sobre os mecanismos envolvidos no processo de |

adaptagdo em fungio da ndo-linearidade.

Os modelos analfticos demonstraram uma excelente concordincia com simula¢des
de Monte Carlo e procedimentos numéricos, mesmo quando os pardmetros do sistema se

afastam das considerag¢des de andlise.

8.1 Propostas para Continuacio do Trabalho

Dada a abrangéncia destc trabalho, diversos caminhos podem ser sugeridos para sua

continuagio, entre esses:

* Andlise de estabilidade - Diversos experimentos apontam para um aumento
dos limites de estabilidade do algoritmo adaptativo em relagio ao seu passo de
convergéncia & medida que aumenta o grau de ndo-linearidade. Além disso,
ainda ndo foram definidos limites de estabilidade para o passo de convergéncia
quando o modelo do FXI.MS convencional leva em consideragdo as correlagdes

entre os vetores de dados observados atrasados (TOBIAS, 1999).

o Desenvolvimento de novos algoritmos - Visto que o algoritmo FXLMS nio &

capaz dc produzir o vetor de controle 6timo no caso ndo-linear, faz-se
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necessdria a determinagdo de novos algoritmos capazes de atingir o mdximo
cancelamento possivel em um problema de estimagio média quadrdtica ndo-
linear (vide COSTA ¢ BERMUDEZ (2001) no ANEXO 10).

¢ Implementacio de um sistema ANC - A implementagio préitica dc um sistcma
de controle ativo de som permitiria a verificagfio das propricdades dcterminadas

ao longo deste trabalho.

* Andlise de sinais de banda estreita - Um grande nimero de sistemas ANC faz
uso dc sinais dc banda estreita, periédicos ¢/ou deterministicos. A metodologia
utilizada neste trabalho aplica-se somente a sinais aleatérios gaussianos.

Portanto, novas técnicas de andlise devem ser pesquisadas.

* Anilise de outros algoritmos adaptativos - Diversos algoritmos sdo utilizados
em aplicagdes ANC; portanto estes também estdo sujeitos a influéncia das

caracterfsticas néo-lineares e deveriam ser analisados quanto 3s conseqiiéncias

em seu desempenho.

¢ Sistemas multicanal - Muitas aplicagdes ANC necessitam de védrios canais de
controle para a obtengio de controle global em determinados ambientes
fechados. Efeitos ndo-lineares influenciam seu desempenho e devem ser

avaliados (vide COSTA ez al. (2000c) no ANEXO 10).
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ANEXO 1- DETERMINACAO DE E{g(»)Y,}

Este anexo apresenta a avaliagio da expressdo E{ g( y,)Yz} utilizando-se o

Teorema de Price Modificado (PAWULA, 1967). O resultado final concorda com o obtido
por SHYNK e BERSHAD (1991).

A fungfo ndo-linear g(+) é definida como

g(y)= yj'e”f? dz (a.1)
o '

Supbe-se que y, e y, sejam varidveis aleatérias gaussianas correlacionadas de

média zero.

O Teorema de Price Modificado exige que as varidveis envolvidas possuam
varidncia unitdria. Em decorréncia disso, € necessria a utilizagio de varigveis

normalizadas z, e z, relacionadasa y, e y, da seguinte forma:

Y, =6, z
oo (a.2)

onde z, e z, possuem varidncias unitdrias, e o, € o, sd0 os desvios padrdes das

varidveis y, e y,, respectivamente.

O teorema de Price modificado consiste em uma seqiiéncia de quatro passos,
apresentados a seguir.
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1. Determinacdio de G(z)

Substituindo as varidvcis normalizadas (a.2) cm E{g(y, )y, }, obtém-sc:

v 3
E{g(y,)y,_}=E{g(O'y'z‘)O'yIz2} (a )
A partir de (a.3) podc-sc definir a fungdo G(z;,z,) como
Gl 2)=gloyz b,z (a4)
2. Determinaciio de 1 [G(z )]
O termo £ [G(z,z, )] € obtido através de
0°G(z,2,) |
hlG(z.2,)]= Y p; , = 22)
1 ; »J a Z]a 22 . (3.5)
Para avaliar (a.5) € preciso calcular a derivada parcial de (a.4), resultando em:
26(2.2) - S
—_—LT2 5 g e 2 (a.6)
a Z[a Z, N Y2 )
onde a derivada de g(y) é
¥
g(y)=e *dy @.7)
Substituindo (a.6) em (a.5), tem-se
_ (on2) i
h [G(zl,z2 )]=p c, O, € 20° (a.8)

onde p =E{zz,} ¢ acovaridnciaentre z, € z,.
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3. Determinaciio de E_ {1 [G(z)}
Calculando-sc o valor esperado de h |G(z,,2,)] para E {zz,}=ap , tem-sc que

("'.vlzl)2

E, {h [G(z2, )]} = oj po, o, e 20 [ (@) le‘ (a.9)

onde a fungdo densidade de probabilidade f 2 (z1 )¢ dada por (PAPOULIS, 1991):

fo e @10

porém, devido & normalizagdo, tem-se que of‘ =1. Procedendo-se a integragido em (a.9),

chega-sc a (ZWILLINGER, 1996):

EAn [G(am)]t= %%G—? | @D
4. Determinacéio de R,
Segundo PAWULA (1967),
E{g(0,z)0, Zz} =R (a.12)
mas R, pode ser calculado através de
' 1
R = E{6(z, 2 )b+ [ E 1[Gz 2, ) @.13)
0

Para o =0, z; € z, sdo descorrelacionados e média zero, portanto
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E, {G(Zl 24 )} =0 ' (a.14)

O segundo termo de R, é dado por:

Y2

1
po, o o
E, ih {G(z,,2,) |jd = —=2=2 '
.([ { [ <2 ]} W (a.15)
Substituindo-se (a.14) e (a.15) em (a.13) e voltando-se a notagéo inicial em fungio

de y, ¢ y,, obtém-s¢
p o—)‘l 6}’2

E{g(») )’2}=";2——-T{ (a.16)
S

onde

(Pl,z = E{2122}= 1 E{)’1Y2}

»n Gn . )
o* =E{?} @.17)

o, = Ef2}

A

e 6 ¢ o coeficiente de ndo-linearidade da fungdo g (+). Substituindo-se as relagdes (a.17)

cm (a.16), chcga-sc finalmentc cm

E{y..}
E{g(YL) Y2} = ) 12 : 72 (a.18)
[ Ly }+1)
Para o caso em que a varidvel y, é um vetor, tem-se:
E{»Y,}
E{g(y)Y,}= - (a.19)

1 /2
(Z"—;E{yf}ﬂ}
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ANEXO 2 - DETERMINACAO DE E{g(y,)2(y,)}

Este anexo apresenta a avaliagio da expressio Ef{g(y,)g(y,)} utilizando-se o

Teorema de Price Modificado (PAWULA, 1967). O resultado final concorda com o obtido
por BERSHAD et al. (1999).

A fungio ndo-linear g(-) ¢ definida como

z2

8’(}’)=je_2-"_2dz | (b.1)

0

Supde-sc quc y; ¢ y, scjam varidveis alcatGrias gaussianas corrclacionadas de

média zero.

O Teorema de Price Modificado cxige que as varidveis envolvidas possuam
variincia unitdria. Em decorréncia disso, é necessdria a utilizagdo de varidveis

normalizadas z; ¢ z, relacionadas a y, e y, da seguinte forma:

N=0,7%
(b.2)

Y2=0,, 2

onde z; € z, possuem varidncias unitdrias, e 0, ¢ o, sd0 os desvios padrdes das

varidveis y, e y,, respectivamente.

O Teorema Modificado de Price consistc em uma seqiiéncia de quatro passos,

apresentados a seguir.
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1. Determinacéio de G (z)

Substituindo as varidveis normalizadas (b.2) em Ef{g(y,)g (y2 )}, tem-se:

- (b3
) E{g(yl)g(yz)}=E{g(O'ylzl)g(O',IZZ)} -6
A partir de (b.3) pode-se definir a fungo G(z,,z,) como

G(z),2,) = g(cyl 4 )8(°y2 22) (b.4)

2. Determinaciio de A [G (z )]

O termo £ [G(z;,2, )] é obtido através de

9%G(z,
h6G.Ll=Y 0 7%‘—@2 (b.5)
i<j 40 4, v

Para avaliar (b.5) ¢ nccessdrio calcular a derivada parcial de (b.4), resultando
(ZWILLINGER, 1996):

9°G(2.2,) _lona)” _(ona)’ ,
— T \Hh*2) c O 2¢? 20t (bn6)
a Z[a Z, n Y2 e e

onde a derivada de g(y) é

yt

g(y)=e *dy ®b.7)

Substituindo (b.6) em (b.5), obtém-se

(cyl Zl)2 (avzzz)z

6. 2,)l=po, 6, ¢ 2 ¢ 2 (b.8)
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ondc p = E{zz,} € acovaridnciacntre z, ¢ z,.
3. Determinaciio de E, {#|G(z)]}

Calculando-se o valor csperado de h [G(z, »2p )] para E{z,z, }=0p, tem-se

6 0 - - —-—z"K 'z
E {h[G(ZI’ZZ)B I _l- P 1/2 20° e 207 e 2 dZ]de (bo9)

—o0 —oo a‘

onde zz[z, 22]". A fungfio densidade dc probabilidade conjunta f,(z) ¢ (MILLER,
1964):

( ) —-—l-zTK”lz
f,z)=——Fe 2 ° b.10
2K | ®10
onde
1 op
Ko -[ap : } (b.11)
¢ a matriz de correlagio entre z; € z,. Definindo-se a matriz Q' como
2
c
| |13 K| -op
o= © ) (b.12)
'K‘1| 0)’2
—op 1+—2K |
o
podc-sc cxpressar (b.9), da scguintc l'orm_a':
‘Qall/z 1 T T “7 Qa
E {n[G(z.2)]}=p 0, O, < o L | j dz (b.13)

Porém, segundo MILLER (1964),
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27f|0 el f j B (b.14)

¢ portanto

Y2
E{r[G(a.z M}=po, o, :—El‘i-gz— (b.15)

A matriz Q, pode ser obtida intuitivamente a partir de (b.12), como

2

G)’z
K| 1 f;'z—lKal ap

2 2 2 ] (b.16)
Gl’l 0}’: 2 .2 GY\
}+-83--|K,,| 1+v~85~|1(,,| -a’p? ap l+-—0—2—|K“|

Calculando-se os determinantes de K, ¢ Q,,,

Qa -

(K,|=1-a’p?

K., | (b.17)

s o]

¢ substituindo-sc csscs resultados cm (b.15), obtém-sc:

vz = o i
& GG = o, +6’)(o;, +0? ol 1
(02 o)) .

pzo_zo_z

onde |p|= \/;2—

4. Determinagiio de R,

Segundo PAWULA (1967),
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E{g(0,2)8(0, 2 )} =R, (019

¢ R, pode ser calculado através de
1
R =E,{G(z, 2, )1+ [ E, 1[G (2,2, e (b.20)
0

Para a =0, z, € z, sdo0 ndo-correlacionados, portanto

E, {G (31 2y )} = E{g (()'yI 2 )}E{g (()'yzz2 )} =0 (b.21)

visto que a fungdo erro néo altera a média de seu argumento ¢ E{z, }=0. O scgundo termo

de R, € avaliado da seguinte forma:

_P o’
jE {#[6(2,2,)]}da ] j [T —— do
» y2 P (b.22)
pzc)‘loh

Procedendo-se 2 integragdo (ZWILLINGER, 1996) de (b.22) e substituindo-se o

resultado, conjuntamente com (b.21), em (b.20), chega-se a

R1 = 0‘2 .ﬂ.. arcsen I be! y2| (bo23)

o] \/(oyl +0 Xoyz +02)

como E{g (cry‘zl)g((rhzz)}=Rl e sinal(p) = p/|p|, entéio:

Ip GJ‘I ¥2 I (b.24)

-sinal(p)

E{g()’1)g()’z)}=02 arcsen
| (o} +0)(o, +0%)



Anexo 2 147

onde

r

p=E{zz,}= o E{yy,}

hon

{0} =E{y'} (b.25)
o, =E{y}

Substituindo-sé as relagdes (b.25) em (b.24) e levando-se em consideragio o fato de

0 arco-seno ser uma fungio impar, obtém-se finalmente

Efyy,) | (b.26)

Vebi} o )ebite o)

E{g(y)g(y,)}=0” arcsen

onde 6” € o coeficiente de nio-linearidade da fungdo g(s).
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ANEXO 3 - DETERMINACAO DE E{Y,YJW,W/Y,Y’}

O scguinte desenvolvimento trata da simplificagio de E {YIYZT WW,Y,Y! } em

termos de valores esperados de no mdximo duas varidveis aleatérias. O resultado final

concorda com o obtido por HAYKIN (1991) e TOBIAS (1999).

Supde-se que Y, Y,, Y, e Y, scjam vctores dc varidveis aleatérias gaussianas
correlacionadas e de média zero (Y, =y y2 ... Yin ]T para i=1,2,34)c W, e

W, vetores de elementos constantes (W, =[w, w,, ... w, ]T para i =1,2).
Arbitrando-sc uma matriz Q como

Q=YY WW/ Y,Y (c.1)
e expressando-se (c.1) sob a forma escalar (ZWILLINGER, 1996), tem-se

N N

9. = ZZ (YlY: ),~J (wlw; )1,,, (Y}YI )p,j _ (0.2)

1=t p=l

onde “” representa a i-ésima linha e ‘7’ a j-¢sima coluna da matriz quadrada Q. Os

clementos de (c.2) podem ser representados mais explicitamente pela scguinte forma:

r (YLYZT ),.,, =YiYu
(wxwzr) = wWyW,, (€3)

Lp

{ (Y3Y4T )p‘j = Yap Yaj

A

Substituindo-se (¢.3) em (c.2) e tomando-se seu valor esperado,
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N N
E{‘]s,j}=ZZE{)’”)’2I)’3P)’4;} Wy W,, (c.4)

=1 p=1

Para a simplificaglio dessc termo, utiliza-sc o tcorcma de fatoragdo de varidveis
gaussianas (HAYKIN, 1991). Essc tcorema cstabelece a scguinte rclagdo de valores

esperados para varidvcis rcais gaussianas:

E{xx,x,x,} = E{xx, }E{x;x, }+ E{xx; FE{x,x, }+ E{xx, }E{x,x,} (c.5)

Substituindo-se (c.5) em (c.4) e rearranjando-se os termos

N N
E{ q",j}=ZZE{)’u)’2l} W Ws, E{YprAj}

1=l p=1

N N ©6)
+ZZE{)’H)’3P} W), Wy E{)’zt)’aj} ¢.

p=l I=1

N N
+E{y1iY4j}E{Z WlIyZIZ Wz,,)’ap}
=1

p=l
Voltando a forma vctorial de Q, obtém-se, finalmente,

E{Y, YW WIY,Y7 } = E{Y,Y] }W W] E{Y,Y] }+ E{V. Y] } W,W/ E{Y, Y[ }

(c.7)
+WIE{Y,Y] }W, - E{Y,Y] }
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ANEXO 4 - DETERMINACAO DE E{g(y,)y,Y,Y/}

O secguinte descnvolvimento trata da simplificagio de E {g(yl)yngYf } em

termos de valores esperados de no mdximo duas varidveis aleatérias. Para isso, utiliza-se o

mesmo enfoque de BERSHAD ez al. (1999).

Supde-se que y, ¥,, Y, e Y, sejam varidveis aleatérias gaussianas
correlacionadas de média zero, ¢ g(») uma operagiio ndo-linear sem meméria sobre seu

argumento € que preserva a média do mesmo.

Inicialmente 6 rcalizada a cxpansfo das varidvcis y; (para i = 1,2, 3, 4) cm uma

série ortonormal de quatro dimensdcs em torno de w,

yl =knwl
Y, =aw, +a,w, . @.1
Y, =B,w, +B,w, + B, w,

Y, =Cw, +C,w, +C,w, +C,w,

onde os w; (para i = 1, 2, 3,4) configuram uma base ortonormal para os y;,. Visto que os

¥; sd0 média zero, € razodvel supor que os w; sejam também média zero. Portanto

(d.2)

E{ww,}=0 parai #j
E{ww}=1 parai =j

¢ os valores esperados dos produtos dos y;, podem ser obtidos através das seguintes
relagtes:

rE{)’O’z} = k,a,
E{y.Y,}=kB,
E{y,Y,}=aB, +a,B,

L..-

d.3)
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onde k’ = E{ylz} Substituindo-sc (d.1) em E{g(y, )yzYaY}'}, tem-se

E{g (k) [aw, +a,w, |- [Biwi + B, + By, |- [Cwi + oy + Cowy + C, [} @9

mas
[aw, +a,w,]-[B,w, +B,w, + B,w,]-[C,w, +C,w, + C,w, +C4w4]T =
=(aB,Cl) W +(a,B,C]) w; +(aB,C; +a,B,C; +a,B,C] ) ww,

+ a,B,C_f) ww + (aszCf) w, W’ + (a,BZCIT +a,B,C} +a2B,C,T)w,2 W, @5)

+(aB,CT +aB,C}) ww, +(aB,C} )ww, +(a,B,C; +a,B,C} ) wiw,
+(a,B,C% ) wiw, +(a,B,C] +a,B,C, +a,B,C} +a,B,C; ) ww,w,

+(al B,C} +a,B,C, ) W W, W, + (a,B,CI ) W Wy W, + (a2B3CZ ) W, W, W,
A equagdo (d.5) € substituida em (d.4) e sdo rcalizadas as seguintes consideragdes:
e oscocficientes k,, a;, B, e C, sio constantes;

e visto quc os w, sdo ortonormais, podc-sc scparar o valor csperado das

multiplicagdes de w, de diferentes indices pela multiplicagdo dos valores

esperados de w, de mesmos indices: E{f (i, w ; )}l#j = E{f,(w, )}E{fz(wj I

e como a média dos w, € zero, entdo todos os valores esperados obtidos através
do item anterior que possuirem w, elevado a uma poténcia impar serdo nulos:

E{w,}: E{wf}:...:O;

e como a ndo-lincaridadc ndo influi no valor médio da varidvel, cntio:

E{g(k,w)}=0.

Como resultado, a equagdo (d.4) reduz-se:
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E{2(3)%YY] }=aB.C! E{w)g(k,w)}
+[a1B2C; +azB|C§ +02B2C{] E{wlg (kn W, )}E{Wi} (d.6)
+a,B,C; E{w g (k,w, )} E{w,z}

mas Efw? }= E{w? }= 1, entdo:

E{g(»)»nY,Y]}=aB,C] E{w}g (k,m )}

.7
+[a,B,C} +a,B,C} +a,B,CT +aB,C] 1 E{w.g(k,w,)}
Consideremos:
(E{y.y,}=k,a,
E{yIYZ}z koBl
E{y Y. 1=kCl
o ‘ (d.8)

E{y,Y;}=aB, +a,B,
E{)’zYI} =a/C{ +a,C;
E{V,Y/}=B,C] +B,C! +B,C!

Ap6s um pouco de manipulagio algébrica, pode-se obter as seguintes expressdes:

1
aB/Cl = ';(TE{ylyZ}E{leS }E{YLYA.T}

[

d.9)
e

3
(alecg +a,B,C] +a,B,C] +a,B,C] ) = “FE{:V; v} E{nY,} E{le:‘}

(.10)
1 T T T
+k—[ E{y 3, Ye{V,Y 1+ EQ Y E(, Y }+ E{n Y} E{3 Y] } ]

a

Substituindo esses resultados em (d.7) ¢ sabendo-sc que kX =E {y,2 }, obtém-sc,

finalmente:
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Ele(n)n}_ Efe(n}
E{y?} ey}

E{g()’: )}’1}
E{x}

E{g(yl)yzYsYI} = E{)’l)’z}E{}’lYa}E{le“T}

B} EYYI 1+ B Y} B, YI }+ E{, Y} E{n Y] }]

(d.11)
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ANEXO 5 - DETERMINACAO DE E{g(y)y*}

Este apéndice refere-se ao cdlculo da expressio E {g (y) y’} utilizando-se apenas

técnicas de integragéo.
A fungfio ndo-lincar g(+) é definida como

2
Z

y 2
g(y)=[e ' dz (e.1)
0

Sup()c-sc'quc Y seja uma varidvel aleat6ria gaussiana de média zero, cuja Fungio

densidade de probabilidade seja expressa por (PAPOULIS, 1991):

| __ b 2l (e.2)
£,) 5 Nl

O valor esperado de g(y)y’ pode ser obtido integrando-se essa fungdo de forma

ponderada por sua fungio densidade de probabilidade (THERRIEN, 1991):

y2

L_¢ g (€3)

E{g(y)y'}= Tg(y)fo T

y

Realizando-se a seguinte troca de varidveis:

y‘l

u=g(y)—>du =e ¥ dy
) 2 (e.d)

y Y

dv=ye dy—sv=—ocle 26"()/2+2<72)
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Pode-se agora resolver a equagdo (e.3) integrando-se por partes (ZWILLINGER,
1996), ou seja,

B - B ,
Iudv = uvli - I vdu : . (e5)
A A

por conseguinte,

-4 (e.6)

Visto que o primeiro termo de (e.6) é uma fungdo impar, pode-se escrever a
seguinte igualdade:

p Y * N Y ) (
. y 20 (.2 2 _ Y1 20! ( 2 2 e.7)
lim| —==g(y)e (5" +207) 7 im| £(y)e (" +207)

A

Entretanto,
_ ¥y
hmg(y)_ o ; lime ¥ =0 ; limy% > =0 (e.8)
J—— Yoo Yoo
Substituindo-se (e.8) em (e.7), chega-se a
¥ A ,
. o 2 260 (.2 2 _ (e.9)
lim| =g (y)oje (' +207) | |=0

Substituindo-se (¢.9) em (e.6):
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- (_;L],; . —l[—‘_+L] ; 4
2[y%e V" dyaaotfe T\ gy (e.10)
0 ’ 0

gy

2z

E{g(y)y’}=

Porém, a primeira integral de (e.10) pode ser descrita por (ZWILLINGER, 1996):

] 2 —1_+ | 3/2 (e.11)
o’ o’ _

y

O segundo termo da equagdo (e.10) também pode ser obtido em ZWILLINGER
(1996) e ¢ dado por

2 2
o} .O'y

: 2(7 1Y (e.12)
A IR

Substituindo os resultados (e.11) e (¢.12) em (e.10) e sabendo-se que cf, =F {yz} ,

obtém-se, finalmente:

E y2 3/2 E{y2 Tz | (6-13)
, 0+l ,  +1
Lo g o

onde 6 ¢ o coeficiente de nio-linearidade da fungéo g(+).
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ANEXO 6 - DETERMINACAO DE E{g(y,)g(»,)Y,Y'}

O seguinte desenvolvimento trata da simplificagio de E{g ( »)8(»,)Y,Y)} em

termos de valores esperados de no maximo duas varidveis aleatérias. Para isso, utiliza-se o

mesmo enfoque de BERSHAD e al. (1999).

~ : . T - T
Supde-se que ¥, ¥, Y, 2[)’31 Yz s yJN] e Y, :‘[)’41 Yoz .. )’4~]

sejam varidveis aleatfrias gaussianas correlacionadas de média zero. Letras minisculas

indicam escalarcs; e maitisculas em negrito, vetores coluna; g (+) representa uma operagio

ndo-linear sem memoria.

Os vetores colunas Y, sdo formados por N varidvcis alcatrias pertencentes ao

mesmo espago vetorial i.

Inicialmente € realizada a expans@io das varidveis y, (para i = 1, 2, 3,4) em uma

série ortonormal de quatro dimensdes em torno de w; :

yo=k,w .

Y =aw +a,w,

Y, =Blwl'+l'32w2~vl-B,w3

Y, =Cw +C,w, +C,w, +C,w,

(£.1)

onde os w, (parai=1, 2, 3,4) configuram uma basc ortonormal para 0s y,. Os cocflicientes
k, e a; (para i =1, 2) sdo escalares e os coeficientes B, ¢ C, (para i = 1, 2, 3, 4) sdo
“vetores coluna. Visto que os y, sdo média zero, é razodvel supor que os w, sejam também
média zero. Portanto
E{ww;}=0 parai # j

(f.2)
E{w,.wj}zl parai = j
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Substituindo-se as expressdes de (f.1) em E{g (n)e(y.)Y,Y, } , tem-se

E{g (k,w)-g(aw, +a,w,)-[B,w, +B,w, +B3w3]-|:Cf’w1 +Ciw, +Ciw, +wa4]}
(£.3)

mas
[B,w, +B,w, +B,w,]-[Cw, + C,w, +Cym, | =
=B,C/w +B,C;w] +B,Ciw} +(B,C; +B,C] )ww, (f.4)
+(B,C; +B,CT Jww, + (B,C? +B,C! ) wyw, +B,Chw,w,

+B,C;w,w, +B,Cw,w,
A equagfo (f.4) € substituida em (f.3) e sdo realizadas as seguintes consideragdes:
® oscocficientes k,, a,, B, ¢ C, sdo constantes;

e visto que os w, sdo ortonormais, pode-se separar o valor esperado das
multiplicagdes de w, de diferentes fndices pela multiplicagdo dos valores

esperados de w, de mesmos fndices: E {f (w,. W )}Lﬁ = E{f, (w, )}E{f2 (w j )} ;

¢ como a média dos w, é zero, entdo: Efw,}=0.
Sabendo-se que E {w§ }= 1, entdo

E{g(3)e(n)NLY =T +T,+ T, +T,
= B,C'{'E{g (k,w) g (aw +a2w2)w,2}
+BZC'§E{g (k,w,) g (aw, +a,w,) wf}
+B,CTE{g (k,w,) g (aw, +a,w, )}
+(B‘C'§ +B2C'\")E{g (k,w,) g(aw, +a,w,) w, w.z}

(£.5)

Expressando-se as varidveis w, ¢ w, da scguintc forma
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(f.6)
W, =‘;“)’2 “‘;"Wl
2 2

podemos substituir (£.6) em (f.5) e obter uma expressdo em fungfo das varidveis aleatdérias

Y1 € ¥, e dos coeficientes k,, a,, B, ¢ C,. Entretanto, isso é possfvel somente se o

coeficiente a, for diferente de zero (a, = E{y;}E{y;}-E{y»,} #0). Portanto, a

seguir serd desenvolvido o ¢quacionamento supondo-se a, #0, e em seqiiéncia a solugdo

para o caso especial em que a, =0.
Substituindo-se (f.1) ¢ (£.6) em (f.5) chega-se a

E{g(}’l)g()’z )Y3Y4T}=B3C§E{g(}’1)g()’2 )}

B1C1T a T T a|2 T 2
+ 72‘"_ k2a2 (BICZ +B,C )+FG‘Z'B2€2 E{g()’l)g()'2))’| }

B.CT &7
+—iz—2—E{g(yl)g(yz )y}

2

1 a
+[ (B,C} +BzCT)—2—-‘—232C§] E{g(»)g(3)yx}
k,a, k,a

0 %2

Para avaliar os cocficientes dos valores esperados ndo-lineares de (f.7) é necessdrio

primciramente obter as scguintes relagdes:

E{y?} =k E{y}}=al +a;
E{)’l}’2}=koa1 E{)’xYa}:koBl
4
E{Y1Y4} =k,C, E{)’zYs} =aB, +a,B, (£.8)
E{y,Y,}=aC, +a,C, E{Y,Y{}=B,C] +B,C} +B,C]

Substituindo-se (f.8) em (f.7), consegue-se chegar a
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E{z(»)&(n)V.Y) }=| E{V.Y]}
CEE Y E{y YO b B E{n Y, }E{n Y]}
- E{}E{y}-E{pnY
LED VI EDYYE( Y] }+ E{n Y} E{n Y] }]
E{y}E{y:}- EynY |
{ (i) ELv)Ep)
(E{yf}E{yzz}—E{ylyz}-z)2 |
EDEOGR EDYIEY }+ E(n Y} E{n Y] }]
(£ e} - DY)
. E{y,y,} E{»,Y,}E{y,Y}
(E{yfv}lf{yi}—l‘?{wz}z)2
+[ E{y} E{y,Y.}E{y, Y7}
(E{}E{}-E(in))
'_E{yf}E{ylyz}[E{leJ}E{yZY}'}+ E{y2Y3}E{y,Y}'}]
(O D} -0 Y)
. E{yy,) E{y Y} E{»Y,}
(E{y?}E{2}-E{yY)
{E{yf}g{y;} [EGYIE( Y }+ E( Y, E{n Y]} ]
(B} B2} -E{nny)
LE Do) EQTYE Y En, YT }+ E{y2} E{y Y, }E{y YT ]
(B2 D2} -EY)
) E{nY [EQGE, Y+ E(, Y }E{y YT} ]

(E{yf}E{yf}—E{ylyz}z)

} E{g(yl)g(yz)yf}

} E{s (3)2 (%))

:IE{g()’l)g(h)} '

2 :! E{g()’1)g(y2)y-1)’2}

160

.9
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Como descrito anteriormente, ¢ como pode ser constatado através do denominador

de (1.9), esse resultado € vdlido apenas se a, #0 (equagio (£.6)). Da mesma forma, supde-

se que E { yf} ¢ E { yf} sdo diferentes de zero.

O caso em que a, =0 deve ser desenvolvido separadamente. Ou seja, retornando-

s¢ a equagdo (f.5), tem-se que, para a, =0:

E{e(3)2 ()Y, Y }=B.CTE{g (k,w) g (aw ) w]}

" (£.10)
+[B,C} +B,C] |E{g (k,w) g (a,w)}
Utilizando-se (f.1) ¢ a, =0 tem-se que
E{nY,}E{yY!
E{g()’l)g(}’z)YsYI}= = 2{21 4}E{g()’l)g()'2)y12}
E{y’} (t.11)
| E{nY,}E{y Y/}
+ E{Y,¥T}- i E{g(n)g(3)}
Finalizando, a solugiio dc E { g(y)e(y )Y_,Y,;"} constitui-sc por
0 seE{yf}:OouE{yf}:O
E{g(5)g(5)¥%.Y] } = {Eq. (£10) se E{y}}E{y2}~E{ny,} #0 (£.12)

Eq. (£12) se E{y’}E{y?}-E{yy,} =0
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ANEXO 7 - DETERMINAGAO DE E{g(y,)g(»,)y2}

Este apéndice refere-sc ao cdlculo da cxpressio E{g(y1 )g(y, )y,z} utilizando-se o

Teorema de Price Modificado (PAWULA, 1967), onde

2
z

y |
g(y)=[e dz 1)
0

Supde-se que y, € y, sejam varidveis aleat6rias gaussianas correlacionadas de

- média zero.
O Teorema de Price Modificado exige que as varidveis envolvidas possuam

varidncia unitdria. Em decorréncia disso € necessdria a utilizagdo de varidveis normalizadas

7; € z, relacionadas & y; e y, da scguinte forma:

i @
y2 = 6y2 ZZ

ondc z; ¢ z, possucm varidncias unitdrias ¢ G, ¢ O, 530 os desvios padrdes das

varidveis y, e y,, respectivamente.

O Teorema dc Price Modificado consiste em uma seqiiéncia de quatro passos,

apresentados a seguir.

1. Determinaciio de G(z)
Substituindo as varidveis normalizadas (g.2) em E{g(yl )e(y, )y? }, tem-se

Efe(0)s(:)v? }=Els0,, 2, )60, 2, )02 22} %)
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A partir de (g.3) podemos definir a fungio G(z;,z,) como

Glzr.2,)=022t8(0, 2 (o), 22) . (&4

2. Determinagéo de h [G(z )|

- Otermo h[G(z,,z,)] € obtido através de

| |  0%6(z.2,)
hlG(z,2,))=Y p;  ———=2]
1> o2 g ) 9z02, &5

Para avaliar (g.5) precisamos calcular a derivada parcial de (g.4):

] 2 2 2 2 2 .2
3G (2.2,) o ek
> 2 2 3 2 2 2
——122=2020, z g(0,2) e * +0)0,z0e e * (g:6)
dz0z
1 2

onde a derivada de g(y) &:

2

g(y)=e *'dy @7
Substituindo (g.6) em (g.5), tem-se

2.2 2.2 2.2
_-dnlz L% ’.O'yzZz

h [G (2152, )] =2P_0;°'yz Z g(an zl) e 2 + po, 0, 7! e e e.8)

onde p = E{z,z,} é acovaridnciaentre z, € z,.
3. Determinacio de E, {1 [G(z)]}

Calculando-se o valor esperado de h [G(z,, 2 )] para E{z,z,}=0p, tem-se
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2 2
Oy 22

Ec 116G, 20 )] = 20020, [ [28lo,n)e 2 f,@dzde

—00 —00

GVI Zl N GVZ Z% (go9)
+poylcy2j' Iz, e 2 ¢ 20 f (z)Mdz,dz,

—00 —00

onde a fungdo densidade de probabilidade conjunta £, (z) 6 (MILLER, 1964)

1= 27 |Ka|’/2 e (g.10)

onde z=[z; z,[ e
| T op
Ka =[ ap 1 ] (g.11)

¢ a matriz de correlagio entre z; € z,. Substituindo (g.10) em (g.9),

Er [G(z.3,)]}=T +T,

v Onh 1 L.
2p6y. V0 fJ’z ¢(o Z "_z'";“z'e“ z"'r“a'!dz dz @12)
1 ] 142, .
27[lK |I/2 b
o a% _onn
po’ 'I » ...TK|
—LyT;T j j z e 20* 6’ w6, 2 dZ|d22
27K, |

onde a inversa de K, pode scr determinada intuitivamente, a partir de (g.11), como

a_ 1 1 -—ap
K“_IKQI[—ap 1] - 61y

Definindo-se a matriz L, ¢ sua inversa L] como
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2
L, = ]2 ]+o_y22,Ka‘ ap
1+ yZZ ap 1
o
[ ~ap
Lt = — 0'2 (g°14)
TR a1+ 22K |
K,
Laf=-el
1+ -2
2
\

entdio o primeiro termo de (g.12) pode ser escrito como

2p G)‘l o-)’z

._.Z__TE{g (0,2)0,2 } L, (2.15)
g

T =

0.2

onde E{. significa a operagio de valor esperado do argumento em termos da funcio:
n, S8 p P g ¢

densidade de probabilidade descrita por L,.

Utilizando o resultado obtido no ANEXO 1 e fazendo Y1 =Yy, =Y, tem-se que

E{g(y)y}= V') (.16)

1 /2
2
( LEs 1)
Substituindo-se (g.16) em (g.15) obtém-se

_ 2po,0 E{s,z'} L,,

N /2 1 12 (g.17)
[S’L;H] [—62 Efol 2} |, +1]
o‘ (-4
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mas E{o ; 7 }L =°:;1 E {112 }L . O significado ffsico deste valor esperado € a varidncia da
't a

varidvel aleatdria z;, para uma fungio densidade de probabilidade descrita por

L3
—~Ez Lyz

fz(z)=we

(g.18)

~ A avaliagdo desse termo ndo exige cdlculos, visto que seu valor é o elemento da

primeira linha ¢ primcira coluna da matriz de correlagio L, portanto

2
i g!Z-K
LK
El:; ]L ST A (g.19)
142 '

0_2

Substituindo (g.19) ¢ [K,|=1~a’p? em (g.17), chega-sc a’

20,0’ p _20,0, a’ p’
, T = 2 v 62 )o? +0° l/2°m_ o? ‘ 2 4 52 2 452 1/2'TE|.
(Gyn o )(Gyz ) Y —123—+1 (Gn o )(0)‘2 + )_az
c,0, p’ o G,0, p’ |
(8.20)

onde: |p|= JpT

Analisando-se o segundo termo (T2) de (g.12), pode-se escrevé-lo da seguinte

forma:

12
1= poo, 12l p ()

IK ll/z (g.21)

Q,

onde E {.}IQ., significa a operacdo de valor esperado do argumento em termos da fungio

densidade de probabilidade descrita por
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1 —zTQ.;lz )
f,@)= ——IQ s < (222
o
ondc
[ 0-2
K| 1+7‘—’22~|Ka| ap
Qa= 0_2 2 0.;
[ - lKa]Il+~ lKal]—ap ap 1+ K,
o’ o
0-:\ | '
lor_ 1 1+;2—|K,,| ~op (8.23)
a = K 2
el ~ap 2x K,
o
K|
'IQal: = acz . _
2
[“;‘yHKaII e a)““zp

O valor esperado em (g.21) pode ser interpretado como a varidncia da varidvel
gaussiana z; scgundo a funglio densidade de probabilidade dada por (g.22). Essa

informagdo podc scr obtida diretamente da matriz de correlagdo Q.:

,
Kol |-2HK,]+1
E(z}],, = ’ | -

o’ o’
[?‘—’HKO,IHJ( 6’2’ |Km|+1]-oczp2

Substituindo-se (g.23) e (g.24) em (g.21), chega-se a

o P ( » +]J 0'4a2—e——
I, = e[ @ _ lof (2.25)

L [(a, +o’)(o; +62)_a2J”2 [(G;WZ)(G +o )"“zr

Y2
)'l yz p NN p
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Juntando os termos T (equagdo (g.20)) e T, (equagdo (25)) em (g.12), chega-se a

20':0'2 P
«1h 1 G(z,2, )it = ! D
Er oG )] l:(o; +0?)(o2, +02)_a2}/ IPI

2 .2 2
G)'l o)’z

2 2 2 3
- 26Y| O-)'z . o P

% [w; +0%)(c% )] Ie]
(0]

2 2 2
aho-hp

. 0_2
06[ )‘22 +1 . .
c ]
+ : P

2 [(o; +0%)(o7, +0") } of

(g.26)

o

Y2 2 .2 2
G)‘l G)’z

ool pa

{(a:. +a*)(o}, +a*) } Ief

2 2 2
GYno-)?z
4. Determinacéio de R,
Segundo PAWULA (1967),

£llo, 2 )elo,, 22 )02 22}= R, €27)

¢ R, pode scr calculado através de

1
R = EfG(z,, 22 )+ [ Ea {016 (2,2, e (g28)
0
Para o =0, z; ¢ z, s@o descorrelacionados, portanto

E{G(z.2)}=E{e(»)y'} E{g ()} =0 ‘ (2:29)
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visto que a fungdio erro ndo altera a média de um argumento média zero ¢ E{y,}=0.

Portanto
P 1
A2 2
R =20,0 H 5 N - l/Zdoc
Pl o (oy+oXoy +0') )
2ol p? -
Y1 )'zp
20305, p‘,j o’ i
2 1/2
14 %0 Pl o[ (o2 ro?)o? +02) /
o? 2 2 .2 -a
0P (.30)
o..2
6 y2
o[l+_oz] P 1 )
+ 2 p? 3 ) 2Y 2 , 3/2da
»P |o| 0[(ayl+a Xoy +0 ) 2}
-a
2 2 2
GY10Y2p
. 1 2
4 P a
? |p| 2 2.2 2 7z 44
0 (oy +0 Xay2+a ) )
622 p? -
»n sz

As quatro integrais em R, podem scr facilmente avaliadas através dc uma tabela de

intcgrais, dc tal forma que (ZWILLINGER, 1996)

T, =2026*-L- . arcsen Ipo"oy’l (g.31)
R D e
2
[ g [
2 0.2z n- oy Ip O'2|()'22p2 , .
1_‘_}1[ | oy | (g.32)
p Ip Gylo-)'zl

—o? +o?)(0? +0%)-=-a
( »n )( »2 ) Ipl resen (O’; +O_2)l/2 (G;2+62)V2
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().2
) (1+—’2’)
T, = 02 ) P‘ ’ 2 ' 1/2 - @3y :
% ol (0} +0%)(o%, +07)[ (03 +0%)(02 +07)
0,0, 0,0,,p"

€
T, =c* . P arcsen ijzy'o-h 7z | o 2 £

el (05 +07)" (0, +0°) (02 +0%)(02, +07) 1 o]

| 0,0,p’ |
(.34

Substituindo-se os resultados (g.31), (g.32), (g.33) ¢ (g.34) em (g.30) e sabendo-se
que sinal(p) = p/|p|, entdo

(3, +9°)(o, +o°)

E{g()’l)g()’z)ylz}z 20—3.62" p +0*
142
(e}
lpo,0,, .
arcsen[(o-2 e )sz(o-yz l+o-2 )l/2 J sinal(p)
b/ y2
(07, +0°)(a}, +0°)( (0}, +0%)(07, +07)
+ P 6202 o2 -1 (g.35)
1+ )‘22 bl sz
e}
| ¢ 1+(rjz _
o' (03 +0*)(or +0%) ° | T o"
- 0262 pz + o2 p? )
M) sz
sinal (p) -
(03, +0°)(03, +0") (03 +0* )3 +0?) "
0,0,,p° 0,0,,p"

onde
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r ' 1
P=E{lez}= E{)’l}’z}
G)’nan
lo> = Efy?} (&.36)
o2 =£ly?}

Substituindo-sc as rclagdes (g.36) ecm (g.35) ¢ levando-sc ecm consideragdo que o

arco-scno ¢ uma funcido fmpar, chega-se finalmente a

E{g(3)8(y.) ¥} =0’ E{y’ }arcsen (E{y2}+0f)‘{’3”()lzzy2}+ Gz)vz
) GzE{ylz}E{ylyZ}(E{yf}+oz)(E{y§}+62)

(8.37)

(E{t}+ o) (B2} + o) (B2} + 0 )(E2}+0?) - By}
| GZE{yf}E{ylyz}[—E{ylyz}z+62 (E{y§}+62)]—G‘E{y.yz}3

(E(i}+ o) (E{n}+ o) (BT} + 0 ) (E{32}+ 07) - E{nn}

+

onde 6 € o cocficiente de ndo-lincaridade da fungio g ().
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ANEXO 8 - DETERMINAGCAO DE E{g(y,)g(y,) ny,}

Este apéndice refere-sc ao célculo da expressio E{g(y,)g(y, )y, ¥, } utilizando-se o

Teorema de Price Modificado (PAWULA, 1967) onde

g(y)=]‘e—5‘—’§dz - (1)
0

Supde-se que y, € y, sejam varidveis alcatérias gaussianas correlacionadas de

média zero.

O Teorema de Price Modificado exige que as varidveis envolvidas possuam
varidncia unitdria. Em decorréncia disso, é necessdria a utilizagdo de varidveis

normalizadas z; e z, relacionadas a y, e y, da seguinte forma:

) =6y2 22

onde z; € z, possuem varidncias unitdrias, e 0, € O, sd30 os desvios padrdes das

varidveis y, € y,, respectivamente.

O Teorema de Price Modificado consiste em uma seqiiéncia de quatro passos,

apresentados a seguir.

1. Determinacfio de G(z)

Substituindo as varidveis normalizadas (h.2) em E{g(y,)g(»,)y,y,}, tem-se

E{g()’1)g ()’z ))’1 y2}= E{g (O-y« 4 )g(o-yzZZ )Gyu Z‘O-Yzz?} h.3)
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A partir de (3.3) podemos definir a fungio G(z;,z,), como

G(Zl,22)=0'y,°'y211228(°'y,Zl)g(o'yzzz)

2. Determinaciio de h[G(z)]

O termo h [G (22, )] ¢ oblido através dc

826(z 2z )
hlG(z, )= Y p; j =2t
e E’ Y 970z,

Para avaliar (h.5) precisamos calcular a derivada parcial de (h.4)

azG(Z Z ) —“;le _‘7_3.22;
i =0,0 g\0 o 2 .2 207 302
—a;a—;—— "y ( y,Zt)g( y222)+0y'0y2Z|Zze e 20
1 2
0'3.2222 G;le

T et 2 202
+GY1GY2 Zze ’ g (0}'1 Zl ) + G}’lo.)'z zle ? g (0}'2 ZZ )

onde a derivada de g(y) é

iy
g(y)=e *dy

Substituindo (h.6) em (h.5), tem-se

2 2 2

Opds Oy

h[G(ZlaZZ)]= p()'le'yzg(O'ylzl )g(0y222)+ p()';o’:zzlzze 202 e 20

2 2 22
Oy,22 Oy

2 202 2 202
+poyloy222e e g(o-ylzl)-*-po-ylo.yzzle i g(o.yzzl)

onde p = E{zz,} é acovarifncia entre z, ¢ z,.

(h.4)

0.5)

(h.6)

*h.7)

(h.8)
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3. Determinagéio de E, {1 [G(z)}
Calculando-se o valor csperado de h [G(z;. z,)] para Efz,z, }=ap, tem-se

E 0 [G(zy. 2, )}=T, + T, + Ty + T,

=po,o0,, I Ig(cylzl)8(°'y222)fz(z)d21d22.

00 —o0

2 .2 2
O',,lz v2 22

-i-p()'y‘()'y2 j- IZ|Z2€ _20 e 207 f (z)dqd22

—o60 —o0

h.9

+po, o sz- fzze _2—"-— 0' Zl)f (z)dz,dz,

—00 —00

G)’l @

+p6n ,zjlee 20°? GyZZZ)fz(z)dzleZ

00 —0Q

onde a fungfo densidade de probabilidade conjunta f,(z) é dada por (MILLER, 1964)

f)= e ¥ | (h.10)

onde zﬁ[z, [ e
I ap
e _[ap 1 ] ®.10
¢ a matriz de correlagdo entre z; € z,.

Analisando o primeiro termo de (h.9), podemos expressé-lo da seguinte forma:

T,=po,o, F{g (0,'. 7 )2(0,-, % )}

K, (h.12)
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onde E {-}IK significa a operagdo de valor esperado do argumento em termos da fungio

densidade de probabilidade descrita por K, .

O valor esperado cm (h.12) j4 foi avaliado no ANEXO 2:

Elg (5, )g(y, )= arcsen ED1y} Dy

VEb o2 \Eb2}+07)

Substituindo (h.13) em (h.12), tem-se

o)‘l O-)'z E {Z[ Zz }IKa

2
T,=po o o° arcsen 7
2 2 2 2 2 2
(o'y‘E{z1 }L(a +0 ) (oyzE{zz}lxa +0o )

Nt »2

7 h.14)

As corrclag(")cs'presentes em (h.14) podem ser obtidas através de (h.11), de tal
modo que:

po-)'l Gha

T, = po,0, 6" arcsen 3 7 (h.15)
(3 +0*)" (o}, +0)
A segunda integral de (h.9) pode ser expressa da scguinte forma:
: 12
2 .2 IQaI
,=po,0, I‘K—r/—zE {za}, (h.16)

onde E{-}

o significa a operagdo de valor esperado do argumento em termos da fungdo

densidade de probabilidade descrita por

1 ~57 Qa2
f (@)= ——rre ? (h.17)
27['Qa I1/2
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onde
i 5?2 o
Qa: O'2 O'2 6:[
| ['*-%lxall‘* ; IKal]'"“”’z @ Il
o o |
~ 2
. i1+312‘—|Ka| ~ap
4 ;]=K o 02 (h.18)
Kol —ap 1+ 22K, |
c
K|
IQ"’l: 0.2 ao_z
[1+}—y2'—|Ka|11+ 0’22 |K,,,|]-052p2

O valor esperado em (h.16) pode ser interpretado como a correlagdo entre as
varidveis. z; e z, segundo a fungio densidade de probabilidade dada por (h.17). Essa
informagdo pode ser obtida diretamente da matriz de correlagdo Q. Substituindo-sec esse

resultado em (h.16) chega-se a

7 -0 o 1
- . T
%39y | (o} +0°)(c?, +0?) |p| (h.19)
paiar

onde |p| =J_/;{.

O terceiro termo de (h.9) pode ser expresso como

L,|"”
T,=po,0, II—I—(f'—,r—/z—E{g (0,2)0,2} L,, | (h.20)
a .
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onde E {-}L significa a operag@io de valor esperado do argumento em termos da fungio
‘o

densidade de probabilidade descrita por

——z Lgz
f, (z)=2—Ll——e : | (h.21)
Y/

onde

(h.22)

[Ke|

2
6)’2

0.2

[La|=

1+

O valor esperado cm (h.20) j4 foi avaliado no ANEXO 2 ¢ € expresso por:

E{Y!_J’2}

: 72

E{g(») y.}= (h.23)

Substituindo-se (h.23) em (h.20), chega-se a:

ILrt Il'/2 G.Vl 0)’2 E {zl e) }I"a
2

K,|” (o2 24
L [%E{Z‘Z}lna+1] (h.24)

7; = pGYlOY2

As esperangas em (h.24) podem ser determinadas por simples inspe¢iio da matriz

L, . Substituindo-as em (h.24), chega-se a
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6.6, 0”
T, =—2 ;2 . Z 72 Ip'
1+-2 1 o? +0?)(o? +0?)-a? (h.25)
o ploia? 7 »
=N

O método de resolugfio para o quarto termo de (h.9) é idéntico ao utilizado para a
obteng#o de (h.25), portanto

2
__0.}'10-}'20- . a

i o, 7 ‘Pl '
e [;T,l;“(" +a’)(a, +02)—a2} (h.26)
N

Substituindo os resultados de 7}, 7,, T; e T, em (h.9), obtém-se

po, 0, a

2 2\2¢ 2
0y|+0) (O'yz+0'

E {h [G(z,2 )]} = po, o, g’ arcsen 2)]/2

N o’ a 1 :
0,9, [(o2 +o?)(o2 +0?) .| 1Al |
% ¥
i —) 2’ p - (h.27)
p 0-}'10.}’2
2 2 2
o’ +2¢ +0 a
4 ¥ y
+0-”0'y20' - i - - 12 . - - - - 7 .Ipl
(03, +0?)(o3, +0?) [(02 +0%)(a? +0°)
¢) b4 be) 2
2 2 2 —a
p 0,0,

4. Determinacdo de R,

Segundo PAWULA (1967),

E { g(t)'yl z, ) g (cry2 zz.)cfyI 20, 2, } =R, (h.38)

e R, pode ser calculado através de



Anexo 8 » 179

} | .
R =E,{G(z, 2, )1+ [ Eo (1[G, 2, o (1.29)
. 0 '
Para =0, z; ¢ z, siio descorrclacionados, portanto

E {G(z.2)}=E{z(0,2) o, z,} E{2(0,2) 0,%} (h.30)
Segundo o ANEXO 2,para y, =y, =y, tem-se que

E{y’}

E{g(y) y}z(%b’{yz}“j&

(h.31)

€ portanto:

d’o?
E,{G(z.2,)}= — (h.32)

1, 2 , /2
[?oylﬂ) [;2—0'h+1)

Substituindo-se (h.32) e (h.27) em (h.29), chega-se a

o’c’¢?

Rl= Vz)‘l Y2 73
(05, +0%)" (07, +0)

1
po.C. O
+p0'y\0'y20'2].arcscn h_% do

v (03, +0%)" (03, +0%)"

6 1

o a (h.33)
+|p|0' o 2 2\( 2 2 77 4 |
non 0{(0n +to )(Gyz+o )_az}

2.2 .2
p o-ho-)'z

2 2 2 1 '
o, +20 +0, o

+lp|6 7,0’ 2 2 2 2 2
(03 +o*)(a}, +07) "{(o; +0*)(o? +07) 2}
~a

hon

da

2.2 .2
pa)‘lo)’z
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Resolvendo as’integrais em (h.33) e sabendo-se que

1
P=E{lez}= E{YJ)’2}
0)’10)'2

for =£bl) (h.34)

o7, =£b3}

chega-sc finalmente a

E{)’l)’2}
VEDT o) (BB +07) | s
+°'ZE{)’;2}E{}’§}[(E{)'3}+GZ )(E{)’§}+02)—E{ylyz}z]+0'6E{yly2}2

(B(e} o (i} ot (D o) (DI 07 ) - E G

E{g(yl )& (¥, )yl)’z} = O'ZE{)’I)’Z }Jarcsen
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ANEXO 9 - DETERMINACAO DE 7’

Neste anexo, serd apresentado um procedimento para a estimagdo do grau de ndo-
lincaridade em um sistema real, supondo-se quc o caminho secundério seja modelado por
um sistema Wicncr-Hammerstcin.

1. Definic¢éio do Processo de Estimacéio

Para estimar-se o grau de ndo-lincaridade, pode-se utilizar o seguinte artificio:

.__EU; ()

E{52 (n)}+6?

n GQ.1)

onde E { 9; (n)} ¢ a poténcia estimada na entrada da n3o-linearidade (figurai.1), ¢ 6% é a

estimativa do parimetro que descreve a fungfio ndo-linear.

x(n)

5, (n)

Figurai.l - Estimag&o do grau de ndo-linearidade
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Note-se que 0 sistema S, caracteriza apenas o sistema elétrico (amplificador de
poténcia, parte linear do alto-falante, conversor D/A) e portanto podemos supor que o
mesmo € constante durante todo o processo de adaptagdo. Em um sistema em que as
propriedades do meio de propagagdo variem instante a instante, pode-se supor que apenas
o sistcma S, (atrasos dc propagagdo no meio, microfone, filtros analégicos, conversor
A/D) varia. Portanto, mesmo em implementagdes onde é realizada a estimagdo do caminho
acustico secunddrio em tempo rcal podemos supor que S, e sua estimativa sejam

aproximadamente constantcs.

Se S, =8 e ¢* =0” entdo podemos dizer que é possivel realizar a estimagio do

grau de ndo-linearidade em regime permanente.

O sistema S, pode ser identificado em um procedimento a-priori utilizando-sc um
sinal branco de baixa poténcia (assim a influéncia da ndo-lincaridade serd desprezivel) com
0 sensor de erro posicionado préximo 2 saida do atuador (alto-falante, ‘transdutor

piczoclétrico). O parimetro o também pode ser identificado a-priori verificando-se a

méxima excursdo possivel na saida do transdutor.

2. Verificacio

Segundo a figura i.1, em regime permanente o sinal de controle na entrada da

fungdo ndo-linear possui o seguinte equacionamento:

M1

¥, (n)=Y s, Wi X(n- j) (i.2)

j=0

Elevando-se ao quadrado e tomando-se seu valor esperado, chega-se a

E{y} (n)}= WoR W, i.3)
onde:
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. M-t M1 -
Rgs = Z Z $iSuRi; (i.4)
j=0 =0

A equagio (4.24) que descreve os coeficientes em regime permanente € dada por:

W,, = LR R W

P \/1_—_712- $,85, 70§ . i.5)

Sabendo-se que:

S e -
2 __ 0 ~ - [
N’ =— WTRIRT R R RW

) 5,857 55 T S,85, (i,6)
e substituindo-se (i.5) e (i.6) em (i.3), chega-se a
E{y: (n
2 _ { / ( )} i.7)

~E{y: (n)}+o?

A partir de (i.7) pode-se constatar que necessariamente o grau de ndo-lincaridade

deve ser menor que a unidade na existéncia dc convergéncia dos cocficicnics.
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