Universidade Federal de Santa Catarina
" Curso de Pés-Graduacao em Matematica e

Computagéo Cientifica

Solucoes de Equacoes Polinomiais

por Radicais Reais

Janice Teresinha Reichert

Orientadora: Prof2. Dr2. Eliana Farias e Soares

Florianépolis

Abril de 2001




Universidade Federal de Santa Catarina
Curso de Pés-Graduagao em Matematica e

Computagao Cientifica

Solugoes de Equagoes Polinomiais por Radicais

Reais

Dissertacdo apresentada ao Curso de Pods-
Graduacao em Matemética e Computagao
Cientifica, do Centro de Ciéncias Fisicas e
Matemaéticas da Universidade Federal de
Santa Catarina, para a obtencdo do grau
de Mestre em Matemética, com Area de

Concentragio Algebra.

Janice Teresinha Reichert
Florianépolis

“Abril de 2001



Solugéés de Equacoes Polinomiais por Radicais
Reais
por
Janice Teresinha Reichert

Esta Dissertagao foi julgada para a obtencao do Titulo de “Mestre”,
Area de Concentragio em Algebra, e aprovada em sua forma

final pelo Curso de Pés-Graduagdo em Matemdtica e

Computagio Cients cat ‘ / s
' !
4

Celso Melchijades Déria

Coordenador

Comissdao Examinadora

¢t Co o e
Gvoeda \;@s ® SQM B

Prof®, Dr® Eliana Farias'e Soares (UFSC-Orientadora)

Prof2. Dr2 Albertina Zatelli (UFSC)

lo b
L

Prof. Dr. Yves Lequain (IMPA - RJ)

[/

Prof. Dr. Oscar Ricardo Janesch (UFSC)

Florianépolis, Abril de 2001.

i



Agradecimentos

Agradego & meu noivo, Luciano, e a minha familia, pelo incentivo dado em todos
0Ss momentos.

Aos meus colegas de graduagio e Pés-Graduagdo Airton, Anderson, Andresa,Caren,
Christian, Claiton, Danilo, Daniel, Dirceu, Fébio, Graziela, Juliano, Maria Inez, Mil-
ton, Patricia, Paulo ,Rafael e Suzana pela amizade e agraddvel companhia.

Ao CNPQ (Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico) pelo
auxilio financeiro recebido durante o ltimo ano de mestrado.

Meu especial agradecimento a minha orientadora Eliana Farias e Soares, pelo apoio

e amizade. L >

il



Resumo

Neste trabalho vamos estudar duas questoes que sdo:

(i) Dado um polindmio f(z) irredutivel sobre um corpo F' C R que possui todas
as raizes reais, quando é possivel expressar as raizes de f em termos de radicais

reais.

(i) Em que situacdo, corpos intermedidrios de extensoes radicais repetidas Q C L,
sdo também extensGes radicais repetidas de (). Aqui, veremos dois casos que
sdo |L : Q| é impar onde precisamos que @ seja um corpo real, |L : Q| poténcia

de 2, onde a caracteristica de () precisa ser diferente de 2.

Para o primeiro caso, demonstraremos um teorema que caracteriza extensoes radicais

repetidas.
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Introducao

Este trabalho baseia-se num artigo de I.M.Isaacs & D.P. Moulton publicado no
Journal of Algebra 201 pp. 429-455, (1998).

Um dos problemas mais antigos da Algebra é a busca de solugdes de equagdes
polinomiais que possam ser expressas por combinagoes finitas de radicais. Este pro-
blema s6 foi resolvido no século XIX por Evariste Galois, que construiu uma teoria
que permite, dado um polinémio sobre um corpo de caracteristica zero, decidir se ele
tem ou ndo raizes que podem ser expressas por radicais, hoje conhecida como teoria
de Galois.

Um dos principais resultado dessa teoria é o seguinte: As raizes do polindémio
irredutivel f(X) € F[X] podem ser expressas por radicais se e somente se o grupo de
Galois de f(X) é solivel.

O fato de as raizes de f(X) poderem ser expressas por radicais significa que o
corpo de raizes S de f(X) sobre F' estd contido em uma extensdo L de F' que é uma
extensdo radical repetida de F, isto é, para a qual existe uma cadeia

F=LycL,c..CcL,=1L
onde L; = L;_[ey], com o € L;_; para algum inteiro positivo 7;.

E bem conhecido que corpos intermedidrios de extensdes radicais repetidas ndo
sdo necessariamente extensdes radicais repetidas. A solubilidade do grupo Gal(S:F)
nio garante, dessa forma, que S seja uma extensao radical repetida de F'.

Isso ja4 acontece no caso de polinémios de grau 3: seja

f(X) € QX] com f(X) = X®—-6X + 2. O polindmio f possui trés raizes reais



e naturalmente f(.X) é soliivel por radicais. Calculando explicitamente as trés raizes
de f obtemos:
x=a+z
o'
onde o percorre as trés raizes cibicas de —1 + V/7i.

Se S fosse uma extensdo radical repetida de QQ, deveria existir uma maneira al-
ternativa de expressar essas raizes em termos de radicais reais. Mas isso é impossivel
pelo teorema seguinte:

TEOREMA A: Seja @ um subcorpo dos niimeros reais R e suponha que f € Q[X]
é irredutivel e se fatora .completamente sobre R. Se alguma raiz de f estd erﬁ uma
extensdo radical repetida real de @, entio grau(f) é uma poténcia de 2.

Vamos demonstrar um teorema um pouco mais geral que o Teorema A acima:
consideramos o caso em que o corpo de raizes de f é um corpo quase real, isto é, um
corpo de caracteristica zero que contém somente duas raizes da unidade.

Outro resultado que vamos mostrar é que, em alguns casos, corpos intermedidrios
de extensodes radicais repetidas sdo de fato extensbes radicais repetidas:

TEOREMA B: Suponha que @ seja um corpo real e que @ € L seja uma extensdo
radical repetida com |L : @| impar. Se @ C K C L, entdo K é uma extensio radical
repetida de Q.

Vamos mostrar que neste caso a condi¢do de @ ser um corpo real ndo pode ser
removida. Na demonstragdo do Teorema B comegamos observando que ndo hé perda
de generalidade se assumirmos que L C R e, neste caso, damos uma caracterizacio
muito 1til das extensOes radicais repetidas. Esta caracterizacdo, um pouco técnica,
pode ser vista como um dos principais resultados do trabalho.‘ Ela possui outras
aplicacdes, e, em particular, pode ser usada para provar o seguinte resultado que
complementa o Teorema A:

TEOREMA C: Suponha que Q seja um corpo real e que f € Q[X] seja irredutivel de
grau fmpar. Se f possui alguma raiz & em uma extensdo radical repetida real de Q,

entdo « é a tnica raiz real de f.



No Teorema B, consideramos corpos intermedidrios de uma extensao radical repet;i-
da de grau impar sobre um corpo real. E talvez um pouco suprendente que também
no caso oposto a este, ou seja, quando o grau da extensio é uma poténcia de 2,
obtenhamos um resultado parecido. Neste caso, ndo necessitamos nem que o corpo
inicial seja real; é suficiente que sua caracteristica seja diferente de 2. O teorema a
que estamos nos referindo € o seguinte:

TEOREMA D: Suponha que @ C L seja uma extensdo radical repetida de corpos de
caracteristica diferente de 2. Se |L : Q| é uma poténciade 2e Q C K C L, entdo K
é uma extensio radical repetida de Q.

Na situacdo do Teorema D, mostraremos que K é, na verdade, uma extensio
quadrética repetida de Q.

Os Teoremas A, B, C e D, bem como o Teorema que dé a caracterizagido das ex-
tensdes radicais repetidas, sdo provados no capitulo 3, que é o principal capitulo dessa
dissertagdo. No capitulo 1 apresentamos alguns resultados de Teoria de Grupos, no
capitulo 2 alguns resultados de Extensdes de Corpos e Teoria de Galois. Finalmente,

no capitulo 4, apresentamos alguns exemplos e observagoes finais.




Capitulo 1

Teoria de Grupos

Neste Capitulo apresentaremos algumas defini¢ées e resultados da teoria de gru-
pos que serao titeis nos capitulos seguintes. Os resultados mais importantes, e que
estdo diretamente ligados ao tema desta dissertacdo, serdo demonstrados. Quanto aos
outros, apenas serd indicada a referéncia onde podem ser encontradas as suas provas.

Neste trabalho lidaremos sempre com grupos finitos.

1.1 Alguns Resultados Basicos

Para facilitar a leitura dessa dissertacido enunciaremos, nessa se¢ao, alguns resul-
tados bésicos, alguns deles muito elementares, que serdo usados no decorrer desse

trabalho.

Teorema 1.1 Sejam G um grupo e N;, i = 1,2, subgrupos normais de G. Se G/N;

€ abeliano, para i = 1,2, entdo G/(Ny N Ny) € abeliano.

A demonstragio € trivial.

A seguinte conseqiiéncia imediata do Teorema dos Homomorfismos serd usada:

Teorema 1.2 Seja ¢ : G; = G2 um homomorfismo entre os grupos G, e Gy, com

kerp = C. Se H € subgrupo de G, entio p(H) ~ %



Teorema 1.3 Sejam G um grupo, N normal em G e H subgrupo de G. Entdo

H HN .
AN = W @ em particular, |H: HON|=|HN :N|e|HN : H|=|N : NnH|.
Demonstragao: Ver [2], Coroldrio IV.12.c, p. 103. a

Definigao 1.4 Sejam G um grupo e H subgrupo de G. Dizemos que H € um subgrupo

caracteristico de G se 0(H) C H para todo automorfismo o de G.

Teorema 1.5 Sejam G um grupo e H, N subgrupos de G, com H C N e N <« G.

Entdo, se H € subgrupo caracteristico de N, H € normal em G.

Demonstragao: Ver (2], Proposicdo IV.14, p. 106.

0O

Definicdo 1.6 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O normalizador de H em
G, denotado por Ng(H), é o maior subgrupo de G contendo H, no qual H é normal,
isto é,

No(H)={g€G:gHg™ = H}.
Se K € um subgrupo de G tal que K C Ng(H), dizemos que K normaliza H.

Definicao 1.7 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O centralizador de H em

G, denotado por Cg(H), é o sequinte subgrupo de G:
Ce(H)y={9€G:9gh=hgV he H}.

Teorema 1.8 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entio Cg(H) < Ng(H) e
Ng(H)
Ce(H)

é isomorfo a um subgrupo de Aut(H).
Demonstragao: De fato,
Y: Ng(H) — Aut(H)

g = T,: H —- H
h + g lhg



é um homomorfismo com ker(y) = Cg(H).

O seguinte resultado sobre o grupo S, serd usado:

Teorema 1.9 Sejam o um p-ciclo em S,, com p primo, e P =< o >. Entdo,

Cs,(P) = P.
Demonstragdo: Podemos supor ¢ = (12..p). Seja 7 € Cs,(P). Como,

77 lor = (r(1)7(2)...7(p)), se 7-'oT = 0, devemos ter, para algum i € {1,2,...,p},

(1) =4 7@ =i+L ..., 7e-1+)=p, 7p-i+2) =1 ..., 7(p)=i-1,

ou seja, T = o'.

Defini¢ao 1.10 Sejam G grupo e H um subgrupo de G. O fecho normal de H em
G, denotado por HS, é o menor subgrupo normal em G que contém H, isto é, HC ¢

a intersecdo de todos os subgrupos normais de G que contém H.

Definicdo 1.11 Seja p um numero primo. Um grupo finito G € um p-grupo se sua

ordem € uma poténcia de p.

Teorema 1.12 (12 Teorema de Sylow)
Seja G um grupo de ordem p™.q onde p é primo e ndo divide q. Entédo, para todo

0 < n < m, eziste um subgrupo H de G tal |H| = p".
Demonstracdo: Ver [2] p. 159. » m|
Definicao 1.13 Sejam G um grupo finito, p um primo e p™ a maior poténcia de p

que divide |G|. Os subgrupos de G que tém ordem p™ sdo chamados p-subgrupos de

Sylow de G.



Teorema 1.14 (22 Teorema de Sylow)

Sejam G um grupo finito e p um primo. Entao
(1) todos os p-subgrupos de Sylow de G sdo conjugados entre si;

(2) se P é um p-subgrupo de G, entdo existe um p-subgrupo de Sylow S de G tal
que PC S.

Demonstragao: Ver [2], Teorema V.3, p. 162.

J

1.2 Grupos Ciclicos

Teorema 1.15 Seja G um grupo ciclico de ordem n. Entdo
(1) G~ Zy;
(2) eziste um tnico subgrupo de G de ordem m, para cada divisor m. de n;
(3) se Hy e Hy sdo subgrupos de G tais que |Hy| divide |H,|, entdo Hy C Hé.

Demonstracio: Ver Proposi¢oes IV.15, IV.17 e IV.18, pp. 107-108, em [2].

Teorema 1.16 O grupo dos automorfismos de Z,, € isomorfo a Z;,, o grupo multi-
plicativo dos inteiros invertiveis mddulo n. Em particular, Aut(Z,) é abeliano, sendo

ciclico se n € primo. ~

Demonstracio: Ver Proposicio IV.20, p. 112, em [2].



Observagao 1.17 Seja E um corpo. Se D é um subgrupo finito do grupo multiplica-
tivo E — {0}, que denotaremos E?, entdo D é ciclico. Assim, os subgrupos de E‘ sao
univocamente determinados por suas ordens. Se D C E* é um subgrupo de ordem n,
entdo D é o subgrupo < § >, em que § é uma raiz n-ésima primitiva da unidade em

E.

1.3 Acoes de Grupos

Defini¢do 1.18 Sejam G um grupo, C um conjunto e P(C) o grupo de permutagéies
de C. Uma representacdo de G no grupo de permutacies de C é um homomorfismo
p:G— P(C).

Nesse caso, dizemos que G atua sobre o conjunto C e o homomorfismo p é chamado
uma acdo de G sobre C. Quando C € um grupo e p(g) um automorfismo para todo
g € G, dizemos que G atua via automorfismos. Neste caso, dizemos que C' é um

G-grupo.

Observacao 1.19 Nesse trabalho, todas as a¢oes consideradas serdo via automorfis-
mo. Por isso, ao nos referirmos a uma acio, deixaremos subentendido que ela é desse

tipo.

Notagao 1.20 Se um grupo G atua sobre o grupo C segundo o homomorfismo p,
entdo, se g € G e c € C, denotamos p(g)(c) = ¢. O grupo dos automorfismos de G,
Aut(@), atua de maneira dbvia sobre G. Nesse caso, podemos escrever também o(g)

- para o € Aut(G) e g €G.

Definicao 1.21 Se C € um G-grupo, dizemos que G atua trivialmente em C se c? = ¢
para todo g € G e todo c € C. Também dizemos que G atua fielmente em C, se ¢? = ¢

para todo ¢ € C implicar g = e.

Definicao 1.22 Dado um G-grupo C, dizemos que um subgrupo M de C é invariante

por g € G, se M9 C M, em que M9 = {m9 : m € M}. Também dizemos, neste

8



caso, que G estabiliza o subgrupo M. Dizemos que M é G-invariante (ou que é um

G-subgrupo de C) se M for invariante por todo g € G.

Definicdo 1.23 Sejo G um grupo atuando sobre o grupo C, e seja c € C. O estabi-

lizador de c, denotado G, € o subgrupo de G

Ge={geG: & =c}.

1.4 Acoes com Pontos Fixos Nao Triviais

Defini¢cao 1.24 Dada uma acdo de um grupo G em um grupo C, dizemos que c € C
é um ponto fizo de um subgrupo H de G, se c* = ¢ para todo h € H. O conjunto dos

pontos fizos de H é um subgrupo de C que denotamos por Cc(H).

Observacao 1.25 Essa notagdo j4 foi usada na Defini¢io 1.7, mas aquele é um caso

particular deste, em que consideramos G atuando em G por conjugagio.

Definigdo 1.26 Dizemos que um conjunto P de subgrupos de um grupo G é uma

particdo de G se |J H=G e HN K = {e} para quaisquer H, K € P distintos.
Hep

Lema 1.27 Seja P uma particéo de um grupo finito G, e suponha que G atua num
grupo abeliano A. Se A contém um elemento cuja ordem ndo divide |P| — 1, entdo

Ca(H) # {e} para algum H € P.

Demonstragao: Escreva A aditivamente, e seja a € A, tal que a ordem de a néo
divide |P| — 1. Primeiramente observe que para cada subgrupo X C G, definindo

ax := Y, a*, temos ax € C4(X), pois para todo y € X,
zeX .

(ax)! = a® =) (@F =) a¥=) o =ax.

zeX zeX zeX zeX

Agora, suponha por absurdo que, VH € P, o elemento neutro e é o unico ponto fixo

de H. Entdo ag = 0 para todo H € P. Também ag = 0, pois ag € C4(G) C C4(H)

9



para todo H. Como P é uma particdao de G, temos

0= Y au = (IP| - Da+a¢ = (P| - De.

HeP

Mas isto contradiz o fato de termos escolhido a € A cuja ordem néo divide [P| — 1.

Assim, ag # 0 para algum H € P, ou seja, C4(H) # {0} para algum H € P. O

Corolario 1.28 Seja G um p— grupo abeliano ndo ciclico de ordem p® tal que G atua
num espaco vetorial ndo nulo sobre um corpo de caracteristica diferente de p. Entdo

algum subgrupo de ordem p em G possui ponto fixo néo trivial neste espago.

Demonstracgao: Seja V o espago vetorial ndo nulo e seja A = (V, +). Primeira-
mente vamos construir uma parti¢do P para G = Zy X Zy. ‘

Tome e # =1 € Zp X Z,. Considere H, =< z; >. Temos que |H;| = p. Agora
tome 7, € G \ H, e considere Hy =< z, >. Entdo |Hy| = p e H; n H, =< e >.
Seguindo o processo acima temos H; =< z; >, i = 1,..,p + 1, com |[H;| = p,
HNH;=<e>Vi¥jeH UH,U..UH,,; =G.

Assim, P = {Hy, Hs, ..., Hp1} é uma particdo de G.

Por hipétese, G atua em V, que é um espago vetorial sobre um corpo de carac-
teristica diferente de p. Assim, todos os elementos de A possuem ordem diferente de
p = [P| — 1. Entdo, pelo lema anterior, temos que C4(H) # 0 para algum H € P,
ou seja, existe algum subgrupo H de ordem p em G que possui ponto fixo néo trivial

neste espaco. ' O

Uma outra situagao em que vamos aplicar o Lema 1.27 é o caso do Teorema

seguinte:

Teorema 1.29 Seja G = HK, com K < G, |K| = p (p primo) e K ¢ H. Se
H +# {e} atua fielmente em K por conjugagdo e G atua num espago vetorial sobre um
corpo cuja caracteristica néo divide |K|, entdo H ou K possut ponto fizo néo trivial

neste espago.

10



Demonstragio: Dado g € G temos que g = hk, h € H, k € K. Portanto, H9 = H*.
Também, se k € K — {e} entdo K N H* = {e}. -Para. ver isto observe que, como .
K ¢ H por hipétese, temos que K N H = {e}, j4 que |K| = p, e, portanto, K N H* =
K*n H* = (KN H) = {e}.

Afirmagdo 1: Vki, ks € K, ki # ko, temos H*' N H* = {e}.

De fato, suponha que e # y € H* N H, para algum e # k € K. Entio y =
h = k™ 'hik, com h,h, € H, donde kh = h,k e, assim, h™*khk™ = h~'h;. Como
h~'khk™! € K e h™'h, € H, temos que h~'h; = e e, portanto, hy = h. Assim,
k = h7'kh, isto é, h fixa k. Mas isto contraria o fato de H atuar fielmente em K,
pois, como |K| = p, se h fixa um elemento k de K diferente de e, entdo h fixa todos
os elementos de K. Portanto, Vk # e em K, tem se H* N H = {e}. Isso implica que
se k; # ka, ki, ks € K, entdo H* N H* = {e} pois H¥ N H2=(H N H*2k1 k1,

Afirmagio 2: K = {e} U(G\ UH”).

9€G
Como H N K = {e}, temos {e}=H9N K9 = K N H. Portanto
K c(G\|JH*) U {e}.
9€G
Para ver que (G \ UHg) U{e} C K, observe que |G| = |K||H| e como

geG

B =H ¢ H'nH®={e} se ki #k,
geG keK

entao

| &1 = (H| - DIK| +1 = [H||K| - K] +1.
g9€G

Assim

(G- |J B u{e}] Gl - || B?|+1
geG geG
|K||H| - |K[|H|+|K[-1+1

I

= |K|.

11




Como conseqiiéncia das Afirmagcdes 1 e 2, temos que, P = {K, H ki ..., H*} onde
{ky, ..., kp} = K, é uma particio de G, com |P| = |K| + 1.

Seja V o espago vetorial ndo nulo e A := (V,+). Como V ¢é espaco vetorial sobre
um corpo cuja caracteristica nio divide | K|, todos os elementos de A possuem ordem
que ndo divide |K| = |P| - 1.

Assim, pelo Lema 1.27, temos que Ca(N) # {e} para algum N € P. Mas os
elementos de P sdo K ou H* k; € K.

Entdo, ou K possui um ponto fixo ndo trivial, ou H*, para algum i = 1,...,p,
possui um ponto fixo ndo trivial. Afirmamos que, se H* possui um ponto fixo nio
trivial, entdo H também possui um ponto fixo nfo trivial. De fato, suponha que H*:
fixa @ € V. Logo a* " = ¢ Vh € H e, como G atua via automorfismos, temos
akh = g ou seja, H fixa a% . Portanto a afirmagdo fica provada.

Logo K ou H possui ponto fixo ndo trivial neste espaco.

1.5 Séries Subnormais e o Teorema de Jordan-Holder

Definicao 1.30 Um subgrupo H de um grupo G € subnormal (H << G) se existe
uma série de subgrupos
Hy=H<H, <H;y«..<H,=0G.

Tal série serd denominada uma série subnormal de H a G, os subgrupos H;, i =1,...,n

Hiyy
H;’
série. Uma série subnormal de G é uma série subnormal de {e} a G.

sdo termos da série, e 0os grupos guocientes 1=0,..,m—1, sdo os fatores da

Temos o seguinte coroldrio do Teorema 1.3:

Corolario 1.31 Sejam X << G e H subgrupo de G. - Entdo |X : X N H| divide

|G : H|.

12



Demonstragdo: Sejam X < X; < ... < X, < G. Faremos indugdo em |G : X]|.
O caso n = 0 estd contido no Teorema 1.3. Agora paran > 1, podemos supor X C X.
Como |G : X,| < |G : X|, temos, pela hipdtese de indugio, que |X; : X; N H| divide
|G : H|.

Mas X < X; e HN X, é subgrupo de X,. Pelo Teorema 1.3, |X : HN X| =
[(HN X)X : HN Xy, que divide | X; : X; N H]|.

Concluimos entdo que | X : H N X| divide |G : H]. O

Notagao 1.32 Dados um ndmero primo p e um grupo G, denotamos por OP(G) a
intersecdo de todos os subgrupos normais de G cujos indices em G sdo uma poténcia

de p.

Observagido 1.33 Claramente OP(G) < G e |G : OP(G)| é uma poténcia de p, o que
decorre do Teorema 1.8. Também, OF(G) estd contido em todo subgrupo subnormal

de G cujo indice é uma poténcia de p.

Definicdo 1.34 Sejam U um grupo e G um U-grupo. Se H é um U-subgrupo de G,
dizemos que uma série subnormal de H a G € uma U-série se cada termo da série €

invariante por U.

Observacgao 1.35 Dado um grupo G, podemos sempre considerar a agdo trivial de
U = {e} em G. Nesse caso todo subgrupo H de G € um U-subgrupo e toda série
subnormal de H a G é uma U-série. Nas definigies que seguem trataremos de U-

séries, estando entdo o caso de U = {e} incluido.

Definicao 1.36 Uma U-série de composig@o para um grupo G é uma U-série

{6}=M0<M1<...<Mn=G

M

M;

tal que cada fator nao tem subgrupo normal U-invariante.
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Observacao 1.37 Todo U-grupo finito possui uma U-série de composicao e toda U-

série subnormal de um grupo finito pode ser refinada para uma U-série de composigao.

A demonstragdo para o caso de U = {e} pode ser encontrada em [2] p. 199, € o

mesmo argumento utilizado nela se aplica para o caso U qualquer.

Definicdao 1.38 Sejam G um grupo, M e N dois G-grupos. Dizemos que M e N sdo
G-isomorfos se existe um isomorfismo ¢ : M = N tal que p(m?) = o(m)?, para todo

meM e g€ G. Nesse caso, dizemos que ¢ € um G-isomorfismo.

Definicao 1.39 Seja U atuando sobre um grupo G. Duas U-séries subnormais de G
s@o equivalentes se existe uma bijecdo entre os fatores nao triviais da primeira € 0s

da sequnda série tal que os fatores correspondentes sio U-isomorfos.

Teorema 1.40 (Jordan Hdlder) Sejam U um grupo e G um U-grupo. Entdo todas

as U-séries de composicdo de G sdo equivalentes.

Demonstragio: Pode ser encontrada em [2] p. 203,‘pa;ra o caso U = {e}. Tal

prova é facilmente generalizada para caso U qualquer. O

Lema 1.41 Sejam N um grupo finito e M << N; seja MY o fecho normal de M

em N . Entao:
(a) todo automorfismo de N que estabiliza M também estabiliza MY ;

(b) ezxiste uma série subnormal de M a N tal que todo automorfismo de N que

estabiliza M também estabiliza cada um dos termos da série.

Demonstracao:
(a) Seja ¢ um automorfismo de N que estabiliza M. Temos MY = () K.
MCKJN
Portanto,

o(M") = o ﬂ K) = n o(K).

MCKJAN MCKQN
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Como M C K < N se, e somente se, M C o(K) < N, temos que () a(K): MN
e, portanto, todo automorfismo de N que estabiliza M também (::tgalf)?llivza MV,

(b) Faremos indugdo em |N : M|. O lema é claramente verdadeiro para
|N : M| = 1. Assuma que |N : M| > 1 e que o lema seja verdadeiro para qual-
quer grupo G e subgrupo K satisfazendo suas hipéteses e tal que |G : K| < [N : M|.
Como o caso N = M é trivial, podemos assumir que M C MY < N, em que MV
denota o fecho normal de M em N. Note que o fecho normal M¥ é préprio em N,
pois M é préprio e subnormal. Vemos que |[MY : M| < |N : M|. Assim, pela hiptese

de indugdo, podemos achar uma cadeia de subgrupos
M=M,< M <« ...QM,-_IT—MN

em que cada subgrupo M; é estabilizado pelos automorfismos de MY que estabilizam

M.
Para concluir a prova, basta mostrar que a cadeia M < M; < ... < MY 9 N
satisfaz as condicdes do lema. Para isto devemos tomar um automorfismo o de NV que

estabiliza M e mostrar que ele estabiliza M"Y, o que é verdadeiro por (a). O

1.6 Automorfismos Livres de Pontos Fixos

Lema 1.42 Sejam G um grupo e o um automorfismo de G, de ordem n, livre de

pontos fizos. Entdo

(1) Todo elemento de G pode ser ezpresso na forma

27 (o(2)) € (a(¥))y™

para z,y € G.

(2) Para todo z € G, temos

(0 (z))...(6" "} (z)) = (6" }(z)...0(z))z =e.
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Demonstragao:

(1) Se Y (o(z)) = y~'(o(y)) com z,y € G, entdo zy~' = o(zy~"). Logo, como o é
livre de pontos fixos, y~! = e e £ = y. Assim, existem tantos elementos distintos em
G da forma z7!(o(z)) quanto elementos z em G e, conseqiientemente, todo elemento
de G pode ser expresso desta forma. Similarmente, todo elemento de G pode ser
expresso da forma (o(z))z~!. Assim (1) estd verificado.

(2) Se z € G,entdo ¢ = y~'(o(y)) para algum y em G, por (1). Conseqgiientemente

2(0(2))-(6"(z)) = yHo@W)oly o). 0"y o))

= ylo"y) =y ly=e

A segunda relagdo de (2) é provada similarmente. O

Corolario 1.43 Seja G um grupo. Se o € um automorfismo de G de ordem 2, livre

de pontos fizos , entdo G é abeliano e o(r)= ™! para todo = € G.

Demonstragio: Pelo Lema 1.42 (2) temos que zo(z) = e, donde o(z)=z"! para

todo z € G. Mas, se z,y € G, temos

(zy) ™ = o(zy) = o(z)o(y) =27y

1

Assim, y~lz~l=z"1y~! ¢, portanto, temos que G é abeliano. O

Lema 1.44 Sejam M << N e suponha que M € invariante por o, onde 0 € Aut(N)
possui ordem prima p. Se o atua livre de pontos fizos em todos os fatores de alguma
série subnormal invariante por ¢ de M a N, entdo o atua livre de pontos fizos em

todo quociente R/S com M C S A RC N, onde R e S sdo invariantes por o.

Demonstragao: Seja X a série subnormal de M a N invariante por o tal que o atus

sem pontos fixos em cada um dos seus fatores. Afirmamos que a tnica classe lateral
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3 direita de M em N que fica fixa por 0 é M e, assim, [N : M| = 1 mod p (veja
Observagdo 1.45 a seguir).

De fato, suponha que a classe lateral My é invariante por o e considere 0 menor
termo Y de X que contém y. Se Y = M, entdo My = M, como queriamos. Assim,
podemos supor Y > M e chegar a uma contradi¢do. Considere X exatamente inferior
aY em X. Entdo X <Y (pois X, Y € X) e ambos X e Y sdo invariantes por o, €, por
hipétese, o atua sem pontos fixos no quociente Y/X. Mas Xy = X (My) é invariante
por o e, assim, como o atua sem pontos fixos em Y/X, y € X, contradizendo a escolha
deY .

Agora sejam R e S como no enunciado do lema e suponha que o estabilize a classe
lateral Sr € R/S. Como M C S por hipétese, vemos que Sr ¢ uma unido de (S : M|
classes laterais a direita de M, que sdo permutadas por o. Mas, como |N : M| =
|IN : S||S : M|, temos que |S : M| divide |N : M|, que ndo é divisivel por p, pois
provamos que |N : M| = 1 mod p.

Uma pequena modificagdo do argumento da observagao 1.45 abaixo, mostra que o
fixa uma das classes laterais de M em Sr e, assim, M C Sr. Mas temos que M C S

donde St = S, ou seja, o atua livre de pontos fixos em todo quociente R/S. m|

Observagao 1.45 Na demonstragido anterior usamos o seguinte resultado:
Seja M um subgrupo de N. Seja o € Aut(N) de ordem prima p que deiza M
invariante. Se a tunica classe lateral de M em N que fica fira por ¢ é M entao

[N: M| =1 mod p.

Demonstracio: Seja n+1:=|N : M| e sejam M, M,,,..., M, as classes laterais
de M em N. Entdo, como elemento de S,,, 0 = 0,03...0% onde os sdo ciclos disjuntos.
Como o(o)=mmc(comprimentos de ¢;), usando que o(c) = p, temos que todos os

0; tem comprimento p, (j4 que ¢ ndo fixa nenhuma das n classes), e, assim, n = kp.
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Portanto n +1 = kp + 1, e como, por hipétese, [N : M| = n+ 1, temos que
|IN: M| =1modp.

Teorema 1.46 Sejam M C R C N com M << N, onde N é um grupo finito.
Suponha que o € Aut(N) possua ordem 2 e que M seja invariante por o. Se o atua
sem pontos fizros em cada fator em alguma série subnormal invariante por o de M a

N, entdo R << N e R € invariante por o.

Démonstragéo: O resultado é trivialmente verdadeiro quando R = N e, quando
|N| = 1. Assim, podemos assumir M C R < N e 1 < |N|, e trabalhar por dupla
inducio: em |N : R| e em |N|. Se existe um subgrupo S com R < S < N entdo,
como [N : S| <|N:R|eMC S C N satisfazem as hip6teses do teorema, temos que
S << N e S é invariante por o.

Seja M = My < M < ... < M, = N a série subnormal de M a N do enunciado

do teorema. Pela interse¢do desta série com S, temos que'
M<JIMNS<..<M,_1NSKS,

ou seja, existe uma série subnormal invariante por o de M a S, e, pelo Lema 1.44,

M, NS
M;nS
como |S| < |N|, podemos aplicar a hipétese de indugdo a situagdo M C R C S,

o atua sem pontos fixos em cada fator dessa série subnormal . Portanto,
donde temos que R << S e R é invariante por o.

Assim temos R << S e S << N donde R << N.

Agora, consideremos o caso que nio existe tal S, ou seja, R é um subgrupo maximal
de N. Seja H = MV o fecho normal de M em N, e escreva D = RN H. Observe que
H < N, pois M é préprioem N (M C R < N) e subnormal, que D < Rpois H < N
e que H é invariante por ¢ pelo Lema 1.41 (a). Além disso, como R é subgrupo

maximal, R ¢ H e assim |D| < |R].
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Afirmagdo: D é invariante por c e D < N.

De fato, temos entdio M C RN H C H,ouseja M C D C H. Também |H| < |N|
e fazendo a interse¢do da série subnormal M = M < ... < M, = N com H temos que
MaMNH<..M,.1NH < H, ou seja, existe uma série subnormal invariante por
o de M a H. Podemos entio aplicar o Lema 1.44 e concluir que ¢ atua sem pontos
fixos em cada fator da série subnormal de M a H. Assim, aplicando a hipétese de
inducgdo, temos que D << H e D é invariante por o . Segue que, ou D = H e, neste
caso, D < N, ou Ng(D) > D. Na fltima situagio, Nn(D) £ R e assim Ny (D) > R.
Segue, da maximalidade de R, que Ny(D) = N. Portanto, em ambos os casos, temos
D < N e a afirmagao estd provada.

Entdo, pelo Lema 1.44, o age em N/D sem pontos fixos, e como ¢ possui ordem
2, segue, do Coroldrio 1.43, que N/D é abeliano. Portanto, todo subgrupo de N/D é
normal, e, assim, R < N e portanto, em particular, R << N. Também, pelo corolario

1.43, o(z) = ! e portanto R é invariante por o. O

1.7 Grupos Soluveis

Definicao 1.47 Um grupo G € solivel se possui uma série subnormal cujos fatores

séo abelianos.

Teorema 1.48 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G, e N um subgrupo normal

de G.

(1) Se G é solivel, entdo H € soluvel.
(2) Se G € solivel, entdo G/N € solivel.

(3) Se N e G/N sdo soliveis, entdo G € solivel.

Demonstragao: Veja [7], p. 126. 0O
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Definicdo 1.49 Seja G um grupo. O grupo dos comutadores de G, denotado por

[G, G), é o subgrupo de G gerado pelo conjunto {zyz~'y~':z,y € G}.

Definigdo 1.50 Dado um grupo G, definimos, por inducdo, G =G e

G = [G61, G-V > 1.

A série G® > G 5 G? ... é chamada série derivada de G.

Teorema 1.51 Seja G um grupo e H = [G,G). Entio H < G, G/H abeliano e se
N < G com G/N abeliano, entdo H C N.

Demonstragao: Elementar. O

O seguinte coroldrio é imediato.

Corolario 1.52 Se H=H, < H,_; < .. < H, < Hy=G com HHi abeliano, entdo
i~1

GY C H;.

Coroldrio 1.53 Seja G um grupo. Entdo G € soldvel se e somente se eriste um
inteiro n tal que G™ = {e}. Mais geralmente, se N < G, G/N ¢ solivel se e

somente se G™ C N para algum inteiro n.

Demonstragao: Ver [2], p. 204. m|

Teorema 1.54 Sejam G um grupo de ordem p™ e H subgrupo de G. Entdo ezistem
subgrupos

Hi.

tais que H; < Hyyq e ¢ um grupo ciclico de ordem p, para todo ¢ =0,...,m — 1.

i

Em particular G é solivel e todo subgrupo de G € subnormal.

Demonstragao: Pode ser encontrada em [2] p. 166.
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1.8 Anéis de Grupos

Defini¢ao 1.55 Sejam F' corpo, G grupo finito. Definimos

FG={D) Xg X €F, geG}

com as seguintes operagoes:

e (X A9) (’§G prh) = 32 Agungh

gcec

o S Agg+ Y g = Zc()\g + 1g)g
g€

geG geG
Pode-se provar que FG € um anel com unidade com estas operagdes. Além disso,

FG possui uma estrutura de F -espago vetortal:
e A(D2 Ag) = 2 Mgy
gcG 9€G

Defini¢do 1.56 Dados V um espago vetorial de dimensdo finita sobre um corpo F' e
G um grupo, suponha que Vv € V e z € FG, esteja deﬁm'do um dnico elemento v

de V. Suponha que Vz,y € FG,Vv,w € V eVc € F, se tenha:
(a) (v +w)z=vz+wz
(b) v(z +y) =vz +vy
(c) (vz)y = vlzy)
(d) (cv)z = c(vz) = v(cz)
(e) vi=v
Entdo V é um FG-mddulo.
Observacgao 1.57 Se o grupo G atua sobre o F-espago vetorial V, entdo V pode ser

visto de maneira natural como um FG-mdéddulo.
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Teorema 1.58 ( Maschke)
Sejam F um corpo e G um grupo em que a caracteristica de F' ndo divide |G|.
Entdo, todo FG-mddulo V' é completamente redutivel, isto é, dado W um FG-submddulo

de V, existe Wi um FG-submddulo de V tal que V =W @ W,.
Demonstragio: Veja [12], p. 253. O

Vamos usar o Teorema de Maschke em uma situagdo em que podemos garantir a

unicidade de Wi, a saber, a situagdo descrita no teorema abaixo.

Teorema 1.59 Sejam F um corpo e G um grupo cuja ordem ndo é divisivel pela
caracteristica de F. Seja N < G. Seja V um FG-mddulo e seja P C V o conjunto
dos pontos fizos de N. Entdo, P é um FG-submddulo de V, e eziste um wunico

submddulo W de V tal que V=P W.
Para demonstrar esse teorema vamos precisar dos resultados abaixo.

Defini¢ao 1.60 Sejam G um grupo e V # {0} um FG-mddulo. Entdo, V € um

FG-mdédulo irredutivel se os seus unicos submddulos sGo 0 e V.-

Teorema 1.61 Seja V um FG-mddulo. Entdo, V é completamente irredutivel se e

somente se V é soma direta de submddulos irredutiveis.
Demonstragdo: Ver [9] p. 5, Teorema 1.10. O
Notacao 1.62 Dados um FG-mddulo V completamente redutivel e M um FG-mddulo

irredutivel, denotaremos por M(V') a soma de todos os submddulos de V que sdo iso-

morfos a M.

Teorema 1.63 Seja V um FG-mddulo completamente irredutivel e suponha que V

seja a soma direta de submddulos irredutiveis Wi, i = 1,...,k. Seja M um FG-
mddulo irredutivel. Entdo, M(V)= > W,
$€{1,2,....k}
WM
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Derhonstragéo: Veja [9], p.6, Lema 1.13. O

Demonstragio: (Teorema 1.59) Claramente P é um subespago de V.
Sex € P,ge G en € P, entao,
(zg)n = z(gn) = z(gng~'g) = z(gng~')g = zg,
0 que mostra que P é realmente um submddulo de V.

A existéncia de W ¢ garantida pelo Teorema de Maschke. Resta mostrar a unici-
dade.

Aplicando o Teorema de Maschke a P e a W, podemos escrever P como soma
direta de submddulos irredutiveis P;, i = 1, ...,n e W como soma direta de submddulos
irredutiveis W;, i = 1, ...,m, o que nos dd uma decomposicao de V em soma direta de
submédulos irredutiveis.

Mas, dado M submédulo irredutivel de V', no qual a agdo de N € nao trivial,

temos, pelo Teorema 1.63, que M(V) = Y. W,. Assim, W =) M(V), onde M

ie{l,...,m}
WixM

percorre os submédulos irredutiveis de V', nos quais a agdo de N é ndo trivial. Mas

isto mostra a unicidade de W. O
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Capitulo 2

Extensoes de Corpos e Teoria de

Galois

Neste Capitulo trataremos de extensGes normais e separaveis e do teorema Funda-
mental da Teoria de Galois. Na terceira secio serd introduzida a nocdo de extensao
radical, e provaremos alguns resultados que serdo 1teis nos capitulos 3 e 4. Trataremos

apenas de extensdes finitas.

2.1 Extensoes Normais e Separaveis

Definicao 2.1 O grupo de Galois Gal(L : K) de uma extensdo L : K € o grupo de

todos 0s K -automorfismos de L com a composicio de fungoes.

Definicao 2.2 Uma extensido L : K é normal se todo polinomio irredutivel f sobre

K que possui uma raiz em L se fatora completamente em L.

Definicao 2.3 O corpo S € corpo de fatoragdo ou corpo de raizes sobre K para o

polinémio f(X) € K[X]se KC S e
(2) f se fatora completamente sobre S;

(i) se K CS'C S e f se fatora completamente sobre S’ entio S = S'.
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Teorema 2.4 Seja L : K uma extensao finita de corpos. Entao, sdo equivalentes:
(1) L: K é normal;
(2) L € corpo de fatoragio de algum polinémio f(X) € K[X];

(3) Para qualquer extensdo n_ormal M de K contendo L, todo K-monomorfismo de

M ¢é um K-monomorfismo de L.

Demonstracdo: Ver Teoremas 8.4 p. 91 e 10.5 p.109 em [7].

Teorema 2.5 Suponha gue L : K seja uma extensido normal finita e o, 8 sejam
raizes em L do polindmio irredutivel f sobre K. Entdo exriste um K-automorfismo o

de L tal que o(a) = B, isto é, Gal(L : K) atua transitivamente nas raizes de f.

Demonstragdo: Ver Proposi¢do 10.2, p. 107, em [7].

Definicao 2.6 Seja L uma extensdo algébrica de K. O fecho normal de L : K € uma

extensdo E de L tal que
(1) E: K € normal;
(i) se LCM CE eM: K énormal entdio M = E.

O préximo teorema garante que o fecho normal de uma extensdo finita sempre

existe.

Teorema 2.7 Se L : K é uma extensdo finita, entdo existe um fecho normal L que

€ uma extensdo finita de K. Se L K é separdvel, entdo L : K € separdvel.

Demonstracao: Ver Teorema 10.3, p. 108, em [ﬂ
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Definicao 2.8 Um polinémio f, irredutivel sobre um corpo K, € separdvel sobre K,
se ndo possui zeros multiplos em um corpo de fdtoraaio.

Se L : K é uma extensdo de corpos, entdo um elemento algébrico a € L sobre K
€ separdvel sobre K, se seu polinémio minimo sobre K ¢é separdvel sobre K.

Uma extensdo algébrica L : K é uma extensdo separdvel, se todo a. € L € separdvel

sobre K.

Lema 2.9 Seja L : K uma extensdo finita de corpos onde K tem caracteristica zero

ou caracteristica de K ndo divide |L : K|. Entdo L : K é uma eztensdo separdvel.

Demonstragao: Ver Proposi¢do 8.6, p. 95, em [7]. O

Defini¢ao 2.10 Dizemos que uma extensdo finita L O K € de Galois, se L for normal

e separdvel sobre K.

Teorema 2.11 Seja L O K uma eztenséo de Galois. Se L € o corpo de raizes do
polinémio f(X) € K[X] irredutivel de grau n, entido Gal(L/K) € isomorfo a um

subgrupo de S;,.

Demonstragio: Se « é raiz de f, entdo claramente, se 0 € Gal(L/K), o(o) é
também raiz de f. Assim, ¢ permuta as raizes de f. Como ¢ fica determinado por
sua ac¢do no conjunto das raizes de f, temos Gal(L/K) isomorfo a um subgrupo de

Sh.

2.2 O Teorema Fundamental da Teoria de Galois

Seja L : K uma extenséo de corpos com grupo de Galois G. Sejam F o conjunto de
todos os corpos intermedidrios e G o conjunto de todos os subgrupos de G. Definimos
duas fungoes:

x: F—=G
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+:G> F

tais que, se M € F, M* é o grupo de todos os M-automorfismos de L, e se H € G,
H™* é o corpo fixo de H.
Enunciaremos agora o Teorema Fundamental da Teoria de Galois. Sua demons-

tragio pode ser encontrada em [7], p. 114, Teorema 11.1.

Teorema 2.12 (Fundamental da Teoria de Galois)
Se L : K ¢ uma extensdo normal e separdvel de grau n, com grupo de Galois G, e

se F,G,*,+ sao descritos acima, entdo:

(1) O grupo de Galois G possui ordem n;

(2) as fungdes * e + sdo mutuamente inversas e temos uma correspondéncia biuni-

voca entre F e G;

(3) se M € um corpo intermedidrio entdo
|L:M|=|M"| e |M:K|=|G|/|M";

(4) um corpo intermedidrio M é uma extensdo normal de K se, e somente se, M*

€ um subgrupo normal de G;

(5) se um corpo intermedidrio M € uma extensGo normal de K entdo o grupo de

Galois de M : K é isomorfo ao grupo quociente G/M*.

Coroléario 2.13 Sejam @QQ T E uma ertensdo de Galois e corpos F' e L com

QCFCE eQCLCE. Entio
Gal(E/LF) = Gal(E/L) N Gal(E/F)
e, se F/Q é normal, entdo

Gal(E/L N F) = Gal(E/L)Gal(E/F).
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Demonstragao:
Seja o € Aut(E). E claro que o deixa FL fixo se e somente se o deixa F e L fixos.
Logo temos que Gal(E/FL) = Gal(E/F)N Gal(E/L).
Agora, para a outra igualdade:
E claro que LN F é 0 maior corpo contido em L e F, logo Gal(E/LNF) é o menor
“subgrupo de Gal(E/Q) que contém Gal(E/L) e Gal(E/F), isto é, é o subgrupo
Gal(E/L)Gal(E[F). a

Teorema 2.14 .

Sejam F,E e L subcorpos de um corpo ) e suponha que E DO F € uma extensdo
de Galois. Seja K = EL, a composi¢cdo. Entdo K é Galois sobre L e Gal(K/L) ~
Gal(E/E N L). Em particular, |K : L|=|E:ENL|e|K:E|=|L: ENL]|.

Demonstragao: Ver Teorema 29, p.67, em [5].

2.3 - Extensoes Radicais

Definigao 2.15 Uma estensdo F C L é dita uma extensdo radical se L = Flaj, em

que o € L é um elemento com a™ € F para algum inteiro positivo n.

Teorema 2.16 Seja ¢ € C uma raiz k-ésima primitiva da unidade. Entdo,
Qe) : Q| = <p(k), em que @(k) denota o ndmero de inteiros positivos menores do
que k e primos com k. Também, Q(¢) : Q € de Galois e Gal(Q(e)/Q) = Zi*, o grupo
multiplicativo dos inteiros mddulo k invertiveis, sendo, portanto, abeliano. Se k €

primo,Gal(Q(e) /Q) € ciclico.

Demonstragao: Ver Teorema 20, p. 57, em [5].
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Corolario 2.17 Sob as hipdteses do Teorema 2.16, suponha que k = p seja primo
com p— 1 = 2n. Entdo, existe um inico corpo E C Q(¢) com |[E : Q| = n. Além

disso, E C R e E € Galois sobre Q.

Demonstragao: A existéncia e unicidade de F, e também o fato de E ser Galois
sobre Q, decorrem do Teorema da Correspondéncia de Galois (Teor. 2.12), e do fato
de Gal(Q(€)/Q) ser ciclico, possuindo, portanto, exatamente um subgrupo de ordem
2. Como |C : R| = 2, usando o Teorema 2.14 com F = Q, E = Q(¢), L = R, obtemos
que

Q) : RN Q(e)| = R(e) : R < [C: K| =2
Como € ¢ R, temos |Q(e) : RNQ(e)| =2 e E =Q(e) NR. Portanto £ C R

Coroléario 2.18 Seja Q C C um corpo qualguer e € € C uma raiz p-éstma primitiva
da unidade, com p primo. Entdo |Q(¢) : Q| divide p — 1, Q(e) € Galois sobre Q e
Gal(Q(e) : Q) é ciclico.

Demonstragao: Conseqiiéncia dos Teoremas 2.16 e 2.14.

]

Vamos precisar da seguinte versio do Teorema 2.16 para o caso de um corpo

qualquer:

Teorema 2.19 Seja Q) um corpo e o uma raiz da unidade contida em um corpo

QD Q. Entdo Q) : Q € uma estensdo abeliana.

Demonstracgao: Seja n um inteiro positivo tal que a é uma raiz n-ésima primitiva.
Entdo, como 1, ¢, ...,a" ! sdo n raizes distintas de X™ — 1, temos que Q(a) é corpo
de raizes do polindmio separdvel X™ — 1 sobre Q. Logo Q(c) : @ é de Galois.

O fato de Q(c) : @ ser abeliana é conseqiiéncia do fato de se ter, Vo € Gal(Q(a) :

Q), o(a) = o}, onde i é um inteiro positivo que depende de o. O
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Notagao 2.20 Seja L : K uma ezxtensdo de corpos, e o € L algébrico sobre K.

Denotamos por ming(a) o polinémio minimo de o sobre K.

Lema 2.21 Sejam Q C L corpos e suponha que L = Qal, onde o™ € Q para algum

inteiro n > 1. Sejad = |L : Q|. As seguintes afirmativas sdo verdadeiras:

1) Em qualquer extensdo de L, todas as raizes do polinémio minimo ming(c) pos-
p Q

suem a forma da, em que § € uma raiz n-ésima da unidade;
(2) Temosd < n, e se o € Q, entdo d divide n.

(3) Emiste uma raiz n-ésima da unidade € € L, tal que ea® € Q. Em particular, se

Q contém todas as raizes n-ésimas da unidade em L, entdo o® € Q.

Demonstragio: (1) Escreva a = o"; assim, o é uma raiz de X" —a € Q[X]. O
polinémio minimo f = ming(a) divide X™ — a e, desta forma, cada raiz S de f é
também raiz de X™ — a. Deste modo " = a, donde 8 = da, onde § é uma raiz
n-ésima da unidade. |

(2) Como d = grau (f), onde f = ming(c), é verdadeiro que o ¢ Q para todo
expoente inteiro 0 < r < d; em particular, temos d < n. Escreva n = ¢d + 7 com
0 < 7 < d; vemos que o = o™(a?)~9, que pertence a @, se a? € Q. Segue, entdo, que
r ndo pode ser positivo neste caso e, portanto, 7 = 0. Assim, d divide n.

(3) Como grau (f) = d segue, de (1), que o produto das d raizes de f em um corpo
de rafzes (contando as multiplicidades) possui a forma ea? para alguma raiz n-ésima
da unidade € no corpo de raizes. Mas este produto é igual a +£(0) e, assim, pertence
a Q e, conseqiientemente, a L. Como o € L, concluimos que € € L, como querfamos.

O

Corolario 2.22 Seja f(X) = X?—a € Q[X], em que Q € um corpo e p € um nimero

primo. Entdo, ou f € irredutivel, ou f possui uma raiz em Q.
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Demonstragdo: Seja o uma raiz de f em alguma extensio E = Q[a] e escreva
m = |E : Q|. Se m = p, entao f é irredutivel e, assim, podemos supor que m < p.
Em particular, m e p sdo primos entre si e podemos encontrar inteiros & e ¢ tais que
m.k +pf = 1. Como o € @, sabemos, pelo Lema 2.21 (3), que ea™ € Q para alguma

raiz p-ésima da unidade e. Assim

o = fa™ P = (ea™)F(of)t € Q.

Como €*

« é uma raiz de f, isto completa a demonstracao. a
Definigdao 2.23 Dizemos que um corpo L € quase real se L possui caracteristica zero

e as unicas raizes da unidade em L sdo *1.
Exemplo'2.24 Q(+/2i) é um corpo quase real que nio ¢ real.

Lema 2.25 Seja Q C L uma ezxtensdo radical e assuma que |L : Q| = p onde p é um

primo impar.

(1) Se L é Galois sobre Q, entdo L contém alguma raiz da unidade diferente de +1,

e assim L ndo é quase real.

(2) Se L ndo é Galois sobre Q, entdo L = Q[c] para algum elemento a com o € Q.

Demonstracido: Escreva L = Q[a], onde alguma poténcia de o pertence a Q, e
considere o polinémio minimo f = ming(c).

(1) Se L é Galois sobre @, entdo f possui grau (f) = p > 3 raizes distintas em L.
Pelo Lema 2.21 (1), cada raiz possui a forma éa para alguma raiz da unidade 6 € L
e, desta forma, L contém trés raizes distintas da unidade donde, no minimo, uma €
diferente de +1.

(2) Pelo Lema 2.21 (3), sabemos que ea? € @ para alguma raiz da unidade € € L,
donde temos Q C Qle] C L. Se L nio é Galois sobre @, entdo L # Qle]. Como |L : Q|
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é primo, concluimos que Q] = Q e € € Q, donde segue que of € Q.

Definicdo 2.26 Dizemos que a extensdo Q@ C E € abeliana se é uma extensdo de

Galois tal que Gal(E/Q) é um grupo abeliano.

Lema 2.27 Sejam @Q C K C F, onde K ¢ abeliano sobre Q). Entdo existe um corpo
FcomQC KCF CF tal que F € abeliano sobre Q e contém todas as raizes da

unidade em E.

Demonstragao: Seja D = {r € E| 2™ = 1 para algum n > 0}. Seja L := Q[D] C E.
Como |E : Q| é finito, entdo @Q[D] pode ser obtido por um nimero finito de elementos
di,.,dn € D. Logo F := QD] = Qdy,..,dn] = Q[< dy,...,dn >]. Evidente-
mente, < di,...,d, >C E?%, logo < dj,...,d, > € ciclico. Seja @ € D um gerador de
< di,...,dn >. Entdo L := Q[D] = Q|e].

Observe que o™ = 1 para algum n > 1. Entdo, pelo Teorema 2.19, L : ) é uma
extensdo abeliana.

Tome F = KL. Pelos Teoremas 2.13 e 2.12(4), temos que KL : @ é de Galois.
Resta mostrar que € abeliana.

Sejam 0,7 € Aut(F/Q). Queremos mostrar que ¢ o T = T o g, isto € , que
gort(z) = Too(z), Vz € F. Isto é que o0 o7(z) = Too(z),¥z € KUL. Ou
ainda que ¢ o 7(z) = 7 0 0(z),Vz € K, o que é verdadeiro pois K : @ é abeliano, e

ooT1(z) = T7o0(z),Yz € L, 0 que é verdadeiro pois L : Q é abeliano.

Lema 2.28 Suponha que L e S sejam, respectivamente, uma extensdo radical e uma

extensdo de Galois sobre algum corpo Q. Se L e S sdGo quase reais, entdo

ILNS:Q| L2

Demonstragdo: Escreva L = Q[a], onde alguma poténcia de a estd em @, e seja

m = |L : LN S|. Como L é quase real, as tnicas raizes da unidade em L sdo +1.
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Assim, L N S contém todas as raizes da unidade em L. Segue, pelo Lema 2.21(3),
quea™ € LNS. Sejam f=a™e F = Q8] C LNS. Observe que a é uma raiz do

polinémio f(X) = X™ — B € F[X] e, desta forma, temos

m=|L:LNS|=|Fla]: LNS| < |Fla]: F| = grau (min(a)) < m,

o que implica que LN S = F = Q[f].

Escreva ¢ = ming(8) e note que g se fatora completamente sobre S pois, por
hipétese, S é Galois sobre . Mas alguma poténcia de a estd em (), e 0 mesmo é
verdadeiro para 3, donde segue, do Lema 2.21(1), que toda raiz de g é da forma g,
para alguma raiz da unidade ¢ € S. Como S é quase real, as \inicas possibilidades
sio € = +1 e, assim, g possui no mdximo 2 raizes . Como as raizes de g sdo distintas

(Lema 2.9), isto mostra que

ILOS: Q| =grau (g) < 2.
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Capitulo 3

Corpos Reais e Extensoes Radicais

Repetidas

Neste Capitulo provaremos os Teoremas A, B, C e D enunciados na Introducao.
Para isso, em vérias situagbes neste Capitulo, dada uma extensio separdvel de corpos
L : Q, vamos considerar uma extensio de Galois E : ¢, com L C E e, usando o Lema
2.27, um corpo F' C E, abeliano sobre @), tal que F contérﬁ todas as raizes da unidade
em E.

Denotaremos G = Gal(E/Q), U = Gal(E/L), N = Gal(E/F). Temos que U é
um subgrupo de G ¢ N < G. Definiremos M = UNN. Assim, M < U. Observe que,
pela correspondéncia de Galois, |G : U] = |L : Q| e G/N ~ Gal(F/Q) é abeliano.
Além disto, pelo Teorema 2.13, |G: UN|=|LNF : Q|.

3.1 Extensoes Radicais de Grau Primo

Definicdo 3.1 Seja K um corpo e seja f € K[X| um polindmio. Dizemos que f é
soldvel por radicais se f se fatora sobre uma extensio L D K para a qual eziste uma
cadeia de corpos K = Ky C K, C ... C Ky = L tal que K; = Ki_1[oy) para 1 <1 <k,
onde o; possui alguma poténcia em K;_y. Tal extensdo de um corpo K € dita extensdo

radicael repetida de K.
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Nesta secio daremos uma caracterizacdo das extensbes radicais repetidas L : @

de grau primo p, com p diferente da caracteristica de . Nesta situagdo, L nio pode
ser uma extensdo radical repetida de Q) exceto quando L for de fato uma extensao

( radical. Podemos considerar apenas primos p > 2, j4 que toda extensdo quadritica
de corpos de caracteristica diferente de 2 é radical. De fato, se L : Q é uma extensdo
quadrética, entdo L = Q[a], em que a satisfaz um polinémio quadrético em Q[X] da

forma X2 4+ aX + b, ou seja,

2 2
2 a® 4 _a*
X+aX-l-4+4 1

donde temos que

(av5) = 3"

Como Qla] = Qe+ 5] e (a+ ‘21)2 € @, temos L : @ radical.

O principal resultado desta secdo é o seguinte:
Teorema 3.2 Seja Q C L, com |L : Q| = p, em que p é um primo impar ndo igual &
caracteristica de Q. Seja E O L Galois sobre Q@ e suponha que F C E seja abeliano
sobre Q e contenha as raizes da unidade em E. Sejam G,N,U e M subgrupos como

descritos acima. Entdo L é uma extensao radical de Q ndo contida em F' se, e somente

se, as seguintes condicdes sdGo verificadas:
1) |N:M[=p;
(2) M < N;
(38) N/M éU-isomorfo a um subgrupo de E*, onde E* denota o grupo multiplicativo
de E. (A agdo de U em N/M é uma ac@o via automorfismo internos, isto é

¢ € U,0 € N, entdo 3° := ¢~lop. A agdo de U num subgrupo de E* € dada
por £ .= ¢(£), para p € U e € D).

Demonstrag¢ao: Suponha que L seja uma extensdo radical de @ ndo contida em F'.

Como, por hipétese, |[L : Q| = p, p primo, temos L N F = Q. Assim,
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pelo Corolario 2.13,
UN =Gal(E/LNF)=Gal(E/Q) =G.

Segue que |N:M[=[N:UrTN[=[UN:U[=[G:U|=[L:Q[=p,oqueprova
(1)

Além disto, todas as raizes da unidade em L estdo em F e, portanto, em ). Como
|L : @| = p e estamos supondo que L é radical sobre ), podemos aplicar o Lema 2.21
(3), e escrever L = Q[c], onde o® € Q.

Tome 7 € N\ M. Entio, como M =UNN, 7 ¢ U ea” # a Como o € Q,
temos que af = (af)” = (a”)” e, portanto, (£)” = 1. Como £ # 1, temos & = ¢
onde € é uma, raiz p-ésima primitiva da unidade. Escreva D =< € >C E“‘, e note que
|D[ =p.

Como Lle] é o corpo de raizes sobre @ do polindmio X? — of € Q[X], vemos que
L[e] é Galois sobre Q. Pelo Teorema 2.14, a composicdo L[e]F' é Galois sobre @, pois,
ambos L[e] e F sio Galois sobre Q. Como € € F, Lle]F - LF e, pelo Teorema, 2.13,
Gal(E/LF)=UNN =M. '

Logo, pelo Teorema 2.12, M < N, o que prova (2).

Como, por (1), |%| =peT & M, temos que a classe lateral M1 gera N/M e,
assim, para um elemento arbitrario o € U, 79 = ur*, para algum inteiro s e algum
elemento u € M. Para provar (3) mostraremos que € = €’. Como o =ex e 0, €

1

portanto o~ ', assim como y, fixam o, temos

a’ =’ =(ae)’ = (@) =a" =a° " =0o" =" =a" =af
Entdo € = €’ e portanto (3) estd verificada.
Suponha que (1), (2), (3) sejam verdadeiras. Vamos provar que L € uma extensio

radical de @) ndo contida em F'.

Por (1), temos [UN : U| =|N: M|=p=|L: Q| =|G:U|. Assim, UN =G.
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Pelo Teoremas 2.12 e 2.13 temos [LNF : Q| = |G : UN|, donde LN F = Q ¢, em
particular, L  F. Resta agora mostrar que L é radical sobre Q.

Por (1) e (3) temos que E* possui um subgrupo D que é U-isomorfo a N, /M , que
possui ordem p. Portanto D =< € >, em que € é uma raiz p-ésima primitiva da
unidade em E. Escreva K = Llg] e C = Gal(E/K). Dessa forma, C é exatamente
o conjunto dos elementos em U = Gal(E/L) que fixam €, ou seja, C é o nicleo da
acdo de U em D e, portanto, C < U. Como, por hipétese, F' contém todas as raizes
da unidade em E, temos que € € F e, assim, como M fixa os elementos de F', M fixa
g,etemos M CCeCNM=M.

Pelo U-isomorfismo entre D e N/M, temos que C atua trivialmente em N/M e,

assim, dado 0 € C, 7 € N, temos

v lroeM = 767 're Mot CC.

T=7"=0"1Y0 = 77

Logo, N normaliza C. Como C < U e UN = G, temos C < G e, pelo Teorema 2.12
da correspondéncia de Galois, temos que K é Galois sobré Q.

O grupo G induz transformacdes Q-lineares em K; escreva G para denotar a

imagem de G no grupo linear I' = GLg(K). A fungdo ¢ — G é um homomorfismo

de G em G, com niicleo Gal(E/K) = C. Como C N N = M, temos, pelo Teorema,
NC N N
C ~NnC M
visto como U-grupo ou U-grupo via as agdes

1.3, N ~ e, portanto, N possui ordem p. Além disso, NV pode ser

At =n* e N = n.

O isomorfismo acima, entre N e ﬁ, é claramente um U-isomorfismo. Como, por
hipétese, NM e D sio U-isomorfos e C é o niicleo da agdo de U em D, temos também que
C é o niicleo da agdo de U em N e, portanto, U age fielmente em N por conjugagao.
Como L ¢ F, temos que N ¢ U e, assim, G = UN satisfaz as hip6teses do Teorema.

1.29.
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Como D C K, existe um outro subgrupo A, de ordem p em I, distinto de N,
que é do nosso interesse: aquele que consiste das multiplicagbes por elementos de D.
(Note que N fixa o elemento 1 € K enquanto A nio, e assim N e A sio realmente
diferentes). Se p € A corresponde & multiplicagdo por § € D e a é um elemento de

K, entdo, para o € G, temos
guc (a) = &(7 (a)d) = a5 (8) = ac(d).

Segue que G normaliza A em I e, também, que A e D sdo G-isomorfos, onde o
isomorfismo entre A e D e as agoes de G sao as Gbvias.

Como N e % sao U-isomorfos e, por hipétese, % e D sao U-isomorfos, entdo A
e N sdo U-isomorfos e, portanto, U isomorfos.

Lembrando que N normaliza e é distinto de A, segue que NA é um subgrupo
abeliano elementar de I' de ordem p?, que denotaremos por A. Como U atua da
mesma maneira em A e N, deduzimos que todo subgrupo de A é U-invariante. De
fato, seja B subgrupo ndo-trivial préprio de A. Entdo, como |A| = p?, temos que
|B|=pe B=<z >, onde s =pum,compu€cAen € N. Temos, para® € U, p¥ = p*
e i = 7¢, para algum ¢ € N, donde z% = pin’ = (un)! = z* € B. Concluimos entdo
que todo subgrupo de A é normal em UA = UNA = GA.

Como assumimos que () nio possui caracteristica p e como |N| = p, entdo, pelo
Teorema 1.58 (Maschke) aplicado a esta situagdo, temos que K é completamente
redutivel como QN-mdédulo. Podemos escrever o ()-espago K como uma soma direta,
K = P@®V onde P consiste dos pontos fixos de NV e, pelo Teorema, 1.59, V é o dnico
@-subespago invariante p;)r N, complementar de P, onde N atua sem pontos fixos
ndo triviais. Como N atua ndo trivialmente em K, vemos que V é nio nulo. (O Q
subespaco V C K ndo é um subcorpo de K ji que 1 ¢ V, pois 1" = 1Vn € N).

Queremos provar agora que V é invariante por U A.

Para isso observamos primeiro que K ¢ invariante por UA. De fato, como K : Q

é Galois, temos que K é invariante por U e por N e, portanto, por U e N. Como
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A = AN, e K é obviamente invariante por A, temos que K ¢ invariante por U A.

A seguir, observamos que P é invariante por UA. De fato, dadoc € UAez € P,
temos que, se n € N, entdo (z7)" = 27" = 27" = 297 'T = 27 ou seja, 1° é fixo por
N e portanto estd em P.

De K = P®V, obtemos, para @ € UA, o(K) =a(P) ®a(V) ou K = Paa(V).

Para concluir que (V) = V, ou seja, que V é invariante por U A, basta ver, devido
a unicidade de V, que &(V) € invariante por N.

Escreva & = Jig,, onde 3, e UN e T € A, com T correspbndendo a multiplicagdo
por d € D.

Dadov €V en € N, temos:

(,Ui)n — (vb’)ﬁ — (JU)E{E — 631’7?1}017»0'1—1?1 — 651'ﬁ,ul?7'1’

comuv, € V. o

Como 6 € D é uma raiz p—ésiina da unidade, § € F e N = Gal(E/F), temos que
6717 = §%. Assim, (v°)" = (v;)%'. Para ver que du; € V, observe que p(K) = K
e u(P) =P jique,sez € Pen €N, (dz)" = §"2™ = dz. Assim,de K =PV,
obtemos K = P @ p(V). Mas p(V) é invariante por N ((un)* = p™v"™ = pv) e,
portanto, pela unicidade de V, temos u(V) = V. Logo dv; € V e estd concluida a
prova de que V é U A invariante.

Como A é abeliano nio ciclico de ordem p? e atua em V > 0, pelo Corolério 1.28,
eﬁste algum subgrupo B C A de ordem p tal que B possui ponto fixo néo trivial em
V. Seja W C V o subespago ndo nulo dos pontos fixos de B. Vimos que B < UA4;
segue, como acima, que W é invariante por UA. (Este é o ponto principal onde a
guposigéo de que a acdo de U em N/M e D ser a mesma é usadd; é ela que estd por
trds do fato de todo subgrupo de A ser normalizado por U).

O grupo U N =G atua em W e N ndo possui ponto fixo ndo trivial em W, pois
W C V e N, e portanto N, ndo possui ponto fixo ndo trivial em V. Pelo Teorema
1.29, existe um elemento ndo nulo o € W fixo por U, e assim a é fixo por U e a € L.

Também, como « ndo é fixo por N, o ¢ Q. Desta forma L = Q[a], e é suficiente
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mostrar que o € @ para que L seja uma extensao radical sobre Q.

Como A nio possui ponto fixo ndo trivial em K, a € W é fixo pelo subgrupo
B C A= NA e «a nio é fixo por N, segue que B contém algum elemento da forma
b=7Tu, onde 7 gera N e u € A é a multiplicagio por alguma raiz p-ésima primitiva
da unidade . Temos

a=a= ("= (")}

e, assim, o = ad~!. Deduzimos entio que 7 fixa of, que é, desta forma, fixo por
todo N. Como U fixa o, também fixa o®; concluimos que o é fixo por U N = G.

Desta forma o é fixo por G e, como G = Gal(E/Q), temos que o € @ e portanto
L é uma extensdo radical sobre Q. -

0

Coroldrio 3.3 Na situac¢do do Teorema 3.2, assuma que L € quase real. Entdo L é

radical sobre Q se, e somente se, as condigées (1), (2) e (3) sdGo verificadas.

Demonstragao: Pelo Teorema anterior, tudo que temos que provar é que se L é
radical sobre @ e estd contido em F, entdo L ndo pode ser quase real. Mas F é
abeliano sobre () por hipétese e, assim, L é Galois sobre (. Desta forma, pelo Lema

2.25 (1), L néo é quase real.

3.2 Extensoes Radicais Repetidas Quase Reais

Teorema 3.4 Sejam Q C E, onde E ¢é quase real. Suponha que L e S sejam subcor-
pos de E que sdo respectivamente, uma extensdo radical repetida e uma extensdo de

Galois de Q. Entdo LN S é uma extensdo quadrdtica repetida de Q.

Demonstragao: Podemos supor que L > @, e assim podemos encontrar uma ex-
tensao radical F' de @ tal que Q < F C L. Como S é Galois sobre @, e S, F sao

quase reais, temos, pelo Lema 2.28, que |[FNS: Q| < 2.
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Temos que L é uma extensdo radical repetida de F' e que a composigao F'S é
Galois sobre F, de acordo com o Teorema 2.14. Como |L : F| < |L : Q|, podemos
trabalhar por indugdo em [L : Q| e aplicar a hip6tese de indugdo com F' no lugar de
Q e FS no lugar de S. Deduzimos que D é uma extensdo quadritica repetida de F,
onde D = LN FS. Em outras palavras, existe uma cadeia de extensdes de corpos de
grau2, F=FyCF C..CF,=D.

Ainda pelo Teorema 2.14, temos |F'S : F| =|S : F N S| e, mais geralmente, se X
é um corpo tal que F C X C FS, |FS: X| =|XS: X| =|S: X NS| e, portanto,
I X:F|=]|XNS:FnNS| (veja figura 1).

ES

Xas

Y 1S

FOS

figura 1

Se X C Y sdo dois corpos consecutivos na cadeia {F;} de extensdes de grau 2
comegando com F até D, segue que [Y NS : XNS| =|Y: X| =2 Concluimos
entdo que os corpos F; N S formam uma cadeia de extensdes de grau 2, comecando
com FyNS=FNSeterminandoem F,, NS=DNS=LNS. Como |[FNS :Q|
¢ no maiximo 2, temos qué L N S é uma extensao quadritica repetida de ), como

querfamos.

Observacao 3.5 Na situagdo do teorema anterior, quando trabalhamos com corpos
de caracteristica diferente de 2, extensdes quadriticas sdo automaticamente extensées

radicais e, desta forma, L N S é uma uma extensio radical repetida de Q.
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Corolario 3.6 Sejam Q C S C L, onde L ¢ quase real e S ¢ Galois sobre Q. Se L
¢ uma extensdo radical repetida de Q, entdo |S : Q| é uma poténcia de 2. Por outro
lado, se |S : Q| € uma poténcia de 2, entdo pelo menos S € uma extensdo radical

repetida de Q.

Demonstracgao: Se L é uma extensdo radical repetida de @, podemos tomar £ = L
no teorema anterior e teremos que S é uma extensdo quadratica repetida de Q@ e,
conseqiientemente, |S : Q| é uma poténcia de 2. Por outro lado, se |S : Q| é uma
poténcia de 2, entdo Gal(S/Q) é um 2-grupo e, pelos Teoremas 1.54 e 2.12, vemos que
S é uma extensao quadritica repetida de @) e, assim, uma extensdo radical repetida

de Q.

Lema 3.7 Sejam Q C L, em que L € quase real. Entdo L é uma extensdo radical
repetida de J se, e somente se, eriste uma cadeia de corpos Q = Lo C L, C ... C
L., = L tal que as extensées L;_; C L; sdo extensoes radicais de grau primo para

cada i com 1 <i<m.

Demonstragio: (“<«<”) Obvia pela definigdo de extensdo radical repetida.

(“ = ) Suponhamos que L seja uma extensdo radical repetida de @), e podemos
supor também que Q > L. Vamos construir os corpos L;. Trabalhando por indugao
em |L : Q| vemos que é suficiente construir L, C L tal que L, é uma extensdo radical
de grau primo sobre @ e L seja uma extensao radical repetida de L;.

Como, por hipétese, L é uma extensio radical repetida de Q,‘ podemos tomar um
elemento a € L tal que, ¢ ¢ @ mas a® € @, para algum n € N. Tome « de modo
que 7 seja o menor possivel e observe que isto forga n a ser um ndmero primo. Agora
escreva Ly = Q[a] e, assim, L, é radical sobre Q. Colocando d = |L; : Q|, temos
d < n, pelo Lema 2.21(2). Como L é quase real, por hipétese, e L; C L, temos que as

tnicas raizes da unidade em L; sdo +1, que estdo em @ e, assim, pelo Lema 2.21(3),
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a® € Q. Mas n é o menor inteiro tal que o® € @, donde concluimos que d = n e,
como n é primo, temos que d € primo, como queriamos.

Agora é imediato verificar que se @ = My C My(ay) C ... C Mo(e,...,0r) = L,
é uma cadeia radical entre Q e L, entdo L; C Ly(ey) € ... € Li(a1,...,Car) =L
nos dard uma cadeia radical entre L; e L.

0

O préximo teorema nos da uma caracterizagdo das extensoes radicais repetidas

quase reais, sendo o principal resultado desta segao.

Teorema 3.8 Suponha Q C L, onde L € quase real. Seja E DO L tal que E Galois
sobre Q e suponha que F C E ¢é abeliana sobre Q) e contém todas as raizes da unidade
em E. Como usualmente escreva G = Gal(E/Q), N = Gal(E/F), U = Gal(E/L) e
M = NNU. Entio L é uma estensio radical repetida de () se e somente se existe
uma cadeia de subgrupos M;, i =0, ...,7, U-invariantes (a a¢Go de U sobre G € dada
por automorfismo interno), onde M = My C M; C ... C M, = N, e todas as seguintes

condigdes s@o verificadas:
(1) |[FNL:Q| € uma poténcia de 2;
(2) cada indice [M; : M;_,| € primo;
(3) M;_1 < M; para cada inteiro i com 0 <i<7;
(4) cada fator M;/M;_, é U-isomorfo a um subgrupo de E*;

Antes de passarmos 3 demonstragio, vamos fazer algumas observagdes que deixa-
rdo mais claras as condigdes do teorema. Supondo (2), (3) e (4), sejam D; C E®
subgrupos U-isomorfos a M;/M;_,. Vemos que |D;|=|M;/M;_,| é primo (por (2)) e,
assim, os subgrupos D; sio exatamente os grupos < d > onde § percorre as raizes
p-ésimas primitivas da unidade em E para divisores primos p de |N : M|. Em par-
ticular, (4) garante a existéncia em E de todas estas raizes p-ésimas da unidade. Para

ver exatamente que primos sdo estes, observe que, pelos Teoremas 2.12 e 2.13,
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|[N:M| = |Gal(E/F):Gal(E/F)NGal(E/L)|
= |Gal(E/F): Gal(E/FL)| = |E : F|/|E : FL|
= |FL:F|=|L:LNF|

e, portanto,
IN:M|=|NU:U|=|L:LNnF|

Se (1) é verdadeiro, entdo os divisores primos fmpares de |N : M| sdo exatamente
‘os divisores primos fmpares de |L : Q|, e isto mostra que uma conseqiiéncia das quatro
condicoes é que E contém uma raiz p-ésima primitiva da unidade para cada divisor
primo p de |L : Q|.

Agora observe que G/N =~ Gal(F/Q), que é abeliano por hipétese. Assumindo
(2) e (3), vemos que os grupos M;/M;_, sdo abelianos, pois |M; : Mj_,| é primo e,
portanto, os termos sucessivos da série derivada de G estao contidos nos subgrupos M;
com fndice decrescente i (Coroldrio 1.52). Isto diz que os termos da série derivada de G
eventualmente estdo em M e, conseqiientemente, G/H é solivel para todo subgrupo
normal H de G com H 2 M (Coroldrio 1.53). Em particular, isto vale para todo
subgrupo normal H de G que contém U. Traduzindo esta dltima conclusdo para
teoria de corpos, vemos que (2) e (3) garantem que se Q C K C L e K Galois sobre
Q, entdo Gal(K/Q) é solivel. Isto é exatamente o que esperariamos pelo Teorema

Fundamental da Teoria de Galois se L realmente é uma extensdo radical repetida de

Q.

Demonstragao: Suponha primeiro que F N L = @ e, portanto, pelo Teorema 2.13,
UN = G. Nesta situagio, mostraremos que L é uma extensio radical repetida de Q
se, e somente se, existe uma cadeia de subgrupos para os quais as condigdes (2), (3) e
(4) do teorema sdo satisfeitas. Pelo Lema 3.7, L é uma extensdo radical repetida de

Q se, e somente se, existe uma cadeia de corpos @ =Ly C L; C ... € L,, = L tal que
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as extensbes L;.; C L; sdo extensdes radicais de grau primo para cada inteiro i com
1<i1<m.

Resta mostrar que a existéncia de uma cadeia de corpos como acima é equivalente
As trés condigdes (2), (3) e (4) do teorema.

Pelo Teorema 2.12, sabemos que todo corpo intermedidrio A com @ C A C L
corresponde a um subgrupo W com U C W C G tal que |L : A| = |W : U]|.
Também, nesta situagio, onde UN = G, existe uma correspondéncia bijetiva entre os
subgrupos W com U C W C G e subgrupos R U-invariantes com M C R C N (Sub-
grupos W e R se correspondem se R = W N N ou, equivalentemente, se W = UR =
{uor;u € U,r € R}). Se W e R se correspondem, temos (W : U| = |[R : M]|.

M

figura 2

Segue, do comentado acima, que a existéncia de uma cadeia de subgrupos
U-invariantes satisfazendo a condig:a',o (2) é exatamente equivalente a existéncia de
uma torre de corpos comec¢ando em @ e terminando em L, onde cada extensio suces-
siva possui grau primo.

Agora considere corpos intermedidrios Ae Bcom Q@ C AC BC Londe |[B: Al =
p, um nimero primo, e sejam R e S, respectivamente, os correspondentes subgrupos
U-invariantes de N. Assim, temos M C S C RC N e |R: S| = p. Escreva W =
Gal(E/A) eV = Gal(E/B). Temos R=WNNeS=VNN=VnNWnNN=VNR.
Vamos mostrar que B é uma extensio radical de A se e somente se S < Re R/S é
U-isomorfo a um subgrupo de EZ*.

Se p = 2, entdo B é uma extensdo quadrética de A e, automaticamente, uma
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extensdo radical. Também, neste caso, |A: B| =2,isto é, |R: S| =2e¢, assim, S <« R
e R/S é U-isomorfo ao subgrupo < —1 >C E*. Podemos assumir entdo que p > 2 e
usar o Teorema 3.2 e Corolario 3.3 com A e B no lugar dos corpos Q) e L.

O corpo E do enunciado do teorema é Galois sobre A e, assim, serve como o
corpo E do Teorema 3.2. Para o corpo F' do Teorema 3.2, tome a composi¢io AF,
que é abeliano sobre A, pelo Teorema 2.14, e certamente contém todas as raizes
da unidade em E. No Teorema 3.2 temos U = Gal(E/L), que corresponde aqui
aV = Gal(E/B). Também no Teorema 3.2 tinhamos N = Gal(E/F), que aqui
corresponde a Gal(E/AF) = Gal(E/A)NN = R. Finalmente o grupo M do Teorema
3.2 era U N N, que aqui corresponde ao grupo VN R = S. Entdo podemos aplicar o
Corolério 3.3 com V, R e S no lugar de U, N e M respectivamente, e segue que B é
radical sobre A se, e somente se, S < R e R/S é V-isomorfo a um subgrupo de E®.
Resta mostrar neste caso, entdo, que R/S é U-isomorfo a < € > se, e somente se,
R/S é V-isomorfo a < € >, onde € é uma raiz p-ésima primitiva da unidade em E.
Como U C V, vemos que se B/S e < ¢ > sdo V-isomorfos automaticamente serdo U-
isomorfos. Para provar a reciproca, isto é, supondo R/S e < € > U-isomorfos mostrar
que sdo V-isomorfos, observe que S atua trivialmente (por conjugagio) em R/S, e
também em < € >, poise € F e S C N = Gal(E/F). Mas V = US e, assim, vemos
que se R/S e < € > sdo U-isomorfos, sdo também V-isomorfos, como queriamos.

Finalmente, vamos considerar o caso em que ndo assumimos que L N F = Q.
Aplicando os argumentos anteriores com L N F no lugar de @ (e UN no lugar de G)
vemos que L é uma extensdo radical repetida de L N F se, e somente se, as condi¢oes
(2), (3) e (4) sdo verificadas. Observe que LN F' é uma, extensdo de Galois sobre Q
pelo fato de F ser abeliano sobre ). Supondo (1) verdadeiro, isto é, |F OL : Q| uma
poténcia de 2, temos que L N F' é uma extensdo radical repetida de @ pelo Coroldrio
3.6. Se todas as quatro condicdes sdo verdadeiras, entdo L é uma extensdo radical
repetida de L N F, que é uma extensdo radical repetida de @ e, assim, L é uma

extensdo radical repetida de @, como queriamos. Por outro lado, se L é uma extensdo
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radical repetida de @, a condigdo (1) é satisfeita, pelo Coroldrio 3.6. Também, sendo
L uma extensdo radical repetida de @}, entdo L é uma extensdo radical repetida de

LN F e assim (2), (3) e (4) sdo verdadeiras. Isto completa a demonstragio.

3.3 Extensoes Quadraticas Repetidas

Nesta secdo provaremos os Teoremas A e D.

Observagio 3.9 A composicdo de extensdes quadraticas repetidas é ainda uma ex-
tensdo quadrdtica repetida. De fato, sejam L, : K e Ly : K extensOes quadréticas
repetidas, com K C Ko C---C K,=L, e KC Ky C---C K], = Ly, em que todas
as extensdes intermediarias sdo quadriticas.

Vamos comecar mostrando que |K3L; : Ly|= 1 ou 2 . Mas isto decorre do
Teorema 2.14, pois |K§ : K{ N L;| = |K{L; : L;|. Da mesma forma, temos que
|K{K{L, : KjL1|=1o0u2. Observe que K] KyL; = K|L,. Prosseguindo desta maneira,

e eliminando as extensGes triviais, obtemos a cadeia de extenstes quadraticas
KCKyC  CKo=L CKyLy C---C K, Li = L Ly,

o que mostra que L, Ly : K é uma extensdo quadrética repetida.

Lema 3.10 Seja Q C L uma extensio quadrdtica repetida de corpos de caracteristica
diferente de 2, e seja E o fecho normal de L sobre Q. Entdo E é Galois sobre Q e
|E : Q| é uma poténcia de 2. Em particular, todo corpo intermedidrio entre Q@ e E é

uma extensdo quadrdtica repetida de Q.

Demonstragio: O grau de |L : Q| é uma poténcia de 2 e, conseqilentemente, ndo
é divisivel pela caracteristica de @ que, por hipétese, é diferente de 2. Segue, pelo
Lema 2.9, que L é separsvel sobre @ e, conseqiientemente, E é de fato Galois sobre

Q. Escreva G = Gal(E/Q).
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Como L é uma extensdo quadratica repetida de ), assim também serd L? para todo
automorfismo o € G. Como a composi¢ao de duas extensées quadraticas repetidas de
Q é ainda uma extensdo quadritica repetida, vemos que o corpo J =< Lo € G > é
também uma extensdo quadritica repetida de . Mas J é invariante sob G. Portanto,
pelo Lema 2.4, J é Galois sobre ), donde temos que J = E. Assim E é uma extensio
quadrética repetida de @ e |E : Q| é uma poténcia de 2, como queriamos.

Mas G é um 2-grupo e, assim, pelo Teorema 1.54, para todo subgrupo H C G
existe uma cadeia de subgrupos comecando com H e terminando em G, cada qual
com indice 2 no préximo subgrupo. Segue do Teorema 2.12, da correspondéncia de
Galois, que se @ € K C E, entdo existe uma cadeia de corpos comegando em K
e terminando em (), cada qual com grau 2 sobre o préximo corpo. Isto completa a

demonstracao.

O préximo teorema inclui o Teorema A e generaliza-o para corpos quase reais.

Teorema 3.11 Sejam Q C E, em que E é quase real, e suponha que f € Q[X]
seja irredutivel e se fatore completamente sobre E. Se alguma raiz de f estd em uma
eztensdo radical repetida de Q contida em E, entdo o corpo de raizes S para f sobre
Q em E tem grau poténcia de 2, sendo, portanto, uma extensdo quadrdtica repetida
de Q. Em particular, grau (f) € uma poténcia de 2 e qualquer corpo K entre Q e S

€ uma ertensio quadrdtica repetida de Q).

Demonstragao: Seja L C E extensido radical repetida de @ contendo uma raiz o de
f. Entdo a € LN S, onde S é o corpo de raizes para f sobre Q) em E. Segue que
S é o fecho normal de L N S sobre Q. Pelo Teorema 3.4, sabemos que LN S é uma
extensdo quadritica repetida de Q e, conseqiientemente, grau (f) = |Q[a] : Q| é uma
poténcia de 2. Também, pelo Lema 3.10, temos que S é de Galois sobre @ e |S : Q| é

uma. poténcia de 2. Portanto, pelo Corolério 3.6, S é uma extensdo radical repetida
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de @ e a demonstracio estd completa.

Provamos, a seguir, o Teorema D.

Teorema 3.12 Suponha Q C L, uma extensdo radical repetida de corpos de carac-
teristica diferente de 2. Se |L : Q| é uma poténcia de 2, entido todo corpo intermedidrio

entre Q e L é uma extensdo quadrdtica repetida de Q.

Demonstracao: (Lenstra)

Pelo Lema 3.10, é suficiente mostrar que L é uma extensdo quadratica repetida
de Q. Vamos trabalhar por indugdo sobre o grau de L sobre Q. Se L = Q é ébvio
que vale a tese. Podemos entdo supor que L > @), e tomar um elemento o € L tal
que a ¢ Q, mas o® € @ para algum inteiro positivo p. Escolhendo « tal que p seja o
menor possivel, é claro que p € primo.

Seja K = Q[a]; entdo, como |L : Q| > |L : K| e L é uma extensio radical repetida
de K de grau poténcia de 2, a hip6tese de inducdo se aplica & extensdo L sobre K,
isto é, L é uma extensdo quadratica repetida de K.

Resta mostrar, entdo, que K é uma extensio quadratica repetida de Q.

Seja a = of € Q. Entdo o é uma raiz do polindmio f(X) = X? — a € Q[X]. Se
f é irredutivel sobre @, entdo |K : Q| = grau (f) = p. Mas como |L : Q| é uma
poténcia de 2, também |K : Q| é uma poténcia de 2 e, como p é primo, vemos que
|K : Q| =2 e K é uma extensdo quadritica sobre Q. Se, por outro lado, f é redutivel
sobre @, temos, pelo Coroldrio 2.22, que f possui alguma raiz 8 € Q. Entdo o/ é
uma, rajz p-ésima da unidade que gera K sobre @). Neste caso, K é Galois sobre @ e,
como |K : Q| é uma poténcia de 2, segue dos Teoremas 2.12 e 1.54 que existe uma
cadeia de corpos, comecando com K e terminando em @, cada qual com grau 2 sobre

o préximo e, portanto, K é uma extensdo quadritica repetida de Q).

49



3.4 Extensoes Radicais Repetidas de Grau fmpar

O Teorema B, a seguir, prova que, em alguns casos, corpos intermedidrios de

extensoes radicais repetidas sdo ainda extensdes radicais repetidas.

Teorema 3.13 Sejam Q um corpo real e Q C L uma ertensdo radical repetida, com

[L: Q| impar. Se @ C K C L, entdo K é uma extensio radical repetida de Q.

Demonstragao: Podemos assumir L C C. Tome uma extensio Galoisiana E D @
com L C E C C (Teorema 2.7 e Lema 2.9) e escreva G = Gal(E/Q). Como Q é real,
E é invariante sob a conjugagio complexa (Teorema 2.4); seja o0 € G a restri¢io da
conjugacio & E. Escreva U = Gal(E/L) C G e note que |G : U| = |L : Q|, que ¢
impar, por hipdtese e, assim, pelo teorema de Sylow, algum conjugado U™ de U em
G contém o (veja Observagio 3.14, a seguir).

Como L : @ é uma extehsio radical repetida se, e somente se, L™ : ) é uma
extensdo radical repetida e, como Gal(E/L™) = U", podemos supor que ¢ € U.
Como U = Gal(E/L), temos que L C R e, em particular, L é quase real, o que nos
permite aplicar o Teorema 3.8. |

Seja F' C F abeliano sobre @), tal que F' contenha todas as raizes da unidade em
E; escreva N = Gal(E/F) e M = NNU, como usualmente. Queremos mostrar que
K é uma extensdo radical repetida de Q. Para isto vamos verificar as condigées do
Teorema 3.8 para K. Assim, defina V = Gal(E/K) 2U e R=V NN 2 M; vamos
trabalhar com V' e R no lugar de U e M.

Por (1) aplicado a L, sabemos que |F N L : Q| é uma poténcia de 2. Mas, por
hipétese, |L : Q| é impar e, assim, FNL=Q e KNF = @, e (1) esté verificada para
K. Também, nesta situagio, UN = G e, assim, [N : M| = |G : U| = |L : Q|, que é
fmpar. Falta verificar (2), (3) e (4) para K.

As condigdes (2), (3) e (4) para L nos dizem que M << N e que existe uma U-série
de composi¢io X de N, tendo M como um de seus termos, tal que cada fator de X

acima de M é U-isomorfo a um grupo de raizes da unidade de ordem prima. Como
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|IN : M| é impar, estes primos sdo todos impares e, assim, a conjugagdo complexa
atua livre de pontos fixos em cada um destes grupos das raizes da unidade. Como
o, a restricdo da conjugacio a E, pertence a U, ¢ atua livre de pontos fixos em cada
fator de X acima de M. Como o tem ordem 2, j4 que E ndo é real (Terema 3.11),
podemos aplicar o Teorema 1.46 para concluir que R << N.

Como R << N, podemos aplicar o Lema 1.41 para construir uma série sub-
normal de R a N, tal que todo automorfismo de N que estabiliza R também es-
tabiliza cada um dos fatores da série. Como R <« V e N « G, a conjugagdo por
elementos de V é um automorfismo de N que estabiliza R e, portanto, a série sub-
normal construida é uma V-série. Essa série pode ser refinada a uma V-série de
composicido para N, que tem R como um dos seus termos. Mas V = UR. De
fato, observamos primeiro que UR é realmente subgrupo de V, jdque R C V e
R < V. Também, UR = Gal(E/L)(Gal(E/K)NGal(E/F)) = Gal(E/L).Gal(E/FK),
onde a tltima igualdade segue do Coroldrio 2.13. Apesar de ndo termos aqui L/Q
ou KF/Q normais, podemos concluir, como na prova do Corolario 2.13, j4 que
temos que Gal(E/L).Gal(E/KF) é subgrupo de G, que Gal(E/L).Gal(E/KF) =
Gal(E/L N KF). Mas, como LNF = @, temos que L N KF = K, concluindo o
que querfamos: V' = UR. Mas R atua (via automorfismos internos) trivialmente em
cada um dos fatores de Y acima de R e, portanto, esses fatores sdo U-simples e, pelo
Teorema 1.40 de Jordan Hélder, sdo U-isomorfos a algum dos fatores acima de M na
U-série de composi¢do X. Em particular, cada fator Y de ) acima de R é U-isomorfo
a algum subgrupo D C E° de ordem prima. As condigdes (2) e (3) do Teorema 3.8
sao portanto verificadas.

Para completar a demonstragio é suficiente mostrar que Y e D sdo de fato V-
isomorfos. Mas D consiste de raizes da unidade e, assim, D C F e N atua trivialmente
em D, pois N = Gal(E/F). Em particular, R atua trivialmente em D (pois R C N).

Como R também atua trivialmente em Y, V = UR e, como sabemos que Y e D sdo
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U-isomorfos, é verdadeiro que Y e D sdo V-isomorfos, como queriamos.

Observagao 3.14 Na demonstragio anterior usamos o seguinte: -

Se |G : U| € impar, entdo algum conjugado U™ de U em G contém o.

De fato, como |G : U| é impar, algum 2-subgrupo de Sylow S de G estd contido
em U. Como o € G tem ordem 2, o estd contido em algum 2-subgrupo de Sylow de
G (Teorema 1.14). Seja S; tal subgrupo. Mas sabemos que todos os subgrupos de
Sylow de uma determinada ordem sdo conjugados (Teorema 1.14), donde temos que

S; =87 C U™, para algum 7 € G, e portanto o € U™.

Seja f € Q[X] irredutivel, onde @ é um corpo real e f possui ao menos uma raiz
em alguma extensdo radical repetida real de ). Pelo Teorema A, sabemos que, se
todas as raizes de f sdo reais, entdo grau( f) é uma poténcia de 2. No caso oposto
a este, o Teorema C afirma que f pode ter somente uma unica raiz real. Vamos

demonstri-lo agora.

Teorema 3.15 Sejam Q um corpo real e f € Q[X] irredutivel de grau impar. Se f
possui alguma raiz « em alguma extensdo radical repetida real L de Q, entdo o € a

dnica raiz real de f.

Demonstracdo: Por hipétese, f possui alguma raiz o em alguma extensio radical
repetida real L de @, que podemos considerar contido em C. Consideremos um corpo
E Galois sobre @, com Q C L C E C C (Teorema 2.7 e Lema 2.9). Seja F C E
abeliano sobre Q e tal que F contenha todas as raizes da unidade em E. Sejam G =
Gal(E/Q), U = Gal(E/L), N = Gal(E/F) e M = U N N, como usualmente. Assim,
as quatro condigdes do Teorema 3.8 sdo satisfeitas para uma cadeia de subgrupos
apropriada. Note que f se fatora completamente sobre E, e nos resta mostrar entao
que « é a Unica raiz real de f em F.

Mostraremos, primeiro, que podemos assumir que L N F' = Q. Para ver isto,

escreva K = LN F e note que Q[a] C Kla]. Segue que grau (f) = |Q[e] : Q| divide
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|K[a] : K||K : Q), pois |K[a] : Q| = |K[a] : K||K : Q| e também |K[e] : Q| = |K][e] :
Qla]||Q[e] : @|. Como, por hipédtese, grau (f) é impar e |K : Q| é uma poténcia
de 2, pela primeira condigdo do Teorema 3.8, temos que grau (f) divide |K[o] : K|.
Como grau (f) 2 |Kla] : K|, temos grau (f) = |K[a] : K|. Segue disto que f é
irredutivel sobre K. J4 que L é uma extensio radical repetida de K (por ser uma
_extensdo radical repetida de Q) podemos trabalhar com K no lugar de @ deixando
E e F conforme anteriormente. (Note que E é Galois sobre K, ji que E Galois sobre
Q. E, também, que F' é abeliano sobre K). Podemos, assim, assumir que LN F = Q,
como queriamos, € assim temos UN = G (Teorema 2.13).

Seja B € E uma raiz real de f; mostraremos que o = 8. Como G = UN atua
transitivamente nas raizes de f em E (pelo Teorema 2.5) e U fixa o (pois @ € L e
U = Gal(E/L)), existe um elemento em N que manda o em j.

Pelo Teorema 3.8, temos uma série subnormal U-invariante X de M a N com
fatores U-isomorfos a subgrupos de E* de ordem prima. Seja X o menor termo em
X que contem um elemento T que manda oo em 8. Se X = M, entdo 7 € M C
U = Gal(E/L), e T fixa o € L. Neste caso § = a” = «a, como queriamos. Podemos
assim assumir que X > M. Seja Y o termo exatamente inferior a X na série X. Em
particular, M C Y < X e X/Y é U-isomorfo a < € >, onde € é uma raiz p-ésima
primitiva da unidade em F para algum primo p.

Seja agora o € G a restrigdo da conjugagdo complexa a E. Note que o € U, j4 que
L éreal. Assim X° = X (pois X € X que é U-invariante e 0 € U) e, em particular,

€ X e777! € X. Também, como 3 e a sdo ambos reais, temos que

Assim 77177 fixa « e, conseqiientemente, estd em X, onde X, € o estabilizador de o
em X.
Pela minimalidade de X, vemos que nenhum elemento de Y manda o em f§ e,

assim, ndo podemos ter X = X,Y. Como Y < X possui indice primo, deduzimos
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que Xo C Y. Temos que Go = {§ € G : §(e) = a} = Gal(Q(a)/Q). Assim,
|G : Go| = |Q(a) : Q| = grau (f), que é impar. Como X << G, temos, pelo
Corolario 1.31, que | X : X, | =|X : X NG, divide |G : G4|. Logo, |X : X,| é impar,
o que implica que |X/Y| é impar.

Como ¢ € U inverte os elementos de < € > (pois o é a restricdo da conjugacio
complexa a E), deduzimos que o inverte os elementos de X/Y e, desta forma, nenhum
elemento de X/Y diferente da identidade é fixo por 0. Mas 77177 € X, CY. Logo
7°Y C 7Y, 0 que mostra que a classe lateral Y7 é um ponto de X /Y fixo por . Donde
concluimos que 7 € Y, o que contraria a escolha de X, concluindo a demonstraggo.

O

Corolério 3.16 Seja @ C R um corpo real. Seja f(X) € Q[X] irredutivel cujas
raizes sdo todas reais. Seja L C R o corpo de fatoragcdo de f(X) sobre Q. Entdo

L estd contido numa extensdo radical repetida real de Q se e somente se |L : Q| é

poténcia de 2.

Demonstragdo: (“ =") Suponha que |L : Q| ndo seja poténcia de 2 e seja H um
2-subgrupo de Sylow de Gal(L/Q); entdo H G Gal(L/Q). Seja H* o corpo fixo de
H. Temos Q & H* e, para @ € H*/Q, o polinémio f (z) = ming(a) é irredutivel de
grau fmpar maior que 1. Como |L : Q| é normal, todas as rafzes de f(z) estdo em L
e sdo reais (pois L C R), o que é absurdo pelo Teorema 3.15.

(“ <") Se |L : Q| é uma poténcia de 2, entdo Gal(f(X)/Q) é um 2-grupo, logo
existe uma seqiiéncia subnormal {e} = Hy < Hy < ... < H, = Gal(f(X)/Q) tal que

|H; H;_i| =2 Vi. Os corpos fixos correspondentes nos ddo o que queremos. O
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Capitulo 4

Exemplos e Observacoes Adicionais

Sejam @ um corpo real e f € Q[X] irredutivel de grau n. Suponha que f pos-
sua uma raiz em alguma extensdo radical repetida real de (). Pelo Teorema A,
grau (f) = n é uma poténcia de 2. Damos abaixo um exemplo de que pode acontecer
de f ter as n raizes reais.

Seja p um primo tal que p = 1 mod 2n (existe pelo Teorema de Dirichlet), e seja E
a unica extensao de grau n sobre Q@ contida no corpo gerédo pelas raizes p-ésimas da
unidade (Corolério 2.17). Ainda por esse Coroldrio, £ é um corpo real e Gal(E/Q) é
um 2-grupo (ciclico). Segue que E é uma extensio radical repetida de Q (Teoremas
1.54 e 2.12). Tomando f como o polinémio minimo sobre Q para algum elemento
gerador de F, temos o exemplo procurado.

Por outro lado, se n = grau (f) é {mpar, entdo o Teorema C nos diz que f possui
somente uma raiz real. Isto nos sugere que, em geral, quando n ndo é necessariamente
fmpar ou poténcia de 2, o niimero de raizes reais de f é no maximo a maior poténcia
de 2 que divide n. Isto ndo é verdadeiro. Daremos um exemplo de um polindmio
irredutivel f € Q[X] de grau 6, que possui quatro rafzes reais, sendo que exatamente
uma delas estd em uma extensio radical repetida real de Q. (Isto também mostra que
nem todas as raizes reais de um polindémio irredutivel sobre Q sdo necessariamente

semelhantes, pois é possivel que alguma delas esteja em uma extensao radical repetida
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real e as outras ngo).

Exemplo 4.1 Seja f(z) = (2 — 3z + 3)2 — 3 = 2% — 62* + 623 + 32° — 9z + 6.
Note que f de fato € irredutivel pois, pelo critério de Eisenstein, tomando q¢ = 3,

temos:
(a) 311,
(b) 3\ —6,3\6,3\3e3\—9;
(c) 3°16.

Agora, fatorando f(z) = (z° — 3z + 3+ V/3)(z® — 3z + 3 — /3), investigaremos as
raizes complexas de cada fator.

Seja h(z) = 2° — 3z +a, onde a é um niimero real. Peld teste da derivada segunda,
verificamos que h(z) possui ponto de maximo local em z = —1 e ponto de minimo
local em £ = 1. Também o grifico de y = h(z) encontra o eixo = trés vezes se, e
somente se, h(—1) > 0 e h(1) < 0. Como h(—1) = a+2 e h(l) = a — 2, segue que
h possui trés raizes reais se, € somente se, -2 < a < 2. Vemos que isto é claramente
satisfeito quando @ = 3 — v/3, enquanto nio é satisfeito por a = 3 + V3. Assim,
u(z) = 2% —3z+3++/3 possui apenas uma raiz real, enquanto v(z) =23-3x+3-/3
possui trés rafzes reais. Portanto, f(z) possui quatro raizes reais, como querfamos.

Observe que cada um dos polindmios u e v é irredutivel sobre Q[v/3], j4 que, do
contrdrio, um destes polindmios, e desta forma f, teria uma raiz em Q[v/3], o que é
impossfvel pelo fato de f ser irredutivel sobre Q e grau (f) = 6.

Pelo Teorema A, nenhuma raiz de v pode estar em uma extensio radical repetida
de Q[V/3] e, assim, nenhuma est4 em uma extensdo radical repetida de Q.

Resta mostrar que a tinica raiz real de u estd em uma extensdo radical repetida de
Q (observe que isto ndo contradiz Teorema A, visto que u nio se fatora completamente
sobre R). Para isto, é suficiente mostrar que ela estd em uma extensdo radical repetida
de Q[v3].

O seguinte resultado nos serd 1til.
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Teorema 4.2 Seja Q um corpo real e suponha que f € Q[X] seja um polinémio
cibico irredutivel que possui exatamente uma raiz real a. Entdo o estd em uma

extensdo radical repetida real de Q.

Note que a reciproca do teorema anterior também é verdadeira. Se um polinémio
irredutivel clibico f possui uma raiz real em uma extensdo radical repetida real de @,
entdo, pelo Teorema C, o é a tnica raiz real de f. O Teorema A também pode ser
usado: se f possuisse duas raizes reais entdo, como f é um polindmio cibico, temos
que f se fatoraria completamente sobre R e, pelo Teorema A, terfamos que grau (f)
seria uma poténcia de 2, o que néo é verdadeiro. Assim f possui exatamente uma
raiz real.

Provaremos um teorema mais geral que o Teorema 4.2. Relembramos:

Teorema 4.3 Se K é um corpo de caracteristica zero, e K C L C M, onde M : K

é uma extensdo radical, entdo o grupo de Galois de L : K € um grupo solivel.

Demonstragio: A demonstragio pode ser encontrada em [7] p. 141. 0

Definicao 4.4 Um nimero primo é de Fermat se for da forma F, =2% +1,n > 0.

Teorema 4.5 Sejam Q um corpo real, p um primo de Fermat ¢ f € Q[X] um
polinémio irredutivel de grau p, solivel por radicais sobre Q. Se f ndo se fatora
completamente sobre R, entdo f possui alguma raiz que estd em uma extensdo radical

repetida real de Q.

" Demonstragao: Seja S o corpo de rafzes para f sobre Q em C, e seja H = Gal(S/Q).
Assim, H é isomorfo a um subgrupo solivel de S,, (Teoremas 2.11 e 4.3). Como dois
p-ciclos que geram subgrupos distintos, geram A,, temos, no caso p > 5 e trivialmente
se p < 5, que H possui um subgrupo normal P de ordem p. Pelos Teoremas 1.8 e
1.9, H/P é isomorfo a um subgrupo de Aut(P), que, pelo Teorema 1.16, é um grupo

ciclico de ordem p -1, que, em nosso caso, onde p é um primo de Fermat, possui ordem
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poténcia de 2. Segue, pela correspondéncia de Galois, que existe um corpo T com
Q C T C S, tal que T é abeliano sobre Q e onde |S : T| = pe |T : Q| é uma poténcia
de 2.

Defina E = Sle], onde ¢ é uma raiz p-ésima primitiva complexa da unidade. (E
possivel que se tenha € € S e, neste caso, teremos E = S). Note que Qe] é Galois
sobre Q e |Q[e] : @| divide p — 1 (Corolario 2.18), que é uma poténcia de 2. Como
E = 5Q][¢] é uma composi¢do de extensdes de Galois sobre Q, vemos que E é Galois

sobre @ e, pelo Teorema, 2.14,

|E:S|=1Qd : QeInS| e [Qld:QI=|Qle: Q[ NS||QNS:Ql.

Donde |E : S| divide |Q[e] : Q| e assim |E : Q| = |E : S||S : T||T : Q| = 2"p, para
algum inteiro positivo n.

Seja 0 € G = Gal(E/Q) a restrigdo da conjugagdo complexa a E (Teorema 2.4),
eescreva U =< o >e L = ENR Como E nio é real, o é diferente da identidade.
Portanto, U tem ordem 2. Como U C Gal(E/L) e |E : L| < |C: R| = 2, temos que
|E :L| =2eU = Gal(E/L). Por hipbtese, grau(f) = p é impar e, portanto, f possui
a0 menos uma raiz real, digamos a € L. Mas f ndo se fatora completamente sobre R,
e, portanto, também ndo sobre L. Assim, L ndo é Galois sobre () e U ndo é normal
em G.

Para completar a demonstragdo usaremos o Teorema 3.8 para mostrar que L é
uma extensao radical repetida de ). Para isto precisamos de um corpo FF C FE
abeliano sobre @ que contenha todas as raizes da unidade em E. Pelo fato de T' ser
abeliano sobre @, pelo Lema 2.27, podemos escolher F contendo T'. Como Gal(F/Q) é
abeliano, se o € F, teriamos @[] normal sobre @, o que implicaria que f se fatoraria
completamente sobre Q[a] C R, contrariando a hipdtese. Portanto o ¢ F. Assim
TCFNS<Se como|S:T|=pé primo, temos que F NS =T. Também, como
€ € F, SF = E e, assim, pelo Teorema 2.14, |E : F| = |S : T| = p. Escrevendo

N = Gal(E/F) como usual, vemos que |N| = p. Agora podemos verificar as quatro
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condiges do Teorema 3.8. Como N < G, (pois Gal(F/Q) é abeliano), |[N| =p e
|U| = 2, temos que [UN| = 2p. Assim, |[FNL: Q| = |G : UN|, que é uma poténcia
de 2, pois |G| = 2"p. Isto verifica a primeira condigdo do Teorema 3.8.

Observe que M =U .ﬂ N é trivial, e cbmo |N| = p, a segunda e terceira condigio
sdo verificadas para a cadeia de subgrupos M C N.

Para verificar a quarta condi¢do, precisamos mostrar que N é U-isomorfo a
< € >. Mas o elemento ¢ de U, o tnico diferente da identidade, inverte os ele-
mentos de < € >. Assim, é suficiente mostrar que U atua nao trivialmente em N.
(Como Aut(N) é ciclico, pelo Teorema 1.16, a tnica possibilidade da agao nado triv-
ial de U no grupo N é inverter todos os elementos de N). Como U tem ordem 2,
é suficiente mostrar que U ndo é normal em UN. Observe que UN < G, ji que
G/N ~ Gal(F/Q) é abeliano. Se U <« UN, entdo U é um subgrupo caracteristico de
UN pois, pelo Teorema 1.14, U seria o dnico subgrupo de ordem 2 de UN. Mas, pelo
Teorema 1.5, isso implicaria U < G. Sabemos que este ndo € o caso e, portanto, U
inverte os elementos de N e, assim, N é U-isomorfo a < € >.

O

Completamos assim o argumento de que o polindmio de grau 6 irredutivel sobre
Q, do Exemplo 4.1, de fato possui exatamente quatro raizes reais, uma das quais estd
em uma extensao ra.dicéi repetida de Q.

Na situagdo do Teorema 4.5, sabemos que o estd em uma extensdo radical repeti-
da real de @, mas ndo se tem necessariamente que a extensdo Q@ C Q[c] é radical
(repetida). Isto mostra que, em geral, subcorpos de extensdes radicais repetidas reais
de um corpo real @ nao sdo necessariamente extensoes radicais repetidas de Q. Mais

adiante daremos um exemplo disto sobre os nimeros racionais Q.

Definigio 4.6 O discriminante A do polinémio ciibico z° + bz + ¢ é 4b° + 272
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Observagio 4.7 As raizes do polindmio cibico z? + bz + ¢ sdo dadas por

__3_E+ c2+b3+3 c c2+b3
T=V "2 TV71 7 2 V1 “Taor

Cada raiz cuibica pode assumir trés valores complexos, mas o produto das duas deve

ser =
3"

Teorema 4.8 Seja f € Q[X] um polinémio cibico irredutivel, onde Q é um corpo
quase real. Suponha que o é uma raiz de f em alguma eztensio de Q e que Qla] €
uma extensdo radical repetida de Q. Entdo o discriminante de f é —3m? para algum

elemento m € Q.

Demonstracgio: Seja S o corpo de raizes para f sobre @ e seja A o discriminante
de f. Como |Q[e] : Q| = 3, vemos que Q[c] precisa de fato ser uma extensao radical
de Q. Como Q[a] nio é Galois sobre Q, pelo Lema 2.25 Qo] = Q[B] para algum 3
com $3* € Q. O polindmio X3 — g3 & irredutivel em Q[X] e, portanto, se fatora sobre

~-1++/-3
2

S. Logo, S contém a raiz cibica primitiva da unidade w = ( ) e, assim, S
contém /—3. Como Q é quase real, temos que w ¢ @ e Gal(S/Q) possui ordem 6,
pois [Q[e] : Q| = 3 e |Q[w] : Q| = 2. Logo, Gal(S/Q) é isomorfo ao grupo simétrico
Ss. '

Como S; contém um tnico subgrupo de ordem 3, temos que S contém uma dnica
extensdo quadritica T de @ e T é Galois sobre Q. Mas A nio é um quadrado em @,
pois se VA € Q, pela expressio das raizes de uma equacio clibica, Gal(S/Q) teria
ordem 3. Portanto, VA e /=3 estdo em T e o tinico automorfismo de T diferente da
identidade leva VA em —V/A e /=3 em -v/—3. Assim, v/A/+/=3 é fixo por Gal(T/Q) .

e, conseqilentemente, est4 em Q. Em outras palavras, A/(—3) é um quadrado em @,

como querfamos, isto é, A/(—3) =m? € Q.
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Exemplo 4.9 Existe um polinémio cibico irredutivel sobre Q possuindo uma tnica,
raiz real o, onde Q] ndo é uma extensdo radical repetida de Q. Vamos mostrar que
f(X) = X3® - 3X + 3 possui esta propriedade.

De fato, pelo critério de Eisenstein, é ficil ver que f é irredutivel. Também, como
o termo constante de f ndo estd entre —2 e 2, sabemos, pela mesma analise feita no
Exemplo 4.1, que f possui somente uma raiz real a.

Temos, neste caso, A(f) = —135, que néo é da forma —3m? com m € Q. Portanto,

pelo Teorema 4.8, temos que Qo] nio é uma extensio radical repetida de Q.

Existe um teorema andlogo ao Teorema 4.2 para polindmios quadraticos. Embora,
este resultado possa também ser provado usando o Teorema 3.8, vamos usar um

argumento alternativo.

Teorema 4.10 Sejam Q um corpo real e f € Q[X] um polinémio de grau quatro
irredutivel que possui exzatamente duas raizes reais. Entdo, cada raiz real de f estd

em uma extensdo radical repetida real de Q.

Demonstragao: Sejam ¢, 8, v, ¢ as quatro raizes distinfas de f, em que o e B sdo
reais e -y e 4 sdo complexas conjugadas. Defina os nimeros r = af + 79, s = ay+ (6
e t = ad + P, e observe que 7 é real (pois a3,79 € R) e que s e t sdo distintas, ja
que s —t = ay+ B85 — ad — fy=(a — B)(y — J) # 0. Também s e ¢ sdo ndo reais e
conjugadas.

Afirmamos que r estd contido em alguma extensdo radical repetida real L de Q.
Para ver isto, observe que o grupo Sy e, portanto o grupo de Galois de f sobre @,
permuta o conjunto {r,s,t}. Este grupo fixa, assim, os coeficientes do polinémio
g(z) = (z — r)(z — s)(z — t), donde deduzimos que g € Q[X]. Se g é redutivel sobre
@, entdo |Q[r] : @| < 2 e, neste caso, Q[r] é uma extensdo radical de e podemos
tomar L = Q[r]. Por outro lado, se g é irredutivel sobre @, como 7 é a 1nica raiz real
de g, segue, pelo Teorema 4.2, que L existe.

Seja u = afyd. Observe que u € @ C L, pois qualquer @-automorfismo fixa este

elemento. Temos raf = (af8)?+u, ¢, assim, a3 satisfaz uma equagio quadritica sobre

61



L. Assim L[af)é um corpo real de grau no méximo 2 sobre L e, conseqiientemente,
L[ef] é uma extensdo radical repetida de Q. Substituindo L por L[ef], podemos
assumir que of € L.

Agorasejav = a+f+v+d € Q C L. Entdo (a+8)(v~(a+8)) = (a+B8)(v+4) =
s+t=(r+s+t)—reLljdquer+s+tec Q. Assim o+ [ satisfaz uma equagio
~ quadrdtica sobre L, e pensando da mesma forma que antes, podemos substituir L por
L[a + ] e assumir qile o+ B € L. Finalmente, como ambos e e o + 3 estdo em L,
vemos que |L{ca] : L| < 2 e, assim, « e B estdo na extensdo radical repetida real L{o]
de Q.

O

Vamos mostrar agora que a hipétese de @ ser real no Teorema 3.13 ndo pode ser

removida.

Exemplo 4.11 Existem corpos Q C K C L C C, onde L ¢ uma extensdo radical
repetida de Q e |L : Q| é impar, mas onde K ndo é uma extensdo radical repetida de
Q. |

De fato, seja L = Q[e¢], onde € é uma raiz primitiva 19-ésima da unidade; assim,
[L : Q| = 18 (Teorema 2.16). Seja @ a tnica extensdo quadritica de Q@ em L e seja
K o tinico corpo de grau 3 sobre ) em L (Teorema 2.16 e Teorema 1.15). Agora
L = Qle] é uma extensdo radical de @ de grau 9. Afirmamos que a extensdo cibica
Q@ C K nio é uma extensdo radical repetida de Q. Para isto é suficiente mostrar que
K n3o é uma extensio radical de Q).

As tnicas raizes da unidade em L sdo as 38-ésimas (veja Obs.4.12, a seguir) e,
assim, as Uinicas raizes da unidade em K sio 1. Sabemos que K é Galois sobre @
j4 que Gal(L/Q) é abeliano e, como |K : Q| = 3, vemos, pelo Lema 2.25 (1) que K

ndo pode ser radical sobre Q.

Observagao 4.12 Se L = Qle] onde € é uma raiz 19-ésima primitiva da unidade.

Entdo as dnicas raizes da unidade em L séo as 88-ésimas.
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De fato, seja « € L uma raiz n-ésima primitiva.

Afirmamos que, se n # 2, entdo n ndo pode ser primo com 19. De fato, caso con-
trario, ce seria uma raiz (19.n)-ésima primitiva e, como, ¢(19.n) = 18.¢(n), devemos
ter ¢(n) = 1 para que ¢(19.n) divida 18.

Também, se p é um nimero primo tal que p|n, temos que S = ar é uma raiz
p-ésima primitiva e, pelo argumento acima, devemos ter p =2 ou p = 19.

Portanto, as tnicas possibilidades sao n =2, n =19 ou n = 19.2.

Observe também que, realmente, as raizes 38-ésimas estdo em L, ji que —e é uma

delas.
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