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RESUMO

Neste trabalho, o problema das meedianas ¢ apresentado, ¢ ¢ feita uma revisdo da.

literatura sobre o tema.

Para o problema das p-medianas foi desenvolvida e implementada uma heuristica
baseada em algoritmos genéticos, cujos resultadds foram equiparaveis aos obtidos em
outros métodos, apontados na literatura como .méis indicados para a resolucdo do
.problema. Em particular, para efeito de validacdo dos resultados foi implementado o
método de substitui¢do de vértices prbposto por Teitz e Bart (1968), citado na literatura

como o método mais usado e que melhores resultados oferece para o problema das p-

"~ medianas.



ABSTRACT

" In this research the p-median problem is shown, and it is performed a literature review

.about this theme.

"For the p-medlans problem was developed and 1mp1emented a heuristic based on
genetics algonthm which results are equivalents to others methods pointed in the
literature as the most indicated for solving the problem. In particular, to validate the
results, was implemenfed a substitution method of vertices proposed by Teitz and Bart
(1968), considered on the hterature as the most used method” and that gives the best

results for the p-medlans problem



CAPITULOI

1. INTRODUCAO.

1.1. Consideracdes Iniciais

De forma geral o problema de localizagio "de p-medianas ou “location
of p-medians” consiste em encontrar p lugares adequados para localizar instalagdes, '
de modo a minimizar a soma total das distincias de todos os vértices a instalacdo

mais proxima. -

A resolucdo de problema de p-medianas envolve um grande niimero de operagdes
combinatériais, 0 que o torna um problema de dificil solugdio. Muitos autores tém
apresenfado métodos de solugio, entre os quais se destaca o método de substituicio -
- de vértices proposto por Teiz e Bart, qﬁe apresént_a bons resultados, contudo ainda _

existem certas dificuldades a serem superadas.

‘Embora ainda existam algumas criticas aos métodos heuristicos, a caracteristica de
* obterem boas 'so_lugﬁes (e em muitos casos solugdes 6timas) em intervalos de tempos
reduzidos e compativeis com as exigéncias de situagdes reais, tém contribuido para o
- grande interesse pelo assunto, sendo que, para diferentes problemas combinatoriais,
os melhores resultados que a literatura apresenta foram obtidos através de

heuristicas.
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O grande' desafio do problema de localizag-ﬁo de p-medianas consiste em encontrar

um métodov eficiente para a obten¢do da melhor solugﬁd para o problema.
1.2. Justificativa

O tema de pe'squisa,‘ justifica-se em razdo da necessidade de encontrar a localizagdo
considerada 6tima para a instalagdo de medianés em um bairro, cidade ou »regiﬁo."
~ Este tema reveste-se de amplo interesse em muitas aplicagdes praticas, como o caso
da localizagio de hospitais, estacdes de bombeiros, ou localizagGes de escolas, postos
de coleta de cartas, cabinas de telefones, subestagdes de redes de energia elétrica,
centros de abastecimento (depositos), € assim como estas muitas outras aplicagdes,

onde o objetivo ¢ minimizar a distancia desde os usuarios a instalagdo mais préxima.

Nesse contexto a importincia deste trabalho ¢ inerente s muitas aplicagdes onde
a melhor localiza¢do de p-medianas é um fator prioritario, considerando que um bom
resultado contribui consideravelmente, para a reducdo do custo de transporte

associado ao problema.

- 1.3. Objetivos
A presente pesquisa tem como objetivo geral prbpor, implementar e avaliar uma
heuristica baseada em algoritmos genéticos para determinar a melhor localizagdo de

p-medianas. Com essa visdo-0s objetivos especificos sdo os seguintes:

» Apresentar uma revisdo bibliografica do problema das p-medianas, citando a
evolugio do assunto desde as pesquisas iniciais até as mais recentes, enfocando

as mais relevantes;

~®» Propor uma técnica de busca para localizar p-medianas com o intuito de
encontrar uma heuristica que obtenha uma boa solu¢do para o problema

abordado;

Neyza Bibiana Guzman Mercado. 2001
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= Analisar e avaliar comparativamente os resultados apresentados pela heuristica
proposta em relagio ao método de substituicdo de vértices proposto por Teitz e

‘Bart com o intuito de validar os resultados obtidos. .

1.4. Metodologia

Sob o ponto de vista da abordagem, utilizada para a consolidagio dos resultados, este

trabalho pode ser classificado como pesquisa quantitativa.

Do ponto de vista dos procedimentos técnicos, caracteriza-se também como pesquisa
bibliografica, uma vez que a partir dela se procurou conhecer as diferentes formas de

contribui¢des cientificas que se realizaram sobre o tema em questio.

O desenvolvimento metodolégico para atender os objetivos descritos neste estudo,

consta de cinco etapas:

Na primeira etapa, foi efetuada a pesquisa bibliografica, identificando as publica¢Ses
existentes sobre o tema e 0s aspectos que ja foram abordados. Posteriormente, na -
segunda etapa, foi realizada uma analise das técnicas disponiveis na literatura com o
intuito de obter yconh'ecimento suficiente para propor uma heuristica que forneca
bons resultados para o problema das p-medianas. '

Ja na terceira etapa: efetuou-se a escolha da ferramenta que dara suporte a heuristica
a ser proposta, neste caso foi eséollﬁdo algoritmos genéticos, pela simplicidade de

-implementagdo e a capacidade de generalizagio. -

Na quarta etapa foi concretizada a implementagdo computacional, € por tltimo na
quinta etapa, aconteceu a analise e validagdo os resultados computacionais obtidos
pela heuristica implementada, em relagdo ao método de substitﬁigﬁo de vértices

proposto por Teitz e Bart.

Neyza Bibiana Guzman Mercado. _ ‘ 12001
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1- 1.6._Estr1itura da Dissertacdo /

Esta pesquisa subdivide-se em 5 capitulos. Neste primeiro capitulo, é apresentada -
uma introdugio, na qual constam a justificativa para escolha do tema, os objetivos do
trabalho, metodologia de pesquisa utilizada para atingir os objetivos e finalmente a

estrutura da dissertag@o.

No segundo capitulo, s3o abordados algoritmos de busca de caminhos minimos e
fundamentos tedricos indispensaveis para posteriormente dar continuidade a revisio -

literaria.

No terceiro capitulo, € apreseéntada uma revisdo da literatura sobre localizagdo de p-
medianas, desde os estudos iniciais até os mais recentes, descrevendo as

contribui¢cSes mais relevantes.

No quarto capitulo, aborda-se o modelo proposto, apresentando a técnica de busca
baseada em algoritmos genéticés proposta neste trabalho. Ainda neste capitulo,
efetua-se a analise comparativa e avaliagdo de resultados. da heuﬁstica de busca
proposta' e o método de sﬁbstituigﬁo de vértices proposto por Teitz e Bart.,
estabelecendo as vantagens de um método em relagdio ao outfo, assim como as

limitagdes e restrigdes de ambos.

Finalmente no quinto capitulo, sio apresentadas as conclusdes do trabalho e as

‘recomendagdes para trabalhos futuros.

Neyza Bibiana Guzman Mercado. ' : 2001



" CAPITULO II

2. FUNDAMENTOS TEORICOS

Com o intuito de fornecer conceitos basicos, visando ao entendimento do problema
tratado no presente trabalho; serdo desenvolvidos os conceitos de éustentag:ﬁo maisr
relevante-s, e apresentados os principais conceitos de grafos, por ser esta a abordagem |
mais usada para representar uma malha vidria em se tratando de problemas-de

transporte.

‘Também serdo abordados alguns dos métodos -empregados para representar grafos na
memodria do computador, assim como os métodos mais usados de busca de caminhos
minimos em grafos. Visando a classificagdo do ‘problema de localizagdo de
medianas, serdo analisadbs_ conceitos gerais sobre os problemas de otimizacdo
combinatorial e complexidade computacional de um algoritmo. Far-se-a. ainda
referéncia aos principais tipos de mvétodovs heuristicos e, por ultimo, a apresentagdo
_do conceito de métrica euclidiana a ser aplicado na implementagdo do algbritmo

genético a ser proposto.
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2.1. Defini¢des Gerais Sobre Teoria de Grafos |
2.1.1. Grafo

Um grafo é uma estrutura matematica G = (X, 4 ), onde X = { x;, x3,..., Xn } € um
conjunto de nos (' ou vértices ) do grafo, e 4 ={ a;, az,..., am } ¢ o conjunto de arcos

. do grafb que ligam todos ou alguns desses vértices (CHRISTOFH)ES, 1975).

2.1.'2. Arcos e Arestas

Seaslinhasa; €4, i =1, 2,..., m, tém orientagfo, entio sdo chamadas de arcos. Se -
n3o tiverem orientacdo, sdo chamadas arestas de acordo com CHRISTOFIDES
(1975). '

2.1.3. Grafos Orientados, nio Orientados e Mistos

A denominac3o, grafos orientados, nfo orientados e mistos, envolve,
respectivamente, os grafos cujas linhas a; sio somente arcos, somente arestas ou

contém ambos ( arcos e arestas ).

Exemplos sio apresentados nas ﬁguras> 2.1.a23.

X3

T

X

Figufa 2.1.: Grafo Orientado

Neyza Bibiana Guzmén Mercado. , 2001
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Xs

Figura 2.2.: Grafo nio Orientado

Figura 2.3.: Grafo Misto

Nos grafos orientados, quando se faz referéncia a um arco, por exemplo o arco a; da |
figura 2.1. , matematicamente denota-se como o par ordenado a, = ( xz x4 ),
significando que o arco a; se origina em x; ¢ termina em x;. Ja no grafo ndo
orientado da figura 2.2. uma referéncia a aresta a; implica, indiretamente, tanto o

arco (x1 X, ), como 0 arco (xz, x; ), ou ambos.

Neyza Bibiana Guzman Mercado. ' ' 2001
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2.1.4. Laco .

Laco é um arco cujo vértice inicial coincide com o vértice final (Ver figura 2.4.).

Figura 2.4.: Lago

2.1.5. Rede

Rede é um grafo G (X, A) formado por um conjunto finito de nés e de arcos; porém

uma rede néio modela arcos do tipo (x;, x; ), ou seja ndo contém lagos.

2.1.6. Vértices Adjacentes

Dois vértices x; e x; de um grafo G = (X, 4) s30 ditos adjacentes, se algum dos arcos
(x:, x; ), (%, x: ) ou ambos existem no grafo (CHRISTOFIDES, 1975). Assim, por

exemplo, no grafo da figura 2.1. os vértices x; € x; sdo adjacentes, o que ndo ocorre

- emrelagdo ax; € x;3.

,2.1.7'. Grau de um Vértice

Grau de um vértice x,; qualqugr é o mimero de arcos ou arestas nele incidentes.
2.1.8. Grau de Entrad__a e de Saida de um Vértice

Em um gréfo orientado, define-se como grau de ervltradav e grau de saida de um

vértice x; qualquer o nimero total de arcos que tem o vértice x; como vértice final e

inicial respectivamente.

Neyza Bibiana Guzman Mercado. ' 2001
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2.1.9. Caminhos e Cddeias

Em um grafo direcionado, caminho é uma seqiiéncia de arcos, onde o vértice final de
um arco é o vértice inicial do préximo arco. Analogamente, define-se cadeia para um
grafo ndo direcionado, isto €, a extremidade de uma aresta coincide com a

extremidade de outra aresta (BINFARE, 1993).

Por exemplo, na Figura 2.1., a seqiiéncia de arcos a4, a3, a; determina um caminho,

e na Figura 2.2. a seqiiéncia de arestas a;, a,, a4 determina uma cadeia.
2.1.10. Circuitos e Ciclos

Circuito é um caminho fechado, isto €, o vértice inicial coincide com o vértice final.
No caso de uma cadeia fechada tem-se o que é denominado por ciclo. Na Figura 2.1.
o caminho (‘a;, a;, a3 ) constitui um circuito. Na Figura 2.2., a

seqiiéncia (‘ay, a,, a4, az) constitui um ciclo.
2.1.11. Conexidade

Um grafo G= (X A ) é dito conexo, se dados quaisquer vértices x; e xj'pertencentes
-a X, com x; #Xx; , €xiste uma cadeia'ligarido-os. Caso contrario € dito desconexo. Um
grafo G (X 4)¢ dito fortemente conexo, s¢ dados qualquer x;, x; pertencentes a X,

com x; #x; existe um caminho ligando x; a x;, e outro ligando x; a x;. Um grafo ¢ dito

unilateralmente conexo, se dados x;, x; pertencentes .a X, existe pelo menos um dos

caminhos: ou de x; para x; ou de x; para x;. Exemplos sdo apresentados nas figuras

2.6.e2.7.
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X4

Figura 2.5. : Grafo ndo Orientado Conexo

X

Figura 2.6. : Grafo Orientado Fortemente Conexo

a;

X,

a

Figura 2.7.: Grafo Orientado unilateralmente Conexo
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2.1.12. Arvore

" Sdo inlimeros as deﬁmgoes e notag:oes empregadas por dlferentes autores a respeito
" do conceito de arvore, aqui optou-se por elencar as deﬁmqoes apresentadas por.

RABUSKE (1992).

1) Arvore é um grafo conexo de n vértices € ( n-1) arestas
- 11) Um grafo conexo € sem cwlos,
111) Um grafo no qual cada par de’ vertlces € ligado por um e somente um
caminho simples; '
iv) Um grafo conexo, porém, se qualquer de suas aresta for retirada, a
conexidade fica interrompida; |
v) Um grafo aciclico e conexo, porém, “se dois vértices quaisquer, nﬁo
adjacentes, forem ligados‘ por uma aresta, entdo o grafo passara a ter
exatamente um ciclo; '
vi) Um grafo conexo que n#io possui subgrafo (ver defini¢io em 2.1.15.) K,
‘paran > 3; ‘ 7 | _ |
vii) Um gréfo que ndo .péssui K; UK; ou K; L Kl., mas tem n = m+1, onde

‘n € o niimero de vértices € m o numero de arestas.

- 2.1.13. Grafo Ponderado

Dado um grafo G = (X, 4 ), se € associado a cada arco ( ou aresta ) a; € 4 um
nimero ¢; ( chamado custo, distdncia ou peso do arco ou da aresta ) € a cada

. vértice x; € X um nimero w; ( chamado peso do vértice ) o grafo G ¢ dito grafo

" ponderado (CHRISTOFIDES, 1975).
2.1.14. Grafo Parcial

Um grafo parcial de G= (X, A),é0grafo G= (X, A’),onde 4’ < A. (Ver figuras
2.8.¢29) | |
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Figura 2.9. : Grafo Parcial -

Como se pode observar o grafo dé figura 2.9. ¢ um grafo parcial do . grafo

apresentado na Figura 2.8.
© 2.1.15. Sub-Grafo
Sub-grafo de G = (X, 4)éo grafo G = (N, Ay ), ondeNchAN éafar.niliade.

arcos de 4 que estfio contidos no produto cartesiano NxN. Por exemplo, o grafo da

Figura 2.10. apresenta_do a seguir é um sub-grafo do grafo da Figura 2.8.

" Neyza Bibiana Guzman Mercado. - ' 2001
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X2

X3

7

' X4 ag . 0 .
. . XS

Figura 2.1€. : Sub-Grafo

2.1.16. Sub-Grafo Parcial

Um sub-grafo parcial de G (X, 4 ), € um grafo parcial de um sub-grafo de G (X, 4 ).
Por exemplo,. o grafo da Figura 2.11. é um grafo parcial do sub-grafo
apresentado na Figura 2.10. | '

Xz

‘g\o '

X4
Xs

. Figura 2.11. : Sub-Grafo Parcial

2.2. Representacio de um Grafo no Computador

Um grafo pode ser representado na memoria do computador de varias maneiras, até
por que ha a ocorréncia de diversas estruturas que correspondem univocamente a um
grafo dado e podem ser manipuladas sem dificuldade com os recursos

computacionais existentes atualmente.
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Estabelecida a existéncia destas 'representagées hé ‘necessi’da'de de discorrer sobre as
mais usadas: (a) representac;ao pela matriz de custos, (b) representacdo por lista dev
arestas € (c) representac;ao no dlsplay (graﬁcamente) através de coordenadas

cartesianas.
2.2.1. Representaq_ﬁd pela Matriz de Custos

A maneira mais simples e provavelmente a mais usada na representagio de um grafo
no computador ¢ através da " Matriz de Custos " ou também chamada " Matriz de
Distz‘mcias " ,
A matriz de custos C de um grafo G, com n nés, é uma matriz C [ ¢;; ] de ordem nxn,
onde cada c; € o custo ( ou peso ) do arco ou da aresta, ligando 0s nés x; € x; .
Ocorrendo mais de uma ligagdo direta entre x;e x; considera-se a de menor custo. Se
x; = x; entdo define-se ¢; = 0. Caso no exista o arco ou a aresta, define-se ¢;; = o,
que na pratica é représentado por um niimero muito grande.

_ ) A
. A representaciio de grafos por meio de uma "Matriz de Custos", embora simples,
~ apresenta a desvantagem de requerer muita capacidade de memoéria em se tratando
‘de grafos de grande porte. Dependendo do caso, isto pode n3o representar um
problema sérid, pois atualmente dispSe-se de equipamentos muito sofisticados.
Para representar uma matriz de n vértices usando este método, serdo necessarias n’
informagdes binarias. Se o grafo for ndo orientado a matriz de custo C sera sempre

simétrica, bastando portanto sO cons1derar a matriz diagonal supenor
2.2.2. Representacio por Lista de Arestas

Uma representagio bastante eficiente, principalmente no caso de grafos de grande
porte, ¢ através de lista de arestas. Com este fim poderiam ser utilizados 3
vetores, 4 (ay, az,..., an ), B (b, bz bm) € C(c;, c2,..., cm) , ondeno vetor
A estdo os inicios dos arcos, em B as extremidades dos mesmos e em C seus

respectivos custos. O espago de memoria requerido neste caso é de 3m informagdes
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’

binarias, em contraste as n’ da representag:ao de grafos pela " Matriz de Custo"v.“

- Conseqiientemente, COnstitui_uma_ maneira mais eficiente de se representar grafos.
'2.2.3. Representacio no Display ( Graficamente )

Nos problerhas' da vida real sdo comuns situagdes em que, em uma determinada area
. ou zona gedgréﬁca, existem pontos de interse¢do, sejam de vias rodoviarias,
ferroviarias, redes_ de artérias urbanas, etc.., onde cada intersegﬁﬁo ¢ representada por
um vértice de um gréfo. A cada .vértiée pode estar associado ainda uma certa
atividade — por exemplo, um centro de abastecimento (deposito). Estes tipos de
problemas se vém  bastante favorecidos pela  representagio do grafo

no display (graficamente), tornando o problema de facil visualizagio.

Esta fepresentag:io usa o sistema de coordenadas cartesianas para representar os
vértices. Sendo assim pode-se definir a localizagdo de um determinado vértice do
grafo por meio de coordenadas X e Y. A representacdo do grafo no display no
dispensa o uso da represeritag:ﬁo por meio da matriz de custos ou por lista de arestas,
estruturas usadas com o intuito de efetuar as operagdes necessarias a solugio de um

determinado problema. .

2.3. Algoritmos de Busca de Caminhos Minimos. em Grafos

Encontra-se na literatura diversos aigoritmos para a obten¢do de caminhos minimos
entre pares de vértices de um grafo. Entre os mais conhecidos se destacam o
algoritmo de Dijkstra e o' algoritmo de Floyd. Além destes algoritmos, € possivel
usar o método da distancia euclidiana para encontrar a menor distancia entre dois
vértices, que serd em realidade a menor distancia efetiva. Ambos algoritmos € o

método da distancia euclidiana s3o apresentados a seguir.
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2.3.1. Algoritmo de Dijkstra

O,algoritrho de Dijkstra foi desenvolvido para determinar o caminho minimo entre
dois vértices. Seja um Grafo G( V, E ) e uma fung¢io disﬁﬁncia_l que associe cada
| aresta (v, w)'a um nﬁm'e'ro real nfio negativo L (v,w)e também um vértice fixo Vo em
-V, chamado fonte. O problema consiste em se determinar os caminhos de Vv, para
cada vértice v de G, de tal forma qué a somatéria das distancias das arestas
envolvidas a cada camiﬁho seja minima. Isto é equivalénte a determinar um caminho
Vo, Vi,..., Vi tal que f_i; L(v,,v,,,) seja minimo.

A fungdo L que associa cada aresta a um numero real ndio negativo ¢ descrita a-

seguir:

. © ,sendoexisteaaresta(v;,v;)
Lviv) =10 ,sev, =v;
Custo, sev; # Vv; eexistea aresta v:,v;)

Constrdi-se um conjunto S; que contém os vértices v;'s cujo comprimento minimo de
’ng a cada v; seja conhecido. A cada passo se adiciona ao conjunto § o vértice w
pertence_nte a V- tal que o comprimento do caminho v, a w, sejai menor do que o
| correspondente de qualquer outro vértice de ¥-S. Pode-se garantir que o caminho

minimo de vy a qualquer vértice v em S contém somente vértices pertencentes a S.
O algoritmo de Dijkstra basicamente consiste em expandir nés ( gerar seus
sucessores ) comegando pelo né inicial, selecionando sempre aquele que ainda ndo

foi escolhido e que tiver o menor custo acumulado desde a origem.

A seguir é 'épresentado o Algoritmo de Dijkstra de acordo com RABUSKE (1992).
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INICIO
S <—{ Vo }
DfVy] « 0; . _
Para cada v de V- { Vo } faga D[v] (—L(vo,v)
Enquanto S = V faga
Escolha o vértice we V S tal que Dfw] seja minimo;
Coloquewem §, isto ¢, faga S « Suiw};
‘ ‘Pafa'cada v € V-§ faga |

D[v] « Min (D[v], D[w]+ L(w,v))
FIM.

: Este algontmo termina ao at1ng1r um né termmal ou quando ndo existir nos para

serem expandldos

2.3.2. Algoritmo de Floyd

E um algoritmo matricial e, diferentemente do algoritmo de Dijkstra aceita valores
hégativos para as arestas. Segundo RABUSKE (1992), o algoritmo de Floyd baseia-.
se na construg:io de uma matriz D’ de custos de arestas, onde os lagos possuem custo
zero € a nédo ex1sten01a de arestas atr1bu1 -se 0 custo infinito. -

O_ algoritmo constroi sucess1vamente n matrizes a partir de Do , através de

modificagdes efetuadas de acordo com a segumte expressao
dt = Mm[d" L (dE s anr | e

Para a determinagfio do caminho, parte-se do final para o inicio, levando-se em conta

os vértices intermediérios incluidos durante o processo.
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~ Passos do Algoritmo de Floyd .~

‘Montar a matriz de custo, onde d;; = 0par_a todo i#1,2,...,n € que d;; = o9 quando ndo

existe a aresta (x;, X; )

Passo 1 Faca k « 0; ,
Passo2" - Fagak «k+l; S -
Passo 3 Para todo_i ¢ktal que dj # © é todo j =k tal que dj; = o0

faga d! = Min[d2" ,(d5 +dEM)] | | ,
Passo 4 [Teste de finalizagao] \ |
a) Se algum d;; <0, entdo existe um ¢iclo de custo negativo contendo
"o vértice x; , € ndo existe solugdo possivel. Pare. |
b) Setodod; 20, ¢ k = n, a.solucéo féi achada, e [d;] fornece os
comprimentos de todos os menores caminhos . Parc.

c¢) Setodo d; 20 mas k<n, entdo retorne a Passo 2.
Este algoritmo tem complexidade da ordem n’.
2.3.3. Método que Usa a Distancia Euclidiana

O método da distancia euclidiana consiste em encontrar a distincia em linha reta de
um ponto ao outro, supondo que os vértices estdo unidos por cadeias, 0 qual significa -
que ¢é desconsiderada a orientagdo do grafo. E 'impdrtant_e ressaltar que coma
aplicagdio do método de distancia euclidiana, torna-se desnecessario usar algoritmos

de distancia minima entre dois pontos.

Levando em consideragdo que, no presente trabalho, foi escolhida a abordagem de
distancia euclidiana para encontrar a distancia minima entre dois vértices, torna-se
necessario buscar o aprofundamento sobre alguns conceitos importantes associados &

 métrica euclidiana.
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23.3.1. Meétrica Euclidiana -
2.3.3.1.1. R,édés de transporte

Os sistemas de transporte operam ao longo de vias ou rotas especificas que
interligadas formam uma rede; é o caso do transporte urbano, transporte rodoviario,

rede ferroviaria, e até mesmo o caso do transporte aéreo.

A rede de transporte real representada por interse¢Bes de ruas, avenidas ou' rodovias,
podem ser interpretadas .como sendo os nés da rede e algum servigo ou atividade
ligando um n6 ao outro poderia ser visto como o arco da rede. Uma rede de
transportes é formadé, entio por um conjunto finito de nds e de arcos. |

H4 situagdes em que o principal interesse é‘ gerar solugdes sem muitos detalhes,
mesmo sendo solugdes aproximadas. Isso acontece nas fases iniciais de planejamento
ou quando se desejam respostas sobre alternativas diversas. Nesses casos ¢ comum
’1anga_r mio de uma simpliﬁcagéo.-Em lugar de representar todos os nés e ércos da
rede, imagina-se que a distincia correspondehte a uma ligagio quaiquér entré dois
pontos possa ser estimada através da di'sténcia‘geométrica (distancia euclidiana) entre
esses pontos. | - '
Posteriormente, poderdo ser aplicadas técnicas de ajustes de distancias, baseadas no
incremento de um éoeﬁciente de corre¢do apropriado, para assim estimar o valor da
distancia verdadeira entre esses pontos. Situagdes desse tipo sfo bastante comuns em

problemas logisticos.
© 2.3.3.1.2. Distancia Euclidiana

Considere dois pontos A e B situados sobre uma rede de transporte Define-se, a
seguir, um sistema de coordenadas cartes1anas arbitrario, com origem num ponto 0.
qualquer mostrado na figura 2.12. Ligando os pontos A e B existem varios caminhos,
com distancias quase sempre diferentes. A menor distincia possivel entre os pontos
A e B corresponde a ligagdo em linha direta, representada pelo segmento tracejado

na figura 2.12.
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A . Lo
Y . o Percurso
Real
, B
Ys S :
. . .O
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4
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~0
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c . Ligacao .
o — Euclidiana
R4
. * - N
Ya A F
A
} -
»
Xa . X X

Figura 2.12. : Distancia Euclidiana entre os Pontos A e B. Fonte: Novaes (1989)

A distancia em linha reta, que é denominada distancia euclidiana, constitui, na
maioria das aplicagBes reais de transportes, uma abstragio util para os célculos e
estruturagio dos modelos.” A razdo reside na sua simplicidade de representago
analitica € na sua caracteristica_de unicidade ( isto é, h4 somente uma ligagdo »
euclidiana entre dois pontos). Posteriormente através de coeficientes corretivos
médios pode-se ajustar matematicamente a distancias euclidiana a distincia efetiva,

- possibilitando assim o tratamento mais realista das aplicagdes.

Considerando as coordenadas X, , Ya do ponto A e Xp, Yp do ponto B, a distincia

euclidiana entre A e B, na figura 2.12. ¢ dada pela expressio: v_ .
DEss=[(Xe-Xa)* +(Ys—Ya)]"? | (2
Seja Dag a distancia efetiva entre A e B, podendo corresponder ao caminho viario

mais curto entre dois pontos, ou o percurso mais utilizado, etc. dependendo do caso

real de aplicag@o.
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Uma vez que a distancia euclidiana é a minima distincia entre os dois pontos,
concluisse que :

E comum se calibrar, através de regressdo simples, uma relagdo linear entre Dap €

DEag , do tipo: ‘
Dag = a+b.DEsp | o e
2.3.3.1.3. Correspondéncia entre Dist?mcias '

As redes de t_ranspofte nﬁorapresentam um padrdo gedmétrico rigoroso. De acordo
com Novaes ( vide _[NOV89] ) a distancia euclidiana pode ser ajustada 2 distancia
efetiva por meio de regressdo simples, 'acrescentando um coeficiente de ajuste. O
autor efetuou _um estudo, considerando como amostra‘ 110 estradas pavimentadas no
“estado de S#io Paulo e determinou: as séguintes rélac;(”)es entre distancia efetiva e

distancia euclidiana medida em quilometros:

D=239+1,11.DE ( valida para DE > 60 Kin )
D = 1,48.DE . (valida para DE <60 Km )

Segundo NOVAES (1989), nos estudos 1igados a malhas urbanas, € comum se adotar
um acréscimo médio de 30% sobre a distancia euclidiana, para se obter uma primeifa

aproximagio para a distancia efetiva entre dois pontos.

NOVAES (1989) afirma que essa corre¢do, ainda que aproximada, paréce

representar bem as situa¢des vigentes na maioria das cidades.
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2.4. Problemas de Otimizagio Co‘mbinat(’)ri'al»

A otimizac;ﬁd combinatorial ¢ um dos campos da,programagio‘ fnatemética,- cuja’
aplicacfo é encontrada numa émpla gama de éreaé, tais como, engenharia, econoniia?
ciéncias sociais e outras. Problemas combinatoriais sio freqﬁentemente} encontrados
na elaboracdio. de projetos de sistemas de distribuig:io dve‘ energia elétrica,
posicionamento de satélites, projetos de computadores e de chips VLSI, roteamento
ou programacdo ‘de veiculos, alocagdo de trabalhadores ou maquinas a tarefas,
problemas de localizacéo, empacotarmnto de caixas em containers, corte de barras

e placas, seqiienciamento de genes € DNA, classifica¢do de plantas e animais, etc.

De acordo com IBARAKI (1987), os problemas combinatoriais podem ser
modelados como problemas de maximiza¢do (ou minimizagdo ) da fungio objetivo o

definida, cujas variaveis devem obedecer ( estar sujeitas ) a certas restri¢des.

WAKABAYASHI (1996) afirma que -enconfrar solucdes 6timaé, ou mesmo
.aproximadas, para esses tipos de problemas é um desafio nem serripre facil de ser
vencido. Para algﬁns desses problemas sdo conhecidos métodos eficientes (rapidos)
para resolvé-los; para outros, métodos de enumeragdo implicita, relaxa¢do, métodos
de planos-de-corte (nem sempre tdo rapidos) sdo alguns dos aplicados com maior

sucesso na solucdo de problemas reais.

Os problemas denominados combinatoriais apresentam como caracteristica principal
a dificuldade de se encontrar uma solug¢fo por meio de algoritmos exaustivos devido
a explosdo combinatorial, o-que implicaria em um tempo computacional enorme,

tornando os algoritmos intrataveis.

“Outro fator interessante de ser analisado é o espaco de memdria requerido. Ambos
fatores — tempo e meméria requerida - s#o os responsiveis pela complexidade

computacional do algoritmo.
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- 2.4.1. Com.plexid'ade Computacional de um Algoritmo

Um problema é deno/minado computavel se existe um procedimento que o resolva
em um nimero finito de passos, ou seja, se existe um algoritmo que leve i sua
- solugo. anformel WESLLEY‘ (199.9).um problema considerado "em principio"
corﬁputével : pode ndo ser tratdvel na prética, devido as limitagées dos recursos

computacionais para executar o algoritmo.implementado.

E importante caracterizar quais os rebursds que irdo ser despendidos.né resolugdo do
algoritmo, isto é o tempo que demorard a resolver, assim como a quantidade de
memoéria necessdria para tomar a resolugio possivel. Estas duas variaveis (tempo e
espago) constituem a medida do desempenho de um algoritmo. Ambas deverdo ser

apresentadés como fungdo de uma métrica do pfoblema, que representara de alguma
forma a dimensio do problema que se pretende solucionar com o algoritmo (TING,

1997).

Com o objetivo de distinguir os problemas de facil e dificil solugdo classificam-se os
problemas de otimizagdo combinatorial em Polinomiais (P) e os Néo Polinomiais
(NP), que por sua vez subdividem-se em problemas NP-Hard e problemas NP-

compléto.,
2.4.1.1. Dimensao do Problema

A dimens3o de um problema é o tamanho da entrada do algoritmo que resolve o

problema.

- 1. A busca em uma lista de N elementos ou a ordenagdo de uma lista de N

elementos requerem mais operagdes 3 medida que N cresce;

2. O calculo do fatorial de N tem o seu nimero de operagdes aumentado com o

aumento de &V;
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3 A determmac;ao do valor de F "N na sequenc1a de F1bona001 F 0,F 1, F 2,

F 3,. envolve uma quantldade de adlgoes proporcmnal ao valor de N; e

4. Determinar se um grafo tem um ciclo hamiltoniano (um ciclo que usa cada
vértice do grafo) fica mais complicada, 2 medida que o numero de vértices,

N, cresce.

" E dito que o tamanho destes problemas ¢ N. Tipicamente utiliza-se um nimero =
 inteiro positivo, de forma que as fungdes, f{N) que expriinem- a complexidade sdo

fungdes de niimeros inteiros positivos, ou seja, f: Z+—R.

2.4.1.2. Importancia da Anélise de Complexidade Computacional de um.

Algoritmo

Como foi dito anteriormente a complexidade computacional de um algoritmo
diz respeito aos recursos computacionais - espaco de memoria e tempo de

maquina - requeridos para solucionar um problema.

Geralmente existe mais de um algoritmo para resolver um problema. A aﬁélise de
complexidade computacional &, portanto, fundamental no processo de definigio de
algoritmos mais eficientes para a sua solugio. Apesar de parecer contraditério, com o
aumento da velocidade dos computadores, torna-se cada vez mais importante
desenvolver algoritmos mais eficientes, devido ao aumento constante do "tamanho"‘

dos problemas a serem resolvidos.

De acordo com SIANG (1997), a importancia da complexidade pode ser observada
pelo segumte exemplo que mostra 5 algoritmos 4, B, C, D e E de complexidades
diferentes para resolver um mesmo  problema. Supoe-se que uma operagdo leva 1 ms
para ser efetuada A tabela seguinte da o tempo (T1 , Ta, T3, Ty, T5 )

necessario por cada um dos algoritmos. (Supondo logaritmos na base 2)
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A B _C D E_
n Tim=n | Tr(n=nlogn | Tim=n’ | Tim=n’ |Ts{n=2"
16 0016s 0064s 0256s 4s . 1m4s
32 0032s: 0165 _1s 3Bs _ |46dias
4m2s | 1da13h 10" sbouics

512 0512s | 9s

" Tabela 2.1. : Tabela de Corﬁplexidade.Fonte Sialig (1997).

Ainda de acordo com SIANG (1997), pode-se muitas vezes melhorar o tempo de
" execu¢do de um programa (que implementa um algoritmo dado) fazendo otimizagées
locais (e.g. usar x+x ao invés de 2x, em maquinas em que a multiplicagio ¢ mais

" demorada que a adi¢#o).

Entretanto, melhorias substanciais sio muitas vezes obtidas se é usado um algoritmo
diferente, com outra complexidade de tempo, por exemplo obter um algoritmb

de O (nlogn) ao invés de O(n’).

Os intervalos de tempo € meméria, exigidos pelas heuristicas, podem ser medidas de
diferenies maneiras. Uma parte significativa da literatura esta dedicada a estudar a
complexidade db pior caso, isto é, obter um limite superior para o tempo e espago
(memoria) necessarios -para‘obter uma solug@o para o problema. Mesmo sendo uma
medida importante, freqiientemente, existe uma grande diferenga entre o tempo e
espégo do'pior caso e a sua média. Outra medida da eficiéncia de uma heuristica
baseia-se na qualidade de suas solugdes, que pode ser obtida através da comparagao -
- com algum limite (infeﬁor ou superior) ou outro método (heuristico ou exato). ‘

- Na analise de complexidade de algoritmos € importante a ordem de grandeza das
‘funcbes. Ao invés de c.omputarmos‘ a fungdo exata do nimero de operagdes
necessario, f(N), é mais fhcil e freqiientemente valido trabalhar com a sua ordem de
grandeza. E claro que para um;i mesma fungdo ‘f(N) 'pode existir uma infinidade de
fungdes limitantes superiores; mas o Vq1'1e se procura ¢ a menor fungdo limitante

_ superior para caracterizar a sua ordem de grandeza da complexidade.
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A seguir algumas das fungdes. 11m1tantes superlores ( Cota supenor ou “upper

" bound”) mais COIthCldaS

- 2.4.1.2.1. F‘ungﬁes Liﬁnitantés Su_'periores _

Complexidade | Designagido
o1 - Constante A
O(log n) ) o 7 | Logaritmica |
O(n) _ . Linear
O(n log n) B — .| nlogn
o " | Quadratica
o) | Cibica
» O(nc), ¢ nimero real .. Polinomial
O(cn), c nimero real; maior que 1 Exponencial
O(n!) T Fatorial.

Tabela 2.2. : Fungdes Limitantes Superiores. Fonte: Ting (1997).

Seja dado um problema, por exemplo, inultipliéaqio de duas matrizes quadradas de
_ordem n E conhecido um algoritmo para resolver este problerria (pelo método trivial)
de complexid;de'o (n®). Sabe-se assim que a complexidade desté’ problema nio deve
superar O(n3 ), uma vez que existe um algoritmo desta complexidade Que o resolve.

Uma cota superior (ou “upper boﬁnd”) deste problema é O(ns)_.

A cota superibr de ‘um problema pode mudar se alguém descobrir um outro’
algoritmo melhor. Isso de fato aconteceu com o algoritmo de Strassen que € de O(n1°g
7). Assim a cota supenor do problema de multiplicagdo de matrizes passou a ser

O(n1°g 7). Outros pesqulsadores melhoraram ainda este resultado. Segundo SIANG

(1997) atualmente o melhor resultado ¢ o de Coppersmlth e Winograd — de O(n* 376)
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2.4.1.3. Problema Polinomiat (P)
A classe de problemas cuja complexidade € polinomial denbmina-se P. De acordo '
com PINTO (1999), sio denominados 'problvemas tratévéis, pois é viavel construir
para estes um algoritmo que encontre uma solugdo em tempo polinomial, em
contraposi¢do a um programa que ‘gere todas as'so.lug:ées e determine qual a valida

(este teria complexidade exponencial).

0] prdblema polinomial tem solucdo de complexidade até ordem polir/lovmi‘al-. Para
entender melhor a ordem de grandeza de uma funglio de complexidade de um

problema, serd introduzida a seguinte definig&o:

‘Sejarn f g Z+->R Diz-se que g domina f (ou f é dominada por. g) se existe m
pertencénte a R+ e k a Z+, tais que |f{N)| <= m|g(N)| para todo N pertencente a Z+,
onde N >=k.

Em outras palavras, f{(N) ¢ dita do_minada por g(N), se o limite de |[f{N)|/|g(N)| com N
tendendo a infinito € igual a um valor real m. Se f ¢ dominada por g, diz-se ainda que

S ¢é daordem de grandeza g, ou Seja Spertence a O(g).

A ordem de grandeza das fungdes ¢ importante na andlise de complexidade de

algoritmos.

Um élgon'tmo com complexidade polinomial € aquele que tem a sua fungdo

de complex1dade f(N), limitada por uma funcgio g(N) de ordem polinomial (por
‘exemplo, g(N) N3).

2.4.1.4. Problema nﬁo—Deteljministicameljté Polinomial (NP) -
Um problema nio-deterministicamente polinomial ( NP- non-deterministic

polynomial time algorithm ) é um problerria computavel cujas solugles até entdo

conhecidas sdo de ordem exponencial e ndo se sabe se existe uma solugio melhor, de
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'clc;mplexid‘a"de polinomial. Alguns = exemplos tipicos de ordens ~ associadas a
| problenias da classe NP s3o : 'O(ﬁi°g" ), _O(n‘_l,j, O(k") ] etc. . N
Observe-se “qﬁe vo teﬁ_no "nﬁo-deterministico" ﬁﬁo implica aleatoridade, mas apehas
que ndo se pode afirmar a existéncia de um algoritmo de compléxidade_ polin'omiaﬂv
para o -_prleema em considefag:ﬁo. Uma observag:ﬁo" intereésanfe ié que a
comprovagio de uma solugdo correta de um problema NP tein complexidade da

ordem polihomial.

Os problemas n3o deterministicamente 'polinomiais (NP), subdividem-se nas
subclasses NP-hard e NP-cofnpletd. Segundo PINTO (1999), os problemas na
 classe NP-completo tém complexidade equivalente entre si (dai a classe), mas

ndo foi demonstrada a ndo-existéncia de algoritmos polinomiais para os mesmos.
- 2.4.1.4.1. Probiema NP-Hard

Um probléma X é chamado um problema NP-Hard se todo problema NP é redutivel

polinomialmente aX

A teoria de NP-compiexidadé démostra que problemas ndio .déterministicos, sdo
problemas supbstameﬁte intratéveis. Para isto define-se a classe dos .problemas NP-
hard como a classe dos problemas tais que-ée fossem polinomiais se verificaria P =
NP. Novamente Se utiliza a técn‘ica‘ de redutibilidade para demostrar que um
problema € NP-hard, pois se um problema NP-completo ¢ redutivel a outro problema
entdo o segundo ¢ NP-hard. Aplicando esta .técnic'a‘ se encontram problemas de
otimizacdo que sﬁo NP-hard. Concretamente existem técnicas para .demostrar que
estes tipos de problemas séo NP-hard, construindo problemas de deciséio associados

aos mesmos, ¢ demostrando que estes sio NP-completos.
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| 2.4.1.4.2. .Prbbléma NP-Completo

Um problema X écham’ado NP'-Com'pletO' se (1)'X pertence a NP, ¢ (2)X é NP 'Hérd
Uma vez encontrado um problema NP -Completo, pode se provar que outros

problemas também sdo NP Completo.

.Em outras palavr_as, um problema NP-completo ¢ um problema "repreSentante" de
. uma classe de problemas NP, de tal sorte_‘que os problemas da classe sdo redutiveis a
ele em tenipo polinomial. Por exempio, o problema do caixeiro-viajante ¢ um
problema redutivel ad prdblema de ciclo hamiltoniano. E dito entfio que o problema

deciclo hamilfoniano ¢ um problema NP-completo.

Foi -demonstrado qué,‘ se um algoritmo de complexidade polinomial puder> ser
encontrado para qualql_lef um. dos problemas NP-cdmpletos, entdo todos os-
problemas NP-completos serdo na verdade problemas P. Por outro lado, se for
' provado qile um deles requer um algoritmo. de _sdlugﬁo que apresente complexidade -

exponencial, entfo todos irdo requerer complexidade exponencial.

~ Ullman citado por VACA (1995), conclui que os vpro.blemas NP-completos sdo -0s

mais dificeis problemas NP.

2.5. Heuristicas

Nos ultimos anos tém sido aplicadas miltiplas técnicas heuristicas na aproximagéo a
resolugio de problemas de otimizagiio combinatérial NP-completos. Com particular
destaque estdo as que se relacionam com "Simulated Annealing", "Genetic

Algorithms" e "Neural Networks". Porém, na maioria dos casos, tem existido uma

grande arbitrariedade na escolha dos pardmetros associados a este tipo de métodos
heuriét_icos que, de um modo geral, variam de problema para problema sem qualquer

" critério.
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As heuristicas de procura podem ser classificadas -amplamente em heuristicas

deterministicas , heuristicas randémicas e heuristicas de comego aleatério: .
Heuristicas Deterministicas

Esta classe de heuristicas € cairacteriza’da pela escolha de céminhos«deterministicos
de procura.v Eles regularmente adotam uma estraté'gié de procura fixa baseado no
conhécimento de dominio diép_onivel. Muitas ‘heuristicas de procura local sdo
ex_emplbs deste categoria.

B

Heuristicas Randomicas

Esta categoria de heuristicas emprega operadores . escolhidos aleatoriamente na
estrafégia de busca e ndo sdo muito dependent_es no dominio de conhecimento.
ExecucBes sucessivas destas heuristicas ndo precisam neccssariéinente gerar a
mesma solugio. Simuléted Annealing e algoritmos genéticos s3o exemplos desta

classe de heuristica.

Heuristicas de 'Comefo Aleatorio

Estas heuristicas sdo caracterizadas por uma escolha fortuita da solug@o inicial que €
entdo melhorada iterativamente. A maioria das heuristicas de melhoria iterativa

corresponde a esta categoria.

2.7. Consideracdes Finais

‘-Apésv um primeiro contato com todos os conceitos abordados neste capitulo, sera
, aprésen’tada uma revisio sobre o problema de localizag@o de instalagdes, comentando
brevemente 0 problema de localizag@o de centros e dedicando especial ateng¢do ao
problema de localizagio de medianas. Sobre este tltimo serdo abordados os
-diferentes métodos de resolugiﬁo desde as primeiras pesquisas até as mais récentes,

descrevendo as contribui¢Bes mais relevantes.
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CAPITULO III

~. 3. PROBLEMAS DE LOCALIZACAO EM GRAFOS

3.1. Localizaciio de Instalacées |

A necessidade de encontrar uma localizagdo 6tima para uma instalagio (servigos)
em um grafo - ou rede vidria como freqiientemente ¢ referido na literatura - torna o
problema de localizagdo um assunto .de amplo interesse em muitas situagdes

praticas.

De modo geral se um grafo representa uma rede vidria com seus vértices |
representando comunidades, pode-se- ter o interesse de localizar um hospital, uma

cestac@io de bombeiros, etc. Do mesmo modo; se a rede representa uma cidade, pode-

se estar intereésado em encontrar as localizagdes 6tima para escolas, postos de coleta
de cartas, cabinas de telefones, etc. Todos estes problemas sdo tratados na literatura
como problemas de localizagido de instalagdes, cujo 6bjetivo ¢ encontrar a melhor
alternativa para a localizagio de um determinado servigo ou recurso. As deﬁnig:ées.

basicas sobre grafos podem ser encontradas no capitulo 2, segdo 2.1.1.

De acordo com IBARAKI (1987), os prdblemas_de localizagdo como € o caso dos
prdblemas dos p-Centros e p-Mediana sdo catalogados como problemas de

otimiza¢do combinatorial ( ver se¢do 2.4.).
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Na literatura se --encontram,ddis tipos de c_ritérios de otimizag:io péra problémas-de
localizaéﬁo de _instalalg:ées érri ’um grafo. A séguir serdo 'apresentadas .as duas
- vertentes. A primeira se voltou para é pesquisa de "Localizacdes de Centros"
’(seg;ﬁo 3.2.) e a segunda vei’tente se-préocupou com a '"Localiza¢io de Medianas", ’

apresentada em déta_lhe na segdo 3.3.

Confbrmef fot mencionado no capitulo iritrodut(')rio_, o presente traballio de pesquisa

concentra-se na abordagem de localizagdo de medianas.
-3.2. Nogdes Gerais sobre Localizacdo de Centros

O problema de “Localizacdo de Centros” consiste em encontrar lugares adequados
para instalagdes de modo a miinimizar o maximo custo ( por exemplo a
méaxima distincia ) de qualquer vértice a instalagdes mais préxima. Neste tipo de

problema estfio incluidos a localizagdo de servigcos de- emergéncias.

A localizagio 6tima da instalagdo que satisfaz a condigfo acima é chamada de centro
"do grafo. Existem situa¢®es nas quais tem-se o interesse de encontrar mais de um
centro, e nesse caso trata-se dos problemas de p-centros, conhecidos na literatura

como “Problemas de Mini-max” ou “Problema de dealizai;ﬁo de p-Centros .

A férmula matematica que descreve este problema é apresentada a seguir:

Min [S,,(x,)] - - (3.1)
onde, 8, (x;)=Max v[d(x,x,) +d(x,,x) | 3.2)

Virios algoritmos e procvedimentos heuristicoé foram désenvolvid_osl para resolver
estes tipds de problema. Segundo SOUZA (1996), uma daé heuristicas que apresenta
melhores resultados e de mais facil aplicaciio € a heuristica proposta por Maranzana,
~ que consiste em loqalizaf aleatoriamente os p locais candidatos a centros, a seguir

sdo alocados os vértices a sua instalagdo mais proxima e em seguida € calculada a
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fungo objetivo, posteriormente ¢ avaliado se alguma mudanga de posicionamento do -
centro produz algum ganho na fung&o objetivo, em caso afirmativo realizar a troca de
‘modo a obter g;mhb, caso“contrario.mantér a solugdo; por ultimo apresentar a solugio

'~ que apresente um melhor ganho na fung3o objetivo.

Eilquanto‘ que no problema de p-Centros o objetivo é minimizar o pior caso (por
exemplo a max1ma d1stanc1a) no caso das p -Medianas o Ob_]CtIVO ¢ minimizar o

custo total

3.3. Localizacdo de Medianas -
3.3.1. Definiqﬁes‘ Gerais

Em alguns problemas de localizagio o objetivo é minimizar a soma total das
distancias dos vértices do grafo para a 'instal'agﬁo central (assumindo que somente
uma instalagdo sera localizada). "Il‘ais obj eﬁvos. sdo, melhor adziptados ao problema
- de . localizar um depésito em uma rede viaria, onde os vértices representam os
clientes a sereni providos peio depésito. Situag(")es _deste tipo geralmente sdo
chamadas de “Problemas de Locallza(;ao de Medianas” ou “Problemas. de
Locahzac;ao -de Mini-sum”, embora a fungdo Ob_]CtIVO nio se_]a em geral_
simplesmente a soma de distancias, mas sim a soma de varias ﬁmc;oes de distancia.
A localizagfo da instalagio resultante da solugiio do Problema Mini-sum é chamada

de mediana do grafo.

-Existem situagOes naS'quais pode-se estar interessado em encontrar mais de ﬁma
“mediana. Neste caso o interesse passa a ser encontrar as p-Medianas da rede, com
0 objetivo de localizar inst_alég:(")és em uma rede de modo 2 minimizar a somatéria de
todas as distancias de cada ponto de demanda a sua instalégﬁb mais prc’)xima Este
critério de otumza(;ao tem o enfoque voltado a resolug:ao de problemas cujo Ob_]ethO

¢ minimizar a soma dos custos de transporte assoc1ados
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Encontrar as p-Medianas de um grafo € o problema central em uma classe geral

conhecida na literatura .como " localizagio de instalagdes ou recursos " ou

~ localizagdo de depositos ™.

- Segundo MINIEKA (1977), a localizagio de medianas contempla a possibilidadé
" da instalag@o estar localizada em um vértice e/ou' sobre uma aresta. Sendo assim
torna-se necessario distinguir dois conceitos: se as instalagdes devem ser localizadas
somente nos vértices, as localizagdes sdo chamadas Medianas; se as_ instalagdes
- podem ser localizadas- sobre as arestas e nos vértices, as'loéalizagées sdo chamadas

de Medianas Absolutas. Usando p para denotar o numero de instalagdes a serem

localizadas, tem-se assim, respectivamente, o Problema da Determinacio das p-

Medianas e o Problema da Determinacﬁo das p-Medianas Absolutas.

Segundo Hakimi citado por GALVAO (1979), a localizagio de medianas é um
problema corriputacionalmente complexo. O autor afirma que para uma rede de n

vértices a complexidade ¢ da ordem de O ( “T':) , classificando-o como um problema

NP-completo ( ver se¢do 2.4.1.4.2)).

O problema de ’pQMedianas. assim como muitos problemas de otimizagio

combinatéria ( Ver Secdo 2.4. ) ¢ afetado pela " explosio combinatorial ". Por
excinplo, no caso de uma rede com 88 vértices , ha mais de 39 milhdes de
combinagdes em se tratando de localizar 5 ihstalag:?)es, e acima  de
4.5 xlOll2 combinagdes para 10 instalagdes. Supondo que um cofnputador pudesse
avéliar um milhdo de combinagdes por-segundo; ainda exigiria mais de um més e
meio -para avaliar todas as combinagdes, € assim enconfrér a melhor delas. Em

esséncia, um método que dispenda tanto tempo de processamento seria claramente

descartado de uma solugio viavel.

No problema de p-Medianas cabe ainda distinguir a diferenciaco entre os problemas
- de p-Medianas “Puro” e o “Generalizado”. No primeiro os custos de localizagio das
. instalagdes sdo desconsiderados, enquanto que no segundo os custos associados com

a localizacdo das instalagdes fazem parte da fungdo objetivo.
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'3.3.2. Aplicacdes onde se torna necessaria a Alocacgiio de Medianas
Na pratica o probléma' freqiientemente aparece em u_rha variedade de formas:

- Na localizég:ﬁo de centroé de comutagiio em redes telefonicas;

- Subéstag:(")es de redes de 'enérgia elétrica-'r

- Centros de abastec1mento (deposito) em uma rede de d1str1bu1<;ao
| rodov1ar1a (onde os vértices representam os clientes); |

- Nalocalizagdo de centros comerciais, lojas, shoppings;

-~ Localizag3o de provedores de internet;

- Na localizaggo de posto de coleta de cartas;

_ dealizag:io de estagdes de satélites;

- Na localizagio de escolas em uma cidade de maneira a minjr"nizar a.

distancia percorrida pelos alunos de cada bairro.

E a551m como estas, muitas outras aphcag:oes de localizagdo onde se dese]e

mlnlmlzar uma’ soma ouuma medla

O pfoblema de encontrar a p-Mediana po_der ser feito ligeiramente mais geral
associando com cada vértice xj um peso v; (representando, tamanho ou importancia),

de forma que o objetivo é minimizar a soma das distancias ponderados pelos pesos.

No presénte trabalho ¢ abordado o problema de localizagdo de instalagdes,
especificamente, o Problema de p-Medianas puro; isto ¢ o problema de localizar um
determinado  nimero (p) otimo de instalagdes ao longo de uma rede viria

desconsiderando os custos de localizag@o das instalagdes.
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3.3.3. ‘-Concéitos Basicos do Probl_efna de Medianas Propriamente Dito
3.3.3.1. Notacdo e Definii;’ﬁes Elementares -

G=(XA) - grafo;
. “\ ’

xoux; | - -vértices,i=1,2,..,nj=1,2,...n; _

Vi - peso (ou importancia) assgciado ao vértice x;;

dx,x) - menor distincia do vértice x; ao vértice x;;

o,(x) . ' -no.de out-transmissdo do vértice x;

o,(x;) - no. de in-transmissdo do vértice x;;

o,.(x) - - no. de in-out-transmiss#o;

Xo - out-mediana;

Xt . -in-mediana;

X o - in-out-mediana; | |

Xp ' .- subconjunto de vértices do grafo G que contém p vértices;

D=[ d(xi,bcj) ] - matriz das menores distancias;
[eg; ] - - matriz dos alocados composta dos vértices alocados aos _

vértices-medianas..

3.3.3.2. Numeros de Transmissio de um Vértice: out-transmission, in-

transmission e in-out-transmission
Dado o grafo G = ( X, 4 ) para cada vértice x; € X define-se:

Definicdo de out-transmission :

o,(x) = zvjd(x,.,xj)z | (3.3)

x)-eXr
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O nimero de - out-transmission o,(x) é a soma das entradas da
lihha x; de uma matriz dbﬁda p’eia multiplicagio de :cada coluna j da matrii,de |
distincia- D (G) = [d(x;,x;)] por.v;. E d (x; x) ¢ 2 menor distancia do vértice Xi
parao vérticex;, h

Defini¢do de in-transmission : -

Gt(xi)=12vjd(,§c.j’;xi): . . 7 o 3 v o (3.4)

xjeX
O.m’nnero de in-transmission o&,(x;) é a soma das entradas da coluna x; de uma
matriz  obtida pela multiplicagio de cada linha j da matriz de distancia
D (G) = [d(x; x;)] por v;. |
* Definicdo de in-out-transinissiorg : .

O niimero de in-out-transmission o, ,(x;) do vértice x; € X est4 definido por : .

00 )= Y vy G 69

xeX
3.3.3.3. Medianas dobGrafo : out-mediana, in-mediéma evinfout-median.a
Defini¢io vde out-mediqna :
1‘Urr_1.vértice J_co parao qual
o,(F)=mnlo,(x)] | BEr)

é chamado de out-mediana do grafo G.
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K Deﬁﬂig:-iib de in-mediana p

Um vertice X, 'pafa o qual:

o, (x)=min[o(x)] SENEY Y
& chamadd de in-mediana de G.

Definicdo de in-out-mediana :

Um vertice X, ,,para o qual:

0, (Fo)=min[o, ()] - 3.8

¢ chamado de in-out-mediana de G.

3.3.4. Miiltiplas Medianas ( p-Medianas )

O conceito-de mediana de um grafo pode ser generalizado a mais Que uma unica
~mediana’ de forma que um conjunto de p pontos formem uma multi-
" mediana (p-medianas) como segue:

3.3.4.1. Definicdes de Distincia: |

Seja X, um subconjunto do conjunto X de vértices do grafo G = (X, 4 ), onde X,

contém p vértices.
Distdncia de um Vértice a um Subconjunto de Vértices :

Neste topico serd apresentado o conceito de disténcia entre um vértice x; € X € um

-

“conjunto de vértices ( neste caso o subconjunto X, ). A dita distancia € definida por :
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X )=mplde) 69

Disténcia de um Subconjunto de Vértices a um Vértice :
A distincia entre o subconjunto X, e o vertice x; ¢ dada por :

dX,x)=mnldG.x)] @10

3.34.2. Definicdes Niameros de Transmissdo de um Subconjunto de Vertices:

out-transmission, in-transmission
 Definicdo de out-transmission de um Conjunto de Vértices :

Se x, € o vértice de X, o qual produz o minimo nas eqns. (3.9) ou (3.10) ¢ dito que o
vértice x; ¢ alocado a x;. A seguir é definido o numero de out-transmissio para o

conjunto X, de vértices. .

o, (X,)= S v,d(X,,x,) | - @I

x;eX
Definicdo de in-transmission de um Conjunto de Vértices :

Definimos o niimero de in-transmission de modo analogo.

o, (X,)= Y v,d(x,,X,) | | (12

xjeX
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: 3;3.4.3.’Defini¢6es’ d_e p-o‘ut-Media.na,vp-iﬁ-Mediana: »

_ Definig¢do de p-out-Mediana :

Seja um conjunto X , para qual

G, (X po) = )glg}{-[ g, (X,)] | - - (3"13),
¢ chamado p-out—_mediaﬁé do grafo G.

' Definiciio de p-in-Mediana :

De maneira semelhante, dado X ,» para o qual

6, (X ) = min [0, (X,)] o (3.19)

~ & chamado de p-in-mediana do grafo G.

Niao € c_;omputacionalmente pratico usar as equagdes (3.9), (3.10), (3.11), (3.12),
(3.13) e (3.14) diretamente para encontrar as p-medianas do grafo, mesmo sendo um
grafo de tamanho moderado. Algbritrhos “computacionais adequados serdo

apresentados na Sec¢Zo 3.3.8.
- 3.3.5. p-Medianas Absolutas

Considere um grafo nio direcionado G(X,4), onde A4 representa o conjunto de
~ arestas. A questdio ¢ saber se sobre algunia destas arestas existe algum ponto y (nio

necessariamente um vértice) onde o niimero de transmisszo

o(y)= 2.V, d(y,k,) | | (3.15)

x;eX
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~ seja menor que o numero de transmissdo da mediana do grafo. Chamar-se-ia entdo

' éq_uele ponto y, com o minimo a(y), de mediana absoluta de G.

CHRISTOFIDES (1975), demostrou com o Teorema 1 ejb Teorema 2, apresentados
a seguir, que, ao contrario do caso do centro de um grafo, ndo ha nenhum ponto y

“com o(y) < o(x). Portanto, segundo o 'autor nfo ha necessidade de pesquisar
‘a solugfio nas arestas, porque sempre existirA uma solugao otlma no- conjunto de

vertlces conforme apresentagao de tais teoremas.

- Teorema 1. Ex1ste pelo menos um vértice x de G ( X, A ) para qual . o(x)<o(y)

para qualquer ponto arbltrarlo yem G

Prova:

Dado y um pontQ sobre 0 arco ( x4, xp ) distante £ de x, Entio:
d(y,xj)-—;n}inl§+d(xa,x;);cab—é,‘+d(xi,,xj)J | _ ’ 4 (3:16)
Onde ¢, éro cbm’primentp da alresta.( Xa, Xb ) :

Dado X, o conjunto de vértices x; para o qual o primeiro termo na eq. (3.16) € menor

e dado X; o conjunto de vértices x; para o qual o segundo termo é menor. Pode-se

CSCrever

o)= Sodlox)= T lerdl e T leu-rdlin] 617

x; e X xjeX, x;€X,
- Dada a'desigualdade triangular para distancias tem-se :

d(xa,xj)Scab+d(xb,xj') DR ‘ (3.18)
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' substituindo { cab + d(xs, X))} poT d(X4, X)) MO segundo termo da eq. (3.17)

xeX, x;eX,

2 Solerdbon e Soldbun)el o

Not€ que X, UX,=Xe reorganizando (3.19) obtém-se: :

x;eX, - eX,

a('y)zzxvjd( )+§[ Z v, - Zv] - 320

Desde que se escolha satisfatoriamente qual vértice da aresta ( x, , X5) chamar x, €

qual chamar x; , podera se obter : .

ZV 2V | : I (3.21)

x; eX,; x; eX,

note que o primeird termo no lado da mao direita de (3.20) é o(x,), va desigualdade

(3.20) se torna:
ob)2ot) e

Onde, o vértice x, tem o (x,) tdo baixo qﬁanto o(y). Seguhdo CHRISTOFIDES
(1975), o Teorema 1 pode ser generalizado para o caso das p-medianas absolutas

como segue:

Teorema 2. Existe pelo menos um subconjunto X, © X contendo p vértices , tal

que o(X,)<o(Y,) para qualquer ‘Yp de p pontos sobre as arestas ou vértices

do grafo G = (X, 4).

Teoremas 1 ¢ 2 acima aplicados quando as transmissdes o (x) € o (x,) sdo definidas

- por eXp_ressGes da forma'(3.3) ,(3.4), (3.11) e(3.12).
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De acordo com os Teorema 1 e 2, acima apresentados, 0s conceitos de p-media_nas e
p-medianas absolﬁtas mencionados nas secdes 3.3.4.¢3.3.5. respectivamehte, podem
ser sintetizados a encontrar a solugﬁo para as p-medianas. Os referidos Teoremas
vgara.mtem que sempre existira uma solugio étima no conjuhtq de vértices de p-
medianas. Portanto no ¢ preciso buscar a solugio nos arcos, bastando procura-la nos
vérticcsvpara garantir a melhor Solugﬁo (ao contrério do caso de centros absolutos,

onde se faz necessério procurar a solugfo nas arestas ).
3.3.6. Problema de p-Medianas Puro

O problema acima apresentado ( na Se¢do 3.3.3. até 3.3.5. ) pode ser considerado
como sendo um problema de p-Medianas “Puro” no sentido‘ de que no mesmo 0s
custos fixos ndo vanam com. a localizagdo das medianas ( n3o sendo portanto
necessario inclui-los na fungfo objetivo ), e possiveis restri¢des adicionais tais como
restricdes nas capacidades ‘dos arcos da rede € no tamanho méaximo das medianas nio

-sdo consideradas.
3.3.7. Problema das p-Medianas Generalizado

.No problema das p-Medianas generalizado s3o consideradas a inclusdo de diversas
" variantes, tais como a inclusdo de custos fixos na func¢do objetivo, a restricdo na

capacidade dos arcos da rede, tamanho méximo das medianas entre outras.

O problema das p-medianas generalizado constitui uma classe mais geral que o
problema da p-medianas puro. No problema generalizado custos fixos f; sdo
associados com os vértices x;. Define-se entfio o problema p-mediana generalizado

como segue.

Dado um grafo G = (X, 4 ), com a matriz de distincia minimas [d(x; x;)], pesosde

vértice v; e custo fixo do vértice f;, o problema é achar um subconjunto X, que -

contém p vértices de forma que seja minimizada a seguinte fungéo
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.Zz_Zf‘,.+d()fp') o . ' (323)

s ek
Assim, neste caso o objetivo ndo ¢ somente minimizar a transmissdo o (X,)de X,

masa ﬁirigiﬁo total Z' a- qual - inclui um custo fixo f; para todo vértice x; em X,.Na
prﬁtica f; representa o custo fixo associado com construir uma instalagio (depésito,

fabrica, centro de comutagio ), onde a localizag#o é representada pelo vértice x;.

O problema de p-mediana corresponde ao caso onde todos os f; sdo iguais a um certo
valor f de forma que o primeiro termo da eq (3.23) se torna um vetor pf constante

sem importar quais vértices fazem parte do subconjunto X, .

Um problema similar ao das p-medianas generalizadas, definido acima, consiste

em encontrar X, tal que IX pl <p,eo(x,) ¢ maximo. O problema de minimizar a

expressio. (3.23) sﬁjeito a | X , | < p € uma versdo do problema das p-medianas

generalizado que na pratica ¢ freqiientemente encontrado em diversas aplicagGes.

Problemas préﬁcos de ldcalizagﬁo de- depdsito invariavelmente envolvem restricdes
de capacidade o que nio existe no problema de p-mediana puro. Uma restrigdo -

bastante habitual se refere ao valor maximo e minimo da expresséo :

D ' . (3.24)

x; alocadoa x;

para qualquer vértice mediana x; € X,. A expressio (3.24) é uma medida da quantia
de material transmitida de x; (processamento) e ¢, consequentemente uma medida do

tamanho fisico do depdsito x;.

As dificuldades para resolver problemas praticos de localizagdes de depdsitos, ndo
esta nas.variagles e restricdes adicionais discutidas acima, mas sdo inerentes ao

proprio. problema puro de medianas. Devido a isto a seguir serfio discutidos alguns
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- dos métodos disponiveis para achar as p-medianas de um grafo. Para simp'liﬁcata
| R

- nomenclatura serdo ‘descartados os termos o e ¢ representando “out” e “in”

‘medianas, respectivamente, desde que os métodos se aplicam igualmente a ambos.
3.3.8. Métodos para-Resol(ver o Problema de Localizagéo de Medianas

Os estudos relativos a locali_zagio_ de medianas foram iniciados por‘ Hakimi
no ano 1964-1965. O autor mostrou que peio 'menos_'un‘la solucdo, 6tima para o
problema das p-mevdivanas, estava localizada nos yértices da rede. Segundo Garey e
Johnson citado por HRIBAR (1997), ndo obsfante o problema ter sido reduzido a’
buscai a solucio somente nos vértices, continua sendo NP-cdmpleto para um

nimero p variavel.

Apds Hakirﬁi, um grande -mimero de algoritmbs foram propostos para o

modelo das p-Medianas, inclusive técnicas de Pesquisa nas Vizinhancas

(Maranzané, 1964); Algoritmos de substituicdo (Teitz e Bart, 1968) e Algoritmos de

Relaxacdo Lagrangeana combinado com Branch and Bound (Christofides and
‘Beasley, 1982), entre outros. ' '

Entre os algoritmos de resolugio das p-Medianas pode-se diferenciar os métodos

~ exatos e os heuristicos.

'Entre os métodos exatos pode-se mencionar, em primeiro lugar, a resolucdo
das p-Medianas.conio um problema de programagc@o inteira, e em segundo o método
exaust_i'vo, ambbs freqiientementé usados no caso de problemas de pequeno porte,
isto €, problemas com um reduzido nimero de vért_ices na rede, assim como tambem

com um pequeno nimero de instalagdes a serem localizadas.

~ No que diz respeit.o'aos métodos apfoxirnados existem na Iitefatufa uma.diversidade -
de métodos heuristicos. Entre estes cabe ressaltar o “Método dé Substitui_q;ﬁo”
- proposto por Teitz e Bart no ano de 1968. Existem ainda na literatura outros -
métbdoé heuristicos tais como o “Métbdo da Parti¢fio™ proposto por Marém_zana, o

“Método de Pizzolato” proposto pelo autor do miesmo nome e por ultimo a
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~ “Heuristica de Programégﬁo Dindmica” proposto por Hribar e Daskin no ano de
1997. S "

E relevante destacar a -importancia dos métodos heuristicos na resolugio de
problemas ‘de grande porte, onde a explosdo combinatorial impede o tratamento -
destes problemas através de métodos exatos de resolugio.

- A seguir serdio abordados os métodos citados.

- 3.3.8.1. O Problema das p-M_edianas' como um Problema de

Programacic Inteira.

Seja lé‘,:jl dmatn'z de alocagio tal que

S

- Além disso,

J
0 , caso contrario.

1, sex; ealocado ax;;
i

§ __ - §1 ,sex; e uma mediana;
i 0 , caso contrario.

‘O problema de p-Medianas pode ser formulado com6 chue :

Minimizar Z=3"Yd,¢; . (3.25)
7 - i=1 j=1 _ . ) )

_sujeito a:

Y& =1 paa j=l.on | - (3.26)

i=1 ' . '

d&i=p | | (3.27)

i=1 - ’ ' :

g <& paratodoij=l,..n o (328)

R

g;=0oul S ' o ~(3.29)
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onde [d;/ é a matriz peso - distancia de ordem #n xn, isto ¢, a matriz distincia onde

~ cada coluna J esta multiplicada pelo peso V]’.‘

Sizniﬁcho das restricoes:

A reSfrif;ﬁo (3.26) assegura qﬁe todo vertice x; ¢ alocado aum e somente

um vértice mediana x; ; ' »

- A'restrigio (3.27) garante que existem exatamente p vértidcs medianas;

- A restrigio (3.28) diz qlic; & =1 somente se &, =1, 1sto ¢, a restrigdo
- assegura que as alocagdes sO podem ser feitas a vértices medianas;

- vA’restrig:ﬁo (3.29) impde a integridade: & € variavel binaria que assume A

- valor zero ou um;
Se |:§y] é a solugo 6tima para o problema proposto acima, ent3o a p-mediana é

Xp={.x,./§_,.,.=.l}

Observacdo: Se a condigdo (3.29) for substituida por £, >0, entdo o problema

resultante € um Problema de Programag:ﬁo Linear cuja'solug:ﬁo pode ser obtida

. facilmente.

As solugdes para este problema linear ndo sio necessariamente inteiras. € valores

fracionarios ‘para £; <1 podem ocorrer, embora Revelle € Swain, citados por

CHRISTOFIDES (1975), observam que tais valores fracionarios ocorrem raramente.
Entio, pode-se usar a formulagio de programagio linear para obter a p-mediana para

a maioria dos problemas.’

Em todo caso, se valores ‘fracionarios de algum &; -acontecerem, entdo uma

resolucdio destas incertezas pode ser obtida por um procedimento de busca em arvore

( Branch and Bound ).
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Uma aproximagio altematlva v1a programag:ao l1near ¢ determmada por Marsten que

mostra que a solugio. l§ J correspondendo ap- medlana de um grafo como descrlto :

pelas equagdes de (3.25) até (3.29) € um ponto extremo de um certo pol1edro H, e

_que toda outra p-mediana para 1< p <n também s3o pontos extremos de H. Usando

multiplicador de lagrange e programagao lmear parametrzca Marsten d4 um
método de percorrer um caminho entre alguns dos pontos extremos de H. Este
cammho gera sucessores de p-medianas do grafo G em ordem descendente de p,
embora certas p-medianas (para alguns valores de p) podem ser perdidas e nunca -
serem geradas, ou, reciprocamente, podem ser gérados pontos extremos de H que nédo

correspondem a p-medianas de G, isto ¢, contenha valores fracionarios de &; . Assim,

embora este método é tedrica e computacionalmente atraente, pode ndo produzir a
p¥mediana do grafo para um valor especifico de p requerido. Christoﬁdeé relata o
caso de um grafo de 33 vértices onde as p-médianas foram geradas com é&xito para p
= 33, 32,...,-10, mas a 9-mediana e 8-mediana ndo puderam ser obtidas por este

" método.
3.3.8.2. Méfodo da Enumeragio Exaustiva

O método de enumeragio exaustiva ou direta, consiste em avaliar, uma a uma, cada
possibilidade de localizagio da mediana, até que seja encontrada a solugdo S6tima
Supondo que, se n é o conjunto dos vértices da rede e p o nimero das instalagdes a

serem localizadas, entio o numero de possibilidades a serem testadas é
(nj
p

Este método requer o calculo da fungio obj etivo para cada combinagio possivel de p
nos n locais possiveis para a implantacdo das mstalag:oes até que seJa encontrada a

- solucdo ot1ma

Porém o nimero de combinagdes de p em n locais pode ser muito elevado. Portanto
o método da enumeragdo exaustiva pode requerer um volume de calculos excessivo.

E evidente que o processo de busca exaustiva garante o melhor esquema de
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“localizagdo das instalagdes, porém em sistemas-com elevado nimero de vértices €.
vérias instalagdes a distribuir, o nimero de combinagdes possiveis se torna muito.
grande 0 que levaria a um tempo de processamento muito  elevado, motivo que

inviabilizaria sua utilizag3o.

No-caso de sistemas de pequeno porte as p-Medianas podem ser encontradas de
forma exata através do método da Enuinerag:ﬁo exaustiva. Este método foi usado por
"HAKIMI (1985), para encontrar as 3-medianas devur'n grafo com 10 vé‘rtices.. Porém,
mesmd ‘com 0 ’fecurso, do computador o tempo computapional cresce muito

rapidamente, o que limita o uso do método em grafos com poucos vértices.
3.3.8.3. Método da Substituigio de Vértices

E um método heuristico baseado na substituigio de vértices descrito por
TEITZ&BART (1968). ' '
O método consiste bésicéménte em escolher quaisquer P vértices de forma aleatéria

como sendo o conjunto inicial S, que supde-se ser uma aproximagio do conjunto X -

- das p-medianas.

A seguir é testado se algum vértice x; € X - S pode substituir um vértice x; € S como

vértice mediana e entdo produzir um novo conjunto S’ = SU {x;}- {x;} para o qual o

>

ntimero de transmissio & (8’ )< o (S). Se for, entdo ¢ feita a substitui¢do de x; por x;

e obtém-se §’ que é uma melhor aproximag@o para o conjunto X , - Segue-se este
procedimento, produzindo aproximagdes para X , » até chegar-se a um conjunto S,
‘onde nenhuma substituigdo de vértice de S. por outro em X - § produza um a(s)

menor que & (§) - € neste caso € a aproximag@o final para o conjunto X, .
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Descricdo do algoritmo

" Passo 1. Selecionar um conjunto S de p vértices para formar a aproximagéo inicial

das p-medianas. Rotular todos os vértices x; ¢ S como “ndo testados”.

Pds.jso 2. Selecione algum vértice “ndo testaé’o” xeS e para cada vértice x; € S,

compute a “redugdo” A; na transmfssﬁo, se x; é sﬁbstituido por x;, isto €, compute:
B =0(®) -0V}~ |

Passo 3. Encontre A, ; =I1;12.§( [Aij] »

(1) Se A, ;<0 | rotuie 0 vérﬁce x; como “testado” e volte ao passo 2

(i) SeA, ;>0 ,efeﬁar S« Su x j} —{x,}, rotular x;como “testado” e

volte para o passo 2.

~ Passo 4. Repetir os passos 2 e 3 até que todos os vértices em X-S estejam rotulados
como testados. Este procedimento ¢ referido como ciclo. Se, durante o dltimo ciclo
nenhuma substitﬁigﬁo:de vértice foi feita no passo 3(i), va para o passo 5. Caso
- contrario, se foi feita alguma substitui¢do de vértice, rotule todos os vértice como

ndo testados e retome ao passo 2.

Passo 5. Pare. O 'cohjunto S atual é o conjunto de p-medianas X o

O algoritmo descrito acima é de fato da familia de algoritmos baseados em
otimizag#o local, onde a primeira idéia de A -otimal foi introduzida por- Lin para o
problema do caxeiro viajante, ¢ subseqiientemente estendido e usado por uma

variedade de problemas combinatoriais (TEITZ&BART, 1968).
3.3.8.4. Método da Particdio

Este método também heuristico, deve-se a Maranzana. Em sua esséncia, sdo
buscados sucessivos vértices unicos de m subconjuntos “destinos”, cada um
. associado com uma origem. Estes conjuntos vdo sendo modificados € o processo €

repetido. .
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‘Maranzana introduziu o conceito- de “centro de gravidade” de uma rede ou grafo,

"analogo ao de mediana (BINFARE,1993).

Um vértice pjé um centro de gravidade de O Pse

ZDjkwkS’ZDikwkr ., Vi

_Pe€Q PreQ
onde

P éo conjuntb de nos do grafo;

D;j € o custo do caminho de minimo custo de p; a p;
wy € o peso de p; |

O método inicia cc;m uma selegdo arbitraria de origens e particiona-se a rede em
subconjuntos a serem “servidos” por estas origens, associando-se cada ponto a sua
origem mais préxima. Apés o centro de gravidadé de cada conjunto da partigdo ¢é
calculado e as origens iniciais sdo substituidas por estes pontos. O processo €

repetido até os “pontos origens” ndo serem mais mudados.
3.3.8.5. Método de Pizzolato

As contribui(;ées'para as solugdes heuristicas realizadas por Maranzana, Teitz e Bart

foram fundamentais para a formulaggo de extensdes posteriores.

De acordo com Pizzolato, ¢ importante notar ]que estes métodos requériam o uso de
~ mainframes ¢ a complexidade dos mesmos reduzia suas aplicagdes a pequenas redes.
No caso dos trés primeiros trabalhos, os problemas limitavam-se em cerca de 30
vértices e, para o ultimo, em 100 vértices, embora com alguma perda de qualidade

(BINFARE, 1993).

O método heuristico proposto por Pizzolato, basicamente consiste em efetuar a
construgio de p arvores disjuntas. As arvores vido modificando suas formas,

progressivamente, conforme sucessivos testes efetuados sobre suas raizes ¢ vértices,
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podendo ocorrer a eliminagdo de uma arvore € a partigio de outra em duas, bem

como modifica¢des nas raizes e transferéncia de vértices de uma para outra arvore.

BINFARE (1993), afirma que o método de Pizzolato oferece, nio s6 uma 'solug:ﬁo.de
boa qualidade, freqiientemente 6tima, mas também presta-se a grandes redes ( cerca
de 500 nés ), pode ser utilizado por um micro comum e apresenta um baixo tempo de

execugdo inversamente proporcional a p.
3.3.8.6. Heuristica de Programagio Dindmica

HRIBAR e DASKIN (1997), propuseram uma heuristica baseada em programacio
~dinamica. Este método difere dos apresentados acima desde que identifica um
grande nimero de solu¢des muito boas; diferentemente dos métodos mencionados

anteriormente onde ¢ obtida uma unica solugio.

O método heuristico _de pfogram’ag:ﬁo dinamica tem semélhang:a com o conceito do
-algoritmo genético, no sentido de obtervmﬁltiplas solugdes ao longo da exécug:io do
“algoritmo, além, de permitir ao usuério determinar a freqiiéncia com que candidatos

locais aparecem no grupo  de solugdes boas. Como tal, o método identiﬁca '

localizagGes que deveriam ser considerados mais importantes € as que provavelmente
- podem ser excluidas de qualquer plano de localizag¢@o. Esta )infonnag:ﬁo € semelhante

ao usado em algoritmos de busca tabu para diversificar o processo de procura.

A heuristica de programagio dinamica ¢ um método que resulta-da mistura do
algoritmo guloso com a abordager'n' de programagio dinimica. A seguir serdo

abordados brevemente os dois algoritmos antes de apresentar o élgoritmo hibrido.

- Algoritmos gulosos encontram a melhor situagio dédo o estado atual de solugdo.
-“Melhor” & definido por algumzi medida apropriada para o problema. Para o
* problema das p-medianas a " melhor liga¢do" ¢é - a minima ligagdo que ndo crie

ciclo. Em geral, élgoritmbs gulosos tendem a ndo ser os mais eficientes, entretanto

eles sdo faceis de entender e faceis de implementar.
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Para alguns problemas o critério no qual o algoritmo deveria ser guloso ndo é sempre |
‘a priori. ’Geralr_nente ¢ bastante facil mudar o modo de avaliagdo em algoritmos

| gulosos. Como tal, a eficacia de medidas novas pode ser testada prontamente.

O algoritmo gulosd para o problema das p-Medi‘ahas é mostrado a seguir :

S«¢
For K =1 to Pdo |
' best_node_to_Nadd <0
Vbest_obj «— ©
For J=1toNdo
Ifg(S\U{J})< best objthen
best_obj €~ g (S U{Jj)
best_node_to_add «J
endif

3 endfor »
S < S U { best_node to_add }.

endfor.

Neste algoritmo, S € o conjunto com a localiza¢do de instalagdes candidatas, e N € o -

nimero de vértices do problema.

A func;io' g (X) é a funcdo objetivo das p—Medianaé quando as instalacdes sdo
localizadas nos nés definidos pelo conjunto X. Para P = I, o algoritmo guloso
apresentara a solugio ‘6tima. Para elevados valores de P, o'algoritmo pode dar
solugbes bastante pobres conforme observagio realizada por Daskin (HRIBAR,
1997). | |

A seguir é abordado o método de programagdo dinidmica para resolver o problema
das p-Medianas onde a varidvel estigio ¢ iniciada com o mimero de instalagBes
adicionadas até o momento, e a variavel estado iniciada com o conjunto de locais

selecionados.
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Fazendo S; denotar o conjunto de todos os possiveis estados, com i instalagdes
selecionadas, a seguir ¢ apresentado o algoritmo de programagfo dinidmica para

o problema das p-Medianas.

S «¢
For/=1toPdo
For S in S;; do
For J =1to Ndo
If {SU{J}} &S thenS < & U{SU{J})
endif : | a
. endfor

endfor

~endfor

‘Encontrar § =arg min{g(S)}

SeSp
Este algoritmo constrdi essencialmente toda combinagio possivel de i vértices fora
dos N possiveis vértices candidatos para todos os valores de i entre 1 e P, o nimero

desejado de instalagdes.

O algoritmo encontra os melhor conjuntos de vértices entre todaé as possiveis
combinag:()és de P vértices selecionados desde os N candidatos locais. Porém o
algoritmo de programagido dinimica ndo é prétibo para elevados (ou até mesmo
moderados) valores de P e N. Em esséncia, o algoritmo de programac3o dinimica

esbocado acima, ndo € nada além de um esquema de enumeracao total.

A dificuldade para cdmputar, salvar e avaliar todas as possiveis combina¢des de P-1
localizagdes de instalagdes em N locais candidatos, com o intuito de encontrar a
solugdo 6tima de p-medianas, toma esta busca claramente proibitiva. Por outro lado,
tentar encontrar uma solugdo 6ti1ha, também ¢é provavel que seja desnecessario. Em
outras palavras, é.improvével que os mélhores locais de P irdo incluir P-/ locais de
baixo desempenho como uma solugiio ao P-/ problema mediano. E bastante provavel
que boas solugdes de P localizagdes para o problema medianas venham de solugdes
boas do P-/. Isto sugere que ndo ¢é necessario armazenar todas as possiveis |

cdmbinac;()es de ¢ instalagbes de (1<g<P-1e qué sera necessario guardar
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somente -aquelas boas solu¢des de g-medianas. Este fato vcond'uziu_ 3 heuristica
baseada em.programac¢do dinamica para resolver o problema de p-Medianas

mostrada no algoritmo que segue :

S, < ¢
'ForI=]'to'P do
he<0
"For S in S;; do
ForJ =1to Ndo
If h<H Then
h<h+1
si'<— S UISU{J})
G/ (S")« G(su {J})
SORT the & solution in S;
Else
If G(SU{J}) <G (S") Then
S, <S8 \8"7
S, < S, u{Su{J}}

GI(ST)Y«G(su {J})
- SORT the ‘H solution in S;
: ,endif‘ ’
endif
endfor

endfor

endfor
Neste algoritmo foi usada a seguinte notagdo adicional:

H = nlimero maximo de solu¢des para armazenar em qualquer estagio.
h .= numero de solugdo realmente armazenadas,

G (S™) = mth melhor valor da fungo encontrada para o problema i-mediano (que

S

é obtido localizando instalagdes ao longo dos vértices no conjunto S™).
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No pseudo cédigo apresentado acima, se 0 conjunto { 1, 3, 7 } esta entre o topo de
Soluqées H para um problema de 3-medianas, pode-se obter esta solugdo por
~ qualquer um dos trés modos: adicionandd oné7 Zp'ara 0 conjunto { 1 3} na soluc;ﬁo
de 2- medlanas ad1c1onando 0 né 3 para o conJunto { 1, 7 } na solucdo de 2-
medianas; ou ad1c1onando 0 noé 1 para o conJunto {3, 7} na solug:ao de 2-med1anas
Assxm quando sdo geradas a segunda e tercelras vezes, sera preciso conferir se ja
estd no conjunto S;. '

7

Esta heuristica é equivalente ao algoritmo guloso se H=1¢ a‘o' algori'tmo"de

‘programagdo dindmica se H € sﬁﬁcientememe grande, quer dizer, se -
e [N}
H>maX, ., .
J
3.4. Consideracdes Finais
Ao longo deste capitulo além de efetuar a revisdo bibliografica sobre o problema,i
verificou-se a importancia da eficiente localizagio das p-medianas como meio de
reducio de custos de transporte associados a localizagZo das instalagdes.
Nessa perspectiva cabe ressaltar 0 método de substituicdo de Teitz e Bart, indicado

pelos autores como a heuristica mais usada e a que melhores resultados oferece para

problemas de grande porte.
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CAPITULO IV

4. Técnica de Busca Proposta

4.1. Definicio do Problema

O problema de “Localiza¢ido de medianas”, conforme fo1 visto no terceiro capitulo, -
consiste em encontrar lugares adequados para instalagdes de modo a minimizar a

soma total das distancias de todos os vértices a instalagio mais préxima.

Nesse contexto a localizagdo 6tima da instalagio é chamada de mediana do grafo.
Existem situagdes nas quais tém-se o interesse de encontrar mais de uma mediana,
nesse caso trata-se do problema de p-Medianas, conhecido na literatura como

“Problemas de Mini-sum” ou “Problema de Localizagéio de p-Medianas ™.

O primeiro pesquisador a formular o problema de uma ﬁnica mediana foi HAKIMI
(1964). Pouco tempo depois 0 problenia de uma mediana foi generalizado para
multiplas medianas. O referido autor propds um procédimento simples = de
enumerac¢io para o problema. Além disso, a literatura apresenta diversas heuristicas
para resolver o problema das p-medianas. Algumas delas sio usadas para obter boas
solugdes iniciais. O métbdo de _substituic;ﬁo de TEITZ&BART (1968) ¢
freqiientefnente citado na literatura como a heuristica mais simples e com melhores

resultados. Heuristicas mais complexas exploram uma 4arvore de busca
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(GALVAO&RAGGI,V1989). Algumas abordagéns bem sucedidas usam informagdes
“primal/dual do problema (SENNE&LORENA, 1997 ¢ BEASLEY, 1993). |

O problema das ‘p-medianas pode ser formulado como um problema de programacéo

inteira binaria. A férmula matematica que o.descreve € apresentada a seguir:

Minimizar  Z=Y"3d,&, | @D
i=1 j=1 : ' ’
sujeito a:
&, =1 para j=1,..n | (4.2)
i=1 ’ o :
zgﬁ =p ' . (4.3)
i=l . _ : ,
&, <&; paratodo i, j=l,..n _ (4.4
e
g&;=0oul : © (4.5)
Onde:

' [511] ¢ a matriz de alocagdo tal que

.§ij =1, sex; éalocadoax;;

0, caso contrario.

& =1, sex; éum vértice mediana ;

0, caso contrario.
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[dy] € a “matriz peso” que representa o custo de atender a zona j a partir da

instalag&o 7, multiplicado pelo peso v;.

4.2 Técnica de Busca Baseada em Algorltmos Genetlcos para
Encontrar a Locallza(;ao de p-Medlanas

4.2.1. Origem dos Algoritmos Genéticos

Nos ultimos anos a comunidade cientifica intemacional vem mostrando um crescente
interesse pela nova técnica de busca baseada na teoria da evolugio conhecida como
_ algorltmos genéticos. Esta técnica se basela no mecanismo de selecdo existente na
natureza segundo o qual os individuos mais aptos de uma populagio sio os que
sobrevivem, pois se adaptam mais facilmente as mudangas produzidas em seu

entorno.

Hoje em dia sabe-se que as mudangas do individuo se efetuam nos genes (unidade
basica de codificacdo de cada um dos atributos de ser vivo) e seus atributos mais

desejéveis (isto é, aqueles que permitem a adaptacio melhor a seu entomo) sdo

transmitidos a seus descendentes quando estes se reproduzem sexualmente.

Neste sentido, John Holland, pesquisador da Universidade de Michigan, consciente
da importancia da selecdo natural, desenvolveu nos anos 70, uma técnica para poder
incorporar estes conceitos em um programa de computador. Seu objetivo era
consegulr que os computadores apreendessem por si mesmos. A técnica que Holland
inventou foi ‘chamada orlglnalmente de “planos reprodutlvos mas se tornou .

conhecida com o nome de “Algoritmos Genéticos”
4.2.2. Definicoes Gerais

Algoritmos Genéticos (AG) constituem uma técnica de busca inspirada no processo
de evolugio dos seres vivos. Sdo métodos generalizados de busca e otimizagido que
simulam os processos naturais de evolugio, aplicando a idéia Darwiniana de selegdo.

De acordo com a aptiddo e a combinagdo com outros operadores genéticos, sdo
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P

produzidos métodosdé grande robustez e aplicabilida’de Tais AG’s inicialmente
~ desenvolvidos por Holland na década de 70, e atualmente vem sendo aphcados com

bons resultados nas mais vanadas areas de conhec1mento

" Uma defini¢io ampla de algoritmo genético € a proposta por KOZA (1992), segundo
o qual um A.G. é um algoritmo matematico altamente paralelo que transforma um
conjunto de obJetos matematicos individuais com respelto ao tempo usando
operagdes modeladas de acordo com o principio Darw1n1ano de reprodug;ao e

sobrevivéncia do mais apto.

De modo mais especifico, Algoritmo Genético é um procedimento iterativo que
mantém uma populagio de: estruturas (chamadas individuos, cromossomos ou
strings), que represenfam possiveis solugdes de um detérmina_do problema. Durante o
processo evolutivo, em cada geracdo, os individuos da populagio atual sdo
~avaliados de acordo com o valor de sua aptiddo para a solugdo do problema. Para
cada individuo ¢ dada uma nota, ou indice, refletindo sua habilidade de adaptagéo
(fitness) a determinado ambiente. Uma porcentagerh dos mais adaptados s@o
mantidos, enquanto os.outros séio descartados (Darwinismo). Os individuos mantidos
pela selegdo podem sofrer modificagBes em suas caracteristicas fundamentais através
de mutacGes ¢ cruzamento (crossover) ou recombinacio genética, gerando

descendentes para a préxima geracio (reprodugio).

O algoritmo genético também pefmite obter sdluqées para problemas que néo podem
ser resolvidos por nenhum método exato, ou cuja solu¢do exata nio poﬁe ser
calculada em um tempo aceitavel. E o caso particular dos problemas de otimizagdo
combinatorial, tais como: formar equipes de trabalho, planiﬁcar rodizios de entrega,

localizar instalagdes e outros.
4.2.3. Estrutura Basica da Técnica de Busca Baseada em Algofitmos Genéticos

Os passos principais da técnica de busca baseada em algoritmos genéticos, para

localizar as p-medianas, podem ser descritos como segue :
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Imclo Algorltmo
Representar uma solugio na estrutura de um cromossomo;
Construir uma populagéo inicial de cromossomos
Avaliar o Fitness dos individuos da populagio;
'Répetir
Selecionar ancestrais da populag:ﬁo;
.Efetuar o cruzamento ( crossover ) entre os ancestrais selecionados;
Efetuar uma mutagdo ou recombinagio ﬁos descendentes gerados;
Avaliar o.Fitneés dos descendentes gerados
Até que uma solugdo satisfatéria seja encontrada.

Fim Algoritmo.

Dentro desta perspectiva, sdo apresentados: a representa¢do de uma solug¢do na
estrutura de um cromossomo, a construgio de uma populagfo inicial, a avaliagdo do

fitness e os operadores genéticos (selegio, crossover e mutagio).
4.2.4. Representacio de uma soluciio na Estrutura de um Cromossomo

‘Nos Algoritmos Genéticos (AGs convencionais), a codificacio mais comum das
solugdes se da através de cadeias binarias ( zero — um ). E a popularidade desta
representac@o se deve 4 estrutura originalmente proposta por Holland, € a facilidade |

- para implementar computacionalmente.

Embora a representag:ao por cadeias binarias tenha se mostrado eﬁc1ente para varios
problemas, observou-se, a medlda que foram crescendo as aplicagdes de AGs, que
em diversos problemas com um elevado niimero de restrigdes, esta representagdo
pode ndo ser a mais adequada, surgindo dai alternativas, a exemplo da representacdo
por inteiros, onde um cromossomo ¢ descrito por um vetor de numeros inteiros.

Na presente pesqﬁisa foi adotada a representagio de solugdes através de vetores.
Cada vetor representando um cromossomo com numeros inteiros, isfo ¢é, cada vetor

representando uma solug@o para o problema de p-medianas, conforme ilustracdo da

figura 4.1.
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10

Figura 4.1. : Representacio doCromo.ssomo

O exemplo acima é um vetor de 10 posiéﬁes, significando que o niimero de vértices
(nds) na rede ¢ 10, cada posicdio do vetor representando um vértice, o conjunto ¥ de
vértices pode ser dividido em dois subconjuntos, o lprimeiro subconjunto V; dos
vértices que s3o medianas e o segundo subconjunto ¥, dos vértices que ndo sdo

medianas. No exemplo v, = {3,5,8} e v, =1{1,2,4,6,7,9,10}, cabe

ressaltar que os vértices 3, 5 e 8 sdo medianas, ¢ os demais vértices sdo atribuidos a
mediana mais préxima (de menor custo). Nele, o elemento da posigio 1 do vetor € 3,
significando que o vértice 1 esta ligado a mediana 3, o elemento da posi¢do 3 é 3,

significando que o vértice 3 é mediana, e assim sucessivamente.

Independentemente do tipo de representagio selecionada, deve-se sempre verificar se
a representac@o estd corretamente associada com as solugdes do problema analisado,
ou seja, que toda solugdo tenha um cromossomo associado e reciprocamente que
todo cromossomo gerado pélo AG esteja associado a uma solugdo valida do

problema analisado.
4.2.5. Construciio de uma Populacéo Inicial de Cromossomos

O problema de gerar uma populagéo inicial de cromossomos num AG normalmente
nfio & uma tarefa das mais dificeis. Pelo contrario, em muitos problemas esta tarefa €
muito simples. Basicamente consiste em escolher, de forma aleatéria ou com
fundamentac@o probabilistica, aqueles representant:es que julgarem serem possiveis

solugdes para o problema.

J4 nos problemas onde a geragio de uma populagfio inicial n3o € tdo imediata,

normalmente se costuma usar heuristicas simples e rapidas.
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No.problema em questfio, adotou-se a geragio aleatéria da populagdo inicial de
cromossomos, onde as medianas de cada cromossomo da primeira populagio sio -

“escolhidas aleatériamente.
- 4.2.6. Avaliacao do Fitness

A avaliagio do Fitness de um cromossomo em um AG significa determinar o seu
nivel de aptiddo ‘de Sobrevivéncia, ou seja, em um AG sobrevivem prioritariamente
0s crombssomos mais aptos. E nos problemas de -Otimizagio, 'o/ critério de
| sobrevivéncia pode ser determinado pelo valor da sua fungio objetivo avaliado pelo

.cromossomo analisado.

Nesse contexto, a avaliagdo do fitness na heuristica proposta esta dirétamente ligada
4 fungdo objetivo, isto é o fitness representa a soma da distancia percorﬁda de cada.
um dos nés a sua instalagio mais proxima, ponderada pelos respectivos pesos. A
solugdo que tiver me‘norr distancia percorrida das medianas a seus vértices sera
considerada mais apta, por tanto as solucdes com maior fitness terio maior

v»possibilidade de sobreviver.
4.2.7. Operadores Genéticos

Os operadores genéticos tém como fungfio criar novos espagos de busca de solugdes.

A seguir sio apresentados trés tipos de operadores: Selec?o, Cruzamento‘e Mutaggo.
4.2.7.1. Selegio

A seleciio ¢ um processo no qual os individuos da populag¢io atual sdo copiados para
~ a populacdo da geragdio posterior, em quantidades proporcionais & aptiddo de cada
um, ou seja; ao valor da fun¢io objetivo associado a cada vixlldividuo (fitness). As
copias produzidas sdo submetidas & acdio de outros operadores genéticos, para a

geragdo de novos individuos.
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Uma das formas mais simples e mais usada ¢a Selecﬁo pela regra da roleta. Essa
selecdo simula o procedimento de girar uma roleta viciada, onde cada‘i_ndividuo da
geracio atual tem uma fatia da roleta cujo tamanho é proporcional & sua aptiddo.
Assim, aos individuos com alta‘aptidﬁo ¢ dada uma porgdo maior da roleta, enquanto
aos de aptiddo mais baixa ¢ dada uma pbrg:ﬁo relativamente menor da roleta.
Finalmente, a roleta & girada um determinado mimero de vezes, dependendo do
tamanho da populag3o, e sdo escolhidos, como individuos que participario da

proxima gerag@o, aqueles sorteados na roleta.

Individuo  Aptddo.  Aptidio

Si F(S:) Relativa
S1 10110 2.23 0:14
32 11000 7.27 0.47
S3 11110 1.05 0.07
S4 01001 335 . 0.21
S5 00110 1.69 0.11

Figura 4.2. : Populagio e sua Correspondente Roleta de Selegio. Fonte Carvalho (2000 )‘

- Assim, a probabilidade que um individuo P; seja selecionado para reproducio é:

po SO
> (S,

onde:

Sf(Si) = aptiddo do individuo i

n numero total de individuos na populag¢io

P, = probabilidade do individuo i ser selecionado

]

Na técnica de busca proposta, foi adotada a. seguinte estratégia, selecionar
aleatoriamente 3 cromossomos da populag3o atual e escolher o-melhor cromossomo
dentre os trés. Guardar este primeiro cromossomo, repetir o processo anterior, isto é

escolher novamente mais trés cromossomos da populagio atual e posteriormente
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efetuar- o -cruzamento entre os dois cromossomos escolhidos, gerando assim o

pr()xhno sucessor da populagdo € assim sucessivamente até obter a nova populagio.
4.2.7.2. Cruzamento

O operador de cruzamento ou crossover € considefado c-)4 operador mais importante
do algoritmo genético, consiste em recc_ﬁnbinar as caracteristicas dos pals durante a
reprodugio, permitindo Qué as pféximas geragdes herdém essas caracteristicas. Ele é
considerado o oper’addr genético predominante, por. isso ¢ apliéado_ com
probabilidade dada pela té;xa de crossover Pc, que deve ser maior que a taxa de

mutagdo. O cruzamento pode ser realizado sobre apenas alguns individuos.

Os tipos de operadores crossover mais conhecidos para cadeias de bits sdo o

de n-pontos e o uniforme, descritos a seguir :

‘Crossover em Um-ponto: um ponto de corte é escolhido e a partir dele as
informacdes. genéticas dos pais serdo trocadas. As informagdes anteriores a este
ponto em um dos pais so ligadas s informagdes posteriores 4 €ste mesmo ponto no

outro pai.

Por exemplo, considere-se os individuos C; e C; da figura 4.3.

¢, |A|B|C|D|E|F

?

¢: lo|P|Q|R]|s|T

1 Corte

-Figura 4.3. : Crossover em um Unico Ponto

Escolhido aleatoriamente o ponto de cruzamento k=3, o cruzamento gera dois novos

individuos C, e C, z{presentados na figura 4 4.
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.Resultado do Cruzaménto

C, JA|[B|CI|R|S|T

c, |O|P|Q|D|E|F

" Figura 4.4. : Resultado do Crossover em um Unico Ponto

Crossover Multi-pontos : é uma generalizagio do operador ariterior, onde se utiliza

_ mais de um ponto de corte na estrutura do cromossomo.

Na literatura, sfo apresentados diversos operadores de cruzamento multi-pontos,

entre eles destacam-se, devido a quantidade de aplica¢gdes em que sdo empregados:

e Operador OX ( Order .Cross.‘over ) - Efetua o cruzamento através da
escolha aleatdria de dois pontos de corte em cada um dos dois individuos
pais P; e P, selecionados, ficando assim cada cromossomo dividido em

 trés parcelas, das quais s6 uma delas serd mantida no primeiro filho F;. As
outras duas parcelas serdo preenchidas usando as informag:ﬁés nio
repetidas do segundo individuo. O mesmo processo sera repetido parav a
' | obtengdio do segundo filho Fo. Na figura 4.5. sio apresentados os

cromossomos pais ¢ na figura 4.6. o resultado do crossover aplicando o

‘ operador OX.
P, 1 |2 9
P, 14|52 3

Corte ' Corte

Figura 4.5. : Cromossomos Pais
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F, |2 ]1]38 3
N y,
Y
Mantém
F, 13145 9 |2
N J
'
Mantém

Figura 4.6. : Cromossomos Filhos Aplicando o Operador OX

= Operador PMX ( Partially Mapped Crossover) - Este operador também
¢ executado escolhendo aleatoriamente dois pontos de corte nos
cromossomos pais P; e P,. Os dois cromossomos filhos F; € F, herdardo
integralmente os genes situados entre os dois cortes vfeitos_nos pais P; e
P; respectivamente, preservando a ordem ¢ a posicio de cada gene. Em
seguida sdo preenchidos cada componente (gene) ainda néo preenchido
do filho F; pelo componente em P; e os de F; com P, , desde que seja
uma solucio valida ( por exemplo, que n#do contenha elementos
repetidos). Caso contrario, serdo preenchidos os componente que faltam
em F; pelo componente da mesr;ia posigdo do pai P, , analogamente para

o F; A ilustragio deste operador esta apresentada nas figuras 4.7. e 4.8.
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P, |1 |2 9
P, 14216 7
Corte Corte
. Figura 4.7. : Cromossomos Pais
F, 4 | 2|3 6 |7
N J
Y
Mantém
F, 1 2 | 8 9
N J
Y
Mantém

Figura 4.8. : Cromossomos Filhos Aplicando o Operador PMX

Crossbver Uniforme : nio utiliza pontos de cruzamento, mas determina, através de
um paridmetro global, qual a probabilidade de cada variavel ser trocada entre os pais.

O crossover uniforme acha-se na Figura 4.9. Para cada par de pais é gerada uma
mascara de bits aleatérios. Se o primeiro bit da mascara possui o valor 1, entdo o
primeiro bit do pail é copiado para o primeiro bit do filhol, caso contrario o
primeiro bit do pai2 ¢ copiado para o primeiro bit do filhol. O processo se repete
para os bits restantes do filhol, como ilustrado na figura 4.9. Na geragido do filho2 o
procedimento ¢é invertido, ou seja, se o bit da mascara é 1, entdo sera copiado o bit do

pai2. Se o bit for igual a 0, entdo serd copiado o bit do pail.
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Méscafa dévBiﬁs | 1  tjojtjo]t
Pail RN EEE .o [1]1
v v v v
Filhol 1{11]o]o]1
t
Pz [0 ]1]1]0]0]0

Figura 4.9. : Crossover uniforme

Na técnica de busca proposta, adotou-se uma estratégia diferente de crossover, onde
sdo mantidas algurhas caracteristicas dos dois cromossomos escolhidos para o

cruzamento, os genes que se répetem tanto no primeiro Cromossomo como no
segundo s3o mantidos no cromossomo filho para fazer parte da préxima populacdo.
Isto é, se é mediana no primeiro cromossomo, € também ¢ mediana no segundo
cromossomo, entdo sera mediana no filho. Os genes que sdo diferentes em ambos
Cromossomos, ou seja, se n3o € mediana em nenhum dos dois' cromossomos ou
* somente é mediana em um deles, a respectiva posigdo do gene do cromossomo filho
recebe o valor zero. Caso seja mediana em algum dos dois cromossomos, entdo
ficara armazenado em uma lista de possiveis medianas, podendo ser aproveitado
»posferiOnnente de forma aleatéria para completar as medianas faltantes para o filho

gerado.
4.2.7.3. Mutacao

O operador de mutaciio modifica o valor de algum gene ( escolhido aieatoriamente\)
de um individuo, fornecendo assim meios para introduciio de novos elementos na
popuiag:ﬁo. Desta forma, a mutagdo assegura que a probabilidade de se chegar a
quélquer ponto do espaco de busca nunca serd zero. O operador de mutagdo ¢

aplicado aos individuos com uma probabilidade dada pela taxa de mutagio Pm.
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Geralmente se utiliza uma taxa de mutagio pequena, na ordem de uma mutagdo a

cada mil genes.

>

- Antes da mutacgio 1 1 010
Dépois da mﬁtag:ﬁo 1] 1 0 0 0
Mutacio

Figura 4.10. : Mutagido

Com relagdo a mutacgfio, a heuristica proposta acrescenta na lista de possiveis
medianas alguns pontos escolhidos aleatoriamente para assim ter possibilidade de
gerar solugdes diferentes, quanto maior for a taxa de mutago maior serdo as chances

de gerar solucdes diferentes.

.Na heuristica proposta ap6s efetuar a mutagéo ¢ calculado o fitness dos cromossomos
gerados, € comparados com o fitness dos cromossomo geradores (pai), com o intuito

de substituir o cromossomo do pior pai pelo cromossomo do filho.

-
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4.2.8. Interface do Sistema‘implementado

O sistema de localizagdo de medianas implementado possui a seguinte interface

it p-Medianas Genético

O sistema devera ter como entrada o niimero de nds (vértices), cujo limite max1mo é
-1000. A segunda entrada necessaria € o numero de medianas a serem encontradas
que ndo poderd ultrapassar de 100. O terceiro dado de entrada € o numero da
pobulagﬁo a ser gérada, e por 1ltimo o quarto dado de entrada diz respeito aos pesos
associados aos vértices, em se tratando do problema de p-medianas puro € associado

. um peso unitario.

'O primeiro botéo da barra de menu gefa os vértices que foram determinados no-passo
anterior. O segundo botdio da barra de menu abre um arquivo de p-medlanas que
tenha sido rodado e salvo no sistema. O terceiro botdo da barra de menu salva o

arquivo de medianas gerado no sistema. O quarto botdo gera uma solug;ao inicial
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aleatéria com o nimero de nés e nimero de bmedianas determinados no primeiro:
passo. O quinto botdo da barra de menu aplica a técnica de busca baseada em
algoritmos genéticos proposta,v e apresenta a solucdo encontrada para o problema. O
sexto botdo da barra de menu interrompe a execugio do programa em um

determinado momento.

Na barra de status € apresentada a distincia total percorrida desde cada um dos

vértices a sua mediana associada e o tempo de execugio do programa.
4.2.9. Teste Computacional e Analise de Resultados

Esta pesquisa teve como foco, buscar uma solugdo para o problema de p-medianas.
Parai tantd foram gerados e testados varios exemplos. A heuristica proposta mostrou
um melhor desempenho para problemas de pequeno porte. Também se obteve bons
resultados para problemas de grande porte, porém com custo computacional mais

“elevado.

Além de que, para efeito de andlise e avaliagdo dos resultados obtidos foi
implementada ao lado da heuristica proposta, 0 método de substituigio de vértices

proposto por Teitz&Bart.

Os resultados computacionais obtidos .com a aplicagio do Algoritmo  Genético,
proposto para resolver o problema de localizagdo de p-medianas acham-se elencados
no quadro abaixo.
(

Ressalta-se que a tabela esta organizada como um demonstrativo da investigacdo
~ realizada. O numero de vértices ¢ o mimero de medianas (ver colunas 1 e 2)
possibilitaram a gera¢do de dois resultados. O primeiro, obtido através da execugdo
do método proposto por Teitz & Bart. O segundo ¢ o resultado da implementagéo da

técnica de busca baseada em algoritmos genéticos, alvo da pesquisa proposta.

Observa-se que com 200 vértices € 40 medianas o primeiro método obteve melhor

resultado. Possivelmente, tal resultado deva-se a quantidade de medianas, pois, a
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‘medida que o mimero de medianas a serem localizadas, é reduzido, o método
proposto nesta pesquisa atinge resultados melhores e com um custo computacional

equiparavel ou menor que o proposto por Teitz&Bart.

Isto permite concluir que, reduzindo o numero de medianas, o método genético

revela-se mais eficiente em resultados e custos.

Outro fator imponante; no desempenhovdo método proposto envolve o tamanho da
populagio. , pois quanto maior o mimero de individuos da pophlagﬁo (solugdes),
melhor desempenho do algoritmo. Uma pequena populagiio implica em resultados

regulares.

Este fato remete para a necessidade de se estabelecer o niimero ideal de individuos
da populagio para a execugdo do método proposto, que pode variar de acordo com o

namero de vértices e de medianas.

A tabela acima é representativa dos resultados resumidos da bateria de testes
efetuada, pode-se observar que sdo mostrados resultados para problemas de pequeno
porte, onde o tamanho das instanci:;s sdo de 200, 150, 100, 80 e 50 nés (vértices), o
numero de fnedianas variando entre 5 ¢ 40 medianas, e uma populac;ﬁo de 3000 e
2000 cromossomos. Os resultados obtidos foram equiparaveis ao método de

Teitz&Bart.
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Custo da Solug ado (Distancia)

Nro de Vértices | Nro de Medianas| Teitz&Bart Genéticos | Nro da Populacdo
200 40 7003,47 7078,93 3000
200 15 13987,95 14005 44 2000
200 10 17887,27 16,90 2000
200 5 26886,34 26906 34 1000
150 15 10628,16 2000
150 12 12298,32 2000
150 10 13759,04 2000
150 8 15656,52 2000
150 -5 20842,56 2000
150 4 22965.13 2000
150 3 27925,58 - 2000
100 10 9098,18 2000
100 8 10601,48 2000
100 5 14083,44 2000

80 15 4975,66 2000
80 12 5836,2 2000
80 . 7 8543,46 2000
80 5 10975,82 2000
50 15 2676,79 2000
50 12 3294,98 2000
50 10 3856,34 2000
50 9 4097,37 2000
50 8 4478,67 £ 2000
50 7 4872,84 4872 84 2000
50 5 6462,29 6462,29 2000
Tabela 4.1. :

Resultados Computacionais Comparativos para Problemas com Custo Unitario

74

Para problemas de pequeno porte a heuristica proposta obtém, na maioria dos casos,

melhores resultados que o método de Teitz e Bart,-com um ganho aproximado de

1%. Ja para problemas de grande porte, embora ofereca bons resultadbs, 0 custo

computacional ¢ um pouco mais elevado. Cabe ressaltar que a heuristica proposta no

presente trabalho se comporta de modo semelhante tanto para o problema puro das

p-medianas, quanto para o problema generalizado, corroborando-se, portanto, a

viabilidade da heuristica em ambos casos.

Na heuristica prbposta a busca da melhor solug#o para o problema ¢ feita sobre uma

populacdo de pontos e ndo sobre um unico ponto, reduzindo sensivelmente o risco da

solucdo recair sobre um méaximo ou minimo local ao fazer a busca em diferentes

areas do espago de solugio.
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Pode-se dizer que o algoritmo proposto, neste trabalho, realiza uma busca cega. A
tinica éxigéncia é o conhecimento do valor da fungiio objetivo de cada individuo.
‘Nao ha necessidade de- qualquer outra informagdo ou heuristica dependente do

‘-problema.

Outra caracteristica importante da heuristica proposta ¢ a utilizagdo de regras de
transicdo probabilisticas e nio deterministicas, para guiar uma busca altamente
exploratoria e estruturada, onde informagdes acumuladas nas iteracdes (geragdes)

" anteriores s30 usadas para direcionar essa busca.

A heuristica proposta foi implementada em Delphi 5.0. Todos os testes foram
realizados em um computador com processador Intel II de 300 MHz 64 de Memoria

Ram.

O desempenho da heuristica proposta é, em grande medida, o reflexo da bba

construgdo dos seguintes fatores :

- Adequada representacio dos cromossomos.
- Determinagio do Fitness ( fun¢io de avaliagédo ) apropriado ao problema

- Adequado numero de geragdes e tamanho da populagio.

E importante também analisar de que maneira alguns parimetros influenciam no
comportamento da heuristica proposta . Pﬁvilégia—se aqui parﬁmetros ‘como:

tamanho da populagdo, taxa de cruzamento, taxa de mutagéo e intervalo de geragio.

Tamanho da Populagdo : O tamanho da populac;ﬁo afeta o desempenho global ¢ a
eficiéncia da heuristica. Com uma populagdo pequena o desempenho pode cair, pois
deste modo a populacio fornece uma pequena cobertura do espago de busca do
problema. Enquanto uma grande populagio geralmente fornece uma cobertura
representativa do dominio do problema, além de prevenir convergéncias prematuras

para soluc¢des locais ao invés de globais.
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Taxa de Cruzamento : quanto maior for esta taxa, mais rapidamente novas estruturas
“serdo introduzidas na populagio. Caso seja muito alta, estruturas com boas aptiddes
poderdio ser retiradas mais | rapidamente, ¢ a maior parte da populagdo sera
substituida. Valores muito altos pfovoéam a perda de estruturas de alta aptiddo, ja

valores baixos podem tornar o algoritmo muito lento.

Taxa de Mutacdo : uma baixa taxa de mﬁtag:ﬁo previne que uma dada posi¢do fique
estagnada em um valor, além de possibilitai que se chegue em qualquer ponto do
espago de busca. Com uma taxa muito alta a busca se torna essencialmente aleatoria.

Na heuristica proposta nenhum ponto do espaco de busca tem probabilidade zero de

ser examinado.

Intervalo de Geragdo : controla a porcentagem da populacdio que sera substituida
-durante a préxima gerac;ﬁou. Com um valor alto, a maior parte da populagio serd
substituida, com valores muito altos pode ocorrer perda de estruturas de alta aptidio.

O valor baixo torna o algoritmo moroso.

Assim, é possivel concluir que os processos que mais contribuem para a evolugédo
sdo o croSsoyer ¢ a adaptagdo baseada mna selegdo/reprodugdo. Ao lado deles a
mutagio também desempenha um papel significativo, no entanto, segundo a

literatura, seu grau de importancia continua sendo assunto de debate.
4.3. Consideracoes Finais

Durante a pesquisa, foi possivel constatar que a heuristica proposta apresentou boi;s
vresultados para problemas de pequeno a médio porte. Faz necessario também
ressaltar que a heuristica pode conduzir a melhores resultados, se a pdpulagﬁo alvo
for representada por um numero maior de individuos. Ha, porém, que se atentar para
0 fat'('). de que na ag@o junto a grandes populagdes, € preciso langar mio de maiores
recursos computacionais, ou que o algoritmo trabalhe por um periodo de tempo
prolongado, de forma a atender as especificidades que um nimero maior de

mdividuos gera.
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5. CONCLUSAO E RECOMENDACOES

5.1. Considera¢6és Finais

Esta pesquiéa buscar enfocar as técnicas exatas e heuristicas mais utilizadas na
resolucdo do problema de localizacdo de p-medianés na atualidade. O enfoque se
concentrou principalmente, nas chamadas técrﬁcasv heuristicas, por apresentarem
bons resultados em tempos de processamento curtos. Em contraposi¢do aos métodos
exatos cujo tempo de processamento torna inviavel o tratamento exato de problemas

combinatoriais, como € o caso do problema de localizagdo de p-medianas.

Nesse contexto foi proposta uma heuristica, a fim de encontrar a melhor localizagio

para o problema de p-medianas, baseada em algoritmos genéticos.

Ap6s a aplicagio dos programas computacionais, com base na analise de resultados,
conclui-se que a heuristica, proposta nesta diésertag:ﬁo, é viévelvpara a resolugdo de
‘problemas de p-medianas, apresentando resultados equiparaveis aos obtidos com o
método de substituicido de vértices, apontado na literatura como o método que melhor

resultado oferece para o problema das p-medianas.
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‘A heuristica proposta mostrou-se adeqi;ada na resolugio de problemas de localizagio
de p-medianas, principalmente, para o caso de pequeno porte, onde o ganho € de 1%

em relag3o ao método de Teitz&Bart.

Cabe ressaltar que a heuristica proposta, comporta-se de modo semelhante tanto para
o problema puro das p-medianas quanto para o problema generalizado,

corroborando-se, portanto, a viabilidade da heuristica em ambos casos.

Por tiltimo conclui-se, que se aplicada a heuristica proposta, certamente ocorrera uma
reducdo no custo de transporte associado ao deslocamento de cada vértice a sua-

instalagdo mais proxima, reduzindo consideravelmente os custos totais.

Cabe ressaltar que a heuristica proposta, mesmo utilizando o procedimento
heuristico, fornece resultados sempre consistentes €, excepcionalmente, quando nio
- atingem o ponto 6timo da fungdo objetivo, ficam muito préximo dele, comprovando

- que é robusto e confiavel além de ser de facil aplicabilidade.

Isto posto, é preciso ainda atentar para o fato de que em termos de desenvolvimento
cientifico, a contribui¢io desta dissertacdo encontra-se na implementagdo de uma
técnica de busca para a localizagdo de p-medianas, pois a implementacdo da
heuristica proposta permite encontrar a melhor localizagdio em poucos segundos, o

que pela busca exaustiva seria praticamente impossivel.
5.2. Recomendacoes

Existem algumas modifica¢cdes que se incorporadas & heuristica proposta, poderdo
aumentar a sua performance. Uma primeira sugestdo seria testar outros operadores de
crossover e, paralelamente, poderiam ser testadas novas formas de mutacio,

inclusive aumentando a taxa da mutag3o para permitir a geragio de novas solugdes.

Outro ponto que pbderia ser abordado ¢ a implementacio de algoritmos genéticos

paralelos, usando o modelo celular, no qual os individuos estariam representados em

Neyza Bibiana Guzman Mercado. 2001



.Capl’tulo V - Conclusao e Recomendacdes ‘ : 79

uma matriz, onde cada individuo sé podera se reproduzir com os que estejam ao seu
redor (mais perto da casa) em uma escolha aleatdria ou por melhor adaptagio o

-descendente passa a ocupar uma posi¢o vizinha.

E finalmente, nesta pesquisa, apohta-se como outra questio a ser explorada
implementacdo de estratégias hibridas, onde se pode obter ganho no numero de
iteragdes, o que implica a redugio de tempo de processamento para problemas de

grande porte.
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