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Resumo

Neste trabalho obtemos expressdes para o cilculo da energia do estado fundamental de
um niicleo duplamente-mégico (esférico) qualquer, usando a aproximacao de Hartree, no
contexto do modelo de Walecka, e descrevendo os nucleons a partir de um referencial fixo
no centro de massa do ntcleo. A partirde fungoes de onda obtidas variacionalmente, pro-
jetamos estes estados em um subespago de fungdes de onda com momento do centro de
massa nulo, utilizando a técnica de projecao de Peierls-Yoccoz. Apés obtidas as expressoes
gerais, particularizamos o célculo para os dois micleos duplamente-magicos mais leves (hélio

e oxigénio).



Abstract

In this work analytical expressions for the ground state energy calculation of doubly-magic
(spherical) nucleus are obtained. We use the Walecka model in the Hartree approximation
and, in our approach, the nucleons are described in a fixed center-of-mass frame. From the
variationally calculated wave functions, we use the Peierls-Yoccoz technique to project out
states in a subspace with null center-of-mass momentum. For the two lightest doubly-magic

nuclei (helium and oxygen) specific expressions are shown.



Introducao

Devido ao grande sucesso pratico na descri¢do de propriedades nucleares o Modelo de
Walecka [1] tem sido exaustivamente estudado desde a sua idealizagao em 1974. Com
este modelo diversos problemas puderam ser tratados e solucionados satisfatoriamente a
partir de um ponto de vista ligado & teoria quantica de campos.

O modelo de Walecka descreve o nticleo como um sistema de nucleons de Dirac inter-
agindo através de campos mesonicos. Neste trabalho vamos nos restringir ao caso onde
apenas consideramos o méson escalar sigma () e o méson vetorial Gmega (w). Esta escolha
é conhecida na literatura como QHD-I. Na descrigao da estrutura nuclear usando modelos
relativisticos, a maior parte dos trabalhos consiste em utilizar ou extender o modelo QHD-I
através de outros mésons (p, 7), e utilizagéo de interagdes nao-lineares e, mais recentemente,
através de calculos que introduzem nas constantes de acoplamento uma dependéncia na den-
sidade. Com o uso de modelos relativisticos explica-se de modo natural o surgimento da
intera;géo spin-6rbita nuclear. Na aproximagéo de Hartree os modelos relativisticos déo
resultados tao bons ou melhores que os célculos tradicionais do tipo Skyrme-Hartree-Fock,
na descrigao da estrutura de niveis de pa,rti’cula independente do niicleo.

O modelo de Walecka apresenta todas as vantagens de um modelo relativistico, tal como
a incorporacio do spin das particulas como um ingrediente natural da teoria.

Nos propomos neste trabalho a estudar um aspecto ainda pouco explorado na fisica nu-
clear de baixas energias em modelos relativisticos, que é a quebra de simetria translacional [2].

Apesar de a lagrangeana do modelo de Walecka ser invariante translacionalmente, em
cilculos explicitos de muitos corpos necessitamos do auxilio de aproximagdes para obter

resultados numéricos. As aproximagoes mais comuns (campo médio, Hartree e Hartree-



Fock) produzem funcdes de onda que ndo possuem invariancia translacional.

Nos cslculos tradicionais [3], estes sio executados utilizando um referencial fixo no
espaco. Ao estudarmos a dindmica de um sistema nuclear sob tal referencial, podemos
estar sujeitos & incorporacio de movimentos do centro de massa que vao se incorporar a
energia e a outros observaveis calculados.

De fato, alguns niveis de energia calculados desta forma nao encontram correspondentes
nos dados obtidos experimentalmente, e sio denominados espirios [4].

Para a solucdo deste problema, devemos fazer uma mudanca no referencial usado,
transportando-o para a centro de massa do nicleo. Deste modo, fazemos, entao, com
que o novo referencial se mova juntamente com o centro de massa, fazendo assim com que
as coordenadas dos nucleons sejam apenas relativas entre si. Escolhendo um autovalor nulo
para o operador de momento do centro de massa, obtemos a energia devida ao movimento
relativo.

Uma maneira rigorosa para realizar o que acabamos de discutir consiste em utilizar
um método de projecao. A maneira ideal no caso das aproximacGes de campo médio,
consiste em no que é chamado de projecdo antes da variacdo. No entanto este procedimento
é extremamente complexo, tanto do ponto de vista analitico quanto do ponto de vista
numérico. Por isso vamos utilizar um procedimento mais simples, que é o método de
projecéo depois da variagio, neste caso obtemos estados onde a simetria translacional é
restaurada, no entanto o principio variacional ndo é mais satisfeito.Este método é chamado
de projecdo de Peierls-Yoccoz [5]. Este método j4 ¢ utilizado para calcular propriedades de
nucleons e mésons [6] usando modelos de sacola para sélitons. |

Este trabalho teve o ob jetivo de calcular somente as expressoes analiticas que devem ser
utilizadas para a obtencio de resultados numéricos da energia do estado fundamental
dos nicleos duplamente-mégicos.

Foram escolhidos somente os nicleos duplamente-mégicos porque a construgao das
funcdes de onda é mais simples, visto que estes niicleos sdo esfericamente simétricos. Como
seqiiéncia deste trabalho, podemos efetuar os célculos numéricos para nicleos especificos a

partir das expressoes ja obtidas.



No Capitulo 1calculamos o valor esperado da energia do estado fundamental sem projecao.
No Capitulo 2 obtemos o operador de projegao e realizamos a projegao para um nicleo du-
plamente mégico qualquer. No Capitulo 3 usamos os resultados do Capitulo 2 para obter

as expressdes para o cdlculo da energia doestado fundamental do hélio e do oxigénio.



Capitulo 1

Modelo de Walecka e Aproximacao

de Hartree

1.1 O Modelo de Walecka

Desde a sua descoberta o niicleo atomico chamou a atengao de pesquisadores de diversas
dreas. A principio se achava que o niicleo fosse um ente indivisivel onde se acumulasse toda
a carga positiva do 4tomo. Mais tarde evidenciou-se que o nicleo nao era indivisivel. Aos
poucos os experimentos foram fornecendo mais resultados ficando mais clara a estrutura do
nucleo.

Os fisicos tedricos criaram um tratameﬁto matemadtico consistente para descrever os
resultados dos experimentos. Criou-se a necessidade da introducdo de uma nova forca até
entao desconhecida: a forca forte.

Com o passar do tempo a teoria foi sendo desenvolvida & medida que novos resultados
foram sendo obtidos experimentalmente. Foram detectadas novas particulas, sendo estas
incorporadas & teoria (algumas delas foram previstas antes mesmo da sua detecgéo, como
o pion).

Em 1974 J. D. Walecka propds [7] um modelo baseado na teoria quantica de campos
para a descri¢gao de niicleos..O modelo original foi resolvido usando uma aproximacéo de
campo médio para os campos dos mésons, onde os campos mesdnicos foram substituidos

pelos seus valores esperados. Este procedimento produz seus melhores resultados a medida



que as discrepancias em torno destes valores esperados vao se tornando menos significativas,
o0 que acontece com o aumento da densidade nuclear. Com isso os resultados do trabalho
original de Walecka funcionam bem para densidades acima da normal[7] . Ainda assim,
os valores de incompressibilidade nuclear obtidos nao sao satisfatérios na versao original
do modelo. Este problema foi solucionado com a inclusdo de auto-interagao nao-linear
do campo sigma. Com isto tornou-se possivel descrever um grande nimero de nicleos,
quantitativamente, e com o ajuste de poucos parametros. Este modelo se apresenta como
um dos mais bem sucedidos hoje em dia. Devido a esse sucesso, este modelo tem sido
exaustivamente estudado e utilizado na resolucao de problemas em fisica nuclear.

Este trabalho faz uso do modelo de Walecka com a agdo dos mésons o e w na aproximacao
de Hartree.

O modelo de Walecka baseia-se em um formalismo lagrangeano onde sao descritos to-
dos os graus de liberdade hadrdnicos em estudo do ntcleo através de campos, com seus
respectivos termos de propagacao e interacao.Nas definigdes abaixo (bem como em toda a
dissertagao) indices repetidos indicam uma soma implicita. A notagao relativa aos quadri-
vetores, quadri-divergéncias, o d’Alembertiano, etc, estd definida no Apéndice A. Em nossa
descrigao levaremos em conta os seguintes graus de liberdade:

Nucleon: préton ou néutron, representados pela fungao de onda .

Assim os termos de propagacao L4’ dos nucleons sao:

Ly =1 (2) (V"0 — M) ¢ (), (1.1)

onde M é a massa do nucleon e as matrizes v* sao apresentadas no apéndice A.
Mésons: sigma (méson escalar) e dmega (méson vetorial) representados pelos campos o

e w, respectivamente, com os seguintes termos de propagacao:

Egiure — _% [mga-z (;1;) - Oto (CL’) 6“0' (l')] ) (12)
liyre 1 v 1 22
£l7e = 2P (2) F (2) + 22 (2) | (13)

onde



F¥ (z) = 8% (z) — Puw (x)

e m, € m, sao as massas dos mésons.
A densidade lagrangeana de interagio estd dividida em duas partes, a.interacao entre

os nucleons através de um méson escalar e através de um méson vetorial:
Lo = 9o (z) 0 (2) ¥ () - (1.4)

E%L}t\lw = —g, Y (z)w” () %t (), (1.5)

onde g, e g, s20 as constantes de acoplamento dos mésons ¢ e w, respectivamente. Estas
equacdes estdo conforme [3].

Com isso a densidade Lagrangeana total pode ser escrita como:

L=LY"+ L3+ L7+ Line + LN (1.6)

Utilizando as equagoes de Euler-Lagrange

oL oc

% g0 = (1.7)

onde £ sao todos os graus de liberdade do sistema, podemos obter as equagoes de movimento

para os graus de liberdade (campos) do nosso sistema:

(=9, + M) ¢ (z) = g,0 () ¢ (z) — g’ () W (x) (1.8)
(+m2)o @) =g¥@vE) , (1.9)
(O+m2)w, () = 9.9 (2) ¥ (z) (1.10)

onde j4 usamos o fato de f,, ser, experimentalmente, muito pequeno, podendo-se desprezar
o segundo termo do lado direito da equagao (1.5). Além disso algumas simplificacoes foram -

possiveis pela utilizagdo do Teorema de Noether que fornece [8] a equacdo de continuidade:



3, [1b (@) v (z)] =0

As equagdes para os campos mesdnicos (1.9) e (1.10) podem ser resolvidas usando um

propagador adequado (fungio de Green):

o (21) = go [ Do (@1~ 22) % (22) ¥ (22) d*m2 + 00, (1.11)

wy (x1) = gw/Dw (z1 — T2) P (%2) VWt (x2) d*z2 + wo , (1.12)

onde D, (z; — x3) e D, (x; — z2) s8o os propagadores para as equacdes de Klein-Gordon
correspondentes aos mésons o e w [3] mostrados na equagéo 1.18 e g e wy sao solugdes das
equagoes de Klein-Gordon homogéneas.

Com isso reescrevemos a equagao de Dirac para os nucleons:

(~irBu+ M) (@1) = g2 [ 5Dy (21— 22) B (02)  (2) ¥ (1)
—g2 /d4£L'2Dw (zy — T9) P (z2) 1,0 (22) V2 (z1) . (1.13)

O presente trabalho visa o estudo de nicleos duplamente-méagicos, de modo que o isospin
total do niicleo é nulo. Devido a esta propriedade do sistema sob investigacao, nao ha
necessidade de incluir o méson pi na descriggo do estado fundamental na aproximagao
de campo médio. O campo do pion é representado por um operador vetorial no espaco de
isospin com isospin 7 = 1. Como estamos estudando as propriedades do estado fundamental,
os elementos de matriz do operador do pion aparecerao entre estados de isospin zero, zerando

todos os elementos de matriz (Teorema de Wigner-Eckart).



1.1.1 Hamiltoniana para o modelo

A partir da lagrangeana obtida calculamos as equagGes de movimento. Agora partimos

para o calculo da hamiltoniana do sistema, j4 que para calcular a energia de um estado
qualquer de um nicleo usamos:
E = (| H [4) (1.14)
Em [9] e [10] buscamos a definicdo de densidade hamiltoniana:

oL
" ‘2; vt L

H= / BrH.

Com essa definicao calculamos explicitamente a hamiltoniana:

H = [&od (@) (=791 + M) $ (@)
+‘;‘ —Z gi2"/.d3m}d4:1;21/_)a (331) "Z)-ﬁ (372) I’ (1, 2) D; (.’Bl - .’L‘g) 1,/)5 (:172) 1/)a (1;1) (’115)

onde(3]:

T, (1,2) = -1

Lw (1’ 2) =" (1) Y (2)



1.1.2 Quantizagao dos campos

Para obter a solucdo da equacao (1.15) precisamos propor uma forma para o campo dos
nucleons. Para tanto utilizamos a quantizacao candnica. Podemos notar que o caminho
escolhido até agora facilita os calculos, j4 que os campos mesGnicos nao sao quantizados
diretamente.

A forma dos campos é dada pelas expressoes:

¥ (@) = (fo (2) € g + ga () "], ) (1.16)

o

Pt (z) = 3 (£1 (@) €50}, + g, () e7P"d,) (1.17)

103
onde b, e b, sao, respectivamente, operadores de aniquilagao e criagao de nucleons no estado
@, d, e di, sao, respectivamente, operadores de aniquilacio e criagao de anti-nucleons no
estado a e f, e g, sdo conjuntos completos de espinores de Dirac. Substituindo essas

expressoes em (1.15) e, usando como propagador:

D S S PR L18)
i\T1— T2} = — / — , .
(2'”)4 (k° + i6)2 - |k’2 ~m?
obtemos a forma final para a hamiltoniana:
H =) / L@ (-9°3.V +7°M) fa (&) d*sb] b
1 7. g g —
+§ 'Eﬂﬁl ./fl’ (zl) fg’ ($2) Va,a’ (Iml - 272’)
X fo (Z2) fa (&1) d*21d> 238, b bba, (1.19)

onde

Vi (1= 2l) = Vo () = ¥ EP ()10 Q)T (1,2)

i=0,w



exp {—7" [m? — (E, — Ea')]llz}-

. (1.20)

X

Neste cdlculo foram desconsiderados os efeitos das anti-particulas, o que é conhecido na
literatura como a aproximacao onde desprezamos o mar de Dirac (no sea approximation).
Isto se justifica pelo fato de que um reajuste de parametros da Lagrangeana, na aproximagao
de Hartree, absorve estes efeitos [11] Na expressao acima notamos que Vi o (|%1 — Z2)
possui uma dependéncia explicita com a propria energia do estado, que, na aproximagao

de Hartree desaparecera.

1.2 Aproximacao de Hartree

Vamos considerar o niicleo sendo descrito por um determinante de Slater com A nucleons

ocupando os estados «;, tal que:

A
) =[]0k, 10) , ' (1.21)

i=1
onde |0) representa a auséncia de particulas, as quais s&o criadas pelos operadores de criagao

bl . Passamos entao ao célculo do valor esperado da energia de um estado |t):

E=(|Hp). (1.22)

Substituindo (1.18) e (1.20) em (1.21) obtemos a expressdo para a energia do niicleo.

E=(T)+(Vp) + (V1) ,

onde
A
(1) =Y. [ 2L @) (~ir°F.Y +9°M) fa @), (1.23)
a=1
1 A
(Vp) = 5 E/daa’lda-’”?fl (Z1) fL (@2) Vo (121 — Za) fa (£1) for (Z2) (1.24)

10



A
(Vr) = —% Z/d3x1d3$2flr (Z1) f1(Z2) Voo (121 — Zal) for (%2) fou (81) (1.25)

a,a’

e (Vp) é chamado potencial direto e (V) é chamado de potencial de troca. Quando levamos
em conta somente o potencial direto temos a aproximagao de Hartree. Quando o calculo
envolve também o termo de troca dizemos que esta é uma aproximagao de Hartree-Fock.
Neste trabalho estamos interessados somente no potencial direto, de modo que a energia se

resume a

E = (T) + (Vp). (1.26)

1.3 Calculo do Valor Esperado da Energia

Para prosseguir no cilculo da energia precisamos de uma forma explicita para o espinor
f (Z). Para tanto vamos utilizar um principio variacional de modo a minimizar a energiado
estado fundamental, com o vinculo garantindo a normalizacio dos espinores f (&) conforme
detalhamos a seguir. J4 que estamos interessados em descrever somente nicleos dupla-
mente magicos, que possuem simetria esférica, a funcdo de onda adequada para o célculo
variacional é[3]:

i Gni ] (1‘)

fa(F) = . Gujm () &1/2,my (1.27)

Fnyj(r) o.F
T

onde a = n,l, j,m, m,, e, também o = ay,m,m, , com ay =n,l,j

Opjm (F) = Y C,lni/f 3 Y, (F) X172, (1.28)

my,p
€1/2,m, € a fungéo de onda de isospin,x1/9, é a funcdo de onda no espago de spin, Yim, (¥)
é o harménico esférico, C4 /27 sdo coeficientes de Clebsch-Gordan e Gy (r) e Fry; (1) sdo

funcgdes de onda radiais.

Escolhemos para a normalizagéo de Gy, () e Fpy; -

11



(folfa) = / [Gil_j (r) + F,?,j (T)] dr=1

(1.29)

A condicdo de que F seja estaciondrio com relacdo a variagbesa: de fZ (7), sujeito ao

vinculo (fo|fa) = 1:

o (WD - S8, [ 200, (m) ~ 0

0fs ()

resulta em uma equacao auto consistente:

A
(=79 +9"M) fu @) + 3 [ &S () Vi (17 - ¥|) for () fa (7) = Bafa (7).

a’=1

Impostas estas condigoes e realizando a operagéo da equacao {1.29) obtemos equagdes

diferenciais acopladas para Gy; (r) e Fy; (r), quais sejam:

dF,, (r1) E. +U® l a2l
T = [M - ay Ual (rl)] Gal ™ a3 (rl) ’
4G, (r1) FUC) Fo, — G
i s = M B U ()] B - G )

onde k; = F (j; + 1/2) para j; =1+ 1/2. Além disso:
U () = W, (r1) £ W (r1)

WE () = 2 [ 2 21, + ) I )]

4 |4

com k = o,w. Com as fungdes I* (r;) sendo:

IE (r) = /0“" drajo (imur<) hg? (imurs) (G2, (ra) £ F2 (r3)]

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

com a; = ni,l1, 71 .Os sinais + nas equagGes (1.32) e (1.33) e o indice k referem-se aos

12



, . o . . 4) /. ~ ~
mésons o e w respectivamente. As fungGes jp (imir<) € h,(() ) (¢myrs.) sdo fungGes de Bessel
e Hankel esféricas usuais e 7. (r>) é o menor (maior) entre r; e ry.
Usando estas equacgoes e defini¢bes, podemos calcular, numericamente as solugoes para

o valor esperado da energia na aproximacao de Hartree [3]:

. dF,, (r K
E = ;2(231 + 1)/dr {Gal (r1) [MG’al (ry) — ——c—l# + ;llFal (rl)]
dG, 2 .o .
1y (r) |t R oy B, )| 2% m, 3 (204 1) @+ 1)
d’l'] ™ 41 a1a9
X /dr1dr2U0 (img,7<,T5) [Gzl (ry) — F2, (7‘1)] [G'ﬁ2 (ra) — F2, (7'2)]
2

+2Z—;mw 3 (21 +1) (25 + 1) / dridryUs (i, 1<, 75)

@142

x [G2, (r) + F2 ()] [G2, (r2) + F2, (r2)]

onde a, foi definido de modo anélogo a a;. Além disso, usamos a definicdo seguinte:
UL (imy,m<,m5) = ji, (imr ) BSD (imyrs ).

Neste trabalho o nosso ponto de partida para obter o estado fundamental dos nicleos
duplamente mégico‘s com a simetria translacionl restaurada, serd utilizar as solucoes das
equagdes diferenciais acopladas (1.30). Em [12] é discutido em detalhes o procedimento que
pode ser usado para resolver estas equagoes. O programa de computador denominado TIM-
ORA que calcula numericamente tais equagdes é de dominio piiblico e pode ser utilizado.

No préximo capitulo vamos discutir a técnica de projecao que utilizamos.

13



Capitulo 2
Projecao de centro de massa

O método de aproximagao descrito no capitulo anterior fornece bons resultados, entre-
tanto, quando calculamos o espectro de um nicleo leve, notamos que existem algumas
discrepancias em relacao aos resultados obtidos experimentalmente. O procedimento uti-
lizado na literatura, em geral, para levar em conta o movimento do centro de massa se
restringe a considerar a correcao aproximada pelo seu valor no modelo de camadas do os-
cilador harmdnico néo-relativistico (A = —%4114'1/ 3 [18]). Neste modelo a separagéo do
movimento do centro de massa pode ser feito analiticamente, o que nao é possivel no modelo
de Walecka. |

No tratamento ja apresentado, notamos que o referencial é colocédo em um certo ponto
fixo no espaco, e, a partir dele, sao medidas as posigoes dos nucleons. Desse modo, pode-
mos observar que o nucleon se move nao somente em decorréncia de suas interagoes intra-
nucleares, mas que também detectamos o movimento do centro de massa do niicleo. Isto
causa uma contribuicao espuria devida a vibragao do centro de massa a energia e outros
observaveis.

Para melhorarmos os resultados notamos que as autofun¢Ges nao contém invaridncia
translacional. Sendo esta uma das simetrias mais bésicas da fisica, poe-se a necessidade de
achar solucoes que contenham tal simetria. Para isto fazemos uma translacao, colocando-se
a ofigem do sistema de coordenadas exatamente sobre o centro de massa do ntcleo.

Fazemos ainda com que o momento do centro de massa do miicleo seja nulo, para que este

nao tenha movimento em relagao ao novo sistema de coordenadas. Desse modo esperamos
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que as exitagdes ficticias sejam removidas do espectro e que haja um resultado melhor para
os estados reais.

Para fazer a translagao escolheremos as solugoes somente entre aquelas que apresentem
simetria translacional. Os estados de bom momento linear sao obtidos a partir de um
operador de projecao. Uma vez escolhido o operador de projecao, temos dois métodos
bésicos a serem seguidos [4]:

Projegao antes da variagao (PAV): Neste método fazemos primeiro a projecao dos es-
tados e, em seguida, usamos o principio variacional. Este método é bastante preciso, pois
na primeira parte ele seleciona todos os estados que possuem invaridncia translacional e
entre estes os que satisfazem o principio variacional. Garantimos, entdo, que as solucgGes
encontradas satisfazem tanto a condigdo variacional quanto a necessidade da invariancia
translacional. Entretanto a complexidade do método faz com que ele seja pouco utilizado.

Projegdo depois da variagdo (PDV): E o método usado neste trabalho, consiste em
usar um principio variacional para obtermos as fun¢Ges de onda dos nucleons e em seguida
fazer a projegao dos estados. A facilidade matemaética implementada é compensada com o
fato de que, em geral, os estados obtidos apls a projegdo nao satisfazem mais o principio

variacional.

2.1 Obtencao do Operador de Projecao

O operador de projegao deve ser tal que sejam selecionados somente os valores de momento

adequados
%) = B |9,

onde |\Il,;> representa uma fun¢ao de onda do niicleo com momento k. P-éo operador de
projecgao que projeta da funcdo |¥), somente a componente com momento k.
Podemos entao reescrever o operador de projecdo em autoestados do operador de mo-

mento linear [4]:

15



o

A —~
p=>_pli),
=1
P %) = 5(5~ k) |¥).

Usando a representagéo integral de 6(p’ — E) :

8(5 - k)g() = ae™ae=ag(z) ac*p(z — a).

Se calcularmos o caso onde o momento do centro de massa é nulo, entao devemos fazer

k= 0, entao

1 L,
P =—— / d®ae?C,
k=0 (27r)3

A
onde p=—i ) V; (h=1)
=1

Desse modo podemos escrever

=< |Pe_oHPyo| ¥)
(¥ |Pio|¥)

Mas como 0 momento é uma constante de movimento, [H , szo] =0

_(vjHR|Y) _ (v|AR|Y)

(|Peo| ) (¥|Prg¥)

ja que P;_, é operador de projegao e deve obedecer & propriedade PEz:0 =P,

2.2 Calculo da Energia de um Estado com Projecao

O calculo da energia de um estado para um niicleo qualquer se resume em calcular a quan-
tidade £ = (| H |¢) usando-se um principio variacional para achar os melhores estados

(como ja foi apresentado no capitulo anterior). Para calcular esta energia com projecao
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devemos calcular:

WIHE, [¥)
("M PE:O |"/’> ’

Note que se nao fizermos a projegdo (P;_, = 1) obtemos novamente a energia nao

E= (2.1)

projetada. O termo no denominador representa o overlap das fun¢oes de onda projetadas.
Usando a Hamiltoniana eq. (1.15), o problema se resume a calcular as seguintes integrais

referentes a cada termo da hamiltoniana e o overlap.

2.2.1 Calculo do Overlap

Passamos agora ao calculo explicito do overlap das fungoes de onda projetadas

(W] P ) = o (1] €73 |y . (2.2)

Estamos aqui integrando sobre todas as possibilidades de translacdo (integrando sobre
o vetor @ de translagdo).

Precisamos entao calcular [14]:

(1% ) = det ((¢u] €7%|¢s) ) = det (Bas) - (23)

As fungGes |¢,) sdo aquelas da equagdo (1.27) que, quando substituidas na equagéo

(2.3), produzem:

Ba,B = Bnljmm,-,n’l’j’m’m; = Z /d3xcl whad Cl yandt Yl:m (Q_)}/t'mi (Q"')
ny,mys

mi me m m’ m'
Mg,mb
Gij (1) Gy (r +)5 ,
,r_r+ ms,ms
Fnl-(r_ Fnlll it \T e o e
4 -7 7«)37-_{ i (r4) (X:rn,, (O-T_U-T+)Xm;) O i+ (2.4)

Aqui o = ay,m,m, e § = a},m',m] sdo rétulos genéricos e representam os niimeros

quanticos necessarios para rotular cada elemento de matriz (conforme convencdo adotada
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ap6s a equagdo (1.26)).

Por conveniéncia escrevemos

(el €%105) = [ d0da (5~ 8/2) 9 (F+/2) = [ dnga () 65 (74)

e definimos
Ty =T+ af2.

Usando a propriedade

.@6.b = a.b + id.(azb)

e resolvendo a parte de spin da equagio (2.4) achamos

b . a7 81\ /2
Xmg (0‘.7‘_0‘.’!‘+) Xm, = r—= Z 6ms,mg - (?) ar [Y'll (Q) 6ms,—1/26mg,1/2

+}/l—l (Q) 6m8,1/26m§,,-—1/2] ’ (25)

onde vemos que a parte de spin se reduziu a uma contribuicao angular e deltas nos spins
possiveis.
Agora podemos partir para separar a parte radial projetada da parte angular da equagao

(2.4), jé usando o resultado de (2.5) . Para tanto definimos duas fungdes

Z (kin' ) (1 0V Yy () = rri" [anj (r-) Gryr (r4)

T r.Ty
Fr; (r_ )F g (7'+) a2
— 2.
+ oy 1 (2.6)
n,Lin' 1.5 87 1/2 F F'l’ T )
S ) Yia (@) = o () P 20
L + +

Onde lembramos que a; = n,l,j e a;, = n',l', § e, a principio a soma em L se estende
Yy 1 v 3

de zero a infinito. Quando substituimos estas expressdes na equacao (2.4) obtemos
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C* 1/2 5 Cl’ 1/2 4

m; me mUmy Mg M

{/Ooodrzl;ngal’a;) (r,a) Z

m;,mg

x [ A, (9-) Yim, (94) Yio (@) 11
0 x (a.l,a.1
+/ d
‘/0 TL2=:O£ m;nll
x [ Az, (9-) Yim; (04) Y20 () Yur (@) 1%
+/ d’rsz 1,‘11)( a Z 11/21

m;1/2m
my,my
x [ 4V, @)Y

l 1/2 5 l’ 1/2 4
m; —1/2m m’ 1/2m

Cz' 1/2 §'

m] —1/2m

U'm} (Q+) YLO (Q) }/1-1 (Q) Tl_ri} 6m.r,m.’,. m,m’ (28)

que é-a expressao geral para o calculo do overlap de um nicleo duplamente magico qualquer
na aproximagao que estamos usando. A integral radial é calculada numericamente a partir
da solugao, também numérica, da equacio (1.30), enquanto que a integral angular admite
solucao analitica, bastando saber qual o niicleo em questao. Assim, podemos ver qual seré

a forma para a matriz B,s para os nicleos de camada fechada mais simples.

my=1/2
=0 j'=1/2 | I'=0 j'=1/2
m'=1/2 m'=1/2
1=0 j=1/2 * 0
m=1/2
1=0 j=1/2m 0 *
Z1/2

Tabelal: Elementos de matriz do Overlap para o ntcleo de Hélio.
S6 estd representado o subespago de isospin com m,=1/2, existindo uma
matriz andloga para o subespago com isospin m,=-1/2.

Para o nicleo de Hélio, a matriz tem somente dois termos nao-nulos para cada sub-
espago de isospin. Deste modo, o determinante da matriz de overlap é somente o produto
dos termos das diagonais principais.

Para o nicleo de oxigénio, a matriz se torna mais

complexa.
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1'=0 I'=1 =1 I'=0 I'=1 I'=1 =1 =0
i'=1/2 | §'=1/2 | j'=3/2 '=1/2 i'=1/2 7'=3/2 i'=8/2 | j'=3/2
m'=1/2 | m'=1/2 | m'=1/2 | m'=—1/2 | m'=—1/2 | m'=-1/2 | m'=8/2 | m'=-3/2
1=0 j=1/2 * * * 0 0 0 0 0
m=1/2
I=1 j=1/2 * * * 0 0 0 0 0
m=1/2
1=1 j=3/2 * * * 0 0 0 0 0
m=1/2
1=0 j=1/2 0 0 0 * * * 0 0
_m==1/2 _
1=1 j=1/2 0 0 0 * * * 0 0
m=—1/2
=1 j=3/2 0 0 0 * * * 0 0
m=—1/2
1=1 j=3/2 0 0 0 0 0 0 * 0
m=3/2
I=1 j=3/2 0 0 0 0 0 0 0 *
m=—3/2

Tabela2: Elementos de matriz do Overlap para o niicleo de Oxigénio.
S6 estd representado o subespago de isospin com m,=1/2, existindo uma
matriz ansloga para o subespago com isospin m,=-1/2.

Nas duas matrizes acima foram mostrados apenas os subespacos de isospin 1/2. Para

complear a matriz total, basta construir uma matriz analoga para os subespagos com isospin

-1/2.
2.2.2 Caélculo do Termo de Massa e de Energia Cinética
Para obter o termo de energia cinética da hamiltoniana em questao devemos calcular

1
(2m)*

W TP o 19) = = [ d%a (| TP [y, (2.9)

com isso [14]:

(W Te™ ) = det ((¢al &7 |85)) 3 (bal teP?1d5) (B™) . (2.10)
of

A
Usamos agora a forma explicita do operador energia cinética 7' = }_ ¢, = &.p com
i=1
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e 0 é o vetor das matrizes de Pauli.

Definimos

Top = (|t ) . (2.11)

Substituindo estas expressoes em (2.11) obtemos [15]

To = [T S d™ o 3 o, ont,

my,ms

x [ A2z, (0-) Yim, (@4) Yoo (Q)riry

a1,0) 112 1'12
+/ d’l‘ZA( 1 1 ( a‘) Z /—f/2m m; {/2Jm

my,my
x [ A2, (0-) Youm; (@4) Y20 (9) Yur (@) 7
+ [ ar A o) S AV ,i;f”_ﬁ?z m
L=0 my,mys

x [ Az, (90-) Yiomy (@4) Yio () Yia (@) rLrY (2.12)

onde

i:gg“l’“i)(r,a)ym(g) - t’“2, [—Gnu (r-) (BF wry (14) | Fury ('r+))

I rirl r? ryOr r2
L F (o) (0Gwry () | G (r4)
rir, r Or r2

X ( 2 “;)] : (2.13)
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a1,a’ ar3 81\ /2 F. (r_
S V@ = - ()7 Pl
L

T\ 3 riry
ryor ri

—(j'+1/2) para j =I'+1/2
onde Kk = ’
7+1/2 para j=1U-1/2
Para o termo de massa teremos um procedimento semelhante,

(] M Py_g ) | 90673 [y},

(W™ ) = det ((ga] ™ |¢5>)§;<¢al 0P ¢} (B™),

(W] 106 [t) = det ((Bal 1067 |65)) = det (Map),

= [[arZu e 3 oo,

my,mas

x [ dmcm (2-) Yirm, () Yio (@) 'Y

ai,e 112 l'12
/00er5 1)( a’ Z /—~1]/2m m{/;m

my,myr

x [ A0z, (00) Yim; (@) Yio (9) Y () rir
- / dr Z é‘(al’al) a') Z C'rlnt/lz/‘; m 11;»1/—21;2 m

x [ A9, () Yo (©4) Y20 () Yica ()14 (2.15)
onde
oo (anai) _ r2 nlj ( )G g (7‘+)
Z ML (T) 0,) YLO (Q) — ’I‘l ’I“E;_ rry
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Foj (r2) P '(r+)] (T2 _ g;.) _ (2.16)

riri

Podemos notar que as integrais angulares presentes nas equagoes sao exatamente iguais
as partes angulares das equagbes do overlap. Assim uma vez escolhido o nicleo, para
calcular a parte angular do overlap, do termo de massa e da energia cinética, basta realizar
o célculo apenas uma vez. Os célculos explicitos do overlap, termo de massa e energia

cinética diferem apenas pela parte radial projetada .

2.2.3 Cilculo do Termo do Potencial Escalar (méson o)

Calculamos agora o valor esperado do potencial escalar:

<wIVe"’“lw>——det ((Pal€™%165)) 3" (Bats| Vee®* |ptb) Bot By (2:17)

af,o’' B

onde devemos calcular os elementos de matriz E:;gj = (Padp| Ve |G pr).

a3 I, 1/2 4, aj,a
Eaﬁﬂ = H Z /drpclp 1/31.:: mpcml m;:: my [771(, ' 1) (rp7 a’)
7m8p
mlp,m,p,msp
(Upul})
I(nx;;ppm’ (17p)
al,a (L ) { )
4l (r,0) (Tt (2,0) + iy, 39))]
xdmmy iy (Mer<) Ki (Met>) (2.18)
onde
(tpolh) . Lt
Ignoh s (17) = [ d9%Y10 (%) Yim, (O-) Yo, (Qpr) Yoo () rorE b1y

(l}”lp)
L s @) = [ d0%Y10 (%) Y, (%) Yigmy, (Up1) Yia () Y ()
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Ip, lp
XT-Ty 6m,p,1/26m{,p,—1/2:

' - i
I 1 3,0) = [ d%Yi0 () Yim,, (@) Yigmy, () Yo (%) Yics () X1 20261, 326 110,

(2.19)

fungges 7.2 (2191) to0 definid Ses (2.11 e 2.12), send
e as fungoes 7, (rp,a) e €L, (rp,a) estao definidas nas equacdes (2.11 e 2.12), sendo
que p = 1 representa o primeiro nucleon do par interagente e p = 2 representa o segundo
nucleon. Os rétulos a e 3 representam os niimeros quanticos suficientes para a identificagao

dos estados interagentes. As fungées i,, € K,, sdo as fungOes de Bessel modificadas definidas

por

in(2) = (6)"4n(é2)
Ka(2) = —i"h{P(iz)
Na obtencao destas expressoes também foi usada a expansao em série :

e ™

=4mm Y _ i (mr)Kp(mrs )Y (1) Yo (Qs),

LM

onde r = |Fy — 7|
Uma vez escolhido um niicleo duplamente mégico, basta usar os valores de [ relevantes

e calcular estas integrais angulares. As fungGes i (m,r<) Ki (my72) que aparecem em 2.18

e~moT

s&o fungbes de Bessel esféricas usuais e provenientes da expansao em série de

2.2.4 Termo do Potencial Vetor (méson w)

O célculo do valor esperado do potencial vetor envolve a avaliacao do termo

L 1 L . .
(W Vae™ y) = cdet ((dal €P%1ds)) Y (Budsl Voe™? |pardp) Bab Bz (2:20)

af,a'.p'
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onde devemos calcular {po¢s| VyoeP|paidp), onde V, é dado pela equacio 1.20 usando
1 =w.

Podemos agora separar a interagio de forma a simplificar os cdlculos notando que

%o (1) % (1) % (2) 7 (2) = 1(1) X 1(2) + D% (1) % (1) % (2)7* (2) -

k=1
Trabalhando com o primeiro termo obtemos
Y7 ipd 1/2 ] a1,a
(Batpl Voe™ |purdpp) = 7= H 2 / dryraCR o ln% mpcvr'iz i, [ et (rp, a)
k,mg ,Lp
mzp,m:’ ,msp

(patl)
I(:z,P ' )(1 p)+

€ (r00) (Tt @) + Tty , G3,0)) |

x4mmyiy (myr<) Ky, (myrs) (2.21)

que é andloga & expressao para o potencial escalar, adequando-se a massas e a constante
de acoplamento. Com isso as integrais angulares que aparecem em 2.21 sao exatamente as
mesmas que em 2.18, bem como as fungoes radiais projetadas.

Resta-nos, entao, calcular o segundo termo (P ¢s| V,eba lpar ) = <7v>:

2
v\ _ Y 3 3, i 1/2 I 1/2 I 1/2
V.) = & [dm [ @nCp i, O E L on e O
m,l,ml ,k mSI,m 1 2
ml2 7m12 9m81 7m32
e Mt
XX1/2,msl (1)X1/2 'm32 (2) ll'm; (Ql_) l2m, (92 )
o |y Crts (r1) Fovugr (r14) Gy 7o)+ Fryj (r1-) Gy (7'1+)(~ )&
7'1_7'%_*_ 1+ 7'1+7'%_ 1— 1
. [ nl] (7‘2 )F n'l'j (T‘2+) G (_, F2+) 1 Fnl] (7‘2 )G 1§ (T‘2+) (0_2 7_‘,2_) 52]
To-T3, o+

XX1/2my, (1) X/2,mi, (2) Yim; (Qa4) Yigmy (Qa4) (2.22)
onde r = |r; — o).
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Resolvendo a parte de spin de 2.22 e com alguma manipulacéo algébrica obtemos

2
3 Yo 3 3 I 1/2 51 Iy 1/2 5 Iy 1/2 L 1/2 5
= J2 1

<Vv> AT Z &’z [ d°x sz Msy M1 C'm,1 mi, m Cm12 Msy M1 Cm 5 My M} X

my, ,’m,1 K m_,31 ,m

m12 ,ml2 Mgy Mgy

Vimy, (=) Yigm,, (92-) Yiim; (91+)Y12m, (Qa+) Yaar (1) Yeur (22) X

drmy iy (mr<) Ky (mors) Z Z Z U UsHuHY, (2.23)
g=1¢'=1t=1
onde
b anleb (Tb—) Fr ondh (rb+) b Frotyio (7‘1,_) Gr; n bl g, (rb+)
Uy = 3 el = 2 )
To—Thy Th—_To+
e

avAar

Hi,l = (—1)"‘.(:1, 7‘ Y L 172 () 6mem§b +2m{9b ('Pb}/lo () + Yoo (Qb)> M=}, 5

1(~1)™2

—m! — 4
H€2 = Yl( l)msb+l/2 (Qb) Mgy Mg, 2msb( 1) ey /2 (rb)/lo (Qb) + 2 Yoo (Qb)) Mg, —Tg, 7
avA4n

YOO (Qb)) msbmsb

8y 1( l) 8y

Hi)s = -9 (—1)""'::6"1/2 ’rbY ml 41/2 (Qb) (5msb_m;b—- (’l‘byl() (Qb) +

' avan
Hgl = (——l)msb 1/2 rb)fl( l)m"’ pt1/2 (Qb) (5msbm/ +2m ("'b]/l() (Qb) — 2 Yog (Qb)> msb_msb’
—m! — avan
H?Z = Yl( 1)m3b+1/2 (Qb) 'rn,_._.,b-rn,'s 2’m,;b (—1) msb 1/2 ('I‘blflo (Qb) — 2 YO{) (Qb)) msb_msb,

Hi):,. = _2m'sb (——1)msb"‘l/2 Y ml, +1/2 (Qb) 6m"b_m-,sb_ (’I‘me (Qb)> Moy mb, -

1(-1)
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Podemos ainda separar completamente a parte radial da parte angular de (2.23) ex-
pandindo U? e U2
Ul Z A ahal 7‘1 YLlo (Ql)

qL
L1=0

U2 = Z A ,Cz;al) (7‘2 YLZO (Qg) .

Lo=0
obtendo, assim, a forma final para o termo do potencial vetorial projetado para um nicleo

qualquer de camada fechada, que é a soma de <;—‘7v> com <Vv>

37 _ 2 3 3 1 1/2 j1 13 1/2 33 Iz 1/2 ja
<V”> = Mgy, Z Z Z /d zl/d T sz L mlC ;1 my, m,’lc'mz2 sy ™M1
myy ,m{l,k,m ,m82 L1=0 Lo=0

iy My, sy May
I 1/2 * *
XC%;Z/m/J; oy, (=) Y, (Q2-) Yimy (Q14) Yigmy (Q24) Yewr () Vs (Q2)

3 (al,al

melk (mu,'r< Kk (mwr> Z Z Zqull,al) (7’1 YL10 (Ql) q' Lo ) (’l"g) (224)
g=1¢'=11=1

XYL20 (QQ)H H q't (225)

Apesar da aparente complexidade destas expressdes, é facil verificar, mediante uma
anélise superficial, que as integrais angulares a serem resolvidas sao parecidas com aquelas
obtidas na solugdo do potencial escalar. O restante dos elementos sao apenas constantes

que nao nos trazem nenhuma dificuldade adicional na resolugao.

27



Capitulo 3
Aplicacoes a Nicleos Leves

As expressdes que foram calculadas no capitulo anterior precisam ser avaliadas para verificar
a validade do método. Apresentamos a seguir duas aplicagdes do método para ilustrar o

célculo explicito bem como para verificar a sua validade.

3.1 Nucleo de Hélio

O nicleo de Hélio é o micleo de camada fechada mais simples e devido a sua pequena massa
deve sofrer mais os efeitos da quebra de simetria translacional.

Comecamos particularizando as expressoes do Capitulo 2 para o nosso caso. O niicleo
de hélio dentro do modelo apresenta apenas nucleons na primeira camada, possuindo entao
somente estados com [ = 0. Com isso podemos particularizar as fungées e os elementos de
matriz j& calculados

Yi(Q) = Yin( ) = Yienl Q) = Yeo(©) = (3.1)

1
\/47r'

3.1.1 Calculo do Overlap

® =, (e1a})
— _ ) 1/21/2 40 1/2 1/2
Bijmijm = Boajamei/zm = /0 dr ¥ ny M (r,a)Co m a0 i o
L=0

< [ 43 (0) Yao () Yo ()
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+ [Tar e e
x [ 42 (Q-) Yoo (24) Yio (@) Yir ()
+[Tar S e 0 s

x [ d9¥e (@-) Yoo (@4) Yo () Vi () (32)

onde vemos que os coeficientes de Clebsch-Gordan que acompanham as duas ltimas inte-

grais angulares sao nulos. Desse modo temos

1
Bo,/2,m,0,1/2,m = B (a) = /0 dTZn )(T a)z 1/21/208,,1,{31/2X\/—E6L0 (3.3)

fazendo agora m = +1/2 obtemos

B(a) = \/——i—_}- /Ooo drngal’all) (r,a), (3.4)

fazendo com que

W) = [ darr (B (@), (3.5)

jé que estamos trabalhando com uma matriz diagonal 4 X 4 (como apresentado no capitulo

anterior), sendo o determinante o produto dos elementos da diagonal.

3.1.2 Termo de Energia Cinética e Termo de Massa

De modo similar podemos calcular o termo de massa e o termo de energia cinética.

(W M7 ) = [~ da 5 M (a) (B (@), (36)

sendo

1 aj,a’
M (@) = Maamossam == [ ™™ (). (37

O célculo do termo cinético segue, em linhas gerais o célculo do overlap.
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00 o0
To1/2,mo1/2m = /0 ar’ ¢ (r, a)Z Col2X>Ch 5{3,}1/2
L=0

x [ 0¥ (@) Yoo (1) Y20 () (38)

usando as propriedades dos harmoénicos esféricos resolvemos a parte angular, obtendo

: 1 ai1,a)
To,1/2,m,0,1/2,m =T (a) = ﬁ /OdeCo ' 1) (7'7 a) . (3-9)

entao

Wl e () = [ da 5T (0) (B ()", (310)

3.1.3 Termo do Potencial Escalar

O calculo do potencial escalar produz integrais angulares mais complexas, mas que devido
& pequena quantidade de nucleons envolvidos (somente camada s) torna-se trivial. Neste

caso 0s niimeros quanticos relevantes sstoa=0F=o =3 =1,5,m =0,1/2,+1/2.

<¢a¢ﬂ| ‘/eeiif-&' ld)a'()bﬁ’) ( 2mt7ga Z/ d7‘17'2d7‘2/1,L 1) (Tla a,) ”1(2 15 1) ('I’ a) X

ZL (m,,r<) KL (mar>) V (311)

3.1.4 Termo do Potencial Vetor

Como em todos os outros termos, precisamos apenas particularizar uma expressao mais

geral (2.22 € 3.13), fazendoa=0=d =03 =1,j,m=0,1/2,£1/2.

I7 _ mwgw )
<V-v> = Ton L1 (4 /drldr /iL1 7‘1,0)#1,2 (ri,0) +
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3 () () 2L +1
14 r,a)v r,a
27, 0 O Gy @ 1)
k1,k2
chllok Lok llok d L s i (mere) Ki (mers) - (3.12)

1/21/2 01/21/2 401/21/2 A01/21/2
Z LX—:O LZQ/.d3 /d3a:200m m 0 ™y CO May mlcgmsz m2
msl,m’ 1 2=

m52 ,m‘,2

2 2
>0, ZYkM () Yiinr (22) Yio0 (1) Yigo (Q2) Hy Hyy %

g=1¢'=1t=1
g (mr<) Ky (myrs) AD (1) A, (ra) (3.13)

Os termos H},H?, dependem explicitamente de ms,, mj ,ms,, m,, de modo precisamos
resolver as integrais angulares para todas as combinagoes possiveis destes nimeros quanticos.

Com este fim definimos as integrais angulares
(1) = / QY10 (%) Yiar () Hy,

Os resultados destas integrais aparecem no Apéndice B.

3.2 Nicleo de Oxigénio

O célculo para o niicleo de oxigénio é semelhante ao céalculo do nicleo de hélio, agora
incluindo os nucleons em estados com [ = 1.

No cédlculo com I = 1 hé um significativo aumento na complexidade do célculo, ja que
as fungdes de onda utilizadas possuem dependéncia explicita nos angulos esféricos. Desse
modo seréb apresentados neste trabalho apenas alguns exemplos de como estes calculos
foram feitos, quais propriedades foram utilizadas e quais os tipos de anélises que podem ser
feitas.

Tal qual foi mostrado no célculo do micleo de hélio, vamos calcular os elementos de ma-

triz correspondentes a cada um dos termos da hamiltoniana. Lembramos que os elementos
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de matriz com I = 0 estao ja calculados no niicleo de hélio.

As fungGes de onda angulares projetadas a serem usadas sao:

1

Yin(4) = ¥in(2-) = Yoo(®) =

Vio(0a) = \/g—-ﬁ’)i@ -1 (TYN('Q) . a\Q/_Ybo(Q))

Ty

3 . , |3 rsin(@)e™* r
= —_ Wt = - N7 -
Y1-1(24) o sin(fs)e & - Tin_l (Q),
/3 . ; [ 3 rsin(@)e® r
—3 — Wt — _— =
Y11 (Q4) g 5in (61)e . e ~ Y1 ().

onde a translacao do eixo de coordenadas foi alinhada com o eixo z. Desse modo ¢y =
¢, esse procedimento ndo faz com que percamos a generalidade do procedimento, ja que
integramos posteriormente em todas as orientagGes possiveis do referencial, cobrindo, assim,

todas as possibilidades de translacao.

3.2.1 Calculo do Overlap, Massa e Energia Cinética

Novamente o procedimento serd de particularizar a expressdo geral (2.15). Vamos inicial-

mente calcular

2
Bijmpjtm = Buiisieiieye = /0 dr {27 WUBL2) () 3 (C,lml,/ ) 1/2) X
my,mye
[ 495 (@)Y, (@) Yol @)r_r FRG 0 G012
21/2 11/21/2
/dQYn (Q2-)Y10(24)Y7o(2) Y11 ()77 + Cl 1/1/2/1/200 1//2 1;2 X

[ AW )ir () Yo @)Yia (@)rre| }.

Usando as relagoes (??) e realizando o somatério em my, my obtemos
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00 2
Biyjoijsinjaijs = /0 dr {zng,l/Zl,I/i’) (r,a) [(C;},/gllg) / dQY4(Q_)Yio(S24 ) Yeo(Q)r_ri+

(C; 1/12;21/12/2 /dQYH(Q )Y11(24)Y720(02) Y1 1(9)T—T+] qu A/BLA2)

a;w[ 3( \/j) [4 1f = (47r1)3/26"°]}

Resolvendo as integrais que restaram e simplificando os termos chegamos ao resultado

final para este termo

oo 127 + 2) r2 — 9ma?
_ [T g2 (o 7
/0 o (r:) 3 (4m)*/?

(11/211/2) r a\/—r @_ 10 )
Zf )(47r)3/2 (\/g (47r)1/2 }

Para resolver estas integrais devemos usar a seguinte relacéo ([16])

By,1/2,1/2,1,1/2,1/2

4 (21 + 1)

2Cg @0 O, )} (3.14)

my ma m

/dQY;nz (Q) Yi,m, () Yigm, (Q) = \]

e a propriedade dos harmoénicos esféricos

2L +1) (2l +1 , /
Yi,my (Q) Yiymy (Q) = \/( 1 ) 2 ) Z C(l)l I I Crlrlzl 172712 m (2l’4+ 1)5/1 m) (Q) (315)

3 !
U'm

Todos os outros termos do overlap terao uma estrutura de resolugado semelhante. As
integrais angulares do termo de energia cinética e do termo de massa sao iguais aos do

overlap. Os resultados dos termos com outros niimeros quanticos sdo apresentados no

Apéndice B.
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3.2.2 Calculo do Potencial Escalar

As integrais angulares do potencial escalar s30 um pouco mais complexas, mas nao fogem
da linha de resolugao adotada na secao anterior. Demonstramos entao, realizando o célculo
de (Patp| Ve |porppr) com @ = B = o = [ = 1,j,m = 1,1/2,1/2 termo que por

simplicidade, neste momento, chamaremos de V..

2 2
- ~Gs o0 1,1/2,1,1/2 Ccly21/2
Vo= 2= [Can [ NP (/21D (1 a)( e 1/2)

Lvmll
mll
1

X / d Yy, (Ql_)Ylm,,1 (4)Y2o(21)Yz0(Qu)ri-riy + 2621,1/2,1,1/2) (r1,a)
i
X [011 Y2 2Ca s 172 / S0 Y71(21-)Y10(214) Y11 (21) Yo () Yo () ra-r14

+Co 1/ 1/3C1 Mt / A1 Y70(21-) Y11 (Q14)Y1-1(Q1) Yz0() Yo (21 )ra-r 1+”

2
X Z 1721,1/2,1,1/2) (’I‘g, a) (C}nlléﬂr;i: 1/2) /dQ?Y;"h (92_)}/1""1’1 (Qg+)YL0(QQ)Yz0(Qg)T2_T2.
L,myg
my

6" 0 [O1 a0
x / Y7 (Q2-)Vao(Q24) Vi1 (Q2) Yio(Q2) Yio(Q2)ra—ras

+Ci 11;22 11//2201 1/13;/172 / d0Y16(Q2-)Y11(Qa4) Y1 1(92)YL0(92)YL0(92)7'2-7‘2+]}

x4mmgiz (mere) Ki (mers) .

Analisando a expressao acima, notamos que o termo que corresponde & particula 1 é
analogo ao termo que envolve a particula 2, portanto agora prosseguimos os célculos somente
com a parte da particula 1. O termo da particula 2 serd apenas lembrado que existe, caso

contrario, este célculo se estenderia por muitas paginas sem um retorno consideravel.

2
= —9s 1,1/2,1,1/2 11/212
Ve = in /0 drl_/ dmZ{E I /)(7' )[( 1 1/2/1/2)

X / A Y7 (21-)Y11(Q14) Yo () Yo () ri-rs + (Cé 2 11//22)
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X / dQ1Y3o(21-)Y10(Q14)Y20() Yo () ry-7 1+] + 32 (ry,0) x [(—-?) |
i

X / dQyr Y71() (rlYm(Ql) + a\;—Ym(Ql)) Y1-1(21)Yi6(Q1) Yio (1 )ri-114

av/3

+ / dur Y7, () (7‘13/10(91) Ym(91)> Y11 () Yio(Q1)Yio(R)ri-ra+

2
X (— —\g——)] X termo anélogo da particula 2 X 4mmgig (Mer<) Ki (mors) .

Calculando todas estas integrais e simplificando os termos chegamos a

S~

O~

SN

N’
N

- L
S e A

(ﬁ_ﬁ)+_1_§ ( +%)]+Z€(11/211/2)( )a\g/—:ﬂ

3 4r 4 3
oL +1) (2L +1), ..
ETE 1))

termo andlogo da particula 2 X 4mm,ip (mer<) Kz (mers).

3.2.3 Termo do Potencial Vetor

Nos resta agora calcular os elementos de matriz do potencial vetor. Para efetuar este
célculo, particularizando a equagéo (3.13) enfrentamos uma dificuldade matemética. Tal
dificuldade matemética nao se refere a uma impossibilidade ou extrema complexidade, sendo
simplesmente um volume muito grande de termos a serem calculados. Com o somatdrio em
My, My, My,, My, teremos 30 termos a serem calculados. Em cada um destes termos se
faz necessario o ciculo de seis fungoes dos somatdrios em ¢, ¢ e ¢, totalizando 180 integrais
entre 4 ou 5 harmodnicos esféricos. Usando algumas simetrias conseguimos reduzir este
nimero para noventa, mas mesmo assim todos os 180 resultados aparecem no cilculo final.
Desse modo nos furtamos de apresentar tais elementos neste momento. A médio prazo,
estes cdlculos podem ser realizados e os resultados numéricos analisados, demonstrando a

validade do método aqui empregado.
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Capitulo 4
Conclusao

No presente trabalho estudamos alguns aspectos da restauracao da simetria translacional em
modelos nucleares relativisticos, e, em especial obtivemos expressoes analiticas adequadas
ao célculo do valor da energia do estado fundamental para um nticleo duplamente magico
qualquer. Feito isso aplicamos as expressoes obtidas para os niicleos de hélio e oxigénio, que
s80 os mais leves. A nossa intencéo foi a de dar énfase aos casos onde a correcao de centro
de massa produz efeito mais relevantes. Como comentamos no texto, o procedimento que é
freqiientemente usado na literatura para levar em conta o movimento do centro de massa,
consiste em usar o modelo de camadas do oscilador harmonico nao relativistico, pois neste
caso temos a expressao analitica AFEgy = —%41A_1/ 3 (MeV) para tal correcao. Como tal
correcao € uma constante para um dado niicleo, o célculo variacional usado para obtermos
os spinores de Dirac de particula independente nao se altera. Apenas para termos idéia
da importéncia do efeito do movimento do centro de massa, mostramos na tabela abaixo o

valor da corregdo no caso dos nticleos do *He, 160 e 208Ph:

AFEcy (MeV) | Energia de ligagao experimental (MeV)
‘He -19.4 28.3
150 -12.2° | 127.6
208pp -5.2 1634.9

Da tabela notamos a importéncia do efeito da corregio de centro de massa para os
nicleos leves. o caso de niicleos pesados, tal efeito é pouco relevante. Isto justifica porque

no nosso trabalho nos detemos nos dois niicleos mais leves. Vemos que na literatura o estudo
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do efeito translacional em ntcleos leves, mesmo em célculos relativisticos mais completos
[11] ainda é feito através da correcdo néo relativistica do modelo de camadas do oscilador
harménico. Da tabela vemos que nao podemos desprezar esta corregao, visto que para o
niicleo de hélio, a correcdo é da ordem de 40% da energia de ligagao medida.

As expressdes obtidas necessitam de algum trabalho computacional para produzir re-
sultados numéricos. Apesar disto podemos concluir algumas coisas pertinentes ao proprio
processo do célculo.

Em primeiro lugar ressaltamos que para niicleos pequenos o célculo é simples, e, se os
resultados numéricos forem realmente satisfatérios, estaremos diante de uma ferramenta
importante para calcular outras propriedades nucleares.

Tal simplicidade pode ser usada para uma generalizagao do procedimento para nicleos
leves que ndo sejam de camada fechada (caso em que as fungdes de onda sao mais com-
plexas).

Como foi visto o calculo torna-se bastante exténso para uma quantidade maior de nu-
cleons, entretanto, vimos também que para nicleos mais pesados, a corregao nao € muito
importante. Este tipo de dificuldade ndo aparece em célculos de propriedades de nucleons
e mésons, pois aparecem apenas trés e dois quarks respectivamente nos célculos.

Nosso préximo passo seré utilizar as expressdes obtidas para a realizagao de calculos

numéricos.
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Apéndice A
Métrica e Definicoes

Tensor Métrico:

1 06 0 O

g | 0L 00
wv = =

0 0 -1 0

0 0 0 -1

Coordenadas contravariantes:
Tt = (a:o,':cl,:cz,a:s) = (t,z,9,2) = (t,Xx).
Coordenadas covariantes:
z, =g’ = (t,—z,—y,—2z) = (t,—X).
Produto escalar:
A,B* = A,g" B, = AgBy — A - B.

Derivadas:
0 0 =
= . — § —
7= Oz, (Bt’ V)
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onde

Quadri-divergéncia:

Para as matrizes de Dirac

Onde I é a matriz identidade:

{7} =2¢"1,

T = g;w'YV .
(o)
[= .
01
v = (")
W= ()
a ="y



Representagao de Dirac

Matrizes de Pauli

o= (0'1, O9, 0'3) .

01
g1 = ,
_ 10
0 —
09 = ’
¢ 0
1 0
03 = .
0 -1

- Definicoes e relagoes uteis,
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040, —32 2
0= %-—V

A.1 Propriedades dos Harmoénicos Esféricos

O produto de dois harmdnicos esféricos pode ser escrito como um tinico harmoénico esférico

2l +1) (2 + 1
},l.lml (Q) Y'l2m2 ( ; ) - \ﬁ - )( ? ) Z 2l’ lm' (Q) ll1lr2nlzm’c(lll (1)201

Uma integral entre trés harménicos esféricos é resolvida usando a seguinte propriedade

. o +1) (2l +1 , ,
[ A0 s () Vs, (@) Yima () = J( i i OY b4
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Apéndice B

Resultados

B.1 Resultados do overlap

S50 apresentados agora os resultados calculados para Bjjm.p j.m (0s elementos de matriz
Ljm)l,i'm
25 2% % ¥
que jé apareceram no texto da dissertagao nao estao incluidos aqui). Quanto aos miimeros
quénticos a; = n,l, j, notamos que o rétulo n é redundante, entdo rotulamos as funcoes de

onda radiais somente por a; =1,jea} =17

©0 T
Bo/2,1/2,1,1/21/2 = L dr [— Zn(0,1/2,1,1/2) (r,a) \/_1—2—7r§m+
L

(0,1/2,1 1/2) r P
Z€ ) \/fi_ﬂ (4%\/361:2 (47r)3/26L0):|

B - /°°d7, _ (1,1/201/2) (p g 1t
1,1/2,1/2,0,1/2,1/2 A [ 277 ( )\/—2— L1

L

(11/201/2) 4 1 1
Ef )\/6_7r(4 \/—L2 (ar )3/26L0):|
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o0 0,1/2,1,3/2 r
Bo/2,1/2,1,3/21/2 = [) dr {ZL:TIE, / /’)("“ ,a) M(SLH'

(0,1/2,1,3/2) 1 1 )
%_:éj, (7‘ )M(4w\/— L2 — (4r )3/251,0 ]

* 1,3/2,0,1/2 T
Bi321/201/21/2 = /0 r’dr [21;772 / /)(7'7 a) mél;ﬁ'

(13/201/2) (. r 1 P 1 6—)
;gL (7,0) ’——127r (471‘\/5 L2 (47()3/2 Lo

1,3/2,1,1/2 \/ﬁ 2 2
B1,3/2’1/2’1,1/2,1/2 — ‘/md’r‘ {Z 7’,2 / /2) (7-, a) [W(SLO (127ra -Tr (487(' + 4)) +

1,3/2,1,1/2 V3ar 3r?
3\/_._6L2(1+2\/_)]+Z€(/ D (r )[ 610

9672 = SR 0nT
V3ar 3v/3r2

——=bp + A L .

247+/5 207/5

s 3/2,1,1/2 V2 2
Bis/i/21,1/21/2 = A dr {Z ng 3/2.1.1/2) (r,a) [W&o (127ra2 —r” (487 + 4)) +

@, /211/2) \/—aT _37‘2
3\/W6L2(1+2\/_)J+Z§13 a)[ 610

6_
%67 0r T
\/?:ar 3\/?—> 2

———=07, + VT Sis

24m/5 20m/5

00 or? a? r? )
_ (113/271:3/2) 6 — —_ +
Bi3/2,1/2,1,3/2,1/2 _/0 dr {ZL: ML (r,a) [ Lo ( fix~ 2/4x 3 (4,”)3/2

f(l 3/213/2) a) GT\/— 1 1
3V4r 4m/5 812 — (4n )3/ 2

oo (s meve)
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1

7 10 (1 (24 — 2) — 1270%) +

: 0 1,3/2,1,3/2
Bigj243/2,1,3/2,43/2 = / dr 2772 /213 )(7'1 a) I:
0 3 6 (47)

61 (5\/% + 121:\/_ ) zf;

1,3/2,1,3/2) rv6 (bpa _ 6
7 (r0) st (%~ )

1,1/2,0,1/2 r
Bl11/27_1/2,0:1/2’_1/2 = Lw dr ZL: 7’2 / / ) (,r7 a) m6L1 -

(1,1/2,01/2) ¢, r 1 5eo — 1 6—)
e (”“We—«(ws P

(SLl -

Boij2,-1/21,1/2,-1/2 = /w dr [Z n@V2LY2) (r q) \/__

(0,1/2,1,1/2) r 1 o 1 _)
Zf (r,a) Ton (47“/55& (41r)3/26"° }

,1/2,1,1/2 (1271' + 2) 7'2 - 97ra2
B9, -1/2,1,1/2,-1/2 = /0m dr {”I(()l 1/211/2) (r,a) +

3 (4m)*/?
(1,1/2,1 1/2) av/2r @ . 1o )
ZE SRmer (\/5 (4m)?

o0 ,3/2,1,1/2 | V2 , 9
Bi/2,-1/21,1/2-1/2 = /(; dr {an 21D (1, a) [W&o (127"12 —r* (487 +4)) +

ar 3r2
Ora (1+2\/47r)] +E§(13/211/2) (r,a) [ \g; 610+ % 7r6’:1+

3\/—
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-

0
By 1/2,-1/2,13/2,-1/2 = /0 dr {ZTI(LM/2’1’3/2) (Taa)l

12 (4m)
12 (14 2\/—)] N Z (0021 1 )

2
v2 3/26L0 (127ra2 —r? (487 + 4)) +

3\/10
V3ar 3r2 \/?_>

5; - 6ip— 5;
l 967 " 20771 Yur5 2 T 20my5

3/3r? ] }

2 2

> ] 1,3/2,1,3/2 2r? a r
Bi3j2,-1/2,1,3/2-1/2 = /0 dr {2772 /213 )(7':“) [6L0 (\/H - 2\/@ - 3(47r)3/2 +
L

(SL2T2 4 + T2 +
3v20r 1275

(1,3/2,1 3/2) arv/6 1
S (r,0) S0

1 5
471'\/_ L2 (47!')3/2 Lo

B.2 Resultados do Potencial Escalar

Os resultados do célculo de (¢,¢s| Vee?? |purdps) = V. sao apresentados para valores de

a = ed = . Para simplificar a notacao indicaremos quais os niimeros quéanticos que

estao sendo utilizados e o respectivo valor de V,. Além disso, ao final de todos os termos,

aparecera um termo part(2), que representa um termo similar envolvendo as quantidades

da particula 2.
a=03=0,1/2,1/2ed =0 =1,1/2,1/2:

vV, = —gama/ drl/ dT2Z{Z (01/211/2)(7‘ a)

x _m\/(zL +1) (20 +1) (ChdoY)” - —“6LLJ

20 47

a=£=0,1/2,1/2ed =8 =1,3/2,1/2
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+ Zg(o 1/211/2)( a) \/‘

x part(2) X iz (mer<) Ki (mors)



V. = _gama/ d71/ d722{ pOV/213/2) (, a)\/‘

X. \/(2L+1 (2L+1)( (floLol) + 6LL]+Z€(01/213/2)( a) 127r

§ ‘\/EJ (2L + 1305r2ﬁ +1) (ct 1_;'2)2 N

L

1| x part(2) x i (mer<) K (mers)

Ty
VA L

a=pB=1,1/2,1/2ecd = =0,1/2,1/2:

‘/e = -——gz_ma /0 .d’l"l \/0 dT'2 Z {Z ’)’]9’1/2’0’1/2) (’I"l, a)
L L

o 7 LL1 a . (1,1/2,0,1/2) 1
X -—12—7_(_\/(2L+1) <2L+1) (COOO) +§;6LL:| +§§i (Tl,a) E’]—T_rl

- 2L L+1 _
8 23”\‘ ( - 121752 u ) (CélOL 2)2 B %61‘474 X part(2) X i, (’mar<) Ky (maT>)
| .

a=p3=0,1/2,1/2ed =f =1,3/2,1/2:

/cc ° 2
V. = —g’m, drl/ dry Z {27720,1/2,1,3/2) (r1,a) \/i
0 0 T Uz 3

1 \J (2L+1) (2L +1) (L 1)2 av/3 _.Z £02IB) (1 )

X ET] 3 000 ) T Tgr 337 127r
ry |(2L+1) (2L +1 ry ,
8 VI—E\l ( Z)OEr ) (ctde) + din| X part(2) x iz (mor<) Kz (moT>)

a=p8=1,1/2,1/2ed =3 =1,1/2,1/2

(2L +1) (2L +1) (

- 2 (1,1/2,1,1/2) 4
‘/e gamﬂfdrlf dT?Z Z (Tl a) 15J AT
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2 2 r2 of, +1) (2L +1
non\, 1 (2. 21 (1,1/2,1,1/2) av6 J( +1) ( )
X (3 47r> +47r6LL (r1+ 3 )} +Z§ ( b ) 127 207

|
85 )}

a=ﬂ=173/271/2ea,=ﬂ,=171/271/2:

Ve = md/ d’r1/ dr?Z{Z e (r a) [6LL (3a * \/5 " (13% - (4'”1)3/2))
Var? \/(2L+1)<2L+1) (C&& )]+Z§(13/211/2)(r a)\/(2l~'1+.1) (2E+1)

5m*”
[f(iw“‘“ (%" ) €)'+ sz f)*”” CON (chs)'
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B.2.1 Integrais Q,

Estas integrais foram calculadas para todos os valores possiveis de m/ ,» deixando-se a opgao

de valores de m,, = +1/2 em aberto.

As integrais referentes as particulas 1 e 2 estio relacionadas segundo
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