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Resumo

Neste trabalho obtemos expressões para o cálculo da energia do estado fundamental de 

um núcleo duplamente-mágico (esférico) qualquer, usando a aproximação de Hartree, no 

contexto do modelo de Walecka, e descrevendo os nucleons a partir de um referencial fixo 

no centro de massa do núcleo. A partirde funções de onda obtidas variacionalmènte, pro

jetamos estes estados em um subespaço de funções de onda com momento do centro de 

massa nulo, utilizando a técnica de projeção de Peierls-Yoccoz. Após obtidas as expressões 

gerais, particularizamos o cálculo para os dois núcleos duplamente-mágicos mais leves (hélio 

e oxigênio).



Abstract

In this work analytical expressions for the ground state energy calculation of doubly-magic 

(spherical) nucleus are obtained. We use the Walecka model in the Hartree approximation 

and, in our approach, the nucleons are described in a fixed center-of-mass frame. From the 

variationaUy calculated wave functions, we use the Peierls-Yoccoz technique to project out 

states in a subspace with null center-of-mass momentimi. For the two lightest doubly-magic 

nuclei (helium and oxygen) specific expressions are shown.
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Introdução

Devido ao grande sucesso prático na descrição de propriedades nucleares o Modelo de 

Walecka [l] tem sido exaustivamente estudado desde a sua idealização em 1974. Com 

este modelo diversos problemas puderam ser tratados e solucionados satisfatoriamente a 

partir de imi ponto de vista ligado à teoria quântica de campos.

O modelo de Walecka descreve o núcleo como um sistema de nucleons de Dirac inter

agindo através de campos mesônicos. Neste trabalho vamos nos restringir ao caso onde 

apenas consideramos o méson escalar sigma ((j) e o méson vetorial ômega (lu). Esta escolha 

é conhecida na literatura como QHD-I. Na descrição da estrutura nuclear usando modelos 

relativísticos, a maior parte dos trabalhos consiste em utilizar ou extender o modelo QHD-I 

através de outros mésons {p, tt), e utilização de interações não-Uneares e, mais recentemente, 

através de cálculos que introduzem nas constantes de acoplamento uma dependência na den

sidade. Com o uso de modelos relativisticos explica-se de modo natural o siorgimento da 

interação spin-órbita nuclear. Na aproximação de Hartree os modelos relativisticos dão 

resultados tão bons ou melhores que os cálculos tradicionais do tipo Skyrme-Hartree-Fock, 

na descrição da estrutura de niveis de particula independente do núcleo.

O modelo de Walecka apresenta todas as vantagens de um modelo relativístico, tal como 

a incorporação do spin das partículas como um ingrediente natural da teoria.

Nos propomos neste trabalho a estudar imi aspecto ainda pouco explorado na física nu

clear de baixas energias em modelos relativísticos, que é a quebra de simetria translacional[2J.

Apesar de a lagrangeana do modelo de Walecka ser invariante translacionalmente, em 

cálculos explícitos de muitos corpos necessitamos do auxílio de aproximações para obter 

resultados numéricos. As aproximações mais comuns (campo médio, Hartree e Hartree-



Fock) produzem funções de onda que não possuem invariância translacional.

Nos cálculos tradicionais [3], estes são executados utilizando um referencial fixo no 

espaço. Ao estudarmos a dinâmica de um sistema nuclear sob tal referencial, podemos 

estar sujeitos à incorporação de movimentos do centro de massa que vão se incorporar à 

energia e a outros observáveis calculados.

De fato, alguns níveis de energia calculados desta forma não encontram correspondentes 

nos dados obtidos experimentalmente, e são denominados espúrios [4].

Para a solução deste problema, devemos fazer uma mudança no referencial usado, 

transportando-o para a centro de massa do núcleo. Deste modo, fazemos, então, com 

que o novo referencial se mova jtintamente com o centro de massa, fazendo assim com que 

as coordenadas dos nucleons sejam apenas relativas entre si. Escolhendo um autovalor nulo 

para o operador de momento do centro de massa, obtemos a energia devida ao movimento 

relativo.

Uma maneira rigorosa para realizar o que acabamos de discutir consiste em utilizar 

iim método de projeção. A maneira ideal no caso das aproximações de campo médio, 

consiste em no que é chamado de projeção antes da variação. No entanto este procedimento 

é extremamente complexo, tanto do ponto de vista anaKtico quanto do ponto de vista 

numérico. Por isso vamos utilizar um procedimento mais simples, que é o método de 

projeção depois da variação, neste caso obtemos estados onde a simetria translacional é 

restaurada, no entanto o princípio variacional não é mais satisfeito.Este método é chamado 

de projeção de Peierls-Yoccoz [5]. Este método já é utilizado para calcular propriedades de 

nucleons e mésons [6] usando modelos de sacola para sólitons.

Este trabalho teve o objetivo de calcular somente as expressões analíticas que devem ser 

utilizadas para a obtenção de resultados nimiéricos da energia do estado fundamental 

dos núcleos duplamente-mágicos.

Foram escolhidos somente os núcleos duplamente-mágicos porqUe a construção das 

funções de onda é mais simples, visto que estes núcleos são esfericamente simétricos. Como 

seqüência deste trabalho, podemos efetuar os cálculos numéricos para núcleos específicos a 

partir das expressões já obtidas.



No Capítulo Icalculamos o valor esperado da energia do estado fundamental sem projeção. 

No Capítulo 2 obtemos o operador de projeção e realizamos a projeção para um núcleo du

plamente mágico qualquer. No Capítulo 3 usámos os resultados do Capítulo 2 para obter 

as expressões para o cálculo da energia doestado fundamental do hélio e do oxigênio.



Capítulo 1 

Modelo de Walecka e Aproximação 
de Hartree

1.1 O Modelo de Walecka

Desde a sua descoberta o núcleo atômico chamou a atenção de pesquisadores de diversas 

áreas. A princípio se achava que o núcleo fosse um ente indivisível onde se acumulasse toda 

a carga positiva do átomo. Mais tarde evidenciou-se que o núcleo não era indivisível. Aos 

poucos os experimentos foram fornecendo mais resultados ficando mais clara a estrutura do 

núcleo.

Os físicos teóricos criaram imi tratamento matemático consistente para descrever os 

resultados dos experimentos. Criou-se a necessidade da introdução de vima nova força até 

então desconhecida: a força forte.

Com o passar do tempo a teoria foi sendo desenvolvida à medida que novos resultados 

foram sendo obtidos experimentalmente. Foram detectadas novas partículas, sendo estas 

incorporadas à teoria (algimias delas foram previstas antes mesmo da sua detecção, como 

o píon).

Em 1974 J. D. Walecka propôs [7] um modelo baseado na teoria quântica de campos 

para a descrição de núcleos..O modelo original foi resolvido usando uma aproximação de 

campo médio para os campos dos mésons, onde os campos mesônicos foram substituídos 

pelos seus valores esperados. Este procedimento produz seus melhores resultados à medida



que as discrepândas em tomo destes valores esperados vão se tomando menos significativas, 

o que acontece com o aimiento da densidade nuclear. Com isso os resultados do trabalho 

original de Walecka funcionam bem para densidades acima da normal[7] . Ainda assim, 

os valores de incompressibilidade nuclear obtidos não são satisfatórios na versão original 

do modelo. Este problema foi solucionado com a inclusão de auto-interação não-linear 

do campo sigma. Com isto tornou-se possível descrever um grande número de núcleos, 

quantitativamente, e com o ajuste de poucos parâmetros. Este modelo se apresenta como 

um dos mais bem sucedidos hoje em dia. Devido a esse sucesso, este modelo tem sido 

exaustivamente estudado e utihzado na resolução de problemas em física nuclear.

Este trabalho faz uso do modelo de Walecka com a ação dos mésons <t e a; na aproximação 

de Hartree.

O modelo de Walecka baseia-se em imi formalismo lagrangeano onde são descritos to

dos os graus de liberdade hadrônicos em estudo do núcleo através de campos, com seus 

respectivos termos de propagação e interação. Nas definições abaixo (bem como em toda a 

dissertação) índices repetidos indicam uma soma implícita. A notação relativa aos quadri- 

vetores, quadri-divergências, o d’Alembertiano, etc, está definida no Apêndice A. Em nossa 

descrição levaremos em conta os seguintes graus de liberdade:

Nucleon: próton ou nêutron, representados pela função de onda ■0- 

Assim os termos de propagação dos nucleons são:

C'!T‘  =  * ( x ) ( i l ‘‘d ^ -M )i ,(x ) ,  (1.1)

onde M é a massa do nudeon e as matrizes 7  ̂ são apresentadas no apêndice A.

Mésons: sigma (méson escalar) e ômega (méson vetorial) representados pelos campos a 

e LU, respectivamente, com os seguintes termos de propagação:

Mivre __ __
“  2

m̂ cr̂  {x) -  d^a (x) df,a (x) , (1.2)

onde



(a;) =  d̂ ûj’' (x) -  {x)

e niu e são as massas dos mésons.

A densidade lagrangeaná de interação está dividida em duas partes, a interação entre 

os nucleons através de um méson escalar e através de um méson vetorial:

^NNa =  9<tÏ> {x) o (x) ̂  (x) . (1.4)

N̂N̂ = , (1-5)

onde Ça e são as constantes de acoplamento dos mésons a e u, respectivamente. Estas 

equações estão conforme [3].

Com isso a densidade Lagrangeana total pode ser escrita como:

n plivre . plivre , Mivre ■ Mnt , nint / i  (!\

Utilizando as equações de Euler-Lagrange

onde ̂  são todos os graus de liberdade do sistema, podemos obter as equações de movimento 

para os graus de liberdade (campos) do nosso sistema:

+ M)tl  ̂(a:) =  (x) ip {x) -  ĝ u)'' (x) (x) , (1.8)

(p + m l)a {x )  =  gaíj{x)i;{x) , (1.9)

( °  +  {x) =  (x) 7^̂ » (x) , (1-10)

onde já usamos o fato de /„, ser, experimentalmente, muito pequeno, podendo-se desprezar 

o segundo termo do lado direito da equação (1.5). Além disso algumas simplificações foram 

possíveis pela utilização do Teorema de Noether que fornece [8] a equação de continuidade:



\̂p (x) (^) =  0 .

As equações para os campos mesônicos (1.9) e (1.10) podem ser resolvidas usando um 

propagador adequado (função de Green):

cr (Xi) =  Qa j  Da {xi -  X2) ̂  {X2) 'Ip (Xi) dt̂ X̂  +  CTq , (1.11)

(ari) =  g o j j D ^  (â i -  X 2) ^  { X i )  {X i )  é x 2  +  UJQ , (1.12)

onde D ff {x\ — X2) e {xi — x^) são os propagadores para as equações de Klein-Gordon 

correspondentes aos mésons a e u) [3] mostrados na equação 1.18 e cro e o;o são soluções das 

equações de Klein-Gordon homogêneas.

Com isso reescrevemos a equação de Dirac para os nucleons:

+ M) ^ (ari) =  o l  J { x i  - X2) ^  {X2) (X2) ip (xi)

- g l  j  d̂ X2D  ̂{xi -  X2) ^ (X2) (X2) YfP (^1) • (1-13)

O presente trabalho visa o estudo de núcleos duplarnente-rriágicos, de modo que o isospin 

total do núcleo é nulo. Devido a esta propriedade do sistema sob investigação, não há 

necessidade de incluir o méson pi na descrição do estado fundamental na aproximação 

de campo médio. O campo do píon é representado por um operador vetorial no espaco de 

isospin com isospin r =  1. Como estamos estudando as propriedades do estado fundamental, 

os elementos de matriz do operador do píon aparecerão entre estados de isospin zero, zerando 

todos os elementos de matriz (Teorema de Wigner-Eckart).



1.1.1 Hamiltoniana para o modelo

A partir da lagrangeana obtida calculamos as equações de movimento. Agora partimos 

para o cálculo da hamiltoniana do sistema, já que para calcular a energia de um estado 

qualquer de imi núcleo usamos:

E={^\H\i!)) (1.14)

Em [9] e [10] buscamos a definição de densidade hamiltoniana:

H =  J  (fxH.

Com essa definição calculamos explicitamente a hamiltoniana:

H = Jd^xiíp (xi) ( - Í 7 .V1 + ^ (xi)

IZ  9i J d̂xid‘̂X2'ipa (xi) (^2) Ti (1, 2) Di (xx -  x̂) {X2) V’« (xi) (A-15)

ondefSl:

r . ( i , 2) = - i

r ,  (1, 2) = 7 ' ' ( 1) 7,  (2)

8



1.1.2 Quantização dos campos

Para obter a solução da equação (1.15) precisamos propor uma forma para o campo dos 

nucleons. Para tanto utilizamos a quantização canônica. Podemos notar que o caminho 

escolhido até agora facilita os cálculos, já que os campos mesônicos não são quantizados 

diretamente.

A forma dos campos é dada pelas expressões:

fp{^) =  Yl ( / “ (^) + 9a (x) (1-16)
a

e

V>' (x) = E  (/i w e“”‘í>í + 9Í (í) , (1-17)Q
onde ba e são, respectivamente, operadores de aniqmlação e criação de nucleons no estado 

a, da e d̂ . são, respectivamente, operadores de aniquilação e criação de anti-nucleons no 

estado ct e fa e Qa são conjuntos completos de espinores de Dirac. Substituindo essas 

expressões em (1-15) e, usando como propagador:

= ------, (1.18)
(27r) J (^ 0  _|_ ^

obtemos a forma final para a hamiltoniana:

H = '£ í +  'i"M)u(i)<í'xbÍK
a,a'

í  (^i) 4 '  (^2) K ,«' (1̂ 1 -  ^2 !)
^ fí fí!a,a',13,13̂

X//3 (^2) fa (^1) d^Xid^X2bl,bÍ,bpba , (1.19)

onde

(|áfi -  áfíl) = K,<..(r)= E  | :/( l)7 ”(2)ri(l,2)
Í=(T,UJ

9



X
exp\-r [m? -  (Ê  - (1.20)

Neste cáloilo foram desconsiderados os efeitos das anti-partículas, o que é conhecido na 

literatura como a aproximação onde desprezamos o mar de Dirac (no sea approximation). 

Isto se justifica pelo fato de que imi reajuste de parâmetros da Lagrangeana, na aproximação 

de Hartree, absorve estes efeitos [11] Na expressão acima notamos que 14,«'(|xi — X2I) 

possui uma dependência explícita com a própria energia do estado, que, na aproximação 

de Hartree desaparecerá.

1.2 Aproximação de Hartree

Vamos considerar o núcleo sendo descrito por um determinante de Slater com A nucleons 

ocupando os estados «j, tal que:

« = n í ' i i ú > . (1.21)

onde |0) representa a ausência de partículas, as quais são criadas pelos operadores de criação 

6̂ . Passamos então ao cálculo do valor esperado da energia de um estado |̂ ):

(1.22)

Substituindo (1.18) e (1.20) em (1.21) obtemos a expressão para a energia do núcleo.

E = { T )  + {Vd) +  (Vt) ,

onde

= Í (^) (-*7“7-V + fa (x i) ,
a = l

= Í  (xi) f l  {X2) Va,a (l^i -  faj) /«  (xi) (^2)

(1.23)

(1.24)

10



{Vt) =  53 / d^Xid^Xifl (xj) /+ {£2) Va,a< (l^i -  X2I) /« ' (xa) /a  (xi) (1.25)
 ̂a,a'

e (Vd) é chamado potencial direto e (Vx) é chamado de potencial de troca. Quando levamos 

em conta somente o potencial direto temos a aproximação de Hartree. Quando o cálculo 

envolve também o termo de troca dizemos que esta é uma aproximação de Hartree-Fock. 

Neste trabalho estamos interessados somente no potencial direto, de modo que a energia se 

resume a

E =  {T) + {Vd). (1.26)

1.3 Cálculo do Valor Esperado da Energia

Para prosseguir no cálculo da energia precisamos de uma forma exphcita para o espinor 

/  (í). Para tanto vamos utilizar um princípio variacional de modo a minimizar a energiado 

estado fundamental, com o vínculo garantindo a normalização dos espinores /  (x) conforme 

detalhamos a seguir. Já que estamos interessados em descrever somente núcleos dupla

mente mágicos, que possuem simetria esférica, a função de onda adequada para o cálculo 

variacional éfSl:

í  jGnlÁr) \* r

onde a =  n, l, j, m, rTV, e, também a =  ai, m, rur , com Oi =  n, l, j

(r) =  (f) Xl/2,t̂  , (1-28)
mi,ii

1̂/2,TUr 6  ̂ função de onda de isospin,%i/2,/Li é a função de onda no espaço de spin, Yimi (r) 

é o harmônico esférico, ^ são coeficientes de Clebsch-Gordan e Gnij (r) e F îj (r) são 

funções de onda radiais.

Escolhemos para a normaHzação de (r) e Fnij :

11



iU lU )  =  /  [Gî,i (r) +F:,s { rí dr = 1 (1.29)

A condição de que E seja estacionário com relação a variaçõesa de f* (f), sujeito ao 

vínculo ifalfa) =  1:

resulta em uma equação auto consistente:

( - Í 7 " 7 . V  +  7 ° m )  / „  ( -0  +  E  /  A / i  (f) K . . , .  ( | f  -  f " ! )  / „ ,  (r - )  ( ^  =  ( f ) .
a '= l

Impostas estas condições e realizando a operação da equação (1.29) obtemos equações 

diferenciais acopladas para Gnij (r) e F îj (r), quais sejam:

dFg, (ri) 
dr 

dGg, (ri) 
dri

M  -  S .. +  Í7i+) (r.)] G„. +  f P , ,  (rj) , 

M  +  iS„ +  í/<7> (n)] í ; .  -  (r,) , (1.30)

onde «1 =  ^  (ji +  1/ 2) para ji = l± .  1/ 2. Além disso:

C /< f> (> - , )= W Í .(r ,)± W "(r ,) (1.31)

47T
E 2 (2j „  +  l ) / ‘  (rO

L <12

com k = a,u). Com as funções (ri) sendo:

ai

(1.32)

(n) = dr ĵo (*mfcr<) ĥ '̂> (irrikr )̂ [g Î  (r )̂ ±  (r )̂] , (1.33)

com a\ =  .Os sinais ±  nas equações (1.32) e (1.33) e o índice k referem-se aos

12



mésons a e lu respectivamente. As funções jo (imkr<̂ ) e {irrikry) são funções de Bessel 

e Hankel esféricas usuais e r< (r>) é o menor (maior) entre ri e r2-

Usando estas equações e definições, podemos calcular, numericamente as soluções para 

o valor esperado da energia na aproximação de Hartree [3]:

E  =  Ç 2 ( 2 j i  +  l ) y á r | G „ ( n ) M G „ (n) -  (r.)
ari Ti

+Fai (’’l) +  — Gai (ri) -  (ri) ari Vi +  E (2J1 +  1) (2íi +  1)
ai a2

X J dndviUo ( i m ^ , r < , r > )  [g Î  ( n )  -  ( r j ) ]  [g Î  (ra )  -  F J  (r z )  

{2ji +  1) (2ji +  1) / dridr2Uo (im^,r<,r>)
aiû2

iri) +  F l in ) ]  (ra) +  < ( r a )

onde foi definido de modo análogo a â . Além disso, usamos a definição seguinte: 

Ul r<, r>) = jL (ímfcr<) (ímfcr>).

Neste trabalho o nosso ponto de partida para obter o estado fundamental dos núcleos 

duplamente mágicos com a simetria translácionl restaurada, será utilizar as soluções das 

equações diferenciais acopladas (1.30). Em [12] é discutido em detalhes o procedimento que 

pode ser usado para resolver estas equações. 0  programa de computador denominado TIM

OR A que calcula nimiericamente tais equações é de domínio público e pode ser utilizado. 

No próximo capítulo vamos discutir a técnica de projeção que utilizamos.

13



Capítulo 2

Projeção de centro de mzissa

O método de aproximação descrito no capítulo anterior fornece bons resultados, entre

tanto, quando calculamos o espectro de um núcleo leve, notamos que existem algumas 

discrepâncias em relação aos resultados obtidos experimentalmente. O procediniento uti

lizado na literatura, em geral, para levar em conta o movimento do centro de massa se 

restringe a considerar a correção aproximada pelo seu valor no modelo de camadas do os- 

cilador harmônico não-relativístico (A =  [13]). Neste modelo a separação do

movimento do centro de massa pode ser feito analiticamente, o que não é possível no modelo 

de Walecka.

No tratamento já apresentado, notamos que o referencial é colocado em uttl certo ponto 

fixo no espaço, e, a partir dele, são medidas as posições dos nucleons. Desse modo, pode

mos observar que o nucleon se move não somente em decorrência de suas interações intra- 

nuclèares, mas que também detectamos o movimento do centro de massa do núcleo. Isto 

causa uma contribuição espúria devida à vibração do centrò de massa à energia e outros 

observáveis.

Para melhorarmos os resultados notamos que as autofunções não contêm invariância 

translácional. Sendo ésta uma das simetrias mais básicas da física, põe-se a necessidade de 

achar soluções que contenham tal simetria. Para isto fazemos uma translação, colocando-se 

a origem do sistema de coordenadas exatamente sobre o centro de massa do núcleo.

Fazemos ainda com que o momento do centro de massa do núcleo seja nulo, para que este 

não tenha movimento em relação ao novo sistema de coordenadas. Desse modo esperamos
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que as exitações fictícias sejam removidas do espectro e que hâja iim resiiltado melhor para 

os estados reais.

Para fazer a translação escolheremos as soluções somente entre aquelas que apresentem 

simetria translacional. Os estados de bom momento linear são obtidos a partir de um 

operador de projeção. Uma vez escolhido o operador de projeção, temos dois métodos 

básicos a serem seguidos [4]:

Projeção antes da variação (PAV): Neste método fazemos primeiro a projeção dos es

tados e, em seguida, usamos o princípio vàriacional. Este método é bastante preciso, pois 

na primeira parte ele seleciona todos os estados que possuem invariância translacional e 

entre estes os que satisfazem o princípio variacional. Garantimos, então, que as soluções 

encontradas satisfazem tanto a condição variacional quanto à necessidade da invariância 

translacional. Entretanto a complexidade do método faz com que ele seja pouco utUizado.

Projeção depois da variação (PDV): É o método usado neste trabalho, consiste em 

usar um princípio variacional para obtermos as funções de onda dos nucleons e em seguida 

fazer a projeção dos estados. A facilidade matemática implementada é compensada com o 

fato de que, em geral, os estados obtidos após a projeção não satisfazem mais o princípio 

variacional.

2.1 Obtenção do Operador de Projeção

o  operador de projeção deve ser tal que sejam selecionados somente os valores de momento 

adequados

w.

onde representa uma função de onda do núcleo com momento k. P%é o operador de 

projeção que projeta da função | )̂, somente a componente com momento k.

Podemos então reescrever o operador de projeção em autoestados do operador de mo

mento linear f4l:
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P = Y M ) ^  
i=i

Usando a representação integral de 8{p — k) :

í ( p -  k),í,(x) =  J ^ j S).

Se calcularmos o caso onde o momento do centro de massa é nulo, então devemos fazer 

k — 0, então

P-. = _____ í
(2^Ÿ J '{2nr

onde p =  -iŸ.'SJi {%=! )  
i=i

Desse modo podemos escrever

(4 ^k=0^^k=j0 í )

*>E =

Mas como o momento é uma constante de movimento, H, =  0

_ ( í l £ Ç o h l _ Í ! *)
^k=0 í )

já que é operador de projeção e deve obedecer à propriedade P|_g == fc=0

2.2 Cálculo da Energia de um Estado com Projeção

o  calculo da energia de um estado para um núcleo qualquer se resume em calcular a quan

tidade E =  (̂ 1 / í  |'0) usando-se um princípio variacional para achar os melhores estados 

(como já foi apresentado no capítulo anterior). Para calcular esta energia com projeção
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devemos calctilar:

(2.1)

Note que se não fizermos a projeção =  1) obtemos novamente a energia não

projetada. 0  termo no denominador representa o overlap das funções de onda projetadas. 

Usando a Hamiltoniana eq. (1.15), o problema se resume a calcular as seguintes integrais 

referentes a cada termo da hamiltoniana e o overlap.

2.2.1 Cálculo do Overlap

Passamos agora ao cálculo explícito do overlap das funções de onda projetadas

(̂ 1 P%^ 1̂ ) =  7: ^  /  {ip\ 1̂ ) .
(27t )  J

(2.2)

Estamos aqui integrando sobre todas as possibilidades de translação (integrando sobre 

o vetor d de translação).

Precisamos então calcular fl4l:

(^1 e®'* \i>) =  det ({./.„l ],>,)) =  det (B^) . (2.3)

As funções \(/>a) são aquelas da equação (1-27) que, quando substituídas na equação 

(2.3), produzem:

Gnlj (?^-) Gn'1'j' {r-I-)

+  {x l ,  (a .f.ff .f,)  x „ i) (2.4)

Aqui a =  ai,m,mr e (3 =  são rótulos genéricos e representam os números

quânticos necessários para rotular cada elemento de matriz (conforme convenção adotada
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após a equação (1.26)).

Por conveniência escrevemos

(0a| e*P-“ \(f)p) =  Jd^x(f)a (x -  ã/2) 4)0 {x + ã/2) -  Jd^xcf)  ̂(r_) (f>p (r+)

e definimos

r± =  x ±  ã/2.

Usando a propriedade

a.ãâ.b = ã.h +  iâ.{ãxb)

e resolvendo a parte de spin da equação (2.4) achamos

a2\
r — g j  ar Yil (O) 5m3,-l/2^mi,l/2

+^1-1 (íí) ^ms,l/2̂ m;,-l/2 (2.5)

onde vemos que a parte de spin se reduziu a uma contribuição angular e deltas nos spins 

possíveis.

Agora podemos partir para separar a parte radial projetada da parte angular da equação 

(2.4), já usando o resultado de (2.5) . Para tanto definimos duas fimções

i :  « ( r .  a) y „ ( n )  = ^
r2 GniAr-)Gn 'Vj> ir^)

r_r+
Fnlj ( f - )  Fn'Vj' (^+) í 2

9  0  I '  jr lr l  \  4
2 y  

/ .
(2.6)

-ar^ / 87r y /2 Fnij (r_) Fn'Vj' (r+)
r lr l

(2.7)
^ , _/+ ■ '  --------

Onde lembramos que ai =  n, l ,j  e a\ =  n', l ' , f  e, a princípio a soma em L se estende 

de zero a infinito. Quando substituimos estas expressões na equação (2.4) obtemos
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Baß —■ \C L mi,me

X I  d n Y ,l,{a .)Y ,,„ ,{a + )Y w {n )r ‘_r ‘;  

+  r d r t é r ' ' h r , a )  J2 0 1 ^ /%

X  | á n y , ; . ,  ( n _ )  y ,.„; ( n + )  y ^ »  ( í2 )  r „  ( n )  r ‘_ r‘;

+ r  ä r ^ ( t ' ‘‘ hr,a ) ^  CfJfH ^
L m t ,m , i

X I ( n _ ) y , . „ ;  ( f 2 + ) y „ ( n ) y i _ ,  , (2.8)

que é a expressão geral para o cálculo do overlap de um núcleo duplamente mágico qualquer 

na aproximação que estamos usando. A integral radial é calculada numericamente a partir 

da solução, também numérica, da equação (1.30), enquanto que a integral angular admite 

solução analítica, bastando saber qual o núcleo em questão. Assim, podemos ver qual será 

a forma para a matriz Baß para os núcleos de camada fechada mais simples.

mr==ll2

l'= 0  j '= l /2  
m '=l/2

Z'=0 i '= l /2  
m '= l l2

1=0 i= l/2  
m =l/2

* 0

í=0 J=l/2m  
=1/2

0 *

Tabelai: Elementos de matriz do Overlap para o  núcleo de Hélio.
Só está representado o subespaço de isospin com m r = l/2 ,  existindo uma 

matriz stnáloga para o  subespaço oom isospin m .r= -l/2 .

Para o núcleo de Hého, a matriz tem somente dois termos não-nulos para cada sub

espaço de isospin. Deste modo, o determinante da matriz de overlap é somente o produto 

dos termos das diagonais principais. Para o núcleo de oxigênio, a matriz se torna mais 

complexa.
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mT=\l'i
l'=0

Í '= l /2
m '= l/2

l'= l
Í '= l /2

m '= l/2

V=1
j '= 3 /2

m '= l/2

i'=0
'=1/2

m '= - l /2

l'= l
j '= l /2

m '= - l /2

V=1
i '= 3 /2

m '= - l /2

V=1
/= 3 /2

m '=3/2

i'=0
Í '= 3 /2

m '= -3 /2

1=0 j= l/2  
m=\/2

* * * 0 0 0 0 0

1=1 i= l /2  
m=l/2

* * *■ 0 0 0 0 0

1=1 j=3/2 
m = l/2

* * * 0 0 0 0 0

1=0 j= l/2  
m = - l /2

0 0 0 * * * 0 0

1=1 3=1/2 
m = —1/2

0 0 0 * * * 0 0

i= l j= 3 /2  
m = -l/ 2

0 0 0 * * * 0 0

1=1 j= 3 /2  
m =3/2

0 0 0 0 0 0 * 0

/=1 i= 3 /2  
m = -3 /2

0 0 0 0 0 0 0 *

Tabela2: Elementos de matriz do Overlap para o núcleo de Oxigênio.
Só está representado o  subespEiço de isospin com m r = l/2 , existindo mna 

matriz análoga para o  subespaço com isospin m r= -l/2 .

Nas duas matrizes acima foram mostrados apenas os subespaços de isospin 1/2. Para 

complear a matriz total, basta construir uma matriz análoga para os subespaços com isospin 

-1 / 2 .

2.2.2 Cálculo do Termo de Massa e de Energia Cinética

Para obter o termo de energia cinética da hamiltoniana em questão devemos calcular

com isso fl4l:

(2.9)

{i,\ Te«-^ IV-) =  det ((0„| e*'-« |,íj)) ^  {.^.i te®“ 1 ;̂,) (B“ “)  . . (2.10)
ap

Usamos agora a forma explícita do operador energia cinética T =  U =  ã.p com
i=l
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a.p =
0 a.p 

^â.p 0 j

e â é o vetor das matrizes de Paiili. 

Definimos

Substitnindo estas expressões em (2.11) obtemos [15]

(2.11)

Ta0 = r d r E c í “"“’  ̂ (r.a) E
L m u r t is

X I  dny,;, (n_) y,.„, (n+) (n) r -y ;

+  L - 1 /2  1/2 mL mi,mii

X J ( f i _ )  ( f i + )  F io  ( f i )  n i  ( f i )

+ r <<rf:AÍ“- '') (r .a )
L=0

X j  dnr,i  ̂ ( n . )  y , , „ .  ( f i + )  f „  ( n )  y i _ i  ( n )  , (2.12)

onde

^ í l ” ’“‘ ) (r .a )n o (n )
L

l l> rLr+ y r+5r
Fnij jr-) ( dOn'i'j' (r+) Gn'1'f (r+)  ̂

rir+ y r+5r
2\ 1

/  J
(2.13)
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ar  ̂ Fnij{r-)ar""
M  VT; r^r+

í dGn'Vj' (r+ ) Gn'Vj' {r+)\
[  r^dr ^ r%

-  ( /  + 1/2) para /  =  Z' +  1/2
onde K = {

/  + 1/2 para /  = Z' —1/2 
Para o termo de massa teremos um procedimento semelhante,

(2.14)

(V'IMPf^lV-) =  7— 3 /A (V 'l7 o e * ’ |V'),
(2 7 T) ./

(V-lToe*'"*!!«) =  áeí((0< ,|e»»|^^))X :(0al7oe® ''|«(s-‘ ) ,
a)3

(V’17oe*^'“ 1^) =  rfeí ((0aI Toe* "̂“ |«̂ /3)) =  det {M^p) ,

onde

-̂ a/3 = r  r f r 2 ; 4 “” “ '‘ ’ ( ' - . a )  E
L m i ,m s

X I  díjy,;, (í2_) y ,„ , (íi+) (n) r!.rï

i=0 mí.m,,

X JdüY;^  ̂ ( 0 _ )  (Í2 + ) n o  ( f i )  m  riri

- r “r j : é r ' h r , a )  E

X / < í n c ,  (Í2 -) yí-„| (fl+ ) F io (O ) y i_ i  (n )  r‘_r ‘;  , (2.15)

E
£,=0

( r , a ) r L o ( 0 )
Gnlj (r-) Gn'Vf (r-+)

r_r_i
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Fnlj (r-) Fn'Vj' ( r + )
j,2^2

2 \
(2.16)

Podemos notar que as integrais angulares presentes nas equações são exatamente iguais 

às partes angulares das equações do overlap. Assim uma vez escolhido o núcleo, para 

calcular a parte angular do overlap, do termo de massa e da energia cinética, basta realizar 

o cálculo apenas mna vez. Os cálculos explícitos do overlap, termo de massa e energia 

cüiética diferem apenas pela parte radial projetada .

2.2.3 Cálculo do Termo do Potencial Escalar (méson a)

Calculamos agora o valor esperado do potencial escalar:

(í/;| 1̂ ) = \det ((0J \4>p)) Y . (2.17)
a0,a'P'

onde devemos calcular os elementos de matriz = {4>a4>p\ \(j)oi'4>p')-

rpa'̂ '
7t%jf

- í ~ n  V  n^v}l'̂ i'v
P=1 fcjTTlsp

”*íp >”’'íp’™Sp

(rp, a) ( C *  y  P 'P )} ’

x47rm í̂fc(m<,r<)/í:fc(m<,r>) , (2.18)

onde

= / <i«pÍL,o(np)l^;„,^ (ííp -)y .w , (n ^ )n o(fíp )r :-'r íí„ .„„ ;^  ,

(mip,m|̂) {‘̂ iP) ~ j  (ílp) Yîrnip (̂ P~) p̂"»íp (̂ P+) ^0 (í̂ p) ^1 (í̂ p)
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I

(3,p) =  I  (ííp) (!2,_) }^, (np+) n o  (Í2p) y ,- i  (SIp) x rL v í

(2.19)

e as fimções (rp, a) e (»"p, a) estão definidas nas eqxxações (2.11 e 2.12), sendo

que p =  1 representa o primeiro nucleon do par interagente e p — 2 representa o segundo 

nucleon. Os rótulos ae /3 representam os números quânticos suficientes para a identificação 

dos estados interagentes. As funções e são as funções de Bessel modificadas definidas 

por

Ín{,z) =  (*) jn{iz)

Kn{z) =  -eh^^\iz)

Na obtenção destas expressões também foi usada a expansão em série :

L,M

onde r = r 2 - r i

Uma vez escolhido um núcleo duplamente mágico, basta usar os valores de l relevantes 

e calcular estas integrais angulares. As funções ik {mar<̂ ) Kk {rriar )̂ que aparecem em 2.18 

são funções de Bessel esféricas usuais e provenientes da expansão em série de

2.2.4 Termo do Potencial Vetor (méson a;)

O cálculo do valor esperado do potencial vetor envolve a avaliação do termo

(i/>| \̂ ) = \det ((0,1 e*P-“ \4>p)) ^  (2.20)
al3,a',p'
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onde devemos calcular (0aÇÍ*/3| onde Vv é dado pela equação 1.20 usando

i =ÜJ.

Podemos agora separar a interação de forma a simplificar os cálculos notando que

7o (1) 7 , (1) 7o (2) 7 " (2) =  1(1) X 1(2) +  5 :  7» (1) (1) 7o (2) 7* (2)
3

Trabalhando com o primeiro termo obtemos

p—1 k,msp,Lp

/-I \ ,(IjP) +

fJ-L (rp, a)

(oijoj) , , /  (lp,lp) . . (ip,lp) \
íip (̂ P) a) (2,p) +  {^iP)j

xA-KtnJk {m^r<) Kk (m^r>) , (2.21)

que é análoga à expressão para o potencial escalar, adequando-se á massas e a constante 

de acoplamento. Com isso as integrais angulares que aparecem em 2.21 são exatamente as 

mesmas que em 2.18, bem como as funções radiais projetadas.

Resta-nos, então, calcular o segundo termo {(j)a(l>i3 \

{ V , )  =
2

^  1/2Í1 1/2 il JÍ
47T , ^  , 7 V  ^  ‘̂ h "^1^1 <1 m> m'̂

Î7ÏÎ2

xxU,„„ ( i ) x 1 a „ „  (2)5^:™,. (^2 -)

X
■ G n lj (^ 1 - )  Fn'l'ji ( ‘̂ 1+)

ri_rf+
ô'i (õ̂ i • ri+) -I- i.Fnlj (n~) (ri+)

ri+rl_
(âi ■ fi_) âi

.Gnlj{r2-)Fn>l'j'{r2+)^ ^ . Fnlj{r2-)Gn'Vj'{r2+) ^t „ (J2 \a2 • r2+) -I- I--------------- 5-----------  (íT2 • T2_ j <J2
^2+^2-r2-r|+

XXl/2,mij (l)X l/2,m̂2 (̂ 1̂+) (í 2̂+) , (2.22)

onde r =  Vi — T2 .
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Resolvendo a parte de spin de 2.22 e com alguma manipiilação algébrica obtemos

( v . )  =
47T

1/2 i l  w í  l / 2 i l/ j J J 2'-'m(j msj m[ mî wîj
f l- imf imf

” <̂2 ’”*Í2 >̂ ®2

onde

(í^l-)rçm,2 (í^l+)>lx^ (í 2̂+) (í^l)ÍfcAf (í̂ 2) X
2 2 3

ATvmJk (w^r<) Kfc (m<̂ r>) ^  ^  ^  U^U}ültH^,t ,
g=l q '= l t= l

Tb _  ^ ‘̂ bhób ( f̂t-) -̂ »tfeibJá r rb __ '̂̂ blbib (̂ &~) (“’'>>+)

(2.23)

^ 0 ^ - ~ V  . .W 6 V ■'■'
n -r u rLrb+

K  =  ( - l ) ”*-*-’ '  ̂'•,¥ (a,) + 2m ; L y ô (fí.) +  í ^ y « ,  (!!»)) í™,.-™;.,

ffÍ2 =  - - - .y  (n i.) ím ..K .-2 <  ( -1 ) " ’”-*"''" (nVio (Í2») + ^ y »  (n^))

/

Jtf*. =  ( -i ) "* í ‘ - ‘ '* '■»'"„.„•»i,«« («») + 2 <  ( ’■»l'io («») -  ^ n o  (n^)) ,

HÎ2 =  - n y  (n j  í».,.™i.-2m'.. (-1)-"*Í.-''^  (r»y „  (í!.) -  ^ y « ,  (n.)^

<  = (fib) -  ^ ^ Y o o  (Ofc)̂
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Podemos ainda separar completamente a parte radial da parte angular de (2.23) ex

pandindo Ui eU\
OO /  / \

L\=0

e

obtendo, assim, a forma final para o termo do potencial vetorial projetado para um núcleo 

qualquer de camada fechada, que é a soma de com {V

___  OO OO «  «  /o •/

{V.) = m̂gl E E E / ™
mij ,mÍ2 =0 L2 =0 ^
imi2 í^Í2 )^S2

Xm„4 (m„r<) Kt (m„r>) E E E (''0 ̂ iio (̂ i) (''2) (2-2-1)
q=l q '= l t= l

x y i , o ( f i 2 ) í í X ’<. (2-25)

Apesar da aparente complexidade destas expressões, é fadl verificar, mediante uma 

análise superficial, que as integrais angulares a serem resolvidas são parecidas com aquelas 

obtidas na solução do potencial escalar. O restante dos elementos são apenas constantes 

que não nos trazem nenhuma dificuldade adicional na resolução.
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Capítulo 3

Aplicações a Núcleos Leves

As expressões que foram calculadas no capítulo anterior precisam ser avaliadas para verificar 

a validade do método. Apresentamos a seguir duas aplicações do método para ilustrar o 

cálculo explícito bem como para verificar a sua validade.

3.1 Núcleo de Hélio

o  núcleo de Hélio é o núcleo de camada fechada mais simples e devido a sua pequena massa 

deve sofrer mais os efeitos da quebra de simetria translacional.

Começamos particularizando as expressões do Capítulo 2 para o nosso caso. O núcleo 

de hélio dentro do modelo apresenta apenas nucleons na primeira camada, possuindo então 

somente estados com I — 0. Com isso podemos particularizar as funções e os elementos de 

matriz já calculados

Yimin) =  = Yim(n.) =  roo(n) = (s.i)
v 47t

3.1.1 Cálculo do Overlap

, L=0

X J dnŶ {n.)Yoo{n+)Ŷ {n)
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L=0

X I  dnY^{n_)Yoo{n+)Yuiin)Yxx (o)

+ fd r t& ''" 'h r ,a )C f ,r ; ,L C ^ ,í '^ ,L  
•'0 i=0

X y ( n _ )  Foo ( f i + )  > l o  ( n )  (íí) , (3.2)

onde vemos que os coeficientes de Clebsch-Gordan que acompanham as duas últimas inte

grais angulares são nulos. Desse modo temos

/»OO 1
Bo,ia™,o,.a™ = B (o) = / drJ2n'i\r,a)Y,<^S^'‘cS'J!ü'‘ x-^Su, (3.3)

L=0 ms v47T

fazendo agora m =  ± 1/2 obtemos

B (a) =  y   ̂(r, a ), (3.4)

fazendo com que

(V.| e»-" li,) (a))“ , (3.5)

já que estamos trabalhando com uma matriz diagonal 4 x 4  (como apresentado no capítiolo 

anterior), sendo o determinante o produto dos elementos da diagonal.

3.1.2 Termo de Energia Cinética e Termo de Massa

De modo similar podemos calcular o termo de massa e o termo de energia cinética.

2

(V-l IV.) =  j T  da^^M  (a) (B {a)f  , (3.6)

sendo

M  (a) =  Afo,l/2,m,0,l /2,m =  '̂^fÁ  ̂ (^i • (3-7)

0  cálculo do termo cinético segue, em linhas gerais o cálculo do overlap.
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T , , -  í°° rir (r 1 / 2 ^  1/2 1/2-̂ 0,1/2,771,0,1/2,771 I  ̂SL V ?  ̂̂ 0 m« m ^0 m
L = 0  rn.B

X J d Q Y ^  (íí_) yoo (fi+) (fi) (3.8)

usando as propriedades dos harmônicos esféricos resolvemos a parte angular, obtendo

To,y2 ,mAi/2 ,m =  T  (a) =  ^  j T  (r, a ) . (3.9)

então

«.| Te«® IV-) =  j T  (a) (B (<i))“ , (3.10)

3.1.3 Termo do Potencial Escalar

O cálculo do potencial escalar produz integrais angulares mais complexas, mas que devido 

à pequena quantidade de nucleons envolvidos (somente camada s) torna-se trivial. Neste 

caso os números quânticos relevantes são a =  P =  a' = /3' = l,j,m  = 0,1/2, ±1/2.

{ (paM  I0c'0;9') =  - J ^ r n a g l  í  (n , a) (ra, a) x
(47r) i  J

Íl {rriar )̂ Kl {mary) (3.11)

3.1.4 Termo do Potencial Vetor

Como em todos os outros termos, precisamos apenas particularizar uma expressão mais 

geral (2.22 e 3.13), fazendo a ^  P = a' =  /? =  l,j,m  =  0,1/2, ±1/2.

(^■«) =  Y . 7 ^  ídridr
LuL2 (47r) J
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2L +  1
X

kiM
^ í-1  -1 ÔÔÔÔ X *L (W(J?'<) {'!̂ wt'>) • (3.12)

f .)  = E E £
m « . , m '  L i= O Í2= 0 -' '’

77182 í̂ S2

E  E  E  y*M (!2i) y ; „  ( « 2) y i.» (n.) n , „  (n^) í / í j í ,\  x
g=l q’=l t=l
ífc {m^r<) Kk {m^r>) A l̂\ (ri) Â ?l̂  (ra) , (3.13)

Os termos H^Hgn dependem explicitamente de msj, , rriâ , , de modo precisamos 

resolver as integrais angulares para todas as combinações possíveis destes números quânticos. 

Com este fim definimos as integrais angulares

Qi, (ííi) = I  düiYL,o (a )  YkM m  Hi,

Os resultados destas integrais aparecem no Apêndice B.

3.2 Núcleo de Oxigênio

o  cálculo para o núcleo de oxigênio é semelhante ao cálculo do núcleo de hélio, agòra 

incluindo os nucleons em estados com / =  1.

No cálculo com / = 1 há um significativo aiomento na complexidade do cálculo, já que 

as funções de onda utilizadas possuem dependência explícita nos ângulos esféricos. Desse 

modo serão apresentados neste trabalho apenas algtins exemplos de como estes cálculos 

foram feitos, quais propriedades foram utilizadas e quais os tipos de análises que podem ser 

feitas.

Tal qual foi mostrado no cálculo do núcleo de hého, vamos calcular os elementos de ma

triz correspondentes a cada um dos termos da hamiltoniana. Lembramos que os elementos
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de matriz com Z =  0 estão já calculados no núcleo de hélio.

As funções de onda angulares projetadas a serem usadas são:

rr, \ /  3 rcos (6>) ± a / 2  1 f  rn,\\
>io(íí±) =  y  ̂ -------- — ---------=  —  rYio{ü) ±  — Yoo{Ü) 1 ,

y n (n .) =  = i-J n (a ) .

onde a translação do eixo de coordenadas foi alinhada com o eixo z. Desse modo = 

(f, esse procedimento não faz com que percamos a generalidade do procedimento, já que 

integranios posteriormente em todas as orientações possíveis do referencial, cobrindo, assim, 

todas as possibüidades de translação.

3.2.1 Cálculo do Overlap, Massa e Energia Cinética

Novamente o procedimento será de particularizar a expressão geral (2.15). Vamos inicial

mente calcular

1 1/2  1/2  ^ 1  1/2  1/2 
1/2  1/2

=  B.,v2,i/2,i,V2,V2= ^  (c lfZ n )

í  dny;„,(n_)r,„,,(í2+)y„(n)r_r+ +  [c V Im ^ c ]
L

I  dSlY^,{íl.)Y,„(n^)Yu(a)Yn(a)r.r^ + Cl 

I  dnri*„(n.)y„(£2+)ya(n)yi_,(í5)r_r+]} .

Usando as relações (??) e realizando o somatório em obtemos

2
X

32



o

Bi,112,1/2,1,1/2,1/2 - j f  dr | ç  (r. a) [ ( c *  J/l f  á n n * „(n _ )r .„ (n + )y i« (n )r _ r +  

{clí{yA),yjdnY,\(n.)Yn{íl^)Yu,ia)Yi^imr-r^] -

*̂£2 -  . ,3/2̂ ^

Resolvendo as integrais que restaram e simplificando os termos chegamos ao resultado 

final para este termo

-Í51,1/2,1/2,1,1/2,1/2 -  3(47t)̂ /̂
ay/2j 6-r.L2 6fLOV  t(l.l/2,1,1/2) / X___

^’ ^47rfHV5 (47t)^/^

Para resolver estas integrais devemos usar a seguinte relação ([16])

jdüŶ ,̂ (í2)y,,™, (n)y,,„, (si) = .
(2Zi + 1) {2h + 1) í I

47r(2Z + l) 0 0 0^mim2m.

e a propriedade dos harmônicos esféricos

yj{2li + 1) (2̂2 + 1)
47T

E  cs- (Í2) • (3.15)

Todos os outros termos do overlap terão uma estrutura de resolução semelhante. As 

integrais angulares do termo de energia cinética e do termo de massa são iguais aos do 

overlap. Os resultados dos termos com outros números quânticos são apresentados no 

Apêndice B.
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3.2.2 Cálculo do Potencial Escalcir

As integrais angulares do potencial escalar são um pouco mais complexas, mas não fogem 

da linha de resolução adotada na seção anterior. Demonstramos então, realizando o cálculo 

de (000^1 com a =  /3 =  a' =  P' =  =  1, 1/ 2, 1/2 termo que por

simplicidade, neste momento, chamaremos de Ve-

Li
TTljl *1

X 1/2 i /2C ^';Í,1 1/2  1/2  ^ 1  1/2  1/2

+<^ÒÍ/2vlc;i(/2% /'íí2i>'ro(í2i-)ni(ni+)yi_,(n.)yú,(í2,)yi„(n.)>-i-ri+]}

E  (r2, a) f  díhYi„,̂  (íh^)Yu,(íh)Yu(n2)r2-r̂ -
L,mi2 

.(oi,ai) r^l 1/2 1/2 ^1 1/2 1/2+ Z^si, (T2,0-) <-̂ 1-1/2 1/2^0 1/2 1/2 
L

X Jdn2Yt',(n2-)Ya{íh+)Yii{íh)Yú,{Ch)Yu(Ú2)r2-r2+

+CÍ ^2 í / l c ;  y.;2'i% /  án2y,í,(n2_)y„ (íÍ2+)yi-i(í22)no(n2)y£o(n2)>-2-r2+]}
x 4 7 r m c ,í i  (m <^r<) (m < ,r < ) .

Analisando a expressão acima, notamos que o termo que corresponde à partícula 1 é 

análogo ao termo que envolve a partícula 2, portanto agora prosseguimos os cálculos somente 

com a parte da partícula 1. O termo da partícula 2 será apenas lembrado que existe, caso 

contrário, este cálculo se estenderia por muitas páginas sem um retorno considerável.

- 9 l  r °  
ítt

X I  d n . y . - (n ._)y„(n „)y„(n i)yj„(nO > '.-> '.+  + { c U j H f f
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X J dfiir;o(í^ i-)^io{í^i+)no(ni)yLo(ni)ri_ri+] +  x
'f

T-\ /

X I á!!,r,y,* (Sli) ^r.y,„(í2,) +  ^ V o o í n o j  Y i.,(a ,)Y i^ {a i)Y j„{n ,)n ^ n +  

+ j  <ínir,yi*_,(ni) írjyM(í2i) -  ^ r o o í f í i )^  y „(n j)y í„(n i)n „(íii) ''i- '-i+

X termo análogo da partíciila 2 x 47:772̂ 1̂, (m<̂ r<) iíT̂  (mCTr>).

Calculando todas estas integrais e simplificando os termos chegamos a

K  =
-gf. /-~
4x  Jo io  

/^2
_ 1 L  4.

47T

(1,1/2,1,1/2)
(n ,a) l5 \

( 2 L + l ) ( 2 L + l )  :
^  ^ 00;

Ü  _  I i
\,3 47t 

\

/ /  J 3 47t

í

20%

\

X

termo análogo da partícula 2 x iirmaii {rriur^) K i  (rriffr^).

3.2.3 Termo do Potencial Vetor

Nos resta agora calcular os elementos de matriz do potencial vetor. Para efetuar este 

cálculo, particularizando a equação (3.13) enfrentamos uma dificuldade matemática. Tal 

dificuldade matemática não se refere a uma impossibilidade ou extrema complexidade, sendo 

simplesmente um volimie muito grande de termos a serem calculados. Com o somatório em 

mjj, m'jj, mjj, teremos 30 termos a serem calculados. Em cada um destes termos se 

faz necessário o cáculo de seis funções dos somatórios em t, qe  (/, totalizando 180 integrais 

entre 4 ou 5 harmônicos esféricos. Usando algumas simetrias conseguimos reduzir este 

número para noventa, mas mesmo assim todos os 180 resultados aparecem no cálculo final. 

Desse modo nos furtamos de apresentar tais elementos neste momento. A médio prazo, 

estes cálculos podem ser realizados e os resultados numéricos analisados, demonstrando a 

validade do método aqui empregado.
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Capítulo 4

Conclusão

No presente trabalho estudamos alguns aspectos da restauração da simetria translacional em 

modelos nucleares relativísticos, e, em especial obtivemos expressões analíticas adequadas 

ao cálculo do valor da energia do estado fimdamental para um núcleo duplamente mágico 

qualquer. Feito isso aplicamos as expressões obtidas para os núcleos de hélio e oxigênio, que 

são os mais leves. A nossa intenção foi a de dar ênfase aos casos onde a correção de centro 

de massa produz efeito mais relevantes. Como comentamos no texto, o procedimento que é 

freqüentemente usado na literatura para levar em conta o movimento do centro de massa, 

consiste em usar o modelo de camadas do oscilador harmônico não relativístico, pois neste 

caso temos a expressão analítica AEcm = — (MeV) para tal correção. Como tal

correção é uma constante para um dado núcleo, o cálculo variacional usado para obtermos 

os spinores de Dirac de partícula independente não se altera. Apenas pára termos idéia 

da importância do efeito do movimento do centro de massa, mostramos na tabela abaixo o 

valor da correção no caso dos núcleos do ^He, e “̂^Pb:

AEcm {MeV) Energia de ligação experimental [MeV]

^He -19.4 28.3
16q -12.2 127.6

208pb -5.2 1634.9

Da tabela notamos a importância do efeito da correção de centro de massa para os 

núcleos leves, o caso de núcleos pesados, tal efeito é pouco relevante. Isto justifica porque 

no nosso trabalho nos detemos nos dois núcleos mais leves. Vemos que na literatura o estudo
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do efeito translacional em núcleos leves, mesmo em cálculos relativísticos mais completos 

[11] ainda é feito através da correção não relativística do modelo de camadas do oscilador 

harmônico. Da tabela vemos que não podemos desprezar esta correção, visto que para o 

núcleo de hélio, a correção é da ordem de 40% da energia de ligação medida.

As expressões obtidas necessitam de algum trabalho computacional para produzir re

sultados numéricos. Apesar disto podemos concluir algumas coisas pertinentes ao próprio 

processo do cálculo.

Em primeiro lugar ressaltamos que para núcleos pequenos o cálculo é simples, e, se os 

resultados numéricos forem realmente satisfatórios, estaremos diante de uma ferramenta 

importante para calcular outras propriedades nucleares.

Tal simplicidade pode ser usada para uma generalização do procedimento para núcleos 

leves que não sejam de camada fechada (caso em que as funções de onda são mais com

plexas).

Como foi visto o cálculo torna-se bastante extenso para uma quantidade maior de nu

cleons, entretanto, vimos também que para núcleos mais pesados, a correção não é muito 

importante. Este tipo de dificuldade não aparece em cálculos de propriedades de nucleons 

e mésons, pois aparecem apenas três e dois quarks respectivamente nos cálculos.

Nosso próximo passo será utilizar as expressões obtidas para a realização de cálculos 

numéricos.
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Apêndice A 

Métrica e Definições

Tensor Métrico:

1 0 0 0

0 - 1 0 0

0 0 - 1 0

0 0 0 - 1

Coordenadas contravariantes:

x>̂  =  =  ( t ,x , y , z )  =  ( í ,x )

Coordenadas covariantes:

Xfj, =  gfij/X =  (í, — X, —y, ~z^ —  (í) .

Produto escalar:

Â B>̂  =  =  AoBo -  A • B.

Derivadas:

dx„
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at'

onde

V  =
M  _a ^

dy' dz\

Quadri-divergência:

dA

Para as matrizes de Dirac

'7(1 — 9iivl ■

Onde /  é a matriz identidade:

1 = ^ 1 0 ^  

vO 1 /

= ifn)
7a. = (7“, - 7)

a = 7 7

( 7 f  = 1
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Representação de Dirac

r  =
/ \ /  0

0 - I

0 
- a  0

Matrizes de Pauli

Í7i =

/ \
0 1

1 0

(Ta =
/o

i 0

 ̂1 0  ̂
0 - 1

Definições e relações úteis,

% =  c — 1
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A .l Propriedades dos Harmônicos Esféricos

0  produto de dois harmônicos esféricos pode ser escrito como um único harmônico esférico

/(2̂ 1 +1) (2Z2 +1) I 1 v: yiimi (íí) Í̂2m2 (^ )  — Y Y 2Z' +  1 00

Uma integral entre três harmônicos esféricos é resolvida usando a seguinte propriedade

(2 Z i +  1 )  ( 2 Z2 +  1 )  /21' h V 
(2 Z ' +  1 )4 7 t  ^ ^ i ^ ^ ^ m - ^ o o o
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Apêndice B

Resultados

B .l Resultados do overlap

São apresentados agora os resultados calculados para (os elementos de matriz

que já apareceram no texto da dissertação não estão incluídos aqui). Quanto aos múmeros 

quânticos a\ — notamos que o rótulo n é redimdante, então rotulamos as funções de

onda radiais somente por ai — l,j  e a[ = V,j'.

/

5l,1/2,1/2,0,1/2,1/2 “ y

(r, a)
^ / ^  \ 4 7 t V 5  (4 7 t)
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5 o ,1/2,1/2,1,3/2,1/2 ~
(0,1/2,1,3/2) ( r , a ) 1̂,1 +

B1,3/2,1/2,0,1/2,1/2 r  d r
(l,3/2,0,l/2) ( r , a ) =<5li+

LL

Bi,3/2,i/2,WAi/2 = (l27râ -  r= (487t + 4))+

(l +  2 Æ )

v^ar  ̂ 3V3r^ , 
247Tx/5 207Tv^

y/3ar 3r̂
®Io ~ TíTn^íi”967t2 207T

)

B i,S j2 ,1/2,1,112,1/2 =  I  {l2 iv a ^  -  r ‘̂  {487t +  4 ) )  +

6l 2 ( l  +  2 Æ )sVíõ^
y/ âr 

247tv/5" ‘̂̂  ^  207rv^

+ E í
(1,3/2,1,1/2) ( r , a )

aVSr^
8-rL3

/2r2
+

2 v ^  3(47r)̂ ^̂ >
9 “* . M  , a(i,3/2,i,3/2)  ̂ ary/6 f  1  ̂ 1

*“ '■ 3 Æ  Uvs “  (47rf/^'
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B1,3/2,±3/2,1,3/2,±3/2 =  A — ( r ^  (2 4 7 t  -  2 )  -  1 2 7 ra ^ ) +
L6(47r)̂

(̂1,3/2,1,3/2) ary/ê ( £ í^  _  ^  
3(47r)®/̂  \a/5

-Bi,i/2,-i/2,o,i/2,-i/2 ~ {r,o) j ^ Ô lxyJVtK

0 , l /2 , - l /2 , l , l /2 , - l /2 — dr
Jo

E í
(0,1/2,1,1/2) ír.xo

B -  r  J. f  (,- g) -I- 2) -  9” ° '  I
5 i ,1/2,-1/2,1,1/2,-1/2 ~  «J 3 (47t)^^^

.(14/2,1,1/2) / X ___ \
Y ~^  ^ ’ \ 4 7 r fH V 5  (47r)^/Vj

B l ,3 /2 , - l /2 , l , l /2 , - l /2 = j f  *  j E 'i i ' ' “' “' " ' ' ’ (’■.“ ) (1^“ ’  -  ’■' +

^ . . ( i + 2VS)]+EÍÍ
^/3ar

(1,3/2,1,1/2) (r,a) x/3ar^ I I
l 6 7 ' ’ “ +2Õ Í‘’ “ +

3V3r2 
247tx/5"^^ 207ta/5 L3 !
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I  *  | ç  ( r ,  o )  ^ ^ ^ ^ 3 7 5 ^ "  -  r "  (4871- +  4 ) )  +

í.2(l + 2v^)]+X :# ''^ '‘’̂ '̂ >(r.a)x
L

/̂̂ nr
L̂3

SVIOtt 
\/3ar 3\/3rA- , _  , v 5 ^  c _

967T 207T 247Tv ^  207Tv ^

1,3 /2 ,-1 /2 ,1 ,3 /2 -1 /2  -

<5L2r^
4 r+

\3 \ ^  127tx/ 5

(r,a) 

2 y 
/ .

L̂O
,.2 \2r̂

2V^ 3(47t)̂ /̂ / +

EC(1,3/2,1,3/2) (r, a) ar
L̂2 ~

3 v ^  V 4 7 r V 5  (47 t )
\3/2 <5f.xo

B.2 Resultados do Potencial Escalar

Os resultados do cálculo de (0q0;3| V̂ e*̂ '“ |0q'0 /̂) =  Ve são apresentados para valores de 

a — P e a' — P'. Para simplificar a notação indicaremos quais os números quânticos que 

estão sendo utilizados e o respectivo valor de Ve. Além disso, ao final de todos os termos, 

aparecerá um termo part{2), que representa um termo similar envolvendo as quantidades 

da partícula 2.

a = p = 0,1/2,1/2 e a' =  ^' = 1,1/2,1/2:

Ve = -dlrua drij^ cí̂ 2E

X

X

n
127T

1
V w

^ (2 t+ l ) (2 L  +  l) (CÍoV)' -  ^ ÍL l

(2£ + i)(2£ + i) . 1
47T V 0 « °  j  47t

X part{2) X *£ {mar<) K i {mar>)

a = p =  0,1/2,1/2 e c/ = /?' = 1,3/2,1/2:
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K = -glm^ j i  dri ^  dv2 - Y  (ri, a) ^

X

X

ri
127T

y(2L  +  1) ^2L +  l )  (C'ooV) +  ~^LLStt 127T

(2L  +  l )  (2L  +  l )  /  i  z , _ n _ ^ .  _
207T V 00 0 j  LL X part{2) X {mar<) K i {mcrr>)

a = ^ =  1,1/2,1/2 e c/ = = 0,1/2,1/2:

JO JO î, l  L

X

X

ri
127T

^J{2L +  l) (2L +  l )  (Cq oV ) + ^ < 5 lï

207T

( 2 L + l ) (2 L + l )  . 1^
47T V^oooj LL X part(2) X ix, {mar<) Ki {mar>)

a ^ ß  =  0,1/2,1/2 e a' = /?' = 1,3/2,1/2:

K  = -sX  f “ f  Ç { Ç (n. a) yf

X

X

(2L +  1) (2L + l )  , J aVs

X part{2) X {m^r<) Ki

a =  ß==l,  1/2,1/2 e a! = ß' =  1,1/2,1/2:

15
( 2 L + l ) ( 2 i  +  l )  ,

(,̂ -000 J
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X

X

/r? rP

(<̂0 oV)̂  -  X h {mar<) Ki {mar>)

ay/6
TÍtT \

(2L + l) (2L + l) 
2ÕÜ

a = ß =  1,3/2,1/2 e a' = /?' =  1,1/2,1/2:

167T
+ V2ri

127T (4 7 T )" / " /JO JO ï  l  L

-  ^ ; ( 2 L  + D ( 2 L + l )  (C „V„O i +  (--i.“ ) # î + l ) ( 2 i  +  l)
5 (47 t )  ' V  - I l

'  A2 arfx/ã
5-/7(4n-f'̂

2
.V3(47rf " VV5

(1,3/2,1,1/2) / , a V 3 n

i  z, 1 ' 
0 0 0

fryLLz\^ a\/3ri f ^ i L 2 Y  
K^ooo) - - ^ ^ V ^ o o o )

-EeE (n,û) x3/2
L 6  (4 7 t)

o; =  /5 =  1,1/2, l/2ea'  =  ß' =  1,3/2,1/2:

L̂L > X part{2) X Î£ (m^r<) îCî (wô r>)

K = h -L
167T

+ V2ri i j _

127T (47 t )
,3/2-S jm , j f  dn j T  dr2 Ç  (n . a)

;y '( 2 i  +  l )  ( 2 L + l ) ( C „ V o f ]  + ^ i W f t W ^ ) ( r „ a ) y ( 2 t + l ) ( 2 L  +  l )
5 (47t )

3/2

X ,V3(4x)“'̂  j  ̂  ̂ 5v (̂47Tp  ̂ 480,r*  ̂ .
a-\/3ri+ (n, a) \ X pari(2) x (7n<,r<) (m<,r>)

6  (4-7r)

a = ß =  1,3/2,1/2 e a' = /?' = 1,3/2,1/2:

K = -glrriff r  dn f  rfraEJO JO r
(l,3 /2,l,3 /2)

( n , o )
IS O tt

( 2 L + l )  (2L +  l )

47T
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127T 207T

2̂L + 1̂  (2L + 1̂  
An

X (C o o V )^  -  ^*^11)  }  ^ P( r̂t{2) X * í (m ,,r<) (m<,r>)

a =  /5 = 1,3/2, ±3/2 ea ' = ß' =  1,3/2, ±3/2:

K = -ĝ m̂  driĵ
LyL

{Cooo^y X part(2) x  (m ,,r<) K i (m^r^)

± c ______ L
47T 207T

(2L  +  1)  (2L +  1)

Att
X

a = ß = 0 ,1 /2 , - 1 / 2  e a ' =  ^ ' =  1 ,1 /2 , - 1 / 2 :

X

X

127T
{2L +  1) (̂ 2L +  1) (CooV) + (0,1/2,1,1/2)

1 2̂Zí + 1̂  2̂iv + 1̂  
47T (í̂ ooV) X part{2) X (m<,r<) (m ,,r>)

a =  ß = Q,\/2,-l/2ea' =  ß' =  1,3/2 ,-1 /2 :

K  =  - 9 > , j r d n j T o i r , ç | ç , r / « 'V « ( r . . a ) y |

X

X

1 (2L + D(2Í + l) .
4 / '\  3 + E^?i/2’i’̂ /̂ )(n,a)

127T

IL. (2^+0 (2̂  + 1) /  i  £  2N
v / õ A  207T

’ ’ I a  
^ V4̂ X part{2) X (mo-r<) í Í í  (m<^r>)

a: =  /? =  1 ,1 /2 , - 1 / 2  e a '^  ß' = 0,1 /2 , - 1 / 2 :
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L  ̂ L

X

X

n
127T (̂2L+l){2L+l) (cioV)' -  ^ÎLi + Eij;

i
(1,1/2,0,1/2){rua)

V2Õ̂ ^
( 2L +  l )  ( 2Z  +  1) ^

47t l ^ o o o ;  - X pari(2) X (m ar<) i i ï  (m<̂ r>)

a =  ^ =  1, 1/ 2, -1 /2  e a' = /?' = 0,3/2, -1 /2 :

F. = *2 E  |ç (--1.0) /I
X

X

S ’’‘ \
(2Z, +  D(2L +  l)  ,

3  1^ -000  ;  o  ÖLI

ZL. (2̂ + 1) (2̂  + 1) ^ 2X
207T +  - y = h - L

-E e r /2 ’0’3/2)(n,a)
127T

-\/4̂ X part{2) X (m„.r<) iÎ£  {niar^)

K = -glrria £ °  drij^ dr^Y, E^ï(1,1/2,1,1/2) 15
(2£+l)(2L+l) ■ , 

47t l ^ o o o j

X
/r*2 r»2 \T-t V -ï 1 ,
( 3 - 4; ] +  4x'*“

( c io V ) ' -

2 2rf̂
\ /J L

( 2L +  1)  ( 2L +  1)

207T

f, = =  1,3/2, -1 /2  e a' = /?' = 1,1/2, -1 /2 :

K = -9 Ím ,f d r ,f - à L l
167T
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X

5 (4^)3fly(2L+l)(2L + l) (c „ '- „V ) ' -  (n.a) ^ (2 Í  +  l)  (2L +  l)

^ 2  \ 3rf-\/3 / ^ í í 3\2 a-\/3ri
1 0̂ 0 0 j  + 5v/^ (4 )̂3/2 0 0 J 4go^2 0 0 j.V3(47r)"/' VV5 /

+Eíí(1,3/2,1,1/2)
(^'1. - "•̂ / 2 *^££| X p a ^ -í(2 ) X i~L (m̂ r<) Ki (m ^ r > )

a =  (3 = l, 1/2, -1 /2  e a' = /?' = 1,3/2, -1 /2 :

K =
z iT

^ y ( 2 L  + l)(2L + l)(CoVof' -:^

(  ‘̂ ___ (r<lL\\  ̂ I 3rf\ /3  f^LLsY  I (r<íí^\
/7(47Tp 4807t2

-Eeî
L

;f/^’Ŵ ,(n.a)y(2L + l)(2L+l)5 (47t ) '

___ / ^L Li \ ^  I 3rf\ /3  f^LL3\‘̂  I a-\/3ri /
.  /̂3 (47r)“'H  V6  ̂j  r » » » J 5V7 (4ít)=/'‘ 480;r2 V'

^ ç a , 1/2,1,3/2) ^ ‘ ‘ ^ 7 / 2 % |  X í » “ ' í ( 2 )  X ! ' i  (> ií,i-< ) ( m , r > )
Z  6  (47t )  J

— 1 Q /o _1  /o o _  /3/ _  1 Q /O 1/0.a = /3 = 1,3/2, - 1 /2  ea ' = /3' = 1,3/2, -1 /2 :

-glm. rdn  TáraE (n,a)
 ̂ L

X (OfoV) (l̂ TT — 3) +

1807t \

(2L + l) (2L + l) 
47T

-E«r(l,3 /2,l,3/2) in,a) â /6rl
127T 207T

(2L + l) (2L + l)
47T

X ( Q ) 'o o  )  ^  P ® r í(2 )  X (nit̂ r̂ ) Kî  (rriur̂ )

B.2.1 Integrais

Estas integrais foram calculadas para todos os valores possíveis de m ,̂, deixando-se a opção 

de valores de mg. = ±1 /2 em aberto.

As integrais referentes as partículas 1 e 2 estão relacionadas segundo
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Apresentamos então as integrais Q,*: 

-Para =1 /2

Qh =
47t ’̂  ̂ V 2 L  +  1

oQ oo^-5m i <5^.,i /2  +

a

-ri '2A: + 1
47T y 2 L  +  1

(r<k 1 A"

V 2 L  +  1

C k 1 L /̂ K 1 L c c I
1 -1  0 ^ 0  0 0 ^ M lôm sjl/2  "T

<5ilííO<5msi-1/2

3 /2fc +  l .  -rislŵ r-̂  [Qk 1 lV
4^^''V2L+IV^«"V

-v/£nJ§^C7Í-\Mo^o^<5Mi<5 ,̂-i/2

+ ^MO^msjl/2

-ri /2fc + l
47t V 2 L  +  1

I 3 / 2fc +  l ^fciL/- , fclL
47t ^V2L + 1

^ M 0 ^ m «j-l/2

“ a2«*.i ^M O^m si-1/2

-n '2fc + l
47T V 2 L  +  1
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“ a 1/2

- Para =  —1/2

_  / 3  /2A; + 1 
~ Y4̂ îy2L + l

“c+

3 2k + l . ri\lŵ r̂  [Qk 1 lV
47T 2L + 1 V"̂ ooo;

1/2

47TÍ’l1
Í2k + 1 
2L +  1

QL -ï’i '2A: + 1
47t " V2L +  1<̂ -ViM oô m̂- i<5̂ .,i/2-

a
+

47T^̂ '2L + 1 roooj

V21 — Y4^^1Y2£,+ 1 -11“ OOÔ M-lOmsi-1/2

“ a2<5fcxL 1/2

-ri Í2A: + 1
47t \ 2L +  1

1/2

í 3 ~ /2A: + 1 j 
47r̂ 'V2L + l

“ a 1/2

-n I2k + 1
47t y 2L +  1
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