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RESUMO: Neste trabalho, € apresentada uma anélise do comportamento estocdstico
do algoritmo LMS filtrado (FX-LMS). E obtida uma expressdo recursiva para os
momentos de primeira e de segunda ordem dos coeficientes do filtro adaptativo para

sem a consideracdo de adaptacdo lenta. O modelo proposto ndo depende do tipo do

[¢N

sinal de referéncia, podendo ser sendo ruido branco ou colorido. Também, nido
utilizada a cldssica suposicio da teoria da independéncia. A solu¢io de Wiener é
determinada explicitamente em fungéo, das estatisticas da entrada e as respostas ao
impulso dos caminhos primario e secunddrio. E mostrado, também, que em regime
permanente o valor esperado dos coeficientes do filtro convergem para a solugdo de
Wiener para o caso em que o caminho secunddrio é estimado sem erro. Simulacdes
mostram um excelente casamento com o comportamento predito pelo modelo

tedrico proposto.
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ABSTRACT: In this work is presented an statistical analysis of the filtered-LMS
algorithm (FX-LMS). We derive recursive expressions for the first and second
moments of the filter weights without the common assumption of slow adaptation.
The proposed model does not depend of the néture of the reference signal, white
noise or a correlated process. Also, the model is derived without invoking the
classical assumption of the independence theory. The optimum weight vector is
determined as a function of the input signal statistics and the impulse responses of
the primary and secondary paths. Simulation results show a very close agreement

with the behavior predicted by the theoretical model.
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MOTIVACAO DO PRESENTE TRABALHO

O principio basico de funcionamento de um filtro adaptativo € a capacidade de variar seus
parametros, através de um algoritmo de controle, de forma que convirjam a uma solucdo
que minimize uma determinada fungao custo. A ampla aceitacdo dos filtros adaptativos é
evidenciada pela vasta literatura pertinente, como também pelas mais diversas situagées
em que estes vem sendo aplicados. Dentre os algoritmos de controle o mais utilizado &,
sem ddvidas, o algoritmo LMS (Least Mean-Square), principalmente pela sua simplicidade

e facil implementagao.

Nos Ultimos anos, a area de controle ativo de ruido acuUstico e vibragdes vem recebendo
muita atengdo por parte de pesquisadores e empresas envolvidas com este problema. O
desempenho de um sistema de controle ativo € determinado, fundamentalmente, pelo
algoritmo de controle ou algoritmo de adaptagao. A efetividade de um algoritmo
adaptativo depende de sua adequagado ao problema sendo tratado e de um bom projeto.
Tanto a adequagao ao problema quanto a qualidade do projeto dependem, no entanto,
do conhecimento que o projetista tem das propriedades de cada algoritmo considerado.
Em geral, este conhecimento é obtido através de modelos analiticos que permitem
predizer o comportamento do sistema, ao invés de avaliar seu desempenho por meios
puramente experimentais. Modelos analiticos permitem a inferéncia sobre o
funcionamento do algoritmo em diversas situagdes, o estudo sobre a adequagao do
algoritmo a aplicagdo, a comparacao dos desempenhos de diferentes algoritmos e o
estudo da estabilidade. Portanto, tais modelos viabilizam projetos mais rapidos e

melhores.

Uma variante do algoritmo LMS, o LMS filtrado ou FXLMS (Filtered X LMS), é o algoritmo
mais utilizado em aplicacdes de controle ativo. Neste caso, o sinal de referéncia é filtrado
para compensar os efeitos de operagdes de filtragem presentes no caminho de

adaptagao. Essas filtragens modificam substancialmente o comportamento do algoritmo.
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Por este motivo, as classicas e consagradas aproximagGes matematicas que permitem

analisar o algoritmo LMS ndo sao extensiveis ao algoritmo FXLMS.

Neste trabalho apresentamos uma analise estatistica do comportamento do algoritmo LMS
filtrado. Esta andlise dé& origem a um modelo analitico que permite predizer o
comportamento do algoritmo FXLMS. A abordagem utilizada para analisar este algoritmo,
e que representa uma alternativa importante em relacdo as abordagens usuais, foi a
consideracao de que a operagao de filtragem no caminho de adaptagdo enfatiza a
importéncia da correlagdo entre vetores de entrada consecutivos. Essa abordagem
contradiz claramente a suposigdo classica, utilizada para a analise do algoritmo LMS, que
inclui-se na chamada teoria da independéncia [6]. Nessa teoria, considera-se que
diferentes vetores de entrada sao estatisticamente independentes. Tal consideracdo
fornece muito bons resultados para o algoritmo LMS cldssico. No entanto, a simples
extensao para o caso filtrado leva a resultados que nao refletem o comportamento real do
novo algoritmo. Simulagbes numéricas e suas previsdes usando o modelo proposto,
validam a analise proposta. Os modelos analiticos obtidos para o comportamento dos
momentos de primeira e segunda ordem dos coeficientes do filtro adaptativo constituem-

se na principal contribuicao desta tese.

1.1 INTRODUGAO AO CONTROLE ATIVO DE RUIDO ACUSTICO

O termo Controle Ativo de Ruido Aclstico’ descreve a supressdo de um campo sonoro
ndo desejado através da superposigdo com outro campo sonoro de igual magnitude
porém de fase invertida. Esta idéia ndo é nova, sendo Paul Lueg [1] o autor do primeiro
artigo publicado em 1936 sobre este assunto. Através dos anos, esta area tem recebido
~muita atengdo e diversas implementagdes da idéia original ja foram exploradas. Algumas

destas podem ser encontradas em artigos [2] e livros [3-4, 25].

Para entender o porqué da atengdo recebida, é importante compreender as vantagens do
controle ativo quando confrontado com as técnicas tradicionais de reducdo de ruido
(controle passivo). Nas técnicas passivas faz-se uso de materiais absorventes. Estes

materiais sao muito efetivos para altas freqiiéncias, geralmente acima de 150 Hz. No

! Nesta segdo estamos nos referindo ao controle ativo de ruido acustico, no entanto o caso de controle ativo de vibragdes é
completamente equivalente em relagdo aos principios basicos. As principais diferencas situam-se nos transdutores
utilizados.
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entanto, para obter-se uma aprecidvel reducdo do ruido, as dimensdes dos dispositivos
devem ser da ordem do comprimento da onda da freqiiéncia a ser atenuada. Assim, para
freqliéncias inferiores a 150 Hz, deve-se utilizar dispositivos de tamanho e peso
excessivos, tornando esta solugdo muito onerosa e, as vezes, impraticavel. Com o
advento das novas geracOes de processadores digitais, as técnicas de controle ativo de
ruido (e vibracOes) tornaram-se possiveis. Sua utilizagdo concentra-se na faixa de baixas
freqliéncias, ja que o controle ativo de ruido para altas freqiiéncias €, no momento, de
implementacdo dificil, devido principalmente a alta velocidade requerida para processar a
grande quantidade de informacdo. Além disso, nesta faixa de freqiiéncias o controle
passivo é uma solucio consagrada pela sua eficacia e baixo custo. O controle ativo em
baixas freqliéncias representa uma solugdo viavel e de baixo custo para a maioria dos

casos praticos, vindo preencher o espaco para o qual o controle classico ¢ deficiente.

Duto

Fonte de ruido

O

Microfone de
erro, M

Fonte

Microfone de secundaria, FS

referéncia, D

Controlador

\J

o Sinal de erro
i

Fig. 1.1. Diagrama esquematico do sistema de controle ativo de ruido em dutos.

A Fig. 1.1 apresenta o diagrama esquematico de um sistema de controle ativo de ruido
acustico em um duto. Em geral, um sistema de controle ativo para esta aplicacdo consiste
de um transdutor D (que pode ser um microfone, chamado de microfone de referéncia)
para adquirir o sinal do ruido que deseja-se cancelar (proveniente da fonte primaria); um
sistema de processamento ou controlador para tratar o sinal adquirido pelo transdutor D e
produzir o sinal que alimenta uma fonte secundaria FS (ou sistema de fontes secundarias,
dependendo da aplicacdo), que é geralmente um alto-falante que irradia o anti-ruido. Se

o sinal recebido pelo microfone de referéncia for correlacionado com o ruido originado na
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fonte primaria, o sinal de referéncia fornece a informagdo necessaria ao controlador sobre
o ruido primario antes que este chegue ao ponto de cancelamento, sendo esta uma
condicdo necessaria para 0 caso de um controlador causal. O campo sonoro residual é
monitorado, a direita da fonte secundaria, através de um outro transdutor M (ou
microfone de erro). Nesta aplicagdo, além da reducdo de custo, este sistema possui a
vantagem de nao obstruir o fluxo normal do ar. Outras aplicacbes em que esta técnica
vem sendo utilizada com sucesso sdo: redugao de ruido em cabina de avibes e no interior

de carros, capacetes e fones de ouvido.

Em geral, sistemas como o da Fig. 1.1 podem ser representados esquematicamente pelo

seguinte diagrama em blocos:

Dominio Acustico

Y

Planta |

> Controlador ' v

_ Sinal Monitorado
Dominio Elétrico

Fig. 1.2. Diagrama em blocos de uma aplicacao de controle ativo.

Neste diagrama, a planta modela a resposta (ou o sistema) do trecho de duto que vai
desde o detector até a fonte secundaria. Assim, o diagrama da Fig. 1.2. pode ser visto
como um problema de identificacdo de sistemas. No entanto, é interessante notar os
diferentes dominios em que se encontram as transferéncias e os sinais envolvidos, assim
como o ponto de soma que encontra-se no dominio acustico, como indicado na figura.
Este fato representa a mais importante diferenga em relacdo ao esquema tradicional de

identificagdo de sistemas.
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1.2. ADAPTABILIDADE

AlteragOes nas condigOes fisicas do meio (tais como temperatura, umidade, etc.) e no
fluxo de ar produzem, inevitavelmente, mudangas na resposta ao impulso da planta em
funcdo do tempo. Isto significa que o desempenho do sistema de controle tende a
deteriorar-se se n3o for ajustado adequadamente em funcdo destas mudancas. E nesse
ponto, que é interessante introduzir a propriedade de adaptabilidade ao controlador. Um
sistema de controle ativo adaptativo® de ruido aclstico tem a habilidade de identificar
mudangas nas caracteristicas do duto pela adaptacdo da funcdo de transferéncia do
controlador. Estes tipos de sistemas, com uma certa capacidade de aprender, sao
conhecidos como sistemas adaptativos. Um sistema destes, pelo menos em teoria, pode
convergir ao ponto 6timo de funcionamento partindo do completo desconhecimento do
meio em que estd envolvido. Isto faz com que o controle ativo utilize como ferramenta a
teoria de sistemas adaptativos, permitindo que estes sistemas possam ser utilizados numa

ampla faixa de aplicagOes.

Rufdd - Planta

Sinal de erro

Fig. 1.3. Diagrama em blocos de um sistema adaptativo.

2 Na literatura, existe certa confusdo em relacdo a classificacdo controle ativo e adaptativo. Existem controladores ativos
projetados segundo a teoria classica de controle [3, 25] sem capacidade de adaptacdo. Quando o controlador modifica seus
parametros através de um algoritmo adaptativo, utilizamos o termo controle ativo adaptativo.
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Para representar um sistema com estas caracteristicas devemos alterar o diagrama em
blocos da Fig. 1.2. Em geral, utiliza-se o sinal monitorado (ou também chamado de sinal
de erro) como medida de discrepancia entre as atuais respostas do controlador e do
sistema desconhecido. O sinal de erro é utilizado como entrada para um algoritmo que
modifica de forma continua os parametros do controlador (filtro adaptativo) a fim de
atingir o ponto de funcionamento étimo. O diagrama em blocos que considera esta

situagdo é apresentado na Fig. 1.3.

1.3 ALGORITMO ADAPTATIVO.

Existe uma grande variedade de algoritmos adaptativos descritos na literatura. Na selegao
do algoritmo devem ser considerados aspectos como velocidade de convergéncia,
robustez, capacidade para acompanhar as variagdes do sistema desconhecido e
complexidade computacional. Em geral, a escolha do algoritmo baseia-se em um
compromisso entre desempenho e facilidade de implementacao. Para o caso de controle
de ruido acustico ou de vibragOes, esta escolha é crucial ja que sdo necessarios filtros
com grande numero de coeficientes. O algoritmo adaptativo mais utilizado pela sua
simplicidade é o algoritmo LMS (Least Mean Squares), [5-6] implementado através de
filtros FIR. Para sermos mais rigorosos em relaciio ao diagrama em blocos apresentado na
* Fig. 1.3, o mesmo deve ser complementado com as transferéncias decorrentes da
passagem dos sinais entre os difereites dominios (elétrico-acUstico). Isto serd

brevemente discutido na prdxima secdo.

1.4 ALGORITMO LMS FILTRADO

A utilizagdo do algoritmo LMS supde que o sinal de erro seja diretamente disponivel,
sendo originado pela diferenga entre o sinal da fonte primaria e a saida do filtro
adaptativo. O processo de adaptacdo requer que o gradiente do erro médio quadratico
seja aproximado pelo produto do valor instantaneo do sinal de erro e o sinal de entrada
do filtro (sinal de referéncia). No entanto, as caracteristicas particulares da configuracio
de um sistema de controle ativo adaptativo de ruido fazem com que o diagrama da Fig.
1.3 deva ser modificado a fim de considerar as seguintes diferengas em relacdo ao caso

cldssico: o ponto de soma representa a regido do espaco (dominio acustico) onde ocorre
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a superposigao dos sinais acusticos oriundos das fontes primaria (ruido ndo desejado) e
secundaria (antiruido). Outra diferenca diz respeito ao sinal de erro, que corresponde ao

sinal elétrico obtido do microfone de erro, a partir do campo sonoro residual.

Entrada - { Planta

Filtro

Adaptativ
g LSRRy L A N ol iR o = ,
Estimacdo Caminho secundario
do caminho
secundario

Sinal de erro

RS e BV

Fig. 1.4. Diagrama em blocos do algoritmo LMS filtrado.

Nos sistemas de controle ativo adaptativo de ruido acistico, o sinal de erro de
cancelamento acustico ndo pode ser acessado diretamente. Ele é acessado como um sinal
elétrico apenas a saida de um transdutor (normalmente um microfone). Da mesma forma,
o sinal deﬁ saida do filtro adaptativo ndo pode ser empregado diretamente na operagdo de
cancelamento acustico. Este sinal elétrico é primeiramente processado por um sistema
que o converte em um sinal acUstico. Estas conversdes de natureza dos sinais ddo origem
ao que chamamos de caminho secundario do sinal, o qual é composto pela’s respostas do
seguintes elementos: caminho secundario, que é composto pelas respostas dos seguintes
elementos: o conversor digital-analc')gico (D/A) em série com o filtro adaptativo, filtro de
reconstrugdo, amplificador de poténcia, alto-falante, caminho aclstico que vai do alto-
falante até o microfone de erro, pré-amplificador, filtro anti-recobrimento e, finalmente,
conversor analdgico-digital (A/D) que fornece o sinal de erro para o algoritmo. O caminho
secundario, denotado por S, afeta o comportamento do algoritmo podendo causar
_ dificuldades no processo de convergéncia [14-15]. Portanto, seu efeito deve ser

compensado, a fim de evitar a instabilidade do algoritmo adaptativo. Existem varias
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configuracdes possiveis que podem ser utilizadas para compensar o efeito de S. Uma
delas propde a inclusdo de um filtro inverso S™' em série com S a fim de remover seu
efeito. Porém, a solugdo mais utilizada consiste na utilizagdo de um filtro S com resposta

ao impulso igual a de S para filtrar o sinal de referéncia. Na pratica, S é uma estimativa
da resposta ao impulso S. Finalmente, uma descricao mais precisa do diagrama em
blocos da Fig. 1.3, representando o esquema do algoritmo conhecido por LMS Filtrado ou
FXLMS?, é mostrada na Fig. 1.4.

1.5 ESTIMACAO DE S

O algoritmo LMS filtrado requer, para seu funcionamento, o conhecimento da resposta do
filtro S, chamado de caminho secundario. Assumindo que as caracteristicas de S sdo

invariantes no tempo, é possivel modelar sua resposta através de um procedimento off-

fine numa primeira etapa de treinamento. Ao final desta etapa, o modelo S obtido é
incluido no sistema para operagdo normal. Na etapa de treinamento, um ruido branco é
utilizado como sinal de entrada, uma vez que possui uma densidade espectral constante
para todas as freqiiéncias. A montagem experimental para a determinagdo da estimativa
de S é mostrada na Fig. 1.5 [4].

A modelagem off-line é uma ferramenta muito Gtil para a determinagao da resposta S.
Entretanto, possui o problema de n3ao acompanhar possiveis mudangas do caminho
secundario. Para os casos em que a resposta do caminho secundério possa ser variante
no tempo, € desejavel realizar tal modelagem de forma continua (estimacdo em tempo

real (on-/ine)). Outra opgdo a ser empregada, ao invés da estimacdo continua, é a

estimagdao em determinados intervalos de tempo. Supondo que S varie lentamente, as
adaptacbes do controlador e do estimador do caminho secundario podem ser
consideradas separadamente. Como exemplo, a Fig. 1.6 mostra o diagrama em blocos

para o caso de estimagao on-/ine proposto por Widrow e Stearns [5].

3 Sigla em inglés, derivada de filtered-X LMS.
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Alto-falante Microfone de erro

* Caminho
Primario .

1 Bloco de Estimagio
"~ on-line -

Fig. 1.6. Diagrama em blocos de um sistema com estimacdo on-iinede S.
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Como vimos, a utilizacgdo do algoritmo FXLMS surge de forma natural devido as
caracteristicas particulares do sistema de controle ativo adaptativo. Portanto, existe a
necessidade do detalhado conhecimento do comportamento do algoritmo para as diversas

condigOes de funcionamento.

1.6 ESTADO ATUAL DA ARTE

Os primeiros a proporem a utilizagdo do algoritmo LMS filtrado foram Widrow e Stearns
[5]. A utilizagao deste algoritmo foi dentro do contexto da teoria de controle adaptativo,
ndo sendo fornecida qualquer andlise do seu comportamento. E citado, também, nessa
referéncia, um exemplo com a utilizagdo do algoritmo LMS filtrado para o controle de
ruido acustico. Burgess [15], paralelamente a Widrow e Stearns, desenvolveu o algoritmo
LMS filtrado aplicado ao problema de controle ativo de ruido acUstico num duto. Em [15],
a unica analise realizada por foi a obtengdo das expressdes de atualizacdo dos
coeficientes do filtro adaptativo. Uma publicagao recente [16], apresentou uma analise
estatistica do comportamento deste algoritmo sendo calculados os momentos de primeira
e de segunda ordens. Entretanto, a analise em [16] aborda o problema do ponto de vista
classico, utilizando a teoria da independéncia [17-18]. Como demonstram os resultados
obtidos a partir da analise proposta nesta tese, as equagles apresentadas em [16]

fornecem resultados que ndao descrevem o real comportamento do algoritmo.

Andlises do comportamento estatistico do algoritmo LMS freqlientemente empregam um
conjunto de aproximagdes denominado “Teoria da Independéncia” {5,18]. Deste
conjunto, a aproximagao talvez mais importante € a de que diferente vetores de entrada
sao independentes. Esta pode ser uma situacdo real nos sistemas adaptativos
denominados combinadores lineares, nos quais cada coeficiente do filtro adaptativo atua
sobre uma seqiiéncia diferente de entrada. No caso de sistemas usando filtros adaptativos
transversais com uma Unica entrada, vetores de entrada consecutivos de dimensdo N tém

(A1) componentes em comum. Assim, tais vetores sao altamente correlacionados.

Apesar de desprezar a correlagao entre os vetores de entrada, a aplicagdo da Teoria da
Independéncia leva a resultados muitos bons quando aplicada a andlise do
comportamento estatistico do algoritmo LMS usando passos de adaptacdo reduzidos.

Alguns trabalhos mais recentes analisam o comportamento do algoritmo LMS . A

10
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modelagado considerando esta correlacdo acarreta um tratamento matematico bastante
complexo [19,21]. Em [19] é descrita uma anadlise para o LMS classico que considera a
correlagdo dos dados de entrada. Nessa andlise, verifica-se que é possivel obter predigGes
mais exatas de seu comportamento estatistico e, também, que os limites de estabilidade
obtidos para a taxa de aprendizagem sao mais severos do que os resultantes da
consideragao de independéncia. O custo desta descricdo mais exata é um importante
aumento da complexidade matematica do modelo. Como exemplo disto, o trabalho
reporta que sdo necessarias 28000 equagdes para descrever o comportamento de um
filtro de 6 coeficientes. Contudo, o algoritmo LMS tem a possibilidade de ser estudado a
luz das duas abordagens, fornecendo muitos bons resultados em ambos 0s casos. Porém,
no caso do LMS filtrado, verifica-se que um bom modelo depende da consideracao da

correlagdo entre vetores de entrada, como sera mostrado mais adiante.

Uma outra analise do LMS filtrado é apresentada em [4, pag. 65]. Nesse trabalho, é feita
a suposicao de gque os coeficientes do filtro adaptativo variam lentamente e de que 0s
sistemas que compdem o caminho adaptativo sao lineares e invariantes no tempo,
hossibilitando assim a troca da ordem entre os mesmos. Neste caso, o diagrama em

blocos é dado por:

Entrada J Planta
A
4
Caminho Filtro E
secundario Adaptativo [%

Sinal de erro

Fig. 1.7. Diagrama em blocos modificado do algoritmo LMS filtrado.

11
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Esta versao fornece bons resultados para o caso em que o caminho secundario e sua
estimacdo sdo iguais e com uma taxa de aprendizagem (u) muito pequena. Esse modelo
torna-se limitado para o estudo da influéncia dos erros na estimacdo do caminho
secundario ou para o estudo do comportamento do algoritmo para taxas de aprendizagem
maiores. Em [22] é utilizado o modelo da Fig. 1.4, mas, com a inversdo das posicoes do
filtro adaptativo e do caminho secundario. Nesse trabalho, o objetivo é determinar a
influéncia dos erros na estimagao de S sobre o comportamento do algoritmo. Também é
determinada uma expressao para descrever o comportamento dinamico dos pesos
baseada no intercdmbio das posicoes, a qual ndo modela o comportamento real. Qutra
deficiéncia do modelo da Fig. 1.7 pode ser apontada quando for necessario considerar
uma nao-linearidade (devido principalmente ao alto-falante). Nesse caso, nao € possivel
efetuar a troca entre caminho secundéario e filtro adaptativo. Portanto, para esse Ultimo
caso a analise resulta impraticavel. A abordagem proposta nesta tese ndo impde grandes
limitagdes ao valor da taxa de aprendizagem e nao utiliza a simplificacdo decorrente da
troca de posicao dos blocos (Fig. 1.7). Isto permite uma andlise mais realista do
desempenho do algoritmo [30,33-34]. Um outro resultado importante é obtido para o
caso especial em que o caminho secundario representa um atraso de um nlmero
determinado de amostras. Tal situacdao é conhecida na literatura por algoritmo DLMS
(Delayed-LMS) [9, 26, 29, 32]. Neste caso, os trabalhos que conhecemos da literatura
também utilizam a Teoria da Independéncia. Assim, ndo é possivel estudar o efeito de
erros na estimagao do atraso nem determinar o comportamento dos coeficientes do filtro
nesta condicdo. Com o novo modelo proposto, é possivel obter dois resultados
importantes: demonstrar porque o algoritmo DLMS nao converge com ruido branco na
entrada e em condigdes de erro na estimagao do atraso e, em segundo lugar, sob similar

condigao, 0 mesmo converge se a entrada for correlacionada.

A proposta deste trabalho é o desenvolvimento de modelos para o comportamento dos
momentos de primeira e de segunda ordens do algoritmo LMS filtrado. Os novos modelos
’permitem derivar um conjunto de importantes parametros de projeto (velocidade de
convergéncia, erro minimo, desajuste, etc.), oferecendo ao projetista a possibilidade'de

estudar o desempenho do algoritmo nas mais diversas condigGes de funcionamento.

12
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1.7 ORGANIZACAO DA TESE

No Capitulo 2, abordamos o calculo do momento de primeira ordem do algoritmo LMS
filtrado e apresentamos resultados de simulacoes mostrando a validade da andlise

proposta.
O momento de segunda ordem é tratado no Capitulo 3, no qual é apresentado
primeiramente o caso mais simples, que é o algoritmo DLMS, seguido da analise do caso

geral. Ao final de cada caso analisado sdo apresentados resultados de simulacSes.

O Capitulo 4 € dedicado a uma analise exploratdria, no dominio da frequencia, dos efeitos

das operacoes de filtragem sobre o desempenho do algoritmo FXLMS.

Finaimente, no Capitulo 5 sd3o apresentadas as conclusdes deste trabalho, assim como

apontadas algumas perspectivas para proximos trabalhos.

13
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INTRODUCAO

Neste capitulo é apresentada a andlise do momento de primeira ordem (comportamento
médio) dos coeficientes do filtro adaptativo usando o algoritmo FXLMS. Nessa andlise, n3o
é utilizada a chamada teoria da independéncia [18], usualmente empregada no estudo do
algoritmo LMS classico e em estudos recentes do algoritmo LMS filtrado [2-4,16,22]. Cdm
esta nova abordagem é obtida, também, a solugdo 6tima e o valor em regime
permanente dos coeficientes do filtro adaptativo. Um parametro importante para o estudo
do comportamento do algoritmo, o vetor de erro nos coeficientes em relagao ao valor em
regime permanente, é também examinado. Finalmente, resultados de simulacbes sdo
mostrados a fim de comprovar a qualidade do modelo proposto. Estes resultados sdo
também comparados com os resultados obtidos utilizando a teoria da independéncia. A
comparagao mostra claramente que a teoria da independéncia ndo fornece resultados

aceitaveis.

2.1 CONSIDERACOES INICIAIS — DIAGRAMA EM BLOCOS

A Fig. 2.1 mostra o diagrama esquematico para uma aplicacdo de controle de ruido

acustico. A Fig. 2.2, apresenta o diagrama em blocos para o algoritmo FXLMS [2-5], o

qual pode ser usado para modelar o sistema da Fig. 2.1. Na Fig. 2.2, W° é o sistema
desconhecido, W(n) é o filtro adaptativo e S, S sdo filtros lineares invariantes no
tempo. Com relagdo a Fig. 2.1, W° modela a resposta desconhecida, localizada entre os

pontos A e B. S modela a resposta entre C e B e § modela o correspondente filtro de
compensagdo. A resposta entre A e E é desconsiderada em relagdo a outros efeitos de
filtragem. Também é desconsiderada a realimentagdo actstica existente entre D e E [4].

Na literatura, a resposta de S é denominada resposta ao impulso do caminho secundario.

O filtro S ¢é projetado para ser uma estimativa da resposta do caminho secundério
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[2, capitulos 3 e 7]. No entanto, na pratica, uma estimativa perfeita € muito dificil de ser
obtida. Portanto, o caso mais geral corresponde ao de estimagao imperfeita. Todas as
respostas ao impulso sdo modeladas através de filtros lineares com resposta ao impulso

finita, filtros FIR. Entao, os sinais e respostas ao impulso envolvidos na presente andlise,

~

Sdo.

2,
x/

o Sinal de referéncia x(n): estacionario e com variancia ¢

e Ruido de medigao z(n): ruido branco estacionario e nao correlacionado com nenhum
outro sinal do sistema, possuindo variancia ci ;

e W?*: vetor representando a resposta ao impulso do sistema a ser identificado. Em
controle ativo de ruido acustico, representa a resposta do caminho actstico;

e Ossistemas W°, S e S s3o modelados através de filtros FIR;

o W(n): vetor das amostras da resposta ao impulso do filtro adaptativo;

e ¢(n): sinal de erro;

e y(n): saida do filtro adaptativo;

e y,(n): saida do bloco em série com W(n);

° x; (n): saida do bloco de estimagao do caminho secundario;

e d(n): saida desejada;

Xj.,(n) : vetor X(n) filtrado (saida de S).

Fonte de ruido

A Caminho acustico s
D
Microfone de E Altofalante
referéncia Filtro B
Adaptativo
P C Sinal de erro

Fig. 2.1. Diagrama esquematico para o caso de controle de ruido acustico.
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X(n)

- 3
RS e TR A

Fig. 2.2. Diagrama em blocos do algoritmo LMS filtrado.

Os vetores utilizados sao definidos pela seguintes estruturas:

vetor X(n): X(n) = [x(n), x(n = 1),--,x(n = N + D]’
vetor W(n): W(n) =[wo(n),wl (n),'--,WNﬁl(n)]T

vetor S: S= [so,sl,---,sM_l ]T

vetor S: S= [§0,§,,~~,§M_l}r

vetor W°: W = [wg,wf,-~~,w§,_1]r

vetor X () X, (n) = [x; (m.x; (1= 1), x, (1= N +D)f

Note que é assumido igual dimensdo para os vetores W°® e W(n), com o objetivo de

facilitar a notagdo. No caso que um desses vetores possua menor nimero de

componentes, 0 mesmo podera ser preenchido com zeros a fim de igualar as dimensdes.

Os vetores S e S possuem dimensoes M e M , respectivamente.

16
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- 2.2. EQUACIONAMENTO DO SISTEMA

Em fungao das defini¢des anteriormente apresentadas, temos que:
M-l
X; (n)= Z(;ﬁi x(n—=1i)

M-l

X, (n)= ZO:S X(n - i)

2.2.1 Sinal de erro

Considerando o sistema da Fig. 2.2 temos:

e(n)=d(m) -y (n)+z(n,

onde:
d(n)=X"(n)W°,

y(n) =X (m)W(n) = W' (n)X(n),
y,(n)= ZS" y(n—i)= isi X' (n-DWn-i),

substituindo (2.6) em (2.3), temos:

M-1
e(n)=d(n)— D s, X (n=))W(n-i)+z(n).

i=0

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.9)

(2.5)

(2.6)

2.7)

A Eq. (2.7), mostra que o erro € uma fungdo do sinal desejado, d(n), e de M vetores

consecutivos do sinal de entrada e do coeficientes do filtro adaptativo.

:2.2.2. Atualizacao dos coeficientes do filtro adaptativo

A equagao de atualizagao dos coeficientes do filtro adaptativo usando o algoritmo LMS

filtrado [4, 30], é dada por:

17
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Whr+1)=W(hn)+ ue(n)(f@X(ﬂ - j)}

= W) +pe(m)X . (n), (2.8)

onde p representa a taxa de aprendizagem. Se substituirmos (2.7) em (2.8) temos a

expressao recursiva final para atualizagao dos coeficientes do filtro adaptativo:

Wn+l) = W(n)+u(MZ—:1§jX(n— HXT (W

. o (2.9)
M-1M-1 M -1
- 5.8, X(n—- HX" (n-)HW(n-i)+ D 5, X(n - jz(n) |.
i=0 j=0 j=0
2.3. SOLUCAO OTIMA
Para a estrutura convencional nao filtrada, a solugao de Wiener é dada por [5,6]:
wiener = R(;]P - (2.10)

Onde R, =E[X(n)X" (n)] e P=E[d(n)X(n)]. Na presente andlise, a presenca do filtro
S no caminho secundario modifica a expressdo da solugdo de dtima para o problema de
filtragem linear. Portanto, € interessante determinar a expressdo do vetor 6timo para este

caso. Para a determinagdo da solugdo 6tima para o caso filtrado, faremos uso do

diagrama em blocos da Fig. 2.3.

Fig. 2.3. Diagrama em blocos para a determinagao da solu¢do de Wiener.

18
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A expressao do erro instantaneo obtido partir da Fig. 2.3 tem a mesma forma que a
Eq.(2.7). No entanto, note-se que agora o vetor W de coeficientes é feito fixo. Com esta

condigdo, a expressao para o erro instantaneo ao quadrado é:

e’(n) =d*(n) - Z[d(n)MZ—:Isj X" (n- j)}W + WT[MZ_MZ_:]sist(n - X" (n- i)}W .(2.11)

j=0 i=0 j=

Tomando o valor esperado em (2.11), temos uma expressao para o erro médio

quadratico:

M-1M-1

Ele* ()= E[a> ()] 2? s, EdX (- pW+ W' Y 5.5 E[X(n— HXT (n-i) W . (2.12)

=0 j=0

Chamando R,_; = E[X(n— X" (n-i)] e P, = E[d(m)X' (n- )], a Eq. (2.12) pode ser

expressa como.

El*(m]= El(m]- 2{%; P_,.T}W + WT[EAfsis R, ,}w . (2.13)

j=0 i=0 j=

Para obtermos uma expressao mais compacta de (2.13), definimos as seguintes

quantidades:
. M-t
P=>%sP, (2.14a)
j=
e
- M-1M-)
R, = s;s;R,_;. (2.14b)
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Note que I~{ corresponde a matriz de autocorrelagdo do sinal X(n) filtrado por S. Da
mesma forma, f’ corresponde ao vetor correlagao cruzada entre d(n) e o sinal X(n)

filtrado por S. Substituindo (2.14) em (2.13) e usando a notacdo J = E[e*(n)], temos:

J=Eli*m)]- 2w+ WR_W. (2.15)

E interessante observar que a fungao custo, Eqg. (2.15), para a estrutura filtrada possui a
mesma forma que a do caso classico. De forma analoga ao caso classico, para obtermos o

vetor de coeficientes 6timo W que minimiza o erro médio quadratico, derivamos (2.15)

em relacdo a variavel W e igualamos a derivada a zero. Com este procedimento

determinamos as equagdes normais, expressas a seguir:

R W, =P, (2.16)

onde W _ é o vetor 6timo de coeficientes, o qual minimiza J . Pela definicdo da matriz

ol

R é facil observar que a mesma é uma matriz simétrica, ja que R, ;=R . Assumindo

que a inversa de R\__\, existe, os coeficientes étimos sdo dados por:

(2.17)

Note que, novamente, a expressao (2.17) é do mesmo tipo que a obtida para a estrutura

convencional. No entanto, a diferenga principal encontra-se na definicao das matrizes fl_m.

e P, onde fica em evidéncia o efeito do filtro em série com o filtro adaptativo. A

expressao (2.17) foi apresentada em [22], onde a mesma foi derivada de forma

heuristica.
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E interessante expressar a relagao entre a solugao de Wiener, Eq. (2.17), e a resposta ao
impulso da planta fisica, W°, para o caso da Fig. 2.2. Se considerarmos a definicdo de

P, temos que:

P.=) 5P =D 5 E[dn)X(n-0). (2.18)

A partir da Fig. 2.2 temos que d(n) = X' (n)W° +z(n), substituindo d(n) em (2.18),
temos:

M-l

P =5 E[X(n- z)XT (MW + 2 X(n—i)|= Afs,. E[X(n— )X (n)W*

i=0 .
o (2.19a)
{ SI R J
=0
- M-l
ou, definindo R, = > s, R_; temos:
i=0
P, =R W". (2.19b)
De (2.17) e (2.19), temos a relacao que estamos buscando:
R.W, =R W, (2.20)
Assumindo que a inversa de 1~{ existe, entao
W)I = ﬁ;vlﬁ.vwo * (2'21)
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2.3.1.Principio da ortogonalidade

Da mesma forma que para a estrutura convencional, também pode-se obter a expressdo
do principio de ortogonalidade para a estrutura com o filtro S. Para isto, vamos partir da

Eqg. (2.16). Expandindo os termos, temos:

X

—1M~1

> s,.s_,E[X(n X" (n- j)]Wm ~ Af s,Eld(m)X(n-i)]=0. (2.22)
j =0

J=

!

)

Esta expressdo pode ser rescrita como:

M-1M-1

E[d(n)MZ_:l s X(n —1)}— E[ZZS,.S X(n=i)X (n- j)}Ww =0, (2.23)

i=0 j=D

ou ainda como:

E':(d(n) - Af s.’,XT (n—)HW, j[Mz_l 5, X(n - I)J:I
j=0 i=0

(2.24)
= E{eo(MZ_] s X(n- i)j:l =0,
i=0
onde:
€ =d(n)—MZ_‘:stT(n— DWW, (2.25)
=0

é o sinal de erro quando o filtro opera na condigdo étima, ou seja, para W =W _. Note

ot *
que (2.24) corresponde a ortogonalidade entre o sinal de erro e um sinal correspondente

a filtragem de x(n) pelo filtro S. Este sinal ndo existe fisicamente na estrutura da
Fig. 2.3, ja que x(n) é aplicado a entrada do filtro W. O principio da ortogonalidade

prové a condicdo necessaria e suficiente para que a funcdo custo, o erro médio

quadratico, atinja o minimo valor. Tal condigdo corresponde ao erro e, ortogonal ao vetor

M-
(Z S,_x(n_,‘)) , que € a versao filtrada do vetor de entrada. Este resultado também pode
i=0
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ser obtido usando-se as propriedades de linearidade e invaridncia no tempo dos filtros W

e S na Fig. 2.3 [22]; podendo-se inverter a ordem entre W e S.

2.3.2. Superficie de erro — Minimo erro médio quadratico

A fungdo custo J, definida pela equagao (2.13) é, da mesma forma que na estrutura
classica, uma funcdo quadrdtica do vetor de coeficientes do filtro, W. Utilizando a
expressao (2.17) em (2.15) é possivel determinar o valor minimo para J, erro médio
quadratico minimo, sendo sua expressao dada por:

- _mm{ ] ez o0+ Bl (n)] PRIP, . (2.26)

Note-se que em (2.26) € adicionado um termo representando um ruido de medicdo, dado

por z(n). Usando (2.17), obtém-se:

I = El2m ]+ Eli? o ]-Pw,. (2.27)
Diminuindo (2.27) de (2.15) e usando (2.16), chega-se a seguinte expressao:
J=J0+(W-= m)TR (w W, ). (2.28)

Nas Figs. 2.4 e 2.5, sdao mostradas as superficie de erro para os casos onde a entrada é
ruido branco e ruido colorido, respectivamente. A superficie cinza corresponde a superficie
para o caso filtrado e a quadriculada para o caso classico. A partir dessas figuras pode-se
observar o efeito da filtragem, correlacionando o sinal de entrada e, portanto, produzindo
uma superficie com gradiente mais suave do que no caso ndo filtrado. Na medida em que
o sinal de entrada for mais correlacionado (Fig. 2.5), a tendéncia é que a superficie de
desempenho resulte mais achatada (as curvas de nivel sdo elipses). Este fato est
diretamente relacionado com a velocidade de convergéncia mais lenta, tanto para o caso
classico quanto para o caso filtrado para o qual o efeito é ainda mais pronunciado. Na Fig.

2.4.b, é mostrado um detalhe da regido correspondente ao ponto minimo da superficie de
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erro. O grafico mostra que a presenga do filtro na malha de adaptacdo pode aumentar o
erro minimo da superficie de desempenho.

E[eZ(")] .....
mﬂ B e L A e S
e AR ™ :
20 + "’ 3 )
X A LMS
- SO s A
ST,
N .
\\ LKL TTTHY - A )
i NN~ 4—— FXLMS
9_ poo 2
w2 wil
Fig. 2.4.a. Superficie de erro para o LMS classico e filtrado com entrada sendo ruido
branco.
Ele’(n))
35

Fig. 2.4.c. Curvas de nivel da Fig. 2.4.a para o caso filtrado.

24



CAPITULO II: CALCULO DO MOMENTO DE PRIMEIRA ORDEM

Ele*(n)]
60

504 -

w2

Fig. 2.5.a. Superficie de erro para 0 LMS cléssico e filtrado com entrada sendo ruido
colorido.

E[e*(n)]

4 2 0 2 4 2 0 2 4

Fig. 2.5.b.MVista frontal da I;ig 2.5.a.

Fig. 2.5.c. Curvas de nivel da Fig. 2.5.a para o caso filtrado.
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2.3.3. Forma canodnica da superficie de erro

A matriz R, definida em (2.14b) pode ser expressa em funcdo de seus autovalores e

autovetores [5-6]. Tal decomposicao é apresentada a seguir:
R, =QAQ’, . (2.29)

onde Q e a matriz cujas colunas sdo os autovetores de R, e A =diag(rh,,--,A,_,) éa

matriz dos autovalores de f{”. Substituindo (2.29) em (2.28) tem-se:

J=J , +(W-W YQAQ (W-W,), (2.30)

chamando V =Q”(W-W, ), a expressdo quadratica da superficie de erro pode ser

rescrita na sua forma candnica como sendo:

J=J_ +VTAV, (2.31)

ou em fungao dos autovalores i,

J=1J_ +§xk|vk|2, (2.32)
k=1

onde Vv, corresponde a k-ésima componente do vetor V. Da mesma forma que no caso

do LMS classico, os componentes do vetor V estdo contidos nos eixos principais da

superficie de erro. Isto pode ser demonstrado calculando o gradiente da fungao custo,

VI =2AV =20V, A9, A Vo | (2.33)

YIYN-1 Y N-1

De (2.33) observa-se que se apenas um componente v, for diferente de zero, o vetor

gradiente encontra-se sobre esse eixo. Também pode-se perceber de (2.33) a
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importancia dos autovalores da matriz R ; analisando o gradiente de J em relagéo a

qualquer eixo principal v, , pode se escrever:

aTJ =2\, V,, (2.34)
ov,
ou ainda, a derivada segunda
2
a~{=2kk ,k=01,...,N~-1. (2.35)
ov,

A Ultima expressdo mostra que a derivada segunda de J em relagdo a v, € igual a duas

vezes o autovalor correspondente nessa direcdo. Entdo, pode-se enunciar a seguinte

propriedade:

Os autovalores da matriz R, correspondem & derivada segunda
da superficie de erro J em relagdo aos eixos principais de J .

No caso da estrutura classica, a mesma propriedade é vadlida para os autovalores da
matriz de autocorrelagao da entrada [5]. Como conclusdo, podemos dizer que do ponto
de vista da superficie de desempenho, as estruturas classica e filtrada sdo bastante

semelhantes em relagdo a suas propriedades. Para passarmos de uma para a outra,
devemos substituir R por ﬁ_ﬂ, 0 que corresponde a substituir o sinal X(n) por sua

versao filtrada pelo filtro S.

2.4. CALCULO DO MOMENTO DE PRIMEIRA ORDEM

Nesta secdo, é determinado um modelo para a evolugao do valor esperado dos
coeficientes do filtro adaptativo, E[W(n)]. Em analises do comportamento estatistico do

algoritmo LMS, utiliza-se freqlientemente a teoria da independéncia [18]. Esta teoria
assume a independéncia de vetores de entrada em diferentes instantes de tempo, como

por exemplo X(n)e X(n—1) [5-7]. Esta hipbtese, embora sabidamente incorreta, muitas

vezes leva a uma simplificagao significativa do equacionamento matematico, sem prejuizo
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da precisao na determinagao do comportamehto do algoritmo. Este é o caso do algoritmo

LMS com aprendizagem suficientemente lenta [5-7]. No caso do algoritmo LMS filtrado,

entretanto, a presenga dos sistemas S e S introduz uma correlagdo entre vetores de
entrada que nao pode ser ignorada. Assim, a teoria da independéncia ndo pode ser usada

na anadlise do comportamento do algoritmo LMS filtrado.

A correlagao entre vetores de entrada pode ser facilmente observada a partir da analise

de dois vetores de entrada consecutivos, como é mostrado a seguir:

x(n)
Componentes
X(n) — x(n—1) comuns (deslocadas)
x(n—=N+1) x(n—N) | =—> Componente

diferente

Estes vetores compartilham N ~1 componentes com apenas um componente diferente.,

Tomando o valor esperado em (2.9), temos:

E[W(n+1]= E[W(n>]+u(25,E[X<n—j>d<n>]

= (2.36)
M-t M-1 M-l
=3 358 jE[X(n - X" (n-DHW(n- i)]+ §,E[X(n- j)z(n)]j
=0 j=0 =0

Andlises prévias [4,16,22] tém utilizado a teoria da independéncia (TI) [6,18] para

determinar os valores esperados da Eq. (2.36). Isto significa que X(n—i) e X(n— j) sao
estatisticamente independentes para i # j. Esta condicdo nem sempre € verdadeira para

sistemas representados por filtros transversais. No entanto, a TI é de fundamental
importancia para a maioria das analises estatisticas do LMS, sendo razoavelmente exata
para uma taxa de aprendizagem pequena [19]. No caso filtrado, a atualiza¢ao do vetor de
coeficientes depende das correlagoes entre sucessivos vetores de entrada. Entdo, a TI
nao pode ser a base para uma analise estatistica do comportamento do algoritmo FXLMS,
exceto para casos muito particulares (por exemplo, quando a entrada é uma combinagdo
linear de vetores independentes [26]). Através de exemplos vamos poder observar que o

modelo obtido com a TI ndo consegue descrever corretamente o valor esperado dos
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coeficientes do filtro adaptativo, mesmo para caminhos secundarios com respostas ao

impulso contendo poucos coeficientes.

Sem a utilizagao da TI a analise do FXLMS torna-se muito complexa, mesmo para o
momento de primeira ordem [19]. Como pode-se observar, o valor esperado no terceiro
termo da Eq. (2.36) depende das versOes presentes e passadas do vetor de entrada, e
nao apenas daquele que esta presente no instante de tempo considerado. Isto acarreta
uma grande dificuldade matematica, se o que se pretende é uma andlise exata. Neste
ponto, deve-se recorrer a simplificagdes que resultem numa formulacao matematica
acessivel e, ao mesmo tempo, mantenham a qualidade do modelo. De forma intuitiva,
pode-se assumir como hipoétese simplificadora que as correlacoes entre diferentes vetores
de entrada sao mais importantes do que as correlagdes entre os vetores de entrada e o

vetor de coeficientes. Tal intuicdo é consolidada através de extensivas simulagGes

numéricas em que foram comparados os valores esperados E[X(n— j)X' (n—i)W(n —i)]
e E[X(n- j)X"(n—i)]E[W(n-i)] para varios valores de i, j, W’, S e S. Na secao

correspondente aos resultados experimentais sao apresentadas simulacoes que ilustram

esta suposigao. Entao, pode-se assumir que:

IL) E[X(n - X" (n- )W) Wn—-1)--Wrn-N+D=E[X(n- DX (n-0],Vi,J.
Assim,

ILii) E[X(n - HXT (n-)W(n)] = E{E[X(n - DX (n-DW(n),Wrn-1,--1W(n - i)}

= E[X(n - X" (n - DIE[W(n-0)], Vi, j

Note que (I1.i) ou (ILii) é menos restritiva do que a TI [18], que assume que vetores de
entrada para instantes de tempo diferentes sao independentes. Usando (IL.ii) a correlacdo
€ preservada. Esta hipétese, porém, € menos restritiva do que a hipdtese de

independéncia entre os vetores de entrada e os vetores de coeficientes. Indicando a

matriz de correlagdo do sinal de entrada por R,_, = E|X(n— j)X"(n—i)|, e chamando
i-j

Pj = E[d(n)X(n— j)] o vetor de correlagao cruzada entre o sinal de entrada e o sinal

desejado, a Eq. (2.36) pode ser rescrita como:
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E[W(n+1D)] = E[W(n)] - MZMZ W(n~zj]+ WP (2.37)

A fim de comparar os modelos, a mesma andlise utilizando a TI leva a seguinte

. .

expressao:

min( M, M )-1

E[Wn+D]=EWm]-p > s5R_E[W(n—i)]+psPy, (2.38)

i=0

A comparagao fica mais simples se rescrevermos (2.37) na seguinte forma:

min( M, M) 1
E[Wn+D]=EWm]-p Y sSR,_E[W(n—i]+usP,
i=0
p.Mh]M ]s, §R, E[W(n—i)]+ MZ (2.39)

Desta forma, na segunda linha da Eq. (2.39) sao evidenciados os termos ndo

considerados pela TI.

2.4.1 Reducdo ao LMS classico

A partir da equagao (2.37), pode-se obter a expressao do momento de primeira ordem

para o LMS classico, em que S e S ndo representam operagoes de filtragem. Para isto

devemos fazer:
Sy=5,=1 e s=5=0 1<i<sM-lel<j<M-1.

! 7

Com isto (2.37) fica da seguinte maneira:
E[W(n+1)] = E[W(n)] - pR,E[W(n)] + uP = (I~ pR )E[W(n)] +pP,  (2.40)
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que é a conhecida expressdo do momento de primeira ordem para os coeficientes do filtro
adaptativo utilizando o algoritmo LMS classico [5,6], sendo R, =E[X(n)X (n)] e
P =E[d(n)X(n)].

2.5. REGIME PERMANENTE QUANDO S = S

A partir da expresséo_ (2.37), que é dada em funcdo dos coeficientes do filtro estimado S,
determina-se o valor dos coeficientes em regime permanente (n—> ). Para n

suficientemente grande, e assumindo que o algoritmo converge, observa-se que:

EWn+Dl=EWn)]=EWn-)]=---=E[Wh-T)], TeZ .

Aplicando esta condigao na Eq. (2.37), e definindo o valor médio do vetor dos coeficientes

em infinito como sendo W_ = lim E[W(n)], temos que:

M=M=t M-l
DY sSR_ W, =>5P,, (2.41a)
i=0 j=0 j=0
ou
R,W, =P, (2:41b)
onde
- M-1M-1
R, = si§jRi—j (2.423a)
i=0 j=0
e
- M-1
P, = §ij ) (2.42b)
j=0

Determinando W, em (2.41b) para R ndo-singular, substituindo P,=R.W° e
utilizando (2.21), pode-se expressar a relagao entre o valor em regime permanente e o

valor 6timo dos coeficientes, quando S = S. Tal relagdo é dada por:

W, =RIRRI'R W,. (2.43)
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No caso de uma identificacdo perfeita (S=S) R, =R, e R, =R, . Assim, 0 vetor 6timo
é pré-multiplicado pela matriz identidade e W_ correspondera a solucdo 6tima. Caso
contrario, W, é pré-multiplicado por uma matriz cheia, o que significa que cada

componente de W_ sera uma combinagao linear dos componentes do vetor 6timo.

2.5.1. Estimagao do erro em excesso para o regime permanente

Para p suficientemente pequeno, é possivel obter uma estimacdao do erro em excesso
para o regime permanente a partir do momento de primeira ordem. O erro em excesso
[6] é definido como sendo a diferenga entre o erro médio quadratico, produzido pelo

algoritmo adaptativo, e o J_, , que acontece quando se trabalha na condicdo 6tima

(W=W ). Assim,

Jo 2E@mW=W,),_ ~J.., . (2.44)
ou,

J.=WRRR'R, -1JR, (RIRR'R, -1W

ot ot *

(2.45)

Da mesma forma que na segdo anterior, R, =R e R, =R, se a estimaco do caminho

secundario for perfeita (S =S ). Neste caso, o erro em excesso é igual a zero. A validade

desta aproximacgao sera verificada nos exemplos apresentados ao final do capitulo.

2.6. VETOR DE ERRO NOS COEFICIENTES

Em analises estatisticas do desempenho de algoritmos adaptativos, 0 comportamento do
vetor de coeficientes do filtro adaptativo é freqlientemente estudado através de sua
posicdo em relagdo ao vetor 6timo no espago de solugdes. No caso do algoritmo LMS, por
exemplo, estuda-se o comportamento do vetor erro nos coeficientes em relagao a solucdo
de Wiener para cada iteracdo [5,6]. Esta analise é bastante conveniente porque, no caso
do algoritmo LMS classico, a solucdo de Wiener corresponde a solugao dtima e coincide

com o valor médio do vetor dos coeficientes apds a convergéncia. Assim, as expressoes
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matematicas que determinam a evolugao do vetor erro nos coeficientes tornam-se mais

- simples do que as expressdes que expressam a evolugao do vetor de pesos diretamente.

No caso do algoritmo LMS Filtrado, a presenca dos filtros S e S modifica
substancialmente o comportamento do algoritmo. Conforme mostrado anteriormente, a
solugdo de Wiener nao pode ser atingida usando-se um filtro adaptativo com resposta ao

impulso de duragdo finita. Assim, o filtro 6timoW

ot

nao coincide com a solucao de
Wiener. Além disso, a expressdo (2.43) mostra que o valor médio do vetor dos
coeficientes s6 atinge W,, apds a convergéncia quando S=S, uma situacdo

praticamente impossivel em implementagdes reais. Assim, a melhor forma de simplificar
as expressoes que determinam o comportamento do algoritmo é estudar a evolucdo do

vetor dos coeficientes em relagao ao seu valor em regime permanente W, .

Definindo

Vin)=Wn)-W_ _ (2.46)

e subtraindo W_ em ambos lados de (2.9), temos:

Vin+D)=Vn)+pn Afij(n - d(n)
. = (2.47)
_ sl§IX(n ])XT(n—z)(V(n—z)+W )+ Zs X(n- ])Z(n)J

Tomando valor esperado em (2.47), e utilizando as suposigoes (IL.i) e (ILii) para a

variavel V(n), obtém-se a seguinte expressao:

M-l

E[V(n+D)]= E[V(n)]+y[z JE[X(n= pdm)]

AfM ' 5 EXO— X" (1= (-] (2.48)
ATI—JM_JS"&*IE[X(” X" (n~ 1)]W ]
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O termo contendo o valor esperado de X(n— j) e z(n) nao aparece em (2.48), porque,
por hipdtese, z(n) é de média zero e ndo correlacionado com nenhum outro sinal.

Escrevendo (2.48) em fungdo das matrizes R,_;, temos:

M-l M-1M-I M-1M-1
E[V(n+D]= E[V(n) +u( §P - sS R_E[V(n-D]->Y s5 R ij. (2.49)
i=0 i=0 j=0 i=0 j=0

M-1M-1 M-1
A partir da igualdade > > s85R._W_=>3§P,, Eq. (2.41), a expressdo (2.49) pode

i=0 j=0 =0

ser colocada em uma forma mais simples,

E[V(n+1)]_ E[V(n)]- uM » ]‘s,@.R,._jE[V(n—i)]. (2.50)

J
i=0 j=0

~.

A Eq.(2.50) descreve o comportamento do valor médio do vetor erro nos coeficientes.
Note que (2.50) € uma equacdo de diferencas vetorial de ordem M , ndo tendo uma
solugdo analitica simples, j@ que em geral as N equagbes sdo acopladas. Uma outra
caracteristica que diferencia o caso filtrado do caso classico € que (2.50) ndo pode ser
diagonalizada. Isto acontece porque, o termo com duplo somatdrio contém termos
(matrizes) nao diagonalizaveis, mesmo que a entrada seja ruido branco. Em [22] foi
considerada tal diagonalizagdo a partir da suposicao de aprendizado muito lento. Em
outras palavras, a aproximagao utilizada em [22] foi E[V(n-i)]= E[V(n)], reduzindo
assim (2.50) a uma equacao de diferencas de primeira ordem. Nesta analise nao fazemos
esta aproximagao. Finalmente, neste trabalho também ndo fazemos nenhuma
consideracao em relagdo a natureza dos sinais, ruido branco ou colorido, que geram a

matriz R,_;. Portanto, a Eq. (2.50) é valida para qualquer tipo de sinal de entrada, tal

como sera comprovado através de resultados experimentais.

2.7 EFEITO DOS ERROS DE ESTIMACAO DO CAMINHO SECUNDARIO

Na maioria das aplicacdes praticas € impossivel obter uma estimativa perfeita do caminho

secundario S. Entdo, como parametro de projeto, é importante obter uma avaliagdo dos
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efeitos dos erros cometidos na estimacao da resposta S. O efeito de tais erros foi
previamente estudado para sinais de referéncia periddicos [4, 27, 22, 28]. Estes erros
também foram investigados em [16] para o algoritmo DLMS (Delayed-LMS) com ruido
branco de entrada. Em [16] foi utilizado um modelo analitico baseado na teoria da
independéncia. Esta secdo apresenta o estudo dos efeitos dos erros de estimacdo de S
no comportamento do valor médio dos coeficientes para o algoritmo FXLMS utilizando

ruido branco como sinal de entrada.

Considere o problema de filtragem linear da Fig. 2.3, onde W e S sdo assumidos
lineares e invariantes no tempo. Neste caso podemos inverter a ordem das respostas W
e S sem alterar o comportamento do sistema. Na nova configuragao fica claro que o

vetor W

ot

corresponde a solucao de Wiener do problema de filtragem linear com entrada

dada por:

Xf (n) = [xf(n) xf(n—l) xf(n—N+1)]T = Zsl- X(n—i) (2.51)

Pelo principio da ortogonalidade, o sinal de erro é ortogonal a entrada x,(n), Eq. (2.51),

para W=W_ . Considerando a Fig. 2.2, assumindo por simplicidade que M=M,

usando a Eqg. (2.7) e definindo o vetor de erro nos coeficientes como sendo

V(n)=W(n)-W,,, o sinal de erro é escrito como sendo:

M-1
=3 s X (n-ijV(n-i), (2.52)
i=0
onde:

e,(n)=d(n)+z(n)- Zs X" (n—i)W (2.53)

é o erro na solugdo 6tima. Modelando os erros de estimagdo através do modelo
. . i -
§;=8+98;,, i=0,...,M—-1, com A= [50 o, - 6M_l] , sendo estatisticamente

independente de qualquer entrada, substituindo (2.52) em (2.8) e expandindo os termos
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como fungdes de V(n) e Xf,(n), o valor esperado condicionado em A ¢ dado pela

seguinte expressio’:

E[V(n+l)A] [ n]A] . siszi_jE[V(n—i)A]
R (2.54)
+uE[ XA] n 2. =OS,ESJR E[ —z}A]

M-1
onde Xy(n)= 26. X(n—1i). O regime permanente do valor esperado do vetor erro é

i
i=0

dado por:

EN(o)al-®, +R,J' (@, -R,R'P )- R, +R,)' B, -R,W,,), (255

P, = ZSIE[d(n)X(n—i)IA] = MZ MZ y

As Egs. (2.54) e (2.55) mostram a maneira em que os erros de estimacao do caminho
secunddrio afetam os regimes transitérios e permanente do algoritmo FXLMS. Note que

para estimagao on-/ine o valor esperado ndo é afetado se os 3,’s possuem média zero

[16] (o valor esperado de (2.54) neste caso reduz-se a (2.50)). Por outro lado, os erros
alteram a velocidade de convergéncia e originam um desvio do regime permanente para

uma estimagao off-line (mesmos &, s para todas as realizagdes - ndo aleatdrio). Também,

a Eq. (2.54) reduz-se a forma (2.50) para A=0 e S=S.

2.8. RESULTADOS DE SIMULAGCOES

Nesta segdo sao apresentados resultados de simulagdes que avaliam a qualidade do novo

modelo analitico proposto. Primeiramente sdo mostradas simulagdes que ilustram a

'O Apéndice A apresenta os detalhes da obtencio da Eq. (2.54).
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suposicao (II)-(segao 2.4); e que permite separar o calculo dos valores esperados a fim
de viabilizar o tratamento matematico. Em seguida, sdo mostrados diferentes exemplos
onde sdo apresentadas as curvas correspondentes a evolucdo temporal do valor médio
dos coeficientes do filtro adaptativo obtidas a partir da simulacdo e do modelo. Também,
é realizada uma comparagdo entre o novo modelo e o modelo classico, que utiliza a teoria
da independéncia, a fim de mostrar o efeito de ndo considerar a correlacdo entre os
vetores de entrada. Finalmente, é mostrada a evolugdo do erro médio quadratico a fim de

verificar a aproximagao (2.44) para determinar o erro em excesso.

2.8.1 Avaliacdo da suposicgo (II)

Para ilustrar a suposicdo (II) vamos utilizar uma planta representada pela seguinte
resposta ao impulso: W’ =[15;1,0;-0,7]. O caminho secundario é modelado pela
resposta ao impulso S =[0,2;0,8] e assumimos a condicio de estimacdo perfeita § =S .
O maximo valor para a taxa de aprendizagem, determinado de forma experimental, é
M = 0,5. Como sinal de entrada é utilizado um ruido branco gaussiano de varidncia
o> =1. A fim de testar a suposicio realizada sdo utilizados os seguintes conjuntos de
valores para a taxa de aprendizagem e o ruido de medigao (branco e gaussiano): p = 0,1
e o2 =0,0001 (SNR 40dB); n=01 e o’ =0,01 (SNR 20dB); n=025 e o’ =0,0001
(SNR 40dB); p=0,25 e o> =0,01 (SNR 20dB).

As Figs. 2.6a e 2.6b mostram a evolugao temporal do valor médio dos coeficientes do

filtro adaptativo para os dois valores de n (0,1 e 0,25) e com SNR de 40 dB. Nessas

figuras pode-se observar o excelente casamento entre a simulacio e o modelo proposto,
para os dois diferentes valores da taxa de aprendizagem. O modelo que utiliza a teoria da
independéncia, claramente, ndo reflete o comportamento real do valor médio dos

coeficientes.
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ETW(n)]

1.5+

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
iteragdes
Fig. 2.6a . Comportamento do valor médio dos coeficientes do filtro adaptativo para 1 = 0,1 e SNR
40dB. E[W(n)] obtida usando (2.37) (linha preta), simulac3o (linha azul) obtida pela média de
100 realizages e modelo baseado na teoria da independéncia Eq. (2.38) (linha verde).

EW(n)]

0 50 100 150 200 250
iteragbes
Fig. 2.6b. Comportamento do valor médio dos coeficientes do filtro adaptativo para pu = 0,25 e
SNR 40dB. E[W(n)] obtida usando (2.37) (linha preta), simulacdo (linha azul) obtida pela média
de 100 realizagGes e modelo baseado na teoria da independéncia Eq. (2.38) (linha verde).

As Figs. 2.7a, 2.7b e 2.7c ilustram a suposicado (IL.ii)-(secdo 2.4) para diferentes valores
deieje n=0,. Essas curvas sdo obtidas através de simulagdes fazendo-se a média de

"“n
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100 realizagbes. Nessas figuras sdo mostradas duas curvas. Uma delas corresponde ao
célculo do valor esperado dado por E[X(n—i)X" (n— j)W(n— j)] e a outra realizando o
célculo dos valores esperados obtido de forma separada, ou seja
E[X(n—i)X"(n— j)]JEfZW(n—- j)]. A partir dos resultados obtidos, isto €, o bom
casamento entre as curvas, podemos assumir que a suposicao realizada é aceitavel,

permitindo o desenvolvimento matematico do modelo proposto.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fig. 2.7a. Teste da suposigao (ILii) para p = 0,1 e SNR 40dB. E[X(n)X(n)W(n)] (linha cheia).
R,E[W(n)] (linha pontilhada).

2 L L L 1 E L L L LN
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fig. 2.7b. Teste da suposicao (ILii) para p = 0,1 e SNR 40dB. E[X(n)X(n—1)W(n—1)] (linha
cheia). R,E[W(n —1)] (linha pontilhada).
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fig. 2.7c. Teste da suposigdo (ILii) para u = 0,1 e SNR 40dB. E[X(n)X" (n—2)W(n—-2)]
(linha cheia). R,E[W(n—2)] (linha pontilhada).

As Figs. 2.8a, 2.8b 3 2.8c ilustram a suposicao (IL.ii)-(secao 2.4) para diferentes valores

de ieje n=0,25. Essas curvas sao obtidas através de simulagdes fazendo-se a média
de 100 realizagbes. Note que para o valor de p utilizado, que representa o 50% do valor

limite, as duas curvas apresentam diferencgas significativas. Isto significa que a suposicao
comega a perder validade a medida que a taxa de aprendizagem assume valores que
estdao perto da instabilidade. No entanto, o desvio das suposicdes nao parece afetar o
momento de primeira ordem dos coeficientes do filtro adaptativo. Por outro lado, como
comprovaremos mais adiante, o modelo para o0 momento de segunda ordem evidencia
este afastamento entre as curvas, resultando em que o modelo tedrico proposto ja ndo

acompanha a simulagdo.

“o 50 100 150 200 250

Fig. 2.8a. Teste da suposicao (ILii) para u = 0,25 e SNR 40dB. E[X(n)X" (n)W(n)] (linha
cheia). R,E[W(n)] (linha pontilhada).
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3 . . s i
0 50 100 150 200 250

Fig. 2.8b. Teste da suposicdo (ILii) para = 0,25 e SNR 40dB. E[X(n)X" (n —1)W(n-1)]
(linha cheia). R, E[W(n—1)] (linha pontilhada).

3.5

0 50 100 150 200 250

Fig. 2.8c. Teste da suposicdo (ILii) para p = 0,25 e SNR 40dB. E[X(n)X" (n-2)W(n—2)]
(linha cheia). R,E[W(n —2)] (linha pontilhada).

A Fig. 2.9 mostra a evolugao temporal do valor médio dos coeficientes do filtro adaptativo
para p=0,1 e com SNR de 20 dB. Nessa figura pode-se observar que o aumento da SNR
nao modificou o casamento apresentado entre a simulagao e o modelo proposto, para a
taxa de aprendizagem utilizada. O modelo que utiliza a teoria da independéncia,

claramente, nao reflete o comportamento real do valor médio dos coeficientes.
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Fig. 2.9. Comportamento do valor médio dos coeficientes do filtro adaptativo para p = 0,1 e SNR

20dB. E[W(n)] obtida usando (2.37) (linha preta), simulagdo (linha azul) obtida pela média de
100 realizagGes e modelo baseado na teoria da independéncia Eq. (2.38) (linha verde).

As Figs. 2.10a, 2.10b e 2.10c ilustram a suposigao (IL.ii) para diferentes valores de i e j e
u=0,1. A SNR utilizada é de 20 dB. Essas curvas sao obtidas através de simulacbes

fazendo-se a média de 100 realizagOes. Nessas figuras sdo mostradas duas curvas. Uma
delas corresponde ao célculo do valor esperado dado por E[X(n—i)X' (n— j)W(n— /)]
e a outra realizando o calculo dos valores esperados realizado em forma separada, ou
seja E[X(n—-)X' (n— ))E[W(n— j)]. Novamente, dos resultados obtidos para uma

SNR diferente, vemos que 0 bom casamento entre as curvas continua sendo aceitavel,
validando assim a suposicdo realizada.

S0 100 200 %00 400 500 600 700 800 80 1000
Fig. 2.10a. Teste da suposicdo (ILii) para it = 0,1 e SNR 20dB. £[X(n)X" (n)W(#n)] (linha
cheia). R E[W(n)] (linha pontilhada).
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fig. 2.10b. Teste da suposicdo (IL.ii) para i = 0,1 ¢ SNR 20dB. E[X(n)X" (n —)W(n—1)]
(linha cheia). R,E[W(n —1)] (linha pontilhada).

2 L L n s L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fig. 2.10c. Teste da suposicdo (ILii) para = 0,1 € SNR 20dB. E[X(n)X" (n —2)W(n —2)]
(linha cheia). R,E[W(n —2)] (linha pontilhada).

A Fig. 2.11 mostra a evolugao temporal do valor médio dos coeficientes do filtro
adaptativo para p=0,25, com SNR de 20 dB. Dessa figura pode-se observar que o
aumento da SNR nao modificou o casamento apresentado entre a simulagdo e o modelo
proposto, para os valores de taxa de aprendizagem utilizados. O modelo que utiliza a
teoria da independéncia, claramente, ndo reflete 0 comportamento real do valor médio

dos coeficientes.
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o 50 700 150 200 250
iteragdes
Fig. 2.11. Comportamento do valor médio dos coeficientes do filtro adaptativo para p = 0,25 e
SNR 20dB. E[W(n)] obtida usando (2.37) (linha preta), simulacdo (linha azul) obtida pela
média de 50 realizagbes e modelo baseado na teoria da independéncia Eq. (2.38) (linha verde).

As Figs. 2.12a, 2.12b e2.12c ilustram a suposigao (IL.ii) para diferentes valores de i e j e
p=0,25 e SNR 20dB. Essas curvas sao obtidas através de simulagbes fazendo-se a
média de 100 realizagdes. Novamente, para o valor de p utilizado, que representa 50%
do valor limite, as duas curvas apresentam diferencas significativas. Isto significa que a

suposigao comega a perder validade na medida em que a taxa de aprendizagem assume
valores que estdo perto da instabilidade e ndo devido ao valor da SNR.

“o 50 100 150 200 250
Fig. 2.12a. Teste da suposigdo (ILii) para u = 0,25 e SNR 20dB. E[X(n)X” (m)W(#)] (linha
cheia). R,E[W(#n)] (linha pontilhada).
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0 50 100 150 200 250

Fig. 2.12b. Teste da suposicdo (IL.ii) para p = 0,25 e SNR 20dB. E[X(n)X" (n -1)W(n-1)]
(linha cheia). R,E[W(n —1)] (linha pontilhada).

3.5

0 50 100 150 200 250

Fig. 2.12c. Teste da suposigdo (ILii) para = 0.25 e SNR 20dB. E[X(n)X (n-2)W(n—2)]
(linha cheia). R,E[W(n —2)] (linha pontilhada).

2.8.2 Avaliagao do modelo: Caso 1

Para avaliar o modelo correspondente ao momento de primeira ordem dos coeficientes do
filtro adaptativo, como planta utilizaremos a fungao “coseno levantado” com 11 amostras,

sendo sua resposta ao impulso dada por:

W =[1,0;0,8415;0,4546;0,0470;-0,1892;-0,1918; - 0,0466;0,0939; 0,1237;0,0458;-0,0544] .
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O caminho secundario é modelado pela resposta ao impulso S =[1,5;1,0;—0,7], a taxa de
aprendizagem € p=0,002 ( (. )s =0,0606) e assumimos a condigao de estimagdo

erfeita S=S. O sinal de entrada é um ruido branco gaussiano de varidncia o> =1. O
b -

2

ruido de medigdo é um ruido branco gaussiano de variancia . =0,0001. Na Fig. 2.13a é

mostrada a relagdo entre as bandas passantes correspondentes a planta e ao caminho
secundario. Considerando a banda passante o valor de freqliéncias correspondente a 3 dB
de atenuagao, constata-se que o caminho secundario tem uma banda passante maior do

que a da planta.

(dB)
10

4 N\
TN }
-10 \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Frequéncia normalizada

Fig. 2.13a. Relagdo entre as bandas passantes da planta (linha preta) e o caminho secundario
(linha azul).

Nas Figs. 2.13b e 2.13c, é mostrado o comportamento dos coeficientes do filtro
adaptativo obtido por simulagao, o qual € comparado com o modelo proposto (Egs. (2.37)
e (2.50)). A diferenga entre as figuras reside no niumero de realizacdes utilizadas na
simulacdo. Como pode-se observar, a medida em que se aumenta o numero de

realizagdes, tanto mais a simulagao se aproxima do modelo, tal como se devia esperar.
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E[Wn)]
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Fig. 2.13b. Uma realizagao dos coeficientes do filtro adaptativo, simulacdo (linha azul) e modelo
proposto (linha preta) Egs. (2.37) e (2.50).
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Fig. 2.13c. Valor esperado (10 realizagOes) dos coeficientes do filtro adaptativo, primeiras 1000
iteragdes. Simulagao (linha azul) e modelo proposto (linha preta) Egs. (2.37) e (2.50).

A Fig. 2.13d mostra a comparagac entre o modelo proposto £q. (2.37) € o modelo que
utiliza a teoria da independéncia Eq. {2.38). Como pode-se observar, este Ultimo ndo
consegue predizer de forma adequada o comportamento dos coeficientes devido ao efeito
dos termos ndo considerados indicados pela Eq. (2.39). A predigdo para o valor em
regime permanente da Eq. (2.43) &

W, =10,6034;0,2165;0,3877;-0,0784,0,0638;-0,1677;0,0752;- 0,0337;0,1117;- 0,0328;0,0164]
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Fig. 2.13d. Comparagao entre o modelo proposto Eq. (2.37) (linha preta) e o modelo baseado na
teoria da independéncia Eq. (2.38) (linha verde).

A Fig. 2.13e mostra a evolugdo do erro médio quadratico obtido pela média de 50
realizagdes; nessa figura é possivel verificar a validade da aproximagao apresentada pela
Eqg. (2.44).

MSE [dB]
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Fig. 2.13e. Estimagao do erro em excesso, medido 0.0479; estimado pela Eq. (2.44) 0.0481.
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2.8.3 Avaliacdo do modelo: Caso 2

Neste exemplo é estudado o caso de estimagao imperfeita. A planta é representada pela

resposta ao impulso W’ =[15;1,0;—0,7], o caminho secundario é modelado pela
resposta ao impulso S =[1,0; —0,5] e sua estimagao por §=[1,0;0.5], a taxa de
aprendizagem € p=0,003 ((M,.).us =0,222). O sinal de entrada é um ruido branco
gaussiano de varidncia o =1. O ruido de medicdo é um ruido branco gaussiano de

varidncia o’ =0,0001. Na Fig. 2.14a sdo mostradas as bandas passantes da planta, do
caminho secundario e da estimagdao do caminho secundario. Note que S é um sistema

passa-altas e S é um sistema passa-baixas.

dB
()10

5 f. _%-\A
0 /ﬁ--zﬁ”’”‘ \\
i /”"/ \\ N,
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1

-15

Fregliéncia normalizada

Fig. 2.14a. Relagao entre as bandas passantes da planta (linha preta), caminho secundario (linha
verde) e estimagao (linha azul).

Na Fig. 2.14b sdo mostrados a evolugdo do valor médio dos coeficientes resultantes da
simulagao, obtida através da média de 10 realizacoes, e os coeficientes determinados pelo
modelo proposto nas Egs. (2.37) e (2.50). A Fig. 2.14c apresenta uma comparagao do
modelo da Eqg. (2.38) e (2.50) com o modelo gerado usando a teoria da independéncia.
Pode-se novamente observar a qualidade do novo modelo para predizer o comportamento
dos valor esperado dos coeficientes quando comparado com o modelo obtido pela TI. A
Fig. 2.14c n3do inclui as curvas da simulagdo para uma melhor clareza. A Fig. 2.14b ja
mostrou a semelhanga entre a simulagao e os resultados usando o novo modelo. O valor

em regime permanente dado pela Eq. (2.43) é W_ =[1,5137;1,7294;0,2196], que pode

ser verificado na Fig. 2.14b.
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Fig. 2.14b. Valor esperado (10 realizacdes) dos coeficientes do filtro adaptativo. Simulacdo (linha
azul) e modelo proposto (linha preta) Egs. (2.37), (2.50).
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Fig. 2.14c. Comparagdo entre o modelo proposto Eq. (2.37) (linha preta) e o modelo baseado na
teoria da independéncia Eq. (2.38) (linha verde).

gl
2

A Fig. 2.14d mostra a evolugdo do erro médio quadrético obtido pela média de 50
realizacBes; nessa figura € possivel verificar a validade da aproximagdo obtida pela Eq.
(2.44).
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MSE [dB]
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Fig. 2.14d. Estimagao do erro em excesso; medido 0.6582; estimado pela Eq. (2.44) 0.6581.

2.8.4 Avaliaciao do modelo: Caso 3

Neste exemplo € considerada uma entrada correlacionada. O sinal correlacionado € obtido
a partir de um modelo AR (autorregressivo) de segunda ordem, dado pela seguinte
expressao:

x(n)=a,x(n—1)+a,x(n—2) + u(n)

onde u(n) é um ruido branco gaussiano com variancia unitaria. Os coeficientes do
processo usado sao a, =-0,1950 e a, =0,95, a dispersdo dos autovalores da matriz de
correlagdo de x(n) € y =1,22. A planta e o caminho secundario sdo representados pelas
respostas ao impulso dadas por W° =[1,5;10;-0,7], S=8=[10;-05],
respectivamente; e p=0,003 ( (. )uws =0,222). Na Fig. 2.15a é mostrada a relagao

entre as bandas passantes da planta e do caminho secundario.
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Fig. 2.15a. Relacdo entre as bandas passantes da planta (linha preta) e do caminho secundario
(linha azul).

Dado que ndo foi feita hipdtese alguma em relagdo as propriedades estatisticas do sinal
de referéncia além da estacionaridade, o modelo proposto é valido para sinais brancos ou
correlacionados. Tal fato pode ser observado pela Fig. 2.15b. Para o caso correlacionado,
a TI também ndo proporciona uma descri¢do correta da evolugdo dos coeficientes, como
fica claro da comparagao realizada na Fig. 2.15c.
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Fig. 2.15b. Valor esperado (10 realizacdes) dos coeficientes do filtro adaptativo para entrada
correlacionada. Simulacdo (linha azul) e modelo proposto (linha preta) Eq. (2.37).
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E[W(m)]
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Fig. 2.15c. Comparagao entre o modelo proposto Eq. (2.37) (linha cheia), e o modelo baseado na
teoria da independéncia Eq. (2.38) (linha pontilhada).

O valor de regime permanente dado pela Eq. (2.43) é W_ =[1,6198;-0,0726;-0,4925].

Esse resultado pode ser verificado na Fig. 2.15d que mostra a evolugdo dos coeficientes
até atingir o regime permanente.
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Fig. 2.15d. Evolugao temporal do valor esperado (10 realizagdes) dos coeficientes do filtro
adaptativo até atingir o regime permanente.
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A Fig. 2.15e mostra a evolugdo do erro médio quadratico obtido pela média de 50

realizagdes; nessa figura é possivel verificar a validade da aproximagdo obtida em (2.44).
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Fig. 2.15e. Estimagao do erro em excesso; medido 0.0075; estimado pela Eq. (2.44) 0.0075.

2.9. CoNCLUSOES

Este capitulo apresentou a analise do comportamento médio do vetor de coeficientes para
o algoritmo LMS filtrado. O novo modelo nao utiliza a teoria da independéncia, levando
em consideracdo a correlagao entre diferentes vetores do sinal de referéncia. Nenhuma
hipotese é feita com relagdo a velocidade de adaptagdo ou ao grau de correlagdo das

amostras do sinal de entrada.

O comportamento do valor esperado do vetor de coeficientes é determinado por uma
equagao de diferengas recursiva como fungdo da estatistica dos sinais de entrada. A partir
dos resultados de simulagdes, pode-se observar que o modelo proposto prediz o
comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo, quando o algoritmo LMS é
utilizado para atualizar os coeficientes. Também constatou-se que o modelo é valido para
sinais brancos ou coloridos. Em relacao as analises disponiveis na literatura, mostrou-se

que para obter um modelo representativo para o comportamento do valor esperado dos
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coeficientes do filtro adaptativo, a teoria da independéncia nao pode ser aplicada, e as
correlages existentes entre os vetores de entrada devem ser levadas em consideracdo.
Desta forma, o modelo proposto, que considera as correlagdes existentes entre do vetor
de entrada, consegue predizer perfeitamente o comportamento do valor médio dos
coeficientes. Também € obtida uma expressdo para estimar o erro médio quadrético em
excesso assumindo uma taxa de aprendizagem pequena. Com esta ferramenta podemos

predizer o erro em excesso que o algoritmo pode atingir para uma determinada aplicacdo.

Para desenvolver o modelo proposto é realizada a suposicdao (II)-(secao 2.4), com o
objetivo de facilitar o tratamento matematico para obter o modelo do momento de
primeira ordem. Esta suposicdo é verificada experimentalmente, sendo apresentados
diferentes resultados de simulagdes que confirmam tal suposi¢do. E verificado que para
valores da taxa de aprendizagem perto do valor limite a suposicdo comeca a perder
validade. No entanto, raramente numa aplicagao pratica, o algoritmo LMS filtrado é
utilizado com valores tao altos para a taxa de aprendizagem. Mas, como pode ser
observado nas figuras correspondentes, a predigao do comportamento do valor médio dos

- coeficientes continua sendo de boa qualidade.

No capitulo seguinte é analisado o0 momento de segunda ordem (matriz de covariancia).
Primeiramente, sera analisado o caso em que os filtros correspondentes ao caminho
secundério e sua estimagao possuem apenas um coeficiente, ou seja, representam um
determinado numero de atrasos em amostras; que é o caso do algoritmo DLMS (Delayed-
LMS). Através desta analise, que apresenta uma matematica mais simples, sao
estabelecidos os conceitos necessarios para se desenvolver o modelo de célculo do
momento de segunda ordem do caso geral em que os sistemas do caminho secundario e

sua estimagao realizam operagoes de filtragem.
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~ Momento de
- Segunda Ordem

L.

INTRODUCAO

Neste capitulo é apresentada uma andlise correspondente ao momento de segunda
ordem (matriz de correlagao) dos coeficientes do filtro adaptativo usando o algoritmo LMS
filtrado. Novamente, aqui ndo é empregada a teoria da independéncia para a obtencdo da
expressao recursiva da matriz de correlagdo. As expressodes obtidas sdo validas para sinais
de entrada gaussianos, podendo ser brancos ou coloridos. Como resultado da andlise é
obtida uma equacao recursiva para o comportamento da matriz de correlagdo do vetor de
erro dos coeficientes do filtro adaptativo. Esta equagao permite a determinacdo de uma

expressao analitica para o comportamento do erro médio quadratico.

Com o objetivo de facilitar a exposigao do desenvolvimento matematico necessario para a
obtengdo do novo modelo, vamos abordar primeiramente o caso em que as respostas ao
impulso do caminho secundario e sua estimagdo possuem apenas um coeficiente. Este
caso particular corresponde ao algoritmo conhecido na literatura como Delayed-LMS,
abreviado aqui pela sigla DLMS. Como as expressdes matematicas sao consideravelmente
mais simples para esse caso, pode-se realizar um estudo mais completo do que no caso
geral. Uma vez obtidas as expressdes finais desejadas, as mesmas sdo estendidas para o
caso geral, que é nosso principal objetivo. Na literatura concernente ao algoritmo DLMS
existe a afirmagdo, ndo demostrada, de que o algoritmo ndo converge se a estimagdo do

atraso nao for perfeita. Neste capitulo poderemos constatar, de forma tedrica, quando a

entrada for um ruido branco, porque o algoritmo n3o converge [26] com D= D. No
entanto, se a entrada for correlacionada ou ruido colorido, o algoritmo apresenta
convergéncia para um adequado valor da taxa de convergéncia. Tais afirmacdes poderdo
ser verificadas na Secdo 3.1.8. E importante ressaltar que estes fatos sdo possiveis de

serem colocados em evidéncia porque ndo estamos utilizando a teoria da independéncia.
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3.1. ALGorITMO DLMS

Nesta segdo apresentamos a analise do algoritmo DLMS. O diagrama em blocos do
sistema adaptativo € apresentado na Fig. 3.1. Note que este sistema corresponde ao

algoritmo LMS filtrado no caso em que o caminho secundario é representado por apenas
um coeficiente. W°® é o vetor de amostras da resposta ao impulso do sistema
desconhecido. W(x) é o vetor de coeficientes do filtro adaptativo. D e D representam

os atrasos, em amostras, que sofre o sinal que entra em cada um desses blocos.

X(n)

Fig. 3.1. Diagrama em blocos do algoritmo DLMS.

3.1.1. Sinal de erro:

A partir da Fig. 3.1, o sinal de erro é dado por:

e(n) =d(n) =y (m)+ z(n) =d(n) - y(n— D)+ z(n)

(3.1)
=d(n) - X" (n-D)W(n - D) + z(n).
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Note que agora a saida do caminho secundario corresponde a saida do filtro adaptativo

atrasada em D amostras. Esta expressao pode ser derivada de (2.7) fazendo i= D,

sp,=1les =0paraizD.

3.1.2. Equacao de atualizacdo dos pesos:

A equagao de atualizagao dos coeficientes do filtro adaptativo para o caso analisado é

obtida a partir de (2.8), sendo dada por:

Wn+1)= W) +pe(n)X(n-D). (3.2)
Substituindo (3.1) em (3.2), temos:

W(n +1) = W(n) + pld () X(n — D) - X(n— D)X” (n — DYW(n - D)

o (3.3)
+ z(n)X(n—- D)).

Utilizando as mesmas consideragdes (I1.i e IL.ii, p. 28) aplicadas para obter (2.37), o valor

esperado de (3.3) é dado por:

E[W(n +1)] = ELW(m)] + p(Eld ()X (n - D)) - E[X(n — D)X” (n — D)IE{W(n ~ D)]

. (3.9)
+ E{z(mX(n - D)),

ou, definindo R ;= E[X(n- D)X"(n-D)] e P, = E[d(n)X(n- ﬁ)], podemos

rescrever (3.4) como:

E[W(n+D]=E[Wm]+p(P, -R, E[W(n- D))) (3.5)
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3.1.3. Vetor de coeficientes étimo

O vetor de coeficientes 6timo pode ser obtido de (2.16). Para este caso, onde apenas um
coeficiente do filtro S é diferente de zero, R, se transforma em R, e P,, em P,.

Entdo o vetor 6timo é dado pela expressao:
RW =P, | (3.6)

ot

com P, = E[d(n)X(n— D)].

3.1.4. Erro médio quadrético E[e*(n)]

Elevando e(n) em (3.1) ao quadrado, temos:

¢*(n) = d*(n) - 2d(m)X" (n— DYW(n - D)
+ W' (n—-D)X(n-D)X" (n—-D)W(n-D)+ 7’ (n).

Para determinarmos o valor esperado de e’(n), fazemos as seguintes consideracdes

simplificadoras:

IILY) E[d(m)X(n—i)W(n —i)] = E[d(n)X(n - )E[W(n - i)]
ILii) EIX (n—)Win—)X' (n— ) Wn— )iz or{ IX(n—)X (n— NIEIWn— )W (n—i)]}

Note que (IIL.i) e (IILii) sdo uma extensao da aproximagao (II) empregada na Segao 2.4
para o calculo do momento de primeira ordem. Basicamente, através dessas suposicoes,
estamos atribuindo maior importancia para a correlagdo entre vetores do sinal de entrada
do que para a correlagao existente entre o sinal de entrada e o vetor de coeficientes.

Usando estas aproximagoes temos:

El¢*(n)] = E[d*(n)] - 2E[d(m)X" (n — D)IE[W (n - D)]

3.7
+E[W" (n—D)X(n—- D)X" (n~ DYW(n-D)]+ E[Z*(n)], (3:7)

ou,
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J(n) = E[e* (m)) = E[d’ ()] - 2E[d(m)X" (n~ D)]JE[W (n - D)]

(3.8)
+ tr{RoE[W(n ~-DYW" (n—- D)]}+ c?,

onde R, = E[X(n- D)X"(n - D)], de acordo com a definicdo
R_, = E[X(n- H)X" (n-i)].

3.1.5. Valor em regime permanente do vetor de coeficientes

Dado que a expressao (3.6) nao leva em consideracao a possibilidade de um erro na
estimagdo do atraso D, é importante obter uma expressdo para o valor em regime

permanente que considere essa situagdo. Calculando lim E{fW(n)]=W,_ na Eq. (3.5), e

resolvendo a equagao para W_, podemos obter uma expressiao para o regime

permanente dos coeficientes do filtro, que é expressa a seguir:

R W, —P. (3.9)

Esta relagao vai possibilitar a obtengdo de expressdes mais simples, tanto para o.
momento de primeira ordem (tal como é o caso da expressdo (2.50)) quanto para o

momento de segunda ordem.

Da relagdo entre W, e W_, podemos fazer os seguintes comentarios. O vetor W,

corresponde ao minimo da superficie de erro (EMQ) e sobre ele ndo recai nenhum efeito

do algoritmo ou da estimagao de D dada por D. No caso de W_ =1lim E[W(n)], o

mesmo acarreta dois efeitos; o efeito da estimacdo incorreta D, e alguma polarizacdo

gue pode ocorrer devido ao algoritmo. Analisando (3.9) quando D =D obtemos a-

expresséo' (3.6). Isto significa que lim E[W(n)] é uma estimativa ndo polarizada de W,

guando D=D.
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3.1.6. Vetor erro nos coeficientes em relacdo a W,

Definindo o vetor erro nos coeficientes como sendo V(n) = W(n) - W_ e utilizando a Eq.

(3.3), temos:

V(n)=V(n-1)+p(d(r-)X(r-D-)-X(n-D-DX" (n-D-DV(n-D~1)
, . (3.10)
~X(n-D-DX"(n-D-HW, +z(n~1)X(n—D—1)) :

a expressao (3.6) pode ser considerada como um caso particular de (3.9) quando

D = D, da mesma forma que em (3.4), o valor esperado de (3.10), é dado por:
E[V(n+D]= E[V(n)]-puR,_;E[V(n—D)]-uR,_;W_ +puP.. (3.11)
Com a ajuda da relagao (3.9), (3.11) pode ser simplificada da seguinte forma:
E[V(n+1)]= E[V(m)]-uR,_,E[V(n-D)]. (3.12)

A equacgao de diferengas (3.12) descreve o comportamento do valor médio do vetor de
erro nos coeficientes do filtro adaptativo, usando o algoritmo DLMS. Através desta
equacao podem-se tirar conclusdes interessantes em relagdo a convergéncia do
algoritmo, algumas das quais sao mencionadas na literatura, mas nao demonstradas. Tal

é 0 assunto da proxima segao.

3.1.7. Estudo do comportamento médio dos coeficientes quando D # D

E bem conhecida da literatura a afirmacdo que na condicio D = D, o algoritmo DLMS
ndo converge [26]. Através da presente analise, e principalmente pela ndo utilizacdo da
teoria da independéncia, estamos em condicdes de demonstrar que esta afirmacdo é
valida unicamente para ruido branco gaussiano. Para uma entrada correlacionada
gaussiana (ruido colorido gaussiano), tal afirmagdo ndo € verdadeira. Para ilustrar estas

afirmagoes, faremos uso de dois exemplos. Suponha que o filtro adaptativo e a planta

possuem dois coeficientes, e seja D=0e D=1. Entdo, para ruido branco de entrada, a
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partir da Eq. (3.5) e utilizando d(n) = X" (n)W*, temos que R ;e P, sdo dados pelas

b

seguintes expressoes:

0 0 v 1 0 0 0
R] — e PO — E[X(n)xT (n)]wn — Rowu - WO _ WO .
1 0 0 1w wy

Substituindo em (3.5), temos:

E[(Wﬁ j] - E[(W(S }] - u((w" J : R,E[(W‘f; ]l) = E[(W‘E ]1 + L{(W(’j - E[( OJ]J
W W, w w, w, w, Wy

Dessa Ultima equagdo vemos que o primeiro componente de W(n) é permanentemente
adicionado com a quantidade pw,, portanto, a magnitude desse componente é

monotonicamente crescente. Por outro lado, o segundo componente de W(n) €

modificado pelo primeiro componente, que é indefinidamente crescente, resultando assim

na ndo convergéncia do filtro adaptativo, qualquer que seja o valor de p. De (3.12)

verifica-se a ndo convergéncia sempre que uma linhade R, énulae V(0)#0.

Consideremos agora uma entrada correlacionada, também para o caso de ordem dois.

Para este caso as matrizes R, e P, adotam a seguinte forma:

h 5 Lh n
R, =( J e P, = E[X(n)X" (n)]W’ = R,W"° { on'

nh h non

onde, em geral, r,, i =0,1,--- sd0 nao nulos. Substituindo esses valores em (3.5), é facil

observar que a equacao resultante ndo apresenta os problemas do caso com ruido
branco. Neste caso, pela aplicagdo de (3.9), pode-se obter o valor do vetor de
coeficientes em regime permanente. Na Secdao 3.2, apresentando resultados de

simulagOes, sao mostradas as curvas obtidas para estes exemplos.
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3.1.8. Erro médio quadratico em funcdo de V(n)

Utilizando a definicdo de V(n) (Secao 3.1.6) e a Eq. (3.7), pode-se escrever uma

expressao para o erro médio quadratico como sendo uma fungao do vetor de erro nos

coeficientes, que é dado por:

J(n) = E[d*(n)]-2P] E[V(n- D)]- 2P} W,_
+r{R W, W2 tr R ELV (n — D)W }

v (3.13)
+tr{R, W, EIVT (n— D)]}
+tr{R,E[V(n~D)V' (n-D)}}+ o>,
ou, pela utilizagao das propriedades do trago de uma matriz, temos:
J(n) = E[d*(n)] - 2PT E[V (n - D)] - 2P"W_
+W/RW_+W/R,E[V(n-D
) 0 0 © 0 [ (n )] (3.14)

+E[V' (n-D)]IR,W_
+tr{R E[V(n~ D)V’ (n- D)l}+ 52 .

Como pode-se observar, o erro médio quadrético € fungao de E[V(n)], ja determinado

em (3.12), e da matriz de correlacdo E[V(n)V’ (n)], objeto de estudo da préxima secio.

-3.1.9. Célculo de E[V(n— D)V’ (n- D)]

Partindo da expressao do vetor V(n), uma expressao para V(n—D) é obtida da

seguinte forma. Seja a expressao (3.10) repetida abaixo:

V(n) =V(n—1)+u(d(n—1)X(n‘—ﬁ—1)—X(n—ﬁ—1)XT(n—D—1)V(n—D—1)

~X(n=D-DX"(n=D-DW, + 2(n-1X(n-D-1)) .

Se substituirmos a varidvel n por n— D, a expressdo para V(n— D) é dada por:
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V(n-D)=V(n-D-)+uld(n-D-1)X(n-D-D-1)
~X(n-D-D-DX"(n-2D-1)V(n-2D-1)
~X(n-D-D-DX"(n-2D-DHW,
+2(1=D-DX(n-D-D-1)).

(3.15)

efetuando o produto V(n— D)V’ (n— D) e tomando o valor esperado utilizando (IILi) e

(I1L.ii), temos:

ElVn-D)V' (n-D)}=E[V(n-D-DV  (n-D -1)]
+PE[V(n-D-DJE[d(n-D-DHX"(n-D-D-1)]

-pE[V(n-D-DV' (n-2D-DIR,__

-PE[V(n-D-DIW]R,

+WE[d(n-D-)X(n—-D -D-DIE[V' (n-D -1)]

+ W E[d*(n-D-1)X(n-D-D-DX"(n—-D-D-1)]
~wWEd(n-D-DX(n-D-D-DV' (n-2D-DX(n-2D-DX"(n-D-D -1)]
~WEdn-D-DX(n-D~D-DWIX(n-2D~DX"(n—D-D-1)]

-uR, (E[V(n-2D -1V’ (n-D -1)]

— W EX(n=-D=-D-DX"(n-2D-1DV(n-2D-Dd(n-D-DX"(n-D-D-1)]

+ 2 EX(n-D-D-DX"(n-2D-1)V(n-=2D-DV (n-2D~D)X(n-2D -DX"(n—D - D - 1)]
+ W EX(n-D-D-1)X"(n-2D-DV(n-2D-DW!X(n-2D-DX"(n-D - D-1)]
“uR, W, E[V(n-D-1)
-WEX(n-D-D-DX"(n-2D-DW,_d(n-D-1)X"(n—-D-D-1)]

+ 2 E[X(n-D-D-DX"(n-2D-1DW_ V' (n-2D -1)X(n-2D - DX  (n-D -D - 1)]
+ W EX(n-D-D-1)X"(n-2D-1DW W' X(n-2D-DX"(n-D-D-1)]
+u'R o .

(3.16)

Com o objetivo de simplificar a forma de (3.16), vamos introduzir a seguinte notacao:
K(n—i,n—j)=E[V(n—i)V'(n- j)], que também é utilizada em [6]. Com isso, a Eq.

(3.16) fica da seguinte forma:
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K(n-D,n-D)=K(n-D-1,n—D-1)
+PE[V(n-D-DIP;
-pK(n-D-1,n-2D-DR;
~ME[V(n—-D-DIW/R
+uP E[V' (n~D-1)]
+WEd*(n-D-DX(n-D-D-DX" (n-D-D-1)]
~WEdn-D-DX(n-D-D-DV" (n-2D-)X(n-2D-DX" (n-D-D-1)]
-wEd(n-D-DX(n-D-D-D)W!X(n-2D-DX" (n-D-D-1)]

-uR, ;K(n-2D-1,n-D-1)
W EX(n-D-D-)X" (n-2D-1)V(n-2D-1)d(n-D-DX" (n-D-D-1)]

+P EX(n-D-D-DX"(n-2D-)V(n-2D-DV' (n-2D-1)X(n—-2D-DX" (n-D-D-1)]

+ P2 E[X(n=D-D-DX" (n-2D-D)V(n-2D-DW!X(n-2D-1DX" (n-D-D-1)]

-pR, W, E[V (n-D-1)]

-WEXn-D-D-DX"(n-2D-DW_d(n-D-DX"(n-D-D-1)]

+W E[X(n-D-D-DX"(n-2D-DW_V" (n-2D-1DX(n-2D-DX"(n—-D-D-1)]

+u2EX(n—=D-D-DX"(n-2D-DHW_WI!X(n-2D-DX" (n-D-D-1)]

2 2
+H R()G z -

(3.17)

Da mesma forma como (3.11) foi simplificada utilizando (3.9), pode ser aplicado a Eq.
(3.17) o mesmo procedimento a fim de obter-se uma forma mais compacta através de
(3.9). O processo de simplificagdo € realizado identificando termos que estejam

relacionados através de (3.9). Para isto procedemos da seguinte forma, pés-multiplicando

ambos lados de (3.9) por E[V' (n— D —1)], temos:

R, ;W EIV (n-D-1D]=P,E[V' (n-D-1)],

0 que significa que o quinto e o décimo terceiro termos de (3.17) podem ser cancelados
por serem iguais. O mesmo acontece com 0s segundo e quarto termos. Para determinar
os valores esperados contendo termos de quarta ordem (sexto, sétimo, oitavo, décimo,
décimo primeiro, décimo segundo, décimo quarto, décimo quinto e décimo sexto) é
utilizada a equagao para momentos de quarta ordem de um processo gaussiano de média
zero [6-7, 31]. O desenvolvimento é mostrado detalhadamente no Apéndice C. Uma vez

calculados estes valores esperados e, utilizando novamente (3.9), é possivel cancelar os
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seguintes termos: sexto, sétimo, oitavo, décimo, décimo segundo, décimo quarto, décimo

quinto e décimo sexto. Eliminados esses termos, a Eq. (3.17) pode ser rescrita como:

K(n-D,n-D)=K(n-D-1,n-D-1)

-pK(n—-D-1n-2D-DR

-uR | K(n-2D-1,n-D-1) (3.18)
+p2(2R, K(n-2D~1,n-2D-DR,_, +Ryr{RK(n—-2D~1,n-2D -1)})

2 2
+uRyo;

Com o objetivo de simplificar ainda mais a expressao da matriz de correlacdo, adotaremos

a seguinte notagdo K, (n) =K(n—i,n— j). Esta notagdo ndo foi diretamente aplicada

em (3.16) para ndo prejudicar a clareza do texto. Note que com a nova notagdo, atrasos

sdo expressos atraves da modificagdo dos indices i e j de K, (n). Isto possibilita a

redugao do modelo a um ndmero finito de equagGes recursivas. Desta forma, (3.18) é

rescrita como:

Kpp(m)=K,,(n=D)-pKp,,(n=DR, -uR K, (n-1)
+u*(2R, K, ,(n-D-DR,  +Ryr[RK,,(n-D-D}) (3.19)

+u’Ryo’.

A Eq. (3.19) ainda pode ser trabalhada a fim de que fique mais compacta. O primeiro
passo € utilizar a relagao entre atrasos e os indices de tempo das matrizes de correlacdo

K, (n). Considere a seguinte igualdade:

K,,m)=E[V(in-D)V' (n-D)]=K,,(n-D). (3.20)

Isto significa que K, ,(n) e K ,(n—D) representam a mesma variavel. Assim,
podemos reduzir pelo menos um dos indices de todas as varidveis de (3.19) para o valor

!

zero através da igualdade K, ;m=K,_, . ,(n—A), 0que nos permite escrever:
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K,o(n—-D) =K, (n-D-1)-pK,,(n~D-DR, _ -uR,_ K, (n-D-1)
+u2(2R, K, (n-2D-DR, , +Rr{RKo,(n-2D-D}) (3.21)

2 2
+u°Ryo; .

Fazendo n=n+D em (3.21), temos:

Koo =K,,(n=1-pK, ,(n-DR, -pR K, (n-1)
+p?2R, K, (n-D-DR,_ +Rtr{R,K,o(n-D-D))  (3.22)

2 2
+u"Ryo; .

Note que no caso da variavel K,, ,(n) em (3.19) apenas um dos indices é reduzido a
zero. A recursdo (3.22) é fungdo de K,,(n), K,,(n) e K, (n). Logo, precisamos
determinar expressoes explicitas para K, ,(n) e K, (n). Pela sua definigdo sabemos
que essas varidveis estdo relacionadas entre si por: K p.o () =K3D (n). Assim,

precisamos determinar uma expressao para calcular apenas uma dessas duas varidveis.

Escolhendo arbitrariamente K, ,(n), p6s-multiplicamos ambos os lados de (3.10) por

V' (n—- D) e tomamos o valor esperado, obtendo:

E[V(n)V (n— D)1= ElV(n =)V (n - D)1 + p(P, EIV7 (n - D)]
-R, JE[V(n-D-DV'(n~D)]  (3.23)
-R, ;W_E[V'(n-D)],

usando a relagao (3.9) e empregando a notagao adotada, (3.23) é expressa como:

K,,(n) =Ky, (n-D-pR, K, (n-1). (3.24)

Neste ponto, estamos em condigdes de caracterizar a matriz de correlagao do vetor de

erro nos coeficientes através do seguinte sistema de equacGes recursivas:
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Koo =K (n=1-pK, ,(n-DR, -uR_ K, (n-1)
+1*(2R, K, (n-D-DR, _ +Rr{R,K,,(n—D-D)) (3.25a)

+u’Ryo?,
KO,D (n) = KO,D—] (n-D-pR D_bKD,D—] (n-1), (3.25b)
Kop(m) =K ,(n). (3.25¢)

Antes de continuarmos com o manuseio da Eq. (3.25), é (til ilustrar com um exemplo sua

utilizacdo. Suponhamos que D =2 e seja D qualquer valor arbitrario. Entdo, temos:

Eg. (3.25a):
Koo =K,o(n-1)-pKg,(n-DR, -pR, K, ,(n-1)
+12 2R, K (n-2-DR,_ +Ryr{RK,,(n-2-1}) (3.26a)

+u’Ryo2,

vemos que K, (n) depende de suas versdes atrasadas K ,(n~1) e K (n—-3), assim
como de K ,(n-1) e K, (n-1). Para calcular esses Ultimos termos, recorremos

novamente para a Eq. (3.25b), obtendo:

Ky, (n) = Ko(n=1)— PRz_sz,z—l (n—-1)
=K, (n-1)— “Rz-bKZ.l (n-1).

Para determinarmos Kowz(hn) devemos conhecer K, (n-1) e K, ,(n—1). Como:

K, (n-1)=K, (n-2), a expressdo anterior € rescrita como:
Ky,(m) =K, (n-1)-uR,_ K, (n-2). (3.26b)

Aplicando novamente (3.25) temos que K (n) é dado por:

68



CAPITULO III: MOMENTO DE SEGUNDA ORDEM

Ky m=K ,(n-1)-uR__ K, (n-1), (3.260)
finalmente, de (3.25c) temos que: K|, (n)=Kfo(n). Desta forma, fica completa a

descricao do calculo em forma recursiva da matriz de correlagdo. Em virtude da forma da

Eq. (3.25b), originaram-se as Egs. (3.26) para determinagdo de K, ,(n). Em geral, para

o célculo de K, ,(n) com (3.25b), para um valor qualquer de D, é gerado o seguinte

conjunto de equagoes:

KopM=Kop (n-D-pR K, (n-1),

Kopai(m) =K, ,(n—1)- “RD_[)KD—l,D—z (n-1),

K, =Ky ,(n-)-uR K, (n-1)

Tal conjunto pode ser representado pela seguinte expressao:

Ky, (=K, . ,(n-D-pR, K, . (n—1) com j=0,--,D~1. (3.27)

Pela utilizaggo de K, , , . ,(n)=K, ,(n—D+ j+1), (3.27) pode ser escrita como:

KO,D—j(n):KO,D—j—l(n_1)_HRD_[)K1,O(n_D+j) com j=0,--,D-1. (3.28)

Neste ponto, estamos em condigdes de escrever o sistema de equagdes que descreve o
comportamento da matriz de correlagao do vetor de erro nos coeficientes do filtro

adaptativo, para o algoritmo DLMS:
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Koom) =K, o(n-1)-pK; ,(n-DR; -pR K, (n-1)
+p2(2R, Koo(n-D-DR,  +Ryr{RK, (n—D-D}) (3.29)

+u’Ryo?,
Koo (M=K, ,(n-)-pR K (n—D+j) com j=0,--,D-1, (3.29b)
K, (m)=K{ (n). (3.29¢)

E interessante notar que (3.29) também pode ser escrita como um conjunto de equacdes
de diferencas de ordem 1 em varias varidveis. Podemos rescrever (3.29) da seguinte

forma:

Koo(m)=Ky,(n-1)- HKo,p (n-DR, - uRD_[}KD’o (n=1
+u* (2R, K, ,(n-DR,_, +Rr{RK, ,(n-D})  (3.30a)
+u’Ryo?,
Kop;(mW=Kyp, , ,(n-D-pR K, ., . (n-1) com j=0,-,D-1, (3.30b)
K, (=K (n), (3.30¢)

K, (=K, ,, ,(n—-A). (3.30d)

Esta representagao pode ser interessante para formulacdes matriciais do comportamento
do algoritmo. Em especial, tal representacdo serd Util no estudo da estabilidade do

algoritmo.

3.1.10. Estudo do caso com estimacao perfeita do atraso

Nesta secdo vamos considerar o caso de estimacdo perfeita do atraso, D = D . Esse caso
é importante porque permite estabelecer o comportamento do algoritmo em uma situagdo
ideal, a qual pode ser usada como referéncia para casos mais praticos. Com esta condicjéo
simplificada o tratamento matematico do problema permite chegar a algumas conclustes

relativas a estabilidade do algoritmo. Para esse caso o sistema (3.30) (essa representacdo
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foi escolhida arbitrariamente, ndo afetando o resultado final desta segao) adota a

seguinte forma:

K, o(n) =Ko o (n—1)-pK, , (n—DR,-uR K ,(n—1)
+ 1 (2R K, 5 (n= DR, + Rtr {RK , ,(n =1} ) (3.31a)
+u’Ryo7,
Kop (M=K, ,(n=D~pRK, ., . (n-1) com j=0,--,D-1, (3.31b)
K, (m)=K], (n), (3.31¢)

K, (n=K,_  (n-1). | (3.31d)

Pela utilizagdo de uma transformagao ortogonal, podemos expressar a seguinte relagdo:
; .
Q R()Q =E ’

onde Q é a matriz cujas colunas sdo os autovetores de R, e E =diag(A,,---,A,,) € a
matriz dos autovalores de R,. Pré e pds-multiplicando o sistema de equagées (3.31) por
Q7 e Q, respectivamente, e utilizando a notacdo:

QTK,',,' (mQ = C,‘,j (n)
podemos escrever:

Coo(m) =Cyy(n=1)-pC, ,(n—=DA-pAC, ;(n-1)
+1? (2AC,, , (n—DA + Atr {AC,, ,(n~D)})

+ uzAci
(3.32a)
Cop-;(m=Cyp, , ,(n=1)~pAC,_,, . (n—1) com j=0,,D~1 (3.32b)
C,.(m=C,(n) (3.32¢)
C,.(n=C_ , ,(n-1) (3.32d)
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Se aplicarmos a mesma transformagao a Eqg. (3.8), obtemos:

J(n) = Ele*(n)] = E[d* (n)] - 2E[d(m)X" (n — D)]E[W(n - D))
+ tr{ACO’O (n)}+ cl.

Agora vemos que J(n) depende do trago(ACO,O (n)). Isso mostra que o comportamento

do algoritmo pode ser estudado a partir dos elementos da diagonal da matriz C, (n).

Definindo o vetor ¢, ;(n) contendo os elementos da diagonal da matriz C,(n), e sejao

vetor A que contém a diagonal de A. Temos, a partir de (3.32):

Co.0(M) = Coo(n—D-pc, ,(n—DA-pAcy ((n-1)
+17 (2Acy p(n=DA + Atr{Ac,, ,(n~D)})
+u’Ac?,
Cop-; (M) =¢opj(n=D)~plAc, ;. (n=1) com j=0,---,D-1,
¢, ,(m=c,, (n),

Cr,s (n) = Cr—].s—] (n' - l) *

Utilizando as seguintes propriedades, pode-se simplificar as equagdes (3.33):

i) Como C, ,(n)=Cl,(n), ¢, p(n)=cp,y(n),
i) M ¢, (n) = diag(Atr{Ac, ,(m)}).

Com isto, podemos rescrever (3.33) como:

Coo(M) =cCoo(n—1)-2nAcy p(n—1)+2u°A’cp, p(n—1)
+u A cp p (=1 +p’Ao?,

(3.33a)

(3.33b)
(3.33¢)

(3.33d)

(3.34a)

Cop-; (M) =Cop_ (=D —pAc,_, ,_(n—1) com j=0,---,D~1, (3.34b)

c,,(my=c,_  ,(n-1).

(3.34¢)

Com o objetivo do estudo da estabilidade, ainda é possivel manipular as Eqs. (3.34) para

colocar em evidéncia o atraso D e, desta forma, calcular o limite superior da taxa de
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aprendizagem () que assegura a convergéncia do sistema de equacles (3.34). Para

isto, vamos estudar a Eq. (3.34b). Seja um atraso D arbitrario, que produz o seguinte

conjunto de equagdes:

Jj=0, Co.p (n)=cyp(n=1)— p'ACD,D—-l (n-1, (3.35a)
i=1, cop(M)=cop,(n=1)—pAc, ,,,(n-1), (3.35b)
j=D=2, cpy(m)=cy(n—1)-phAcy, (n-1), (3.350)
j=D-1, ¢, (n)=coo(n=1D—pAc  (n-1). (3.35d)

Substituindo (3.35d) em (3.35c¢), temos que (3.35¢) pode ser escrita como sendo:

J=D-2, c¢y,(n)=cyo(n—-2)— uAc, o (n—2)—pAc, (n-1) (3.35¢)

de (3.34c) sabemos que c,,(n-1) = ¢, ,(n~2), entdo (3.35c) adota a seguinte forma:
J=D-2, c¢y,(n)=cyo(n—-2)-2puAc,,(n—-2) (3.35¢)
Continuando com o processo de substituicdo, é facil obter a seguinte expressao
equivalente para a (3.35a), que é dada por:
J=0, c¢op(m)=cyo(n—D)-DpAc ,(n—D). (3.36)
Substituindo (3.36) em (3.34a), temos:

Coo(M) =¢oo(n—1D-2uA(cy o (n—D~1) - DuAc, ,(n—~D-1))
+2u’A’c, p(n—1) (3.37a)
+u A ¢, ,(n—1) +p*Ac? V
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ou,

Coo(n) = Coo(n=1)-2uAc, o(n~ D ~1)+2u*DA’c, ,(n— D 1))
+ 2u2A2cD_D(n -1) (3.37b)
+WAA ¢, p(n=1) +p*Ac? .

De (3.37b) vemos que agora sdo necessarias apenas duas equacgdes para caraterizar o
comportamento da matriz de correlagdo do vetor erro nos dos coeficientes: (3.37b) e a

expressao associada (3.35d), para calcular a variavel ¢, ,(n). Entdo, as equagdes que

descrevem o presente caso s3ao:

Coo () = Coo (=1 -2uACy o (n—D =1+ 2n*DA’¢, o (n~ D -1))
i L 42uA%c, ,(n-1) 1 (3.37)
+p*A ¢, (n =1 +p’Aa?, |

Coo(n) = Cop (=)= fthcyo(n=1). | 3359

E interessante expressar (3.37b) e (3.35d) em forma matricial. Para isto utilizaremos um
exemplo a fim de ilustrar o procedimento. Seja D=1, entdao de (3.37b) e (3.35d) sdo
obtidas as seguintes expressdes:

Co0(M) = Coo(n—1)-2pAcy o (n—1-1)+ 21> A%, j(n—1-1))
+ 2“2/\26” (=D +p’ A\ ¢, (n=D+ pzkcﬁ ,
Co(n) =¢o(n=1)—pAc ,(n-1)

pela Eq. (3.34c) temos que: ¢, (n—-2)=c, (n=-1) ou ¢, (M)=cy,(n=1) e
¢,,(n) =c,,(n~-1). Desta forma, podemos escrever o seguinte conjunto de equagdes:

Coo(n) = cyo(n=1)+2u°A’c,,(n-1))
+(=2pA + 20 A% + AR e, (n - 1)
+u*Ao?

€, 0(n) =Coo(n—1)=pAc 4(n-1)

¢, (n)=¢(n-1)

¢, (n)=c,,(n-1)
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ou, pode-se escrever na seguinte forma matricial:

o ()] I 0 ~2uA+20°A7+p®2" 2W°DAY ) ¢po(n—=1) pAc?

¢ 0(n) _ I —uA 0 0 ¢ o(n=1 . 0
C“(rl) I 0 0 0 C],](n—l) 0

Cz,](”) 0 I 0 0 szl(nhl) 0

Para um D genérico obtemos a seguinte express3o:

Co0(n) I o0 S0 0 0 o =2uA2A H AN 2uDATY cop(n-D) pAc?

¢, (1) I —uA -+ 0 - 0 cp(n=1) 0

: _|r o 0 : : .0

I 0 0 0 0

: : : : : 0

Cpp-2 () 0 I 0O 0 Cpop-2n—1) 0
(3.38)

ou, em forma equivalente,

c,=Ac,, +u (3.39)

A evolugao do erro médio quadratico (EMQ) fica completamente determinada usando-se
as equagdes (3.39) e (3.12) em (3.13) ou (3.14). As informagoes relativas a estabilidade
do algoritmo podem ser obtidas a partir da matriz A, especificamente de seus
autovalores. Dado que estes Ultimos dependem de um pardmetro variavel, que é a taxa
de aprendizagem p, devemos obter um limite superior para esta taxa. Através deste
limite vamos garantir que os autovalores sejam menores do que a unidade, assegurando

assim a convergéncia de (3.39). Tal é o assunto da préxima secao.

3.1.11. Estudo da estabilidade do algoritmo DLMS

Como ja foi mencionado, a estabilidade do algoritmo DLMS pode ser estudada a partir dos
autovalores da matriz A em (3.39). Como estes autovalores sdao fungao da taxa de

aprendizagem ., devemos impor os limites para p de forma que os autovalores sejam

menores do que a unidade, que é a condicdo de estabilidade [23,24]. Para esta analise,
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devemos observar a primeira linha de A . Note, que os elementos de A s3o matrizes. Se

os elementos dessa primeira linha de matrizes satisfazem a condigao:

N
1-2p), +p2(2D7£ +2A7 +x,.ijj <lcomi=1-,N, (3.40)

j=!

onde N é a dimensdo do vetor de entrada. Entdo de (3.40) podemos obter o seguinte

limite superior para p.:

2

u< T (3.41)
2AD+DA, + D N,

j=!

O menor valor deste limite é determinado pelo maximo autovalor A __. . Entdo:

max

2
n< ~ (3.42)

2D + 1) + D,

max

j=

Uma expressao similar a (3.40) é obtida em [21, pag. 172] para o algoritmo LMS classico.

Para o caso de ruido branco gaussiano como sinal de entrada, os autovalores sdo todos

iguaisa A, = o., Vj.Com isso (3.42) assume a seguinte forma:

§ 2
[2(D +1)+ N]o*

i (3.43)

Em [9,29,31] sdao apresentados limites de estabilidade para o caso em que o atraso se
encontra no caminho do erro, e ndo em cascata com o filtro adaptativo como é o nosso
caso. Na Fig. 3.2 sdo mostradas as curvas correspondentes aos limites dessas referéncias
e da Eq.(3.43). Com o objetivo de comparar resultados, foram utilizadas as mesmas

condigbes que em [29], ou seja, entrada ruido branco e N=100.
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0.4

02

Atraso D

Fig. 3.2. Grafico das Egs.(c.8) e (c.10) de [29] e (3.43).

Como pode-se observar da figura, os limites dados pelas Egs. (c.8) de [29] e (3.43) sdo
iguais. No entanto, as equagoes (c.8) e (c.10) foram obtidas em [29] através de uma
série de aproximagdes. Em [32] um limite superior é obtido a partir do momento de
primeira ordem. Este limite nao foi mostrado na Fig. 3.2, uma vez que é muito superior
aos aqui apresentados. Este resultado estd de acordo com o esperado, uma vez que o
limite obtido a partir de momentos de segunda ordem é mais restritivo do que o obtido

através do momento de primeira ordem.

3.1.12. Andlise do caso geral (D = D)

O caso mais geral DD, representado pelas Egs. (3.30), pode ser trabalhado da mesma
forma que em (3.35) e (3.37), de modo que o sistema seja reduzido para apenas duas
equagoes. Logo, sequindo o mesmo procedimento, o sistema (3.30) pode ser rescrito da

seguinte forma:
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Koo(n) = Koo (n—1)-uK (= D-DR;  -uR, K,o(n=D-1)
+p’DR (K, (n=D-1)+K,,(n-D-DR,
+0?QR, K, (1-DR,_ +Ryr{RK, , (n~1)) (3.442)
+u’R,67, |
Ko =K ,(n-)-puR K, (n-1), ' (3.44b)
Ko, () =Kly(m). | B N

Como pode-se observar, o sistema de Egs. (3.44) nao pode ser manipulado como feito na
Segdo 3.1.11 com o sistema (3.31). Isto &, aqui n3ao é possivel a utilizagdo de uma
transformagdo ortogonal aplicada sobre a matriz de correlagdo da entrada, ja que ndo
temos uma matriz (nica para diagonalizar. Neste caso, as matrizes para serem
R

diagonalizadas sao: R e R,, o que ndo é possivel realizar através de uma

p-b’ b-p
Unica transformagao. Esta dificuldade ndo permite avangar no tratamento matematico de
(3.44), a fim de realizar um estudo analitico da estabilidade do algoritmo, como na Segao

3.1.12.

3.1.13. Analise do DLMS utilizando a teoria da independéncia

Como as analises do comportamento do algoritmo DLMS, disponiveis na literatura,
baseiam-se na teoria da independéncia, é importante compararmos os resultados aqui
obtidos com os propostos na literatura. Assim, nesta secao vamos determinar o
equacionamento do caso DLMS estudado a luz da teoria da independéncia (TI). O

primeiro ponto a ser analisado é a Eq. (3.4), rescrita aqui por conveniéncia:

E[W(n +1)]= EIW(n)] + p(E[d(0)X(n - D)) - E[X(n — D)X (n - D)JE[W (1 - D)]

) (3.4)
+ Elz)X(n - D)),

Segundo a TI os componentes dos vetores de entrada sao independentes para instantes

de tempo diferentes. Entdo, o valor esperado E[X(n-D)X” (n—D)], para D# D, é

zero. Dado que o sinal desejado é d(n)=X" (n)W*, o vetor de correlacio cruzada
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P, = E[d(n)X(n—D)] = E[X(n—ﬁ)XT(n)]W“ também ¢é zero. Com estes resultados, a

Eq. (3.4) fica reduzida a seguinte expressao:

E[W(n +1)] = ElTW(n)].

Isto significa que sob a ética da TI, o desenvolvimento posterior a Eq. (3.4) ndo existe.
Mesmo para o caso mais simples de estimacdo perfeita do atraso, D = D, jé‘ que o vetor
P, =P, (i’D = E[X(n-D)X" (n)]W*’ =0) é igual a zero, o que leva a um modelo
errado para o comportamento do valor médio dos coeficientes. Com o fato de P, ser

zero, ndo poderiamos calcular o valor étimo, como em (3.6), nem as equagdes seguintes,

vetor de.erro nos coeficientes, etc.

Como resumo, pode-se concluir que a nao utilizagdo da TI permitiu a elaboracdo de um
modelo matematico para descrever adequadamente o comportamento do sistema

adaptativo, utilizando o algoritmo DLMS.

3.1.14. Conversao do caso sob andlise no caso estudado por Long et al.

O artigo de Long et al., [9]", pode ser considerado com sendo um trabalho pioneiro em
relacdo a andlise do algoritmo DLMS, tendo como parametro disto o grande ndmero de
vezes que o mesmo tem sido referenciado. Nesta secdo, comparamos a andlise realizada
neste trabalho com os resultados de [9,29]. Para tal, vamos modificar a estrutura
proposta em [29], obtendo-se assim, uma estrutura que se aproxime do caso que
estamos estudando. Tal modificagdo pode ser melhor compreendida pelas seguintes

transformacgoes de blocos.

Diagrama da estrutura proposta em [9,29]:

! Posteriormente foi publicada uma corregio deste trabalho, Referéncia [29].
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d(n)
>+ } : e(n)
y(n) *@—\@ s

Um diagrama equivalente pode ser obtido deslocando o bloco correspondente ao atraso

na diregao indicada pelas setas. Também vamos substituir por D o bloco correspondente

a estimagdo do atraso, o que confere maior generalidade ao estudo realizado em [9,29]

(onde D= D). O diagrama em blocos resultante é o seguinte:

d(n)

X(I’l—D) A

A partir desse diagrama, vemos que o0 caso analisado em [9,29] corresponde a

substituirmos d(n) por d(n— D) em nossas equagoes. As equacOes modificadas sdo

apontadas a seguir. De (3.1) obtemos:

e(n)=d(n—-D)-X"(n—DYW(n- D)+ z(n). (3.45)

As Egs. (3.2), (3.3) e (3.4), resultam em:
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EIW(n +1)]= ETW(m)) + p(ELd (n - DYX(n — D)) - ETX(n ~ D)X (n ~ D)JE[W (n - D))
4 ElzmX(n - D)),
(3.46)

Chamando PD_I5 =E[d(n—D)X(n—l3)], podemos rescrever a expressao equivalente

para a (3.5), dada por:

EIW(n+D]= EfWmI+u(P, , ~R, ;E[W(n- b)]) G
A Eg. (3.6), é modificada para
R,W,, =P, (3.49)
onde P, = E[d(n— D)X(n - D)].
A Eq. (3.9) resulta em:
R_W, =P _ (3.50)

Note que para estimacdo perfeita do atraso, (3.50) reduz-se a (3.49). E importante
observar, também, que o valor em regime permanente (3.50) é diferente do obtido de
(3.9).

As Egs. (3.10) e (3.11) sdo também afetadas; no entanto, considerando a relacdo (3.50),
a Eq. (3.12) é mantida inalterada.

As Egs. (3.13) ou (3.14), resultam em:
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J(n)= E[d’(n)]- 2P E[V(n—D)]-2P] W,
+W/R,W, + W/R E[V(n-D)]
+E[V' (n-D)IR,W,,
+tr{RE[V(n-D)V" (n—D)]} + 57 .

(3.51)

As Egs. (3.15) a (3.17) sao modificadas. No entanto, aplicando-se (3.50), verifica-se que
o sistema de equagdes que descreve o momento de segunda ordem ndo apresenta

alteragao.Assim, continuam valendo as Egs. (3.37b) e (3.35d) para o caso de estimac&o

perfeita e, as (3.44) para o caso mais geral D=D.

As equagdes que permitem descrever o comportamento do algoritmo DLMS para os casos

da Fig. 3.1 e o estudado em [9,29] sdo resumidas nas tabelas I e II.

Tabela I.
Valor dos coeficientes em regime permanente
Caso
D=D D=#D

DLMS

Rowm =P, RD—ISWw = P[)

Fig. 3.1

DLMS B

R,W, =P, Nao considerado

Long et al. [9,29]

DLMS da Fig. 3.1
Substituindo R, W

ot =I)0 R AW :P
d(n) por d(n— D)
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Tabela II.
Equacgdes que descrevem o comportamento do algoritmo
utilizando o vetor erro nos coeficientes V(n)
Caso ~ -
D=D D#D
M1 M2 EMQ M1 M2 EMQ
(3.12)
DLMS subs. (3.37b) (3.19) (3.44a)
e 31 R . por| G35d) |subsWo | (312 (44b) | (3.19)
. 3. D-~D
lg por Wol (344C)
I{O
(3.12)
DLMS subs. Gamy | W Nso Nso N&o
Long et al. ) (3.35d) | Subs. W.. | considera | considera |considera
R, ; por
[9,29] R por W da da da
]
DLMS da Fig. 3.1 (3.12) 214
d(n) por R, por| (3350 subs. W,, | (3.12) (3.44b) (3.14)
por W (3.44¢)
d(n-D) R,

Como as equacgoes de diferengas que descrevem o momento de segunda ordem para o

A

caso D =D ndo sao modificadas, o limite de estabilidade dado pela Eq. (3.42) é o

mesmo para qualquer um dos casos da Tabela II.

Assim, a andlise apresentada nesta segdo inclui as anadlises do algoritmo DLMS presentes
na literatura, permitindo ainda o estudo do caso de erro na estimagdo do atraso. Uma
outra vantagem desta analise é a forma mais compacta das equagdes que descrevem o

momento de segunda ordem. A expressao apresentada em [9,29] tem infinitos termos.
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3.2 RESULTADOS DE SIMULACOES PARA O ALGORITMO DLMS

Nesta segdo sao apresentados resultados de simulagdes a fim de avaliar a modelagem

proposta. Primeiramente, sdao mostrados dois exemplos relativos a estabilidade do

algoritmo DLMS quando D = D (Secao 3.1.8). Os exemplos restantes mostram as
evolugbes temporais do vetor erro nos coeficientes e do EMQ correspondentes a

simulagao e ao modelo proposto.

3.2.1 Simulacdo 1:

A planta utilizada para este exemplo é W’ =[-1,5;1;-0,7]. Assumimos estimacdo
imperfeita do atraso no caminho secundario, sendo D =1 e sua estimacdo D =0. A taxa
de aprendizagem € p=0,01 ((K,.) s =0,2). O sinal de entrada é um ruido colorido
gaussiano com variancia o> =1. O ruido de medicdo é um ruido branco gaussiano com
variancia ci =0,0001. Os coeficientes do processo AR que gera o sinal de entrada sao
a, =-0,195 e a, =0,95. A dispersdo dos autovalores é y =1,22 e os elementos da matriz

de correlagdo sao r, =1, =01, r,=-0,9305 e r, =0,2764 .

A Fig. 3.2a apresenta o comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo,
obtidos por simulagao e usando o modelo dado pela Eg. (3.5). Da Eq. (3.9) temos que o

valor em regime permanente é W, =[2897;-596,5;3048,1], o qual pode ser verificado

nesta figura.
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ElW(m)]
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iteragdes x10°

Fig. 3.2a. Evolugao dos coeficientes do filtro adaptativo para entrada correlacionada e usandoc o
algoritmo DLMS.

Na Fig. 3.2b é mostrado um detalhe da Fig. 3.2a correspondente as primeiras 5000
iteragdes. A simulagao, em linha pontilhada, € obtida pela média de 20 realizagdes. Pode-
se observar que o modelo proposto prediz satisfatoriamente o comportamento oscilatério
dos coeficientes do filtro. Este comportamento nao pode ser previsto usando a TI, a qual
leva a um comportamento médio exponencial para os coeficientes.

E[W (m)]

-1
-2

3

i

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

-4

ilcragdcs
Fig. 3.2b. Detalhe das primeiras 5000 iteracdes da Fig. 3.2a. Simulacado (linha azul) e modelo E.
(3.5) (linha preta).
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3.2.2 Simulacdo 2:

Neste exemplo, a planta € dada por W° =[1;0,5]. O atraso do caminho secundario &
D=1 e sua estimagdio D =0. A taxa de aprendizagem utilizada é p = 0,01. Como sinal
de entrada usamos um ruido branco gaussiano com variancia o, =1. O ruido de medi¢do

€, também, branco e gaussiano com variancia ¢ = 0,0001.

A Fig. 3.3, apresenta 0 comportamento médio dos coeficientes de acordo com (3.5).
Verifica-se que o algoritmo ndo converge, conforme previsto na segao 3.18. A

impossibilidade de convergéncia para D # D com entrada ruido branco foi comentada em
[26], mais ndo prevista teoricamente.

E[W(n)]

10F
0

-10p

50 Rl s R R e oy
O 100 200 300 400 500 600 700 3800 900 1000

ilcragdcs
Fig. 3.3. Evolugao dos coeficientes do filtro adaptativo, caso DLMS, com entrada ndo
correlacionada. Coeficiente w, (#) (linha azul) e w,(n) (linha verde).

3.2.3 Simulagao 3:
Para este exemplo utilizamos como planta: W =[-0,197,0,1179; 0,8, 0,19;-0,0197].

Os atraso do caminho secundario e sua estimacdo sdo D=0 =1. A taxa de

aprendizagem utilizada € p=0,005, sendo 0 maximo valor dado pela Eq. (3.43)

Mo = 0,222. O sinal de entrada € um ruido branco gaussiano com variancia ¢> =1. O
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ruido de medigdo adicionado é branco e gaussiano com variancia . = 0,0001. A partir da

Eq. (3.9), o valor em regime permanente € W_ =[0,1179;0,8;0,19; -0,0197; 0].

A Fig. 3.4.a ilustra a evolugdo temporal do vetor erro nos coeficientes. Assim, pode-se
avaliar o uso da Eq. (3.9). Os componentes do vetor erro nos coeficientes (Eq. (3.12))
tendem a zero com o decorrer das iteragoes.

ElV(m)]
0.1

0
-0.1
02¢ .
03}
04}
05}
-06F

0.7}

-0.8

-0.9

L

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

iteracOes

Fig. 3.4a. Evolugado dos coeficientes do vetor erro nos coeficientes. Simulagdo (linha azul), modelo
Eqg. (3.12) (linha preta).

Na Fig. 3.4b € mostrado o erro médio quadrético obtido a partir das Egs. (3.12), (3.37b),

(3.35d) e (3.14). Desta figura, pode-se avaliar o uso da Eq. (2.44), a qual estima o erro
cometido pelo algoritmo.
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EMQ [dB]

10
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ilcragocs

Fig. 3.4b. Erro médio quadratico. Simulagdo (linha azul), modelo (linha preta). Erro medido 0,0404,
erro estimado pela Eq. (2.44) 0,0403.

3.2.4 Simulacdo 4:

Neste exemplo sdo utlizadas as mesmas respostas da Simulagdo 3. No entanto,
aumentou-se o valor do atraso para: D =D=2. A taxa de aprendizagem é p = 0,005
sendo o maximo valor dado pela Eq. (3.43) p_,. =0,1818. O sinal de entrada é um ruido
branco gaussiano com varidncia o.=1. O ruido de medicdo utilizado tem varidncia
o’ =0,0001. Da Eq. (3.9), o valor em regime permanente dos coeficientes do filtro
adaptativo € W_ =[0,8;0,19;-0,0197; 0;0], o qual pode ser verificado a partir da Fig.

3.5a, uma vez que o vetor erro nos coeficientes (Eq. (3.12)) tende a zero com o decorrer
das iteragoes.
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E}V(m)]
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Fig. 3.5a. Evolugao dos coeficientes do vetor erro nos coeficientes. Simulagdo (linha azul), modelo
Eq. (3.12) (linha preta).

Na Fig. 3.5b € mostrado o erro médio quadratico obtido a partir das equagbes (3.12),
(3.37b), (3.35d) e (3.14). Desta figura, pode-se avaliar o uso da Eq. (2.44), a qual estima
0 erro cometido pelo algoritmo.

EMQ [dB]

U

i0 T

10

10 1 L ' L 1
0O 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

iteracOes
Fig. 3.5b. Erro médio quadratico. Simulacdo (linha azul), modelo (linha preta). Erro medido 0,0536,
erro estimado pela Eq. (2.44) 0,054.
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Da comparagao entre as Figs. 3.4b e 3.5b, observa-se que, a medida que o atraso
aumenta, o EMQ também aumenta, como se devia esperar. Este fato também é previsto
pela Eq. (2.44).

3.3 CASO GERAL

Esta secdo estende a analise da segdo 3.2 para o estudo do comportamento dos
momentos de segunda ordem dos coeficientes do filtro adaptativo correspondente ao
caso mais geral. Neste caso os blocos correspondentes ao caminho secundario e sua

estimacgao realizam operagdes de filtragem.

Por conveniéncia, é repetida a figura correspondente ao diagrama em blocos do algoritmo
LMS filtrado da Fig. 3.6. Da mesma forma que na Fig. 3.1, W*° é o sistema desconhecido

e W(n) é o filtro adaptativo. Como foi anteriormente mencionado, a diferenca em

relagdo ao caso DLMS, reside em que S e S s&o modelados agora por filtros FIR lineares.

Figura 3.6. Diagrama em blocos do algoritmo LMS filtrado.

Tal como na segdo anterior, vamos comecar determinando a expressao do erro

instantaneo, para depois calcular o valor esperado do erro instantdneo ao quadrado. Uma
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vez obtida esta Ultima expressdo, podemos conhecer a forma da matriz de correlagdo que

devemos determinar.

3.3.1. Sinal de erro

A partir do diagrama em blocos da Fig 3.6, o sinal de erro é dado por:

e(n)=d(n)—y,(n)+z(n), (3.45)
onde,

d(n)=X"(n)W°, (3.46)

y(n) =X" (mW(n)=W" (m)X(n), (3.47)

YW= Y5, yn—i) = >, X (n-hW(n—i). (3.48)

Substituindo (3.47) e (3.48) em (3.45), obtém-se a expressdo para o erro instantaneo,

dada por:

M -1
e(n)y=d(n)-Y s, X" (n—i)W(n—i)+z(n) . (3.49)

i=0

3.3.2. Erro Médio Quadratico

Elevando ao quadrado a Eq. (3.49), temos:

M-1
e’(n)=d*(n)-2) s, dm)X" (n—i)W(n—i)
M-1M-1 -
+3 > 55, X (n-)W(n-)X" (n— j)W(n - j) (3.50)

i=0 j=

-1
+2d(n)z(n) - 2MZ s5,2(mX" (n—))W(n—i)+z*(n).

i=0
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Tomando o valor esperado em ambos lados da Eq. (3.50), temos:

Ele* ()= Ela>m)]- ZMZI s EldmX" (n-yW(n—1)|
i=0
-1

M-1M
T _ _ T _
+§ Os,s E[X ] W(n DX (n—j)W(n /)] (3.51)

- 22 S,-E[z(n)XT (n—)W(n- i)]

i=0

+2E[d(n)z(m)]+ E[z>(n).

Para obtermos a expressao do erro médio quadratico (EMQ), a partir da Eq. (3.51) vamos

utilizar as suposigoes (III.i) e (IIL.ii), resultando na seguinte expressao:

E[e2 (n)] = E[d*(n)]- 2Mf s PTE[W(n—i)]
- (3.52)

M-1M-1

+ ) sstr{ R EWm— HW (n-i)| }+ 62

i=0 j=0

Expressando a Eq. (3.52) em fungao do vetor erro nos coeficientes V(n)=W(n)-W,_,

obtém-se a seguinte expressao:

Ele*(n)]= E[dz(n)]—znfs,.l),.TE[V(n —i)]~2MZ_:I sPTW,

!

M-1M-1 " M- IM’ l0

+Z s,sltr{R LE[V(n- j|W! }+ s,s_,.rr{Rj_,.WwE[VT(n—i)]} (3.53)
i=0 j=0 i=0 j=0

+ %y s,sjtr{ R, W W/ }+M_IM_ls,.sjtr{ Rj_,.E[V(n - HVi(n- i)] }+0'
i=0 j=0 i=0 j=0

A partir da Eq. (3.53), da mesma forma que em (3.14), pode-se observar que para
descrever o comportamento do erro médio quadrético, deve-se conhecer o valor esperado

do vetor erro E[V(n)], ja determinado no Capitulo 2 (Eq. (2.50)), e a matriz de
correlagdo E[V(n— j)V' (n—i)]. De maneira anéloga ao calculo de (3.17), o primeiro

passo € calcular o produto V(n— j)V' (n—i), como em (3.16), utilizando (2.47). Em
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seguida, calcula-se o valor esperado utilizando (III) e, empregando a notagao adotada

para escrever (3.19), a expressao recursiva para K ;i) pode ser escrita como:

K, (n=K, (n-1)

M-1M-1 M=1M-1
-y ZSL /K, wim—DR, —p 55 R, IKA+/1(n_1)
k=0 1=0 %=0 1=0
UM -1 M1 M1
+ 8,5,8 R K n—
W rard ,Z OZ‘) 5 R Koy (= DR, (3.54)
+Rgip jKr+i.k+j (n— 1)Rm+i—k—j

+Rm+: - ] {RH_,'_/\-_ij*,j’rﬂ-(n—1)})

g skSIRI+i—k—jE[Z(n_i_l)z(n_j—l)]'

No Apéndice B sao detalhados os passos para a obtencao de (3.54). Para descrever

completamente a variavel K, (n), devem-se conhecer também as variaveis

(n)=E[V(in—-j))V' (n-k-i)] e K,,..(n)=E[V(n—k - j)V' (n—1i)]. O célculo de

/ k+i k+j.d

(n) ou K, ..(n) € realizado como em (3.23). Partindo de (2.47) determina-se, por

/k+1 k+j.i

exemplo, V(n— j). Pés-multiplicando ambos lados por V' (n—k—i), o valor esperado

E[V(n— ))V" (n—k —1i)] resulta a seguinte express3o:

M-1M-1

Kj.k+i(n):Kj,kﬂ'—l(n—l)—p'z Sn m I m+ j,k+i— l(n ) (3‘55)

m=0 [=0

=

Apos a aplicagdo do processo de redugdo dos indices das matrizes K ;;(n), procedendo

como em (3.21), obtém-se o seguinte sistema de equagdes que descrevem o

comportamento da matriz de correlagao:
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Koo(n)=K;,(n-1)

M-1M-1 M-1M-I

= HZ Z 55 Kox(n=DR - HZ z 5SR K o(n=1)

k=0 1=0 k=0 1=0
M-IM-IM-1M-]

S SS

k=0 =0 r=0 m=0

5,555, (R, K, (n—DR

rem

(3.56a)

m-r

+R, K ,(n-DR,
+R, (R, K, (n-1})

m-1

M-1M-|

2 HZ Z ZskSIRlvai )

k=0 1=0

M-1M-1
K\ (n)= K().A-l(”"l)_uz Zsk‘ele—lKk,A~l(n 1) A=1,...M -1 (3'56b)

k=0 1=0

As Egs. (3.56) sao completamente analogas as (3.25). No Apéndice B, é descrito o

procedimento para a determinagao das Equagoes (3.56a) e (3.56b).

3.4 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nesta segao sdo apresentados resultados de simulagdes que avaliam a qualidade do novo
modelo proposto. Sdo mostradas as curvas correspondentes a evolugao temporal do erro
médio quadratico obtidas por simulacao e, a partir do novo modelo proposto Egs. (3.53) e
(3.56).

3.4.1 Simulacdo 1:

A planta utilizada neste exemplo é dada pela seguinte resposta ao impulso:
W?=[1,0,8415;0,4546; 0,0470;-0,1892;-0,1918;-0,0466;0,0939;0,1237;0,0458;-0,0544] .

O caminho secundario e sua estimagao sao representados pela resposta ao impulso
S =8 =[1;0,5]. A taxa de aprendizagem é p = 0,005 ((it,,,).ys = 0,0909). Como sinal de

entrada utilizou-se um ruido branco gaussiano com varidncia o> =1 e como ruido de

medigdo foi utilizado um ruido branco gaussiano com varidncia o’ =0,0001.

A Fig. 3.4.1a ilustra a relagdo entre as bandas passantes das fungdes de transferéncia

correspondentes a planta e ao caminho secundario.
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Fig. 3.4.1a. Relacdo entre as handas naceantec da nlanta (linha nretal & do raminhn cecindieis
(linha azui).

-~

Na Fig. 3.4.1b, é mostrado o erro médio quadratico ohtido por similacia & o calcilads =

-

nartir dac Fae (R BR). (R RR) a (2 KM Na mecma fiaura nade sar awalizds & osn 22 T
(2.44) que oferece uma estimacin dn arrn em avracen A nartir da cimidacio o arrn em
excesso medido é 73410 e através da Fq. (2.44) ohtém-se 74410 o aue representa

uma aceitavel predicao.
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Fig. 3.4.1b. Erro médio quadratico: simulacn (linha azil) @ madaln Fa (2 BRY {linha nreis) Foc

medido 7,341 107, erro estimade psla Eg. (2,443 7,441 i
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3.4.2 Simulacdo 2:

A planta para este exemplo é dada porw’=[-002:01172. 2

<o

caminho secundario é S=[10,5] e sua estimativa é S-=[1.-05].
aprendizagem é p=0,005 ((1_.. ). =0,2). Como sinal de entrads fof utifizade um ruide

branco gaussiano com varidncia > —1 0 ruidn de madicia & hrancn & aaucciana rom

variancia ¢ = 0,0001.

*

A Fig, 3.4.2a mostra a relacdo entre ac handac naceantac rarrecnnndentse 2 nlaniz

caminho secundario e 3 estimacdn dn caminhon ceruindarin. Necte avemnin foi utilizada

como estimacdo do caminho secunddrio, uma transfernciz com corntorizhicns anackne o

oAl T R TLIRAT ATLSRSDIINT I8

S com o ohietivo de verificar se 0 madelo (Fa. {3.568Y) nrediz o comnartamenta do CMA

nesta situacao.
(dB)
5 T
] [ .
3 i <
iy
p // \Q\
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-10!
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1

Freqiéncia normalizada
Fig. 3.4.2a. Relacdo entre as handac paccantac da nlanta {linha nreta} dn raminhn carnndirin
[lmha azul) e de sua esumagcg 3 ;'..uh.. m-..‘!.-,

A pertir da Fig. 3.4.2b, pode-se observar que a falta de casamentn entre € o iz

estimacdo se traduz num aumento do errn minima Da cimulacZs tomns ais o aren

el

medido em regime permanente é 00060. Usands (2.44) ahtemcz 20092, =i

w ey o o LR LS

corresponde a uma boa indicacio do erro qus sard atingidn nalo alaaritme,
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EMQ [dB]
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Fig. 3.4.2b. Erro médio quadratico: simulacdo (linha azul) e modeln Fq (2 K6} flinha nrata) Frm
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3.4.3 Simulacao 3:

A planta utilizada € W’ =[-1,5;1;-0,7]. O caminho secundaric o suz estimacia <3n

dados por S:§=[1; 0,5]. A taxa de aprendizagem utilizada € p=0,008

(... )rais = 0,2) . Como sinal de entrada foi utilizado um ruido colorida gancsiana com

varidncia o7 =1. Como ruido de medic3o foi utilizado um ruido branco gaussiano com

varidncia o’ =0,0001. O sinal correlacionado & gerads atravée de um nrazaccs AP com

P e —— ——

coeficientes dados por a, =—0,195 e a, =0.95. A dispersdo dos autovalores dz matriz de

correlacdio € y =122. Os elementos da matriz de correlacdo sdo dados por 7 -1,
r=0,1, r,=-09305 e r,=0,2764.

A Fig. 3.4.3a apresenta as bandas passantes correspondontcs 2 plants, oo cominhe

¥ i
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20 [\
10 /
) R

9 I R
& N
10 oY
-20

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Freqliéncia nomalizada
Fig. 3.4.3a. Relagdo entre as bandas passantes da planta (linha preta), do caminho secundario
(linha azul) e do filtro que cria a entrada correlacionada (linha vermelha).

Na Fig. 3.4.3b é mostrado o erro médio quadratico. Desta figura pode-se observar o bom
casamento entre a predicao, obtida a partir do modelo proposto (Eq (3.56)), e o resultado
da simulagao.

EMQ [dB]
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

iteragcoes

Fig. 3.4.3b. Erro médio quadratico: simulagao (linha azul) e modelo Eq. (3.56) (linha preta). Erro
medido 0,0079, erro estimado pela Eqg. (2.44) 0,00791.

3.4.4 Simulacao 4:

Neste exemplo vamos comparar o modelo proposto com o modelo obtido utilizando a
teoria da independéncia. Para isto, vamos utilizar os mesmos dados que na simulagdo 1.
A Fig. 3.4.4 ilustra o erro médio quadratico obtido a partir de (3.56) e 0 mesmo baseado

na teoria da independéncia. Para obter este Ultimo modelo devemos zerar as matrizes
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R, ; quando i+ j. Isto ocasiona que muito termos sejam desconsiderados, tanto na

expressao do calculo do valor esperado quanto nas equacoes do calculo da matriz de
correlagao. Desta figura, pode-se observar que a predicdo do comportamento do erro
médio quadratico, obtida a partir do modelo que utiliza a teoria da independéncia, nfo
representa o comportamento real.

EMQ [dB]

10'
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000

iteragdes
Fig. 3.4.4. Erro médio quadratico: modelo utilizando a teoria da indepandéncia (linha vermalha) e
modelo proposto Eq. (3.56) (linha preta).

3.5 ConcLusOES

Este capitulo apresentou uma andlise do comportamento dos momentos de segunda
ordem dos coeficientes para o algoritmo LMS filtrado. O novo madalo n3o ttiliza 2 teoria

Pt T

da independéncia, levando em consideracdo a correlacio entrs o5 difarantas votorss 2o
sinal de referéncia. A partir do apresentado neste capitulo, pode-se observar a
analitico. Sem a utilizagdo desta simplificagdo, conseguimos estudar o que 2conteca
quando existe um erro na estimagdo do atraso no caso do algoritmo DIMS  anen

Id, Pt

diferentes tipos de entradas: ruido branco gaussiano e ruido coloride gaussiznz. Az
conclusdes que resultaram deste estudo ndo poderiam ser obtidas & !uz da ooz 22
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independéncia, tal como foi mostrado na Se¢ao 3.1.8 e na Segao 3.1.14. Foram obtidas as
equagdes recursivas matriciais que governam o comportamento da matriz de correlacdo
dos coeficientes do filtro adaptativo em fungdo da estatistica do sinal de entrada, para
estimagao perfeita do atraso e para o caso de erro de estimagao, para o algoritmo DLMS.
Mostrou-se, também, que a analise proposta deste algoritmo é uma analise geral, e que
os estudos presentes na literatura podem ser considerados como casos particulares.
Finalmente, foram obtidas as equagOes recursivas matriciais para os momentos de
segunda ordem para o caso geral. Neste caso, a dificuldade matematica ndo permitiu
avangar nos calculos visando a obtencdao de um limite superior para a taxa de
aprendizagem. Através de resultados de simulagbes foi possivel avaliar a qualidade do
novo modelo proposto. Na proxima secdao sao apresentados exemplos onde o
comportamento do algoritmo (velocidade de convergéncia e erro em regime permanente)
sao observados em relagdo aos tipos de respostas em freqiiéncia que apresentam a

planta, o caminho secundario e sua estimacao.
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- Aplicacoes

Neste Capitulo sdao apresentados alguns exemplos de aplicagdo onde as respostas ao
impulso utilizadas representam situagdes que podem ser encontradas na pratica. Em
todos os casos € comparado o modelo tedrico proposto com a simulagdo. O objetivo
principal deste capitulo é fornecer um conhecimento do desempenho que pode-se esperar
do algoritmo, através da apresentacdo de uma série de exemplos. O conhecimento que
pretendemos abordar consiste em relacionar o nimero necesséario de iteracbes para
atingir o regime permanente e o erro médio quadratico, que o algoritmo fornece nessa
condigdo, com os tipos de resposta em freqiiéncia da planta, do caminho secundario e de
sua estimagao.

Exemplo 4.1

Neste exemplo é utilizada uma planta com uma resposta em fregiiéncia do tipo passa
baixas, modelada pela seguinte resposta ao impulso:

W =[ 0,0061; 0,0343;0,0954;0,1671;0.2;0,1671;0,0954;0,0343;0,0061]

Este tipo de resposta em freqiiéncia é usualmente apresentado pelo caminho primario em
aplicagdes de controle ativo de ruido acustico. O caminho secundario apresenta uma
caracteristica de resposta em freqiiéncia do tipo passa faixa de banda larga,
apresentando uma atenuagdo importante na regido de baixas freqiiéncias. Esta atenuacdo
€ uma caracteristica do transdutor utilizado, que é geralmente um alto-falante, possuindo
uma resposta deficiente para freqiiéncias muito baixas. Para avaliar o que acontece nesta
situagdo, uma resposta ao impulso do caminho secundario com tais caracteristicas é dada

por:

S=[ -0,0801;0,2561;-0,058;0,2523;-0,4996; - 0,333, 0,6396; - 0,2824;0.108]
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A Fig. 4.1a mostra a relagdo entre as bandas passantes da planta e do caminho
secundario. Nessa figura pode-se observar o mencionado em relagdo as caracteristicas

das transferéncias utilizadas. Neste exemplo assumimos estimacdo perfeita, S=S.

Outros parametros utilizados sdo: taxa de aprendizagem p = 0,005, sendo o valor limite
determinado em forma experimental, para o qual o algoritmo n3o converge,

Ko =0,075. O sinal de entrada é um ruido branco gaussiano com varidncia 6> =1 e 0

ruido de medigdo é um ruido branco gaussiano com variancia o> = 0,0001.
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Fig. 4.1a. Resposta em freqiiéncia da planta (linha preta) e do caminho secundario (linha azul).

Na Fig. 4.1b é mostrado o comportamento dos coeficientes do filtro adaptativo obtido
pela média de 50 realizagdes, até atingir o regime permanente. Também, nessa figura
podemos verificar a expressao (2.21), que prediz o valor em regime permanente dos

coeficientes do filtro, para o caso S=$ , sendo dado por:

W, =[ -0,0269;0,0547;0,185;0,2922; 0,3306; 0,3085; 0,2491;0,1687;0,0856]

10N
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Fig. 4.1b. Valor médio dos coeficientes do filtro adaptativo, obtido através de 50 realizagdes.

Na Fig. 4.1c é comparado o resultado da simulagdo com o modelo (Egs. (2.37)), para as
primeiras 12000 iteragdes. Dessa figura pode-se observar o excelente casamento entre a
simulacdo e o novo modelo proposto. Esta figura também mostra a evolugdo dos
coeficientes do filtro adaptativo utilizando o modelo obtido usando a teoria da
independéncia (Eq. (2.38)). Note que a predicdo do comportamento dos coeficientes
deste modelo esta longe do que acontece na pratica.

EIW()]

ozsr
02}

0.15-

-0.1

60.00 8(;00 10.000 12000

iteragdes
Fig. 4.1c. Detalhe do comportamento transiente dos coeficientes do filtro adaptativo. Simulacdo
(linha azul), modelo Eq. (2.37) (linha preta) e modelo utilizando a teoria da independéncia Eq.

(2.38) (linha verde).
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A Fig. 4.1d mostra o erro médio quadratico obtido da simulagdo e a partir do modelo
utilizando as Egs. (3.51) e (3.56). Também, podemos verificar a Eq. (2.44) que prediz o
erro minimo, sendo erro medido igual a 0,093 e da Eq. (2.44) 0,0935.

MSE [dB]
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Fig. 4.1d. Erro médio quadratico simulagdo (linha azul) e modelo Egs. (3.51) e (3.56) (linha cinza).

A Fig. 4.1e apresenta a resposta em freqiiéncia da convolugdo entre a resposta do filtro
adaptativo em regime permanente e o caminho secundario (linha vermelha), junto com as
correspondentes a planta (linha preta), ao caminho secundario (linha azul) e do filtro
adaptativo em regime permanente (linha verde). Note-se que o caminho de adaptacgo,
dado pela convolugdo entre o filtro adaptativo e caminho secundério, ndo consegue
modelar a planta na regido de freqiiéncias baixas, estando limitado pela caracteristica do
caminho secundario nessa regido. Entretanto, o filtro adaptativo acompanha a planta até
0 ponto em que a atenuagdo desta Ultima comega ser importante, a partir de,
aproximadamente, o valor de freqiiéncia normalizada 0,4.

10
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Fig. 4.1e. Respostas em freqiiéncia da planta (linha preta), caminho secundario (linha azul),
convolugao do filtro adaptativo em regime permanente e o caminho secundario (linha vermelha) e
o filtro adaptativo (linha verde).

A partir dos resultados obtidos, pode-se inferir que a lenta convergéncia apresentada e o
elevado erro residual estdo relacionados com a resposta em freqiiéncia dos sistemas
envolvidos. A “janela” de freqiiéncias onde o algoritmo recebe energia é determinada pela
combinagdo do caminho secundario, na regido inferior, e pelo caminho primério na regido
superior. Esta situagdo também se reflete no erro médio quadratico em excesso que,
como pode-se observar na Fig. 4.1d, possui um valor alto em regime permanente. Nos
proximos exemplos vamos ver o que acontece quando se aumenta o valor da taxa de
aprendizagem, quando a estimagdo do caminho secundario ndo é perfeita e, no exemplo
4.4, vamos ver o comportamento do algoritmo quando o caminho secundério ndo impoe
restricdes na faixa de freqiiéncias do caminho primario, ou seja, quando aumentamos o
tamanho da janela de fregiiéncias.

Exemplo 4.2

Neste exemplo vamos investigar a influencia da taxa de aprendizagem no comportamento
do algoritmo e, também, avaliar o modelo proposto para outro valor de . Para isto, sdo

utilizadas as mesmas condigdes que no Exemplo 4.1, sendo a Unica diferenca para este
caso o valor da taxa de aprendizagem, sendo dada por p = 0,03, o que representa o 40%

do valor maximo. Em relagdo ao valor anteriormente utilizado, o novo valor € 6 vezes
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maior portanto € nosso interesse avaliar a Eq. (2.44) com o objetivo de determinar se a
predicdo do erro continua valendo.

Dado que a planta, o caminho secundario e sua estimagdo sdao as mesmas que no
Exemplo 4.1, a figura correspondente as respostas em freqiiéncia € a Fig. 4.1a. Na Fig.
4.2a é comparado o resultado da simulagdo com o modelo (Egs. (2.37)). Dessa figura
pode-se observar o excelente casamento entre a simulagdo e o novo modelo proposto,
para os diferentes valores de p utilizados. A Fig.4.2a, também mostra a evolugdo dos

coeficientes do filtro adaptativo utilizando o modelo obtido da teoria da independéncia Eq.
(2.38). Note que a predigdo do comportamento dos coeficientes deste modelo esta longe
do que acontece na pratica. Também podemos verificar a Eq. expressdo (2.43), que
prediz o valor em regime permanente dos coeficientes do filtro, sendo dado por:

W, =[ -0,0269;0,0547;0,185;0,2922; 0,3306; 0,3085; 0,2491;0,1687;0,0856]

O valor médio dos coeficientes em regime permanente, obviamente, é o0 mesmo que no
exemplo 4.1. No entanto, da mesma forma que no algoritmo LMS cléssico, as flutuagdes
do valor do coeficientes ao redor do valor médio sdo maiores na medida em que a taxa
de aprendizagem aumenta. Portanto, neste exemplo foi efetuada a média de 100
realizagdes a fim de obter as curvas, obtidas da simulagdo, com a menor flutuagdio
possivel. Em fungdo do valor de p observamos que os coeficientes atingem o regime

permanente, aproximadamente, na iteragdo 6000; sendo que antes deviam transcorrer
aproximadamente 50000 iteragdes para o regime permanente.
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Fig. 4.2a. Evolugdo dos coefidentes do filtro adaptativo. Simulagdo (linha azul), modelo Eq. (2.37)
(linha preta) e modelo utilizando a teoria da independéncia Eq. (2.38) (linha verde).

A Fig. 4.2b mostra o erro médio quadratico obtido da simulagdo e a partir do modelo
utilizando as Egs. (3.51) e (3.56). Também, verificamos que a predicdo do erro minimo da
Eq. (2.44) comega a se afastar do valor real, na medida em que o valor de p aumenta.

Isso é esperado, ja (2.44) foi obtida para valores pequenos da taxa de aprendizagem,
sendo erro o medido 0,0941 e o dado pela Eq. (2.44) igual a 0,0935. Note-se que o EMQ
medido, em regime permanente, aumentou em relacdo ao caso do exemplo anterior. Este
fato estd de acordo com o que também acontece com o LMS classico, ou seja, um

aumento na taxa de aprendizagem produz um aumento do erro médio quadratico
residual.

10
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Fig. 4.2b. Erro médio quadratico simulagdo (linha azul) e modelo (linha cinza) Egs. (3.51) e (3.56).

Em relagdo a suposigdo (II)-(segdo 2.4), tal como verificamos no capitulo 2, para o valor
da taxa de aprendizagem utilizada que pode ser considerada alta, ndo registrou-se
nenhum efeito aprecidvel no modelo proposto, no sentido de que o mesmo continua
acompanhando a simulagao. Tendo visto o que acontece quando se aumenta o valor da
taxa de aprendizagem, no préximo exemplo vamos analisar o efeito dos erros na
estimagdo do caminho secundario.

Exemplo 4.3

Neste exemplo vamos investigar a o que acontece quando a estimagdo do caminho
secundario ndo é perfeita. Para isto, sdo utilizadas as mesmas condi¢des que no exemplo
4.1 e 4.2. Neste caso, a diferenca reside em que vamos admitir erro na estimagdo do
caminho secundario. A fim de comparar as respostas impulsivas do caminho secundario e
sua estimagdo, as mesmas sdo colocadas a seguir:

S =[-0,0801;0,2561;- 0,058; 0,2523; - 0,4996;-0,333; 0,6396; - 0,2824; 0,108]

S= [-0,1;0,23;0,0;0,27;-0,45; - 0,4;0,6; - 0,3; 0,0]
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Os outros parametros sdo: taxa de aprendizagem p=0,03, para este caso o valor
maximo, determinado experimentalmente, continua sendo 0,075. Como sinal de entrada

utilizamos um ruido branco e gaussiano com varidncia 6> =1, a variancia do ruido branco

gaussiano aditivo é o = 0,0001. A Fig. 4.3a mostra a relagdo entre as bandas passantes

da planta, o caminho secundario e sua estimacdo. Nessa figura pode-se observar o
mencionado em relagdo as caracteristicas das transferéncias utilizadas.

dB
()50

-50 / \‘
-100 \f\ Poi ﬁ\(—

| AV 4

-150
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Freqiiéncia normalizada

Fig. 4.3a. Resposta em freqiiéncia da planta (linha preta), do caminho secundario (linha azul) e
estimacdo (linha verde).

Na Fig. 4.3b é comparado o resultado da simulagdo, através da média de 100 realizagBes,
com o modelo (Egs. (2.37)). Dessa figura pode-se observar o excelente casamento entre
a simulagdo e o novo modelo proposto para a situagdo analisada. A Fig.4.3b, também
mostra a evolugao do valor médio dos coeficientes do filtro adaptativo utilizando o modelo
obtido usando a teoria da independéncia (Eq. (2.38)). Note que a predigdo do
comportamento dos coeficientes deste modelo estd longe de predizer o real
comportamento dos coeficientes. Também podemos verificar a expressdo (2.43), que

prediz o valor em regime permanente dos coeficientes do filtro, para o caso S#S , sendo
dado por:

W, =[-0,0468;0,0193;0,1527;0,272;0,3318;0,330; 0,285;0,204; 0,1128]

Em fungdo do erro de estimagdo, note que os valores de regime permanente sdo
diferentes em relagdo aos obtidos nos exemplos anteriormente apresentados. Também,
pode-se perceber o menor numero de iteragbes necessérias para entrar em regime
permanente. Este fato, que pode ser considerado como sendo interessante, depende da
qualidade da estimag@o.

1nn
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MSE [dB]
0.% Al T T T T T T T T
03} r §
5 Lo AN
025t f 4 E
0.2} : B
045} f { e B CAGS N e R
0.1 T b Bl b e s b T T L 3
0'05 r‘i' y -
/ T LI LT . L e Sy
ol __
O-WW
_01 L 1 1 1 2 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2
iteragdes x10*

Fig. 4.3b. Detalhe do comportamento transiente dos coeficientes do filtro adaptativo. Simulacgo
(linha azul), modelo Eq. (2.37) (linha preta) e modelo utilizando a teoria da independéncia Eq.
(2.38) (linha verde).

A Fig. 4.3c mostra o erro médio quadratico obtido da simulagdo e a partir do modelo
utilizando as Egs. (3.51) e (3.56). Também verificamos que a predigdo do erro minimo da
Eq. (2.44). Para este caso, temos que o erro medido é 0,0964 e, a partir da Eq. (2.44)
obtemos 0,0953. Comparando com o exemplo 4.2, vemos que o EMQ em regime
permanente aumentou devido a dois fatores: a falta de casamento entre o caminho
secundario e sua estimagdo, e ao p mais elevado.
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Fig. 4.3c. Erro médio quadratico simulagdo (linha azul) e modelo (linha cinza) Egs. (3.51) e (3.56).

A Fig. 4.3d apresenta a resposta em freqiiéncia da convolugdo entre a resposta do filtro
adaptativo em regime permanente e o caminho secundario (linha vermelha), junto com as
correspondentes a planta (linha grossa), ao caminho secundario (linha azul), a estimacdo
(linha verde) e ao filtro adaptativo (linha verde clara). Note que o caminho de adaptagdo
esta sempre limitado pelo caminho secundério. O motivo da lenta convergéncia e do erro
elevado reside na faixa estreita de freqiiéncias, ao redor da freqiiéncia 0,2, onde caminho
de adaptagdao permite passar a maxima energia.
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Fig. 4.3d Respostas em freqiiéncia da planta (linha preta), caminho secundario (linha azul),
estimagdo (linha verde), convolugdo do filtro adaptativo em regime permanente e o caminho
secundario (linha vermelhaa) e o filtro adaptativo (linha verde dara).
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Verifica-se que o tipo de resposta em freqiiéncia do caminho secundario tem forte
influencia tanto na velocidade de convergéncia quanto no EMQ minimo que o algoritmo
fornece. Isso sera comprovado, no proximo exemplo vamos comprovar este fato.

Exemplo 4.4

Para investigar a influéncia do caminho secundario, neste caso usamos uma caracteristica
de resposta em freqiiéncia do tipo passa baixa menos restritiva que a da planta. A
resposta ao impulso dada por € S =[1;0,5]. A planta para este exemplo é a mesma que
vem sendo utilizada nos exemplos anteriormente apresentados. Neste exemplo
assumimos estimagao perfeita, S=S. Os outros parametros utilizados sdo: taxa de
aprendizagem p=0,005. O valor para o qual o algoritmo ndo converge é 0,08,
determinado de forma experimental. O sinal de entrada € um ruido branco gaussiano com
varidncia o2 =1, a varidncia do ruido branco gaussiano aditivo o2 =0,0001. Estes
parametros sdo iguais aos do exemplo 4.1 a fim de deixar como Unica varidvel o caminho
secundario. A Fig. 4.1a mostra a relagdo entre as bandas passantes da planta e a do

caminho secundério. Nessa figura pode-se observar que o caminho secundario ndo impde
restrigdo alguma para a banda passante do caminho primdrio como nos exemplos

anteriores.
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Fig. 4.4a. Resposta em freqiiéncia da planta (linha preta) e do caminho secundario (linha azul).

Na Fig. 4.4b é mostrada a evolugdo do valor médio dos coeficientes do filtro adaptativo
obtidos a partir da simulagdo (linha azul), através da média de 10 realizagbes, e do
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modelo (linha preta) dado pela Eq. (2.37). Dessa figura pode-se observar o excelente
casamento entre a simulagdo e o novo modelo proposto. Também nessa figura podemos
verificar a expressao (2.21), que prediz o valor em regime permanente dos coeficientes

do filtro para o caso S=S , sendo dado por:

W, =[0,0062;0,0311;0,0798;0,1273; 0,1364; 0,099; 0,0459;0,0114; 0,0002]

A Fig.4.4b, também mostra a evolugdo valor médio dos coeficientes do filtro adaptativo
utilizando o modelo obtido da teoria da independéncia. Note que a predicdo do
comportamento dos coeficientes deste modelo ndo reflete o comportamento real dos
mesmos. Pode-se observar que mesmo para um valor de p pequeno, como no exemplo
4.1, o regime permanente comega a partir de, aproximadamente, n=500, lembrando que
no primeiro exemplo a convergéncia ocorria apés 50000 iteragoes.
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Fig. 4.4b. Comportamento dos coeficientes do filtro adaptativo. Simulaggo (linha azul), modelo Eq.
(2.37) (linha preta) e modelo utilizando a teoria da independéncia Eq. (2.38) (linha verde).
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A Fig. 4.4c mostra o erro médio quadratico obtido da simulagdo e a partir do modelo
utilizando as Egs. (3.51) e (3.56). Também verificamos a Eq. (2.44) que prediz o erro
minimo, sendo o erro medido 1,031410™e da Eq. (2.44) temos 1,02910™*. Comparando
com os exemplos antes apresentados, notamos o menor nimero de iteragdes necessarias
para atingir o regime permanente, assim como 0 menor erro em regime permanente que
o algoritmo fornece. Este fato € devido a caracteristica do caminho secundario, ja que o
mesmo nao atenua o sinal de entrada para nenhuma freqiiéncia contida na banda

passante do caminho primario.

MSE [dB]
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Fig. 4.4c. Erro médio quadratico simulagdo (linha azul) e modelo (linha preta) Egs. (3.51) e (3.56).

Na Fig. 4.4d sdao apresentadas as respostas em freqiiéncia dadas pela convolugdo entre a
resposta do filtro adaptativo em regime permanente e o caminho secundéario (linha
vermelha), da planta (linha preta), o caminho secundario (linha azul) e do filtro
adaptativo (linha verde). Pelo fato que o caminho secundario tem uma banda passante
que inclui a do caminho primario, o resultado é que o caminho de adaptacdo consegue
modelar muito bem a planta para quase toda a faixa de freqiiéncias na banda passante
do caminho primario. Nos exemplos anteriores, o caminho secundario atuava como fator
limitante.
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Fig. 4.4d. Respostas em freqiiéncia da planta (linha preta), caminho secundério (linha azul),
convolugdo do filtro adaptativo em regime permanente e o caminho secundario (linha vermelha) e
o filtro adaptativo (linha verde).

A partir dos exemplos até aqui apresentados, podemos ver que as relagdes entre as

bandas passantes da planta, do caminho secundério e de sua estimagdo influenciam
fortemente o comportamento do algoritmo quanto a velocidade de convergéncia e ao
EMQ minimo. Para o préximo exemplo vamos investigar o que acontece com o modelo
quando sdo utilizados valores de p perto do limite superior, em fungdo do que tinhamos

observado em relagdo a suposigao (II) no capitulo 2 para estes valores de p.

Exemplo 4.5

Neste exemplo € investigada a utilizagdo de um valor da taxa de aprendizagem perto do
valor limite, para o qual o algoritmo na@o converge. Para isto foram utilizados os dados do
exemplo 4.4. A Unica diferenga &, entdo, o valor da taxa de aprendizagem, sendo seu
valor p=0,07. O valor selecionado p corresponde ao 87% do valor para o qual o

algoritmo ndo converge.

A figura correspondente as respostas em freqiiéncia € a Fig. 4.4a, ja que as respostas ao
impulso utilizadas ndo foram alteradas. Na Fig. 4.5a é mostrada a evolugdo do valor
médio dos coeficientes do filtro adaptativo obtidos a partir da simulagdo (linha azul),
através da média de 500 realizacbes, e do modelo (linha preta) dado pela Eq. (2.37).
Dessa figura pode-se observar o excelente casamento entre a simulagdo e o novo modelo
proposto mesmo para o elevado valor de p utilizado. Também, nessa figura podemos

verificar a expressao (2.21), que prediz o valor em regime permanente dos coeficientes

do filtro para o caso S=S§ , sendo dado por:

b
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W, =[0,0062;0,0311;0,0798;0,1273; 0,1364; 0,099; 0,0459; 0,0114; 0,0002]

A Fig.4.4b, também mostra a evolugdo dos coeficientes do filtro adaptativo utilizando o
modelo obtido da teoria da independéncia. Note que a predigao do comportamento dos
coeficientes deste modelo ndo reflete 0 comportamento real.
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Fig. 4.5a. Comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo. Simulaggo (linha azul),
modelo Eq. (2.37) (linha preta) e modelo utilizando a teoria da independéncia Eq. (2.38) (linha
verde).

A Fig. 4.5b mostra o erro médio quadratico obtido da simulagdo e a partir do modelo
utilizando as Egs. (3.51) e (3.56). Também verificamos a Eq. (2.44) que prediz o erro

minimo, sendo o erro medido 5,3810* e da Eq. (2.44) 1,02910*. Tal como deviamos

esperar, a predigdo afasta-se do valor real na medida em que o valor da taxa de
aprendizagem assume valore significativos, tomando como referéncia o valor para o qual
o algoritmo ndo apresenta convergéncia.
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CAPITULO IV: APLICACOES

10

10

N1 ERENAEE

TN LAWY

10*

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Fig. 4.5b. Erro médio quadratico simulagdo (linha azul) e modelo (linha preta) Egs. (3.51) e (3.56).

Neste exemplo pode-se comprovar que as suposigdes realizadas para desenvolver o novo
modelo funcionam muito bem para o momento de primeira ordem dos coeficientes do
filtro adaptativo, mesmo para valores elevados de . O mesmo ndo acontece, entretanto,

para o momento de segunda ordem, onde a violagdo da hipétese faz com que o modelo
para este momento ndo acompanhe a simulagdo. Entretanto, em nenhuma aplicacdo
pratica é utilizada uma taxa de aprendizagem de valor préximo ao limite de estabilidade.
Portanto, o modelo proposto pode ser utilizado para predizer o comportamento do
algoritmo LMS filtrado para as aplicages praticas usuais.
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O objetivo deste trabalho foi 0 estudo do comportamento estatistico do algoritmo LMS
filtrado. Este estudo levou a determinacdo de modelos analiticos para o comportamento
dos momentos de primeira e de segunda ordem dos coeficientes do filtro adaptativo.
Estes modelos permitem descrever e predizer o comportamento deste algoritmo, tanto no
regime transiente quanto para o regime permanente. Também foi estudada a influéncia
do tipo de resposta da planta e do caminho secundario exercem sobre o desempenho do
algoritmo. Esta influéncia ndao é descrita na literatura técnica existente. Outro problema
tratado foi o efeito dos erros de estimagdao do caminho secundério sobre o
comportamento do sistema. Quando o tratamento matematico permitiu, foi obtido um

limite superior para a taxa de convergéncia. Este foi o caso do algoritmo DLMS.

Os modelos matematicos desenvolvidos nesta tese foram obtidos sem invocar a suposicdo
usual, empregada nas andlises existentes na literatura, da teoria da independéncia. Isto
representa uma novidade na andlise de um problema que utiliza uma variante do
algoritmo LMS. Ao longo deste trabalho, demonstrou-se que a teoria da independéncia
ndo produz resultados satisfatérios na andlise do algoritmo FXLMS. Como o caminho
secundario correlaciona as amostras oriundas do sinal de entrada, tais correlacdoes devem
ser consideradas. Como além da distribuicdo gaussiana (no caso dos momentos de
segunda ordem) ndo foi feita nenhuma suposicdo simplificadora em relacdo ao tipo de
sinal de entrada, os modelos desenvolvidos sdo validos para ruido branco ou ruido

colorido gaussiano.

Em relagdo ao algoritmo DLMS, foi possivel refutar, através do modelo proposto, o fato
gue o algoritmo DLMS ndo converge se a estimacao do atraso nao for perfeita. Com o
novo modelo pode-se verificar que o algoritmo ndao converge para uma entrada sendo
ruido branco gaussiano. Até o presente trabalho, este caso somente podia ser verificado
de forma experimental. Para uma entrada colorida e gaussiana demonstrou-se que o

algoritmo também converge na condi¢do de estimagado imperfeita do atraso. Na literatura




CAPITULO V: CONCLUSOES

ndo é relatado este comportamento, ja que os modelos existentes ndo permitem predizé-
lo. Também, foi demonstrado que os novos- modelos correspondentes ao momento de
primeira e segunda ordem dos coeficientes do filtro adaptativo sao mais gerais que os
que se encontram na literatura. Adicionalmente, as equacoes tedricas sao expressas de

maneira mais compacta.

Como proposta para futuros trabalhos pode-se citar, como ponto principal, o estudo da
estabilidade para o caso geral e para o caso do algoritmo DLMS com erro na estimagao do
atraso. Outra possibilidade de trabalho futuro seria uma tentativa do aproveitamento dos
modelos aqui propostos no desenvolvimento de novos algoritmos adaptativos para o

controle ativo de ruido ou vibragdes.
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Apéndice A

OBTENGAO DE (2.54)

Substituindo (2.52) em (2.9) e expandindo os termos em fungao de V(n) e X ; (n), tem-

se.

_1M-

lsiij[X(n ~ )X (n-i)V(n- 1)] + uE[eo(n)Xf, (n)] (a.1)

j=0

MR

E[V(n+1)]= E[V(n)] - p

H

I]
[=]

Utilizando (2.2), (2.22) e (2.53), o ultimo termo de (a.1) pode ser escrito como

E[eo(n)X f(n)] _B.-R_,R'P. (a.2)

A Eq. (a.2) é zero se e somente se S=S. Para §, =5, +8,, i=0,...,M, Xf(n) pode ser

colocado da seguinte forma:
M-1 M-1
Xf.(n) = Z_(:)s,- X(n—1i)+ ;81. X(n—i)= Xf(n) +X;(n) . (a.3)

Tomando o valor esperado em (a.3) e aplicando o principio da ortogonalidade, obtem-se:



Apéndice A

E[eﬁ(n)X};(n)

= Ele, ()X, (n)]+ E[e, ()X, (n)] = E[e, (n)X,(n)]. (a.4)

Logo, desconsiderando as correlagoes entre V(n—i) e X(n- j), Eq. (a.1) é rescrita da

seguinte forma:

E[V(n+1)= E[V(n)]—u s,sz,_lE[V(n~z)]
o M-1M -1 (a.5)
+ uE[e)(n)XS(n) - u;; ~=os'6’R' ]E[V(n —i)]
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MATRIZ DE CORRELACAO

A Equagdo (3.54), dada pelo valor esperado E[V(n— j)V'(n—i)], é obtida da sequinte

forma. Partindo da expressdo recursiva para o calculo de V(n), Eq. (2.47), temos:

M-1

V(n—j)=V(n~j—1)+p(2§kX(n—-k—j—l)d(n—j—l)

k=0

b
<

5.5 X(n=1-j-DX"(n—-k-j-DW,

< 1M
Y

o (b.1)
- 5. §X(n—-1-j-DX"(n-k-j-DVn—k-j-1)
k=0 /=0
M-l '
+ §,X(n—l—j—1)z(n—j—l)J,
1=0
e
M- '
Vin-iy=V'(n—i-D+pl D 5dn-i-DX (n—k—-i-1)
k=0
M-1M-l
DY s SWIX(n—k—i-DX (n-1-i-1)
k=0 1=0 (b 2)
M-1M -1 )

- s SV (n—k~i—DX(n—k—i-D)X (n-1-i-1)

k=0 I=

Il
(=]
o

M-l
+ Zf,XT(n—l—-i—l)z(n—i—l)}
1=0

Tendo as duas expressdes, o proximo passo é calcular o produto V(n— ) )V (n—i) e
J

tomar o valor esperado. Entdo:
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E[V(in- )V (n-i)]=
(I)E[V(n— J=DVT (n=i-1)]

Q)+u [V(n j=Dd(n=i-1)X" (n—k-i-1)]

EM‘

R
s,

By S s SE[V(n=-j-DWIX(n-k-i-1)X" (n=1~i-1)]

k=

S

3~

4)- pM Is Y s SE[V(n-j-DVT (n—k-i-1)X(n-k —i~1)XT (n-i-i-1)]

k=0 1=0

(5)+u§ SE[X(n-j~k-Dd(n—j-DV (n-i-1)]

=

M-~1M- l
(6)+1? SE[X(n- j~k=1)d(n-j-1d(n-i-1)X" (n—I-i~ 1]
k=0 I=0
M-1M-1M-1
(7)-uzzz 553, E[ X(n— j~k=Dd(n— j-1YWIX(n—1-i=D)X" (n-m—i-1)]
k=0 1=0 m=0
M=1M-1M-1
®)—p? ss,s",E[X(n J=k=Dd(n—j-DV (n~-I-i-DX(n~1-i-DX (n-m—i 1)]
k=0 =0 m=0
M-1M-I
Oy, Y sSE[X(n=j-1-)X" (n—k=j-1) W,V (n—i-1)]
k=0 1=(
1M -1 M-I
(OETEY skf,me[X(n—j—l—l)XT(n—k—j—l)Wwd(n—i—I)XT(n—m—i—l)J
k=0 1=0 m=0
M-1M-1M-1M-I
(11)+pzzzZZsk‘,smf,E[X(n—j—l—l)Xr(n—k—j—I)WxWIX(n—m—i—l)XT(n—r—i—l)]
k=0 1=0 m=0 r=0
M-IM-1M-1M-}
(12)+? 585,85, E[X(n—1= j-DX " (n—k - j-1)

WV (ri=m=i=1)X(n—m=i-1)X (n-r~i-1)]

M-1M-1
A3)-pY, > sSE[X(n-1- j-DX (n-k= j-)V(n-k= j-)V (n—i-1)]
k=0 (=0
M-1M-1M=1
a4-p*y Zskf,smE[X(n—j—l—l)xT(n—k—j—1)V(n—k—j-l)d(n—i—])x’(n—m—i-1)]
k=0 =0 m=0
M=1M-1M-1M-1
(15)+1? 5¢8,5,8,E[ X(n—1= j=DX (n—k = j-1)

V(n=j—k=1)WIX(n-m-i-1)X (n-r=i-1)] (b.3)
(16)+1’ 5,8,5,,8 ,E[X(n - j-DX (n-k-j-1
NVn—k=j=DV (n=m—i-1)X(n—m—i-DX  (n-r=i-1)]

(7)+y? 55E[X(n—k = j=DX" (n-1=i-Dz(n—i-Nz(n—j-1 ]

Na equagao (b.3) nao foram colocados os termos contendo z(n), uma vez é

independente de qualquer sinal, e que é um processo com valor médio zero. Utilizando as

suposigoes:
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) E[X(n—-DX" (n- HW(n-i)) = E(X(n~)X" (n~ HIEV(n-i)]=R _E[V(n-i)],

EX(n=DX"(n= pV(n- NV (n-D] = E(X(n - )X (n = NIEIV(n - NV (n-1))

i
=R _E[V(n—HV (n-D).

Utilizando também a definicdo da matriz de correlacdo cruzada entre o sinal de entrada e

o sinal desejado P, ; = E[d(n—-i)X(n - j)], a equacdo (b.3) pode ser escrita como:

E[V(n— DV (n- i)]:
(l)E[V(n—j—l)VT(n—i-l)]

(2)+uz SE[V(n-j-DJp/

k=0
~1M-l

(3)‘11 Sk §:E[V(” —-Jj- 1)]W£R/-k
=0 1=
M1s |

4)- uz SHE[V(n-j-)V" (n-k—i-1) R,

k=0 {=0

(5)+ pMZ SPE[V (n-i-1)]
o

(6)+u2 Z [X(n J—k=Ddn—j-Dd(n—i- I)X (n-1-i- l)]

3
E
L
X

(M- uz 'e vE[X(n j—k=Dd(n- j-HWIX(n~1-i-DX"(n-m-i-1)]

A0 12D Y 555, E[X(1— j—1-DX (n=k = j-DW,d(n-i-DX"(n-m-i-1)]

x
C L
I
<
3
i

M-IM-1M-i
an+p2y. Yy .vk.f,smf,E[X(n—j—l—l)XT(n—k—j—l)WxW£X(n—m—i—l)X'(n—r—i—l)]
k=0 1=0 m=0 r=0 !
Mo1M-IM-1M-1
12)+u? 5:8,8,8,E[ X(n—1- j=DX" (n—k - j=1)
. k=0 1=0 m=0 r=0

WV (n-m-i-1)X(n=m-i-DX" (n=r-i-D]

M-I1M-]
(13)—p 5 5R, ,E[V(n k~j=DV (n-i-1]
k=0 1=0
M-IM -1 M-I
AH-p Y > ¥ 588 E[X(n—j [-DX (n=k-j-DV(n—k—j-Dd(n—i-DX"(n-m—i 1)]
k=0 1=0 m=0
M-IM-IM-1M-)
(1507 585,85 E[ X(n—1= j-DXT (n—k - j-1)
k=0 1=0 m=0 r=0 (b4)

V(n=j-k=)WX(n-m=-i-DX"(n-r-i-D]

M-_tM-I M- M-

(16)+1? 558 sE[X(n - j-DX"(n—k-j-1
= )

mor

.V(n—k~j—l)VT(n—m—i—l)X(n—m—i—l)XT(n—r—i—l)]
M-tM-1

AN+’ Y 3 53R, E[z(n-Dz(n- ]

k=0 1=0
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Simplificacdo da Equacao (b.4)

Para simplificar a (b.4) é utilizada a relagdo, obtida a partir da condigdo de regime

permanente para os coeficientes do filtro adaptativo Eq. (2.41), e colocada a seguir:

M-1M-1 M-l
> s SR W, =D 3P . (b.5)
a=0 h=0 c=0 R
M-l
Como exemplo vamos considerar o termo (2) dado por kaE[V(n— j—DIP; . Vemos
. k=0

que este termo tem a mesma forma que o lado direito de (b.5), se o0 mesmo for
transposto e pre-multiplicado por E{V(n— j—1)]. Entao, transpondo e pre-multiplicando

ambos membros de (b.5) por E[V(n- j~-1)] tem-se:

M-1M - M-l
D 5.8,E[V(n— j—DIW.R,_, = > 5 E[V(n—j—DIP.
u=0 b= ¢=0

Dessa igualdade, pode-se observar que tem a mesma forma que os termos (2) and (3),
isto significa que ambos podem ser cancelados. Pelo mesmo procedimento €, também,
~ possivel cancelar os termos (S) e (9). Os termos contendo momentos de quarta ordem
sao calculados pela utilizagdo do teorema para momento de quarta ordem de uma

variavel gaussiana [7,31], desenvolvido no Apéndice C e, expresso a seguir:

EX(n-)X"(n- HAB"X(n-k)X"(n-1)|=R _AB'R,_,
j -k
+R,_BA'R,_ +R_1r{R,_BA"}

Onde A e B sdo vetores e R, sdo matrizes de correlagdo da entrada, calculadas pelo

valor esperado E[X(n-m)X' (n—1)]. Pela aplicacdo deste teorema e da igualdade (b.5)
sao eliminados todos os termos que contem as varidveis W_, d(n) e E[V(n—m)], Vm.

Isto significa que sdo cancelados os seguintes termos: (6), (7), (8), (10), (11), (12), (14)
e (15). Portanto, a expressao recursiva final para o calculo da matriz de correlacdo para

os coeficientes do filtro adaptativo é dada por:
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EV(n- pV (= i)]= E[V(n= j- )V (n—i-1)]

M-1M-1

wX Y sGENVn-j-DV (n—k-i- )R,
k=0 I=0
M-1# =1
—u> Y s ERUENV(—k - j-)V (n—i—1)
pardyrs (b.6)
M-1M-IM-1M-1
1YY Y 55,5 R E[V(n—k - j-)V (n-m~i-DR,_,
k=0 =0 m=0 r=0
+ Rm+r’—l—jE[V(n_ m=i=HV' (n—k~j~- l)lRm‘—k—j
+R,,r{EV-m—i—)V (k- j-DR,..., )
M-1M-1
+12 > D 5 5R,, L Elzn—i-Dz(n- j-1]
k=0 1=0

Utilizando a notagao K ;, = E[V(n - HVT(n-0] (b.6) pode ser rescrita como:

M-IM-1 M-1M-1

K, (n=K, (n-1)-u s SK i =DR_ —p> > s 5R,_K,, (n—1)

k=0 1=0 k=0 1=0

+p Sk§15m§r(Rk—1Kk+j,m+i(n -DR

r—=m

+R,, K (n-DR (b.7)

+ Rr+i—l—jtr{Km+i,k+j (n— I)Rm+i—1\’—j })

m+ik+j ri—k-j

+p 38R, Elz(n—i-Dz(n—j-1]

Determinacao da Equacdo associada a (b.4)

Da mesma forma que em (3.22), onde a matriz de correlacdo com mesmo indice
dependia de uma matriz com indices diferentes, em (b.7) acontece a mesma situagao.
Quando foi tratada a Eg. (3.22), foi necessdria a introducdo da Eg. (3.23) a fim de
determinar todas as varidveis que descrevem a matriz de correlacdo. Por este motivo,
vamos precisar contar com uma expressao associada, equivalente a (3.23), para
complementar (b.7). Novamente, para obter esta equacao vamos partir da expressao de

V(n- j), dada pela equagdo (2.47). Entdo, se pds-multiplicarmos ambos os lados de

(2.47) por V' (n—k —i) e tomamos o valor ésperado, a express3o resultante é:
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E[V(n-pV' (n—k~)]=E[V(n~j-DV' (n -k ~10)]

z

+uY §, EX(n—-m—j-Dd(n- j-DE[V' (n-k-i)]

m=0
M-1M-1
-1 5,5 E[X(n=1-j-DX"(n—-m—j-DIE[Vn—-m— j-1D)V" (n—k —i)]
m=0 =0
M—1 M-l -
- s, S ElX(n—1-j-DX"(n-m—-j-DIW_E[V (n—k —i)]
m=0 1=0
+1 5 §, EX(n—-m— j—1E[z(n— j-DIE[V (n~k -i)].
m=0

(b.8)

Utilizando a notagao corrente, e considerando que o valor esperado da variavel z(n) é

zero, por ser um processo de média zero, (b.8) pode ser rescrita como:

K, ..m=K,, . (n— 1)+uzsmp EV (n—k-1)

—-m

(b.9)

M-1M-1 M—IM—I
o Sm m l m+ jk+i— l(n 1) SmglRm—lwwE[VT(n_k_i)]'

m=0 1=0 m=0 1=0

A expressdo (b.9) pode ser simplificada pelo uso da relacdo (b.5). Para isto se pds-
multiplicarmos ambos os lados de (b.5) por E[V' (n—k—i)], pode-se observar que o

segundo e o ultimo termo em (b.9) sdo iguais. Portanto, podemos rescrever a seguinte

expressao 'para (b.9):

M-1M-1

K, .. (= KIH,](n D=p> > 5, 5R, K, (-1 . (b.10)

=0

O
-~

m=

Com as equagoes (b.7) e (b.10) estamos em condicOes de modelar o comportamento do
momento de segunda ordem do vetor erro nos coeficientes do filtro adaptativo, utilizando
o algoritmo LMS filtrado. A fim de acondicionar os indices, tal como foi realizado para
obter-se as equagoes (3.30), devemos manipular os indices das matrizes de correlagado. A

forma em que estes devem ser trabalhados é obtida a partir da Eq. (3.53). Nessa

expressao, aparece o calculo do traco de Kj.i (n) = E[V(n~ j)V' (n-1i)], onde os indices
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i e j podem assumir duas condicdes, serem iguais ou diferentes. Em fun¢do desta

premissa, 0 procedimento € o seguinte:

Considere que os indices sao iguais. Seja i = j = D, substituindo esta condigdo em (b.7),

temos:

M—-1M-1

K,,(m=K, ,(n=1)- uZ

k=

Utilizando a relagao

n—D=n,(b.11) é.rescrita como:

MM -1
oo(”) Kyon—1)- Mzzsksl
k=

1
0

X
i
X
L
X
L
B
L

+uU 8.85,8

55K p ean(n— 1)R/ « TH

I—kE[Z(n_

S (Rk [Kkm(n DR

—

SR K pp(n=1)

k=0 /=0

M-1M-)

m r(Rk [KI\+Dm+D(n ) r—m

+R, K, pep(m=-DR,
+R, _tr

(b.11)

{Km+D,k+D(n -DR, })

D-1)z(n-D-1)}

K, ,(n)=K,o(n-D), chamando | o’ = E[z(n)z(n)] e fazendo

M-1M -1

o M=DR_, —pn> > s 5R,_K, (n-1) -

k=0 /=0

r—m

+R, K, (n-DR_, (b.12)

K, , (n-DR,_})

+ Rr—-l
LE[z(n-Dz(n-1)

De (b.12) vemos que K, ,(n) depende das matrizes K, (n) e K, ((n). Entretanto, as

matrizes K

k.m

da relagao K, (n)=K

k~m,

(n) sempre poderdo ser colocadas na forma Ky, (n) ou K, ,(n) através

oln—-m) se k >m, ou K, (n)=K,, ,(n-k) em caso

contrario. Tais matrizes sdo versdes atrasadas de K, (n) ou K, ,(n), as que sao
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determinadas manipulando os indices de (b.10). Para isto, e sem perda de generalidade,

vamos continuar com a suposicao i = j = D, mas agora aplicada em (b.10), obtendo:

M-1M-1

Koo =Kpp,(n=1)- HZ Z SuSIR o Kopip oo (=1 (b.13)
m=0 =
ou,
M-1M-1 _
Ko, () =Ky, ,(n-D-p>>'s §R,_K,  _(n-1 . (b.14)
) m=0 =0

Onde pode-se constatar que (b.12) e (b.14) correspondem a (3.54), como desejdvamos

demonstrar.
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CALCULO DO MOMENTO DE QUARTA ORDEM DE UMA VARIAVEL GAUSSIANA

No Capitulo 3, foi utilizado o teorema paré os momentos de quarta ordem de uma
varidvel gaussiana. Este teorema foi aplicado para determinar os valores-esperados
contendo termos de quarta ordem dentro da expressao da matﬁz de correlacao. Na
literatura de filtragem adaptativa [6,7,16,29,35], este teorema é formulado utilizando a
teoria da independéncia. No presente trabalho, este teorema foi reformulado sem a
utilizagao desta teoria, preservando assim a correlagao entre os vetores de entrada para

os diferentes instantes de tempo, e cuja expressao é escrita a seguir:

E[X(n-)X" (n— HAB"X(n-k)X" (n-D)]=R ,AB'R,, -
C.
+R,BA'R,  +R, (R, BAT},

onde X(n), A e B sdo vetores coluna de dimensao N x1. Para obter-se a equacao

(c.1) procede-se da seguinte maneira. Sejam as matrizes D, F e G, definidas como

sendo:

D =X(n-)X (n- ),
F=AB’,
G=Xn-X"(n-1),

e seja M, a matriz definida pelo produto dessas matrizes, entdo:
M =DFG,

sendo seus elementos definidos pela relagao:
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(M),p = Z Z (D) rm(F)mq (G)‘lﬂ '

g=1 m=1

Ou, em forma equivalente

N

M), =>"> x(n—i-r)x(n— j-m)F),, x(n—k ~@)x(n-1-p). (c.2)

g=1 m=1

Quando é aplicado o valor esperado em ambos os lados da equagdo (c.2), temos:

E[M),1=>" > Elx(n—i~r)x(n— j—m)x(n~k - @)x(n—1— p)I(F),,. (c.3)

g=1 m=1

Segundo [7], o valor esperado é dado por:

E(M),,1= .Y Elx(n—i-r)x(n— j-m)x(n—k - g)x(n—1 - p)I(F),, =

g=1 m=1

3> (Elx—i—x(n— j - m)Ex(n~k —@)x(n—1 - pI(F),, (c.4)

g=1 m=1

+ Elx(n~i=P)x(n—k - )E[x(n— j—m)x(n—1 - p)I(),,
+ E[x(n—i—n)x(n—1- p)Elx(n— j—m)x(n—k - )F),, )

Expressando a equagao (c.4) em forma matricial, podem-se identificar as seguintes

estruturas:

D Elx(n—i-r)x(n— j-m)x(n—k - g)x(n—1- p)F),, =

m

&MZ

M=
M=

El(X(n - )X (n- ), JF),, El(X(n~ )X (n-1), 1=R _FR_, ,

<
Il
3
I
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Z Z Elx(n—i—-r)x(n—k - g)x(n—j- m)x(-n -1-p)¥),, =

3> E(X(n- X" (n-k)), 1F),, ElX(n - HX"(n-D), 1=R, F'R,,,
DY Elx(n—i—r)x(n—1—p)x(n— j—m)x(n—k - I(F),, =

> > ElX (=X (0 =), 1F),,, ElX(n— HX" (=), 1=

El(X(n - X" (n-D), 13.Y (), El(X(n - )X (n-k)),, 1= R,_#r{FR,_}.

Juntando os termos (el), (e2) e (e3), obtém-se a equacdo (c.1), que desejava-se
constatar.
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