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Historico

A metalurgia do pé foi utilizada muito antes dos antigos artesaos
terem aprendido a fundir o ferro. Egipcios fizeram ferramentas de ferro
usando técnicas rudimentares semelhantes as da metalurgia do pé
desde pelo menos 3000 AC. Antigos indios Incas fizeram joias e
artefatos de metais preciosos. O primeiro produto moderno feito por
metalurgia do pé foi o filamento de tungsténio para lampadas
Incandescentes, desenvolvido no inicio do século 20. Depois surgiram os
mancais autolubrificantes (1920), as ferramentas de metal duro para
usinagem (1930), as pegcas automotivas, as partes de turbinas de avidao
e, mais recentemente, o forjamento de pré-formas sinterizadas e a

Inje¢ao de pos tem ampliado os limites tecnologicos da metalurgia do pé.
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Simbologia

Fungao normal que controla a nucleag@o de poros
Matriz Rigidez Elastica
Jacobiano

Incremento de deformagio plastica total
Incremento de deformagio plastica devido a pressédo

Incremento de deformagao plastica devido a tensdo deviatorica
Valor médio de deformacgao da distribuigao da fungdo 4
Deformagao plastica equivalente

Incremento de deformagéo total

Incremento de deformacao elastica

Incremento de deformag@o plastica

Porosidade do material.

Fracdo de poros relacionada ao crescimento

Fragdo de poros relacionada com a nucleagdo dos poros
Incremento total de poros

Incremento de poros devido ao crescimento

Incremento de poros devido a nucleagio

Fragdo volumétrica de particulas de segunda fase ou, no caso de
materiais sinterizados, em pontos preferenciais de nucleagdo.

Fung¢d@o que estabelece a relagdo entre densidade e grau de influéncia
da pressd@o no inicio do escoamento previsto pelo critério

Fungdo que pode levar em conta a quantidade, tamanho, forma e
distribui¢do de tamanho de poros,

Fungio potencial plastico genérica

Criténo de escoamento

Variavel de estado: Deformag@o pastica equivalente
Variavel de estado: Porosidade do material
Incremento das variaveis de estado

Primeiro, segundo e terceiro invariantes do tensor tens3o de Cauchy



J, J, J, Primeiro, segundo e terceiro invariantes do tensor tensao deviatorica

J, J, J, Primeiro, segundo e terceiro invariantes do tensor tensdo semi-
deviatorica

m Expoente de encruamento da fungdo de Ramberg-Osgood

1 Pressdo ou tensdo hidrostatica
pP= 3 I,
=37 Tensdo equivalente de von Mises ou simplesmente tens3o equivalente

qg= 2 .
de Mises

q,,9, €9, Parimetros de material ajustado por Vigo Tvergaard ao critério de
Gurson

01,02 e 03 Variaveis de material do critério proposto

Sy Tensor tensdao deviatorica

Sy Desvio padrao da distribuigdo da fungdo 4

S, 8, €8, Tensdes principais do tensor tensdao deviatorica

T=o0, Tensor tensdo de Cauchy

o, (p) Tensdo de escoamento (resisténcia) em fungio da densidade do
material;

o, Tensdo de escoamento (resisténcia) para o material 100% denso;

o, Tensdo de escoamento instantanea

0,,0,¢ o, Tensdes principais do tensor tensdo de Cauchy

P Densidade do material incluindo os poros

o, Densidade tedrica da matriz material

p Densidade relativa do material

p. Densidade onde o compactado perde a resisténcia mecénica.

n Expoente que indica maior ou menor influéncia da porosidade na
tensdo de escoamento do material

n, Tensor que determina a diregdo de escoamento devido as tensoes
deviatoricas

A Autovalores do tensor

di Incremento do multiplicador plastico

K Constante que indica a influéncia das caracteristicas dos poros

(forma, tamanho médio e distribui¢do de tamanho) e de diferentes
formas de processamento no comportamento plastico do material.

Y, Constante que se relaciona a tensao de escoamento inicial do material
100% denso
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RESUMO

O modelamento do comportamento de metais porosos submetidos a

deformagdo plastica € de fundamental importancia tanto para o desenvolvimento dos processos
da metalurgia do po (compactagio, forjamento a quente e a frio de pré-formas sinterizadas) como
para o projeto de pegas e componentes metalicos com poros. As teorias da plasticidade e a sua
implementagdo voltada a metais porosos se trata de um topico ainda em desenvolvimento e
desafiador em termos de progressos a serem obtidos. Os critérios de escoamento apresentados na
literatura sdo usualmente de aplicag@o restrita, predominantemente testados para uma classe
especifica de materiais e ndo consideram o comportamento de encruamento destes. Como
conseqiiéncia, as teorias da plasticidade para metais porosos n3o sé@o capazes de serem ajustadas
a diferentes tipos de materiais com diferentes caracteristicas. Além disso, normalmente os
algoritmos de plasticidade de materiais porosos sdo de dificil implementagdo em programas
computacionais comerciais e, desta forma, nio ha disponibilidade de variedade de relagdes
constitutivas a serem aplicadas na simulagdo numérica estrutural de problemas considerando
materiais porosos. Neste contexto, a proposta de um modelo flexivel se mostra como uma boa
solugdo para o uso em diferentes aplicagGes, ja que somente um modelo necessita ser
programado e pode ser aplicado & solugdo de problemas envolvendo diferentes tipos de
materiais. Neste trabalho € proposto um novo critério flexivel de plasticidade para metais
porosos que ¢ comparado a quatro critérios de escoamento propostos na literatura por Green,
Gurson, Kuhn & Downey e Doraivelu. Estes critérios sio implementados em um programa

comercial de elementos finitos (ABAQUS) através de um algoritmo de integragdo adaptado a



RESUMO xvii

partir de uma proposta da literatura que considera o encruamento da matriz do material e a
evolugdo da porosidade. Desta forma foram estudadas as diferengas nas respostas para diferentes
teorias da plasticidade de materiais porosos considerando os diferentes critérios de eécoamento e
o mesmo comportamento de pos-escoamento. Os resultados obtidos via simulagdo numérica
mostram que: 1) todos os critérios de escoamento, da literatura e proposto, foram implementados
com sucesso; 2) o critério de escoamento proposto ¢ adequado no sentido de cobrir as situagdes
modeladas pelos critérios apresentados na literatura, o -que pode ser obtido pela variagéo dos
parametros do modelo; 3) os critérios de escoamento apresentados na literatura (Green, Kuhn &
Downey e, Doraivelu) e nio previamente implementados via método dos elementos finitos
considerando o comportamento apds o inicio do escoamento apresentaram resultados
qualitativamente similares mas diferentes em valores absolutos quando comparados entre si e

com o vastamente testado critério de Gurson.



ABSTRACT

The modelling of the plastic behaviour of powder metals is of great importance

for improving the P/M process itself (compaction, cold and hot forging) as well as for
component design. The plasticity theories and their implementation in porous materials
applications is a topic still not completely set in terms of developments to be made. The yield
criteria available in the literature are not usually applicable for all kinds of materials and are
mainly tested for a closed set of conditions not considering the post-yielding behaviour. As a
result of that, the plasticity.theories are mainly "rigid" theories that are not capable to be adjusted
to different sets of materials and materials characteristics. Besides, mainly the models for porous
materials are usually of tough implementation in software for commercial use and, in this way,
there are not a variety of models available to be used for different materials and models. In this
context, the proposal of a flexible model turns up as a good solution for the implementation and
the use in different applications, since only one model needs to be programmed and different
materials responses can be accomplished and calibrated for use. In this work, we present this
new flexible porous metal yield criterion and compare it with four porous metal plasticity
theories presented in the literature by Green, Gurson, Kuhn and Downey and Doraivelu. These
yield criteria are implemented in commercial general-purpose finite element software
(ABAQUS) by means of an algorithm adapted from the literature thé,t considers the hardening of

matrix material and the porosity evolution. So the differences in the responses for different
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plasticity theories were studied considering the different yield criteria and the same post-yielding
behaviour on the simulation of the piastic deformation of a porous metal. The results obtained by
numerical experimentation are showing that: 1) all the yield criteria were successfully
implemented using the proposed algorithm; 2) the flexible criterion proposed is adequate to
describe the situations covered by the yield criteria previously presented in the literature what
can be obtained by the variation of the model parameters;, 3) the criteria presented in the
literature and not previously implemented via finite element (Green, Kuhn and Downey and,
Doraivelu) method considering the post-yield behaviour showed results qualitatively similar but

numerically different when compared to the widely tested criterion proposed by Gurson.
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INTRODUCAO

A metalurgia do p6é € um processo de fabricag¢do que historicamente teve o seu

uso consolidado através de duas situagdes (Whittaker, 1998):

e quando se tratava do unico processo de fabricagdo viavel para a
obtengdo de um dado produto (ex.: materiais porosos como filtros
metalicos e buchas autolubrificantes, metalduro, metal-pesado,

metais de alto ponto de fusio);

e quando era um processo de fabricagdo de maior viabilidade

econdmica (ex.: pegas estruturais);

A viabilidade econdmica se apresentava tanto maior quanto menor a resisténcia
mecanica, quanto mais sua geometria exigisse usinagem mas permitisse uma dire¢do de facil
extragdo da matriz, como € o caso de pe¢as com simetria axial, e quanto maior fosse a escala de

produgdo (Lenel, 1980).

Dadas as caracteristicas da metalurgia do po no sentidlo da obtengdo de alta
repetibilidade, tolerancias estreitas e bom acabamento superficial, os esfor¢os com o intuito de
derrubar as barreiras impostas pelas suas limitagdes foram muito grandes. Assim, a busca pelo

desenvolvimento de processos de fabricagdo que permitissem a obtengdo, de maneira



INTRODUCAO 2

economicamente viavel, de componentes sinterizados com alta resisténcia mecinica e boas
propriedades dindmicas (resisténcia ao impacto, resisténcia a fadiga) tornou-se uma necessidade
(Jones et al., 1997; Christian € German, 1995). Estes esfor¢os levaram ao surgimento de diversos
processos “hibridos”, assim chamados por combinarem diferentes tecnologias de processamento
de materiais a rota da metalurgia do p6 convencional. Dentre eles podem ser enumerados os

seguintes:

e Laminagio de pos;

Extrusdo de pos (Yang and Lippman, 1996);
e Forjamento de pré-formas sinterizadas (Kuhn and Ferguson, 1990):
e Forjamento a quente;

e Forjamento a frio;

Moldagem por injegdo de pos (German e Bose, 1997):
e Moldagem de metais por injegao;
e Moldagem de ceramicos por injegdo.

Entre esses processos alternativos, o forjamento e a moldagem por injegdo foram os que
mais se consagraram na obten¢do de componentes mecinicos; o forjamento, em decorréncia da
acentuada melhoria obtida nas propriedades mecanicas estaticas e dinimicas, e a moldagem por
inje¢do, principalmente pela facilidade de obtengdo de geometrias intrincadas onde, em geral,
sdo demandadas muitas (e caras) operagdes de usinagem. De qualquer forma, ambas as
alternativas de processamento propiciaram a ampliagdo do campo da metalurgia do poé para
aplica¢des anteriormente consideradas inviaveis, tanto por questdes de propriedades mecanicas
como por dificuldades de obtengdo das geometrias requeridas. A figura 1.1 mostra os limites
usuais da tecnologia de moldagem de pés metalicos por injegdo, quando concorrendo com

processos de obtengdo de pecas estruturais (German, 1998).
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Moldagem de Pés
Metalicos por
Injegéo

Quantidade

Baixa Média Alta Complexidade

Figura 1.1 - A moldagem por inje¢do de pos metalicos como complemento ao campo de
aplicagdo de outras tecnologias.

A extensdao do campo de aplicagdes dos componentes sinterizados para areas onde os
requisitos de forma e de propriedades mecanicas sdo mais criticos gera a necessidade da
utilizagdo de técnicas (ferramentas) de projeto mais refinadas e complexas (Figura 1.2) (Johnson,
1999; Esper and Sonsino, 1994). Quando se fala de requisitos estruturais, nos casos de
geometrias complexas, a solugdo de problemas com base em métodos analiticos, sem a ajuda de
computadores, se torna inviavel. Nesses casos sdo utilizados métodos numéricos de resolugao,

como ¢ o caso dos métodos de elementos finitos (MEF) (Owen and Hinton, 1980).

Quando o processo de fabricagdo ¢ conduzido de forma a obter componentes com
densidade relativa muito proxima da teorica (porosidade aproximadamente 0%), pode-se assumir
que o material se comporte como 100% denso, e, nestas situagdes, podem ser aplicados os
métodos utilizados para tratar materiais obtidos pela metalurgia convencional. Contudo, a
medida que a porosidade aumenta, o comportamento mecinico do material obtido via
sinteriza¢do se distancia gradativamente daquele sem poros. Neste caso a forma de modelar o

comportamento mecanico do material deve ser adaptada ou até mesmo reformulada.
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Figura 1.2 - Pegas complexas obtidas por moldagem por injegdo de pos

Para aqueles componentes solicitados dentro do regime elastico, pode-se, em geral,
aproximar o comportamento do material conforme a mesma teoria aplicavel para materiais 100%
densos, ou seja, normalmente a lei de Hooke (Washizu, 1974). Porém, para solicitagdes que
levem o material ao regime plastico, deve-se notar que a variagdo de volume do material pode
atingir valores expressivos. Uma vez que a teoria para materiais 100% densos ndo considera a
variagdo permanente de volume do material durante a deformagdo plastica, deve-se utilizar de
uma abordagem que leve em conta este fator. Para suprir estes casos foram propostas diversas
formulagdes, conforme Park (1995) e Doraivelu et al. (1984). Estas formulag¢Ges se adequam de
forma variavel a casos especificos, conforme as consideragdes dos seus criadores, mas a exce¢dao
da teoria proposta por Green (1972) e a proposta por Gurson (1977, 1975), se baseiam em
empirismos. Além disso, todas as abordagens sdo propostas para casos especificos ou de forma
fechada, dificultando o ajuste ou calibragdo do modelo para materiais com diferentes tipos de
comportamento. Neste sentido, procura-se propor uma formulagido que, obtida matematicamente
a partir da mecanica do continuo, preveja o comportamento dos materiais porosos quando
submetidos a deformagdo plastica. Esta formulagio deve ser flexivel, permitindo o seu ajuste a

diferentes casos e materiais, de forma a permitir a sua aplicagdo ao maior espectro de condi¢des

possivel.

Para fins de validagdo do modelo proposto, esta relagdo proposta € comparada a quatro
critérios existentes na literatura, através de simulagdes numéricas executadas em software
comercial de elementos finitos (ABAQUS). Tais simulagGes sdo tornadas possiveis através do
desenvolvimento de um algoritmo de solugdo e da implementag¢do de uma subrotina de material

do usuario, que customizando o referido software permite a implementagdo das diversas teorias.
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Aléem da implementag¢do e comparagdes das diversas teorias utilizadas neste trabalho,
deve-se ainda ressaltar que a subrotina considerou ndo s6 o inicio do escoamento, mas um
encruamento isotropico € a evolugdo da porosidade do material, que neste caso, foi considerada
evoluindo em duas parcelas, a primeira, devido ao crescimento dos poros presentes no material e

a segunda devido a nucleag@o de novos poros.
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CONTEXTUALIZACAO DO TRABALHO

A analise matematica da plasticidade e o modelamento da deformagdo

plastica de materiais com o objetivo de desenvolvimento de produtos (pegas e processos) tem
sido foco de diversos trabalhos, ¢ vém sendo impulsionadas principaimente com a viabilizago
de ferramentas computacionais passiveis de serem utilizadas em computadores pessoais a baixo
custo. Por isto a plasticidade dos metais porosos vem cada vez mais se tornando o foco de

maiores esfor¢os de desenvolvimento (Doremus et al., 1999; Jinka and Bellet, 1996).

A solugdo de problemas envolvendo a deformagdo plastica, por métodos computacionais
(método dos elementos finitos, volumes finitos, diferengas finitas, elementos de contorno, entre
outros), se torna mais complicado 2 medida em que os modelos incorporam ndo linearidades,
quais sejam, geométricas ou de material (Lee e Zhang, 1991, 1994, 1996, Aravas, 1987). Nestes
casos, a descri¢do da plastificagdo dos materiais exige, normalmente, uma série de simplificagdes
(Chen e Han, 1988; Hill, 1967). Com materiais sinterizados porosos deve-se ainda atentar para o
fato de que os poros permitem a influéncia da componente hidrostatica das tensSes atuantes no
material, levando, assim, & variagdo volumétrica do material durante a deformagdo plastica e,

consequentemente, invalidando a teoria classica da plasticidade(Chen e Han, 1988).

Diante da necessidade de uma teoria que descrevesse o comportamento plastico de

materiais porosos surgiram, inicialmente, as desenvolvidas por Mohr-Coulomb, 1900, e,
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posteriormente, a de Drucker-Prager em 1952, que se destinavam principalmente a classe de

materiais ndo metalicos, tais como solos, rochas, areias e similares (Chen and Han, 1988; Owen

and Hinton, 1980).

De fato, as primeiras teorias de plasticidade dedicadas a materiais metalicos porosos
surgiram com Khun e Downey (1971), Green (1972) e Shima e Oyane (1976) , que se
restringiram a aplicar suas teorias a obtengdo de componentes através do forjamento a quente ou
a frio. Porém, somente o critério proposto por Gurson (1975) tem tido alguma aplicagdo
relacionada ao projeto de componentes, ja que este € o unico critério que se verificou ter sido
implementado em um certo numero de programas comerciais. Diante disso, percebe-se que
muito pouco tem sido feito no sentido de desenvolver uma teoria, ou até mesmo a aplicagdo das

teorias existentes no projeto estrutural de pegas e componentes metalicos sinterizados.

Em geral, a analise estrutural, com o uso de ferramentas computacionais, de tais
componentes sinterizados (porosos) considera teorias lineares e materiais elasticos e pequenos
deslocamentos. Estas consideragdes podem até ser feitas para materiais com densidades muito
proximas da teorica; entretanto, para pegas com geometria complexa e com a presenga de poros,
que segundo Kubicki (1995), podem levar a fatores de concentragdo de tensdo da ordem de 10,
com certeza a plastificagdo localizada deve ser, pelo menos, considerada como uma
possibilidade através do uso de teorias proprias. Estes fatos reforgam a necessidade da
implementacdo das teorias existentes, ou do desenvolvimento de outras que considerem o

comportamento plastico de materiais sinterizados na analise estrutural de pegas e componentes

mecanicos.
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INFLUENCIA DA MICROESTRUTURA
DO MATERIAL NAS SUAS
PROPRIEDADES MECANICAS

Quando se busca obter um componente sinterizado com a finalidade estrutural,

este deve ser analisado em relagdo a geometria e ao material do qual sera produzido (German,
‘ 1998). A analise conjunta destes dois fatores deve, entio, permitir a defini¢io do conjunto
geometria/material que, diante das solicitagGes impostas quando do funcionamento do
componente, ndo falhe, ou falhe de forma prevista e controlada (Esper and Sonsino, 1994;

Berquist, 1997).

A geometria do componente deve entdo ser definida com base em uma analise funcional
e estrutural que considere os modos de falha a que 0o componente possa estar sujeito, e neste
sentido, o calculo realista do estado de tensGes a que o componente esta sujeito durante a

aplicagdo das solicitagGes determina um projeto mais ou menos confiavel.

A escolha do material do componente acontece de forma concomitante a esta analise e
deve levar em conta, além do desempenho estrutural desejado para o componente, também a sua

viabilidade econdmica.
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O desempenho estrutural dos diferentes tipos de material é diretamente relacionado a sua
microestrutura (Dieter, 1961), e como ndo poderia deixar de ser, os materiais obtidos por
metalurgia do po também seguem esta regra (Palma, 1997, Lindsedt et al., 1995; Ledoux e
Prioul, 1988). A diferenga marcante entre estes materiais e aqueles obtidos via metalurgia
tradicional se situa no fato destes possuirem poros espalhados em sua microestrutura. Sendo
assim, as propriedades, o comportamento mecinico e, por conseqiiéncia, o desempenho do
componente, s3o resultados diretos nio somente do material da matriz destes, mas também da
quantidade e das caracteristicas (forma, tamanho, distribui¢do de tamanho, etc) dos poros. Neste
sentido, a influéncia de variagGes microestruturais no comportamento mecinico de metais

sinterizados deve ser detalhada para melhor entendimento.

O balango das propriedades mecédnicas de componentes sinterizados deve ser obtido

através da otimizagio conjunta da porosidade e das propriedades da matriz.

Com o objetivo de controle das propriedades do material, a microestrutura da matriz de
um metal sinterizado pode ser alterada através dos mecanismos usuais da metalurgia dos metais

100% densos, ou seja, através de:

e variagdes de composi¢do quimica; por exemplo, adicionando-se elementos de
liga. Esta ferramenta se mostra, como na metalurgia de lingote, extremamente
atil no sentido de aumentar as propriedades mecanicas dos agos sinterizados.
Os principais elementos de liga utilizados na metalurgia do po ferrosa sdo o
cobre, o niquel, o molibdénio, o fosforo e o carbono (Esper e Sonsino , 1994).
Mais recentemente € em menor quantidade, o cromo, o manganés e o vanadio

tém sido introduzidos em algumas ligas utilizadas na metalurgia do po.

e tratamentos térmicos. Aproximadamente 60% dos componentes em ago
sinterizado sofrem algum tipo de tratamento térmico (German, 1998). Estes
materiais sdo em geral sujeitos a tratamentos que podem variar desde o
recozimento e normalizagdo, até tratamentos mais drasticos como témpera

(Skena et al., 1997).

e trabalho mecanico (encruamento), como nos materiais obtidos por metalurgia
de lingote, o trabalho mecanico atua no sentido de aumentar a tensdo de

escoamento da matriz e diminuir a sua ductilidade. No caso de algumas ligas
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onde, em fung¢do da porosidade, a ductilidade a trag@o é baixa, deve-se atentar
para a aplicagdo de esforgos compressivos durante o trabalho a frio evitando o
surgimento de trincas e defeitos indesejaveis ao funcionamento do

componente. (Kuhn e Ferguson, 1990; Sutradhar et al., 1994, 1995)

e refino de grio: novamente, o uso deste mecanismo se assemelha a metalurgia
de lingote. Assim, a medida que o material tem os grdos mais refinados, mais

se ganha em termos de resisténcia (Dieter, 1961).

A porosidade do material, de forma geral, atua no sentido de degradar as propriedades
mecanicas deste (German, 1998). Apesar de usualmente ser considerado o efeito de degeneragdo
das propriedades mecanicas decorrentes somente da quantidade de poros presentes no material,
tem sido comprovado que a porosidade ndo influi no comportamento mecinico dos componentes
de forma tdo simplista (Palma, 1997; Ledoux e Prioul; 1988; Kaufman e Mocarski, 1973). Sabe-
se que além deste fator, também o tamanho, a distribui¢do de tamanho, a forma dos poros e o
livre caminho médio entre poros, tém forte influéncia tanto nas propriedades como no
comportamento mecanico dos componentes (Christian e German, 1995; Eper e Sonsino; 1994,

Hoéness, 1977, Stahlberg, 1991).

3.1 - Influéncia da porosidade do material nas suas propriedades mecinicas

A medida que a densidade dos componentes sinterizados aumenta, ocorre um ganho na
maioria das propriedades fisicas e mecanicas. Para a aplicagdo de pegas sinterizadas em regimes
de solicitagdo mais criticos € com maiores requisitos de confiabilidade, a resisténcia a fadiga se
torna especialmente importante, e apesar da temperatura e do tempo de sinterizagio
apresentarem influéncia na vida a fadiga e na tenacidade a fratura dos materiais sinterizados, a
densidade ¢, certamente, o fator mais marcante para viabilizar tais aplica¢cdes (German, 1998;
Jones et al., 1997). Diante disso a densificagdo dos componentes, ao longo de todo o volume ou
de forma localizada (figura 3.1), tem sido o mecanismo mais utilizado com o objetivo de ampliar

o mercado da metalurgia do pé (Jones, 1998).
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Figura 3.1 - Aplicagdes da metalurgia do p6é em fungdo da densidade do volume e da superficie
da pega.

De acordo com Jones et al. (1997), a quantidade de poros € considerada como a principal
variavel no sentido de influenciar o comportamento mecanico, principalmente estatico, de
materiais sinterizados. Segundo German (1998) a resisténcia a tragdo de metais sinterizados € a
primeira preocupagdo quando se lida com aplicagdes estruturais e justamente esta variavel ¢

fortemente influenciada por variagdes de densidade, conforme pode-se verificar na tabela 3.1.

Tabela 3.1 - Efeito da densidade nas propriedades a tragdo de aco inoxidavel 316-L

Tensdo de Tensdo de Modulo de
Porosidade | Alongamento | Escoamento Ruptura Elasticidade
(%) (%) (MPa) (MPa) (GPa)
20,6 11,1 176 308 103
16,2 14,2 271 417 117
14,2 15,9 280 444 128
12,7 18,5 289 468 144

A redugdo da resisténcia mecinica dos materiais sinterizados é devida, entre outros

fatores, a redugdo da area resistente do material e a concentragio de tensdes em cada poro. Com

o intuito de representar a variagdo da resisténcia a tragdo em fungdo da densidade para agos
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sinterizados, German (1998) propde um modelo que estabelece a relagdo entre tensdo de
escoamento (ou de resisténcia, para niveis de porosidade em que a ductilidade se torna

negligivel) e densidade (figura 3.2):

o, (p)=K(p—”'j o, G.1)

P

onde:

o, (p)= tensdo de escoamento (resisténcia) em fungio da densidade do material;
o, = tensdo de escoamento (resisténcia) para o material 100% denso;

K =parametro experimental que depende do processo;

P, = densidade do material;
p, = densidade tedrica do material 100% denso;

n = parametro experimental (usualmente em tomo de 0,30);

Este modelo proposto por German é qualitativamente util porque representa a tendéncia
da influéncia da densidade na tensdo de escoamento de materiais sinterizados submetidos a
tragdo; entretanto, em casos reais, quando da solicita¢do a tragdo, a resisténcia do material ca1 a
zero mesmo antes da densidade chegar a este valor, de forma que o comportamento reportado

por Doraivelu et al. (1984) (figura 3.3) se apresenta como mais proximo da realidade.
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O controle da quantidade de poros presentes no material pode ser obtido de diversas
formas, e o mecanismo de densificagdo escolhido deve estar baseado no tipo de aplicagdo do
componente, no tipo de material e nos custos finais permitidos para o produto. Justamente para a
minimizagdo dos custos ¢ que tém surgido novos processos que facilitam a obtengdo de

componentes mais densos e mais baratos.

A rota de fabricagdo de componentes via metalurgia do po consiste de uma seqiiéncia de
processos que invariavelmente incluem uma etapa de moldagem e uma de sinterizagdo. Estas

duas etapas sdo os principais pontos do processo onde se atua para se obter maior densificagdo

do material.

No que se refere a densificagdo na moldagem, o aumento da densidade do material se
deve principalmente a niveis de densidade a verde mais altos alcangados apds a etapa de
compactag¢io, que podem ser devidos a variagGes de forma, tamanho e distribui¢do de tamanho
das particulas de pos (Bergquist, 1997, Christian e German, 1995; Lenel, 1980), mas
principalmente, sdo resultado de maiores pressdes de compacta¢do aplicadas ao pd. Neste
sentido, tém surgido tecnologias que permitem a obtengdo de pegas compactadas a niveis de
densidade mais altos, como € o caso da compactagio a morno (German, 1998). Este material
mais denso apOs a compactagdo, em geral, tera a tendéncia de levar a produtos sinterizados mais
densos. O segundo caso consiste em atuar no sentido de permitir que a sinterizagdo do material
evolua mais, permitindo um maior transporte de massa, o que € obtido, por exemplo, pelo do
aumento do tempo e da temperatura de sinterizagdo (Thiimler e Oberacker, 1983). Uma terceira
alternativa utilizada para obtengdo de niveis mais baixos de porosidade em componentes
sinterizados € a utilizagdo da fase liquida durante a sinterizagdo que, estando presente de forma

transiente ou permanente, leva a uma maior densificagdo do material (German, 1985).

A diminuig¢do da porosidade de componentes sinterizados pode ser obtida também pela

adig¢do de etapas ao processo basico de produgdo. Neste sentido as etapas mais utilizadas sdo:

e recompactagdo: consiste de uma nova compactagdo aplicada ao material apos
a sinterizagdo. Pode ser seguida de uma nova sinterizagdo ou nao. E uma etapa
utilizada com o intuito de obter densificagdio do material e € tanto mais
eficiente quanto mais se permite que o material escoe dentro da matriz

(Collares, 1999).
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e forjamento a quente ou a frio: ¢ a deformagdo aplicada ao material acima ou
abaixo da temperatura de recristalizagdo com o objetivo de, além da
densificagdo, atuar no sentido de obtengdo da forma desejada (Kuhn e

Ferguson, 1990; Kuhn & Downey, 1973).

e infiltragdo: é uma operagio executada com o objetivo de infiltrar os poros com
um liquido, o qual uma vez dentro destes se solidifica. A infiltragdo pode ser
aplicada com o objetivo primario de selamento dos poros, e neste caso o
material infiltrante pode ser uma resina que ndo atua estruturalmente. A
infiltragdo também pode ser feita com objetivo estrutural e, neste caso, ela é
conduzida durante a sinteriza¢do. Quando este € o caso, o material infiltrante,
com temperatura de fusdo inferior a temperatura de sinteriza¢do, ¢ colocado
sobre o material a ser infiltrado e com o aquecimento se funde e ¢ "sugado”
para dentro dos poros por capilaridade. Parte deste material pode entrar em
solugdo solida no material de base e endurecer a matriz, aumentando a
resisténcia mecdnica do componente na regido infiltrada (Thumler e

Oberacker, 1993, Lenel, 1980).

e Jateamento com granalha: Neste processo tensdes residuais compressivas sdo
introduzidas na superficie do componente através do seu jateamento com
pequenas esferas de a§o. Isto permite a obten¢do de uma densificagdo
superficial dos componentes, que se mostra particularmente benéfico em pegas

solicitadas a fadiga (Jones, 1998, 1997)

e calibragdo: ¢ uma pequena deformagdo plastica aplicada ao componente, apos
a sinterizagdo, com o objetivo de propiciar um ajuste das tolerdncias do
componente. Usualmente apresenta pouco ou nenhum efeito sobre a densidade
de forma global. Entretanto, esporadicamente pode ser obtida alguma

densificagdo localizada ou na superficie dos componentes (Lenel, 1980).

Além de operagdes adicionais ao processo tradicional da metalurgia do po, existem rotas
alternativas que podem ser aplicadas a obten¢do de componentes sinterizados que propiciam a

fabricagdo de pegas de maior densidade, tais como:
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compactagio isostatica a quente: processo que combina a aplica¢do de pressao
isostatica e temperaturas elevadas, de tal forma que durante a sinterizag@o o
material escoa viscoplasticamente e, com isso, os poros s3o fechados com

maior eficiéncia (German, 1998).

moldagem de pds por injegdao (MPI). neste processo se associa a
moldabilidade dos polimeros as vantagens da metalurgia do pé tradicional.
Para que os materiais possam ser injetados a massa de inje¢do deve ser
preparada misturando-se poés com tamanho de particula na faixa de
aproximadamente 2 a 15 um com um sistema de ligantes que deve atuar como
veiculo para a inje¢do. Em virtude do uso destes pos mais finos do que aqueles
utilizados nas rotas tradicionais da metalurgia do po, a densidade resultante
dos sinterizados ¢ maior. Esta maior densidade, no caso da MPI, decorre
principalmente da maior taxa de aproximac¢io relativa entre os centros de
particulas, ocorrida em fun¢3o da difusdo volumétrica durante a sinterizagio, e
da maior difusio em contorno de grdo, resultado do menor tamanho de

particulas para os pos utilizados (German e Bose, 1997).

De fato, os esforgos com o objetivo de diminuir a porosidade dos materiais sinterizados

sdo efetivos para o incremento das propriedades mecanicas; no entanto, deve-se observar que

cada "ferramenta de densificagdo" tem aplicagdes, efeitos, vantagens e limitagdes especificas.

Nota-se que cada alternativa de processo demanda diferentes tipos de componentes de custos que

apresentardo resultados significativamente diferentes no prego final do produto, criando, desta

forma, uma estratificagio de mercado que, de forma simplificada, segundo German (1998), pode

ser esquematicamente representada como na figura 3.4.

Conforme citado anteriormente, a presenca de poros reduz efetivamente a segdo resistente

do material, afetando negativamente as suas propriedades mecanicas, quais sejam, dureza,

resisténcia a ruptura transversal, tensdo de escoamento, tensdo de resisténcia, alongamento,

ductilidade, redug¢do de area, modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson. Além disso, a

forma, o espacamento, o tamanho e a localizagio dos poros influenciam fortemente o

comportamento mecanico dos materiais sinterizados.
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Com o crescimento do uso de materiais sinterizados em aplicagdes sujeitas a
solicitagdes ciclicas e dinamicas, tem havido grande preocupag¢do, com o comportamento em
fadiga destes materiais (Esper e Sonsino, 1994), bem como a outras propriedades (resisténcia ao
impacto, tenacidade a fratura), que sio muito influenciadas pela densidade e pelas caracteristicas

morfologico-dimensionais dos pos.

casto relative

T T T :
forjamento em
compactac3o meio granular

colagem de aquente
barbotina compactagio
isostitica a quente
forjamento fort o da
compactagio agas onamento  mol gem
. tica a frio a quente por injeg3o
sinterizag3o em
alta temperatura
dupla compactagdo
dupla sinterizagdo
compactacio a morno infiltraca
compactagio em matriz
sinterizago de po solto
I I I
62 6,6 7,0 74 738
densidade (g/cm’)

Figura 3.4 - Representagdo esquematica do custo em fungdo da densidade obtida pelos diferentes
técnicas da metalurgia do po.

Em relagdo as propriedades estaticas, Ledoux e Prioul (1988), compararam dois tipos de
pos de ferro fabricados pela Hogands (figura 3.5), quanto as respostas em tensdo de escoamento
e de resisténcia em fungdo da densidade. Costatou-se que a resisténcia mecanica do material é
fortemente dependente, além da porosidade total (figura 3.6a), também da porosidade
interconectada (figura 3.6b) e das variagGes das caracteristicas dos poros oriundas dos tipos

diferentes de pos.
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Figura 3.5 - ASC 100.29 atomizado e NC 100.24 reduzido; ambos com 12% poros.
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Figura 3.6 - Influéncia da porosidade na tensdo de escoamento e na resisténcia a tragdo. Ry=
Resisténcia maxima; Ry ,=Tensdo de escoamento.

Além das propriedades estaticas, a forma, o tamanho, a distribui¢do de tamanho e o livre
caminho médio entre poros sdo reportados como fortemente influentes nas propriedades
dindmicas de materiais sinterizados. Christian e German (1995) através de delineamento
experimental isolaram os efeitos do comprimento caracteristico, curvatura e distincia média de
separagdo dos poros, processando pos com diferentes distribui¢Ges de tamanho de particulas e
medindo propriedades para as diferentes misturas. Estes efeitos refletiram o papel dos poros no

sentido de serem concentradores de tensdo. Neste trabatho os autores ajustaram um modelo

relacionando a resisténcia a fadiga (o ,) de um aco sinterizado (MPIF FC-0208) com a fragdo
volumétrica de poros (V,), distincia média entre os poros ( #), curvatura dos poros () e de

uma constante (g ) (que para o material foi calculada como sendo 22,65 MPa quando H e §

sdo dados em u m) para valores de porosidade nio menores que 8%, conforme segue:

o, {’Zﬂr (G.2)

A partir do modelo proposto, e analisando-se as figuras 3.7, a, b e c, verifica-se que os

autores obtiveram resultados de resisténcia a fadiga de aproximadamente 150 a 300 MPa para os
valores de curvatura de poros variando entre 100 um e 180 um. Ao mesmo tempo, verificaram

que a separagdo média dos poros provocou uma queda de 300 MPa para aproximadamente
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160 MPa na resisténcia a fadiga a medida que a distincia entre os poros aumentou de 5,5 um
para aproximadamente 7,2 um. Verifica-se ainda que o aumento do tamanho médio dos poros de
13 pum para 21 um provocou uma redugdo da resisténcia a fadiga de aproximadamente 300 MPa
para 150 MPa. Do que se conclui que poros de maior curvatura e menores s3o menos prejudiciais
a0 comportamento mecinico dos materiais. Por outro lado, a medida que a distincia entre os

poros diminui, o efeito de redugdo das propriedades mecanicas se acentua.

O controle da forma, distdncia e distribuigio de tamanho dos poros pode ser feito de
diversas maneiras. Nos processos da metalurgia do pé as caracteristicas da porosidade podem ser
controladas através da variagdo das caracteristicas dos pos (forma, tamanho e distribui¢do de
tamanho das particulas) (Smith e Midha, 1998), atuando-se nas variaveis da sinterizagdo (tempo,
temperatura) (German, 1998, Thiimler e Oberacker, 1993) ou na rota de processamento, atraves

da combinagio de ciclos de compactagio e sinterizagido (Collares, 1999; Lindstedt et al., 1995).
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Figura 3.7 - Efeito da curvatura, separagdo e tamanho dos poros na resisténcia a fadiga de um
aco sinterizado MPIC FC 0208.



Capitulo 4

DEFORMACAO PLASTICA DOS
MATERIAIS: ,
O MODELAMENTO MATEMATICO

A necessidade de uso dos componentes sinterizados em aplicagdes onde

geometria complexa e solicitagdes mais criticas sdo uma constante, tende a produzir uma
situagdo propicia a deformagdo plastica dos componentes. Estas situagdes devem ser possiveis de
serem previstas durante o projeto dos componentes, que, em regra, para pegas com geometria
complexa, ¢ feito via método dos elementos finitos. Para que isto seja possivel, deve-se dispor de
modelos matematicos que, implementados em programas de elementos finitos, descrevam o

comportamento mecénico do material quando submetido a solicitagdes mecanicas.

Com o objetivo de descrever o compbxtamento da deformag¢io de um material duactil
quando submetido a tragdo uniaxial, foram propostas curvas idealizadas que relacionam tensdes
¢ deformagdes (Figura 4.1) (Chen e Han, 1988; Hill, 1967; Owen e Hinton, 1980). Pode-se
observar ai que todas as propostas, de uma forma mais ou menos proximas da realidade,

cumprem trés requisitos basicos:

1. adescri¢do do comportamento elastico do material;
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2. adefini¢do do ponto de inicio de escoamento;
3. aprevisdo do comportamento plastico do material.

A escolha de uma das formas propostas se baseia na maior ou menor relevincia dos fendmenos
em curso durante a deformagdo, da precisdo necessaria e dos recursos disponiveis a solu¢do do

problema.

Lo JFY (o] <

mY
my
mv

mY
my
oV

Figura 4.1 - Comportamento idealizado de curvas tensio versus deformagdo uniaxial para
materiais dacteis: A - Matenal rigido plastico ideal; B - Material rigido com encruamento linear;
C - Material elasto-plastico ideal; D - Material elasto-plastico com encruamento linear; E -
Material elasto-plastico com encruamento potencial; F - Material segundo o modelo de
Ramberg-Osgood.

Em geral, os estados de tensdo atuantes nos componentes estruturais s3o mais complexos
que os uniaxiais, de forma que existem tensdes em varias diregdes. Genericamente, um elemento
de volume 4V, representado em coordenadas eulerianas, apresenta um estado de tensdes (Figura
4.2), que pode ser representado matricialmente (tensorialmente) da seguinte forma (Dym e
Shames, 1973; Kachanov, 1971; Malvern, 1969):

o, T, T,
T'=|z, o 7, 4.1)
T, T
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Este tensor, definindo o estado de tensGes em um ponto e tempo de referéncia onde o

fendmeno ocorre, € conhecido como tensor tensdo de Cauchy.

Oyy

1\

_¥!__,
yzZ
|

T

Tensor Tensdo de

Oz
Cauchy
(coordenadas eulerianas)
y
X
z
Figura 4.2 - Estado de tensdes genérico para um elemento de volume dV em coordenadas

eulerianas.

Este estado de tensdes pode ser decomposto em duas componentes (deviatorica e

esférica) (Figura 4.3), que visualizado na forma matricial nos leva a:

o, Txy sz o, — p Txy xz P 0 0
T, O, T,|=| 7, o,-p 7, |[+/0 p O
T, T, O, T, t, o,-p| |0 0 p (4.2)

o, +0, +0,
P=—"3""

A equagdo 4.2, pode ser representada na forma indicial, em um sistema de coordenadas

ortonormal, da seguinte forma:

o, =Ss,+pd, ondes,6 =0, - po, (4.3)
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Gy’p p
4
Ly — cx‘p
%_.— %——> -+ I
7 l O 0 l / '
C: C=p P= (cx + Gy + 0'2)/3
Estado Completo Tensor Tensor
de tensoes Deviatorico Esférico

Figura 4.3 - Separagdo do tensor tensdo de Cauchy em tensor deviatorico e esférico de tensdes.

Um estado de tensGes qualquer pode sempre ser representado em relagdo a um unico
conjunto de eixos coordenados sobre o qual as projegdes das tensdes cisalhantes € zero e
somente as tensdes normais sdo diferentes de zero. Neste caso, as tensdes normais s3o chamadas
de tensdes principats e estdo direcionadas segundo as dire¢des principais (Malvern, 1969). Na
figura 4.4 estdo mostrados na forma matricial o tensor tensdo de Cauchy e o tensor tensdo
deviatérico quando orientados segundo as direg¢des principais. Por convengdo as diregdes
principais sdo numeradas de 1 a 3 e as tensdes nas dire¢des principais sdo em ordem decrescente

de intensidade o, 0, € o, (tensdes de Cauchy) e s,, 5, e s,(tensdes deviatOricas) nas

diregGes 1, 2 e 3 respectivamente.

o, 0 0 s, 0 O
0 oo O 0 s, O
0 0 o, 0 0 s 5

-A- -B-

Figura 4.4 - Tensor tensido de Cauchy (A) e tensor tensdo deviatorico (B) orientados segundo as
diregdes principais.

A obteng¢do das tensdes e diregdes principais € feita através da resolugdo do problema de

autovalores e autovetores de um tensor conforme posto a seguir:
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oy —A Oy O3 :
On Oy — A oy |=0 4.4)
Oy O3, ;-4

A expansio do determinante anteriormente colocado nos leva a uma expressao da

seguinte forma (Kachanov, 1971):

- A+ LA -1,A+1,=0, (4.5)
onde, I, I,, I, sd3o os chamados primeiro, segundo e terceiro invariantes respectivamente;
quando calculados em relagdo as dire¢Ses principais sdo:

l,=0,+0,+0,
I, =00, +0,0,+0,0, (4.6)
I, =0,0,0,

O mesmo procedimento pode ser repetido para o tensor tensdo deviatorico. Neste caso, os

invariantes sdo chamados de J;, J; e J3, e sdo da forma (Chen e Han, 1988):
J, =0

J, =55, +5,5, +5,s, 4.7

Js =35:5,5;

4.1 - Critérios de escoamento para materiais sob solicitacdes nio uniaxiais

As teorias que descrevem a deformagdo plastica comegam a diferir a partir do modelo
que descreve o inicio do escoamento, ou seja, do critério que define o limite elastico de um
material sob um estado de tensGes combinadas, ja que, para um estado uniaxial de tensdes, o
limite elastico € definido pela tensdo de inicio de escoamento do material a tragdo, cisalhamento
ou flexdo, conforme o tipo de esforgo exercido. Conforme Chen e Han (1988), em um estado
genérico, a tensdo de inicio de escoamento € fun¢do do estado de tensbes a que o material €

submetido. Assim, a condigdo para o inicio de escoamento pode ser expressa como:
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G(o, Kk k,,..)=0 (4.9)

U b
onde: o, representa o tensor tensdo agindo sobre o elemento de volume em questdo; X, ,,......
sdo variaveis internas ou de estado que descrevem a evolugdo da superficie de escoamento com a
deformagio plastica. Estas variaveis ou constantes estdo, em geral, associadas a parimetros

experimentais.

Conforme visto anteriormente, pode-se obter fung¢des tensoriais de valor escalar que
sirvam como pardmetro para avaliar o estado de tensdes que atua no elemento de volume em
questdo. Estas fun¢des podem, por exemplo, ser os invariantes do tensor tens3o e, neste caso, um

critério de escoamento pode ser escrito em fungdo dos invariantes do tensor tensdo na seguinte

forma:

G, 1y, 15,7505k k... ) = 0. (4.10)

As teorias usuais da plasticidade geralmente consideram que o material modelado seja
100% denso. Nota-se experimentalmente que para estes materiais a variagdo da densidade, sob
condigdes de carregamento hidrostatico, é ndo relevante. Esta observagio permite que o modelo
matematico seja simplificado através da hipotese de deformagdo plastica isocorica. Esta

possibilidade, conforme Hill (1967), permite que o critério de escoamento seja reduzido a:

G(J,, Tk kg ) =0. (4.11)

Historicamente, o primeiro critério de escoamento para um estado de tensdes combinado
em metais foi proposto por Tresca, em 1864 (Dieter, 1967), que segundo o qual o escoamento
ocorreria quando o maxima tensdo cisalhante em um dado ponto alcangasse o valor de uma

constante k, ou seja:

(-a)_,
2

(4.12)

2

onde o, € O, 530 a minima e a maxima tensdes principais, respectivamente, ¢ £ é uma

g

constante do material e pode ser determinada experimentalmente como £ =—2"-’“—

Caracterizando que o inicio de escoamento ocorrera quando a diferenga entre a maior e a menor

tensdo principal alcangar a metade do valor da tensio de escoamento, e assumindo que o
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escoamento ocorra por cisalhamento a tensio de escoamento do material sob este tipo de
solicitagdo. Este critério tem como desvantagem o fato de ndo levar em conta a influéncia da
tensdo principal intermediiria 3 maxima e minima e por nido prever falha sob carregamento

hidrostatico.

Em 1913, von Mises propds matematicamente um novo critério (Dieter, 1967) que
posteriormente foi associado a grandezas fisicas especificas. Este critério foi proposto em fungio
do segundo invariante do tensor tensio deviatorico levando em conta a tensio anteriormente

desprezada pelo critério de Tresca. Este critério é posto conforme segue:
G(J,,k)=J,-k* =0, (4.13)
ou em termos das tensdes principais:
(0,-0,) +(o,~0,) +(0, —0,) =6k* 4.14)

Fazendo-se a analogia com o ensaio de tragdo simples, chega-se a conclusdo que o valor

O-ESC
V3

fungdo de escoamento o segundo invariante do tensor tensdo deviatorico. Posteriormente ao seu

de ké . Este critério ainda se baseia na incompressibilidade do material, pois utiliza como

postulado, comprovou-se que esta fungdo correspondia a grandezas fisicas, tais como maxima

energia de distor¢do ou maxima tensdo cisalhante octaédrica.

4.2 - Critério de escoamento para materiais dependentes da pressio

De forma geral observa-se que as propriedades e o comportamento mecédnico dos
materiais independem das tensdes hidrostaticas, e nestes casos, o critério de Tresca e de von
Mises sdo perfeitamente aplicaveis. Por outro lado, existern materiais e situagdes para as quais
esta consideragdo ndo pode ser feita; é o caso das rochas, dos solos e dos materiais sinterizados
porosos, nos quais a deformacdo plastica é acompanhada por variagdo de volume, ou ainda,

| quando a deformagdo plastica € tal que gere a nucleagdo de poros em quantidade suficiente para
que estes afetem a evolugdo da deformagdo ou até mesmo ocasionem uma falha. Estes sdo os
casos de grandes deformagdes e de deformagbes ciclicas. Nestes, a influéncia das tensdes

hidrostaticas é de extrema importdncia e, consequentemente, a abordagem do problema deve
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considerar a aplicagdo de cntérios de escoamento (ou falha) dependentes das tensdes

hidrostaticas. De forma geral, estes critérios podem ser expressos como segue:
G(1,,J,,J 5,k k... )=0. (4.15)

Em torno de 1900, surgiu o critério conhecido como "critério de Mohr-Coulomb”, que foi
considerado uma generalizagdo do critério de Tresca. O critério de Mohr-Coulomb assume que a
maxima tensdo cisalhante € a unica a influenciar o inicio de escoamento. Entretanto, enquanto
Tresca considera que a maxima tensdo cisalhante é constante, o critério de Mohr considera que

esta seja limitada por um plano que seja fungdo das tensGes normais, o, atuantes no material.

Datado de 1952, o critério Drucker-Prager é uma simples modificagdo do critério de von
Mises. Neste caso, ¢ introduzida a influéncia das tensGes hidrostaticas através da adigio de um

novo termo ao critério de von Mises, de tal forma que este se torna:
GU,,J,,ky=al, +(J,)* -k=0. (4.16)

onde @ e k sdo constantes do material. Quando a ¢ zero, o critério se reduz ao critério de von
Mises. Assumindo que o material seja isotropico, deve-se esperar que a tensdo de escoamento
dos materiais sinterizados seja similar sob tragdo ou compressdo hidrostatica. Sendo assim, o

critério de escoamento deve ser uma fun¢do par de /,, o que ndo ¢ satisfeito por este critério

(Kuhn e Ferguson, 1990).

O critério de escoamento proposto por Green (1972), satisfaz esta condigdo. Este critério
se baseia na analise elasto-plastica de um elemento de volume contendo um poro esférico e ¢

posto da seguinte maneira:
G(J,,11,B,0,0,)=J, +fl} -0} =0. 4.17)

onde f e & sdo fungdes da porosidade e o, € a tensio de escoamento do material 100% denso.

O cntério de Green, quando escrito em fung¢do da densidade relativa do material assume a

seguinte forma:

13
3+ 2112—3[1_(1_’0)”110'::0 (4.18)
4{n(1- p) 3-2(1-p)"
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Segundo Sutradhar et al. (1994, 1995), Tabata e Masaki propuseram o seguinte critério de

escoamento para materiais porosos:
G(J,,1,,8,8,0,)=3J, tnl, - p*c, =0, 4.19)

onde, p é a densidade relativa, o, ¢ a tensdo de escoamento do material sem poros, 77 € k sdo
fungbes da densidade relativa do material ( o ) determinadas experimentalmente por ensaios de

compressao simples. Quando p—1, este critério se reduz ao de von Mises.

Outro critério de escoamento foi proposto por Shima e Oyane (1976), e pode ser escrito

Como segue:

2.49( - p)>"
G(J,,1,,p,0,)=3J,+ (9 f) I} -p’cl =0, (4.20)
P

Khun e Downey (1990, 1971) propuseram um critério baseado em resultados

experimentais:
1_ 2
G/, 1, ,p00) =2+ 9, +§—3p—)13 ~02=0 (4.21).

A influéncia das tensdes hidrostaticas esta incluida no termo quadratico de I,
satisfazendo o requisito do critério de escoamento ser uma fungdo par das tensGes hidrostaticas.
Uma vez que o segundo termo deste critério de escoamento inclui o fator (1— p?), o efeito de 7,

desaparece quando o —> 1, ou seja, quando a porosidade tende a zero.

Dentre os critérios de escoamento para materiais considerando a presen¢a de poros, o de
Gurson € o que mais tem sido implementado em programas comerciais €, consequentemente, € o
mais utilizado na simulagio da deformagéo plastica de materiais porosos. Tal critério, conforme

proposto pelo autor (Gurson, 1977, 1975), é expresso da seguinte forma:

G(p.q,0,, f)=[ij +2 fcosh(—%—’LJ—(u f2)=o0, (4.22)

O, Gy
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1 . . .
onde ngll , §=+3J, , 0, € a tensdo de escoamento do material 100% denso e f ¢ a
porosidade do material.

Posteriormente ao postulado deste critério, Vigo Tvergaard (1981), em fungio da
necessidade de um melhor ajuste do critério de Gurson a dados experimentais, introduziu a

seguinte modificagdo:

G(p,q,ao,f){—"—] +2q1fcosh(——§-ﬂj—(l+q3f2)=o : (4.23)
g

O, 0

onde q,, g, e q, s3o parametros de material, e conforme o mesmo autor, estes pariametros

devem ser: ¢, =15, q, =10 e g, =2,25.

4.3 - Inicio do escoamento previsto pelos critérios da literatura

A analise da evolugdo da superficie de escoamento em fungdo da variagdo da densidade
no espago q versus p € uma importante ferramenta de visualizagdo que permite avaliar, para
diferentes estados de tensdo, qual a tensdo equivalente para inicio do escoamento do material
quando submetido aquele estado particular de solicitagdo. Na figura 4.5, as linhas representam o
valor do par (g,p) para o qual o material escoa a uma dada densidade para alguns dos critérios
postos na literatura. Para isto foi considerada uma tensdo de escoamento unitaria. Verifica-se na
figura 4.5 que a tensdo equivalente de escoamento do material para todos os critérios apresentou
nenhuma (a,b e c) ou pouca (d) sensibilidade ao aumento da pressdo quando se considerou um
material sem poros. Nota-se ainda, para todos os casos, que a diminui¢do da densidade provoca
um aumento da sensibildade da tensdo de escoamento do material 4 pressdo assim como de
forma geral uma diminuigdo da tensdo equivalente de escoamento, o que nio ¢ verificado
somente no caso do critério de Kuhn & Downey para niveis de pressdo relativamente baixos.
Deve-se ressaltar que este comportamento se mostra como uma incoeréncia pratica significando
que um material com menor densidade, quando submetido a um estado de tensGes com baixo
nivel de solicitagdo hidrostatica demandaria um maior nivel de tensdo para o inicio do

escoamento.
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Todas estas teorias sdo exploradas, na literatura, de forma mais ou menos abrangente.
Cada uma delas ¢ em algum caso defendida como mais efetiva no sentido de modelar a
deformagdo plastica de metais porosos sinterizados, concordando em maior ou menor extensao
com experimentos realizados (Doraivelu et al, 1984; Kuhn, e Downey, 1971;Duszczyk, 1991,
Jha e Kumar, 1994; Lee e Kuhn, 1973; Park, 1995; Moritoki, 1993). Esta € a confirmagédo de que
diferentes teorias da plasticidade de materiais porosos descrevem de forma diferente o
comportamento dos materiais € tendem a se ajustar melhor a conjuntos especificos de dados

experimentais obtidos para diferentes materiais e condigdes de processamento.

Kuhn & Downey Doraivellu
Lozt 1.0
08 08+ o
0.6 ™ 2 0.6 .
o 4 ‘\‘ o ‘\
04+ 3 \ 041
: —p=10 ! _
: \ <= p=0.9 : ] p=10
0.2+ : I p=0.8 024 % ‘\ <$3=s 509
N H p=0,8
| ; ' p.=0.5
0.0 e e e, 0.0 . =it —t— — - |
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Figura 4.5 - Condigdes para escoamento previstas por quatro diferentes teorias propostas na
literatura.
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4.4 - Relagfio tensiio deformacdo elasto-plastica

Apoés o inicio do escoamento, 0 comportamento do material é parcialmente elastico e
parciaimente plastico (Figura 4.6) de tal forma que, durante um incremento de tensdo, as
varia¢des de deformacgdo podem ser divididas em uma componente elastica, que pode ser obtida
pela relagdo constitutiva elastica (ex. Lei de Hooke), e outra plastica:

de, = (ds,), +(ds;),. (4.29)
de
de. I de,
G 4
doi
" €

Figura 4.6 — Comportamento elasto-plastico com encruamento linear para o caso
unidimensional.

Com o objetivo de obter uma relagio entre a componente de deformacdo plastica e o
incremento de tens3o, uma consideragdo adicional sobre o comportamento do material deve ser
feita. E assumido, entdo, que o incremento de tensdo plastica é proporcional ao gradiente de uma
quantidade chamada de potencial plastico G; assim,

oG
(dz, ),, = dl-a-——, (4.25)

i

onde dA é um escalar chamado de multiplicador plastico. A equa¢do anterior é chamada de lei de

escoamento, uma vez que governa o fluxo do escoamento do material apos o seu inicio (Chen e

Han, 1988).

A fungdo G pode ser qualquer fungdo dos invariantes. Entretanto, quando o critério de

escoamento, F , é utilizado como fungdo de potencial plastico, temos o qué se chama de teoria
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associada de plasticidade (Lubarda et al,, 1996). Desta forma, a equagdo anterior fica assim

formulada;

(de,), = a2l (4.26)

y

e é chamada de condi¢do de normalidade, uma vez que representa um vetor dirigido

normalmente a superficie de escoamento no ponto considerado.

Posta esta condigdo, € possivel a obtengdo de uma teoria da plasticidade completa, que
considere o comportamento do material antes do inicio de escoamento (regime elastico), que
preveja o estado de tensdes que leva ao escoamento e que finalmente descreva o comportamento

do material ap6s o inicio do escoamento.

4.5 - Comentirios finais e objetivos do trabalho

A literatura pesquisada é vasta em termos de trabalhos referentes a plasticidade de
materiais porosos, referindo-se desde o processamento até os modelos matematicos. No que se
refere a modelos, sdo propostos diversos critérios de escoamento oriundos de experimentagio ou
de derivagdo matematica que, quando possuem alguma possibilidade de ajuste a diferentes tipos

de comportamento de materiais esta € um tanto restrita.

Quanto a implementagdo das teorias da plasticidade de metais porosos, muito pouco foi
publicado. A maior parte dos trabalhos conhecidos, referem-se ao critério de Gurson e utilizam a
sua implementa¢ao em programas comerciais, tais como ABAQUS e WARP. A literatura é
abundante no que se refere a comparagdo de dados experimentais e o resultado previsto para o
inicio do escoamento, entretanto, o comportamento apos o inicio do escoamento, considerando o
encruamento da matriz do material e a evolugdo da porosidade com a deformagédo plastica, em

geral, ndo é abordado.
Diante das lacunas encontradas na literatura, o presente trabalho tem por objetivo:

e propor um novo critério de escoamento para materiais porosos que seja
flexivel -e possa ser ajustado a materiais com diferentes comportamentos,

levando em conta as variagdes das propriedades em fung¢do das variagGes das



DEFORMAGAO PLASTICA DOS MATERIAIS : 35
O MODELAMENTO MATEMATICO

caracteristicas microestruturais, tais como forma, tamanho médio e

distribui¢do de tamanho de poros.

e Obter um algoritmo para a implementagdo do critério proposto como um
modelo de material do usuario que permita que este seja incorporado a um

software comercial;

e Implementar o modelo proposto considerando o comportamento apos o inicio

do escoamento (encruamento da matriz e evolugdo da porosidade);

e Implementar modelos propostos na literatura utilizando o mesmo algoritmo

considerando o comportamento apos o inicio do escoamento;

e Comparar os resultados obtidos para o critério proposto e os critérios

propostos pela literatura.



Capitulo 5

PROPOSTA DE CRITERIO DE
ESCOAMENTO

Nesta se¢do sera proposto um novo critério de escoamento para metais porosos.

Da mesma forma que o critério de von Mises, este se baseia no segundo invariante do tensor
tensdo, que, neste caso, ¢ chamado de tensor tensdo "semi-deviatorico". Este termo, semi-
deviatérico, tem o objetivo de expressar a existéncia da influéncia da componente esférica do

tensor tensdo de Cauchy no escoamento do material. Esta influéncia é incluida na formulagio

pela introdugdo da fungdo f (p), onde p representa a densidade relativa do material.
Considere-se o tensor tensd@o de Cauchy como segue:
On Oz Op
T=|o, 0, Oyl (5.1)

031 O3 Op

Sugere-se definir o tensor tensdo semi-deviatorico como

0
ol, (5.2)
p

oN o

p
T = 0y On 035 |—f(P)0
0
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onde p= ';-0’ . » assumindo P = f (p) p,com f(p) sendo uma fungdo da densidade relativa do

material. Este tensor deve apresentar um comportamento tal que quando a.densidade do matenial
tende a densidade teorica, a influéncia da tensdo hidrostatica desaparece, o que significa que o
tensor tensdo semi-deviatorico deve tender para o tensor tensdo deviatérico quando a densidade
relativa do material tender a 1. Isto estabelece o limite superior para a fungdo f (p) O limite
inferior deve representar a maxima influéncia da tens3o hidrostatica no inicio do escoamento do
material e deve ocorrer quando o material ndo tiver mais capacidade de suportar carregamento,
ou seja, o maternal estara apresentando variagdo de volume por menor que seja a pressdo aplicada
sobre ele. Para metais sinterizados, uma estimativa para esta grandeza poderia ser a densidade do
po batido. Esta "densidade limite", onde o material ndo mais apresenta a propriedade de suportar

carregamento, define a densidade relativa critica ( 0,) ou simplesmente densidade critica, para

maior simplicidade.

O problema de autovalores para o tensor 77 pode ser expresso como

|
6, ~P -4 Gy, O3
Lo G,,—P -4 O, =0. (5.3)
Gy O3, Gy —P -

Que tem como invariantes:

J, =(c,, +0,, +0,, —3P)
- 2 2 2 2
J; =610y + 6,03 +G 033 — G, —Cp3 — O —ZP(Un +0y +°33)+3P (5.4)
‘o 2 2 2 2 )
J, =0,,6,05 —P(c"cs22 +0,,0x5, +0220'33)+P (c,, +0,, +0'33)+P(0'" +0,, +c33)

2 2 2
— 0130, —01303; —0»0,

Estes invariantes sdo, por analogia, chamados de "invariantes do tensor tensdo semi-
deviatorico". Agora, se o segundo invariante do tensor tensio semi-deviatérico, J,, for

rearranjado, pode ser escrito como:

J,=1,-2PI, +3P? (5.5)
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) ) +0,, + 1
Entretanto, conforme definido anteriormente, P = f (p)p e p= Tu 632’ I =?‘ , que

quando substituidos em (5.5) nos fornecem:

, 2 3
J =12—-3-f(p)l,1,+§f2(p)1,2 (5.6)
que pode ser rearranjada para:
, I},
Jy =1 ++(r(p)-2/(0)). (5.7

Para o caso em que f' (p) tende a 1 (material 100% denso), a equagdo (5.7) tende ao segundo
invariante do tensor tensio deviatorico, que é relacionado ao tensor tensdo de Cauchy pela

expressao que segue:

I
J2=[2—T (5.3)

Isolando 7, em (5.8) e substituindo em (5.7), chega-se a:

: L
Jy=J+ 2 (0)-21() +1). (5.9)

Desta forma, chega-se a uma expressio para o segundo invariante do tensor tensio semi-
deviatorico que é, analogamente ao critério de von Mises, proposto como critério de escoamento

para metais porosos na seguinte forma:
J, =(glo)t,y (5.10)

onde g(p) ¢ uma fungdo que pode levar em conta a quantidade, tamanho, forma e distribuigdo
de tamanho de poros, enquanto Y, se relaciona a tensdo de escoamento do material 100% denso.

Ja que quando a densidade relativa do material tende a 1 a fung3o de escoamento deve tender ao

critério de von Mises, deve-se impor que f(p) e g(p)tendam a 1 quando a densidade tende a 1.

Desta forma Y, ¢ obtido comoo, / V3, onde o, ¢ atensdo de escoamento medida no ensaio de

tragdo do material 100% denso. Este valor é obtido da mesma forma que para o critério de von
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Mises, conforme Dieter (1961). A figura 5.1 mostra a influéncia da varia¢io da fun¢do f(p)
entre 1 (material 100% denso) e 0.8 na forma da superficie de escoamento para g(p)zl e para
uma tensdo de escoamento unitaria. Verifica-se ai que a premissa basica de convexidade da
superficie de escoamento ¢ mantida para o critério proposto e portanto pode-se, segundo Chen e

Han (1988), garantir unicidade de solugdo para o problema envolvendo plasticidade de metais

pOrosos.

Figura 5.1 — Superficie de escoamento para f(p) =4z f(p): 0,863 f(p) =08,

; 1
Sabendo que /, =0, e J, = %su.sy e definindo que p=—1, e g=4/3J, , pode-se fazer uma
Z J

L

mudanga de variaveis no critério de escoamento proposto (5.10) de forma a obter:

%+3p2(1+f2(p)—2f(p)):(g(p)Yo)z- (5.11)

Até este ponto foi possivel a obtengdo de um critério de escoamento genérico. Para que
seja usado necessita ser particularizado para cada tipo de material. Neste sentido deve-se obter as
fungdes f(p) e g(p), que, até este momento, podem ser arbitrarias ou ajustadas para diferentes

materiais.

Sabe-se que a fungio f(p) possui dois limites. O primeiro, quando a densidade relativa

do material ¢ 1; e o segundo, quando o material tende & densidade critica. Para estes limites
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assume-se que os valores f (p) devem ser 1 e zero, respectivamente. Entretanto, o
comportamento da fungdo f (p) entre os dois limites ndo esta estabelecido. Para este fim,

ressaltando que esta ndo € a unica abordagem possivel, vamos assumir que esta fun¢do deve
apresentar uma derivada decrescente a medida que a densidade relativa tenda a 1. Diante disso,

pode-se estabelecer que as possibilidades de escolha da fungdo f (p) varie entre aquela com
derivada constante no intervalo p, a 1 e uma fungdo com derivada zero no ponto em que a
densidade relativa do material ¢ igual a 1. Assumindo a fungdo f(p) como sendo um polinémio

de grau 2, esta sera escrita da seguinte forma:
flp)=01p* +02p+03. (5.12)

Para o limite inferior da faixa, ou seja, para a fungdo com densidade constante, a equagdo (5.12)

pode ser particularizada como:

flp)=02p+03. (5.13)

Esta fungdo deve ser zero para f(p)=p, e 1 para f(p)=1, o que nos conduz a:

01=0
gs=_1 (5.14)
1-p.
Q3: —pc
1-pc

Para o segundo limite, pode-se novamente impor as restrigdes para p, ¢ p =1 além de uma

) : ¢/ N
terceira condi¢do que seria fd_(P): 0 para p=1, o que implica em uma perda suave e
fo]

constante da influéncia do efeito da tensd@o hidrostatica na condig¢do de escoamento do material a

medida que a densidade deste se aproxima da densidade teorica. Desta forma pode-se obter:
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-1
1=
¢ (0”20, +1)
Q2=r 2 (5.15)
(;c —2pc+1)
2
P —2p,
0312
e —2p.+1

Assumindo p, = 0.5 como sendo uma estimativa realista para os metais sinterizados usuais, as

fungdes calculadas de acordo com o procedimento anteriormente proposto devem variar dentro

dos limites mostrados na figura 5.2.

— .
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| Derivada zero em p=1.0
,;'."
0.0 - } ; ; ! } 4 ; b .
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Densidade relativa (p)

Figura 5.2 - Limites assumidos para a variagdo da fungdo f (p) considerando-a um polinémio
de grau 2.

Uma vez que a fungdo f (p) esta determinada, deve-se obter a fungdo, g(p) Sabe-se, até aqui,

que o critério proposto €:

93— +3p2(1+ (010 + 020+ 03) —2(01p* + 02 +03))- (g(p)%) =Y,(p)  (5.16)
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onde Y, (p) é a fungdo que rege o efeito da fungdo g(p) na tensio de escoamento do material
100% denso (o,) relacionando a tensdo de escoamento do material com a porosidade. De

acordo com German(1998), esta relagdo ¢ da seguinte forma:
Y,(p)= K(ﬂj Y, (5.17)
P

onde:

K =fator experimental que depende do processo de fabricagdo do material;

p = densidade do material;
p, = densidade teorica do material 100% denso;

n = parametro experimental ( conforme German (1998), usualmente em torno de

0.30);

Para o caso em questdo, a equagdo (5.17) deve ser escrita como:
¥, ()= Kp" (5.18)

Jja que a densidade considerada no critério proposto ¢ a densidade relativa do material, ( p/p, ).

Verificou-se que a proposta de German, quando colocada em forma de grafico em fungdo da
densidade relativa, apresenta-se conforme a figura 3.2 e que o comportamento sugerido indica
que o material perde a capacidade de suportar carregamento a medida que a densidade se
aproxima de zero. Entretanto, deve-se lembrar que mesmo a densidades superiores a zero, a
resisténcia do material se torna desprezivel. Assim sendo, embora a fungdo proposta por German
apresente uma tendéncia adequada para descrever a redugdo da tensdo de escoamento do material
com o aumento da porosidade, devem ser feitos alguns ajustes que tornem a descri¢gdio dos

fendmenos mais proxima da realidade. Com este objetivo introduz-se a seguinte modificagdo:

Y(p):K(f‘ch Y, (5.19)

c
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onde p, ¢ a mesma anteriormente definida. Esta modificagdo, introduzida na equag@o (5.18),

apresenta um comportamento conforme mostrado na figura 5.3, concordam com os resultados
obtidos por Doraivelu et al. (1984). Nesta figura, pode-se verificar que o valor da fungdo cai
rapidamente a zero quando a densidade do material se aproxima pela direita da densidade critica.
A influéncia da variagdo do expoente n no comportamento da fungdo pode ser visto na figura
5.4, onde se verifica que, a medida que o valor de n decresce de 1 para 0.01, também ocorre uma
queda na influéncia da densidade na diminuigdo da tensdo de escoamento. Pode-se, ainda,
verificar que a medida que o expoente n se aproxima de 1, a fun¢do se aproxima mais de um

comportamento linear.
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Figura 5.3 - Tensdo de escoamento em fungéo da densidade para n=035 e p, =05
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Figura 5.4 - Tensdo de escoamento em fung@o da densidade para p, =0.5 e diferentes
valores de n

Na figura 5.5 € possivel avaliar a influéncia do pardmetro densidade critica no
comportamento da equagdo 5.19; verifica-se, na referida figura, que, para um valor de n fixo em
0.35, a medida que a densidade critica diminui, 0 mesmo ocorre com a influéncia da densidade
na tensdo de escoamento do material, indicando que para dois materiais com a mesma densidade,
aquele com maior densidade critica devera iniciar o escoamento sob solicitagdes mais baixas.
Isto deve, de certa forma, ser esperado ja que uma densidade critica mais alta indica que, a

medida que a porosidade aumenta, o material perde a capacidade de suportar carregamento antes

do que um material com densidade critica mais baixa.
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Figura 5.5 - Tensdo de escoamento em fungdo da densidade para n=0.35 e diferentes
valores de p,.

Com a defini¢do da fungdo g(p) tem-se o critério de escoamento totalmente definido como:

q?+3p2(1+f2(P)—2f(p)): K[?:;:J G_J% (5.20)
f(p):lez +0,0+0,
Onde:

p = Densidade relativa do material
p. = Densidade critica do material
o, = Tensdo de escoamento do material 100% denso

n = Expoente que indica maior ou menor influéncia da porosidade na tensdo de

escoamento do material
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f(p) = Fungdo que estabelece a relagio entre densidade e grau de influéncia da

pressdo no inicio do escoamento previsto pelo critério

K = Constante que indica a influéncia das caracteristicas dos poros (forma,
tamanho meédio e distribuicdo de tamanho) e de diferentes formas de

processamento no comportamento plastico do material.

Para o melhor entendimento de como o critério proposto modela o inicio de escoamento
de metais porosos, este € visualizado no espago q em fungdo de p. Para este fim, é considerada

uma tensdo de escoamento do material 100% denso normalizada igual a 1.

Verifica-se, na figura 5.6 que para um determinado conjunto de fatores Q,, O, e O,,
com p_, n e K mantidos constantes, quando a porosidade € igual a zero, o escoamento ocorre a

tensdo constante e igual a 1, indicando a ndo influéncia da pressdo hidrostatica no inicio do
escoamento bem como a concordincia com o critério de von Mises. Com a diminui¢do da
densidade do material, a tensdo hidrostatica comega a influir no inicio do escoamento do
material, o que pode ser notado com a diminui¢do da tensdo de escoamento com o aumento da
pressdo. Verifica-se ainda na referida figura que o aumento da influéncia da pressdo no inicio do

escoamento € crescente com a diminui¢do da densidade.
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Figura 5.6 - Condigdes para escoamento no espago q versus p para diferentes uma dada condigido

de parametros para o modelo proposto.

Se a densidade ¢ mantida constante, por exemplo em 0,9, verifica-se, na figura 5.7, que a

medida que a densidade critica é aumentada de zero a 0.65 a influéncia da tensdo hidrostatica

aumenta, provocando assim, o inicio do escoamento a tensdes mais baixas.

Como foi visto anteriormente (figura 5.4), o aumento do expoente n provoca 0 aumento

da influéncia da densidade no sentido de trazer o inicio do escoamento para tensdes mais baixas.

Esta tendéncia pode ser novamente verificada no critério do escoamento (figura 5.8), onde o

aumento do expoente n provoca uma tendéncia de decréscimo da tensdo de inicio de escoamento,

caracterizando assim um material mais sujeito a variagdao de volume quando da deformagio

plastica.
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12~ n=035 K=1 p=0.9
1.0 1
0.8
0.6
0.4

0.2+

0.0

0.0 4.0

Figura 5.7 - Influéncia da densidade critica na condigdo para escoamento segundo o modelo
proposto para diferentes valores de densidade critica.

Q=4 Q=8 Q=3
p.=0.5 K=1 p=0.9

1.0 -

0.9 - o
y _ ....................
0.7 -'
o |
0.5 ‘
oa |
0.3 :‘
0z |-

0.1

0.0 U . L

Figura 5.8 - Influéncia da densidade critica na condigido para escoamento segundo o modelo
proposto para diferentes valores de 7.

48



PROPOSTA DE CRITERIO DE ESCOAMENTO 49

Os casos avaliados até aqui indicam que os pardmetros do modelo afetam o inicio do
escoamento até mesmo para valores de pressdo nula, o que ndo se constata com a variagdo dos
pardmetros Q,, O, e (O, (Figura 5.9). Além disso, verifica-se que a variagdo dos referidos
parimetros entre um comportamento linear e o limite para o qual a derivada de f(p) ¢ zero,

reflete um aumento gradativo da tensdo equivalente para o inicio do escoamento, indicando,

portanto, um aumento da suceptibilidade do material modelado a tens@o hidrostatica.

——Q=4 Q=8 Q=3

= shaes Q=-2.66667 Q,=6 Q,=-2.3333
10 -
L PERe Q=0 Q=2 Q=1
p=.9
p=0.5
n=.35
K=
. i I ¢ 1

Figura 5.9 - Influéncia da densidade critica na condigdo para escoamento segundo o modelo
proposto para diferentes conjuntos de O, , O, € O,.

S.1 - Comparacio entre o inicio do escoamento calculado pelo critério proposto e pelos

critérios apresentados na literatura.

Na figura 5.10 verifica-se, no espago p X q, as curvas para inicio do escoamento previsto
por alguns critérios postos na literatura e pelo critério proposto para dois conjuntos de
parametros do modelo a uma densidade fixa (p=0,9). Nota-se que o critério proposto apresenta a
tendéncia de diminui¢do da tensdo cisalhante para escoamento a medida que a pressdo aumenta,

da mesma forma que ocorre para os critérios da literatura. Nota-se ainda que para os dois
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conjuntos de parametros utilizados no modelo proposto levam a condigdes que englobam as
situagBes previstas pelos modelos da literatura, exceto pelo comportamento previsto pelo critério
de Kuhn & Downey, nas regides de baixos niveis de pressio, onde justamente ¢ notado o

comportamento anémalo de um aumento do nivel de tensdo para que, a densidades menores, 0

material inicie o escoamento (figura 4.5).

------- Kuhn &n Downey

-------- Doraivellu

——Q~4 Q8 Q=3
p=0.35 n=0.35 k=1
——Q=0 Q286 Q,=-1.86
p=0.65 n=0.35 k=0.9

0.0 +———— 17— : I I
000 025 050 075 100 125 150 175  2.00

Figura 5.10 - Comparagdo entre o inicio do escoamento previsto pelos critérios da literatura e
pelos critérios propostos



Capitulo 6

ALGORITMO IMPLICITO DE
INTEGRACAO

Neste capitulo € proposto o algoritmo de integragio para a implementagio das

teorias da plasticidade de materiais porosos a serem utilizadas nas simulagdes apresentadas nos

capitulos subseqtientes.
Considerando uma teoria da plasticidade associada com a regra de escoamento escrita
como segue:

ds? =di-& (6.1)

Oy

onde dA é um escalar positivo, e g= g(p, q,.H ") ¢ uma fungio potencial plastico genérica. Para

um material com propriedades independentes da taxa de deformagdo, dA é determinado pela
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solug@o cinematica no ponto considerado (Aravas, 1987, Lee e Zhang, 1991). Considerando

p= —31—5,).0',1. e q, conforme definido anteriormente, pode-se achar:

de® :d,{-liglai. +Qg-n,..) 6.2)
3p 7 oq "

3
com: 7, =Zs,.j.

Usando esta notagao, o tensor tensdo de Cauchy pode ser escrito como:

2
o; =—po; +—§an 6.3)

O modelo de plasticidade é, entdo, completado com a introdugio das equagbes incrementais

associadas as variaveis internas responsaveis pela sua evolugdo em fungio da deformagdo

plastica:

dH" = h*(o,,de? H”) (6.4)

xj b
Considerando que o material modelado obedeca a let de Hooke quando solicitado dentro
do fegime elastico, pode-se assumir que a equagdo constitutiva para este material seja:

. 2
Cs, =2G5,5, +(K—;GJ§,,5,,, (6.5)

com G e K sendo o modulo de elasticidade ao cisalhamento e volumétrico, respectivamente e

o p é o delta de Kronecker.

Para a integragdo das equagdes elasto-plasticas ¢ utilizado um algoritmo da classe "return
mapping" que consiste na prescrigdo do incremento da deformagdo total e a conseqiiente
atualizagdo da tensdo, da deformagdo e das variaveis de estado. Considerando uma

decomposi¢do aditiva da deformagio pode-se escrever:

(,).,, =Cules)n =07 -Cp(82),.0 (6.6)
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com
o, =Coue; +45,)
Projetando a equagdo (6.6) sobre §,; e n, usando a equaéio (6.3) chega-se a:
p=p°'+KAg,

q=9° —3GAe,

A fungdo potencial plastico genérica e a regra de escoamento podem ser escritas como:

g(pt+At’qt+A:,Hat+A¢)= 0

Aeg? =(§Aap5ij +A£qn,.jj

t+AL

com
sl
ap t+A2
€
sy
! aq t+AL

Usando as equagdes (6.12) e (6.13) eliminando AA chega-se a:

Ag (Qg-) +A¢ (2) =0.
? aq t+AL ! @ t+At

53

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

Postas as equag¢des anteriores, o problema de integragdo das equagdes elasto-plasticas se reduz a

integracio do sistema de equagdes ndo lineares, onde as equagdes sio rescritas para maior

clareza, como segue:
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Agp@wgq@:o (6.15)
oq ap

glp.g.H*)=0 (6.16)

p=p°+KAg, 6.17)

q=9° -3GAg, (6.18)

AH® = h*(p,q,A¢,,Ac,, H” ) (6.19)

Usando o meétodo de Newton (Press et al,, 1995), escolhendo-se A¢, € Ag, como
incognitas e usando equacgdes (6.15) e (6.16) como as equagdes basicas para o método com p,q
e AH® conforme definido nas equagGes 6.17 a 6.19. O método de Newton ¢€, entdo, destinado a

resolver (As » )' ., € (qu )H , da maneira que segue:
(as,),, =(a¢,) +(c,), (6.20)
(As,) . =(ae,) +(c,) - (6.21)

Os valores de (c » )' e (cq )t sdo calculados resolvendo-se o seguinte sistema de equagdes:

An A‘IZ ¢ _ bl 6.22
A, 4, |le,| 15, (622)

O sistema de equagdes (6.22) € resolvido calculando-se os coeficientes 4; e b, obtidos conforme

descrito no anexo I e listados a seguir:

og g o O'g OH" g & g OHC
=—=+A¢ | K + +Ag,| K + 6.23
=5 8"( wq  Eagon ans, ) M\ Kt P e aae, ) 6%

2 n 2 x 2 n 2 a
A,2=a—g+Agp 3692 .3 08 OH | pp|-3628.,3 08 "\ a4
0q*  \ogoH " dAs, ‘ opq  sopoH" dAs,
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AzlzKé'g"'*'i ag 21
Op aa10H® 5A€p

A22 :—3Ga—g+ iiai
8q SoH® dAe,

b, =—A£F%—Aaq§§-
q9

bz :-g(p’q,H“)

Para a determinagdo dos coeficientes A4, anteriores é necessario determinar

55

(6.25)
(6.26)

6.27) |

(6.28)

oH*

dAe,

q

Considerando que o modelo proposto prevé duas variaveis de estado, as expressGes em questdo,

obtidas conforme o apéncdice II, s3o:

—

1 1 1 1 2
oH Cy _6h +K _6_h_ +C,, ———ah +
OAe, | OAe, ap OAe
oH: [ 1 1 2
EYV C, —ah +K—a—h— +C,, oh +
P OAg , op dAe,
e
o) [ ( an on' on’
C"[aA -3G 5 +C,, A -
aqu — 4 gq q gq
oH’ oh'! oh' oh?
C -3G +C -3G
dAe, “ (aqu oq ) | oAe,

com C,]. definidos como:

(6.29)

(6.30)
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oh'

1

Ch Cu __r OH* (6.31)
C, Cyn _(‘)hl oh* | oh®
oH® oH' LoH'

Para a implementagdo do procedimento anteriormente exposto no ABAQUS, a subrotina

de material do usuario deve fornecer como resultado o Jacobiano na seguinte forma:

oo,
D, = 5 _ (6.32)
g’d t+AL

O Jacobiano, resolvido conforme apresentado no apéndice III, é:

D= &+(g‘)‘)l (6.33)

Onde C° ¢ o termo de rigidez na equagdo constitutiva elastica do material e M € definida como:

1 1 on
M =3mall+om, In+mynl +m,mn+As, P (6.34)
com.
mp,.=A1A A (Azan A12 21) (6'35)
1412 12410
m""zA A Az (Azszz A12 22) (6.36)
11 12 1
1
m, =A 4 —-A, A2 (AnBzx_Aan) (6'37)
114322 241y

mqn A"A A A (Aﬂ AZ! BIZ ) (638)

Com os coeficientes A,.j e B,.j definidos como:
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ag n n a:’.g a n n ahp T
4, =| = +A¢ c 6.39)
" (aq ”L,,,zlaqay“ “ﬂaAe} "{;;apay" "”aAg J (
n n n n B l
A= Zrae, 332, 5| 33T, (640)
a=l g=1 aan aAg a=l =1 @aH aA.‘.'
B
ZZ Cop oh (6.41)
a_]ﬂlaHa 5A6‘
n s
ZZ Cap oh (6.42)
SimoH ¥ dAe,
1 d*g n o O'g oW [(0%g =2 0%  ow*)
B, =—<A¢ + c +Ag || —=+ c 6.43
" 3{ "[apaq azﬂﬂzﬂaqaﬂ" “* op 1\ ap? .,Zﬂpéapaﬂ" “ ) (6.43)
2 " on P2 B ( A2 aon A2 BY]
By=—{ae,| 28,35 08 M|, |[08, 55 08 F (6.44)
0q° a=1pm10q0H” oq Opoq a=15=10pOH * cq
1[0d 2 2 od oh?
B = + on_ 6.45
2 3{@ Egam aﬁap} (6.45)
na oD  Ohf
B = =l — 646
= {q E%aﬁa""aq} (6.46)

Considerando novamente que o material depende de duas fungdes de estado, chega-se a:

ag 2g dll aZg ahZ 62 ahl 62 ah2
—+Ag, T + T €12 + g2 ¢ + gz Cx +
p oq oqoH' ' oA, 0OqoH' " oMs, OqoH® ' 0Me, OqoH® ' dMe, 647
ll °
g o' d’g oh? g oh' g on?
" gpor” " oA, apaH‘ G oA, 6p6H2 “n oA, apaH2 ‘n oA,
62 ahl aZ ahl 2 ahl 62 2
g-gL'F » glcll + glclz + agZCZI + gZC22 oh +
ap ogoH' ' 0Ae, OpoH' " oAe, opoH® T 0As, OpoH® T A,
4, = (6.48)

d’g on'  d'g ot  d’g oh' d*g oh*
9 1 h + ] Cy, + 3 Cn + 3 Cy
opoH' ' 0Ae, opoH' < OAs, OpoH® Y oAs, @poH® ~ dAe,
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G L. . I .
= + + + c 6.49
A = g € Ae, oH' “ohe, OH® “oAe, oH® ® s, (©49)

G I . I . I . I
— c + + + c 6.50
L = o ahe, ol P ane, ToHT M 3he, T oHT B, (6.50)

Ae, [ o7 o' g  om* o'g  on 2 oK
B, =—= £, aglcn + g|c12 + gzcn + gzczz

3 |%poq OqH ~ Op OqoH' T Op Oq0H dp OqoH op 6.51)

Ag, 62g+ o’g c 6h‘+ d’g c 6if"+ g . 6h'+ o’g . oh?
3 |\op® opoH' " p opoH' " dp opoH® Y op opoH® Z op

2 2 | 1 2 2 2 1 2 2

8, =-Agp[ e AL ST Lt S S S
2 2 1 2 2 2 1 2 2
Ae 6g+ 0‘g c116h+ 0'g clzah . 8g20216h+ 6g20226h
"|\opoq opoH' = o9 OpoH' T o OpoH® T O OpoH g

] (6.52)

1{6d od oh' o oh* oD oh' oD Oh®
B e am e T e T T o (©33)
1 2 1 2\
B, = 232+6d)1c“ah+a®lcuah+5¢2c216h+6¢2c226hJ (6.54)
0q OH 0q OH 0q OH 0q OH oq

1 on'

n Cn|_ 1 OH?
Cn Cn| , OW Oh* | OW
OH*® oH' LoH'

Convencionando entdo:
H' = ¢” = Deformagio pastica equivalente
H? = f = Porosidade do material

g = Fungdo potencial plastico
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6.1 - Definicido das variaveis de estado

A deformagao plastica equivalente, e’ , representa o estado de deformagdo microscopico

na matriz do material. Esta variavel é relacionada com a tensdo de escoamento instantinea, o,

por uma curva tens3o deformagdo uniaxial. A deformagdo plastica equivalente,?, € assumida

como variando de acordo com a expressio do trabalho plastico (Gurson , 1975,1977):

(- flo,de? =o,ds! (6.55)
indicando que o trabalho plastico ocorre somente na matriz do material e ndo ocorre dissipagdo
de trabalho plastico nos poros.

A variagdo da fragdo volumétrica de poros foi assumida como fungdo de duas

componentes. A primeira, relacionada com o crescimento dos poros ( f,) (Worswick, 1991) e a

segunda, relacionada com a nucleagido dos poros ( f,). Esta ultima componente é normalmente

considerada como existindo devido a nucleagdo de novos poros por quebra ou descolamento das

superficies de inclusdes de segunda fase (Le Roy, 1981, Argon, 1975). Desta forma, escreve-se:

df = df, +df, . (6.56)

Embora a matriz tenha sido assumida como satisfazendo a condi¢do de incompressibilidade
plastica, em fung¢do da existéncia dos poros, o material mostra, macroscopicamente, uma
resposta compressivel. A variagdo da fragdo volumétrica de poros em virtude do crescimento

destes ¢é relacionada a variagdo total de volume como:
df, =(1- f)defs,. (6.57)

A nucleagdo de poros foi considerada como sendo controlada pela deformagdo plastica (Aravas

1987) e variando de acordo com a expressdo:
df, = Ade’ (6.58)

Onde A4 ¢ definida conforme sugerida por Chu e Needleman (1980):
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—p 2
d=—Tv _exp —%[5 '*’"J ) (6.59)

Segundo (6.59), a nucleag¢do de novos poros ocorre segundo uma distribuigio normal, com valor
médio de deformagdo&, e desvio padrdo s, . A varidvel f, representa a fragdo volumétrica de
particulas de segunda fase ou, no caso de materiais sinterizados, em pontos preferenciais de

nucleagio.



Capitulo 7

IMPLEMENTACAO DOS MODELOS

Conforme anteriormente citado, o algoritmo de integracdo baseado na proposta de

Aravas (1987) foi implementado no ABAQUS na forma de subrotina de material do usuario.
Esta subrotina deve ser responsavel pela atualizagdo das tensdes, deformagdes e variaveis de
estado, tais como deformacgio plastica equivalente, tensdo de escoamento e porosidade para cada
ponto de integragdo. Os aspectos cinematicos (ex. rotagdes) sdo inicialmente integrados pelo
ABAQUS utilizando o algoritmo proposto por Hughes e Winget (1980), para definir o tensor
rotagdo que ¢ aplicado a todas as fung¢Ges de valor vetorial e tensorial nos pontos de integragdo.
A interface fornece o estado do maternal no inicio do incremento de deformag¢do com todos os
vetores e tensores propriamente rotacionados assim como a solugdo cinemética para o
incremento. A subrotina do usudrio deve, entdo, atualizar as tensdes, varidveis de estado e

fornecer o Jacobiano para o incremento atual.
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- ;. . Y =
A deformagdo plastica equivalente, & , representando o estado de deformagdes
microscopica na matriz do material, ¢ assumida como se relacionando com a tensio de

escoamento o, por uma curva tensdo-deformacdo uniaxial na forma da equa¢do de Ramberg-

Osgood (Lee e Zhang, 1994), representada na figura 7.1, conforme a equagao:

m
—p
o o, 3Ge
L= =+ (7.1)
O, O, O,

18 |- me0l

16
5
.
L P4
g 14 /
8
E
S 12 |
o
2
=

10

1 N 1 " 1 n 1 " 1 2 1
00 02 04 06 038 10
Deformagdo plastica (e,)

Figura 7.1 - Curva tensdo deformagdo conforme prevista pela equagdo 7.1.

Para todos os modelos os parametros relacionados a curva tensdao deformagdo do material e a
nucleagdo de poros foram mantidos constantes em: o,/E=1/300, m=0]1, ¢,=0,3, s, =0,1,
fv =0,04. Para todos os casos a foi considerada uma porosidade inicial de 5%. Todos os

modelos foram analisados utilizando-se os critérios de Gurson, Green, Kuhn & Downey, e o
critério proposto neste trabalho. Para este altimo os parametros do modelo foram variados para

de se avaliar a influéncia dos parametros nos resultados.
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7.1 - Modelos com um elemento
a) Cubo submetido a tragdo hidrostdtica

Para a simulagdo do comportamento de um cubo submetido a um carregamento de trag@o
hidrostatica, um cubo de 8 nds, com lados de dimensdo 1,0, conforme figura 7.2, foi tracionado
hidrostaticamente, prescrevendo-se um deslocamento igual a 0,1. O deslocamento foi aplicado

em um s6 passo dividido em, no minimo, 100 incrementos.

b4

o 3

Figura 7.2 - Modelo geométrico e condigGes de contorno para o cubo submetido a tragdo
hidrostatica.

a.1) Diversos Critérios

Na figura 7.3 sdo mostrados os resultados de pressio em fungdo da deformagio
volumeétrica para os critérios da literatura testados. Verifica-se que a medida que a deformagéo
hidrostatica aumenta a pressdo aumenta linearmente de acordo com uma resposta elastica do
material que € igual para todos os critérios testados. Em fungdo da influéncia da tensdo
hidrostatica nos critérios de escoamento em questdo, as tensdes aumentam até o ponto em que a
pressdo ¢€ tal que o limite de escoamento do material é atingido, fato que ndo ocorreria para um
critério de escoamento independente da pressdo (ex. von Mises). O inicio do escoamento do
material marca o fim do regime linear, dando inicio a uma diminui¢do da taxa de aumento da
pressdo com a deformagdo, que ocorre até que seja atingido um ponto de maximo. Este ponto

indica 0 momento em que a tensdo de escoamento comega a decrescer em fungdo do aumento da
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porosidade. Isto acontece porque a tensdo de escoamento prevista pela teoria € influenciada por
duas variaveis de estado, a tensdo de escoamento da matriz, ligada a deformagdo plastica
equivalente pela curva tensdo-deformag¢do uniaxial € a porosidade. No modelo em questdo, o
aumento da deformagdo plastica equivalente leva ao aumento da tensdo de escoamento segundo
a curva tensdo-deformagdo fornecida, enquanto o aumento da porosidade leva a sua diminuigdo.
Estes dois efeitos s3o sobrepostos, e o aparecimento do ponto de maximo indica 0 momento em
que o aumento da porosidade se torna mais significativo no sentido de diminuir a tensdo de
escoamento do que o efeito da deformagdo plastica equivalente no sentido de aumenta-la. Este
comportamento se repete para todos os critérios implementados, que diferem na intensidade do
pico de maximo e no comportamento pos-escoamento. Esta caracteristica pode ser associada a
parcela de contribui¢do da pressdo no inicio do escoamento do material, de forma que os picos

mais baixos indicam um maior efeito da.

Com relagdo a porosidade, verifica-se na figura 7.3 que o aumento da deformagdo
hidrostatica até o inicio do escoamento gera um aumento de volume elastico no material, e,
consequentemente, sem aumento irreversivel de porosidade. Apds o inicio do escoamento, a
porosidade aumenta a medida que o material escoa e o cubo aumenta de volume. Nota-se que
apesar dos valores de porosidade serem muito proximos, os modelos que levam a maiores
valores de porosidade sdo aqueles que apresentam valores de pressdo maiores e 4 medida que

esta diminui, também diminui a porosidade final do material.
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Figura 7.3 - Pressdo e porosidade em fung@o da variagdo volumétrica para os critérios de Gurson,

Green, Doraivelu e Kuhn & Downey.

a.2) Critério proposto

Conforme se verifica na figura 7.4, para um dado conjunto de variaveis do modelo o
comportamento da pressdo e da porosidade em fungdo da deformagdo volumétrica concorda
qualitativamente com os valores obtidos para os critérios postos na literatura e, da mesma forma
que anteriormente, a medida que o escoamento inicia, a resposta deixa de ser linear e tende a um
ponto de maximo pelas mesmas razdes anteriormente colocadas. Percebe-se claramente que o
inicio do aumento da porosidade é retardado em relagdo aos critérios reportados pela literatura
em fungdo de uma maior persisténcia do regime elastico. Apds o inicio do escoamento a

porosidade aumenta com a deformagéo seguindo a mesma tendéncia que os casos expostos.
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a.l1.1) Efeito da variacio dos parimetros do modelo nos resultados.

Na figura 7.4 verifica-se a influéncia dos parametros Q,, O, e O, nos resultados de
pressdo e porosidade em fung¢do da deformagdo volumeétrica para p,, K e n fixos. Nota-se que
a medida que se sai do conjunto de valores para os quais f(p) tem comportamento linear
(0,=0, O,=2 e Q,=-1) e se vai em diregdo aos valores para os quais f (p) tem um
comportamento parabolico com derivada igual a zero para p=1 (0, =4, 0,=8 ¢ O;=-3),0
pico de pressdo se desloca para valores mais altos, indicando que o material apresenta maior
tolerancia ao aumento da pressdo. O aumento da porosidade ¢ afetado da mesma maneira, 0 que
se verifica pelo aumento da regido com porosidade constante em fungdo do retardamento do
inicio do escoamento. Com o inicio do escoamento a porosidade come¢a aumentando
rapidamente e com a continua¢do da deformagdo a taxa de aumento da porosidade tende a se
estabilizar, de modo que ao final da deformagdo prescrita verifica-se apenas uma pequena

diferenca entre os resultados.
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Figura 7.4 - Presséo e porosidade em fungdo da deformagdo volumétrica para diferentes

conjuntos de O,, O, e O, epara p, =05, K=1e n=035.
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A figura 7.5 representa as respostas em pressdo e porosidade em fun¢do da deformagdo

volumétrica para diferentes densidades criticas ( o, ). Conforme visto, a variagdo do valor de p,
deve ser acompanhada por uma mudanga nos valores de Q,, O, ¢ O, de forma que estes

acompanhem a nova defini¢do da densidade critica. Neste sentido, foi fixado que para a variagio

desta a fungdo f (p) fosse linear (O, =0), e com base nesta premissa os valores de O, e O,
foram obtidos. Verifica-se, entdo, na referida figura, que o aumento de p, provoca uma

diminuigdo dos niveis de pressdo previstos, confirmando que para maiores densidades criticas o
material apresenta uma maior sensibilidade ao aumento da pressio. Em relagdo a porosidade,
verifica-se que a menor influéncia da pressdo leva a menores porosidades, ja que, no modelo
utilizado, a maior parcela da porosidade gerada € devida ao crescimento de poros. Esta parcela,
por sua vez, ¢ gerada pelas deformagdes hidrostaticas que sdo diretamente ligadas as tensdes
hidrostaticas. Desta forma, a medida que os niveis de pressdo aumentam, deve-se esperar que a
porosidade devida ao crescimento dos poros seja maior. Esta tendéncia € confirmada nas curvas

de porosidade em fung¢do da deformagio hidrostatica.

As curvas de pressdo e porosidade em fungdo da deformagdo volumétrica para diferentes
expoentes n sdo mostradas na figura 7.6. Verifica-se nesta figura que a tendéncia ao
aparecimento do pico de pressio se mantém pelos mesmos motivos anteriormente expostos
assim como a tendéncia ao aumento da porosidade. Observa-se porém, que para o0 caso em que

os fatores O, , O, , O,, p, e K sdo mantidos constantes, a variagdo do expoente » nio propicia

um efeito marcante nas respostas, tanto em pressdo como em porosidade, indicando um fraco

efeito desta variavel nos resultados fornecidos pelo modelo.
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Figura 7.5 - Pressdo e porosidade em fung@o da deformag@o volumétrica para diferentes

condi¢des de densidade critica ( p,) para K e n constantes.
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Figura 7.6 - Influéncia do expoente » na pressédo e porosidade em fungdo da deformagéo

volumétrica.
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O parametro K, no modelo em questdo, tem por objetivo espelhar a influéncia das
variaveis relacionadas ao tamanho médio, distribuigdo de tamanho e forma de poros. Esta
influéncia ocorre no sentido destas variaveis atuarem como "concentradores de tensdo" (German,
1998) abaixando a tensdo de escoamento do material. Diante disso, propde-se que este
coeficiente tenha um valor maximo igual a 1 e, a medida que estas variaveis atuem no sentido de
deteriorar as propriedades do material, este valor diminua. O efeito da variagdo de K para um

determinado conjunto de valores Q,, O,, O;, p. e n pode ser avaliado na figura 7.7, onde se

verifica que a tendéncia de aparecimento do pico de pressdo se mantém. Observa-se porém que
que a medida que o valor de K diminui, a curva de pressio em fungdo da deformacgao
volumeétrica sofre uma "translagdo" para baixo, indicando que menores valores de K levam a
uma maior influéncia da pressdo no comportamento do material no inicio e apds o escoamento.
Novamente, quanto maior o nivel da pressdo no material, maior a quantidade de poros obtida no
final da deformagdo. No entanto, os niveis de porosidade sdo muito proximos para os trés casos

simulados.

4.0 035
Q,=0.0000; Q,=2.0000; Q,=-1.0000 Q,=0.0000; Q,=2.0000; Q,=1.0000

L p=0.5 n=035 p=0.5 1=035
-5 030

Pressure
N
=]
T
Porosity

! L L 1 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.00 0.05 0.10 0.15 020 0.25 0.30

0.0 L 1 L 1 1 Il ! J 0.00 1

J
035
Volumetric strain (& ) Volumetric strain (g,)

Figura 7.7 - Influéncia da variagdo do parametro K na pressdo e na porosidade em fungio da

deformagdo volumétrica.

a.1.2) Comentarios finais e conclusdes sobre 0 modelo de um elemento submetido a

deslocamento hidrostaitico prescrito

Para o modelo de um elemento submetido a tragdo hidrostatica foi possivel verificar uma

diferenca significativa nos resultados de pressio em fungdo da deformagdo volumétrica para
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todas as variaveis testadas, a exce¢do do expoente 7. Por outro lado, os resultados de porosidade
em funcgdo da deformag@o volumétrica, apesar de coerentes com os resultados de pressdo, ndo
apresentaram diferen¢as muito significativas quando da variagdo dos diferentes parametros do
modelo. Pode-se dizer que este comportamento ¢ resultado da prescrigdo do deslocamento em
detrimento da tensdo, o que leva a uma variagdo volumétrica igual para todos os modelos e,

consequentemente, a porosidade assumie valores muito proximos para os casos testados.

b) Tensdo uniaxial - Cubo

Para o modelo de cubo tracionado unixialmente, modelado com um elemento de 8 nos,
teve um deslocamento prescrito de 30% do comprimento da aresta. O deslocamento prescrito,
como no caso do cubo submetido a deslocamento hidrostatico, foi aplicado em um so passo e

dividido em um minimo de 100 incrementos (figura 7.8).

)

—

Figura 7.8 - Modelo s6lido do cubo submetido a deformagao uniaxial.

Na figura 7.9 sdo apresentados os resultados de tensdo e porosidade em fungdo da
deformag@o do material. Destaca-se nesta figura o fato de o modelo resolvido com o critério de
Doraivelu ndo resolver o problema até 100% do deslocamento prescrito. A ndo convergéncia
global do modelo ocorrida naquele ponto se deveu a ndo convergéncia das variaveis de estado no

algoritmo de integragdo do modelo de material.
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b.1) Diversos Critérios

Ainda na figura 7.9 verifica-se que os resultados tensdo seguem uma tendéncia
semelhante a curva tensdo deformagdo do material 100% denso, diferindo no entanto, nos niveis
de tensdo previstas pelos diferentes tipos de critério. Ressalta-se o fato de que as respostas
fornecidas pelos critérios de Gurson, Green e Doraivelu, para este modelo, foram muito
semelhantes entre si, diferindo sobremaneira dos resultados do critério de Kuhn & Downey. Para
os resultados de porosidade em fungdo da deformagdo, entretanto, verifica-se uma boa
concordéncia dos modelos de Gurson e Green, diferindo dos resultados fornecidos pelos modelos

de Kuhn & Downey e de Doraivelu, que concordam entre si.

1.6
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Figura 7.9 - Tensdo e porosidade em fungdo da deformagdo para os modelos de Gurson, Green,

Kuhn & Downey e Doraivelu.
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b.2) Critério Proposto

Para o modelo proposto foram consideradas diferentes condigdes com variagdes dos

conjuntos de parimetros do modelo. Na figura 7.10, pode-se avaliar a influéncia da variagio Q,,

0,, O, para K, p, e n mantidos constantes nos resultados de tensio e porosidade em fungio da

=

deformagdo uniaxial do modelo de cubo de 8 nos. Verifica-se ali que a medida que se varia Q,,

Q, e O, dos valores para os quais f(p) tem um comportamento linear para aqueles com os

=

quais f (p) tem comportamento de parabola com derivada igual a zero para p =1, os niveis de
tensdo previstos pelo modelo aumentam, indicando o inicio do escoamento a tensdes mais altas e
uma evolugdo da deformagio plastica a niveis de tensdo superiores. Este comportamento indica
que o modelo se torna menos suscetivel a pressdo quando se sai de f(p) linear para parabolica.
Em relagdo a porosidade, verifica-se que o aumento da influéncia da pressdo na resposta plastica

do material levou a niveis de porosidade maiores, como foi o caso para f(p) linear.
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Figura 7.10 - Tensdo e porosidade em fungdo da deformagédo aplicada para diferentes

conjuntos de O, , O, e O, para K, p_ e n constantes.

Na figura 7.11, pode-se avaliar as respostas de tensdo e porosidade em fun¢do da

deformagdo aplicada. Nosta-se neste caso que o aumento da sensibilidade a pressdo provocado

pelo aumento da densidade critica, provoca, a medida que a deformagdo aumenta, um estado de

tensdes mais baixo e uma maior porosidade tanto em valor absoluto como em taxa de aumento.

O estado de tensdes mais baixo para os casos de maior influéncia da porosidade pode ser

associado, neste caso, a contribui¢do da componente deviatorica para o inicio do escoamento do

material, que se soma ao efeito da componente hidrostatica, que no caso do modelo anterior era a

unica existente. Neste sentido, o material tem o inicio do escoamento a niveis de tensdo mais

baixos para situagdes onde o material ¢ mais sensivel a influéncia da pressdo. Apesar disso, a

ocorréncia de maior porosidade a medida que o efeito da pressdo aumenta se mantém da mesma

forma que anteriormente.
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Figura 7.11 - Tens@o e porosidade em fungdo da deformag@o aplicada para diferentes

valores de p, com K e n constantes.

Na figura 7.12 sdo mostradas as curvas de tensdo e porosidade em fung@o da deformagao

para diferentes coeficientes K considerando Q,, O,, O,, p. € n constantes. Verifica-se que a

medida que o coeficiente K diminui, indicando uma condi¢do de maior "concentragdo de

tensdes" causada por uma configuragdo mais critica de porosidade (por exemplo, poros

grosseiros com forma irregular), o nivel de tensGes previsto pelo modelo cai acompanhado pela

porosidade. Este resultado € coerente com o fato de que uma microestrutura mais desfavoravel

(com porosidade irregular) propiciara o inicio do escoamento a niveis de tensdes mais baixos. As

tensdes mais baixas levardo a uma menor pororosidade e, no caso de uma falha, ¢ de se esperar

que o material com microestrutura mais irregular apresente menor possibilidade de crescimento

e nucleagdo de poros, de forma que em relagdo a um material com microestrutura mais favoravel,

o primeiro devera apresentar uma porosidade mais baixa.



IMPLEMENTACAO DOS MODELOS 77

Q,=0.0000,Q,=2.0000,Q,=-1.0000

p=0.5 n=035
S )
15 L Tensdo
1.4 | i
i 40075
13 F ]
i 400708
12+ =
N -
ol
8 11} 7 0"’“3
w
a I ]
(] ‘7
oo - 0.060 &
i | A
Dbl - 0.055
08} ! 1
| - - 0.050
0.7 a5 ¢ 5 1 5t 5 1 5 & 5 -L 4.1 30 i 4 <+ ¢ + 1 2 & 4 1
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 0.22 0.24 0.26 0.28

Deformagdo ()

Figura 7.12 - Tensdo e porosidade em fungdo da deformagio aplicada para diferentes

valores de K para Q,, O,, O,, p. € n constantes.

Na figura 7.13 sdo mostrados os resultados de tensdo e porosidade em fungdo da
deformag@o para diferentes valores de n para Q,, O,, O,, p. e K constantes. Verifica-se que o
aumento da influéncia da pressdo provocado pelo aumento de » leva a uma diminui¢do do nivel
de tens@o e a uma diminuigdo da porosidade prevista. Pode-se verificar ainda que, da mesma
forma que no caso de deslocamento hidrostatico, a variagdo de » ndo acarretou mudangas muito

relevantes em termos de porosidade.
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Figura 7.13 - Tens@o e porosidade em fungdo da deformagio aplicada para diferentes valores de

n para O,, O,, O,, p, € K constantes.

7.2 - Modelos com mais de um elemento
a) Barra cilindrica tracionada

A figura 7.14a ilustra o modelo de uma barra cilindrica tracionada antes e apds a
deformagdo. Para este caso foi considerada axissimetria do corpo de prova cilindrico que teve
somente um oitavo modelado. Para fins de modelo considerou-se, um corpo de prova com 5 mm
de diametro, de forma que o oitavo modelado foi considerado com 2,5 mm de raio e 2,5 mm de
altura. A este modelo foi aplicado um deslocamento prescrito de 1,43 mm em um sé passo,
dividido em no minimo de 100 incrementos. Deve-se atentar que todas as grandezas foram
consideradas em valores absolutos, desconsiderando assim as suas unidades. A tabela 7.1
estabelece uma relagdo entre deslocamento e deformagdo verdadeira para o modelo simulado e

deve ser considerada somente como uma referéncia em virtude deste tipo de relagdo ndo ser
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verdadeira apos o inicio da estricgdo, e em fun¢do dos diferentes modelos simulados

apresentarem o inicio da estric¢do em estagios diferentes da simulagao.

Tabela 7.1 - Relagdo entre deslocamento e deformagdo verdadeira para o modelo do corpo de

prova de tragdo uniaxial.

Fragdo aplicada do
deslocamento prescrito

%) 0.00 { 0.10 | 0.20 | 0.30 | 0.40 | 0.50 { 0.60 | 0.70 | 0.80 | 0.90 | 1.00
0

Deformagao verdadeira | 0.00 | 0.06 | 0.11 [ 0.16 | 0.21 | 0.25 | 0.30 | 0.34 | 0.38 | 0.42 | 0.45

Elemento mais

Critico

(a)

(b)
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Figura 7.14 - (Continuagdo) Modelo de cilindro submetido a tragdo uniaxial (antes (azul) e apos

a deformagdo). (a); e fragdo da barra submetida a tragdo uniaxial (b).

Na figura 7.15 s3o mostradas as curvas de evolugdo tensio equivalente de Mises, da
pressdo e da porosidade, em fungdo da fragdo do deslocamento prescrito aplicado ao modelo.
Verifica-se que para os modelos resolvidos com o critério de Gurson, Green e Doraivelu, ocorre
uma tendéncia de aumento, estabilizagdo e queda da tensdo equivalente de Mises, com o
aumento da deformagdo. Ja para o critério de Kuhn, somente uma tendéncia de aumento é
constatada. Para os primeiros, essa queda deve ser associada ao aumento da porosidade, que
provoca uma diminui¢do da tensdo equivalente para o escoamento. Em relagdo a pressio,
observa-se o aparecimento de um comportamento ndo monotdénico em relagdo ao aumento da
fragdo aplicada do deslocamento prescrito, como pode ser notado pela tendéncia ao aparecimento
de um pico. Esta tendéncia € explicada pelo aumento da influéncia da porosidade, de forma a
propiciar que as tensdes hidrostaticas tenham sua parcela de contribuigio na deformagdo
aumentada em relag@o a tensdo equivalente de Mises (deviatérica). Este aumento de influéncia

da porosidade tem como consequéncia direta uma maior compressibilidade do material.
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Figura 7.15 - Tens@o equivalente de Mises (a), p1wssa0 (b) € porosidade (c) em fungdo da fragdo

aplicada do deslocamento prescrito para os critérios de Gurson, Green, Doraivelu e Kuhn &

Downey.

Na seqiiéncia de figuras 7.16, 7.17 e 7.18 € possivel avaliar a evolugdo da tensio

equivalente de Mises, pressao e porosidade, para diferentes condigdes do modelo proposto. Nota-

se nas figura 7.16 e 7.17 que, para as variaveis em questdo, 0 comportamento previsto pelo

modelo proposto € qualitativamente comparavel aos resultados obtidos para os modelos

propostos na literatura os critérios apresentados na literatura. Verifica-se que a medida que os

parametros do referido critério sdo variados no sentido de aumentar a influéncia da pressdo no

modelo, a quantidade de poros resultante, para 0 mesmo deslocamento aplicado, ¢ maior (Figura
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7.18) e, em fungdo disso, ocorre um "amolecimento" do material levando a niveis de pressdo e

tensdo deviatérica menores.
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Figura 7.16 - Tensdo equivalente de Mises em fungdo do deslocamento aplicado para diferentes

condigdes do modelo proposto
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Figura 7.17 - Pressdo em fungdo do deslocamento aplicado para diferentes condigdes do modelo

proposto
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Figura 7.18 - Porosidade em fun¢@o do deslocamento aplicado para diferentes condigdes do

modelo proposto

b) Barra com furo

A forma e as dimensdes do modelo de barra com furo considerado neste caso s3o
mostradas na figura 7.19 que tem a area mais sujeita a solicitagdo apresentada antes e apos a
deformagdo na figura 7.20. Para este caso foi modelado 1/8 da barra que foi submetido a um
deslocamento prescrito de 1 mm. Este deslocamento foi aplicado dividido em no minimo de 100

incrementos.

Nas figuras 7.21, 7.22 e 7.23 observa-se a distribuicdo da tensdo equivalente de Mises,
pressdo e porosidade para o critério de Gurson na regido mais critica do modelo simulado. Estas
figuras ilustram o resultado tipico obtido para os diferentes critérios, destacando as regides de
maiores valores de tensdo deviatorica, as regides onde os valores de pressao sdo compressivos e
trativos e ainda os locais de maior porosidade no material. Além disso, € possivel, interpretando-
se as referidas figuras, concluir sobre a forma final esperada para um corpo de prova submetido a
solicitagdes semelhantes as prescritas no modelo. Deve-se ressaltar que, para fins de
interpretagdo, os valores de pressao apresentados pelo ABAQUS sio reportados segundo um

sistema de coordenadas que considera tensdes hidrostaticas trativas aquelas com sinal negativo.
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Considerando-se o elemento mais critico (assinalado na figura 7.23) e avaliando-o em
ralac@o a evolucd@o da tensdo equivalente de Mises, pressdo e porosidade, em fun¢io da evolugdo
do deslocamento prescrito para os critérios de Gurson, Geen, Kuhn & Downey, Doraivelu, além

do critério proposto. Os graficos obtidos sao mostrados nas figuras 7.24 a 7.29.

.20 _ 3

|

| |
(a)

(b)

Figura 7.19 - Dimensdes da barra com furo (a); fragdo do corpo de prova modelado (b).



IMPLEMENTACAO DOS MODELOS 85

i} ﬂ 1]
Figura 7.20 - Detalhe do modelo de barra com furo mostrado antes (azul) e depois da
deformagdo.

+1.372400

Figura 7.21 - Mapa da tensdo equivalente de Mises em um detalhe do modelo de barra com furo.
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PRESS VALVE
-6 702-01
-5 57e-01
-5.282-01
-4.502-01
-3 76e-01
-3 622-01
-2.292-01
-1 S52-01
-8 182-02
-9.272-03
+6.53£-02
+1 332-01
+2 122-01
+2.862-01

+2 282-01

Elemento mais critico

Figura 7.23 - Mapa da porosidade em um detalhe do modelo de barra com furo.

Na figura 7.24 sdo mostrados os resultados de tensdo equivalente de Mises em fungdo da
fragdo de deslocamento prescrito aplicado para os critérios de Gurson, Green, Kuhn & Downey e

de Doraivelu. Os resultados mostram um comportamento coerente com os modelos anteriores,
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apresentando uma regido de resposta linear seguida pelo inicio da plastificagdo, caracterizada por
uma menor taxa de aumento da tensdo em fungdo da deformac@o. Este aumento ocorre até que
seja atingido o pico de tensdo deviatorica. Apos este ponto, com o aumento da porosidade, que
permite uma maior contribui¢do da pressdo para o escoamento do material, e consequentemente
o valor da tensdo equivalente de Mises diminui. Verifica-se na mesma figura que os critérios de
Gurson, Green e de Doraivelu apresentam uma boa concordancia até aproximadamente 50% do
deslocamento prescrito. O critério de Kuhn, porém, apresenta tensdo equivalente de Mises e

pressdo (7.25) situando-se em um patamar superior aos outros critérios.

1.4

—
(=]
1

Tens#o equivalente de Mises (q)
e
oo
1l

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fragdo aplicada do deslocamento prescrito

Figura 7.24 - Tensdo de Mises em fungdo do deslocamento prescrito para os critérios propostos
na literatura.

Na figura 7.25 sdo apresentados os valores de pressdao em fungdo do deslocamento
prescrito para os mesmos critérios da figura anterior. Novamente existe a semelhanca de
resultados entre os critérios de Gurson, Green e Doraivelu que ocorre desde o inicio do
escoamento até aproximadamente 70% do deslocamento prescrito, valor a partir do qual o valor
de pressdo prevista pelo critério de Doraivelu comega a cair. Na figura 7.26, verifica-se os

valores de porosidade sdo monotonicamente crescentes para os diferentes critérios, indicando
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uma tendéncia de aumento a medida que a influéncia da pressdo no inicio do escoamento
aumenta para os diferentes critérios, o que € caracterizado por tensdo equivalente de Mises e

pressao mais baixas.

0.7 4

T
0.8 1.0

Fragdo aplicada do deslocamento prescrito

T T
0.0 0.2 04 0.6

Figura 7.25 - Pressdao em fung@o do deslocamento prescrito para os critérios propostos na

literatura.
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0.40

Gurson

Porosidade x100 (%)

T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fragéo aplicada do deslocamento prescrito

Figura 7.26 - Porosidade em fun¢do do deslocamento prescrito para os critérios propostos na
literatura.

Nas figuras 7.27 a 7.29 sdo mostrados os resultados de tensdo equivalente de Mises,
pressdao e porosidade em fungdo da fragdo do deslocamento prescrito aplicado para diferentes
condi¢gdes do critério de escoamento proposto. Constata-se nas figuras em questdio que o
comportamento previsto para o modelo proposto considerando as diferentes condigdes simuladas
apresentam as mesmas tendéncias que os casos propostos pela literatura. Nota-se de fato que,
qualitativamente, o critério proposto reproduz as tendéncias resultantes da aplicagdo dos modelos
apresentados nas figuras 7.24 a 7.27. Verifica-se que as variagdes nos resultados sdo decorrentes
a mudanga dos parametros no sentido de aumentar a influéncia da pressdo no escoamento do
material e que os resultados previstos pelos critérios apresentados na literatura, a excessdo do
critério de Kuhn & Downey sdo passiveis de serem englobados pelos resultados do modelo

proposto.



IMPLEMENTACAO DOS MODELOS

Tensdo equivalente de Mises (q)

Figura 7.27 - Tensdo de Mises em fung¢@o do deslocamento prescrito para o critério proposto.
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Figura 7.28 - Pressdo em fungdo do deslocamento prescrito para o critério proposto.
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Figura 7.29 - Porosidade em fun¢@o do deslocamento prescrito para o critério proposto.
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CONCLUSOES

e O algoritmo de integragdo apresentado se mostrou adequado a solugdo dos problemas
abordados neste trabalho e permitiu a implementagdo das teorias de plasticidade para
materiais porosos proposta por Green, Guerson, Kuhn & Downey, Doraivelu e o critério
proposto via método dos elementos finitos considerando a evolugdo de duas variaveis de

estado, quais sejam, deformagio equivalente e porosidade do material.

e O modelo proposto se apresentou flexivel e adequado no sentido de ser implementado via
método dos elementos finitos e de aplicagio na simulagdo numérica de componentes

mecanicos porosos submetidas a solicitagGes que os levem a plastificagio.

e O modelo proposto, através da variagdo dos parimetros de material incluidos na formulagdo
mostrou a possibilidade de cobertura de uma ampla gama de resultados passiveis de serem

obtidos pela utilizagdo de diferentes teorias da plasticidade anteriormente propostas.

e Os modelos do cubo submetido a tragdo hidrostatica apresentaram um pico de maxima
pressdio correspondente a maxima tensio de escoamento resultante da combinagio do
encruamento da matriz € do amolecimento do material devido ao aumento da porosidade. O
decréscimo da pressdo apds o pico € decorrente do amolecimento devido ao aumento da

porosidade.
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Nos modelos de cubo submetido a tragdo hidrostatica quanto menor a influéncia da pressdo
no calculo da tensdo de inicio de escoamento, maior o pico de press3o obtido.

Os modelos de cubo submetidos a tragdo hidrostatica apresentaram um aumento linear da
porosidade acompanhando a tendéncia linear ditada pela prescrigdo do deslocamento. Isto é
decorrente do fato da incompressibilidade da matriz associada 4 conservagdo da massa, o que
implica que o ganho de volume deve ser decorrente do aumento da quantidade dos poros. Os
valores semelhantes obtidos nas simulagbes s3o devidos ao controle de deslocamento
imposto nas simulagges.

Em relagdo ao modelo proposto, o aumento da influéncia da pressdo no inicio do escoamento
provocou a diminui¢do do pico de pressio e o adiantamento do inicio do aumento da
porosidade em relagdo ao deslocamento imposto.

Nos modelos de cubo tracionado unixialmente, os critérios propostos na literatura
apresentaram resultados em tensdo de escoamento semelhantes entre si, a excegdo do critério
de Kuhn & Downey.

Em relagdo ao critério de escoamento proposto, a medida que os parametros foram variados
no sentido de permitir uma maior influéncia da pressdo no inicio do escoamento, o nivel de

tensdo diminuiu e a porosidade aumentou.

- Os parametros K e n s3o indicadores da sensibilidade do material & presenga de poros.

Quando estes parimetros sdo variados no sentido de indicar um material mais sensivel a
presenc¢a de poros, o nivel de tensGes tende a cair assim como a porosidade, indicando que
microestruturas menos favoraveis (p. ex. porosidade irregular) tendem a suportar menores
niveis de tensio e evoluem com menores quantidades de poros. Estes resultados sdo
coerentes com a literatura consultada (CHRISTIAN e GERMAN, 1995).

Nos modelos de barra de tragdo considerando os critérios propostos na literatura, verificou-se
que as tendéncias se mantém semelhantes aquelas observadas nos modelos de cubo
submetido a tragdo uniaxial até o ponto em que a porosidade se aproxima da densidade
critica para o modelo de Doraivelu. Neste ponto, para o modelo de Doraivelu, os valores de
tensdo deviatorica comegam a cair ¢ a porosidade aumenta a uma taxa maior que para os
outros critérios testados até a ndo convergéncia das variaveis de estado (vide figura7.15).

As simulag¢des da barra de tragdo relacionadas ao critério de escoamento proposto mostraram
que a variagdo dos parimetros do modelo permitiu obter resultados que cobrem aqueles

obtidos a partir dos critérios da literatura testados.
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Para o modelo de barra com furo, a tensdo de inicio de escoamento é fortemente influenciado
pelas tensGes cisalhantes, fazendo com que o inicio do escoamento acontega a niveis de
tens3o muito proximos para os critérios testados.

Para os critérios apresentados na literatura, o0 modelo de barra de tra¢do indicou que
novamente o critério de Kuhn & Downey apresenta comportamento discrepante dos outros
critérios testados, o que ficou evidenciado principalmente por niveis de tensdo mais elevados
em relagdo aos outros critérios.

O modelo de barra com furo, para o critério proposto, permitiu confirmar que mesmo para
um modelo cujo escoamento é predominantemente regido pelas tensSes cisalhantes, os
resultados obtidos podem englobar aquelas condi¢Ses previstas pelos critérios apresentados
na literatura e testados neste trabalho.



PROPOSTAS PARA CONTINUACAO
E NOVOS TRABALHOS

Comparagao dos resultados simulados via método dos elementos finitos com resultados
experimentais obtidos via ensaios equivalentes aos modelos.

Ajuste dos parametros do modelo proposto para diferentes tipos de metais sinterizados.
Utilizagdo de outras fungdes f (p) e g(p) para explorar possiveis configurages mais
adequadas destas fungses.

Incluir no algoritmo de integrag¢do o encruamento cinematico da matriz do material.
Avaliar formas diversas de evolugdo da porosidade quanto a nucleagdo e crescimento dos
poros.

Incluir no algoritmo de integragdo a possibilidade de coalescimento dos poros.

Propor um modelo para o coalescimento dos poros.

Estabalecer metodologia para a calibragdo do modelo proposto.

Aplicagdo dos modelos para casos de solicitagdes ciclicas
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Apéndice I-Obtenc¢io dos coeficientes

Aijebi

O agoritmo para a resolugdo de um sistema de duas equagdes com duas incognitas pelo método

de Newton, conforme (Press, 1995) pode ser escrito como:

%, %

ax(l)

o

ax(l) ax(l)

%h

o
%,

e®
%,

Assumindo que:

A, B
f; -—Aé'péa

ax(l)

+Ag

q

ax(l)

E o
op

A :g(p,q,H‘z)=O

p=p°+KAg,

q=9° -3GAg,

AH® = h*(p,q,A¢,,A6,,H”)

x, =Ag,

x, = Ag,

Rescrevendo o algoritmo (1) utilizando as defini¢Ges de (2) a (8):

X, X 1 T x®
X2 t+1 X t D -—% _‘?_fl_

{f

1

A

},

t

M

@

€))

)

)

©

(M

®
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o, I
Ae, | _JAg,| | 1| OAe, oAs, |[ £,
qu t+1 qu t D - @‘2 % fz t
OAe, 0OAe,
! ()]
o o
D= OAe, OAg,
o 9
OAe . OAg
%h _ 9%
Ag, ~ Ag, | 1| oAe, ohe, |[- f (10)
qu t+1 qu t D - % aj; —f2 t
6Aap OAe
{cp} Z{A—l{_.f;}} (11)
Cq -+ —j; ¢
Com a matriz A definida como:
9% o
OAe, OAe
A= » q 12
s (12
OAe, OAg, ]
e o algoritmo para a solugdo do problema é:
A{c P } — {— fl }
€q t+1 - f 2
[ Wl q‘l ] (13)
dAe, oAg, ||c, ~ —f,}
of 2 of 2 c, 'l - f 2
_5A£ , OAg, ]

e finalmente:
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b

[All A'lZ}{cP}___{ l}’ (14)
Ay Ap () (B

com os coeficientes A57 sendo calculados como:

= % =§+A8 __Q__G_g_+A8 A (15)
OAe, Oq P oA, oq " 0Ag, Op
A, =i=ig-+A£ 0 K+Aa 0 % (16)
oA, Op ¥ ohe, oq ? dAe, Op
9 __ %8 d < 0g oH®
:-————:—-—-:K——+ —_— 1
o oAs, A,  ap Zaw- dAs, 7
:ﬂ.%_z_ag__:_j,G?&.;.i_.ag_ég_ (18)
OAe, OAg, 0q aa10H*® OAc,

Substituindo a fun¢do potencial plastico nas expressoes para 4,, e 4,, podem ser escritas como:

ag o, 0 & 0g oH" o, 08 & 3¢ OH"
4, ==+A0s,— | K=+ ———— +Ac, —| K=+ —>
' ooq g"aq( P oH 6A8J 8"ap( o HaH" ohe,

B ope O 3B B H O _ 3% .+ % H”
A"—ap+A8’aq[ G Eme 6Aeq]+A£q6p( AT T aAeq]

Que expandido fornece:

og dtg o 0o*g OH® g o 0'g OH®
=—+Ae | K + Ae | K + 19
=gt "( pa | Zagal" ane, ) 2%\ " p? Z poH" as,)
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4, =Fine | -3G98, 3 08 OH 3gT8 .5 T8 HT| o
ap 0q* a10qoH ® OAe, 0pq a=10poH® dAe,

E o sistema de equagdes (14) para c,e ¢, tem os coeficientes 4, onde (19) e (20) sdo

repetidos para maior clareza, como segue:

2 n 2 a n 2 @
A,,=9£+Agp[1<ag o aHJ q( P og aHj (21)
P

aq opq  SoqoH® Ae i opoH = aA

n 2 a
Au:@we 3Gag 3 08 OH
ap oq> a10qoH*” OAe,

g, 3 o’g OH®
oo a0 e R )

4, = % _ %8 _p0%8 < 0g H (23)
OAe, OAe, d a=0H® dAe,
A4, _ % _ %’ _ 5%, 5 % H (24)
OAe, OAe, 0q ami0H® OAg,
24
b =—f =-Ase %—Aa 25
1 =mh=as, S A (25)

b,=—f, =-g(p.q,H°) (26)



Apéndice II-Calculo dos coeficientes

OoH*® OH “
one € Gqu

p

Temos que:
AH® = h*(p,q,A¢,,A,, H? ). 1)

a

Observando-se que o mesmo procedimento deve ser repetido para a obtengdo de

8‘1
assumindo que a =2, chega-se a:
OoH' on +ah‘ op . oh' OH*? @)
OAe, OAe, 0Op 0As, OH® OAs,
oH? _ oh* +6h2 ap + oh*> oH' 3)
dAe, OAe, Op OAs, OH'dAs,
Que rearranjadas levam a:
_aH' +6h' oH? [ on' +6h1 op @)
OAe, OH® dAg, dAe, 0p OAg,
+6h2 oH' _ OH? _ on’ +6h2 op 5)
OH' 0As, OAg, dAe, Op OAeg,

Que na forma matricial podem ser escritas como:



Apéndice II-Calculo dos coeficientes oH , oH
OAe, OAeg,
an | oH' oh' . oh' op
- oH? || OAcg, (-1 OAe, Op dAe,
o . |leH™ [~ on’  oh’ op
oH' dAs, OAe, Op OAe,
Cuja solugdo pode ser escrita como:
oH' . ok -1 on' + _ah_]
dAg, _ - AH? dAe, ap
OH* oh® on’ oh®
-— 1 +K
OAe, oH OAeg,, op
Da mesma forma pode-se obter:
oH' : on' 1 oon' _3G on'
6A£2q _ . - aHZ 8Aez'q apz
oH _oh 1 ] oh” 3G Ch
OAe, oH OAe, op
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Apéndice III - Célculo do Jacobiano

Das equagdes da elasticidade, sabe-se que:

. 1
o, = C,.ju (8,,, —(a,f,’), —gAep(S,d —Asan,] (D
ja que:
62 = 62), +(a22),. @)
Sendo que:
3
n,d=zs,d
(7@
oy _310| s |3 855 ||_ 3 ((og_ 5(”(2))q_si hes)
oo, 2|dc| [3 2| oo 3 2¢° (\6c oo\ 3 ~do ZJ
—S5.5 —S5:. 5
2~ i 2
oy 3 a_z_li(@J _o 9 fpsis)| (302 _1,ar(c) i_iiisi(g)
o0, 2¢°|\oe "o\ 3 )1 a\V 2 ||T|\20e 27 0c Jq 92924 0a\ 2
o, |310e 11,6me) 13 3
0o, |2q9q00 2q~ 0o q2q 2q
e finalmente:

on,
y_ - —l'(z‘]—l5y5kl —n,.jnu) (3)
oo, q\2= 2

Aonde J =6,5, ¢ o tensor identidade de Quarta ordem.

Sabe-se que:



109

Apéndice III - Calculo do Jacobiano

e que:

Calculando-se as variagbes de 0A¢ e OAg, em termos de 0o nestas duas equagdes chega-se a

6Aap%+A£p[( £ ¢ a") oo +3 28 _ane
oq opdq oo aq oo o 5‘15H * @

ohe. 2 4 As [( g® 08 aqj o+ 2L }o
1 op op? oo 6p6q oo ~op 6H @

obop o0 | 0P g
(ap ag+ 3 3c., 50'+§ —0H" =0 (5)
com
. 2 oW on* on* >, on’ oq
OH® = ;cﬂ,{‘%e}, dAe, + o0z, dAc, + ( > 60' P 60'] ag:' ©)

Substituindo (6) em (4) e (5) obtém-se:
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ap 62g 8q 0o +
o qpaq 2o o ds) 2

Mg T 2 oh o’ o p o & '
;;aan“ "‘{GAe Byt e qug (ap % g an Ogl "
(g;g;’;+§p2§q§qJ oo +

(o2

aAg"%Mg & oh on’ o p W -

;;apaﬂa “ﬂ[aAg dAs 3 y dAe, +(—ép—5—;+ P» 80) ang

o@p 0PI
(apa 2 )ay
®

OAg +
GH“ Ces [aAg dAe,

B B B
Ch ohe, + oh” Bp oh” oq G0 =0
ap 60’ 8q oo )

Rearranjando (7) chega-se a:

aA n n
[ {ZI; dgoH" 6Ae J L_,,, ,apaH" Cos 6Ae D
OAs,| =+ A 3 3 " ®
[ {Z:',,Z oqoH" 6Aa } [ == 1apaH" ot aAe D
[ 2 B B
Ac, 6g0p+6g6q Z Oh 6h 00 |+
dpdq 0o 8q* Oc =1 521 O op 60' aq 60’

op? 60’ Opoq O =1 521 OpH op 60- 0q 0o

i Kazg » o 6q] P i caﬂ[ahﬂ o an o }

Rearanjando (4.65) chega-se a:

oh
oA
( gpz_,,gaﬂa ot aA —vone Z,;, H" “* 3hs J

N X MEATA

a=1 g=1

(10)
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Tratando (4.66) e (4.67) como um sistema de equagdes em termos de duas incognitas dA¢g, e

OA¢,, , pode-se escrever:

y

4,00z, + 4,00, =~(—%B 5, +Bgn, ]a

A, 00e, + Ay oA, = -(- %32‘5,.]. +Byn, )60’,.}

Ja que:
@ __1;
oo 37
e
A _,
oo 7

Os coeficientes 4, 4,,, 4,,, 4,,,B,,,B,,, B, ¢ B,, sio definidos como:

e

n n ah
A (_Mg”[ . aan“ ‘o e
a=] g=1

n n

o oh’

{;;aqam ‘o 2Ae J [

o

A, = c
" GehoH 7 ane,

n n

B
4, = 0P Ch

C
=i 0H® ¥ dAe,

gg@q@ff" "" g:] [(

B, =A¢ [
dpoq

DI

a=t g=1

n

n

R

=1

apaH“ ‘o one

o*g

n

\::

C
4 opoH* ¥ dAe,

oh’

2]
2]

,apaH“ ““

)

(11

(12)

(13)

(14

(15)

(16)

)
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2 n n 2 /5 2 n n 2
B, =A¢, o¢, > o oh +Acg, Os , 9 Cas
dpdq SipmOpOH® ™ Oq

> c
09> SiiogoH Y oq

Por conveniéncia (11) e (12) pode ser rescrito como:

A,0Ae, + 4,0A¢, = (B,,6, +By,n, Po,

Andhe, + A, 0Ae, = (B8, + Byn, Po,

if
E desta forma os termos de (11) e (12) devem ser corrigidos para:

1

B, =§Bu s
1

Bm = 5321 P

B, = -B, ,

B,, =-B,,

Resolvendo (21) e (22) para dA¢, e JA¢,, chega-se a:

[Aﬂ 4, } {éAsp} ) {(31,5,,. +By,n, ba,.]}
4, 4y aqu (32161]' +Byn; )ao'ij

{6A£p} _ [A“ AnJ" { (.5, +B,2n,.,.)aa,.,}

e, |4, A,| |(B.S, +Byn, oo,

(B0, +Byn,

y

{aAsp}z 1 [ Azz _An} g
aqu A4, - 4,4, | -4, A4, (B2151]' + Bzznij bo-x]‘
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(13)

(19)

(20)

21)

(22)

(23)

24

(25)

(26)
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{6A£p} _ 1 { |4,,(B,,8, + B,n, )~ 4, (B8, + Byn, o, }

e, [~ A Ay — Agdy, |- 4n(BuS, +B,n, )+ 4,(B,5, + Bun, Jbo,

[(AIIBZI —Alen)‘sij +(4,B5, "Alexz)"ijbo'ij

{6Aep} . 1 {[(AnB” ~ 4,8, )8, +(4,B, ~ 4B, ), Jﬁa.q}

aqu AnAzz - Alezx
6A£p = 1 [(Azan - 4,8, )5, + (Azan - 4,8, )"xj }30'5
AnAzz - A12A21
1
OAg, = [(AHBZI - A21Bn )61'1' + (AnBzz - Aszlz )”q bo-ij

q
A4y - A12 A21
Agora, definindo os coeficientes m,,, m_,,, m, e m, como:

1
m._ = A B.—A4 B
m AIIAZZ —AIZAZI( 2211 AIZ 2])

1
m, = A A, A4 (AzzBu -szBzz)

1
m_ = A4,B,, - A, B,
qi !n [22 _ llz l . ( 114721 1 11)

1

m_= A.B, — A, B
qn A"‘/422 ‘_AnAn( 11722 21 12)

e a solucdo do sistema de equagdes (27) pode ser rescrita como:

6Aap = [mp,.é,j +m,n; }30',.1.

OA¢, = [mq,.é'ij +m,n; ]60,.].

Substituindo (32) em:

=

e 1 6’1
oo, =Cyy (68,,, —gaAa'pé'k, —-0Ae ny, - Ag, 3 2 50’,;)

Leva a:

113

@7

(28)

(29)

(30)

€2))

(32

(33)
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aonde:

com:

+m

R

s

M

O O O i d e

©C O O O © O

©O O O O O o

O O O M o

1
3

(.i+=_(,:' ;g):ag=g‘:ag

mp,.II

1 0
1 0
1 O
0 0
0 0
00

.

0

0

0 +m

0

o]

+

o

doy,

qn

1O O O O O O

S O O O O O

nm
n,n,
nn,
n.n,
nsn,

ngn,

mn,
n,n,
n,n,
nn,
nsn,

ngn,

Yigln-
q\2=

Considerando a simetria do tensor tensio, chega-se a:

2

mn,
nyn,

n.n,

ngn,

)

%mqu+mq,,_rgl+mq,,_ry_x+A£q—a-g

o

mng
h,ng
nng
n,n,
heng

ngng

-
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(34

(3%)

(36)

€Z)
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(1 00000 [1 11000
01 000O0O 111000
3]0 01 00 0[ 1|/1 11000
210 001 00/ 200000 0f
0 000T10 000000
1/ 000001 (0000 0 O

:——1 _ 7
qg||mn mn, nmny; mn, mns mng

n,n, n,n, n,n, n,n, NN, NN
n,n, n;n, nyn; n,n, NN N3N,
n,n, n,n, n.n, n,n, NN, NN

n,n, ngn, ngn, ngn, NN, NN

ngn, ngn, ngn, ngn, ngng Ngng

- J

Assim, de Q+ge :M): 00 =C* : 9g chega-sea:

1>

oo _ e 1 e
(%), e

Que pode ser escrito como:

que é simétrico se:

Novamente, se o

p
@4-&

qu[
\

aq 4

encruamento depende de duas fungdes, chega-se a:

115

(3%)

(39)

(40)

(41)

d’g on' d’g on: 0'g o' g oh?
~Cy + —Ci + T Cn + ~Cn
oqoH OAe, OqoH OAe, oqoH OAe, Oq0H OAs ,
d’g om' dg om: d’g oh'  o°g oh?
] c11 + X clz + ) sz + N C'22
opoH OA¢g , OpoH JAs » OpOH OAg » OpoH JOAg »

F

/
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og o'g on'  d'g oh* 62g oh' d'g on’

@ ILPYWRRIPYPRLP T e opaH? 2onz, |
L oqoH s, opoH' on,  opoH” ' obe, | apoH B .
N og oW g o g K g o

| poH’ " one, | GpoH'  0As, | opoH” > oAz, | opoH® ” dAe
q q q q
o oh o0 b od  oh' od o

4, = T%n + 612 + 7 n + 7%n (44)
oH' "“oAs, oH' “oAs, OH® “ohs, OH® © dAs,
1 2 1 2

P S . SO SO 5)
oH' “oAs, OH' "oAs, OH® “ohs, OH® oA,

Ag, 62g og 6h1 g oh*  o'g oh' d’g oh*
n= T TC12 + 7 € + 7Cn +
aP@q OgqH op 5q5H 0p 0qoH 0p 0qoH op (46)
62g g ah‘ g ah2 o’g ah‘ o’g oh®
p*  opoH' " op  opoH'  op  opoH®  op | opaH® 2 op

2 2 1 2 2 2 1 2 2
B, =-Ae, 6§+ aglc“ah . aglcnah N agchlah . 6g20n6h N
0q° 0qoH 0g OqoH 0q 0qoH* = 0q 0OqoH 0q @7
2 2 1 2 2 2 1 2
As 6g+ 6glc“6h+ 6glc126h 6g2 216h o'g 226h
Opdq OpoH 0q OpoH 0qg OpoH dq OpoH*

1 o o0 6h‘ o on* ob on od  on
B, = Tn €12 + Ca t 7 (48)
E) T op T op oOH®* " op oOH op

1 2 1 2
6d)a¢6h6d>6had>ah6<b6hj (49)

B — + c + c + c,
2 5 "oH " oq oH' “og oH® »oq oH: 2 g



