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Histórico

A metalurgia do pó foi utilizada muito antes dos antigos artesãos 

terem aprendido a fundir o ferro. Egípcios fizeram ferramentas de ferro 

usando técnicas rudimentares semelhantes às da metalurgia do pó 

desde pelo menos 3000 AC. Antigos índios Incas fizeram jóias e 

artefatos de metais preciosos. O primeiro produto moderno feito por 

metalurgia do pó foi o ôlamento de tungsténio para lâmpadas 

incandescentes, desenvolvido no início do século 20. Depois surgiram os 

mancais autolubriãcantes (1920), as ferramentas de m etal duro para 

usinagem (1930), as peças automotivas, as partes de turbinas de avião 

e, mais recentemente, o forjamento de pré-formas sinterizadas e a 

injeção de pós tem ampliado os limites tecnológicos da metalurgia do pó.



SUMARIO

1 I N T R O D U Ç Ã O .....................................................................................................................................................................1

2  -  C O N T E X T U A L IZ A Ç Ã O  D O  T R A B A L H O .................................................................................................... 6

3 -  IN F L U Ê N C IA  D A  M IC R O E S T R U T U R A  D O  M A T E R IA L  N A S  S U A S  P R O P R IE D A D E S  

M E C Â N IC A S ................................................................................................................................................................................ 8

3.1  -  In f l u ê n c ia  d a  p o r o s id a d e  d o  m a t e r ia l  n a s  s u a s  p r o p r ie d a d e s  m e c â n ic a s .............10

4  -  D E F O R M A Ç Ã O  P L Á S T I C A  D O S  M A T E R IA IS  : .................................................................................. 21

4 .1  -  C r it é r io s  d e  e s c o a m e n t o  p a r a  m a t e r ia is  s o b  s o l ic it a ç õ e s  n ã o  u n i a x i a i s .............. 2 5

4 .2  - C r it é r io  d e  e s c o a m e n t o  p a r a  m a t e r ia is  d e p e n d e n t e s  d a  p r e s s ã o .................................2 7

4 .3  -  In íc io  d o  e s c o a m e n t o  p r e v is t o  p e l o s  c r it é r io s  d a  l it e r a t u r a ........................................ 3 0

4 .4  -  R e l a ç ã o  t e n s ã o  d e f o r m a ç ã o  e l a s t o -p l á s t ic a .............................................................................3 2

4 .5  -  C o m e n t á r io s  f in a is  e  o b j e t iv o s  d o  t r a b a l h o ................................................................................33

5 -  P R O P O S T A  D E  C R IT É R IO  D E  E S C O A M E N T O .....................................................................................35

5.1 -  C o m p a r a ç ã o  e n t r e  o  in íc io  d o  e s c o a m e n t o  c a l c u l a d o  p e l o  c r it é r io  p r o p o s t o  e

PELOS CRITÉRIOS APRESENTADOS NA LITERATURA.................................................................................................. 4 7

6  - IM P L E M E N T A Ç Ã O  D O  A L G O R IT M O  IM P L ÍC IT O  D E  I N T E G R A Ç Ã O .............................. 4 9

6.1 D e f in iç ã o  d a s  v a r iá v e is  d e  e s t a d o .......................................................................................................... 57

7  - IM P L E M E N T A Ç Ã O  D O S  M O D E L O S ............................................................................................................5 9

7.1  -  M o d e l o s  c o m  u m  e l e m e n t o ..........................................................................................................................61

7 .2  -  M o d e l o s  c o m  m a is  d e  u m  e l e m e n t o ...................................................................................................... 75

8 C O N C L U S Õ E S ..................................................................................................................................................................87

9 P R O P O S T A S  P A R A  C O N T IN U A Ç Ã O  E  N O V O S  T R A B A L H O S ....................................................9 0

10 R E F E R Ê N C IA S  B I B L I O G R Á F I C A S ................................................................................................................91

11 A P Ê N D IC E  I - O B T E N Ç Ã O  D O S  C O E F IC IE N T E S  Atj E  bj ............................................................ 9 7

12 A P Ê N D IC E  n  - C Á L C U L O  D O S  C O E F IC IE N T E S  — — , — —  ..............................................101
õAe õA eap <?



SUMÁRIO

13 APÊNDICE m-CÁLCULO DO JACOBIANO



IX

ÍNDICE DE FIGURAS

FIGURA 1.1 - A MOLDAGEM POR INJEÇÃO DE PÓS METÁLICOS COMO COMPLEMENTO AO CAMPO 

DE APLICAÇÃO DE OUTRAS TECNOLOGIAS. 3
FIGURA 1.2 - PEÇAS COMPLEXAS OBTIDAS POR MOLDAGEM POR INJEÇÃO DE PÓS 4

FIGURA 3.1- APLICAÇÕES DA METALURGIA DO PÓ EM FUNÇÃO DA DENSIDADE DO VOLUME E DA 

SUPERFÍCIE DA PEÇA 11

FIGURA 3.2 - TENSÃO NORMALIZADA VERSUS DENSIDADE RELATIVA PARA AÇOS SINTERIZADOS.
13

FIGURA 3.3 - TENSÃO DE ESCOAMENTO VERSUS DENSIDADE RELATIVA PARA AÇOS
SINTERIZADOS. 13

FIGURA 3.4 - REPRESENTAÇÃO ESQUEMÁTICA DO CUSTO EM FUNÇÃO DA DENSIDADE OBTIDA 
PELOS DIFERENTES TÉCNICAS DA METALURGIA DO PÓ. 17

FIGURA 3.5- ASC 100.29 ATOMIZADO E NC 100.24 REDUZIDO; AMBOS COM 12% POROS. 18

FIGURA 3.6 - (CONTINUAÇÃO) INFLUÊNCIA DA POROSIDADE NA TENSÃO DE ESCOAMENTO E NA 

RESISTÊNCIA À TRAÇÃO. Rm=TENSÃO DE RESISTÊNCIA; Ro.2=TENSÃO DE ESCOAMENTO. 18 
FIGURA 3.7 - EFEITO DA CURVATURA, SEPARAÇÃO E TAMANHO DOS POROS NA RESISTÊNCIA À 

FADIGA DE UM AÇO SINTERIZADO MPIC FC 0208. 20

FIGURA 4.1 - COMPORTAMENTO IDEALIZADO DE CURVAS TENSÃO VERSUS DEFORMAÇÃO 
UNIAXIAL PARA MATERIAIS DÚCTEIS: A - MATERIAL RÍGIDO PLÁSTICO IDEAL; B - 

MATERIAL RÍGIDO COM ENCRUAMENTO LINEAR; C - MATERIAL ELASTO-PLÁSTICO IDEAL; D 

- MATERIAL ELASTO-PLÁSTICO COM ENCRUAMENTO LINEAR; E - MATERIAL ELASTO- 
PLÁSTICO COM ENCRUAMENTO POTENCIAL; F - MATERIAL SEGUNDO O MODELO DE 
RAMBERG-OSGOOD. 22

FIGURA 4.2 - ESTADO DE TENSÕES GENÉRICO PARA UM ELEMENTO DE VOLUME DVEM

COORDENADAS EULERIANAS. 23

FIGURA 4.3 - SEPARAÇÃO DO TENSOR TENSÃO DE CAUCHY EM TENSOR DEVIATÓRICO E
ESFÉRICO DE TENSÕES. 24

FIGURA 4.4 - TENSOR TENSÃO DE CAUCHY (A) E TENSOR TENSÃO DEVIATÓRICO (B) ORIENTADOS 
SEGUNDO AS DIREÇÕES PRINCIPAIS. 24

FIGURA 4.5 - CONDIÇÕES PARA ESCOAMENTO DE PREVISTAS POR QUATRO DIFERENTES TEORIAS 
PROPOSTAS NA LITERATURA. 31



FIGURA 4.6 -  COMPORTAMENTO ELÁSTO-PLÁSTICO COM ENCRUAMENTO LINEAR PARA O CASO 

UNIDIMENSIONAL. 32

FIGURA 5.1 -  SUPERFÍCIE DE ESCOAMENTO PARA f (p )  = \,0; f (p )  = 0 ,8 6 ; f ( p )  = 0,8. 38

FIGURA 5.2 - LIMITES ASSUMIDOS PARA A VARIAÇÃO DA FUNÇÃO f ( p )  CONSIDERANDO-A UM 

POLINÓMIO DE GRAU 2. 40

FIGURA 5.3 - TENSÃO DE ESCOAMENTO EM FUNÇÃO DA DENSIDADE PARA «  =  0.35 E p c =  0.5 .42

FIGURA 5.4 - TENSÃO DE ESCOAMENTO EM FUNÇÃO DA DENSIDADE PARA p c =0 .5  E

DIFERENTES VALORES DE «  43

FIGURA 5.5 - TENSÃO DE ESCOAMENTO EM FUNÇÃO DA DENSIDADE PARA «  =  0.35 E

DIFERENTES VALORES DE p c. 43

FIGURA 5.6 - CONDIÇÕES PARA ESCOAMENTO NO ESPAÇO Q VERSUS P PARA DIFERENTES UMA 
DADA CONDIÇÃO DE PARÂMETROS PARA O MODELO PROPOSTO. 45

FIGURA 5.7 - INFLUÊNCIA DA DENSIDADE CRÍTICA NA CONDIÇÃO PARA ESCOAMENTO SEGUNDO 

O MODELO PROPOSTO PARA DIFERENTES VALORES DE DENSIDADE CRÍTICA. 46
FIGURA 5.8 - INFLUÊNCIA DA DENSIDADE CRÍTICA NA CONDIÇÃO PARA ESCOAMENTO SEGUNDO 

O MODELO PROPOSTO PARA DIFERENTES VALORES DE « . 46

FIGURA 5.9 - INFLUÊNCIA DA DENSIDADE CRÍTICA NA CONDIÇÃO PARA ESCOAMENTO SEGUNDO 

O MODELO PROPOSTO PARA DIFERENTES CONJUNTOS DE Ql ,Q 2 EQ3. 47

FIGURA 5.10 - COMPARAÇÃO ENTRE O INÍCIO DO ESCOAMENTO PREVISTO PELOS CRITÉRIOS DA 
LITERATURA E PELOS CRITÉRIOS PROPOSTOS 48

FIGURA 7.1- CURVA TENSÃO DEFORMAÇÃO CONFORME PREVISTA PELA EQUAÇÃO 7.1. 60

FIGURA 7.2 - MODELO GEOMÉTRICO E CONDIÇÕES DE CONTORNO PARA O CUBO SUBMETIDO À 
DEFORMAÇÃO HIDROSTÁTICA 61

FIGURA 7.3 - PRESSÃO E POROSIDADE EM FUNÇÃO DA VARIAÇÃO VOLUMÉTRICA PARA OS

CRITÉRIOS DE GURSON, GREEN, DORATVELU E KUHN & DOWNEY. 63

FIGURA 7.4 - PRESSÃO E POROSIDADE EM FUNÇÃO DA DEFORMAÇÃO VOLUMÉTRICA PARA

DIFERENTES CONJUNTOS DE g , , Q2 E Q3 EPARA p c =0 .5  , K  = 1 E «  =  0.35 . 65

FIGURA 7.5 - PRESSÃO E POROSIDADE EM FUNÇÃO DA DEFORMAÇÃO VOLUMÉTRICA PARA

DIFERENTES CONDIÇÕES DE DENSIDADE CRÍTICA ( p c ) PARA K  E «  CONSTANTES. 67

FIGURA 7.6 - INFLUÊNCIA DO EXPOENTE n NA PRESSÃO E POROSIDADE EM FUNÇÃO DA

DEFORMAÇÃO VOLUMÉTRICA. 68 

FIGURA 7.7 - INFLUÊNCIA DA VARIAÇÃO DO PARÂMETRO K  NA PRESSÃO E NA POROSIDADE EM
FUNÇÃO DA DEFORMAÇÃO VOLUMÉTRICA. 69

FIGURA 7.8 - MODELO SÓLIDO DO CUBO SUBMETIDO A DEFORMAÇÃO UNI AXIAL. 70 

FIGURA 7.9 - TENSÃO E POROSIDADE EM FUNÇÃO DA DEFORMAÇÃO PARA OS MODELOS DE
GURSON, GREEN, KUHN & DOWNEY E DORAIVELU. 71



XI

FIGURA 7.10 -TENSÃO E POROSIDADE EM FUNÇÃO DA DEFORMAÇÃO APLICADA PARA

DIFERENTES CONJUNTOS DE QX,Q 2 E Q3 PARA K , p c E n CONSTANTES. 72

FIGURA 7.11 - TENSÃO E POROSIDADE EM FUNÇÃO DA DEFORMAÇÃO APLICADA PARA

DIFERENTES VALORES DE p c COM K  E n CONSTANTES. 73

FIGURA 7.12 - TENSÃO E POROSIDADE EM FUNÇÃO DA DEFORMAÇÃO APLICADA PARA

DIFERENTES VALORES DE K  PARA Qx, Q2, Q3, p c E n CONSTANTES. 74

FIGURA 7.13 - TENSÃO E POROSIDADE EM FUNÇÃO DA DEFORMAÇÃO APLICADA PARA

DIFERENTES VALORES DE n PARA Qx, Q2, Q3, p cE K  CONSTANTES. 75

FIGURA 7.14 - (CONTINUAÇÃO) MODELO DE CILINDRO SUBMETIDO À TRAÇÃO UNIAXIAL (ANTES 

(AZUL) E APÓS A DEFORMAÇÃO). (A); E FRAÇÃO DA BARRA SUBMETIDA À TRAÇÃO 
UNIAXIAL (B). 76

FIGURA 7.15 - TENSÃO EQUIVALENTE DE MISES, PRESSÃO E POROSIDADE EM FUNÇÃO DA 

FRAÇÃO APLICADA DO DESLOCAMENTO PRESCRITO PARA OS CRITÉRIOS DE GURSON, 
GREEN, DORAIVELU E KUHN & DOWNEY. 77

FIGURA 7.16 - TENSÃO DE MISES EM FUNÇÃO DO DESLOCAMENTO APLICADO PARA DIFERENTES 
CONDIÇÕES DO MODELO PROPOSTO 78

FIGURA 7.17 - PRESSÃO EM FUNÇÃO DO DESLOCAMENTO APLICADO PARA DIFERENTES
CONDIÇÕES DO MODELO PROPOSTO 78

FIGURA 7.18 - POROSIDADE EM FUNÇÃO DO DESLOCAMENTO APLICADO PARA DIFERENTES

CONDIÇÕES DO MODELO PROPOSTO 79

FIGURA 7.19 - DIMENSÕES DA BARRA COM FURO ; FRAÇÃO DO CORPO DE PROVA MODELADO. 80 

FIGURA 7.20 - DETALHE DO MODELO DE BARRA COM FURO MOSTRADO ANTES (AZUL) E DEPOIS 

DA DEFORMAÇÃO. 81

FIGURA 7.21 - MAPA DA TENSÃO EQUIVALENTE DE MISES EM UM DETALHE DO MODELO DE

BARRA COM FURO. 81
FIGURA 7.22 - MAPA DA PRESSÃO EM UM DETALHE DO MODELO DE BARRA COM FURO. 82

FIGURA 7.23 - MAPA DA POROSIDADE EM UM DETALHE DO MODELO DE BARRA COM FURO. 82 

FIGURA 7.24 - TENSÃO DE MISES EM FUNÇÃO DO DESLOCAMENTO PRESCRITO PARA OS

CRITÉRIOS PROPOSTOS NA LITERATURA. 83

FIGURA 7.25 - PRESSÃO EM FUNÇÃO DO DESLOCAMENTO PRESCRITO PARA OS CRITÉRIOS
PROPOSTOS NA LITERATURA 84

FIGURA 7.26 - POROSIDADE EM FUNÇÃO DO DESLOCAMENTO PRESCRITO PARA OS CRITÉRIOS

PROPOSTOS NA LITERATURA 84

FIGURA 7.27 - TENSÃO DE MISES EM FUNÇÃO DO DESLOCAMENTO PRESCRITO PARA O CRITÉRIO 

PROPOSTO. 85
FIGURA 7.28 - PRESSÃO EM FUNÇÃO DO DESLOCAMENTO PRESCRITO PARA O CRITÉRIO

PROPOSTO. 86



FIGURA 7.29 - POROSIDADE EM FUNÇÃO DO DESLOCAMENTO PRESCRITO PARA O CRITÉRIO 

PROPOSTO.



Simbologia

A Função normal que controla a nucleação de poros
C*v Matriz Rigidez Elástica
DjjkI Jacobiano
As p Incremento de deformação plástica total
As p Incremento de deformação plástica devido à pressão
Ae  ̂ Incremento de deformação plástica devido à tensão deviatórica
sN Valor médio de deformação da distribuição da fiinção A
~p Deformação plástica equivalente
dev Incremento de deformação total
{dsij)e Incremento de deformação elástica
(dSfj) Incremento de deformação plástica
/  Porosidade do material.
/  Fração de poros relacionada ao crescimento
f n Fração de poros relacionada com a nucleação dos poros
df  Incremento total de poros
df  Incremento de poros devido ao crescimento
dfn Incremento de poros devido à nucleação
f N Fração volumétrica de partículas de segunda fase ou, no caso de

materiais sinteiizados, em pontos preferenciais de nucleação.
f (p )  Função que estabelece a relação entre densidade e grau de influência

da pressão no início do escoamento previsto pelo critério 
Função que pode levar em conta a quantidade, tamanho, forma e 
distribuição de tamanho de poros,

g - q, Ha) Função potencial plástico genérica
G(ov,ki,k1,....) Critério de escoamento

_ ~p Variável de estado: Deformação pástica equivalente
H 2 = /  Variável de estado: Porosidade do material
dHa =ha{çjij,d£p,H p) Incremento das variáveis de estado

, I2, / 3 Primeiro, segundo e terceiro invariantes do tensor tensão de Cauchy
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RESUMO

K J  modelamento do comportamento de metais porosos submetidos à

deformação plástica é de fundamental importância tanto para o desenvolvimento dos processos 

da metalurgia do pó (compactação, foijamento a quente e a frio de pré-formas sinterizadas) como 

para o projeto de peças e componentes metálicos com poros. As teorias da plasticidade e a sua 
implementação voltada a metais porosos se trata de um tópico ainda em desenvolvimento e 

desafiador em termos de progressos a serem obtidos. Os critérios de escoamento apresentados na 

literatura são usualmente de aplicação restrita, predominantemente testados para uma classe 

específica de materiais e não consideram o comportamento de encruamento destes. Como 

conseqüência, as teorias da plasticidade para metais porosos não são capazes de serem ajustadas 

a diferentes tipos de materiais com diferentes características. Além disso, normalmente os 
algoritmos de plasticidade de materiais porosos são de difícil implementação em programas 

computacionais comerciais e, desta forma, não há disponibilidade de variedade de relações 
constitutivas a serem aplicadas na simulação numérica estrutural de problemas considerando 

materiais porosos. Neste contexto, a proposta de um modelo flexível se mostra como uma boa 

solução para o uso em diferentes aplicações, já que somente um modelo necessita ser 

programado e pode ser aplicado à solução de problemas envolvendo diferentes tipos de 

materiais. Neste trabalho é proposto um novo critério flexível de plasticidade para metais 

porosos que é comparado a quatro critérios de escoamento propostos na literatura por Green, 

Gurson, Kuhn & Downey e Doraivelu. Estes critérios são implementados em um programa 

comercial de elementos finitos (ABAQUS) através de um algoritmo de integração adaptado a
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partir de uma proposta da literatura que considera o encruamento da matriz do material e a 

evolução da porosidade. Desta forma foram estudadas as diferenças nas respostas para diferentes 

teorias da plasticidade de materiais porosos considerando os diferentes critérios de escoamento e 

o mesmo comportamento de pós-escoamento. Os resultados obtidos via simulação numérica 

mostram que: 1) todos os critérios de escoamento, da literatura e proposto, foram implementados 
com sucesso; 2) o critério de escoamento proposto é adequado no sentido de cobrir as situações 

modeladas pelos critérios apresentados na literatura, o que pode ser obtido pela variação dos 
parâmetros do modelo; 3) os critérios de escoamento apresentados na literatura (Green, Kuhn & 

Downey e, Doraivelu) e não previamente implementados via método dos elementos finitos 

considerando o comportamento após o início do escoamento apresentaram resultados 

qualitativamente similares mas diferentes em valores absolutos quando comparados entre si e 
com o vastamente testado critério de Gurson.



ABSTRACT

X h e  modelling of the plastic behaviour of powder metals is of great importance

for improving the P/M process itself (compaction, cold and hot forging) as well as for 

component design. The plasticity theories and their implementation in porous materials 

applications is a topic still not completely set in terms of developments to be made. The yield 

criteria available in the literature are not usually applicable for all kinds of materials and are 
mainly tested for a closed set of conditions not considering the post-yielding behaviour. As a 

result of that, the plasticity theories are mainly "rigid" theories that are not capable to be adjusted 

to different sets of materials and materials characteristics. Besides, mainly the models for porous 

materials are usually of tough implementation in software for commercial use and, in this way, 

there are not a variety of models available to be used for different materials and models. In this 

context, the proposal of a flexible model turns up as a good solution for the implementation and 

the use in different applications, since only one model needs to be programmed and different 
materials responses can be accomplished and calibrated for use. In this work, we present this 

new flexible porous metal yield criterion and compare it with four porous metal plasticity 

theories presented in the literature by Green, Gurson, Kuhn and Downey and Doraivelu. These 

yield criteria are implemented in commercial general-purpose finite element software 

(ABAQUS) by means of an algorithm adapted from the literature that considers the hardening of 

matrix material and the porosity evolution. So the differences in the responses for different
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plasticity theories were studied considering the different yield criteria and the same post-yielding 
behaviour on the simulation of the plastic deformation of a porous metal. The results obtained by 

numerical experimentation are showing that: 1) all the yield criteria were successfully 

implemented using the proposed algorithm; 2) the flexible criterion proposed is adequate to 
describe the situations covered by the yield criteria previously presented in the literature what 
can be obtained by the variation of the model parameters; 3) the criteria presented in the 

literature and not previously implemented via finite element (Green, Kuhn and Downey and, 
Doraivelu) method considering the post-yield behaviour showed results qualitatively similar but 

numerically different when compared to the widely tested criterion proposed by Gurson.
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INTRODUÇÃO

A metalurgia do pó é um processo de fabricação que historicamente teve o seu 

uso consolidado através de duas situações (Whittaker, 1998):

• quando se tratava do único processo de fabricação viável para a 

obtenção de um dado produto (ex.: materiais porosos como filtros 

metálicos e buchas autolubrificantes, metalduro, metal-pesado, 

metais de alto ponto de fiisão);

• quando era um processo de fabricação de maior viabilidade 

econômica (ex.: peças estruturais);

A viabilidade econômica se apresentava tanto maior quanto menor a resistência 

mecânica, quanto mais sua geometria exigisse usinagem mas permitisse uma direção de fácil 
extração da matriz, como é o caso de peças com simetria axial, e quanto maior fosse a escala de 

produção (Lenel, 1980).

Dadas as características da metalurgia do pó no sentido da obtenção de alta 

repetibilidade, tolerâncias estreitas e bom acabamento superficial, os esforços com o intuito de 

derrubar as barreiras impostas pelas suas limitações foram muito grandes. Assim, a busca pelo 

desenvolvimento de processos de fabricação que permitissem a obtenção, de maneira
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economicamente viável, de componentes sinterizados com alta resistência mecânica e boas 

propriedades dinâmicas (resistência ao impacto, resistência à fadiga) tomou-se uma necessidade 

(Jones et al., 1997; Christian e German, 1995). Estes esforços levaram ao surgimento de diversos 

processos “híbridos”, assim chamados por combinarem diferentes tecnologias de processamento 

de materiais à rota da metalurgia do pó convencional. Dentre eles podem ser enumerados os 
seguintes:

• Laminação de pós;

• Extrusão de pós (Yang and Lippman, 1996);

• Foijamento de pré-formas sinterizadas (Kuhn and Ferguson, 1990):

• Foijamento a quente;

• Foijamento a frio;

• Moldagem por injeção de pós (German e Bose, 1997):

• Moldagem de metais por injeção;

• Moldagem de cerâmicos por injeção.

Entre esses processos alternativos, o foijamento e a moldagem por injeção foram os que 

mais se consagraram na obtenção de componentes mecânicos; o foijamento, em decorrência da 

acentuada melhoria obtida nas propriedades mecânicas estáticas e dinâmicas, e a moldagem por 

injeção, principalmente pela facilidade de obtenção de geometrias intrincadas onde, em geral, 
são demandadas muitas (e caras) operações de usinagem. De qualquer forma, ambas as 

alternativas de processamento propiciaram a ampliação do campo da metalurgia do pó para 

aplicações anteriormente consideradas inviáveis, tanto por questões de propriedades mecânicas 

como por dificuldades de obtenção das geometrias requeridas. A figura 1.1 mostra os limites 

usuais da tecnologia de moldagem de pós metálicos por injeção, quando concorrendo com 
processos de obtenção de peças estruturais (German, 1998).
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Figura 1.1 - A moldagem por injeção de pós metálicos como complemento ao campo de
aplicação de outras tecnologias.

A extensão do campo de aplicações dos componentes sinterizados para áreas onde os 

requisitos de forma e de propriedades mecânicas são mais críticos gera a necessidade da 

utilização de técnicas (ferramentas) de projeto mais refinadas e complexas (Figura 1.2) (Johnson, 

1999; Esper and Sonsino, 1994). Quando se fala de requisitos estruturais, nos casos de 

geometrias complexas, a solução de problemas com base em métodos analíticos, sem a ajuda de 

computadores, se torna inviável. Nesses casos são utilizados métodos numéricos de resolução, 

como é o caso dos métodos de elementos finitos (MEF) (Owen and Hinton, 1980).

Quando o processo de fabricação é conduzido de forma a obter componentes com 

densidade relativa muito próxima da teórica (porosidade aproximadamente 0%), pode-se assumir 

que o material se comporte como 100% denso, e, nestas situações, podem ser aplicados os 

métodos utilizados para tratar materiais obtidos pela metalurgia convencional. Contudo, à 

medida que a porosidade aumenta, o comportamento mecânico do material obtido via 

sinterização se distancia gradativãmente daquele sem poros. Neste caso a forma de modelar o 

comportamento mecânico do material deve ser adaptada ou até mesmo reformulada
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Figura 1.2- Peças complexas obtidas por moldagem por injeção de pós

Para aqueles componentes solicitados dentro do regime elástico, pode-se, em geral, 

aproximar o comportamento do material conforme a mesma teoria aplicável para materiais 100% 

densos, ou seja, normalmente à lei de Hooke (Washizu, 1974). Porém, para solicitações que 

levem o material ao regime plástico, deve-se notar que a variação de volume do material pode 

atingir valores expressivos. Uma vez que a teoria para materiais 100% densos não considera a 

variação permanente de volume do material durante a deformação plástica, deve-se utilizar de 

uma abordagem que leve em conta este fator. Para suprir estes casos foram propostas diversas 

formulações, conforme Park (1995) e Doraiveiu et al. (1984). Estas formulações se adequam de 

forma variável a casos específicos, conforme as considerações dos seus criadores, mas a exceção 

da teoria proposta por Green (1972) e a proposta por Gurson (1977, 1975), se baseiam em 

empirismos. Além disso, todas as abordagens são propostas para casos específicos ou de forma 

fechada, dificultando o ajuste ou calibração do modelo para materiais com diferentes tipos de 

comportamento. Neste sentido, procura-se propor uma formulação que, obtida matematicamente 

a partir da mecânica do contínuo, preveja o comportamento dos materiais porosos quando 

submetidos à deformação plástica. Esta formulação deve ser flexível, permitindo o seu ajuste a 

diferentes casos e materiais, de forma a permitir a sua aplicação ao maior espectro de condições 

possível.

Para fins de validação do modelo proposto, esta relação proposta é comparada a quatro 

critérios existentes na literatura, através de simulações numéricas executadas em software 

comercial de elementos finitos (ABAQUS). Tais simulações são tomadas possíveis através do 

desenvolvimento de um algoritmo de solução e da implementação de uma subrotina de material 

do usuário, que customizando o referido software permite a implementação das diversas teorias.
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Além da implementação e comparações das diversas teorias utilizadas neste trabalho, 

deve-se ainda ressaltar que a subrotina considerou não só o início do escoamento, mas um 

encruamento isotrópico e a evolução da porosidade do material, que neste caso, foi considerada 

evoluindo em duas parcelas, a primeira, devido ao crescimento dos poros presentes no material e 
a segunda devido à nucleação de novos poros.
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CONTEXTUALIZAÇÃO DO TRABALHO

A análise matemática da plasticidade e o modelamento da deformação

plástica de materiais com o objetivo de desenvolvimento de produtos (peças e processos) tem 

sido foco de diversos trabalhos, e vêm sendo impulsionadas principalmente com a viabilização 

de ferramentas computacionais passíveis de serem utilizadas em computadores pessoais a baixo 

custo. Por isto a plasticidade dos metais porosos vem cada vez mais se tomando o foco de 

maiores esforços de desenvolvimento (Doremus et al., 1999; Jinka and Bellet, 1996).

A solução de problemas envolvendo a deformação plástica, por métodos computacionais 

(método dos elementos finitos, volumes finitos, diferenças finitas, elementos de contorno, entre 

outros), se toma mais complicado à medida em que os modelos incorporam não linearidades, 

quais sejam, geométricas ou de material (Lee e Zhang, 1991, 1994, 1996; Aravas, 1987). Nestes 

casos, a descrição da plastificação dos materiais exige, normalmente, uma série de simplificações 

(Chen e Han, 1988; Hill, 1967). Com materiais sinterizados porosos deve-se ainda atentar para o 

fato de que os poros permitem a influência da componente hidrostática das tensões atuantes no 

material, levando, assim, à variação volumétrica do material durante a deformação plástica e, 

consequentemente, invalidando a teoria clássica da plasticidade(Chen e Han, 1988).

Diante da necessidade de uma teoria que descrevesse o comportamento plástico de 

materiais porosos surgiram, inicialmente, as desenvolvidas por Mohr-Coulomb, 1900, e,
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posteriormente, a de Dmcker-Prager em 1952, que se destinavam principalmente à classe de 

materiais não metálicos, tais como solos, rochas, areias e similares (Chen and Han, 1988; Owen 
andHinton, 1980).

De fato, as primeiras teorias de plasticidade dedicadas a materiais metálicos porosos 

surgiram com Khun e Downey (1971), Green (1972) e Shima e Oyane (1976) , que se 
restringiram a aplicar suas teorias à obtenção de componentes através do foijamento a quente ou 

a frio. Porém, somente o critério proposto por Gurson (1975) tem tido alguma aplicação 

relacionada ao projeto de componentes, já que este é o único critério que se verificou ter sido 

implementado em um certo número de programas comerciais. Diante disso, percebe-se que 

muito pouco tem sido feito no sentido de desenvolver uma teoria, ou até mesmo a aplicação das 

teorias existentes no projeto estrutural de peças e componentes metálicos sinterizados.

Em geral, a análise estrutural, com o uso de ferramentas computacionais, de tais 

componentes sinterizados (porosos) considera teorias lineares e materiais elásticos e pequenos 
deslocamentos. Estas considerações podem até ser feitas para materiais com densidades muito 

próximas da teórica; entretanto, para peças com geometria complexa e com a presença de poros, 
que segundo Kubicki (1995), podem levar a fatores de concentração de tensão da ordem de 10, 

com certeza a plastificação localizada deve ser, pelo menos, considerada como uma 
possibilidade através do uso de teorias próprias. Estes fatos reforçam a necessidade da 

implementação das teorias existentes, ou do desenvolvimento de outras que considerem o 

comportamento plástico de materiais sinterizados na análise estrutural de peças e componentes 

mecânicos.
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INFLUENCIA DA MICROESTRUTURA 
DO MATERIAL NAS SUAS 

PROPRIEDADES MECÂNICAS

^)u an d o  se busca obter um componente sintetizado com a finalidade estruturai,

este deve ser analisado em relação à geometria e ao material do qual será produzido (German, 

1998). A análise conjunta destes dois fatores deve, então, permitir a definição do conjunto 
geometria/material que, diante das solicitações impostas quando do funcionamento do 

componente, não falhe, ou falhe de forma prevista e controlada (Esper and Sonsino, 1994; 
Berquist, 1997).

A geometria do componente deve então ser definida com base em uma análise funcional 

e estrutural que considere os modos de falha a que o componente possa estar sujeito, e neste 
sentido, o cálculo realista do estado de tensões a que o componente está sujeito durante a 

aplicação das solicitações determina um projeto mais ou menos confiável.

A escolha do material do componente acontece de forma concomitante a esta análise e 

deve levar em conta, além do desempenho estrutural desejado para o componente, também a sua 
viabilidade econômica.
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O desempenho estrutural dos diferentes tipos de material é diretamente relacionado à sua 

microestrutura (Dieter, 1961), e como não poderia deixar de ser, os materiais obtidos por 

metalurgia do pó também seguem esta regra (Palma, 1997; Lindsedt et al., 1995; Ledoux e 

Prioul, 1988). A diferença marcante entre estes materiais e aqueles obtidos via metalurgia 

tradicional se situa no fato destes possuírem poros espalhados em sua microestrutura. Sendo 

assim, as propriedades, o comportamento mecânico e, por conseqüência, o desempenho do 

componente, são resultados diretos não somente do material da matriz destes, mas também da 

quantidade e das características (forma, tamanho, distribuição de tamanho, etc) dos poros. Neste 

sentido, a influência de variações microestruturais no comportamento mecânico de metais 
sinterizados deve ser detalhada para melhor entendimento.

O balanço das propriedades mecânicas de componentes sinterizados deve ser obtido 

através da otimização conjunta da porosidade e das propriedades da matriz.

Com o objetivo de controle das propriedades do material, a microestrutura da matriz de 

um metal sinterizado pode ser alterada através dos mecanismos usuais da metalurgia dos metais 
100% densos, ou seja, através de:

• variações de composição química; por exemplo, adicionando-se elementos de 

liga. Esta ferramenta se mostra, como na metalurgia de lingote, extremamente 

útil no sentido de aumentar as propriedades mecânicas dos aços sinterizados. 

Os principais elementos de liga utilizados na metalurgia do pó ferrosa são o 

cobre, o níquel, o molibdênio, o fósforo e o carbono (Esper e Sonsino , 1994). 

Mais recentemente e em menor quantidade, o cromo, o manganês e o vanádio 
têm sido introduzidos em algumas ligas utilizadas na metalurgia do pó.

• tratamentos térmicos. Aproximadamente 60% dos componentes em aço 

sinterizado sofrem algum tipo de tratamento térmico (German, 1998). Estes 

materiais são em geral sujeitos a tratamentos que podem variar desde o 

recozimento e normalização, até tratamentos mais drásticos como têmpera 
(Skenaetal., 1997).

• trabalho mecânico (encruamento); como nos materiais obtidos por metalurgia 

de lingote, o trabalho mecânico atua no sentido de aumentar a tensão de 

escoamento da matriz e diminuir a sua ductilidade. No caso de algumas ligas
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onde, em função da porosidade, a dúctil idade à tração é baixa, deve-se atentar 

para a aplicação de esforços compressivos durante o trabalho a frio evitando o 

surgimento de trincas e defeitos indesejáveis ao funcionamento do 

componente. (Kuhn e Ferguson, 1990; Sutradhar et al., 1994, 1995)

• refino de grão: novamente, o uso deste mecanismo se assemelha à metalurgia 

de lingote. Assim, à medida que o material tem os grãos mais refinados, mais 

se ganha em termos de resistência (Dieter, 1961).

A porosidade do material, de forma geral, atua no sentido de degradar as propriedades 

mecânicas deste (German, 1998). Apesar de usualmente ser considerado o efeito de degeneração 

das propriedades mecânicas decorrentes somente da quantidade de poros presentes no material, 

tem sido comprovado que a porosidade não influi no comportamento mecânico dos componentes 

de forma tão simplista (Palma, 1997; Ledoux e Prioul; 1988; Kaufman e Mocarski, 1973). Sabe- 

se que além deste fator, também o tamanho, a distribuição de tamanho, a forma dos poros e o 

livre caminho médio entre poros, têm forte influência tanto nas propriedades como no 

comportamento mecânico dos componentes (Christian e German, 1995; Eper e Sonsino; 1994, 
Hõness, 1977; Stahlberg, 1991).

3.1 - Influência da porosidade do material nas suas propriedades mecânicas

A medida que a densidade dos componentes sinterizados aumenta, ocorre um ganho na 

maioria das propriedades físicas e mecânicas. Para a aplicação de peças sinterizadas em regimes 

de solicitação mais críticos e com maiores requisitos de confiabilidade, a resistência à fadiga se 

toma especialmente importante, e apesar da temperatura e do tempo de sinterização 

apresentarem influência na vida à fadiga e na tenacidade à fratura dos materiais sinterizados, a 

densidade é, certamente, o fator mais marcante para viabilizar tais aplicações (German, 1998; 

Jones et al., 1997). Diante disso a densificação dos componentes, ao longo de todo o volume ou 

de forma localizada (figura 3.1), tem sido o mecanismo mais utilizado com o objetivo de ampliar 

o mercado da metalurgia do pó (Jones, 1998).
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Figura 3.1- Aplicações da metalurgia do pó em função da densidade do volume e da superfície
da peça.

De acordo com Jones et al. (1997), a quantidade de poros é considerada como a principal 

variável no sentido de influenciar o comportamento mecânico, principalmente estático, de 

materiais sinterizados. Segundo German (1998) a resistência à tração de metais sinterizados é a 

primeira preocupação quando se lida com aplicações estruturais e justamente esta variável é 

fortemente influenciada por variações de densidade, conforme pode-se verificar na tabela 3 .1.

Tabela 3.1- Efeito da densidade nas propriedades a tração de aço inoxidável 316-L

Porosidade
(%)

Alongamento
(%)

Tensão de 
Escoamento 

(MPa)

Tensão de 
Ruptura 
(MPa)

Módulo de 
Elasticidade 

(GPa)

20,6 11,1 176 308 103

16,2 14,2 271 417 117

14,2 15,9 280 444 128

12,7 18,5 289 468 144

A redução da resistência mecânica dos materiais sinterizados é devida, entre outros 

fatores, à redução da área resistente do material e à concentração de tensões em cada poro. Com 
o intuito de representar a variação da resistência à tração em função da densidade para aços
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sinterizados, German (1998) propõe um modelo que estabelece a relação entre tensão de 

escoamento (ou de resistência, para níveis de porosidade em que a ductilidade se toma 

negligível) e densidade (figura 3.2):

°o(p) = K
f  vPjn
\ P t  J

<70 (3.1)

onde:

a 0 (p)= tensão de escoamento (resistência) em função da densidade do material; 

a 0-  tensão de escoamento (resistência) para o material 100% denso;

K  = parâmetro experimental que depende do processo; 

p m = densidade do material;

p, = densidade teórica do material 100% denso; 

n = parâmetro experimental (usualmente em tomo de 0,30);

Este modelo proposto por German é qualitativamente útil porque representa a tendência 

da influência da densidade na tensão de escoamento de materiais sinterizados submetidos à 

tração; entretanto, em casos reais, quando da solicitação à tração, a resistência do material cai a 

zero mesmo antes da densidade chegar a este valor, de forma que o comportamento reportado 

por Doraivelu et al. (1984) (figura 3.3) se apresenta como mais próximo da realidade.
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Densidade relativa (p)

Figura 3.2 - Tensão normalizada versus Densidade Relativa para aços sinterizados.

DENSIDADE RELATIVA

Figura 3.3 - Tensão de escoamento versus densidade relativa para aços sinterizados.
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O controle da quantidade de poros presentes no material pode ser obtido de diversas 

formas, e o mecanismo de densificação escolhido deve estar baseado no tipo de aplicação do 

componente, no tipo de material e nos custos finais permitidos para o produto. Justamente para a 

minimização dos custos é que têm surgido novos processos que facilitam a obtenção de 

componentes mais densos e mais baratos.

A rota de fabricação de componentes via metalurgia do pó consiste de uma seqüência de 

processos que invariavelmente incluem uma etapa de moldagem e uma de sinterização. Estas 

duas etapas são os principais pontos do processo onde se atua para se obter maior densificação 

do material.

No que se refere à densificação na moldagem, o aumento da densidade do material se 

deve principalmente a níveis de densidade a verde mais altos alcançados após a etapa de 

compactação, que podem ser devidos a variações de forma, tamanho e distribuição de tamanho 

das partículas de pós (Bergquist, 1997; Christian e German, 1995; Lenel, 1980), mas 

principalmente, são resultado de maiores pressões de compactação aplicadas ao pó. Neste 

sentido, têm surgido tecnologias que permitem a obtenção de peças compactadas a níveis de 

densidade mais altos, como é o caso da compactação a morno (German, 1998). Este material 

mais denso após a compactação, em geral, terá a tendência de levar a produtos sinterizados mais 

densos. O segundo caso consiste em atuar no sentido de permitir que a sinterização do material 

evolua mais, permitindo um maior transporte de massa, o que é obtido, por exemplo, pelo do 
aumento do tempo e da temperatura de sinterização (Thümler e Oberacker, 1983). Uma terceira 

alternativa utilizada para obtenção de níveis mais baixos de porosidade em componentes 

sinterizados é a utilização da fase líquida durante a sinterização que, estando presente de forma 
transiente ou permanente, leva a uma maior densificação do material (German, 1985).

A diminuição da porosidade de componentes sinterizados pode ser obtida também pela 

adição de etapas ao processo básico de produção. Neste sentido as etapas mais utilizadas são:

• recompactação: consiste de uma nova compactação aplicada ao material após 

a sinterização. Pode ser seguida de uma nova sinterização ou não. E uma etapa 

utilizada com o intuito de obter densificação do material e é tanto mais 

eficiente quanto mais se permite que o material escoe dentro da matriz 

(Collares, 1999).



• foijamento a quente ou a frio: é a deformação aplicada ao material acima ou 

abaixo da temperatura de recristalização com o objetivo de, além da 

densifícação, atuar no sentido de obtenção da forma desejada (Kuhn e 

Ferguson, 1990; Kuhn & Downey, 1973).

• infiltração: é uma operação executada com o objetivo de infiltrar os poros com 

um líquido, o qual uma vez dentro destes se solidifica. A infiltração pode ser 

aplicada com o objetivo primário de selamento dos poros, e neste caso o 

material infiltrante pode ser uma resina que não atua estruturalmente. A 

infiltração também pode ser feita com objetivo estrutural e, neste caso, ela é 

conduzida durante a sinterização. Quando este é o caso, o material infiltrante, 

com temperatura de fusão inferior à temperatura de sinterização, é colocado 

sobre o material a ser infiltrado e com o aquecimento se funde e é "sugado" 

para dentro dos poros por capilaridade. Parte deste material pode entrar em 

solução sólida no material de base e endurecer a matriz, aumentando a 

resistência mecânica do componente na região infiltrada (Thümler e 

Oberacker, 1993, Lenel, 1980).

• Jateamento com granalha: Neste processo tensões residuais compressivas são 

introduzidas na superfície do componente através do seu jateamento com 

pequenas esferas de aço. Isto permite a obtenção de uma densifícação 

superficial dos componentes, que se mostra particularmente benéfico em peças 

solicitadas à fadiga (Jones, 1998,1997)

•  calibração: é uma pequena deformação plástica aplicada ao componente, após 

a sinterização, com o objetivo de propiciar um ajuste das tolerâncias do 

componente. Usualmente apresenta pouco ou nenhum efeito sobre a densidade 

de forma global. Entretanto, esporadicamente pode ser obtida alguma 

densifícação localizada ou na superfície dos componentes (Lenel, 1980).

Além de operações adicionais ao processo tradicional da metalurgia do pó, existem rotas 

alternativas que podem ser aplicadas à obtenção de componentes sinterizados que propiciam a 

fabricação de peças de maior densidade, tais como:
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• compactação isostática a quente: processo que combina a aplicação de pressão 

isostática e temperaturas elevadas, de tal forma que durante a sinterização o 

material escoa viscoplasticamente e, com isso, os poros são fechados com 

maior eficiência (German, 1998).

• moldagem de pós por injeção (MPI): neste processo se associa a 

moldabilidade dos polímeros às vantagens da metalurgia do pó tradicional. 

Para que os materiais possam ser injetados a massa de injeção deve ser 

preparada misturando-se pós com tamanho de partícula na faixa de 

aproximadamente 2 a 15 |im com um sistema de ligantes que deve atuar como 

veículo para a injeção. Em virtude do uso destes pós mais finos do que aqueles 

utilizados nas rotas tradicionais da metalurgia do pó, a densidade resultante 

dos sinterizados é maior. Esta maior densidade, no caso da MPI, decorre 

principalmente da maior taxa de aproximação relativa entre os centros de 

partículas, ocorrida em função da difusão volumétrica durante a sinterização, e 
da maior difusão em contomo de grão, resultado do menor tamanho de 

partículas para os pós utilizados (German e Bose, 1997).

De fato, os esforços com o objetivo de diminuir a porosidade dos materiais sinterizados 

são efetivos para o incremento das propriedades mecânicas; no entanto, deve-se observar que 

cada "ferramenta de densificação" tem aplicações, efeitos, vantagens e limitações específicas. 

Nota-se que cada alternativa de processo demanda diferentes tipos de componentes de custos que 

apresentarão resultados significativamente diferentes no preço final do produto, criando, desta 

forma, uma estratificação de mercado que, de forma simplificada, segundo German (1998), pode 

ser esquematicamente representada como na figura 3.4.

Conforme citado anteriormente, a presença de poros reduz efetivamente a seção resistente 

do material, afetando negativamente as suas propriedades mecânicas, quais sejam, dureza, 

resistência à ruptura transversal, tensão de escoamento, tensão de resistência, alongamento, 

ductilidade, redução de área, módulo de elasticidade e coeficiente de Poisson. Além disso, a 

forma, o espaçamento, o tamanho e a localização dos poros influenciam fortemente o 

comportamento mecânico dos materiais sinterizados.
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Com o crescimento do uso de materiais sinterizados em aplicações sujeitas a 

solicitações cíclicas e dinâmicas, tem havido grande preocupação, com o comportamento em 

fadiga destes materiais (Esper e Sonsino, 1994), bem como a outras propriedades (resistência ao 

impacto, tenacidade à fratura), que são muito influenciadas pela densidade e pelas características 
morfológico-dimensionais dos pós.

casto relativo

compactação 
isostática a frio

foriamento em 
meio granular

colagem de aquente
barbotina compactação

isostática a quente
foijamento
a gás foijamento moldagem

a quente por injeção
sinterizição em 
alta temperatura

dupla compactação 
dupla sintetização

compactação a momo 

compactação em matriz
infiltração

sintetização de pó solto

6,2 6,6 7,0 7*4 7,8

densidade (g/cm3)

Figura 3.4 - Representação esquemática do custo em função da densidade obtida pelos diferentes
técnicas da metalurgia do pó.

Em relação às propriedades estáticas, Ledoux e Prioul (1988), compararam dois tipos de 

pós de ferro fabricados pela Hõganás (figura 3.5), quanto às respostas em tensão de escoamento 

e de resistência em função da densidade. Costatou-se que a resistência mecânica do material é 

fortemente dependente, além da porosidade total (figura 3.6a), também da porosidade 

interconectada (figura 3.6b) e das variações das características dos poros oriundas dos tipos 

diferentes de pós.
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Figura 3.5 - ASC 100.29 atomizado e NC 100.24 reduzido; ambos com 12% poros.
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Além das propriedades estáticas, a forma, o tamanho, a distribuição de tamanho e o livre 

caminho médio entre poros são reportados como fortemente influentes nas propriedades 
dinâmicas de materiais sinterizados. Christian e German (1995) através de delineamento 

experimental isolaram os efeitos do comprimento característico, curvatura e distância média de 

separação dos poros, processando pós com diferentes distribuições de tamanho de partículas e 

medindo propriedades para as diferentes misturas. Estes efeitos refletiram o papel dos poros no 

sentido de serem concentradores de tensão. Neste trabalho os autores ajustaram um modelo 

relacionando a resistência à fadiga (crf ) de um aço sinterizado (MPIF FC-0208) com a fração

volumétrica de poros (Vp), distância média entre os poros (ß) ,  curvatura dos poros (H)  e de 

uma constante ( g)  (que para o material foi calculada como sendo 22,65 MPa quando H e ß  

são dados em ju m) para valores de porosidade não menores que 8%, conforme segue:

A partir do modelo proposto, e analisando-se as figuras 3.7, a, b e c, verifica-se que os 

autores obtiveram resultados de resistência à fadiga de aproximadamente 150 a 300 MPa para os 

valores de curvatura de poros variando entre 100 jim e 180 |im. Ao mesmo tempo, verificaram 

que a separação média dos poros provocou uma queda de 300 MPa para aproximadamente

(3.2)
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160 MPa na resistência à fadiga à medida que a distância entre os poros aumentou de 5,5 îm 

para aproximadamente 7,2 |im. Verifica-se ainda que o aumento do tamanho médio dos poros de 

13 |im para 21 pm provocou uma redução da resistência à fadiga de aproximadamente 300 MPa 

para 150 MPa. Do que se conclui que poros de maior curvatura e menores são menos prejudiciais 

ao comportamento mecânico dos materiais. Por outro lado, à medida que a distância entre os 

poros diminui, o efeito de redução das propriedades mecânicas se acentua.

O controle da forma, distância e distribuição de tamanho dos poros pode ser feito de 

diversas maneiras. Nos processos da metalurgia do pó as características da porosidade podem ser 

controladas através da variação das características dos pós (forma, tamanho e distribuição de 

tamanho das partículas) (Smith e Midha, 1998), atuando-se nas variáveis da sinterização (tempo, 

temperatura) (German, 1998, Thümler e Oberacker, 1993) ou na rota de processamento, através 

da combinação de ciclos de compactação e sinterização (Collares, 1999; Lindstedt et al., 1995).
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(a)

separação media de poros (Mm) 

(b)

comprimento medio de poros (pm)

(C)
Figura 3 .7 - Efeito da curvatura, separação e tamanho dos poros na resistência à fadiga de

aço sinterizado MPIC FC 0208.



Capítulo 4

DEFORMAÇAO PLASTICA DOS 
MATERIAIS: 

O MODELAMENTO MATEMÁTICO

A necessidade de uso dos componentes sinterizados em aplicações onde

geometria complexa e solicitações mais críticas são uma constante, tende a produzir uma 

situação propícia à deformação plástica dos componentes. Estas situações devem ser possíveis de 

serem previstas durante o projeto dos componentes, que, em regra, para peças com geometria 

complexa, é feito via método dos elementos finitos. Para que isto seja possível, deve-se dispor de 

modelos matemáticos que, implementados em programas de elementos finitos, descrevam o 

comportamento mecânico do material quando submetido a solicitações mecânicas.

Com o objetivo de descrever o comportamento da deformação de um material dúctil 

quando submetido a tração uniaxial, foram propostas curvas idealizadas que relacionam tensões 

e deformações (Figura 4.1) (Chen e Han, 1988; Hill, 1967; Owen e Hinton, 1980). Pode-se 

observar aí que todas as propostas, de uma forma mais ou menos próximas da realidade, 
cumprem três requisitos básicos:

1. a descrição do comportamento elástico do material;
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2. a definição do ponto de inicio de escoamento;

3. a previsão do comportamento plástico do material.

A escolha de uma das formas propostas se baseia na maior ou menor relevância dos fenômenos 

em curso durante a deformação, da precisão necessária e dos recursos disponíveis à solução do 
problema.

Figura 4.1 - Comportamento idealizado de curvas tensão versus deformação uniaxial para 
materiais dúcteis: A - Material rígido plástico ideal; B - Material rígido com encruamento linear;

C - Material elasto-plástico ideal; D - Material elasto-plástico com encruamento linear, E - 
Material elasto-plástico com encruamento potencial; F - Material segundo o modelo de

Ramberg-Osgood.

Em geral, os estados de tensão atuantes nos componentes estruturais são mais complexos 

que os uniaxiais, de forma que existem tensões em várias direções. Genericamente, um elemento 

de volume <JV7 representado em coordenadas eulerianas, apresenta um estado de tensões (Figura 

4.2), que pode ser representado matricialmente (tensorialmente) da seguinte forma (Dym e 
Shames, 1973; Kachanov, 1971;Malvem, 1969):
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Este tensor, definindo o estado de tensões em um ponto e tempo de referência onde o 

fenômeno ocorre, é conhecido como tensor tensão de Cauchy.

yy

Tensor Tensão de 

Cauchy 

(coordenadas eulerianas)

x

Figura 4.2 - Estado de tensões genérico para um elemento de volume dV em coordenadas
eulerianas.

Este estado de tensões pode ser decomposto em duas componentes (deviatórica e 

esférica) (Figura 4.3), que visualizado na forma matricial nos leva a:

<7*

1
$ 1 «r __

__
__

__
__

__
__

_
 

1

P 0 o’
rv* = * y - P  ^ + 0 p 0

1 3̂ 1 0 0 p_

P =
crx +cry +a;

(4.2)

A equação 4.2, pode ser representada na forma indiciai, em um sistema de coordenadas 

ortonormal, da seguinte forma:

<7y = sv +  p õ n onde s9 = ov -  pôH (4.3)
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CTy-p

CTx-p

+

1 X

-------►

Ox

▲ M

cJz-p
p  =  (O x  +  cfy +  a z) /3

Estado Completo 
de tensões

Tensor
Deviatórico

Tensor
Esférico

Figura 4.3 - Separação do tensor tensão de Cauchy em tensor deviatórico e esférico de tensões.

Um estado de tensões qualquer pode sempre ser representado em relação a um único 

conjunto de eixos coordenados sobre o qual as projeções das tensões cisalhantes é zero e 

somente as tensões normais são diferentes de zero. Neste caso, as tensões normais são chamadas 

de tensões principais e estão direcionadas segundo as direções principais (Malvem, 1969). Na 

figura 4.4 estão mostrados na forma matricial o tensor tensão de Cauchy e o tensor tensão 

deviatórico quando orientados segundo as direções principais. Por convenção as direções 
principais são numeradas de 1 a 3 e as tensões nas direções principais são em ordem decrescente 

de intensidade cr,, cr2 e cr3 (tensões de Cauchy) e s\ , s2 e s3 (tensões deviatóricas) nas 

direções 1,2 e 3 respectivamente.

0 o " 0 0 '

0 ^ 2 0 0 ^2 0

0 0 $ 1 0 0

................■—
1- A- B -

Figura 4.4 - Tensor tensão de Cauchy (A) e tensor tensão deviatórico (B) orientados segundo as
direções principais.

A obtenção das tensões e direções principais é feita através da resolução do problema de 

autovalores e autovetores de um tensor conforme posto a seguir:
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O -n  - Á <7,2 0-13

^21 ° 2 2  ~  A ^ 2 3

0-31 ° 3 2 0 - 3 3 -

= 0 (4.4)

A expansão do determinante anteriormente colocado nos leva a uma expressão da 

seguinte forma (Kachanov, 1971):

+I.Ã1 - I 21  + I 3 = 0: (4.5)

onde, , / 2, / 3 são os chamados primeiro, segundo e terceiro invariantes respectivamente; 

quando calculados em relação às direções principais são:

/ , = (T l + (7 2 + o -3

I 2 —  CTjCTj - ¥  + < 7 2CT3

/ 3 = C T 10"2í7 3

(4.6)

O mesmo procedimento pode ser repetido para o tensor tensão deviatórico. Neste caso, os 

invariantes são chamados de Ji, h  e J3, e são da forma (Chen e Han, 1988):

J x = 0

J 2 1̂*̂2 V s  2̂̂ 3 (4.7)

~ S l S 2 S 3

4.1 - Critérios de escoamento para materiais sob solicitações não uniaxiais

As teorias que descrevem a deformação plástica começam a diferir a partir do modelo 

que descreve o início do escoamento, ou seja, do critério que define o limite elástico de um 

material sob um estado de tensões combinadas, já que, para um estado uniaxial de tensões, o 

limite elástico é definido pela tensão de início de escoamento do material à tração, cisalhamento 

ou flexão, conforme o tipo de esforço exercido. Conforme Chen e Hàn (1988), em um estado 

genérico, a tensão de início de escoamento é função do estado de tensões a que o material é 

submetido. Assim, a condição para o início de escoamento pode ser expressa como:
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G(av,kl ,k2,....) = 0 (4.9)

onde: cr representa o tensor tensão agindo sobre o elemento de volume em questão; , k2,.....

são variáveis internas ou de estado que descrevem a evolução da superfície de escoamento com a 

deformação plástica. Estas variáveis ou constantes estão, em geral, associadas a parâmetros 

experimentais.

Conforme visto anteriormente, pode-se obter funções tensoriais de valor escalar que 

sirvam como parâmetro para avaliar o estado de tensões que atua no elemento de volume em 

questão. Estas funções podem, por exemplo, ser os invariantes do tensor tensão e, neste caso, um 

critério de escoamento pode ser escrito em função dos invariantes do tensor tensão na seguinte 

forma:

G(Ix,I2,I„ J2,J„kx,k2,.........) = 0. (4.10)

As teorias usuais da plasticidade geralmente consideram que o material modelado seja 

100% denso. Nota-se experimentalmente que para estes materiais a variação da densidade, sob 

condições de carregamento hidrostático, é não relevante. Esta observação permite que o modelo 

matemático seja simplificado através da hipótese de deformação plástica isocórica. Esta 

possibilidade, conforme Hill (1967), permite que o critério de escoamento seja reduzido a:

G(J2,Jz,kx,k2,.........) = 0. (4.11)

Historicamente, o primeiro critério de escoamento para um estado de tensões combinado 

em metais foi proposto por Tresca, em 1864 (Dieter, 1967), que segundo o qual o escoamento 

ocorreria quando o máxima tensão cisalhante em um dado ponto alcançasse o valor de uma 
constante k, ou seja:

(°~i ~ a i) = Jc. (4.!2)

onde cr3 e cr, são a mínima e a máxima tensões principais, respectivamente, e k é uma

constante do material e pode ser determinada experimentalmente como k = ~ ^ -

Caracterizando que o início de escoamento ocorrerá quando a diferença entre a maior e a menor 

tensão principal alcançar a metade do valor da tensão de escoamento, e assumindo que o
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escoamento ocorra por cisalhamento à tensão de escoamento do material sob este tipo de 

solicitação. Este critério tem como desvantagem o fato de não levar em conta a influência da 

tensão principal intermediária à máxima e mínima e por não prever falha sob carregamento 

hidrostático.

Em 1913, von Mises propôs matematicamente um novo critério (Dieter, 1967) que 

posteriormente foi associado a grandezas físicas especificas. Este critério foi proposto em função 
do segundo invariante do tensor tensão deviatórico levando em conta a tensão anteriormente 

desprezada pelo critério de Tresca. Este critério é posto conforme segue:

G(J2,k) = J 2 - k 2 = 0, (4.13)

ou em termos das tensões principais:

(<7, -<j 2)2 + (a, - a 3f  + (<x2-< t3)2 = 6k2 (4.14)

Fazendo-se a analogia com o ensaio de tração simples, chega-se à conclusão que o valor

de k  é . Este critério ainda se baseia na incompressibilidade do material, pois utiliza como 
V3

função de escoamento o segundo invariante do tensor tensão deviatórico. Posteriormente ao seu 

postulado, comprovou-se que esta função correspondia a grandezas físicas, tais como máxima 
energia de distorção ou máxima tensão cisalhante octaédrica.

4.2 - Critério de escoamento para materiais dependentes da pressão

De forma geral observa-se que as propriedades e o comportamento mecânico dos 

materiais independem das tensões hidrostáticas, e nestes casos, o critério de Tresca e de von 

Mises são perfeitamente aplicáveis. Por outro lado, existem materiais e situações para as quais 

esta consideração não pode ser feita; é o caso das rochas, dos solos e dos materiais sintetizados 
porosos, nos quais a deformação plástica é acompanhada por variação de volume, ou ainda, 

quando a deformação plástica é tal que gere a nucleação de poros em quantidade suficiente para 

que estes afetem a evolução da deformação ou até mesmo ocasionem uma falha. Estes são os 

casos de grandes deformações e de deformações cíclicas. Nestes, a influência das tensões 
hidrostáticas é de extrema importância e, consequentemente, a abordagem do problema deve
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considerar a aplicação de critérios de escoamento (ou falha) dependentes das tensões 

hidrostáticas. De forma geral, estes critérios podem ser expressos como segue:

Em torno de 1900, surgiu o critério conhecido como "critério de Mohr-Coulomb", que foi

máxima tensão cisalhante é a única a influenciar o inicio de escoamento. Entretanto, enquanto 

Tresca considera que a máxima tensão cisalhante é constante, o critério de Mohr considera que 

esta seja limitada por um plano que seja função das tensões normais, a, atuantes no material.

Mises. Neste caso, é introduzida a influência das tensões hidrostáticas através da adição de um 

novo termo ao critério de von Mises, de tal forma que este se toma:

onde a  e k  são constantes do material. Quando a  é zero, o critério se reduz ao critério de von 

Mises. Assumindo que o material seja isotrópico, deve-se esperar que a tensão de escoamento 

dos materiais sinterizados seja similar sob tração ou compressão hidrostática. Sendo assim, o 

critério de escoamento deve ser uma função par de , o que não é satisfeito por este critério 

(Kuhn e Ferguson, 1990).

O critério de escoamento proposto por Green (1972), satisfaz esta condição. Este critério 

se baseia na análise elasto-plástica de um elemento de volume contendo um poro esférico e é 

posto da seguinte maneira:

(4.15)

considerado uma generalização do critério de Tresca. O critério de Mohr-Coulomb assume que a

Datado de 1952, o critério Drucker-Prager é uma simples modificação do critério de von

G (I„ J2,k) = aIl+ ( j J /2- k  = 0. (4.16)

G(J2J l ,ß ,ö ,a 0) = J 2 +ßlt -6(71= 0. (4.17)

onde p  e ô  são funções da porosidade e <r0 é a  tensão de escoamento do material 100% denso.

O critério de Green, quando escrito em função da densidade relativa do material assume a 
seguinte forma:

(4.18)
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Segundo Sutradhar et al. (1994, 1995), Tabata e Masaki propuseram o seguinte critério de 

escoamento para materiais porosos:

G(J2 ,/?A cr0) = V3J z ± tjI , - p ka 0 = 0, (4.19)

onde, p é  a densidade relativa, cr0 é a tensão de escoamento do material sem poros, 7] e k  são 

funções da densidade relativa do material (p  ) determinadas experimentalmente por ensaios de 

compressão simples. Quando p—>1, este critério se reduz ao de von Mises.

Outro critério de escoamento foi proposto por Shima e Oyane (1976), e pode ser escrito 

como segue:

2 49ÍÍ — oV'314
G(J2 ,p,a0) = 3 J 2 +■• 1 f '  / ,2- p 5* l  =0, (4.20)

9,o

Khun e Downey (1990, 1971) propuseram um critério baseado em resultados 

experimentais:

G{J„I, ,a c t ,)  = (2 + />2) /2 - a l  =0 (4.21).

A influência das tensões hidrostáticas está incluída no termo quadrático de 

satisfazendo o requisito do critério de escoamento ser uma função par das tensões hidrostáticas. 

Uma vez que o segundo termo deste critério de escoamento inclui o fator ( 1 - p 2), o efeito de /, 

desaparece quando p  —> 1, ou seja, quando a porosidade tende a zero.

Dentre os critérios de escoamento para materiais considerando a presença de poros, o de 

Gurson é o que mais tem sido implementado em programas comerciais e, consequentemente, é o 

mais utilizado na simulação da deformação plástica de materiais porosos. Tal critério, conforme 

proposto pelo autor (Gurson, 1977, 1975), é expresso da seguinte forma:

G(p,q,<7oJ)= —  +2/cosh - ( l + / 2)= 0 , (4.22)
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ondep -  \^IX, q = ^3J 2 , a 0 é a tensão de escoamento do material 100% denso e /  é a 

porosidade do material.

Posteriormente ao postulado deste critério, Vigo Tvergaard (1981), em função da 

necessidade de um melhor ajuste do critério de Gurson a dados experimentais, introduziu a 
seguinte modificação:

í  q ^

2
+ 2qxf  cosh

f  - \  
3 q2p\

l  2 0-0 J
~(l + q3f 2)=0 , (4.23)

onde qx, q2 e q3 são parâmetros de material, e conforme o mesmo autor, estes parâmetros 

devem ser qx = 1,5, qz = 1,0 e q3 = 2,25.

4.3 - Início do escoamento previsto pelos critérios da literatura

A análise da evolução da superfície de escoamento em função da variação da densidade 

no espaço q versus p é uma importante ferramenta de visualização que permite avaliar, para 

diferentes estados de tensão, qual a tensão equivalente para início do escoamento do material 

quando submetido àquele estado particular de solicitação. Na figura 4.5, as linhas representam o 

valor do par (q,p) para o qual o material escoa a uma dada densidade para alguns dos critérios 

postos na literatura. Para isto foi considerada uma tensão de escoamento unitária. Verifica-se na 
figura 4.5 que a tensão equivalente de escoamento do material para todos os critérios apresentou 

nenhuma (a,b e c) ou pouca (d) sensibilidade ao aumento da pressão quando se considerou um 
material sem poros. Nota-se ainda, para todos os casos, que a diminuição da densidade provoca 

um aumento da sensibildade da tensão de escoamento do material à pressão assim como de 

forma geral uma diminuição da tensão equivalente de escoamento, o que não é verificado 

somente no caso do critério de Kuhn & Downey para níveis de pressão relativamente baixos. 

Deve-se ressaltar que este comportamento se mostra como uma incoerência prática significando 

que um material com menor densidade, quando submetido a um estado de tensões com baixo 

nível de solicitação hidrostática demandaria um maior nível de tensão para o início do 

escoamento.
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Todas estas teorias são exploradas, na literatura, de forma mais ou menos abrangente. 

Cada uma delas é em algum caso defendida como mais efetiva no sentido de modelar a 

deformação plástica de metais porosos sinterizados, concordando em maior ou menor extensão 

com experimentos realizados (Doraivelu et al., 1984; Kuhn, e Downey, 1971,Duszczyk, 1991; 

Jha e Kumar, 1994; Lee e Kuhn, 1973; Park, 1995; Moritoki, 1993). Esta é a confirmação de que 

diferentes teorias da plasticidade de materiais porosos descrevem de forma diferente o 

comportamento dos materiais e tendem a se ajustar melhor a conjuntos específicos de dados 

experimentais obtidos para diferentes materiais e condições de processamento.

K uhn & Downey

P

(a)

G urson

P

Doraivellu

P

(b)

Green

„ (c) (d)Figura 4.5 - Condições para escoamento previstas por quatro diferentes teorias propostas na
literatura.



DEFORMAÇÃO PLÁSTICA DOS MATERIAIS: 33
O MODELAMENTO MA TEMÁ TICO

4.4 - Relação tensão deformação elasto-plástica

Após o início do escoamento, o comportamento do material é parcialmente elástico e 

parcialmente plástico (Figura 4.6) de tal forma que, durante um incremento de tensão, as 

variações de deformação podem ser divididas em uma componente elástica, que pode ser obtida 

pela relação constitutiva elástica (ex. Lei de Hooke), e outra plástica:

= (<*%)« + (d£ij)p • (4-24)

Figura 4.6 -  Comportamento elásto-plástico com encruamento linear para o caso
unidimensional.

Com o objetivo de obter uma relação entre a componente de deformação plástica e o 

incremento de tensão, uma consideração adicional sobre o comportamento do material deve ser 

feita. E assumido, então, que o incremento de tensão plástica é proporcional ao gradiente de uma 

quantidade chamada de potencial plástico G; assim,

(* „ )  = <»“ . (4.25)
* foij

onde dX, é um escalar chamado de multiplicador plástico. A equação anterior é chamada de lei de 

escoamento, uma vez que governa o fluxo do escoamento do material após o seu início (Chen e 
Han, 1988).

A função G pode ser qualquer função dos invariantes. Entretanto, quando o critério dé 

escoamento, F , é utilizado como função de potencial plástico, temos o que se chama de teoria
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associada de plasticidade (Lubarda et al., 1996). Desta forma, a equação anterior fica assim 

formulada:

( * , ) „ = < « — , (4.26)

e é chamada de condição de normalidade, uma vez que representa um vetor dirigido 

normalmente à superfície de escoamento no ponto considerado.

Posta esta condição, é possível a obtenção de uma teoria da plasticidade completa, que 

considere o comportamento do material antes do inicio de escoamento (regime elástico), que 

preveja o estado de tensões que leva ao escoamento e que finalmente descreva o comportamento 
do material após o início do escoamento.

4.5 - Comentários finais e objetivos do trabalho

A literatura pesquisada é vasta em termos de trabalhos referentes à plasticidade de 

materiais porosos, referindo-se desde o processamento até os modelos matemáticos. No que se 

refere a modelos, são propostos diversos critérios de escoamento oriundos de experimentação ou 

de derivação matemática que, quando possuem alguma possibilidade de ajuste a diferentes tipos 
de comportamento de materiais esta é um tanto restrita.

Quanto à implementação das teorias da plasticidade de metais porosos, muito pouco foi 

publicado. A maior parte dos trabalhos conhecidos, referem-se ao critério de Gurson e utilizam a 

sua implementação em programas comerciais, tais como ABAQUS e WARP. A literatura é 

abundante no que se refere à comparação de dados experimentais e o resultado previsto para o 

início do escoamento, entretanto, o comportamento após o início do escoamento, considerando o 

encruamento da matriz do material e a evolução da porosidade com a deformação plástica, em 
geral, não é abordado.

Diante das lacunas encontradas na literatura, o presente trabalho tem por objetivo:

• propor um novo critério de escoamento para materiais porosos que seja 

flexível e possa ser ajustado a materiais com diferentes comportamentos, 
levando em conta as variações das propriedades em função das variações das
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características microestruturais, tais como forma, tamanho médio e 

distribuição de tamanho de poros.

• Obter um algoritmo para a implementação do critério proposto como um 

modelo de material do usuário que permita que este seja incorporado a um 
software comercial;

• Implementar o modelo proposto considerando o comportamento após o início 

do escoamento (encruamento da matriz e evolução da porosidade);

• Implementar modelos propostos na literatura utilizando o mesmo algoritmo 

considerando o comportamento após o início do escoamento;

•  Comparar os resultados obtidos para o critério proposto e os critérios 

propostos pela literatura.



Capítulo 5

PROPOSTA DE CRITÉRIO DE 
ESCOAMENTO

^N esta  seção será proposto um novo critério de escoamento para metais porosos.

Da mesma forma que o critério de von Mises, este se baseia no segundo invariante do tensor 

tensão, que, neste caso, é chamado de tensor tensão "semi-deviatórico". Este termo, semi- 
deviatórico, tem o objetivo de expressar a existência da influência da componente esférica do 

tensor tensão de Cauchy no escoamento do material. Esta influência é incluída na formulação 

pela introdução da fimção f { p ) ,  onde p  representa a densidade relativa do material.

Considere-se o tensor tensão de Cauchy como segue:

°n °12 <Tl3
T = °21 °22 °23 (5.1)

Z7« °32 cr33

Sugere-se definir o tensor tensão semi-deviatórico como

<7,2 P 0 0 *

&21 °22 ^33 - / ( / > ) 0 p 0

.^31 °32 cr33 0 0 p .
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onde p  = j o v , assumindo P = f ( p ) p , com f ( p )  sendo uma função da densidade relativa do

material. Este tensor deve apresentar um comportamento tal que quando a densidade do material 

tende à densidade teórica, a influência da tensão hidrostática desaparece, o que significa que o 

tensor tensão semi-deviatórico deve tender para o tensor tensão deviatórico quando a densidade 

relativa do material tender a 1. Isto estabelece o limite superior para a função f{p )-  O limite 

inferior deve representar a máxima influência da tensão hidrostática no início do escoamento do 

material e deve ocorrer quando o material não tiver mais capacidade de suportar carregamento, 

ou seja, o material estará apresentando variação de volume por menor que seja a pressão aplicada 

sobre ele. Para metais sinterizados, uma estimativa para esta grandeza poderia ser a densidade do 

pó batido. Esta "densidade limite", onde o material não mais apresenta a propriedade de suportar 

carregamento, define a densidade relativa crítica ( p c) ou simplesmente densidade crítica, para 

maior simplicidade.

O problema de autovalores para o tensor T pode ser expresso como

mi ■P-X

'31

CT12 

o 22- P - X
'3 2

'13

23

'3 3 P - X
= 0 . (5.3)

Que tem como invariantes.

J  , — (<Tn +C22 + ̂ 33

J l  -^11^22+^33+^22^33 ^12 ®13 2̂3 + (J22 + CT33) + 3/*

— ^*(< ^11^22 + <T11(7 33 + ^ 2 2 ° ^  33)  +  ^  (^ 1 1  + ^ 2 2  + ^ 33)  +  ^ >( CT11 + CT22 + ^ 33)

(5.4)

CT13CT12 ■ ° 1 2 CT33 CT2 3 ° U

Estes invariantes são, por analogia, chamados de "invariantes do tensor tensão semi- 

deviatórico". Agora, se o segundo invariante do tensor tensão semi-deviatórico, J 2, for 

rearranjado, pode ser escrito como:

J  2 = I 2 ~2PIX +3P2 (5.5)
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Entretanto, conforme definido anteriormente, P = f{p)p  e p  = an -  072 +<Tl3 ~ —

quando substituídos em (5.5) nos fornecem:

•/1 = A - y / ( p ) / ,A + g / 2(p)A2 (56)

que pode ser rearranjada para:

+ (5 T)

Para o caso em que f { p )  tende a 1 (material 100% denso), a equação (5.7) tende ao segundo 

invariante do tensor tensão deviatórico, que é relacionado ao tensor tensão de Cauchy pela 

expressão que segue:

A2
3

Isolando I 2 em (5.8) e substituindo em (5.7), chega-se a:

■ n = ^ + ;y -(/'í (p) - 2/ ( p) + 1)- (5.9)

Desta forma, chega-se a uma expressão para o segundo invariante do tensor tensão semi- 

deviatórico que é, analogamente ao critério de von Mises, proposto como critério de escoamento 

para metais porosos na seguinte forma:

a  = ( g ( p y j  (s i» )

onde xi.p) é uma função que pode levar em conta a quantidade, tamanho, forma e distribuição 

de tamanho de poros, enquanto Y0 se relaciona à tensão de escoamento do material 100% denso. 

Já que quando a densidade relativa do material tende a l a  função de escoamento deve tender ao 

critério de von Mises, deve-se impor que f{p )  e tendam a 1 quando a densidade tende a 1.

Desta forma Y0 é obtido como cr0 /V3 , onde cr0 é a tensão de escoamento medida no ensaio de 

tração do material 100% denso. Este valor é obtido da mesma forma que para o critério de von
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Mises, conforme Dieter (1961). A figura 5.1 mostra a influência da variação da função f {p )  

entre 1 (material 100% denso) e 0.8 na forma da superfície de escoamento para g{p)=\  e para 

uma tensão de escoamento unitária. Verifica-se aí que a premissa básica de convexidade da 

superfície de escoamento é mantida para o critério proposto e portanto pode-se, segundo Chen e 

Han (1988), garantir unicidade de solução para o problema envolvendo plasticidade de metais 

porosos.

Figura 5 .1 -  Superfície de escoamento para f { p )  = 1,0; f { p ) =  0,86; f { p )  = 0,8.

Sabendo que /,  = e J2 = ~ susu e definindo que p - —l x e q -  ■̂ 3J2 , pode-se fazer uma 

mudança de variáveis no critério de escoamento proposto (5.10) de forma a obter:

^ + ip 1 (i+f  (p )-  2 / w ) = (g(pK  y . (5.11)

Até este ponto foi possível a obtenção de um critério de escoamento genérico. Para que 

seja usado necessita ser particularizado para cada tipo de material. Neste sentido deve-se obter as 

funções f ( p )  e g(p),  que, até este momento, podem ser arbitrárias ou ajustadas para diferentes 

materiais.

Sabe-se que a função f { p )  possui dois limites. O primeiro, quando a densidade relativa 

do material é 1; e o segundo, quando o material tende à densidade crítica. Para estes limites
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assume-se que os valores f { p )  devem ser 1 e zero, respectivamente. Entretanto, o 

comportamento da função f { p )  entre os dois limites não está estabelecido. Para este fim, 

ressaltando que esta não é a única abordagem possível, vamos assumir que esta íunção deve 

apresentar uma derivada decrescente à medida que a densidade relativa tenda a 1. Diante disso, 

pode-se estabelecer que as possibilidades de escolha da função f { p )  varie entre aquela com 

derivada constante no intervalo p c a 1 e uma função com derivada zero no ponto em que a 

densidade relativa do material é igual a 1. Assumindo a função f { p )  como sendo um polinómio 

de grau 2, esta será escrita da seguinte forma:

f i p ) = 0 \ p 2 + 0 2 p  + Q3.  (5.12)

Para o limite inferior da faixa, ou seja, para a função com densidade constante, a equação (5.12) 

pode ser particularizada como:

f ( p )  = Q2p + 0 3 . (5.13)

Esta função deve ser zero para f { p ) ~  p c e 1 para f { p ) =  1, o que nos conduz a:

01 = 0

02  = — -—  (5.14)
1 — P c

0 3 = ~ Pc
1 - P c

Para o segundo limite, pode-se novamente impor as restrições para p c e p  = 1 além de uma
!/•/ \

terceira condição que seria — = 0 para p  = 1, o que implica em uma perda suave e
dp

constante da influência do efeito da tensão hidrostática na condição de escoamento do material à 

medida que a densidade deste se aproxima da densidade teórica. Desta forma pode-se obter:
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onde Y0 [p) é a íunção que rege o efeito da função g{p)  na tensão de escoamento do material 

100% denso (cr0) relacionando a tensão de escoamento do material com a porosidade. De 

acordo com German(1998), esta relação é da seguinte forma:

f  \ n P_
\ P t  j

Y0 (5.17)

onde:

K  = fator experimental que depende do processo de fabricação do material; 

p  = densidade do material;

p t = densidade teórica do material 100% denso,

n = parâmetro experimental ( conforme German (1998), usualmente em tomo de

0.30);

Para o caso em questão, a equação (5.17) deve ser escrita como:

r,(p)=Kp’ ( 5 .1 8 )

já  que a densidade considerada no critério proposto é a densidade relativa do material, ( p / p t ).

Verificou-se que a proposta de German, quando colocada em forma de gráfico em íunção da 

densidade relativa, apresenta-se conforme a figura 3.2 e que o comportamento sugerido indica 

que o material perde a capacidade de suportar carregamento à medida que a densidade se 

aproxima de zero. Entretanto, deve-se lembrar que mesmo a densidades superiores a zero, a 

resistência do material se toma desprezível. Assim sendo, embora a função proposta por German 

apresente uma tendência adequada para descrever a redução da tensão de escoamento do material 

com o aumento da porosidade, devem ser feitos alguns ajustes que tomem a descrição dos 

fenômenos mais próxima da realidade. Com este objetivo introduz-se a seguinte modificação:
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onde p c é a mesma anteriormente definida. Esta modificação, introduzida na equação (5.18),

apresenta um comportamento conforme mostrado na figura 5.3, concordam com os resultados 

obtidos por Doraivelu et al. (1984). Nesta figura, pode-se verificar que o valor da função cai 

rapidamente a zero quando a densidade do material se aproxima pela direita da densidade crítica. 

A influência da variação do expoente n no comportamento da função pode ser visto na figura 

5.4, onde se verifica que, à medida que o valor de n decresce de 1 para 0.01, também ocorre uma 

queda na influência da densidade na diminuição da tensão de escoamento. Pode-se, ainda, 

verificar que à medida que o expoente n se aproxima de 1, a função se aproxima mais de um 

comportamento linear.

1.0

0.8 

0.6

Q.

0.4 

0.2 

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Densidade relativa (p)

Figura 5.3 - Tensão de escoamento em função da densidade para « = 0.35 e p c =0.5

Y (p )=K *((p -p c) /( l-p c))°

H------1------1------1------1------1------1------1------1-
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Densidade relativa (p)

Figura 5.4 - Tensão de escoamento em função da densidade para p c =0.5 e diferentes
valores de n

Na figura 5.5 é possível avaliar a influência do parâmetro densidade crítica no 

comportamento da equação 5.19; verifica-se, na referida figura, que, para um valor de n fixo em 

0.35, à medida que a densidade crítica diminui, o mesmo ocorre com a influência da densidade 

na tensão de escoamento do material, indicando que para dois materiais com a mesma densidade, 

aquele com maior densidade crítica deverá iniciar o escoamento sob solicitações mais baixas. 

Isto deve, de certa forma, ser esperado já  que uma densidade crítica mais alta indica que, à 

medida que a porosidade aumenta, o material perde a capacidade de suportar carregamento antes 

do que um material com densidade crítica mais baixa.
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Densidade relativa (p)

Figura 5.5 - Tensão de escoamento em função da densidade para n = 0.35 e diferentes
valores de p c.

Com a definição da função g ( p ) tem-se o critério de escoamento totalmente definido como:

^ -  + 3p2(l + f 2( p ) - 2 f ( p p

f(p)-Q\p2 +Q2p +Qi

f f  \ ■\

K P - P c  ^

V l 1“ ^  J (5.20)

Onde:

p  = Densidade relativa do material

p c = Densidade crítica do material

a 0 = Tensão de escoamento do material 100% denso

n = Expoente que indica maior ou menor influência da porosidade na tensão de 

escoamento do material
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f { p )  = Função que estabelece a relação entre densidade e grau de influência da 

pressão no inicio do escoamento previsto pelo critério

K  = Constante que indica a influência das características dos poros (forma, 

tamanho médio e distribuição de tamanho) e de diferentes formas de 

processamento no comportamento plástico do material.

Para o melhor entendimento de como o critério proposto modela o início de escoamento 

de metais porosos, este é visualizado no espaço q em função de p. Para este fim, é considerada 

uma tensão de escoamento do material 100% denso normalizada igual a 1.

Verifica-se, na figura 5.6 que para um determinado conjunto de fatores Qx, Q2 e Q3,

com p c, n e K  mantidos constantes, quando a porosidade é igual a zero, o escoamento ocorre a

tensão constante e igual a 1, indicando a não influência da pressão hidrostática no início do 

escoamento bem como a concordância com o critério de von Mises. Com a diminuição da 

densidade do material, a tensão hidrostática começa a influir no início do escoamento do 

material, o que pode ser notado com a diminuição da tensão de escoamento com o aumento da 

pressão. Verifica-se ainda na referida figura que o aumento da influência da pressão no início do 

escoamento é crescente com a diminuição da densidade.
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Figura 5.6 - Condições para escoamento no espaço q versus p para diferentes uma dada condição
de parâmetros para o modelo proposto.

Se a densidade é mantida constante, por exemplo em 0,9, verifica-se, na figura 5.7, que à 

medida que a densidade crítica é aumentada de zero a 0.65 a influência da tensão hidrostática 

aumenta, provocando assim, o início do escoamento a tensões mais baixas.

Como foi visto anteriormente (figura 5.4), o aumento do expoente n provoca o aumento 

da influência da densidade no sentido de trazer o início do escoamento para tensões mais baixas. 

Esta tendência pode ser novamente verificada no critério do escoamento (figura 5.8), onde o 

aumento do expoente n provoca uma tendência de decréscimo da tensão de início de escoamento, 

caracterizando assim um material mais sujeito a variação de volume quando da deformação 

plástica.
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P

Figura 5.7 - Influência da densidade crítica na condição para escoamento segundo o modelo 
proposto para diferentes valores de densidade crítica.

P

Figura 5 .8 - Influência da densidade crítica na condição para escoamento segundo o modelo
proposto para diferentes valores de n .
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Os casos avaliados até aqui indicam que os parâmetros do modelo afetam o início do 

escoamento até mesmo para valores de pressão nula, o que não se constata com a variação dos 

parâmetros Q}, Q2 e Q3 (Figura 5.9). Além disso, verifica-se que a variação dos referidos

parâmetros entre um comportamento linear e o limite para o qual a derivada de f { p )  é zero, 

reflete um aumento gradativo da tensão equivalente para o início do escoamento, indicando, 

portanto, um aumento da suceptibilidade do material modelado à tensão hidrostática.

--------Q,=-4 Q =8 Q,=-3

p

Figura 5.9 - Influência da densidade crítica na condição para escoamento segundo o modelo 
proposto para diferentes conjuntos de Qx, Q2 e 03.

5.1 - Comparação entre o início do escoamento calculado pelo critério proposto e pelos 
critérios apresentados na literatura.

Na figura 5.10 verifica-se, no espaço p x q, as curvas para início do escoamento previsto 

por alguns critérios postos na literatura e pelo critério proposto para dois conjuntos de 

parâmetros do modelo a uma densidade fixa (p=0,9). Nota-se que o critério proposto apresenta a 

tendência de diminuição da tensão cisalhante para escoamento à medida que a pressão aumenta, 

da mesma forma que ocorre para os critérios da literatura. Nota-se ainda que para os dois
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conjuntos de parâmetros utilizados no modelo proposto levam a condições que englobam as 

situações previstas pelos modelos da literatura, exceto pelo comportamento previsto pelo critério 

de Kuhn & Downey, nas regiões de baixos níveis de pressão, onde justamente é notado o 

comportamento anômalo de um aumento do nível de tensão para que, a densidades menores, o 

material inicie o escoamento (figura 4.5).

P = 0,9

-  Gurson
- Green
- Kuhn &n Downey 
• Doraivellu

- Q r - 4  Q2= 8 Q ,= -3
p=0.35 n=0.35 k=l 

-Q ,= 0  Q=2.86 Q3=-1.86 
p=0.65 n=0.35 k=0.9

P

Figura 5.10- Comparação entre o início do escoamento previsto pelos critérios da literatura e
pelos critérios propostos



Capítulo 6

ALGORITMO IMPLÍCITO DE 

INTEGRAÇÃO

N ie s te  capitulo é proposto o algoritmo de integração para a implementação das

teorias da plasticidade de materiais porosos a serem utilizadas nas simulações apresentadas nos 

capítulos subseqüentes.

Considerando uma teoria da plasticidade associada com a regra de escoamento escrita 
como segue:

dep = d X ^ ~  (6.1)
derj

onde dX é um escalar positivo, e g = g(p,q,Ha) é uma função potencial plástico genérica. Para 

um material com propriedades independentes da taxa de deformação, dX é determinado pela
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solução cinemática no ponto considerado (Aravas, 1987; Lee e Zhang, 1991). Considerando
1

p  = - —ôij<jijG q, conforme definido anteriormente, pode-se achar:

dep -d.X
3 õp dq }

(6.2)

com:

Usando esta notação, o tensor tensão de Cauchy pode ser escrito como:

2
<Tv = -p8v + -qnv . (6.3)

O modelo de plasticidade é, então, completado com a introdução das equações incrementais 

associadas às variáveis internas responsáveis pela sua evolução em função da deformação 

plástica:

dHa =ha{aij,dep,H f>) (6.4)

Considerando que o material modelado obedeça à lei de Hooke quando solicitado dentro 

do regime elástico, pode-se assumir que a equação constitutiva para este material seja:

q „  = 2 G S„S, +
2

K - —G
. 3 J

V »  (6-5)

com G e K  sendo o módulo de elasticidade ao cisalhamento e volumétrico, respectivamente e 

Sjj é o delta de Kronecker.

Para a integração das equações elasto-plásticas é utilizado um algoritmo da classe "retum 

mapping" que consiste na prescrição do incremento da deformação total e a conseqüente 

atualização da tensão, da deformação e das variáveis de estado. Considerando uma 
decomposição aditiva da deformação pode-se escrever:

)f+Af ~ C,]U {eki)Í+Af = °ij ~ Cjjki {A£u)í+a/ (6.6)
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com

~ (£ti + )

Projetando a equação (6.6) sobre e nv usando a equação (6.3) chega-se a:

p  = p ‘ + KAsp 

q = q‘ -3GAsq

A função potencial plástico genérica e a regra de escoamento podem ser escritas como:

siPt+At » Qt+At ’ H  f + A í )  —  0

Asp = —As S.. + As~ p ij ij
V j f+ A f

com:

As p --A X

Aeq = AÀ.

Usando as equações (6.12) e (6.13) eliminando AÀ chega-se a:

As '$L
X ^ ) , ^

■A s„( és)  =.

(6.7)

(6.8) 

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

Postas as equações anteriores, o problema de integração das equações elasto-plásticas se reduz à 

integração do sistema de equações não lineares, onde as equações são rescritas para maior 
clareza, como segue:
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â L +A£ £  = 0
p dq q Ôp

g(p,q,Ha)=Q

p  = p e +KAe

q = qe -3GAeq

AHa = ha(p,q,Aep,Aeq,H fi)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18) 

(6.19)

Usando o método de Newton (Press et al., 1995), escolhendo-se As p e Asq como 

incógnitas e usando equações (6.15) e (6.16) como as equações básicas para o método com p , q 

e AHa conforme definido nas equações 6.17 a 6.19. O método de Newton é, então, destinado a 

resolver (Aíp )t + l e (à£q) da maneira que segue:

(A £ p L = ( A £ p \ + ( c À

(a * ,L  =(A* J , + U , -

Os valores de (cp)t e {cq)t são calculados resolvendo-se o seguinte sistema de equações:

(6.20)

(6.21)

Au Aj2
A A

21 22

ÍV (6.22)

O sistema de equações (6.22) é resolvido calculando-se os coeficientes Aij e bi obtidos conforme 

descrito no anexo I e listados a seguir

Au = —  + Ae 
” Õq p\ dpq a=\õqôHa õAe

+ Ae„ rK ^ -  + ±  928 dH° '
ôp a=i õpôHa ÕAe

(6.23)

A z = ^ : + te Põp
' - 3 G ^  + I  ÔH° '

Õq2 ôqõH “ ÕAe,
+ Ae,

õpq a=i õpõHa õAe
(6.24)
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õp £xõHa õAs.
(6.25)

Õq £xÕHa ÕAsa
(6.26)

bx = -A s —  -  As —  
1 p õq q dp

bi =-g(p,q,H a)

(6.27)

(6.28)

Para a determinação dos coeficientes A  anteriores é necessário determinar ÕHa ÕHa
õAsp õAsq

Considerando que o modelo proposto prevê duas variáveis de estado, as expressões em questão, 
obtidas conforme o apêncdice n, são:

' a # 1
r /

c „
V
/

õAsp 
Õ H 2

> =  «

õAs 21
L P J  ̂ V

(6.29)

ÕHX
ôAe
ÕH
dAe

C,. õAs„ Õq
+ C12

c.21 * '  - 3 G Sh'
DA e„ õq

+ C.22

^— - 3 0 — '
KõAeq õq

õAs„\ Õq

(6.30)

com CV definidos como:
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C C'-'11 '-'12
c c. 21 2̂2

1

1-
ôhx ôh2 

Õ H 2 ô t f 1 ÕH1

1
a/?1
a / /2

1
(6.31)

Para a implementação do procedimento anteriormente exposto no ABAQUS, a subrotina 

de material do usuário deve fornecer como resultado o Jacobiano na seguinte forma:

D jju  — õsKu*ki j t+át
(6.32)

O Jacobiano, resolvido conforme apresentado no apêndice IO, é:

(6.33)

Onde C* é o termo de rigidez na equação constitutiva elástica do material e M  é definida como:

M  =—mniI I  +—mjmIn + m .n I + m n n  + à.e„ -=-=   ̂ &— 3 p — v — qn— q Qq■ (6.34)

com:

= Ã A..- A ...A (Ã22Bn12 21

(6.35)

mnn =pn
l

-̂ 11-̂ 22 -̂ 12-̂ 21
(̂ 22-̂ 12 -̂ 12-̂ 22) (6.36)

=
A 1̂ 22 -̂ 12-̂ 21

(4l^21 -A lA x ) (6.37)

m q n  A A -  A A
11 22 12 21

-(AjjBzz A21Bu ) (6.38)

Com os coeficientes e B0 definidos como:
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Au = f +Aí'õq ± £ - & - e .  *Í3Í?,õqdH“ *  ÕAe
+ Aer õ2g õhpn n

l ^ õ p õ H a ^  ÕAe
(6.39)

4z = f f  _ £ g _ c  * 1
iíP .dqõH - "* ô&c.

+ Ae„ f f  õ2g - 
tiP dpõH * ^  ÕAeq

(6.40)

A - v v ü
h h d H mC" d t e p

(6.41)

A-n = Y Y  —11 X—iZ_i rsijct^ xôHa * d A s,
(6.42)

a 2g- , ^  ^  a 2g  Z Z -------c-õpõq tãfcdqõH“ ^  õp
-Ae„ +zz õ2g " õhPõp2 £1pxõpôH* õp

(6.43)

*12 = -1 AS
a2g . dhfi

õq2 £\p\ õqõHa õq
+ Ae„

í õ g n n

+ ZZ 52g õhfi
yõpõq a=\p=\õpôHa õq

(6.44)

_ _1 \õQ> - - ÕO õhp
*21 “ -j ] + Z Z -„a Cafi3{ Õp  a=\p=\ÕH Õp

(6.45)

íao  - - 50  õhfi 
22 = 1 T + Z Z ----"C~agr Í5 fcõH a õq

(6.46)

Considerando novamente que o material depende de duas funções de estado, chega-se a:

Au =
%- + Aef õq f

õ2g Õhl õ2g õh2 õ2g õhl õ2g õh2
õqõH1 " õAs õqõH1 ,z õAe õqõH2 a te . ô^õ/f2 õAsr l ‘'12 2 *21 r 2 22

^ a # 1 11 aA*
____ afr2
c^ã#1 "12 õAe

õ2g õh{ õ2g
õpõH2 21 õAsp

õh2
^ãfiT2 õAs

(6.47)

•̂ 12 —

—  + Ae 
õp p

õ2g õh1 , õ2g õh2
õqõH1 n aAf ^ a / /1 u 3A£? õpõH2 íl õAe õpõH2 “ õAetr l V12

a/i2
-i \

2 21 r 2 w22

Aer a/i2 a2# a/»1 , õ2g
õpõH1 u õAeq õpõH1 ,2aAf ÕpdH2 21 + - a&2

SA*. õpõH2 22 SAff,

(6.48)
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ÕQ> ôh1 50> õh2 õd> Õhx c*D õh2
Au. = ------ C . , --------- 1------ - C . , ---------1------ r C „ --------- 1------ - C „ -------
^  ÕH' "dA s ÕHX n ôAe„ ÕH2 2'ôAs„ ÕH2 22 õAe„

Õ0 ôh1 dO Õh2 Õ0 õh1 dO õh2 
4-2 = — TC11 ~ --- + ----+ — T-C,, —---- + —

a / / 1 " õ A f f ,  a / / 1 12 d A s ,  ÕH2 21 d A * q ô t f 2 22 a A f f ,

Aea
Bu = —

Ae„

d2£ ffg 5/»1 d2g õh2 d2g õh1 õ2g õh2
õpõq õqH1 11 ^  õqõH2 õp õqõH2 “ õp12 2 W21 r 2 22

Õ/i2>^d2g d2g d/»1 52g õh2 õ2g õh1 õ2g---2- + ---- ^-rC.,---- + -----^—C17---- H------ C„ -------- + -----2 -
v^>2 ^7 õpõH1 õp õpõH 21 õp õpõH J

Bn = - Asp ô2g õ2g õh1 d2g õh2 õ2g õh1 52g õ/r
õ?2 õqõH õq ÕqÕW “ õq õqõH2 M õq õqõH2 “ õq

Ae„
( Pi2õ2g õ2g õh1 õ2g õh2 õ2g õhx õ2g õh

rTcn — +õpõq õpõH1 “ õq ÕpõHx 12 õq õpõH2 " õ q  õpõH2 ~ õq2 21 r2 2̂2

b 21 = -
21 3

1 fdO 50 õ/i1 ÕO õh2 õ® õh1 ÕQ> õhn
C , , -----+ ----- r-C

õp’+ ÕHX°U õp * ÕHX °X2 õp ^ ÕH2"21 õ p ^  ÕH2''22 õp

2̂2
ÕO õd> õhx dO Õh2 ÕO õh1 30 õ/i2>!

■ +  — T c i i T _  +  ^ T , ' I 2õ? ÕH1 “ õq ÕH1 “ õq ÕH2 21 õq ÕH2 a?r2  22

C 11 C 12 

C 21 C 2 2 .

1

1- a/i1 Ô/l2
Ôtf2 ÕHX

ôh2 
ÔHX

õh1 
ôtf2

Convencionando então:

//* = eP -  Deformação pástica equivalente

H 2 = /  = Porosidade do material

(6.49)

(6.50)

- +
J (6.51)

J (6.52)

(6.53)

(6.54)

g = Função potencial plástico
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6.1 - Definição das variáveis de estado

A deformação plástica equivalente, s P, representa o estado de deformação microscópico 

na matriz do material. Esta variável é relacionada com a tensão de escoamento instantânea, a y,

por uma curva tensão deformação uniaxial. A deformação plástica equivalente, s P, é assumida 

como variando de acordo com a expressão do trabalho plástico (Gurson, 1975,1977):

(l -  f)cr0d s p = (jydsfj (6.55)

indicando que o trabalho plástico ocorre somente na matriz do material e não ocorre dissipação 

de trabalho plástico nos poros.

A variação da fração volumétrica de poros foi assumida como função de duas 

componentes. A primeira, relacionada com o crescimento dos poros ( /  ) (Worswick, 1991) e a

segunda, relacionada com a nucleação dos poros (/„). Esta última componente é normalmente

considerada como existindo devido à nucleação de novos poros por quebra ou descolamento das 

superfícies de inclusões de segunda fase (Le Roy, 1981; Argon, 1975). Desta forma, escreve-se:

d f = dfg +dfn . (6.56)

Embora a matriz tenha sido assumida como satisfazendo a condição de incompressibilidade 

plástica, em função da existência dos poros, o material mostra, macroscopicamente, uma 

resposta compressível. A variação da fração volumétrica de poros em virtude do crescimento 

destes é relacionada à variação total de volume como:

< jr ,= ( l - /> fe , 'V  (6.57)

A nucleação de poros foi considerada como sendo controlada pela deformação plástica (Aravas 
1987) e variando de acordo com a expressão:

df„ = AdeP (6.58)

Onde A é definida conforme sugerida por Chu e Needleman (1980):
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A = fs exp

f ( —p >
1 e  ~ e s
2

V K N ) y

(6.59)

Segundo (6.59), a nucleação de novos poros ocorre segundo uma distribuição normal, com valor 

médio de deformação sN e desvio padrão sN. A variável f N representa a fração volumétrica de

partículas de segunda fase ou, no caso de materiais sinterizados, em pontos preferenciais de 
nucleação.



Capítulo 7

IMPLEMENTAÇÃO DOS MODELOS

O^onforme anteriormente citado, o algoritmo de integração baseado na proposta de

Aravas (1987) foi implementado no ABAQUS na forma de subrotina de material do usuário. 

Esta subrotina deve ser responsável pela atualização das tensões, deformações e variáveis de 

estado, tais como deformação plástica equivalente, tensão de escoamento e porosidade para cada 

ponto de integração. Os aspectos cinemáticos (ex. rotações) são inicialmente integrados pelo 
ABAQUS utilizando o algoritmo proposto por Hughes e Winget (1980), para definir o tensor 

rotação que é aplicado a todas as funções de valor vetorial e tensorial nos pontos de integração. 

A interface fornece o estado do material no início do incremento de deformação com todos os 

vetores e tensores propriamente rotacionados assim como a solução cinemática para o 

incremento. A subrotina do usuário deve, então, atualizar as tensões, variáveis de estado e 
fornecer o Jacobiano para o incremento atual.



IMPLEMENTAÇÃO DOS MODELOS 62

— PA deformação plástica equivalente, s  , representando o estado de deformações 

microscópica na matriz do material, é assumida como se relacionando com a tensão de 

escoamento a v por uma curva tensão-deformação uniaxial na forma da equação de Ramberg-

Osgood (Lee e Zhang, 1994), representada na figura 7.1, conforme a equação:

- p '  c v 3 Gs—;—I-------- (7.1)

Deformação plástica (ep)

Figura 7.1 - Curva tensão deformação conforme prevista pela equação 7.1.

Para todos os modelos os parâmetros relacionados à curva tensão deformação do material e à 

nucleação de poros foram mantidos constantes em: cr0/ £  = 1/300, m = 0,1, en =0,3, sN =0,1, 

f N = 0,04. Para todos os casos a foi considerada uma porosidade inicial de 5%. Todos os

modelos foram analisados utilizando-se os critérios de Gurson, Green, Kuhn & Downey, e o 

critério proposto neste trabalho. Para este último os parâmetros do modelo foram variados para 

de se avaliar a influência dos parâmetros nos resultados.
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7.1 - Modelos com um elemento

a) Cubo submetido a tração hidrostática

Para a simulação do comportamento de um cubo submetido a um carregamento de tração 

hidrostática, um cubo de 8 nós, com lados de dimensão 1,0, conforme figura 7.2, foi tracionado 

hidrostaticamente, prescrevendo-se um deslocamento igual a 0,1. O deslocamento foi aplicado 

em um só passo dividido em, no mínimo, 100 incrementos.

Figura 7.2 - Modelo geométrico e condições de contorno para o cubo submetido à tração
hidrostática.

a. 1) Diversos Critérios

Na figura 7.3 são mostrados os resultados de pressão em função da deformação 

volumétrica para os critérios da literatura testados. Verifica-se que á medida que a deformação 

hidrostática aumenta a pressão aumenta linearmente de acordo com uma resposta elástica do 

material que é igual para todos os critérios testados. Em função da influência da tensão 

hidrostática nos critérios de escoamento em questão, as tensões aumentam até o ponto em que a 

pressão é tal que o limite de escoamento do material é atingido, fato que não ocorreria para um 

critério de escoamento independente da pressão (ex. von Mises). O início do escoamento do 

material marca o fim do regime linear, dando início a uma diminuição da taxa de aumento da 

pressão com a deformação, que ocorre até que seja atingido um ponto de máximo. Este ponto 

indica o momento em que a tensão de escoamento começa a decrescer em função do aumento da
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porosidade. Isto acontece porque a tensão de escoamento prevista pela teoria é influenciada por 

duas variáveis de estado, a tensão de escoamento da matriz, ligada à deformação plástica 

equivalente pela curva tensão-deformação uniaxial e a porosidade. No modelo em questão, o 

aumento da deformação plástica equivalente leva ao aumento da tensão de escoamento segundo 

a curva tensão-deformação fornecida, enquanto o aumento da porosidade leva à sua diminuição. 

Estes dois efeitos são sobrepostos, e o aparecimento do ponto de máximo indica o momento em 

que o aumento da porosidade se toma mais significativo no sentido de diminuir a tensão de 

escoamento do que o efeito da deformação plástica equivalente no sentido de aumentá-la. Este 

comportamento se repete para todos os critérios implementados, que diferem na intensidade do 

pico de máximo e no comportamento pós-escoamento. Esta característica pode ser associada à 

parcela de contribuição da pressão no início do escoamento do material, de forma que os picos 

mais baixos indicam um maior efeito da.

Com relação à porosidade, verifica-se na figura 7.3 que o aumento da deformação 

hidrostática até o início do escoamento gera um aumento de volume elástico no material, e, 

consequentemente, sem aumento irreversível de porosidade. Após o início do escoamento, a 

porosidade aumenta à medida que o material escoa e o cubo aumenta de volume. Nota-se que 

apesar dos valores de porosidade serem muito próximos, os modelos que levam a maiores 

valores de porosidade são aqueles que apresentam valores de pressão maiores e à medida que 

esta diminui, também diminui a porosidade final do material.
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Deformação Volumétrica (ev)

Figura 7.3 - Pressão e porosidade em função da variação volumétrica para os critérios de Gurson,

Green, Doraivelu e Kuhn & Downey.

a.2) Critério proposto

Conforme se verifica na figura 7.4, para um dado conjunto de variáveis do modelo o 

comportamento da pressão e da porosidade em função da deformação volumétrica concorda 

qualitativamente com os valores obtidos para os critérios postos na literatura e, da mesma forma 

que anteriormente, à medida que o escoamento inicia, a resposta deixa de ser linear e tende a um 

ponto de máximo pelas mesmas razões anteriormente colocadas. Percebe-se claramente que o 

início do aumento da porosidade é retardado em relação aos critérios reportados pela literatura 

em função de uma maior persistência do regime elástico. Após o início do escoamento a 

porosidade aumenta com a deformação seguindo a mesma tendência que os casos expostos.
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a.1.1) Efeito da variação dos parâmetros do modelo nos resultados.

Na figura 7.4 verifica-se a influência dos parâmetros 0 X, 0 2 e 0 3 nos resultados de

pressão e porosidade em função da deformação volumétrica para p c, K  e n fixos. Nota-se que

à medida que se sai do conjunto de valores para os quais f ( p )  tem comportamento linear

(Qx = 0 , 0 2 - 2  e 0 3 = -1 )  e se vai em direção aos valores para os quais f { p )  tem um

comportamento parabólico com derivada igual a zero para p  = 1 (<9, = - 4 ,  0 2 = 8 e 0 3 - - 3 ) ,  o

pico de pressão se desloca para valores mais altos, indicando que o material apresenta maior 

tolerância ao aumento da pressão. O aumento da porosidade é afetado da mesma maneira, o que 

se verifica pelo aumento da região com porosidade constante em função do retardamento do 

início do escoamento. Com o início do escoamento a porosidade começa aumentando 

rapidamente e com a continuação da deformação a taxa de aumento da porosidade tende a se 

estabilizar, de modo que ao final da deformação prescrita verifica-se apenas uma pequena 

diferença entre os resultados.
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Deformação volumétrica (sy)

Deformação volumétrica (sv)

Figura 7.4 - Pressão e porosidade em função da deformação volumétrica para diferentes 

conjuntos de Qx, Q2 e 0 3 e para p c =0.5, K  = 1 e n = 0.35
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A figura 7.5 representa as respostas em pressão e porosidade em função da deformação 

volumétrica para diferentes densidades críticas ( p c). Conforme visto, a variação do valor de p c 

deve ser acompanhada por uma mudança nos valores de Ox, 0 2 e 0 3 de forma que estes

acompanhem a nova definição da densidade crítica. Neste sentido, foi fixado que para a variação 

desta a função f { p )  fosse linear (O, =0) ,  e com base nesta premissa os valores de 0 2 e 0 3

foram obtidos. Verifica-se, então, na referida figura, que o aumento de p c provoca uma

diminuição dos níveis de pressão previstos, confirmando que para maiores densidades críticas o 

material apresenta uma maior sensibilidade ao aumento da pressão. Em relação à porosidade, 

verifica-se que a menor influência da pressão leva a menores porosidades, já  que, no modelo 

utilizado, a maior parcela da porosidade gerada é devida ao crescimento de poros. Esta parcela, 

por sua vez, é gerada pelas deformações hidrostáticas que são diretamente ligadas às tensões 

hidrostáticas. Desta forma, à medida que os níveis de pressão aumentam, deve-se esperar que a 

porosidade devida ao crescimento dos poros seja maior. Esta tendência é confirmada nas curvas 

de porosidade em função da deformação hidrostática.

As curvas de pressão e porosidade em função da deformação volumétrica para diferentes 

expoentes n são mostradas na figura 7.6. Verifica-se nesta figura que a tendência ao 

aparecimento do pico de pressão se mantém pelos mesmos motivos anteriormente expostos 

assim como a tendência ao aumento da porosidade. Observa-se porém, que para o caso em que 

os fatores Ox, 0 2 , 0 3, p c e K  são mantidos constantes, a variação do expoente n não propicia

um efeito marcante nas respostas, tanto em pressão como em porosidade, indicando um fraco 

efeito desta variável nos resultados fornecidos pelo modelo.
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Deformação volumétrica (sv)

Deformação volumétrica (ey)

Figura 7.5 - Pressão e porosidade em função da deformação volumétrica para diferentes 

condições de densidade crítica ( p c) para K  e n constantes.
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Deformação volumétrica (sy)

Deformação volumétrica (ey)

Figura 7.6 - Influência do expoente n na pressão e porosidade em função da deformação

volumétrica.
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O parâmetro K , no modelo em questão, tem por objetivo espelhar a influência das 

variáveis relacionadas ao tamanho médio, distribuição de tamanho e forma de poros. Esta 

influência ocorre no sentido destas variáveis atuarem como "concentradores de tensão" (German, 

1998) abaixando a tensão de escoamento do material. Diante disso, propõe-se que este 

coeficiente tenha um valor máximo igual a 1 e, à medida que estas variáveis atuem no sentido de 

deteriorar as propriedades do material, este valor diminua. O efeito da variação de K  para um 

determinado conjunto de valores £?,, 0 2, Q3, p c e n pode ser avaliado na figura 7.7, onde se

verifica que a tendência de aparecimento do pico de pressão se mantém. Observa-se porém que 

que à medida que o valor de K  diminui, a curva de pressão em função da deformação 

volumétrica sofre uma "translação" para baixo, indicando que menores valores de K  levam a 

uma maior influência da pressão no comportamento do material no início e após o escoamento. 

Novamente, quanto maior o nível da pressão no material, maior a quantidade de poros obtida no 

final da deformação. No entanto, os níveis de porosidade são muito próximos para os três casos 

simulados.

4.0

3.5

3.0

2.5
<o
Ü
S 2.0

Ph
1.5

1.0

0.5

0.0

Q, =0.0000; Q2=2.0000; Q3= -1.0000

0.10 0.15 0.20 0.25 

Volumetric strain (s ) Volumetric strain (er )

Figura 7.7 - Influência da variação do parâmetro K  na pressão e na porosidade em função da

deformação volumétrica.

a.1.2) Comentários finais e conclusões sobre o modelo de um elemento submetido a 

deslocamento hidrostático prescrito

Para o modelo de um elemento submetido a tração hidrostática foi possível verificar uma 

diferença significativa nos resultados de pressão em função da deformação volumétrica para
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todas as variáveis testadas, à exceção do expoente n . Por outro lado, os resultados de porosidade 

em função da deformação volumétrica, apesar de coerentes com os resultados de pressão, não 

apresentaram diferenças muito significativas quando da variação dos diferentes parâmetros do 

modelo. Pode-se dizer que este comportamento é resultado da prescrição do deslocamento em 

detrimento da tensão, o que leva a uma variação volumétrica igual para todos os modelos e, 

consequentemente, a porosidade assumie valores muito próximos para os casos testados.

b) Tensão uniaxial - Cubo

Para o modelo de cubo tracionado unixialmente, modelado com um elemento de 8 nós, 

teve um deslocamento prescrito de 30% do comprimento da aresta. O deslocamento prescrito, 

como no caso do cubo submetido a deslocamento hidrostático, foi aplicado em um só passo e 

dividido em um mínimo de 100 incrementos (figura 7.8).

_ . . . l ______

l  Lc --L ----

Figura 7.8 - Modelo sólido do cubo submetido a deformação uniaxial.

Na figura 7.9 são apresentados os resultados de tensão e porosidade em função da 

deformação do material. Destaca-se nesta figura o fato de o modelo resolvido com o critério de 

Doraivelu não resolver o problema até 100% do deslocamento prescrito. A não convergência 

global do modelo ocorrida naquele ponto se deveu á não convergência das variáveis de estado no 

algoritmo de integração do modelo de material.
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b.l) Diversos Critérios

Ainda na figura 7.9 verifica-se que os resultados tensão seguem uma tendência 

semelhante à curva tensão deformação do material 100% denso, diferindo no entanto, nos níveis 

de tensão previstas pelos diferentes tipos de critério. Ressalta-se o fato de que as respostas 

fornecidas pelos critérios de Gurson, Green e Doraivelu, para este modelo, foram muito 

semelhantes entre si, diferindo sobremaneira dos resultados do critério de Kuhn & Downey. Para 

os resultados de porosidade em função da deformação, entretanto, verifica-se uma boa 

concordância dos modelos de Gurson e Green, diferindo dos resultados fornecidos pelos modelos 

de Kuhn & Downey e de Doraivelu, que concordam entre si.

Deformação (s)

Figura 7.9 - Tensão e porosidade em função da deformação para os modelos de Gurson, Green,

Kuhn & Downey e Doraivelu.
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b.2) Critério Proposto

Para o modelo proposto foram consideradas diferentes condições com variações dos 

conjuntos de parâmetros do modelo. Na figura 7.10, pode-se avaliar a influência da variação Ox, 

Ox, Ol para K , p c e n mantidos constantes nos resultados de tensão e porosidade em função da 

deformação uniaxial do modelo de cubo de 8 nós. Verifica-se ali que à medida que se varia Ox, 

Qi e Qi dos valores para os quais f ( p )  tem um comportamento linear para aqueles com os 

quais f { p )  tem comportamento de parábola com derivada igual a zero para p  = 1, os níveis de 

tensão previstos pelo modelo aumentam, indicando o início do escoamento a tensões mais altas e 

uma evolução da deformação plástica a níveis de tensão superiores. Este comportamento indica 

que o modelo se toma menos suscetível à pressão quando se sai de f { p )  linear para parabólica. 

Em relação á porosidade, verifica-se que o aumento da influência da pressão na resposta plástica 

do material levou a níveis de porosidade maiores, como foi o caso para f i f i )  linear.
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Q t=0.0000;Q2=2.0000;Q3= -l .0000

Deformação (s)

Figura 7.10 - Tensão e porosidade em função da deformação aplicada para diferentes 

conjuntos de Q2 e Q3 para K , p c e n constantes.

Na figura 7.11, pode-se avaliar as respostas de tensão e porosidade em função da 

deformação aplicada. Nosta-se neste caso que o aumento da sensibilidade à pressão provocado 

pelo aumento da densidade crítica, provoca, à medida que a deformação aumenta, um estado de 

tensões mais baixo e uma maior porosidade tanto em valor absoluto como em taxa de aumento. 

O estado de tensões mais baixo para os casos de maior influência da porosidade pode ser 

associado, neste caso, à contribuição da componente deviatórica para o início do escoamento do 

material, que se soma ao efeito da componente hidrostática, que no caso do modelo anterior era a 

única existente. Neste sentido, o material tem o início do escoamento a níveis de tensão mais 

baixos para situações onde o material é mais sensível à influência da pressão. Apesar disso, a 

ocorrência de maior porosidade à medida que o efeito da pressão aumenta se mantém da mesma 

forma que anteriormente.
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.........  P, 0.35
Q1=0.0000;Qj=1.5385; Q3=-0.5385
--------- p =0.5 T en sã0

Deformação (e)

Figura 7.11- Tensão e porosidade em função da deformação aplicada para diferentes 
valores de p c com K  e n constantes.

Na figura 7.12 são mostradas as curvas de tensão e porosidade em função da deformação 

para diferentes coeficientes K considerando Qí} Q2, Q3, p c e n constantes. Verifica-se que à

medida que o coeficiente K  diminui, indicando uma condição de maior "concentração de 

tensões" causada por uma configuração mais crítica de porosidade (por exemplo, poros 

grosseiros com forma irregular), o nível de tensões previsto pelo modelo cai acompanhado pela 

porosidade. Este resultado é coerente com o fato de que uma microestrutura mais desfavorável 

(com porosidade irregular) propiciará o início do escoamento a níveis de tensões mais baixos. As 

tensões mais baixas levarão a uma menor pororosidade e, no caso de uma falha, é de se esperar 

que o material com microestrutura mais irregular apresente menor possibilidade de crescimento 

e nucleação de poros, de forma que em relação a um material com microestrutura mais favorável, 

o primeiro deverá apresentar uma porosidade mais baixa.
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Q=0.0000;Q2=2.0000;Q3=-1.0000 
p=0.5 n=0.35

Deformação (e)

Figura 7.12 - Tensão e porosidade em função da deformação aplicada para diferentes 

valores de K  para <2,, Q2, Q3, p c e n constantes.

Na figura 7.13 são mostrados os resultados de tensão e porosidade em fimção da 

deformação para diferentes valores de n para 0 , ,  0 2, Q3, p c e K  constantes. Verifica-se que o

aumento da influência da pressão provocado pelo aumento de n leva a uma diminuição do nível 

de tensão e a uma diminuição da porosidade prevista. Pode-se verificar ainda que, da mesma 

forma que no caso de deslocamento hidrostático, a variação de n não acarretou mudanças muito 

relevantes em termos de porosidade.
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Q=0.0000;Q2=2.0000;Q3=-1.0000 
n=0.1 K=1 p=0.5

Deformação (8U)

Figura 7.13 - Tensão e porosidade em função da deformação aplicada para diferentes valores de

n para (9,, 0 2, Q2, p c e K constantes.

7.2 - Modelos com mais de um elemento

a) Barra cilíndrica tracionada

A figura 7.14a ilustra o modelo de uma barra cilíndrica tracionada antes e após a 

deformação. Para este caso foi considerada axissimetria do corpo de prova cilíndrico que teve 

somente um oitavo modelado. Para fins de modelo considerou-se, um corpo de prova com 5 mm 

de diâmetro, de forma que o oitavo modelado foi considerado com 2,5 mm de raio e 2,5 mm de 

altura. A este modelo foi aplicado um deslocamento prescrito de 1,43 mm em um só passo, 

dividido em no mínimo de 100 incrementos. Deve-se atentar que todas as grandezas foram 

consideradas em valores absolutos, desconsiderando assim as suas unidades. A tabela 7.1 

estabelece uma relação entre deslocamento e deformação verdadeira para o modelo simulado e 

deve ser considerada somente como uma referência em virtude deste tipo de relação não ser
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verdadeira após o início da estricção, e em função dos diferentes modelos simulados 

apresentarem o início da estricção em estágios diferentes da simulação.

Tabela 7.1 - Relação entre deslocamento e deformação verdadeira para o modelo do corpo de 

prova de tração uniaxial.

Fração aplicada do 

deslocamento prescrito 

(%)
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

Deformação verdadeira 0.00 0.06 0.11 0.16 0.21 0.25 0.30 0.34 0.38 0.42 0.45

Elemento mais 

Crítico
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Figura 7.14 - (Continuação) Modelo de cilindro submetido à tração uniaxial (antes (azul) e após 

a deformação), (a); e fração da barra submetida à tração uniaxial (b).

Na figura 7.15 são mostradas as curvas de evolução tensão equivalente de Mises, da 

pressão e da porosidade, em função da fração do deslocamento prescrito aplicado ao modelo. 

Verifica-se que para os modelos resolvidos com o critério de Gurson, Green e Doraivelu, ocorre 

uma tendência de aumento, estabilização e queda da tensão equivalente de Mises, com o 

aumento da deformação. Já para o critério de Kuhn, somente uma tendência de aumento é 

constatada Para os primeiros, essa queda deve ser associada ao aumento da porosidade, que 

provoca uma diminuição da tensão equivalente para o escoamento. Em relação à pressão, 

observa-se o aparecimento de um comportamento não monotônico em relação ao aumento da 

fração aplicada do deslocamento prescrito, como pode ser notado pela tendência ao aparecimento 

de um pico. Esta tendência é explicada pelo aumento da influência da porosidade, de forma a 

propiciar que as tensões hidrostáticas tenham sua parcela de contribuição na deformação 

aumentada em relação à tensão equivalente de Mises (deviatórica). Este aumento de influência 

da porosidade tem como consequência direta uma maior compressibilidade do material.
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Fração aplicada do deslocamento prescrito

(a)
Fração aplicada do deslocamento présente 

(b)

-0.05  0.00  0.05  0.10  0.15  0.20  0.25  0.30  0.35  0.40  0.45

Fração aplicada do deslocamento prescrito

(c)
Figura 7.15 - Tensão equivalente de Mises (a), picsoao (b) e porosidade (c) em função da fração 

aplicada do deslocamento prescrito para os critérios de Gurson, Green, Doraivelu e Kuhn &

Downey.

Na seqüência de figuras 7.16, 7.17 e 7.18 é possível avaliar a evolução da tensão 

equivalente de Mises, pressão e porosidade, para diferentes condições do modelo proposto. Nota- 

se nas figura 7.16 e 7.17 que, para as variáveis em questão, o comportamento previsto pelo 

modelo proposto é qualitativamente comparável aos resultados obtidos para os modelos 

propostos na literatura os critérios apresentados na literatura. Verifica-se que à medida que os 

parâmetros do referido critério são variados no sentido de aumentar a influência da pressão no 

modelo, a quantidade de poros resultante, para o mesmo deslocamento aplicado, é maior (Figura
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7.18) e, em função disso, ocorre um "amolecimento" do material levando a níveis de pressão e 

tensão deviatórica menores.

K=l,0;n=0,35

Q=-0; Q2=2,8571;Q,=-l,8571 
rc=0,65

“I--- ---- 1--- ---- 1--- ---- 1--- '--- 1--- ■--- r
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fração do deslocamento aplicado

Figura 7.16 - Tensão equivalente de Mises em função do deslocamento aplicado para diferentes

condições do modelo proposto
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Figura 7.17 - Pressão em função do deslocamento aplicado para diferentes condições do modelo

proposto
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F ração  de deslocam ento  aplicado

Figura 7.18- Porosidade em função do deslocamento aplicado para diferentes condições do

modelo proposto

b) Barra com furo

A forma e as dimensões do modelo de barra com furo considerado neste caso são 

mostradas na figura 7.19 que tem a área mais sujeita à solicitação apresentada antes e após a 

deformação na figura 7.20. Para este caso foi modelado 1/8 da barra que foi submetido a um 

deslocamento prescrito de 1 mm. Este deslocamento foi aplicado dividido em no mínimo de 100 

incrementos.

Nas figuras 7.21, 7.22 e 7.23 observa-se a distribuição da tensão equivalente de Mises, 

pressão e porosidade para o critério de Gurson na região mais crítica do modelo simulado. Estas 

figuras ilustram o resultado típico obtido para os diferentes critérios, destacando as regiões de 

maiores valores de tensão deviatórica, as regiões onde os valores de pressão são compressivos e 

trativos e ainda os locais de maior porosidade no material. Além disso, é possível, interpretando- 

se as referidas figuras, concluir sobre a forma final esperada para um corpo de prova submetido a 

solicitações semelhantes às prescritas no modelo. Deve-se ressaltar que, para fins de 

interpretação, os valores de pressão apresentados pelo ABAQUS são reportados segundo um 

sistema de coordenadas que considera tensões hidrostáticas trativas aquelas com sinal negativo.
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Considerando-se o elemento mais crítico (assinalado na figura 7.23) e avaliando-o em 

ralação à evolução da tensão equivalente de Mises, pressão e porosidade, em função da evolução 

do deslocamento prescrito para os critérios de Gurson, Geen, Kuhn & Downey, Doraivelu, além 

do critério proposto. Os gráficos obtidos são mostrados nas figuras 7.24 a 7.29.

, 20 3

(b)
Figura 7.19 - Dimensões da barra com furo (a); fração do corpo de prova modelado (b).
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.3__1
Figura 7.20 - Detalhe do modelo de barra com furo mostrado antes (azul) e depois da

deformação.

Figura 7.21 - Mapa da tensão equivalente de Mises em um detalhe do modelo de barra com furo.
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Figura 7.22 - Mapa da pressão em um detalhe do modelo de barra com furo.

Figura 7.23 - Mapa da porosidade em um detalhe do modelo de barra com furo.

Na figura 7.24 são mostrados os resultados de tensão equivalente de Mises em função da 

fração de deslocamento prescrito aplicado para os critérios de Gurson, Green, Kuhn & Downey e 

de Doraivelu. Os resultados mostram um comportamento coerente com os modelos anteriores,



IMPLEMENTAÇÃO DOS MODELOS 87

apresentando uma região de resposta linear seguida pelo início da plastificação, caracterizada por 

uma menor taxa de aumento da tensão em função da deformação. Este aumento ocorre até que 

seja atingido o pico de tensão deviatórica. Após este ponto, com o aumento da porosidade, que 

permite uma maior contribuição da pressão para o escoamento do material, e consequentemente 

o valor da tensão equivalente de Mises diminui. Verifica-se na mesma figura que os critérios de 

Gurson, Green e de Doraivelu apresentam uma boa concordância até aproximadamente 50% do 

deslocamento prescrito. O critério de Kuhn, porém, apresenta tensão equivalente de Mises e 

pressão (7.25) situando-se em um patamar superior aos outros critérios.

Fração aplicada do deslocamento prescrito

Figura 7.24 - Tensão de Mises em função do deslocamento prescrito para os critérios propostos
na literatura.

Na figura 7.25 são apresentados os valores de pressão em função do deslocamento 

prescrito para os mesmos critérios da figura anterior. Novamente existe a semelhança de 

resultados entre os critérios de Gurson, Green e Doraivelu que ocorre desde o início do 

escoamento até aproximadamente 70% do deslocamento prescrito, valor a partir do qual o valor 

de pressão prevista pelo critério de Doraivelu começa a cair. Na figura 7.26, verifica-se os 

valores de porosidade são monotonicamente crescentes para os diferentes critérios, indicando
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uma tendência de aumento à medida que a influência da pressão no início do escoamento 

aumenta para os diferentes critérios, o que é caracterizado por tensão equivalente de Mises e 

pressão mais baixas.

Fração aplicada do deslocamento prescrito

Figura 7.25 - Pressão em função do deslocamento prescrito para os critérios propostos na

literatura.
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Fração aplicada do deslocamento prescrito

Figura 7.26 - Porosidade em função do deslocamento prescrito para os critérios propostos na
literatura.

Nas figuras 7.27 a 7.29 são mostrados os resultados de tensão equivalente de Mises, 

pressão e porosidade em função da fração do deslocamento prescrito aplicado para diferentes 

condições do critério de escoamento proposto. Constata-se nas figuras em questão que o 

comportamento previsto para o modelo proposto considerando as diferentes condições simuladas 

apresentam as mesmas tendências que os casos propostos pela literatura. Nota-se de fato que, 

qualitativamente, o critério proposto reproduz as tendências resultantes da aplicação dos modelos 

apresentados nas figuras 7.24 a 7.27. Verifica-se que as variações nos resultados são decorrentes 

à mudança dos parâmetros no sentido de aumentar a influência da pressão no escoamento do 

material e que os resultados previstos pelos critérios apresentados na literatura, à excessão do 

critério de Kuhn & Downey são passíveis de serem englobados pelos resultados do modelo 

proposto.







CONCLUSÕES

O algoritmo de integração apresentado se mostrou adequado à solução dos problemas 

abordados neste trabalho e permitiu a implementação das teorias de plasticidade para 

materiais porosos proposta por Green, Guerson, Kuhn & Downey, Doraivelu e o critério 

proposto via método dos elementos finitos considerando a evolução de duas variáveis de 

estado, quais sejam, deformação equivalente e porosidade do material.

O modelo proposto se apresentou flexível e adequado no sentido de ser implementado via 

método dos elementos finitos e de aplicação na simulação numérica de componentes 

mecânicos porosos submetidas a solicitações que os levem à plastificação.

O modelo proposto, através da variação dos parâmetros de material incluidos na formulação 

mostrou a possibilidade de cobertura de uma ampla gama de resultados passíveis de serem 

obtidos pela utilização de diferentes teorias da plasticidade anteriormente propostas.

Os modelos do cubo submetido à tração hidrostática apresentaram um pico de máxima 

pressão correspondente à máxima tensão de escoamento resultante da combinação do 

encruamento da matriz e do amolecimento do material devido ao aumento da porosidade. O 

decréscimo da pressão após o pico é decorrente do amolecimento devido ao aumento da 

porosidade.
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• Nos modelos de cubo submetido à tração hidrostática quanto menor a influência da pressão 

no cálculo da tensão de início de escoamento, maior o pico de pressão obtido.

• Os modelos de cubo submetidos á tração hidrostática apresentaram um aumento linear da 

porosidade acompanhando a tendência linear ditada pela prescrição do deslocamento. Isto é 

decorrente do fato da incompressibilidade da matriz associada à conservação da massa, o que 

implica que o ganho de volume deve ser decorrente do aumento da quantidade dos poros. Os 

valores semelhantes obtidos nas simulações são devidos ao controle de deslocamento 

imposto nas simulações.

• Em relação ao modelo proposto, o aumento da influência da pressão no início do escoamento 

provocou a diminuição do pico de pressão e o adiantamento do início do aumento da 

porosidade em relação ao deslocamento imposto.

• Nos modelos de cubo tracionado unixialmente, os critérios propostos na literatura 

apresentaram resultados em tensão de escoamento semelhantes entre si, a exceção do critério 

de Kuhn & Downey.

• Em relação ao critério de escoamento proposto, à medida que os parâmetros foram variados 

no sentido de permitir uma maior influência da pressão no início do escoamento, o nível de 

tensão diminuiu e a porosidade aumentou.

• Os parâmetros K e n são indicadores da sensibilidade do material à presença de poros. 

Quando estes parâmetros são variados no sentido de indicar um material mais sensível à 

presença de poros, o nível de tensões tende a cair assim como a porosidade, indicando que 

microestruturas menos favoráveis (p. ex. porosidade irregular) tendem a suportar menores 

níveis de tensão e evoluem com menores quantidades de poros. Estes resultados são 

coerentes com a literatura consultada (CHRISTIAN e GERMAN, 1995).

• Nos modelos de barra de tração considerando os critérios propostos na literatura, verificou-se 

que as tendências se mantêm semelhantes àquelas observadas nos modelos de cubo 

submetido à tração uniaxial até o ponto em que a porosidade se aproxima da densidade 

crítica para o modelo de Doraivelu. Neste ponto, para o modelo de Doraivelu, os valores de 

tensão deviatórica começam a cair e a porosidade aumenta a uma taxa maior que para os 

outros critérios testados até a não convergência das variáveis de estado (vide figura7.15).

• As simulações da barra de tração relacionadas ao critério de escoamento proposto mostraram 

que a variação dos parâmetros do modelo permitiu obter resultados que cobrem aqueles 

obtidos a partir dos critérios da literatura testados.
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•  Para o modelo de barra com furo, a tensão de início de escoamento é fortemente influenciado 

pelas tensões cisalhantes, fazendo com que o inicio do escoamento aconteça a níveis de 

tensão muito próximos para os critérios testados.

• Para os critérios apresentados na literatura, o modelo de barra de tração indicou que 

novamente o critério de Kuhn & Downey apresenta comportamento discrepante dos outros 

critérios testados, o que ficou evidenciado principalmente por níveis de tensão mais elevados 

em relação aos outros critérios.

• O modelo de barra com furo, para o critério proposto, permitiu confirmar que mesmo para 

um modelo cujo escoamento é predominantemente regido pelas tensões cisalhantes, os 

resultados obtidos podem englobar aquelas condições previstas pelos critérios apresentados 

na literatura e testados neste trabalho.



PROPOSTAS PARA CONTINUAÇÃO 
E NOVOS TRABALHOS

Comparação dos resultados simulados via método dos elementos finitos com resultados 

experimentais obtidos via ensaios equivalentes aos modelos.

Ajuste dos parâmetros do modelo proposto para diferentes tipos de metais sinterizados. 

Utilização de outras funções f{p )  e g(p) para explorar possíveis configurações mais 

adequadas destas funções.

Incluir no algoritmo de integração o encruamento cinemático da matriz do material. 

Avaliar formas diversas de evolução da porosidade quanto à nucleação e crescimento dos 

poros.

Incluir no algoritmo de integração a possibilidade de coalescimento dos poros.

Propor um modelo para o coalescimento dos poros.

Estabalecer metodologia para a calibração do modelo proposto.

Aplicação dos modelos para casos de solicitações cíclicas
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Apêndice I-Obtenção dos coeficientes

4  e b,

O agoritmo para a resolução de um sistema de duas equações com duas incógnitas pelo método 

de Newton, conforme (Press, 1995) pode ser escrito como:

Assumindo que:

/+! v.

r #2 & "

B -1 cfcr(2) õxm
D dt\ UI,

dxw õxm J

D =
& dA

õxm õx(2)
df2 df2

cbc(1) õxi2)

/ =  A* &  + A * , ^  = 0
p Ôq q dp

fz= g(p,q ,H a)=o 

p = p e + KAep 

q = qe -3GAsq

A Ha=ha(p,q,A£pM q,Hp)

x, = A s p

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

Rescrevendo o algoritmo (1) utilizando as definições de (2) a (8):



Apêndice I  - Obtenção dos coeficientes AtJ e bt 103

[A*, 
I Ae

Ae„ r+1

f+1

|A*f 
IA e„

r & àfx "

1 õAeq õAeq U 1
D df2 U í r í

õAep õAep _
,

D = ààep õAeq
' àf2 àf2

õA s p õAeq

df2 àfi
õA eq õAeq

df2 5/,
õA e„ ôAs.

(9)

(10)

= <A~1 (11)

Com a matriz A definida como:

A =

dfi dfi
õAep õA eq 
õf2 õf2

õAs „ õA s„

(12)

e o algoritmo para a solução do problema é:

(13)

e finalmente:
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Al An 
■̂21 2̂2 i ’

(14)

com os coeficientes A  ̂ sendo calculados como:

_ àfx _dg— +Ae, õ õg õ õg
" õAs õq p qÕAs õq õAe õp (1 5 )

A Ôf\ Õg A Õ Õg . Õ ÕgA.2 = — +A f„-------- —+Aea-------- —
ÕAsq õp õAsq õq õAeq õp

(16)

a ^  dfz = õg - ç õ g  dg õHa 
õAep õAep õp txõH a õAep

(17)

a . õ f t _ õ g _  õg *  dg ÕHa 
õAs õAe. õq txõH a õAeq

(18)

Substituindo a função potencial plástico nas expressões para A1X e Â 2 podem ser escritas como:

A i = — + As —  
11 õq p õq

d ( K ^ - + ±  Õg ÔH° '
õp £xõHa ÕAe

+ Ae„
P J õp õp 0=1 õHa õAepj

. õg . õ
A l = + k £n---12 õp p õq

'-3G&
n

+ z Õg õHa y + Ae„ õ r
-3G— + i  dg ÕHa>

Sq 0=1ÕHa ÕAeq\ <7õp \ õq £í õHa õAeqj

Que expandido fornece:

Axl= ^ -  + Ast 
õq 1

rK ^ + ±  02g ÔH° '
õpq a=xõqõHa ÕAs

+ Ae„
p

K d2g
+ z

õ2g õHe
õp1 a=\ÕpÕHa ÕAs

(19)
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Az =Í  + AS  dp -3G^-4- + t -
ÔH1

õq2 £dqõH a ôAs
+ As., õ2 ir a -3  G ^  + E <32g a //“

õpq a=\õpôHa ÕA s
(20)

E o sistema de equações (14) para cpe cq tem os coeficientes AtJ, onde (19) e (20) são 

repetidos para maior clareza, como segue:

Ai =~ +&s p" dq p
' / c ^ Z + i  õ‘g  dH°
V

dpq a=iõqõHa ÕA s
K Z A + f J - Ã _ E l

dp2 txôpõHa dAs
(21)

^i2 = — + Afi 
12 dp P õq2 a^\õqôHa õAsqJ

+ As, "_3 +
õpq o=i õpõHa õAsqJ

(22)

4 i  = - ^ _ = _ ^ _ = .f f ^ :+ j
SA*, dAs, õp txõH a ÕAsp

(23)

^ = J L « _ § E _ = _ 3 G â : + t J L » l
^A~ Õq txõH a õAsqõAsq õAsq

(24)

(25)

K = - f2 = -g (p ,q ,na) (26)



Apêndice II-Cálculo dos coeficientes

õHa õHa 
ôA£p ® dAeq

Temos que:

Aff“ =h‘ {p,q,àsrM , , H f ). (1)

ÕHa
Observando-se que o mesmo procedimento deve ser repetido para a obtenção d e ------ e

ÔASq

assumindo que a = 2, chega-se a:

ÔH1 õh1 õti ôp õh1 ÕH2------ = -------+ -------- —  + ----:-------- (2)
dAsp ôAsp ôp ôAsp õH õAsp

ÕH2 _ õh2 ^ ôh2 õp | õh2 ÕHX 
ôAe ôAe ôp õAs ôHx ôAs

Que rearranjadas levam a:

ÕH1 õh1 ÕH2
ÕAsp ÕH2 õAep ôAe

(4)

+ õh2 ÔH1 dtf2
a / /1 ôA s p ÔAe p

r õh2 | õh2 ôp N 
õAep + ôp ôAspJ (5)

Que na forma matricial podem ser escritas como:
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õAep õp dAep

-1

õh2
ÕH'

Õh1 
ÕH2
-1

ÕH'
õAe
dH-
õAe,

= ( - «

Cuja solução pode ser escrita como:

' ÕH1 - õhx ~ ' õh1
õpõAsp 1

ÔH2 , ÕAsp
ÕH2 õh2 1 dh2 v  õh2------- + K ----
õA ep L õ //1 - õAep õp

Da mesma forma pode-se obter:
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Das equações da elasticidade, sabe-se que:

a \i — CjjU -{£u)t - \ ^ pôa - à e qnu

já que:

i£u)t+At = {sa)t +{^£u)t ■

Sendo que:
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e finalmente:

d<yu q
\(3  1

2 =  2 'íjva ij ki

Aonde J  = õikôjt é o tensor identidade de Quarta ordem.

Sabe-se que:
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e que:

Aep ^ -  + Aeq ^  = 0 
p õq q Õp

Calculando-se as variações de õAepe õAsq em termos de õq_ nestas duas equações chega-se a:
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tlõpÔH*

= 0
(4)

^<30 õp + 5$ õq' 
õp õç_ õq õq_j

" ÔQ>: õcr + y\-—— õHa =0 
~  Z lõH a (5)

com

/»=!
dhP a* &  aA-õAs„ h------- dAs, +

õAe„
rõh? õp | õh^ õq

õp õq_ õq õq_;
: õa (6)

Substituindo (6) em (4) e (5) obtém-se:
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õAsa —  + As 
p õq p

õ A sJ ^  + As 
õp

r õ2g õp | õ2g õq 
õpõq da õq2 õa

f f  d*g c
h h õ q õ H a *

r õ2g õp | õ2g õq 
õp2 õa õpõq õa^

: õa +

" ^  PA Õhp+ 5Af 0 + í  õhp <3/î : acr
|_ate, ' SAí', 1 ^ 5o; õq õa)

+

: õa +

y y J Í L c
h U õ p õ H “C°*

õhp õhp r 
~^— õAsp + -^— õAsq + 
õAsp õA sq v

õhp õp ôhp õq 
õp õa õq õa

: õa
= 0

(7)

rõ0 õp <30 õq 
õp õa õq õa

: õa +

-A-A oO
/  /  ------cÍZfedH -' afi

" õhp P A  dkP  P A5Af „ H------- ÕAsn + ( õhp õp | õhp õq' : õa
õAsp P õAsq q 1 õp õa õq õa]

= 0
(8)

Rearranjando (7) chega-se a:

ÕA s.

ÕAs,

dg—  + A s p õq
õ2g õhpn n

]k^Õ qõH a ÕAs

õg—  + Ass 
õp

d2g õhpn n
l ^ õ q õ H a d As

+ As.

As. f f  õ2g õp | õ2g õq 
yyõpõq õa õq2 õa_j

r õ2g õp | õ2g õq  ̂
õp2 õa õpõq õa

q
n n

Õ21 + Z Z -
õg

õqHa ap\K õp õa õq õa
õhp õp õhp õq :õa

:d<T + £ £ J k - c
---  _*V.. U  aa=\ p=\ OpH

õhp õp õhp õq 
õp õa õq õa

J 
\

õa
J

(9)

Rearanjando (4.65) chega-se a:

- A A A  õ® õhp aA A A  õO õhpÕAs „ > > ------c„„-------- 1- õAs„ > > ------c„R------

f f
tõH a ^  õAsf 

õ® v V - ^ _  dhP
•<—- I 77a  -3_

í /

vv Õp a=1 /?=1 ÕHC
õp_

õp ) õa
+ y y ü c ^

õ q +h h à H ° Cafi õq Jõa
õa

(10)
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Tratando (4.66) e (4.67) como um sistema de equações em termos de duas incógnitas õAep e 

õAeq, pode-se escrever:

AndA s + AnõAeQ = - 1
(11)

A-i\õAs + AridAeQ —
r 1 da9
v -> J

(12)

Já que:

Ôq _
da n'J

Os coeficientes Au , An , A21, A22,Bu ,Bn , B2Í e B22 são definidos como:

Ai = r +As'Õq
f f  d2S ,  a r '  
hptõqõH * ÕAep ■ Af„ <52gn n

l^ õ p d H *  09 õAe
(13)

■^12  ~

Õg
Õp t t - -%ÍXdqdH‘ dás,.

+ Af, (14)

- v v _ ^ _  õhP
21 h h à H aCafiõAsp (15)

Ay> = y y — C , ----
iã h d H *  ÕAe

(16)

= A f . Ü + y f J Í _ c^
õpõq jãUdqõH" õp

+ A£-9
_V

d2S { f f  d2S - 
3p2 hfcõpÕ H 01 *  õp

(17)
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B,, = Aé\ õ2g õ2g õhp
õq1 t t^ õ q Ô H *  *  Õq

i x + J h L
õpõq h fed p d H "  ^  õq

(18)

ao  » - 50  õhfi ^ , = — + Z I — c ..
dp ^ õ H a '*  õp

(19)

ao " " c>0 õhp
22 ~ A +L L  rsTja Cafiõq 7?\elõHa v  õq

(20)

Por conveniência (11) e (12) pode ser rescrito como:

AnõÁSp + AnÕAeq = (b uôij +Bun:j)dcJv 

A2í ÕAS p + ArlÕASq = (i?21̂ y +^22

(21)

(22)

E desta forma os termos de(l l)e(12) devem ser corrigidos para:

Bn = \B u , (23)

(24)

•̂ 12 — 1̂2 »

B-22 — 2̂2 ■

(25)

(26)

Resolvendo (21) e (22) para ôAe e , chega-se a:

4 l  ^2 
•̂ 21 ^22.

r | (  (Buây + Bnriy ' 
õAeq J 1 (g21 ôv + 5 22/7y )9cry

I dAe„ .-̂ 21 2̂2

\õAe,
\õAeq J 4̂11̂422 AnA2l

22 

— A.21
Â2

A:
\(Bnôy +Bl2njJ)õaij 
\(p2lSv +Bnnu)&<Tv
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\õ tep\ _ 1 [ +Bnn:)) -A n (B1,Ô1J +B22n:])]pcxJ
j AuA22 -  A,2A2l {[- A2I(b uSij + Bnnv)+ Au(b 21ô0 + Bun9 )]õov

\ÔÂ£p I _ ______1_____  í[(̂ 22-^n _ ̂ 12-̂ 21 y*i/ + ÍAn^\2 ~ AnB72')nij^C' ij
lÔAf^J AuAn —Al2A2l [[(̂ 11 -̂ 21 ~A2\B\\)õij + (̂ 11̂ 22 ~

Ô A S  p  —  A A [ ( ^ 2 2 ^ 1 1  ^ 1 2 -^ 2 1  ) ^ y  +  ( ^ 2 2 ^ 1 2  ^ \ 2 ^ 2 2  f y i j  ] ^ CTj
11 22 — ̂ 12̂ 21

dAsq j  j  [(A 1^21 — -̂ 21-̂ n y*ij +{AuB22 — A2.lBV2)niĴp(T
A U A 22 ~  12 21

(27)

Agora, definindo os coeficientes mp , m ^, e mqn como:

mn* -p n

171- =<?»

■̂11-̂ 22 Aí2A21

1 ,
A 1-̂ 22 — ^2-^21

1 <
■̂11̂ 22 — AX2A2l

1

(■̂22-̂ 11 -̂ 12-̂ 21 )

ÍAnB\2 ^2-^22 )

(̂ 11̂ 21 ^2\B\\ )

/W =g" /í J J >1 -̂ 11 -̂ 22 12 21
(̂ 11-̂ 22 2̂1̂ 12 )

(28)

(29)

(30)

(31)

e a solução do sistema de equações (27) pode ser rescrita como:

ôAfi-p = 
= + «*,»# ]^ ÿ

(32)

Substituindo (32) em:

ô<xÿ — CiJkJ
f  1 Ôn '
teu - - ^ e pSa -ÕAeqnu -A e q- ~ ô a iJ

J 0(7 y j
(33)

Leva a:
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(l  + C ' -.m):Õ0 = C ‘ :õe (34)

aonde:

M  = —mntI I  + —mrmIn + m„ n l + m n n  +
=  3 3 p"—  q q da

(35)

com:

^ 1
Õ<Ja q

(36)

Considerando a simetria do tensor tensão, chega-se a:

M  -  —m . =  3 /»

+ m„

'1 1 1 0 0 0 ' n 2 W3 *4 " í

1 1 1 0 0 0 n 2 «3 «4 ” , n 6

1 1 1 0 0 0 1
+ —m  m *i n 2 "3 W4 n 6

0 0 0 0 0 0 2 pn 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 _0 0 0 0 0 0

*2 «3 0 0 o" « 1«2 «1«3 «1«4 /z,n3 «!«6

« i «2 «3 0 0 0 n2n2 «2«3 «2«4 n2 n 5 » 2»«

«2 «3 0 0 0
+ m «3 «I «3» 2 /I3/I3 AI3/Í4 ”3”, «3«6

W2 «3 0 0 0 qn
» 4«! «4«2 /l4«3 «4«4 n4n5 «4«6

W2 «3 0 0 0 nsnx «5«2 «5«3 *5*4 n5n, W s

3 «2 «3 0 0 0 " s«2 «6«3 «6W4 n 6»5 n 6n 6_

(37)

*  õn 
+As< ã ?

e
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õriy

ô a a

1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 1

1 1 1 0  0 0 
1 1 1 0  0 0 
1 1 1 0  0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0

<1 ~n,nx nxn 2 n,n ,

« 2 » ! n2n 2 « 2 / i 3 « 2 « 4 n 2n5 « 2 W 6

/ 1 3 « 1 n3n 2 « 3 » 3 w 3 w 4 nzns « 3 « 6

« 4  ", n4n2 W 4 / I 3 n 4n 4 n 4ns « 4  « 6

n5n2 nsn4 « 3 « 5 « 3 « 6

« 6* 1 « 6 « 2 n6n 4 « 6  « 3 n6n 6

Assim, de {j + Ce :M ).d a ~ C e : õs chega-se a:

= + : C ‘D =
\dÇ.St+ài

Que pode ser escrito como:

D = \M+ C

que é simétrico se:

1—mm = m, ̂ Pn v

Novamente, se o encruamento depende de duas funções, chega-se a:

d 2g

(38)

(39)

(40)

(41)

A„ =

08 A— + A e, 
õq

As„

õqõH'

d 2g--------- c
õpõH1

õhx d zg
-H-----------------C 12

õh2 õ g  
------------H------------------ C

ÕAsp õqõH1 d As

õh1 d 2g õh:

õqõH'

d 2g

21

õh1 d*g +--------- c
õh‘

õqõH 
j2

22 -  2 ÕAs,
+

12
õAsp õpõH1 õAsp õpõH' 2 21 õAs

õh1 õ*g ------ +----------c
õh:

õpõH 2 22 ÕAs,

(42)
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—

õg
õp+A£p

õ2g õh1 õ2g dh2 õ2g  õh1 õ2g dh2 
õqõH1 C" õAe + õpõH1 °'2 õAe + ÕpôH2 °2' õAe + õpõH2 622 ÕAe

Ae„ à2g õh1 d2g õh' d2g õtí õ2g õh2
ÕpôHx " õAe õpõH' õAe. õpõH2 " õAeq õpõH2 " õAetr l  *12

(43)

dO õ h1 oO ÖA2 dO ÖÄ1 dO d h 2 ■̂21 — « « îi £->■
d /í1 11 dAs, d #1 12 ÕAep d H 2 2' d A s p dH 2 *2 2 d A e .

(44)

00  Õh1 ÕO SA
A 2 = — rc„—--- + — ^c. a o  a fc1 a o  a /*2-C,, ------+ ---- rC,

ö //1 11 d A e q d H A n  d A eq d H 2 21 d A e q d H 2 22 dA eq
(45)

a/i2 dh1
^>a? â / / 1 n 3p a?a//' ^ õp õqõH2 "M õp ' õqõHr l  *12 2 *21 r2 *22

õh2_ 
õp

+

As„ õh2 õ2g 32g aA2 \

õp2 õpõHx 11 õp õpõH1 12 ^  õpõH2 21 apa# 2 22 ap

(46)

*12 —
d2g d2g d/i1 õ2g õh2 õ2g õh1 a2g õh2
—T + ---- ----------- + -----^~rc\i---- + ----- c ,,-------- + -----z-rc?,----õq2 õqõH õq õqõH1 õq õqõH2 õq õqõH2 õq

Ae„
í  a2a g

õpõq õpõH
+ ■52g

1 *ii
a / i1 a 2g  a / i2 a 2g  a /*1 a 2g----+ -----^-r c,7---- + -----^ - c „ ----+----- 2__. -----
a ^  õpõH õq õpõH õq õpõH~ õq

(47)

* 2 1  =  — 21 3
ao ao a/i1 ao õh2 ao a/i1 ao----- 1----- r c„ ----- 1----- r c,2------1-------^ ------1-------
õp ÕH õp õH õp

Õh2 A

ÕH2 21 ^  ÕH2 22 õp
(48)

* 2 2  —
ao ao a/i1 ao a/i2 a o õh1 a o a /i 2 "N (49)


